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KIRISH

Funksional analiz fani XX asrning boshlarida matematik analiz, al-
gebra, geometriya fanlaridagi tushuncha va metodlarni umumlashtirish
natijasida paydo bo'lib, hozirgi zamon matematikasining eng ahamiyatli
bo‘limlarining biri hisoblanadi. Bu fanning paydo bo‘lishi va rivojla-
nishi dunyoga tanigli olimlar bo'lgan D. Hilbert, I. Riss, S. Banax, M.
Freshe, A.N. Kolmogorov, S.L. Sobolev, AN. Tixonov, S.M. Nikolskiy
kabilarning nomlari bilan bog'liq.

Funksional analiz nazariyasi metodlaridan matematikaning xohla-
gan yo'nalishini o'rganishda foydalanish mumkin. Shu sababli, tak-
lif etilayotgan o‘quv go‘lianmaning zamonaviy matematikani chuqur
o‘rganmogqchi bo‘lgan universitetlar, pedagogika institutlari talabala-
riga hamda matematika faniga qiziquvehi boshga o'quvchilarga ham
foydasi katta deb o‘ylaymiz.

Funksional analiz fani bo‘yicha rus, ingliz va boshqa tillarda juda
yaxshi yozilgan adabiyotlar ko'p. O‘quvchilarga o‘zbek tilida tagdim
etilayotgan bu o'quv go'llanma oliy o'quv yurtlari "Matematika” va
7 Amaliy matematika va informatika” ta’lim yo‘nalishlari uchun funk-
sicnal analiz fani bo‘yicha o‘quv dasturiga mos yozildi.

Qofllanma 7 bobdan iborat bo‘lib, funksional analiz fani bo‘yicha
misol va masalalar berilgan. Birinchi bob to‘plamlar nazariyasi ele-
mentlariga bag‘ishlangan bo'lib, to‘plam tushunchasi, to‘plamlar ustida
amallar, akslantirishlar, o‘zaro bir givmatli mosliklar, ekvivalent va
sanoqli to‘plamlarga miscllar berilgan.

Ikkinchi bob o'lchovlar nazariyasi elementlariga bag‘ishlangan bo‘lib,
unda o‘lchov tushunchasi, o'lchovli funksiyalar va Lebeg integrallariga
misollar berilgan.

Uchinchi bobda metrik fazolarga bag‘ishlangan bo'lib, metrik fa-
zolar, metrik fazolarda kompakt to‘plamlar va qisqartirib akslantirish
prinsipi va uning tatbiqlariga misollar berilgan.

To'rtinchi bobda chiziqli fazolar va chizigli funksionallar, normalan-
gan fazolar, Evklid va Hilbert fazolariga misollar berilgan.

Beshinchi hobda topologik fazolar, topologik fazolarda kompaktlik
va chiziqli topologik fazolarga misollar berilgan.

Oltinchi bobda chizigli operatorlar, uzluksiz chizighi funksionallar,
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qo'shima fazolar, kuchsiz topologiya va kuchsiz vaginlashishlarga nsol-
lar berilgan,

Yettinchi bohda chizigli operatorlar fazosi, chizigli operatorlar spek-
tri, kompakt operatorlar, integral operatorlar va tenglamalarga misollar
berilgan, '

O‘quv gollanmani tayyorlashda katta hissa qo‘shgan Qoraqalpoq
davlat universiteti funksional analiz kafedrasi o'gitnvchilari f-m.fn.
. 8.1 Tleumuratov, A.J. Arziyev, J. Seypullayev va T.S. Kalandarovlarga
muallifiar o‘zlarining chuqur minnatdorchiligini bildiradi.

O‘quv qollanmaning taqrizchilari prof. V.I. Chilinga, dotsent R.
Turgunbayevlarga qimmatli maslahatlari uchun mualliflar o‘zlarining
chuqur minnatdorchiligini bildiradi.

[ BOB
To‘plamlar nazariyasi elementlari

1.1. To‘plam tushunchasi. To*plamlar ustida amallar

Matematikada har xil to‘plamlar uchraydi. Masalan, tekislikdagi
barcha nuqtalar to'plami, barcha ratsional sonlar to'plami, barcha juft
sonlar to'plami va hokazo. To‘plam tushunchasi juda keng ma’nodagi
tushuncha bo‘lgani uchun uning ta’rifini berish juda giyvin. Shuning
uchun bu tushuncha odatda tavifsiz qabul gilinadi.

To'plamlar lotin  alifbosining bosh A, B,C,... harflari bilan,
to‘plamning elementlari esa kichik a,b, ¢, ... harflari bilan belgilanadi.
Biror @ buyumning A to‘plamining elementi ekanligi @ € A ko‘rinishda,
a buyumning A to'plamiga tegishli emasligini a ¢ A4 kabi yoziladi.
Masalan, A to‘plam sifatida barcha natural sonlar to‘plamini olsak, u
holda 2 € A va -2 ¢ A Birorta ham elementi bo‘lmagan to‘plam
bo’sh to'plam  deyiladi va u § ko'rinishda belgilanadi. Bo'sh to*plamga
z? + 1 = 0 tenglamaning haqiqiy vechimlari to* plami misol bo‘ladi.

Agar A to'plamning har bir elementi B to‘plamning ham elementi
bo'lsa, u holda A to'plami B to‘plamning gism to‘plami deyiladi va A C
B ko'rinishda helgilanadi. A va § to‘plamlar A to‘plamining zosmas
gism to‘plamlari deyilib, A to‘plamining boshqa gism to'plamlari uning
zos gism to‘plamlari deb ataladi.

1. A =1{2.3,4,5} va B = {-1,0,2,3,4,5,6,7} bo‘lsa, u holda 4
to'plami B to'plamining xos gism to'plami bo’ ladi

2. A={1,3,6,9} va B = {3,4,5,6,7,8, 9 10} to‘plamlarning hech
biri 1kkmchlamlng gism to‘plami emas.

3. Barcha butun sonlar to‘plami barcha ratsional sonlal to‘plamining
X0s gism to‘plami bo‘ladi.

Agar A C Bva B C A bo'lsa, u holda A va B to‘plamlari o‘zaro
teng deyiladi va A = B ko'rinishda belgilanadi. A va B to*plamlarining
o'zaro teng emasligini A # B ko'rinishda belgilaymiz.

A va B to‘plamlarning kamida bittasiga tegishli bo‘lgan barcha ele-
mentlardan iborat to‘plam A va B to* plamlarining birlashmasi deb ata-
ladi va A U B ko‘rinishda belgilanadi.
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AU B

1-rasm

4. A = {2,4,6,8,10,12,14} va B = {10,11,12,13,14,15,16}
bo‘lsin. U holda AU B = {2,4,6,8,10,11, 12,13, 14,15,16} bo'ladi.

5. Agar A barcha juft sonlar to‘plami, B barcha toq somlar to‘plami
bo'lsa, u holda A U B barcha butun sonlar to‘plamidan iborat boladi.

Biror X to‘plami beriigan bo‘lib, uning har bir z elementiga ba'zi A,
to‘plami mos go'yilgan bo‘lsin. Elementlari A, to'plamlardan iborat .4
to‘plamni to ‘plamlar sistemasi deb ataymiz va uni A = {A,: z € X}
ko‘rinishda yozamiz.

A to‘plamlar sistemasining birlashmasi deb A, to‘plamlarning

kamida bittasiga tegishli bo‘lgan barcha elementlardan iborat to'plamga
aytiladi va bu to‘plam | J A; ko‘rinishda belgilanadi.

A va B to‘plamlarning ikkalasiga ham tegishli barcha elementlardan
iborat to‘plamga bu to‘plamlarning kesishmasi deyiladi va bu to‘plam
AN B ko‘rinishda belgilanadi.

2-rasm
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6. A = {6,8,10,12,14} va B = {11,12, 13, 14,13, 16, 17} bo'lsa, u
holda AN B = {12, 14}.

7. A to‘plami 3 ga karrali soplardan, B to'plami esa 4 ga karrali
sonlardan iborat bo'lsa, u holda AN B to‘plami 3 va 4 sonlariga umumiy
karrali sonlardan iborat bo‘ladi.

H# = {A;}, r € X to'plamlar sistemasining kesishmasi deb har bir
A, to'plamga tegishli bo'lgan barcha elementlardan iborat to‘plamga
aytiladi va bu to'plam () A, ko‘rinishda belgilanadi.

.

Agar AN B = @ ho'lsa, u holda A va B to'plamlari ozare kesish-
maydigan to‘plamlar deb ataladi. Misol uchun, barcha ratsional sonlar
to‘plami bilan barcha irratsional sonlar to'plami o‘zaro kesishmaydigan
to‘plamiar bo'ladi. .

A to'plamning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha elementlari-
dan iborat to‘plam A va B to‘plamlarning ayirmasi deb ataladi va A\ B
ko‘rinishda. belgilanadi.

8. A=1{1,2,3,4,56,78,9,10} va B = {2,4,6,8,10,12, 14} bo'lsa,
u holda A\B = {1,3,5,7,9}.

9. Barcha haqiqiy sonlar va barcha ratsional sonlar to‘plamlarining

" ayirmasi barcha irratsional sonlar to‘plamidan iborat bo'ladi.

A\ B va B\ A to'plamlarning birlashmasiga A va B to'plamlarining
simmetrik ayirmasi deyiladi va bu ayirma AAB ko‘rinishda belgilanadi:

AAB = (A\ B)U (B\ A).

10. A={1,2,3,4,5,6,7,8,9} va B = {5,6,7,8,9,10,11, 12} bo'lsa,
u holda

AAB = {1,2,3,4,10,11,12}.

11. Barcha hagqiqiy sonlar to‘plami bilan barcha ratsional sonlar
to‘plamining simmetrik ayirmasi barcha irratsional sonlar to‘plamidan
iborat bo‘ladi. .

Birinchi elementi A to‘plamga, ikkinchi elementi esa B to‘plamga
tegishli bo‘lgan barcha (a.,b) juftliklar to‘plami A va B to‘plamlarning
dekart (to'g‘ri) ko‘paytmasi deb ataladi va bu ko'paytma A x B
ko‘rinishda belgilanadi.

12. R barcha haqigiy sonlar to‘plami bo‘lsa, u holda R x R tekis-
likdagi barcha nuqtalardan iborat bo‘ladi.

13. Q orqali to‘g'ri chiziqdagi barcha ratsiona) sonlar to‘plamini bel-
gilaylik. U holda @ x Q tekislikdagi koordinatalari ratsional sonlardan
iborat barcha nnqgtalar to‘plamidan iborat bo‘ladi.
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Ba'zida caralayotgan barcha toplamlar biror X to‘plamuing qisin
to'plamlari bo'lsa, u holda X fazo deb ataladi.

X\ E ayirma (bu verda £ ¢ X) E to‘plamning X fo‘plamiga nis-
batan to‘ldiruvchisi deb ataladi va CE ko'rinishda belgilanadi.

14. X = [-1,2] va E = (0,1} bo'lsa, u kolda CE = [-1,0] U[L,2].

15. R barcha haqigiy sonlar to‘plami, @ barcha ratsional sonlar
to'plami bo‘lsa, u holda CQ barcha irratsional sonlar to‘plami bo‘ladi.

Masalalar

1.1.1. Isbotiang:

a) (ANCYU(BND)yC (AUBYN{CuUD);

b) (B\C)\ (B\ A) C A\ C

c}) ANC C (A\B)U(B\C).

Yechimi. a) Vz € (ANC)U(BND) =z AnC yokir €
BND = (reAvaze ) yoki(re€ Bvaz e D)= (x € A vyoki
rE€B)va(xecCywkizeD)=2€ AUBvarcCUD=zc¢
(AuB)n{CuD) = (AnC)u(BND)C {AUuB)n(CuD).

b)vVr e (B\C\(B\A)=>rc B\Cvazr ¢ B\A= (z € Bhamda
z¢ C)va(zr € Bhamdaz € A) = z € A\C = (B\C)\(B\A) C A\C.

gVre ANC=>reAvarz¢ C=2rec A\Byokizec B\C =
r€{A\B)U(B\C)= A\C C(A\B)U(B\C).

1.1.2. A\ B = C tengligidan A = B UC tengligi kelib
chigadimz?

Yechimi. Kelib chigmaydi. Misol uchun 4 = [0,2], B = [1,4]
bo'lganda A\ B = [0,1) bo'lib, BUC = [0,4] bo'ladi.

1.1.3. A= BUC tengligining o‘rinli bo‘lishidan, A\ B =C
tengligt kelib chigadimi?

Yechimi. Umuman aytganda kelib chigmaydi. Misol uchun B =
C # B bo'lganda (BUC)\B=0 # C.

1.1.4. A\N{(BUC) = (A\ B)\ C tengligini isbotlang.

Yechimi. ¥r ¢ A\(BUC) = 2 € A var ¢ BUC. Natijadaz € A\B
va z ¢ C bo'lganligidan, x € (A\ B)\C, ya'ni A\(BUC) ¢ (A\ B\ C
munosabati o‘rinli. AksinchaVz € {A\B)\C bo'lsin. U holdaz € A\B
vaz ¢ C. Natijada z € 4, * & BUC bo‘lgani uchun ¢ € A\ (BUC),
ya'ni A\ (BUC) D (A\ B)\ C. Natijada berilgan tenglikning o‘rinli
ekanligi kelib chigadi.

115, AU(B\C)= (AU B)\C tengligi orinlimi?

Yechimi. Umumiy holda bu tenglikning o‘rinli emas ekanligini
quyidagi rasmlarda ko‘rishga bo'ladi.

- -
-
e —_

AU(BNO)

3-rasm

T o

FAUENC

4-rasm
1.1.8. Tenglikni isbotlang:
AAB = (AU B) Y (AN B).

Yechimi. Yr e AAB=rc A\Byokiz € B\A={(re€ Ava
s¢ Byoki(ze Bvar g A)=>(r€ Ayckiz € B)va(z ¢ Ava
t¢B)=>reAUBvasr¢g ANB=2re(AUB)\(ANDB) =

AAB Cc (AUB)\ (AN B).
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Ve e (AUB)N(ANB)=rc AUBvarg ANB = (» € A yoki
reB)va(r¢g Ayokiv é By = {(r € Avar ¢ B) voki (+ € B va
r¢ dy=re AAB=

(AUB)\ (AN B) C AAB.

Demak, AAB = (AU B)\ (AN B) tengligi o‘rinli.

1.1.7. C to‘plami bo‘sh bo‘lishi uchun iztiyoriy A to‘plami
berilganda AAC = A tengligining o‘rinli bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Yetarliligi AAC = A tengligi o'rinli bo‘lsin. U holda
(ANC)U(C'\ A) = A. Bundan C \ A to‘plamning bo'sh ekanligi kelib
chigadi. Shu bilan birga, A\ C = A bo‘lgani uchun AN C = § tengligi
o‘rinli. Demak, C = 0.

Zarurligi. C = @ bo‘lsa, u holda

AAC = (A\C)U(C\A) = (A\B) U B\ A) = AUP = A.

1.1.8. To‘plamlar nazariyasidagi eng bir ahamiyatli tu-
shunchalardan biri bo‘lgan ikkilanganlik prinsipi quyidagi
ikki tenglikka asoslangan. Shu tengliklarn: isbotlang:

a) C(lJ A,) =N CAa;

o 4

b) C(N 4a) = U CAa.

Yechimi. a) Dastlab C((J A,) C [ CA, ekanligini isbotlaymiz:

VzeC(UA) = ¢ UAu =V, 2 ¢ Ay => 2 CA, =
=z €[|CA, = C(|JA,) C N CA..
Endi N CA, C C({J Ax) munosabatining o‘rinli ekanligini ko‘rsata-
miz: ¢ )
Ve ((CAy =2€CAy = 2¢ A, s 2¢|JA, =
52 e C(UAL) = NCAL C CUA).
Natijada berilgan tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
b) Dastlab C{[] A.) C |JCA, ekanligini ko‘rsatamiz:
VreC(NAa) >z ¢ N A, =
= 3o, 2¢ Ay 226 CAy = 2 € JOA, =
= C((N4a) C U CA..

§ 1.1 Toplam tushunchasi. Torplandar ustida aupallar 13

Endi C(N4.) 2 JCA, munosabatning o'vinli ekauligini qaraylik:
¥ 44

Yre|JCA, =3, r € CAv =
=>O:E¢A”1:> re(lA, =
=z C(NA.) = UCA4, C C(NA,).

Natijada berilgan tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
1.1.9. Ikkilanganlik prinsipiden foydalanib

C(C(X UY)N(CX UCY))

ifodani soddalashtiring.
Yechimi. '

C(C(XUY)n (CX UCY)) =
= C(C(X UY))UC(CX UCY) =
= (X UY)U(CCX NCCY) =
— (XuY)Uu(XnY)=XUY.

1.1.10. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

a) C(CA\ B) = C(CB\ A);

b) CAACB = AAB;

¢)"C(CAACB) = CAAB;

d) C(CAAB) = (B\ A)U(CEB\ CA).

Yechimi. a) Dastlab C(CA\ B) ¢ C(CB \ A) munosabatni
ko‘rsatamiz.

vr e C(CA\B) = ¢ CA\B = =z¢€ CAzx¢c Byok
t¢CA = z¢A z¢CBykizeAd = z¢CB\A =
T € C(CB\ A);

Endi esa C{CB \ A) C C{CA\ B) munosabatni ko'rsatamiz.

vr e C(CB\A) = z¢CB\A = =z A re CByok
t¢4CB = =r¢CAz¢BykizeB = z¢& C(CA\B).
Natijada berilgan tenglik kelib chiqadi.

b)Vr € CAACB & 2zeCA 7¢CByokizg CA, 2€CB &
r¢d A, reBykivcA ¢ B & rc AAD.

c)¥r € C(CAACB) & 2¢ CAACB & € CA xc CByok
r¢CAz¢CB & zcCAz¢Bykizg¢CArecB & zx¢€
CAAB.

d) Vr € C(CAAB) & £ ¢ CAAB & =z¢€ CA z € B yoki
r¢CA ¢ Bezd¢ A z€Byokizr¢ CA, reCB & rcB\A
yokiz € CB\CA & 2¢ (B\A)U(CB\CA).
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1.1.11. Har bir n € N soni uchun A, orgali % sonidan katta

bo‘lmagan barcha musbat ratsional somnlar to‘plamini belgi-

jo. e}
laymiz. U holda [ A;, kesishmaning bo‘sh to‘plam ekanligini
k=1
ko‘rsating. ,
Yechimi. Ixtiyoriy a musbat sonini olamiz. U holda shunday m e N
natural soni topiladiki, % < a tengsizligi o'rinli bo'ladi, ya'ni a ¢
je <] o
(0, %) . Bundan a ¢ ;Dl (O, %) ekanligi kelib chiqadi. Demak, ’D Ay

1
to'plam bo‘sh to'plam boladi.

1.1.12.  Absolyut qiymati E—;lt-—l— (n € N} sonidan katta

bo‘lmagan barcha hagigiy sonlar io‘plamini A, orqali belgi-
=C

laymiz. [\ 4, kesishmasining [—1, 1] segmentiga teng ekan-

k=1
ligint ko*rsating.
Yechimi. Ya € [1, 1] sonini olamiz, u holda
n+1 n+1

<—-1l<a<l<
n n

Tt
Endi |a| > 1 tengsizligini qanoatlantiruvchi ixtiyoriy a sonini olamiz.
U holda shunday m soni topiladiki, mn—‘tl = 1+ % < lal teggsizligi
o‘rinli bo‘ladi, ya'ni @ ¢ Ay Demak, a ¢ [ Ag. Natijada () Ax =
k=1 k=1

tengsizliklaridan a € An, = [w@;n!'—l, ﬁ’"’—l] ekanligi ko‘rinadi.

[~1, 1] tengligiga ega bo‘lamiz.
1.1.13. A, B,C va D to‘plamlari uchun

(AxB)N(CxD)y=(ANC)x (BN D)
tengligi o‘rinli bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. Vz = (z,y) € (Ax B) N (C x D) element olamiz. U
holda z € Ax Bvaze C x D bo'ladi. Bundan x € A, x € C hamda
v€ B, ye D Demak, z € ANC, y € BN D. Bu munosabatlardan

z=(z,y) € (ANCYyx (BN D)
ekanligi ko'rinadi. Demak,
(AxB)N(Cx D)c(ANC) x (BN D).

Endi (ANC) x (B N D) to‘plamdan ixtiyoriy z = (z,y) element
olamiz. Uholdaz € ANC, ye BND. Bundanxz € A, r € C, y €
B, y € D munosabatlari kelib chigadi. Bu munosabatlardan esa z €
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A x Bva: € Cx D ekanligi kelib chiqadi. U holda » € (A x B)N
(C % D). Demak.

(ANCYyx (BND)C (AxB)N(C x D).
1.1.14. A, B va C to‘plamlari uchun
(A\B)xC={Ax )\ (BxC)

tengligini isbotlang.

Yechimi. (A\ B) x ' to'plamdan ixtiyoriy z = (z,y) clement
olamiz. Uholdaz € A\ B, y€ C. Bundan x € A, x ¢ B, y € C.
Buesaz ¢ Ax C, z ¢ (BxC) ekanligini ko'rsatadi, yani z €
(Ax Y\ (BxC)..

Endi z = {r,y) € (AxC)\ (BxC) bo'lsin. U holda z €
(AxC), z¢ BxC. Bundan esa, z € A, = ¢ B, y € C. Demak,
re A\ B, yeC,yamize (A\ B} x ().

Natijada (A\B) x C C (AxCY\(BxC) va (A\B)xC D
(A x CY\ (B x C) munosabatlaridan berilgan tenglik kelib chigadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:

2) (X\ )\ (X\ 4) € 4\ C;

by AA{AA BY=B.

2. Tengliklarni isbotlang;:

8)(AUB)\C = (A\C)U(B\ C);

b) (ANB)\C = (A\CYN(B\C).

3. A\ B Cva AC BUC munosabatlarining teng kuchli ekanligi
isbotlang,
" 4. AD C bo'lganda A\ (B\ C) = (A\'B)UC tengligining o'rinli
bo'lishini ko‘rsating.

5. Quyidagi munosabatlarning teng kuchli ekanligini isbotlang:

a) AC B;

b) CB c CA;

¢) AUB = B.

6. Tengliklarni isbotlang:

a) C(A\ B) = CAUB:

b) C(C(CAUB)U(AUCB)) = B\ 4

c) (ANBYU(ANCB)U(CANB)=AUB;

7. Ixtiyoriy E, F, & to‘plamlar uchun quyidagi tengliklarning o‘rinli
ekanligini isbotlang:
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a)Ex(FU("] (Ex FYU(E xG):
by (Fu E={FxEYU(GxE):
L)Ex(FﬂG) (ExF)ﬁ(ExG);
d) (FNG)x E={Fx EYn (G x E).

1.2. Akslantirishlar. O‘zaro bir qiymatli moslik

X va Y ixtiyoriy to‘plamlar bo'lsin,  Agar ma'lum bhir f qoida
bo‘yicha X to‘plamning har bir elementiga ¥ to'plamning fagat bir ele-
menti mos ¢o'yilgan bo‘lsa, u holda bu moslikka X to‘plamda aniglanib,
giymatlari Y to'plamiga tegishli bo'lgan akslantirish deviladi va u
f: X — Y ko'rinishda voziladi.

Misollar. 1. Har bir haqigiy songa o'‘zining kvadratini mos
go'ysak, bu moslik akslantirish bo‘ladi. Sababi, ixtiyoriyv hagiqiy son-
ning kvadrati fagat bitta bo‘ladi.

2. {0, +o0) to'plamga tegishli har bir haqiqiy songa uning loga-
rifmini mos qo'ysak, bu moslik akslantirish bo'ladi.

3. Cfa, b] orqali [a, b] segmentdagi barcha uzluksiz funksiyalar
to‘plamini belgilasak, u holda

.I‘)—rv/b.f(ﬁ’:)dl"

moslik Cla, b ni R ga o‘tkazuvchi akslantirish bo‘ladi.

f: X — Y akslantirishda x elementga mos keluvchi y elementi f(z)
ko‘rinishda belgilanadi va y elementi 2 elementning obrazi deb ataladi.
Obrazi y bo'ladigan X to’plamuing barcha elementlari to'plamiga y
elementning proebrazi deyiladi va u f~(y) ko‘rinishda belgilanadi, ya'ni

fHy) ={z e X f(z) =y}

A to'plami X to'plamning biror gism to'plami bo'lsin.  f{a)
ko'rinishdagi (bu yerda a ¢ A} barcha elementlardan iborat {f{a) :
a € A} to'plami A to'plamning obrazi deb ataladi va f(A) ko‘rinishda
belgilanadi:

FlA) = {fla): ac A
B to‘plami Y to'plamning ba'zi gism to'plami bo'lsin. X to'plamning
obrazi B to‘plamega tegishli bo'lgan barcha elementlari {eeX: fla)e
B} to'plamiga B to'plamning proobrazi deyiladi va f ~1(B} ko‘rinishda
belgilanadi.
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“Agar f : X — Y akslantirishda f(X) = Y bo'lsa, v holda X to'plami
Y to‘plamning ustiga akslanadi deyiladi. Shu bilan birga, bu akslan-
tirishni syureksiya deb ham ataymiz. Umumiy holda, vami f(X} C Y
bo‘lganda, f funksiyasi X ni Y ning ichiga akslantiradi deyiladi.

Misollar. 4. y = z? funksiyasi R ni R. to‘plamning ustiga akslan-
tiradi.

5. y = 2z funksiya [0, 1] segmentni [0, 2] segmentning ustiga akslan-
tiradi.

6. Tekislikdagi barcha vektorlar to‘plamini G bilan belgilab, har bir
vektorga o'zining modulini mos qo'vaylik. Bu moslik G to'plamni R
to‘plamning ichiga akslantiradi.

f: X — Y akslantirishda o‘zaro teng bo'lmagan ixtiyorty xy, x2 € X
elementlar uchun f (9:1) # f(zq) bo'lsa, u holda f ineksiya deb ataladi.

Misollar. 7. y = z° funksiya R ni R ga o‘tkazuvchi ineksiya bo‘ladi.

8. y = x? funksivasi ineksiya bo‘la olmaydi. Chunki ~2 # 2, lekin
ularning obrazlari teng, ya'ni f(—2) = f(2) tengligi o'rinli bo‘ladi.

Bir vagtning o‘zida syureksiya va ineksiya bo‘lgan f : X - Y aks-
lantirish bieksiya, yoki X va Y to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatii
moskik deb ataladi.

Misollar. 9. Har bir natural n soniga 2n — 1 sonini mos qo‘ysak, u
holda u barcha natural sonlar va barcha toq natural sonlar to‘plamlari
orasidagi o‘zaro bir giymatli moslik bo‘ladi.

10. y = ctgmz funksiya (0,1) interval va R orasida o‘zaro bir qiy-
mathi moslik o'rnatadi.

Masalalar

1.2.1. Ikki to‘plam birlashmasining proobrazi shu to‘plam-
lar proobrazlarining birlashmasiga teng ekanligini isbotlang:
FHAUB) = FH{A) U F(B).

Yechimi. Aytaylik, r element f~1{AUB) to‘plamiga tegishli bo‘lsin.
U holda f(z) € AU B. Bundan f(x) € A yoki f(z) € B munosabat-
larning kamida bittasi o‘rinlidir, ya'ni z € f~1(4) yoki =z € f~(B). U
holda = & f-1{A) U f~!(B). Natijada, [ (AUB) C f1(A)uU f(B)
munosabatning o‘rinli bo‘lishi ko'rinadi. '

Aksincha, x € f~1(A) U f1(B) ixtivoriy element bo'lsin. U holda
z € f~1(A) yoki z € f~Y(B) munosabatlarning kamida bittasi o'rinlidir,
ya'ni f(z) € A yoki f(z) € B. Natijada il
z € f~'(AUB). Shuning uchun f~'(AUB) Y £ LEAF(R). Natijadl
berilgan tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chifyaghiy iy, « . e 6L CEAYI

INV e — 5 .5
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1.2.2. Ikki to‘plam kesishmasining proobrazi shu
to‘plamlar proobrazlarining kesishmasiga teng ekanligini is-
botlang.

FHANB) = AN fTHB).

Yechimi. 1z element f (A N B) to'plamning ixtiyorly elementi
bo'lsin. U holda f(z) € AN B. Bundan f(z) € 4 va f(z) € B muno-
sabatlarning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Bu munosabatlardan esa
z € f1(A) va z € f~}{B) munosabatlarning o'rintt bo‘lishi ko‘rinadi.
Natijada x € f71{A) N f~Y{B). U holda

FHANB) C AN FI(B)

Aksincha, z € fH(A} N f71(B) ixtiyorly element bo'lsin. U holda
f(z) € A va f(z) € B. Bundan f(z) € AN B ekanligi ko'rinadi.
Natijada x € f~1(AN B). Demak,

fHANB) > fHA) N FHB).

1.2.3. Ikki to‘plam birlashinasining obrazi shu to‘plamlar
obrazlarining birlashmasiga tengligini isbotlang:

f(AUB) = f(A)u(B).

Yechimi. y € f(AU B} ixtiyoriy element bo'lsin. U holda AU B _

to'plamda y = f(z) tenglikni ganoatlantiruvchi = element mavjud. Bu
r element A yoki B to‘plamning birortasiga tegishli bo‘lgani uchun
y € f(A) U f(B). Shuning uchun

flAUB) C F(AYV f(B).

‘Aksincha, f(A)U f(B) to‘plamga tegishli ixtiyorty y element olaylik.
U holda AU B to‘plamda y = f(z) tenglikni ganoatlantiradigan z
element mavjud bo‘ladi. Bundan y € f(A U B) ekanligi kelib chigadi.
Shuning uchun

F(AUB) D f(A) U £(B).

1.2.4. Agar f: R — R funksiya
f(z) =3sinz + 4cosx.

formula bilan aniqlansa, u holda f{[0,27]) ni toping.
Yechimi. Bu funksiyaning {0, 2rr] dagi eng kichik va eng katta qiy-
matlari:

28 fle) = =5, pax () =5
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f uzluksiz bo'lganligi uchun, oraliq qivinat haqidagi Boltsano — Veyer-
shtrass teoremasidan, bu funksiva [—5, 5] oraliqdagi barcha givmatlarni
qabul etadi. Demak, f([0,27]) = [-5, 5.

1.2.5. Agar f: R — R funksiya

fley =12+ 3¢

formula bilan aniglansa, u holda f71([0,4]) ni toping.
Yechimi. Funksivaning hosilasi f'(z} = 32 + 3 > 0 bo'iganligidan,
bu funksiya monoton o‘suvchidir. Demak,

f0)=0. f(1)=4

tenglikiardan, f urluksizligi va oraliq giymat haqgidagi Boltsano — Ve-
yershtrass teoremasidan, bu funksiya [0, 1j oraligni [0, 4] oraliqqa o‘zaro
bir giymatli akslantiradi. Bundan f funksiya [0, 4] dagi barcha giymat-
larni gabul etadi. Demak, f 1[0, 4]) = [0, 1].

1.2.6. Naiural sonlar va barcha musbat juft sonlar to*plam-
lari orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnating.

Yechimi. Har bir n natural songa 2n juft sonini mos go'yamiz. Bu
moslik berilgan to'plamlar orasida o'zaro bir givmatli bo'ladi.

1.2.7. Natural sonlar va barcha nomanfiy ratsional soniar
to‘plamlari orasida o‘zaro bir qgriymati: moslik o‘rnating.

Yechimi. Nomanfiy ratsional sonlar to‘plamini @ orgali belgi-
lab, har bir r € Q" sonni gisqarmas kasr ko‘rinishda yozib olamiz va
bu kasrning surati bilan maxrajining yig'indisini r ning balandligi deb
ataymiz. Balandligi berilgan songa teng bo‘lgan nomanfiy ratsional son-
lar cheklidir. Endi barcha nomanfiy ratsional sonlarni balandliklarining
o'sish tartibi bilan yozamiz:
1 1 1 12 3
| » 23y ey WY
Har bir r € Q7 soniga {1.1) ketma-ketlikda turgan nomerini mos
qo‘yamiz. Bu moslik Q1 va barcha natural sonlar to‘plamlari vrasida
o‘zaro bir giymatli bo‘ladi.

1.2.8. [0, 1] segmentni [o. b segmentiga ckslantirvvchs
o‘zaro bir giymatii mosiikni toping.

Yechimi. y = (b—a)t + o funksiva [, 1] ﬂ&mmﬂ:m [a, b] sepmentga

2 3
0 s v ;
¥ 1} 3 21 41 5

o e

o'zaro bir giymatli akslantiradi.

1.2.9. Berdgan to‘plamiar oraside o‘zaro bir giymaoth f
moshkni toping:
a) f:{0,1}) > R;
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b) £:[0,1] = (0,1);

c) f:[0,1] =R

Yechimi. a) y = ctgrz funksiya (0, 1) intervalni R ga o‘zaro bir
giymatli akslantiradi;

b) Barcha hadlari (0,1) intervalda joylashgan {z, : z, = ﬁ'ﬁl;'l'}
ketma-ketlikni olib, segmentning 0 nuqtasiga intervalning z, nuqtasini;
1 nugtaga x € (0, 1) nugtani; z; € [0, 1} nugtaga x3 € (0,1) nugtani;
z9 € [0,1] nugtaga x4 € {0,1) nuqtani; minuman x, € [0,1] nuqtaga
Tnye € (0,1} nugtani mos qo'yib, boshqa = € [0,1] nugtalarga shu
nuqtaning o‘zini mos qo‘yamiz. Bu moslik bieksiya bo‘ladi.

¢) Biz yuqorida o‘zaro bir giymatli f:[0,1] — (0, 1) vag: (0,1) —
R mosliklarning mavjudligini ko‘rsatdik. U holda go f : [0,1] — R
o‘zaro bir qiymath moslik bo‘ladi. '

1.2.10. Tekislikda koordinatalari 22 + (y ~ 1) = 1 va y <
1 shartlarni ganoatlantiruvchi barcha nugtalar to‘plamini A
orgali belgilaymiz. Barcha hagigiy sonlar to‘plami R hamda
A orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.

Yechimi. Bu ikki to‘plam orasida o‘zaro bir qiymatli moslikni geo-
metrik yo'l bilan o‘rnatamiz. Ravshanki A to‘plami markazi (0,1) nug-
tada radiusi 7 = 1 bo‘lgan aylananing y = 1 chiziqdan pastda joylash-
gan gismi. R to'plami sifatida absissa o‘gini olamiz. Aylana markazi-

dan absissa oqidagi b nuqtaga kesma o‘tkazsak yarim aylanani biror

c nugtada kesib o‘tadi. Bu ¢ nugtani b nugtaga mos qo‘yamiz. Ay-
lana markazini absissa oqining har bir nuqtasi bilan tutashtirib, kesma-
ning absissadagi uchiga aylananing kesma kesib o‘tgan nuqtasini mos
qgo‘yamiz. Natijada bu moslik o‘zaro bir giymath moslik bo‘ladi.

1.2.11. [0,3] va [0,1) U [2,3] to‘plamlari orasida o‘zaro bir
giymatli moslik o‘rnating.

Yechimi. [0, 3] to‘plamning [0, 1) gism to‘plamining har bir elemen-
tini o‘ziga mos qo‘yamiz. [1, 3] to'plamdan olingan har bir z elementini
% + 1,5 elementga mos go‘yamiz. Natijada

)’

wlz) = { T agar x € [(1]}%]

%-l—l,&’) agar € (1,

ko‘rinishdagi funksiya orqali {0,3] va [0,1) U[2, 3] to‘plamlar orasida
o‘zaro bir qiymatli moslikka ega bo‘lamiz.

1.2.12 [0,5] we [0,1) U [2,3] U 4,5] to‘plamlari orasida o‘zaro
bir giymatli moslik o‘rnating.
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Yechimi. Quyidagi funksiyam qaraylik:

2, agar x € [0,1),

wr) =< =z, agar € [2,3],

2r — 5, agarx € [4,5].
Bu funksiya orqali [0,1) ni [0,2) ga, {2, 3] ni o'ziga, (4, 3] ni esa (3, 5]
ga o‘zaro bir qiymatli akslantiradi. Demak, [0,5] va [0,1)U [2,3]U (4,5

to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli moslikka ega bo‘lamiz.
1.2.13. Tekislikda

A={{z,y): 0 <22+ <1}

va
B={(z,y) 2" +¢° > 1}

to‘plamlari orasida o‘zaro bir qiymatli mostik o‘rnating.
Yechimi. Quyidagi akslantirishni qaraylik:

x u
Y €A , B.
(z,¥) = (3:2+y2 $2+y2) €

Bu akslantirish A va B to'plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli moslik
o‘rnatadi. Bu akslantirish inversiya deb ataladi.
1.2.14. Tekislikda

O={(z,¥):0<2z<1,0<y <1}

ochig to‘rtburchak va R? tekislik orasida o‘zaro bir giymatli
akslantirish o‘rnating.

Yechimi. 1.2.9 a)-misolga ko'ra y = ctgrz funksiya (0,1) va R
orasida o‘zaro bir qiymatli akslantirishdir. Bundan

(z,y) € I — (ctgmz, ctgmy) € R

akslantirish IT ochiq to‘rtburchak va R? tekislik orasida o'zaro bir qiy-
matli akslantirishdir.

Mustaqgil ish uchun masalalar

1. Tengliklarni isbotlang:
8) FHUA) =Uf A

b) f*l({jAa) = ﬁf—l(Aﬂ).
c) f (L&JAQ) :gf (Aq).
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2. Ikki to‘plam kesishmasining obrazi shu to‘plamlar obrazlarining
kesishmasiga hamma vaqt teng bo‘ladimi?

3. f(CA) = Cf(A) tengligi hanuma vaqt o'rinli bo'ladini?

4. Guruhdagi talabalar to‘plamini A bilan, ular ta'lim olayotgan au-
ditorivadagi stullar to'plamimi B bilan belgilaylik. Har talabaga o'zining
o‘tirgan stulini mos go'yayhq. Bu moslik ganday hollarda:

a) akslantirish; b) syureksiya; ¢) ineksiva; d) bieksiya bo‘ladi?

5. Chekli A va B to‘plamlar orasida ganday hollarda o'zaro bir
.gqiymatli moslik o‘rnatish mumkin?

6. Barcha natural sonlar to'plami N va barcha juft sonlar to‘plami
J orasida o'zaro bir giymatli moslik o‘tnating.

7. Barcha natural sonlar to'plami N va barcha ratsional sonlar
to‘plami { orasida o‘zaro bir giymatli moslik o'rnating. ‘

8. Aylana va to‘gri chizig orasida o'zaro bir giymath moslik
o‘rnating.

9. R® fazosidagi bir nuqtasi olib tashlangan sfera bilan tekislik
orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.

10. Tekislikdagi ikki koordinatasi ham ratsional sonlar bo‘lgan bar-
cha nuqtalar to‘plami bilan @ orasidagi bieksiyani toping.

11. [a, b} segmentni R ga o‘zaro bir qiymatli akslantiruvehi funkstya
mavjudmi?

12. (—o0, 0jUil, +00) va (0, 1) to'plamliar orasida o‘zaro bir gtymatli
moslik o‘rnating.

13. Tekislikda

oo T ® T
{(:c,y) : —-'§<.’L‘<§,—'2- <y < E}

ochiq to‘rtburchak va IR? tekislik orasida o‘zaro bir qiymatli akslantirish
o‘rnating.

1.3. To*plamning quvvati tushunchasi

Ta'rif. Agarikki to'plam orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatish
mumkin bo'lsa, u holda bu to‘plamlar ekvivalent deb ataladi. A va B
to‘plamlarining ekvivalentligi A ~ B kabi belgilanaci.

Agar ikkita chekli to‘plam ekvivalent bo‘lsa, u holda ularning ele-
mentlari soni teng bo‘ladi. Cheksiz to'plamlar hagida bunday deb ayta
olmaymiz. Sababi cheksiz to'plamning elementlari soni hagida tushun-
cha berish mumkin emas. Ixtiyoriy tabiatli ikki to'plam ekvivalent
bo‘lsa, u holda bu to‘plamlarning quvvati teng deyiladi. Shunday qilib,
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quvvat - chekli to'plamlarning elementlari soni tushunchasining cheksiz
to'plamlar uchun wnumlashtirilishi ekan.

A to‘plamning quvvatini m(A4) ko‘rinishda belgilaymiz. Demak, A
va B to‘plamlar ekvivalent bo'lsa, u holda m(A) = m(B) bo'ladi. Agar
bu to‘plamlar ekvivalent bo‘lmasa, u holda m(A) # m(B).

Agar B to'plami A to‘plamining biror qism to'plamiga ekvivalent
bo'lsa, 1 holda B to‘plamining quvvati 4 to‘plamining quvvatidan katta
emas deyiladi va bu m(B) < m(A) voki m(A) > m(B) ko'rinishlarda
belgilanadi.

Agar A va B to'plamlari ekvivalent bo‘lmasdan, A to‘plam B
to'plamning qandaydir bir gism to‘plamiga ekvivalent bo'lsa, u holda B
to‘plam A to‘plamga nisbatan quvvatliroq deyiladi va u m(B) > m(A4)
yoki m(A) < m(B) ko'rinishlarda belgilanadi.

Misollar. 1. N ~ @ bo‘lgani uchun m{N) = m(Q). m(N) odatda
No ko‘rinishda belgilanadi. )

2. @ C R. Shuning uchun m(Q) < m{R).

Ta’rif. Barcha natural sonlar to'plamiga ekvivalent bo‘lgan to‘plam
sanoqli to‘plam deb ataladi.

Misol uchun barcha butun sonlar to‘plami, barcha toq sonlar to‘plami
sanogli bo‘ladi.

Sanoqli bo‘lmagan cheksiz to'plam sanogsiz to‘plam deyiladi.

[0, 1] segmentiga ekvivalent bo‘lgan to‘plam kontinuum quvvatga ega
deyiladi. Kontinuum quvvatni ¢ ko‘rinishda belgilaymiz. Quvvati kon-
tinuum quvvatdan ham katta to'plamning mavjudligini quyidagi teo-
rema yordamida ko‘rsatish mumkin.

Teorema. Biror M to‘plamning barcha qism to‘plamlari sistemasini
2M korinishda belgilasak, u holda m(2M) > m(M) munosabati o'rinli
bo‘ladi. .

Agar M to‘plam chekli bo'lib, uning quvvati n ga teng bo'lsa, u
holda 2% ning quvvati 2" ga teng bo‘lishini ko‘rish giyin emas. Shuni
hisobga olib m quvvatli ixtiyoriy M to‘plam uchun 2% ning quvvatini
2™ ko'rinishda belgilaymiz.

Quvvati 2° bo'lgan to‘plam giperkontinuum quvvatga ega to‘plam
deb ataladi. Misol uchun [0,1] segmentning barcha gism to‘plamlari

to‘plami giperkontinuum quvvatga ega.
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Masalalar

1.3.1. R to‘plami va (0,1) intervali bilan ekvivalent ekan-
ligini ko‘rsating.

Yechimi. y = arctgr funksiyasi monoton o‘suvchi, aniglanish so-
hasi R va giymatlar sohasi (""if’"é') bo' lganhgldan y = -Larctgss + %
funksiyasi R to‘plami va (0, 1) intervali orasida o‘zaro bir giymatli aks-
lantirish bo‘ladi. Bundan R to'plami (0,1) intervaliga ekvivalent ekan-
ligi kelib chiqadi.

1.3.2. Sanoqli to‘plamlarning sanoqgli sondagi birlashmasi
sanogli to‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yechimi Aj, Ay ... Ap, ... sanogli to'plamlar berilgan bo'lsin.

A== U Ay to'plamning sanogli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Sodda-

lik uchun AinA; =0, i # jdebolaylik. Chunki, bu shart bajarilmagan
holda Ay, As,..., Ay,... to‘plamlar o'rniga

Bi= A1, By = A\ A, Ba = A\ (U Ap),...

to'plamlarni qaraymiz. B; NB; =@, i # jva Sl An = U B, ekanligi
n= =1
ravshan. "

Ay, to'plamlar sanogli bo‘lgani uchun ularning elementlarini nomer-
lab chigamiz:

Al: 11, Q12540 , 0L, - -
Ag: a1, 421y...,Q9p, ...
Ap: og1y g1, Gk

@y, elementlari bilan tekislikning koordinatalari (k,n) bo‘lgan nug-
talari orasidagi o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatamiz: ag, « (k,n).
ars clementlarni tekislikda sxematik ravishda chizmadagidek gqilib
ko‘rsatish mumkin (5-rasm). A ning elementlariga I chorakning ab-
sissasi & (k = 1,2,...) ga, ordinatalari 1,2,... bo‘lgan nugtalar mos
keladi.
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Jadvaldagi elementlarni: a;; ni birinchi element, a5 ni ikkinchi element,
a9 ni uchinchi element va h.k. chizmada ko‘rsatilgandek gilib nomerlab
chigish mumkin. Shunday qilib, A ning har bir elementi ma’lum bir
nomerga ega bo'ladi.

1.3.3. Butun sonlar to‘plami Z, ratsional sonlar to‘plami
Q sanogli to‘plamlar ekanligint ko‘sating.

Yechimi. Z=7,UZ. deylik, bunda Z, = {m :m € Z,m > 0} va
Z_={m:meZ, m< 0} Z, vaZ_to'plamlar har biri natural sonlar
to‘plamiga ekvivalentligidan, ular sanogli bo‘ladi. 1.3.2-misoldan ikkita
sanogli to‘plamning birlashmasi bo‘lgan Z to‘plami ham sanoqlidir.

Har bir » € N uchun

Qn:{%:mEZ}

bo‘lsin. Har bir Q, to‘plam sanoqli bo'lgan Z to'plamiga ekvivalent.
1.3.2-misoldan sanoqli to‘plamlar birlashmasi bo‘lgan @ to‘plami ham
sanoqlidir.

1.3.4. Barcha irratsional sonlar to‘plami | bilan barcha

 hagigiy sonlar to‘plami R ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. DBu to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiymath moslikni
quyidagicha qurishga boladi. nv2,n € N ko'rinishdagi son-
lar to'plamini L orgali, I ning nv/2 ko‘rinishda ifodalash mumkin
bo'lmagan barcha elementlari to‘plamini C orqali belgilaylik. U holda

I=CUL, R=CU(LUQ).

1.3.3-misolga asosan, Q sanoqgli to'plam. L sanoqli ekanligidan, 1.3.2-
misoldan L UQ ham sanoqlidir. Demak, £ va L U@ to‘plamlar orasida
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ozaro bir giymatli akslantirish wmaviud. C to‘plamning har bir ele-
mentiga esa shu elementning o'zini mos qo'vamiz. Natijada [ va R
orasida o‘zaro bir qiymathi moslik o'rnatiladi.

1.3.5. Chekli sondagi sanogli to‘plamlarning Dekart
ko‘paytmast sanoqlidir.

Yechimi. Ko'paytuvchilar soni ikkita bo‘lgan holni qarash yetar-
hdir.

A=Aan .. an, ...}

va

B ={b, ... by, ..}
sanoqli to‘plamar bo‘lsin.
Ax B ={(a,b):a,€ A, b € B}
ning sanogli ekanini ko‘rsatamiz. Har bir n € N uchun
D, = {{(an.by) : b; € B)
to'plamlarni qaraylik. D, ~ B bo'lganligidan, har bir D, sanogli
to'plam. 4 x B = Ej D, ekanligi va 1.3.2-misoldan A x B to‘plam

-1
ham sanoqli bo‘ladi. "

1.3.6.  Koeffitsientlari ratsional sonlar bo‘lgan barcha

ko‘phadlar to‘plami P{X] ning sanogli ekanligini ko‘rsating. -
g

Yechimi. Koeffitsientlari ratsional sonlar bo'lib, darajasi n ga
teng barcha ko‘phadlar to‘plamini P,[X] orqali belgilaylik, bunda n €
Nu {0}. P[X] = |J P.[X] bo‘lganligidan, har bir P,[X] to‘plamning

n>{)

sanogli ekanini ko‘rsatish yetarli. Buning uchun F,[X] ~ Q**! nj
asoslash vetarlidir. Bu esa

p(t) = aq + a1t + a2t2 + ...a,?t" — (ao, @1, A2, ...y an) € Q“_H

moslikdan kelib chigadi.

1.3.7. Iztiyoriy cheksiz A to‘plamning sanogli to‘plamga
ekvivalent bo‘lgan gism to‘plami mavjudligini isbotlang.

Yechimi. 4 dan olingan biror nuqtani a; deb belgitaylik. A cheksiz
to'plam bo‘lganligi uchun A\ {a;} bo'sh emas. A\ {a;} dan biror
element olib, uni ag orqali belgilaymiz. (A\ {a:1}) \ {as} to‘plam bo‘sh
emas, undan olingan elementni a orgali belgilaymiz va hk. A cheksiz
to‘plam bo‘lgani uchun bu jarayonni cheksiz davem ettirish mumkin.
Natijada, turli elementlardan iborat sanoqli {a, aa, ooy Op, ... } to'plam
hosil bo'ladi.
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1.3.8. [0,1] kesmaning sanogsiz ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Faraz qilaylik [0,1] kesma sanogli bo'lsin. U holda bu
to‘plamn elementlarini nomerlab chigish wumkin:

Iy, Ty 0Ty

Bu sonlar 0 bilan 1 orasida joylashgani uchun ularni quyidagicha yozish
mumkin:

1 = 0,ana12013 ... A1y 00

19 = 0, anamas .. .09, - ..

Iy = 0, az1azadsy ... Asn . -

bu yerda a;; — x; sonining k-o‘nlik ragami. Endi
b=10bbabs...b,...

sonini quyidagicha tuzaylik:

b, — { 2, agar oy, =1,

1, agar a,, # 1.
Natijada b, # @un, n € N. U holda b € [0, 1] soni
T, 29, Tpyees
sonlarning birortasiga ham teng emas. Bu esa
[0,1] = {z1, z2,.... Zn,...}

ga ziddir. Hosil bo'lgan ziddiyatdan [0, 1] kesmaning sanogsiz ekanligi
kelib chigadi. o

1.3.9. [e,b] segmenidae aniglangan monoton funksiyaning
uzulish nugtalari to‘plami chekli yoki sanogli bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. [a,?] segmentda monoton o'suvchi f(z) funksiya berilgan
bo'lib, zy uning berilgan segmentga tegishli ixtiyoriy uzulish nuqtasi
bo'lsin. f(z)} funksiya [a,z0) va (2o, b] yarim intervallarda monoton va
chegaralangan bo‘lgani uchun

flz=0)= lim Of(:c) va f(z+0)= ] hmlof{:n)

T — sy
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limitlar mavjud. Shuning uchun uzulish nuqtasi f (z) funksivaning
l-tur nzulish nuqgtasi bo'ladi.  f(xzo + 0) — f(xp — 0} ayirmaga f(z)
funksiyaning 2 nuqtadagi sakrashi deyiladi. Berilgan funksiya mono-
ton o‘suvchi bo‘lgani uchun har bir uzulish nuqtadagi sakrashi mus-
bat sondan iborat. Berilgan funksivaning sakrashi biror e sonidan

katta bo‘lgan uzulish nuqgtalari soni chekli M sonidan katta

emas. Haqigatan, agar berilgan funksiya L;f(a_) sonidan katta
n sondagi uzulish nuqtalarda o dan katta sakrashlarga ega bo'lsa, u
holda bu sakrashlarning barchasining vig'indisi f(b) — f(a) ayirmadan
katta bo‘lardi. Bunday bo'lishi mumkin emas. Funksiyaning sakrashi 1
sonidan katta bo‘lgan uzulish nugtalari to‘plamini Ey, orqali belgilaylik.
Barcha uzulish nuqtalari to'plami E quyidagidan iborat bo‘ladi:

E=E1UE2U...UEkU...

Ej, to'plamlarning har biri chekli bo‘lganligidan, E to‘plami ko*pi bilan
sanoghi bo‘ladi.

1.3.10. Agar ixtiyoriy A C X sanogli to‘plami uchun |X \
Al = | X| munosabati o‘rinli bo‘lsa, u holda X sanogsiz to‘plam
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Aksinchasini faraz gilaylik, Aytaylik, X sanoqli to‘plam
bo'lsin, ya'ni

X = {.’El, Ta, ...,23,,,,....}.

Uning A = {z5, z6,..., &n, ...} sanogli gism to‘plamini olsak, u holda
X\ A = {z1, 2o, 23, 24} va |[X \ 4] = 4. Natijada | X \ A| # | X| kelib
chigadi.

1.3.11. Uchlarining koordinatalari ratsional bo‘lgan tekis-
likdagi barcha uchburchaklar to‘plamining quuvati nimaga
teng?

Yechimi. Tekislikdagi har bir uchburchak uchlarining koordinata-
lari orqali bir qiymatli aniglanadi. U holda berilgan to‘plamning har bir
uchburchakiga M = Q% x §? x Q? to‘plamning elementlari mos keladi va
aksincha. Sanogli to‘plamlarning chekli sondagi Dekart ko‘paytmasida
sanoqli to‘plam bo‘lganligidan, M sanoqli to‘plam bo‘ladi. Demak,
bunday uchburchaklar to‘plami sanoqgli bo‘ladi.

1.3.12. Agar [A\ B| =B\ A| bo‘lsa, u holda |A| = |B|.

Yechimi. Teng quvvatli to‘plamlar ekvivalent to‘plamlar bo‘lganligi
uchun, agar A\B ~ B\ A bo‘lsa, uholda A ~ B munosabatini o‘rinligini
isbotlash yetarli. A = (A\B)U(ANB)va B = (B\A)U(ANB)
tengliklarini qaraylik. Bundan A\B, ANBva B\ A, ANB to‘plamlari
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amuimiy nuqtalarga ega emas. Shart ho'vicha AANB ~ B\ Ava ANB ~
AN B bo'lsa, u holda A ~ .

1.3.13. Agar A C B va |A] = [AU ] bo‘lsa, u holda |B| =
|BuUC|.

Yechimi. 1.3.12-misolga o'xshash, agar A C B va A ~ AUC bo'lsa,
u holda B ~ B L' munosabatini isbotlaymiz.

Quyidagi munosabatlar o‘rinli:

B:AU(B\A) (12)

BUC =(AU(C\B)U(B\A) (1.3)

(1.2) va (1.3) tengliklarning o‘ng tomonlaridagi birlashmadagi
to‘plamlar umumiy nuqtalarga ega emas. Bundan A va AU (C\ B)
to‘plamlari ekvivalent, chunki A C AU (C \ B) € AU shart bo‘yicha
A~ AUC. Demak, A ~ AU(C'\ B) va (1.2), (1.3) tengliklarini hisobga
olsak, B ~ B U C kelib chiqadi.

1.3.14. Chekli sondagi barcha haqigiy sonlar ketma-
ketliklari to‘plamining quuvvati nimaga teng?

Yechimi. Chekli sondagi barcha haqiqiy sonlar ketma-ketliklari

20

to‘plami {J A, bo‘lib, bu yerda A, uzunligi n-ga teng bo‘lgan ketma-
"'. n=1

ketliklar to‘plami, yami A, = B x .... x R, bunda R haqiqiy sonlar

to‘plami. R ~ {0,1] dan A, ~ (0,1] x ... x (0,1]. Oxirgi to‘plam
oK
(0,1} ga ekvivalent. Natijada A, ~ (n — 1,n]. U holda J A, to‘plami

n=
(0, 1]U(1, 2]U... = (0, +o0) ga ekvivalent., Demak, kontinmllm quvvatiga
ega. ekan. _

1.3.15. To‘g‘ri chizigda o‘zaro kesishmaydigan barcha in-
tervallar to‘plamining quuvvati nimaga teng?

Yechimi. To'g'ri chizigda & = {U/, : U, Uz =0, «# B} o'zaro
kesishmaydigan intervallar to‘plamini qaraymiz. Har bir [/, intervalga
tegishli z, ratsional sonini bu intervalga mos go'yamiz. U, Nl = 0
bo‘lganligidan, « = 8 da 2, # x3 o'rinlidir. Ratsional sonlar to'plami
sanogliligidan, % ham sanoqli to'plam.

1.3.16. Agar M sanogsiz to‘plam va A uning chekli yoki
sanogli gism to‘plami bo‘lsa, u holda M wva M\ A to‘plamlar
o‘zaro ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. M\ A to‘plam sanogsiz bo‘ladi, aks holda M = AU(M\ A)
tengligidan M to‘plami chekli yoki sanogli bo‘lib qoladi. M \ A
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to'plamidan sanogh A; to‘plamini olib, qolgan ¢ismini N orqali bel-
gilaviniz. U holda

MNA=AUN, M=(AUA)UN

munosabatlariga egamiz. Sanoqli Ay va AU A; to'plamlari orasida bir
qiymatli moslik o‘rnatamiz, N to‘plamining har bir elementini o‘ziga
mos qo‘yamiz. Natijada M \ A va M to‘plamlari orasida bir qiymatli
moslik o‘rnatamiz.

1.3.17.  Iztiyoriy cheksiz A to‘plami bilan chekli yoki
sanogli B to‘plamining birlashmasi A lo‘plamiga ekvivalent
bo‘lishini ishotlang.

Yechimi. Agar A sanoqli bo‘lsa, u holda A U B to‘plam sanoqli
bo'lib, A to'plamiga ekvivalent ekanligi kelib chigadi.

Agar A sanoqsiz bo‘lsa, u holda AU B to‘plami ham sanoqsiz bo‘ladi.
Sanoqsiz to'plam undan chekli yoki sanoqli to‘plamni olib tashlashdan
paydo bo‘lgan gism to‘plamiga ekvivalent bo‘lishidan A U B to‘plami
A =(AUB}\ (B\ A) to‘plamiga ekvivalent ekanligi kelib chiqadi.

1.3.18. Natural sonlarning barcha juftliklari to‘plami P
sanogli bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. (p,g) natural sonlar juftligining balandligi deb p+q sonini
aytamiz. Ravshanki balandligi n ga teng bo‘lgan natural sonlar juftlik-

lari n — 1 ta bo'ladi. P, orqali balandligi » ga teng juftliklar to‘plamini’

belgilaymiz.
Po={1,n~1),(2,n~2),..,(n—1, 1)}

o0
hamda P = | P, bo'lishidan P to‘plamning sanogli ekanligi kelib
chigadi. ne
1.3.19. Agar D sanogli to‘plam bo‘lsa, u holda uning ele-
mentlaridan tuzilgan barcha chekli ketrma-ketlikler to‘plami
S sanoqli to‘plam bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. n ta natural sondan iborat bo‘lgan barcha to‘plamlar
birlasmasimi P, orqali belgilaymiz. Chekli to‘plamlarning sanoqli bir-
lasmasi sanoqli to'plam bo‘lishidan P, to'plamining sanoqli ekanligi

D0

ravshan. Bundan esa § = |J P, to‘plamining ham sanogli ekanligi
n=]1

kelib chiqadi.

1.3.20. R” fazoning ratsional koordinatali barcha nugtalari
to‘plami Q" sanogli bo‘lishini ko‘rsating.
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Yechimi. @ sanoghi to'plam bo'lganligidan, n soudagi sanoqli
to‘plamlarning Dekart ko'paytmasi bo'lgan Q" to'plami, 1.3.5-misolga
asosan sanogli to'plam bo'ladi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:

a) agar AC Bva A~ AUC bo'lsa, u holda B~ BU ('

b)yagar ADC,BDODvaCUB~ C bolsa, uholda AUD ~ A,

2. Chekli A va B to‘plamlarning elementlari sonini mos ravishda
n{A) va n{B) ko‘rinishlarda belgilaylik. Quyidagi tenglikni isbotlang:

n(AUB) = n(4) + n(B) — n(AN B).

3. Tekislikda uchlarining koordinatalari ratsional sonlardan iborat
bo‘lgan barcha to‘rtburchaklar to‘plamining quvvatini toping.

4. Sanogli to‘plamning ixtivoriy qism to‘plami chiekli yoki sanoqh
bo'lishini ko‘rsating,. '

5. Fazodagi ratsional koordinatali barcha nugtalar to‘plamining
sanogli ekanhgini isbotlang. :

6. Tekislikda markazining koordinatalari ratsional sonlar bo'lib, ra-
diusi ham ratsional son bo'lgan barcha aylanalar to‘plamining sanogli
ekanligini isbotlang.

7. Ixtiyoriy cheksiz to‘plamning sanoqli qism to‘plami mavjudmi?

8. Musbat sonlar to'plamining ba’zi sanogsiz to‘plamini F bilan
belgilaylik. E N (£, 4+00) to‘plami sanogsiz bo‘ladigan £ > 0 sonining
mavjudligini isbotlang.

9. Sonlar o'gida berilgan E to'plamning ixtiyorily ikki elementi
orasidagi oraliq birdan katta bo‘lsa, u holda bu to‘plamning chekli yoki
sanaqli bo'lishini ko'rsating.

10. Sanogli to'plamning barcha chekli gism to‘plamlarining to‘plami
sanogli ekanligini isbotlang.

11. Natural sonlarning gqat’ly o‘suvchi barcha ketma-ketliklart
to'plamining quvvatini toping.

12. Natural sonlarning 10 sonini o'z ichiga olmaydigan barcha
ketma-ketliklari to‘plamining quvvatini toping.

13. Ratsional sonlarning mumkin bo‘lgan barcha ketma ketlikdari

* to‘plamining quvvatini toping.

14. Tekislikda o‘zaro kesishmaygan doiralar to‘plami berilgan. Shu
to'plam sanoqsiz bo'lishi mumkinmi?

15. [a,b] segmentda aniglangan barcha souli funksiyalar to‘plami
giperkontinuum quvvatga ega ekanligini isbotlang.
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16. |a,b] segmentda wlnksiz bo‘lgan barcha funksivalar to'plami
kontinnm quvvatli ekanligini isbotlang.

17. [a,b] segmentda monoton bo'lgan barcha funksivalar to'plami-
ning quvvati ganday?

Il BOB
O‘lchovlar nazariyasi elementlari

2.1. O‘lchev tushunchasi

Bo'sh bo'lmagan X to'plam uchun P{X) orqali X to'plamning bax-
cha gisin to‘plamlari sisternasini belgilaymiz.

Bo'sh bo'lnagan & C P({X) sistemna birlashma va ayirma amallariga
nishatan yopiq bo‘lsa, va'ni A, B € # ekanligidan, AUB € 2. A\
B € Z kelib chigsa, u holda & halga deviladi.

Agar Z halga bo'lsa, uw holda ANB = A\ (A B) tengligidan
AN B € % kelib chiqadi. Bundan tashqari AAB=(AUB)\ (ANB)
tengligidan AA B € 2 kelib chiqadi. Demak, & kesishma va simmetrik
ayirma amallariga nisbatan vopigdir.

Bo‘sh bo‘lmagan % < P(X) sistemaning har bir 4, B € % ele-
mentlar: nchun shunday o‘zaro kesishmaydigan Cy, ..., ), € .% mavjud

T
bo'lib, A\ B = |J C; tengligt bajarilsa u holda % yarim halqa deyiladi.

Misollar. 11. 1X ixtiyoriy bo‘sh bo'lmagan to'plam bo'lsa, u holda
S = P{X) yarim halga bo‘ladi.

2. 5= {0, {a}, {b,c} {a,b,c}} yarim halqa bo‘ladi.

3. 5 = {[a,b} : a,b € R} yarim intervallar sistemasi yarim halqa
bo‘ladi. '

4. S ={la,b) xle,d) : a,b,c,d € R} to'rthurchaklar sistemasi yarim
halga bo'ladi.

Agar # C P(X) halqa uchun X € # bo'lsa, u holda % algebra
deyilacli. '

o
Agar ixtiyoriy Ar, A, ..., A,, ... € Z uchun {J A, € # bolsa, u

holda & — o-halga deyiladi. o

Agar Z bir vaqtda algebra va o-halga bo'lsa, v holda # - o-algebra
deyiladi.

Yuqoridagi misollardan, 1, 2 misollardagi yaran halqalar o-algebra
bo'lib, 3, 4 misollardagi yarim halgalar o-algebra bo‘lmaydi.

& C P(X} biror yarim halqa bo'lsin. p : . — R nomanfiy
funksivasi ixtivoriy o‘zaroc kesishmaydigan A4, 4., ..., 4, € ¥, bunda
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i
U A € .7, torplandar nelun
i=1

" N\ "
! (U 4) = nlA)
i1 i=1

tengligini ganoatlantirsa, u holda ¢ o'lchov deyiladi.
Agar ixtivoriy o‘zaro kesishmaydigan A, A ... A, .. € &, bunda

s
J 4 € .9, to'plamlar uchun
sk

. (G A) =3 A

=1 n=1
tengligi bajarilsa, u holda pt senogli-additiv (voki o-additiv) deyiladi.
Misollar. 1. 5 = {ia.b) : a,b € R} yarim intervallar yarim
halqasida :
p{la, b)) =b—a
sanoqli-additiv o‘lchov bo'ladi.
2. S ={la.b) % [c,d) : a,b,c,d € R} yarim halgada
(la,b) x e.d)) = (b— a)(d <)
sanoqli-additiv o‘lchov bo‘ladi.
3. X ixtiyoriy bo'sh bo‘lmagan to‘plam, z € X va 5 = P(X) da
[ 1, agarz € A,
ulA) = { 0, agarz ¢ A
sanoqli-additiv o'lchov bo‘ladi.
4. Agar ..., u, o'lchovlar, t1, ..., ¢, musbat sonlar bo'lsa, u holda

p =3 t;yy1; ham o'lchov bo'ladi. Hususan, z1, ..., r, € X uchun

pA)=>"1

€A
o'lchov bo'ladi.
Aytaylik, X biror to‘plam, % C P(X) yarim halga, 4 esa o‘lchov
bo'lsin. Har bir A € % to'plamn uchun p1*{A) tashqi o‘lchovni

pH(A) = b p(A) : Ac| A, Are 2}
k k
kabi aniglaymiz. Agar A € P(X) to‘plami va Ve > (0 uchun shunday

B e & to'plami topilib, (A A B) < ¢ bajarilsa, u holda A4 to'plami
Lebeg ma’nosida o'lchovli deyiladi.
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Masalalar

2.1.1. X to‘plemning txtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan qism to‘p-
lamlari oilast S uwchun, 5 ni 0‘z ichiga oluvchi shunday ya-
gong R(S) halga mavjudki, u S ni o'z ichiga oluvchi ixtiyoriy
halgada yotad:.

Yechimi. Ry = [ R, kesishmani qaraymiz, bunda R, - S ni o'z
Y
ichiga oluvehi X ning gism to‘plamlaridan iborat halga. S ni o'z ichiga

oluvchi P(X) halga bo'ladi, shu sababdan Ry # @.

Endi A4, B € Ry bo'lganligidan, Vo uchun A, B € K,,. Ta'rifga ko'ra
AUB e R, va A\B ¢ R, munosabati o'rinli. « ixtiyoriy ekanligidan,
AUB e Ry va A\ B € Ry. Demak, Ry halga bo‘ladi.

Har bir o uchun S < R, bo'lganligidan, S C Ry kelib chigadi. S
ni o‘ziga oluvchi X to'plamning qgism to‘plamlarining ixtiyorty halqasi
biror R, ga tengdir, bundan u Ry halgani o'z ichiga oladi.

2.1.2. Agar S C P(X) yarim halga bo‘lsa, u holda R(S) mi-
nimal halga shunday A to‘plamlardan iborat bo‘ladiki, bunda

TL
A=A, AeS AnA;=0,
i=1
i#j, i,j=12..,nneN,

Yechimi. L orqali X ning shunday gism to‘plamlarini belgilaymizki,
bu qgism to‘plamlar S ga tegishli to‘plamlarning chekli yoyilmasiga ega
bo‘lsin. L ni o'z ichiga oluvchi har bir halga chekli birlashmalarga nis-
batan yopiqdir. Tasdiqni isbotlash uchun L halqa ekanligini ko‘rsatish
yetarlidir,

A,B € L lar uchun AUB € L va A\B € L ekanligini ko‘rsatish
kerak.

Aytaylik,
A=A, B={JB,
i=] i=1

bunda A;n4; =@ va BinB; =0, i#j DastlabAUB, € L ni
ishotlaymiz.

Quyidagi tenglik o‘rinlidir:

AUBl = (A\BI)UBI = ((O A,) \Bl) UBl = (O (Ai \ Bl))UBl

LS ] i=1

Endi S yarim halqa bo‘léa.nligidan, har bir A; \ B} to'plam S ga tegishli
to'plamlarning chekli yoyilmasiga egaligidan barcha A U By yig'indilar
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shunday voyilmaga ega bo'ladi. A U By ga ketma-ket By, By, ..., B,
to'plamlarmi birlashtirsak, biz har bir qadamda L ning to'plamiga ega
bo'lamiz, bundan A U B € L o rinli.

Quyidagini yozamiz:

A\ By = (UA) \ By = (U(A,\Bl))

i=l

Bundan A\ B; € L. Endi
AN(BIUB U U B = (((A\ B\ Ba) \ ...\ Ba)
dan A\ B € L.
2.1.3. Agar B C A o‘lchovli to‘plamlar bo‘lsa, u holda
WA\ B) = p(A) — u(B)

tengligini isbotlang.
Yechimi. B C A bo‘lganligidan, A = (A\ B)U B bo'lib, A\ B va
B to'plamlar o'zaro kesishmaydi, U holda

#(A) = k((A\ B)U B) = u(A\ B) + u(B).
Bundan

A\ B) = u(A) - u(B)
tenglikka ega bo‘lamiz.

2.1.4. A,B oflchovli to‘plamlar. Agar E.F oflchovli
to‘plamlar uchun

AANE=BAOF, pE)=pF)=0

bo‘lsa, u holda u(A) = p(B) ekanligint ko‘rsating.
Yechimi. AAE = (A\E}U(E\A)va B\F=(B\F)U(F\B)
ekanligidan,
(ANE)U(ENA) = (B\F)u(F\B)
ya'ni
p(ANEYU(ENA) = p((BNF)U(F\ B))

Bundan

p(ANE) + u(E\A) = p(B\F) + u(F\ B).

U holda (£} = p{F) = 0 ekanligidan, p(E\ A) = u(F\ B) = 0.
Demak, u (A\ E) = p(B\ F}.
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Endi

p(A) = 1 (ANEYUE) = p(A\B) + p(E) = p(A\ E) =
= i (B\F) = u(B\F) +u(F) = p((B\F)UF) = p(B),

ya'ni p (A} = p (B).
2.1.5. Tenglikni isbotlang:
p(A) +1(B) = (AUB) + p(AN B).

Yechimi. A, B to‘plamlar oflchovli bo'lsa AU B, AN B, A\
(AnB), B\ (AN B) to'plamlari ham o‘lchovli ekanligi ma’lum va
AnB, A\ (AnB), B\ (AN B) to'‘plamlar o'zaro kesishmaydi. U
holda

(AU B) = u((A\ (AN B))U(B\ (AN B))U(ANB)) =

— WAN(ANB)) + u(B\ (AN B)) + u(AN B) =
— j(4) = (AN B) + u(B) — (AN B) + w(AN B) =
= pu(A) + u(B) — p(AN B).
Bundan g (A) + u(B) =p (AU B) +pu{ANB).
2.1.6. Tenglikni 2sbotlang:
H(AUBUC) = (A) + u(B) + p(C)—

—(ANBY—pu(BNC)—p(CNA)+px(ANBNC).
Yechimi. 2.1.5-misoldan foydalansak,

wWAUBUC) = p((AUB)UC) =

= W(AUB) + 4(C) - u((AUB) N C) =
— w(A) + #(B) — (AN B) + 4(C) ~ p((ANC) U (BN C)) =
= u(A) + j(B) + 4(C) — AN B) — p((ANC) U (BN C)) =
— 4(4) + 1W(B) + p(C) — AN B)-
_{(ANC) + k(BN C) = ((ANC) N (BACY)] =
= p{A) + u(B) + p(C)~
—u{ANB) - pu(BNC) — p(CNA)+p{ANBNC).

2.1.7. Agar
AlCAC A, C-
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o‘chovli to‘plamlar va A = fjA,, bo‘lsa, u holda u(4) =
n=1

?}ilglo w(A,) ekanligini ko‘rsating.

Yechimi.
p(A) = p (U An) =

n=1
= (AU (A \AD U U (A \ Ay ) U ) =
= {1 — sanogli-additiv] =
= p{Ar) + (AN A+ F p(A\N A ) - =

= Rl + (AR - p(Ai)) = lim p(A,).
k=2

- 2.1.8. Agar
Al DA D DA D

oo
o‘chovli to‘plamlar va A = (] A, bo‘lsa, u holda p(A) =
n=1
nli_lgo 1{A,) ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. 2.1.7-misoldan

p (fh v\ Au) = (U(m \ An)) = lim (A1) ~ p(4,)).

n=1
Bundan -
p(Ar) = () An) = lim (u(A1) = (An)),
n=1

va'ni p(A) = lim p(Ay).

2.1.9. O‘nli kasr yozuvida 7 ragami qatnashmagan [0, 1}
kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg o‘lchovini to-
ping. _

Yechimi. FE o‘nli kasr yozuvida 7 raqami qatnashmagan [0, 1]
kesmadagi barcha sonlar to'plami bo'lsin.

Bu to‘plamni quyidagicha qurish munkin. Birinchi qadamda [0, 1]
kesma teng 10 kesmaga bo‘linadi va [0.7,0.8) yarim intervali chigarib
tashlanadi, chunki bu oraliqqa tegishli sonlarning o'nli kasr yozuvida
verguldan keyingi birinchi raqami 7 ga tengdir.

Ikkinchi gadamda golgan

0,01), [0.1,02], [0.2,0.3], [0.3,0.4], [0.4,0.5],
[0.5,0.6), (0.6,0.7), [0.8,0.9], 09,1
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kestnalar hain teng 10 kesinaga bo'linib, har bir vettinehi kesima chicarib
tashlanadi, va'ni {0,0.1] dan [0.07,0.08], [0.1,0.2] dan [0.17.0.28] va
hokazo.

Keyin qolgan barcha kesmalar hamn shu tarzda bo‘linib, har biv 7-chi
kesma chiqarib tashlanadi. Bu jarayon cheksiz davom ettirilsa, qolgan
nuqtalar to'plami E to‘plamini beradi.

Endi [0,1]\ £ ning o'lchovini hisoblaymis. Bu to'plam zunligi fﬁ
bo‘lgan bitta [0.7,0.8] kesina, uzunligi %5 bo'lgan 9-ta kesina, umu-
man, uzunligi Wlﬂ bo'lgan 9-ta kesma va hokazo kesmalardan iborat.
Bundan

: 1.9 9 ook
ﬂ([ﬂ,lj\E)‘r—Eﬁ-l—‘ﬁ*%*i*()—:s'%...?m-{-..nl“fl
Demak, u(E) = 0.

2.1.10. O‘nli kasr yozuvida 1 va 2 ragamlari gatnashmagan
[0,1] kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg o‘lchovini
toping.

Yechimi. Bu to‘plamni £ orgali belgilaymiz hamda quyidagicha
quramiz. '

Birinchi gqadamda [0, 1] kesmadan [(+.1,0.3) yarim intervalni chiqarib
tashlab, golgan 0.3, 1] kesmani goldiramiz. Chunki [0.1,0.3) oraliqdagi
ixtiyoriy sonning o‘nli kasr yozuvi 0.1. .. yoki 0.2. .. ko‘rinishda bo'ladi:

Ikkinchi qadamda har bir [0.3,0.4], [0.4,0.5],...,[0.9,1] kesmalar
uchun ham dastlabki % gismidan iborat yarim intervallarni olib tash-
laymiz.

Shu jarayonni cheksiz davom ettirsak o‘lchovlari

2 2.3 2.9 2.3

57257 125775 BT
sonlar ketma-ketligiga mos oraliqlar olib tashlanadi. Bu oraliglar [0, 1]\
E dan iborat bo‘ladi. U holda

n(0, 1\ E) =

Demak. u(E) = 0. :
2.1.11. R da iztiyoriy musbat o‘lchovga ego to‘plam kon-
tinuum guuvvatga egaligini isbotlang.
Yechimi. A < R to'plami uchun p{A) = ¢ > 0 bo'lsin. R da
Lebeg olchovi xossasidan shunday G < A oshiq to'plam mavjud bo'lib,
A\ G) < % Bundan

L2
5

[SL R ]

WG = plA) - p(ANG) > 2 =5 ==,
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ya'ni G musbat o'lchovga ega. Demak, G bo‘sh bo‘lmagan ochig
toplam. U holda shunday @ # b sonlari topilib, (a,#) C &, ya'ni

(e.b) C A. Endi (a,b) to‘plam kontinnum quvvatga ega ekanligidan, A’

ham kontinuum quvvatga egaligi kelib chiqgadi.
2.1.12. Agar [0,4] kesmaning A va B gism to‘plamlari
uchun p(A)+u(B) > 4 bo‘lsa p(ANB) > 0 ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. 4 < g(A) + p(B) = (AU B) + p{AN B}, u holda

pANB) >4 - p(AUB) >4 -4 =0,

bundan esa (AN B) > 0.
2.1.13. Hagqiqiy sonlar to‘plamidagi A o‘lchovli to‘plam
orgalt aniglangan

f(t) = p(la, i N A), telad

funksiyasining wzluksiz ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Ixtiyoriy t5 € [e,b] soni berilgan bo‘lsin. Dastlab [a, b|
kesmadan ixtiyoriy ¢, | fy bo‘lgan ketma-ketlik olamiz. U holda A4,, =
la, t,) N A ichma-ich joylashgan kamayuvchi to‘plamlar ketma-ketligini
tuzadi, hamda 2.1.8-miscldan foydalansak,

lim f(¢,) = lim p(la,t,) N A) =
-—=0C

=l Y(a. ta] N AY) = p(la, 0] N A) = f(to)

munosabatiga ega bo‘lamiz.

Endi {a, b] kesmadan ixtiyoriy t, T #; bo‘lgan ketma-ketlik olamiz. U
holda

Ap =a,t,]NA

ichma-ich  joylashgan o‘suvchi to‘plamlar ketma-ketligi bo‘lib
o'lchovning uzluksizligidan,

Tim f(t,) = lim pfa,t,] 1 4) =

= pl( Yl ta] M A)) = pi(la,to] N A) = F(to)
n
munosabatga ega bo'lamiz. Demak, f(t) funksiya uzluksiz.
2.1.14. Hagqigqiy sonlar to‘plamida chegaralangan, o‘lchovi
4 ga teng A to‘plamining o‘lchovi 2 ga teng B gism to‘plami
mavjud ekanligini ko‘rsating. '
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Yechimi. Aytaylik, A C R, wu(A) =4 to'plami berilgan bo'lsin. A
to'plami chegaralangan bo‘lganligidan, A to‘plamini o'z ichiga oluvchi
shunday [a,b] oraliq mavjud bo'lib, p(ja,bl N A) = 4 tengligi o'rinli
bo'ladi. Ushbu

f(H) = ,u([a, t] nAa), te [aﬁ b]

funkstyasini qaraymiz. Bu funksiya uchun
fla)=0; f(b) =4

ekanligi ravshan. Yugoridagi misclda esa bu funksiyaning uzluksizligi
ko'rsatilgan edi. Bundan oraliq qiymat hagidagi Boltsano — Koshi teo-
remasiga ko‘ra shunday ¢, € [a, b] topilib,

f(to) =2

tengligi o'rinli bo‘ladi. U holda B = [a,p| N A deb belgilasak, B C A va
¢{B) = 2 munosabatlarini qanoatlantiruvchi to'plamga ega bo‘lamiz.
2.1.15. R da Lebeg o‘lchovi orgali aniglangan

() = (0, N A), 0< <4

Funksiyani aniglang va uning grafigini chizing, bu yerda A =
1,21 U [3,4].
Yechimi. Agar ¢ € [0,1) bo'lsa, u holda [0,¢] N A = §. Bundan

£(8) = (0.9 N A) = u(8) = 0.
Agar t € [1,2) bo'lsa, u holda [0,£] M A = [1,¢]. Bundan
S = (10,0 A) = p((L,8]) = £ ~ 1.
Agar ¢ € [2,3) bo'lsa, u holda [0,£] N A = [1;2]. Bundan
£t = (0,410 4) = ([1,2]) = 1.
Agar ¢ € [3,4] bo'lsa, u holda [0, N A = [1,2] U (3,#]. Bundan
(8) = p(i0,0 0 A4) = p([1,2] U3, 8) =t — 2

Demak,

0, agar t €.[0,1),
t—1, agart € (l,2),
1, agar t € [2,3),
t—2, agart¢g [3,4].

@) =
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Y
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- 2.1.16. R da kontinuum gquwvvatga ega va o‘lchovi mol
bo‘lgan to‘plamga misol keltiring.

Yechimi. /5 = [0,1] bolsin. Bu to‘plamdan (},%) oraliqni
chigarib tashlaymiz va qolgan to‘plamni F| bilan belgilaymiz. Endi
[ to'plamdan (%,%) va (g %) oraliglarni chiqarib tashlaymiz va qol-
gan to'plamni £, bilan belgilaymiz. Fb to'plami 4 ta kesmadan iborat
bo'lib, kevingi qadamda har bir kesmadan uzunligi (%)J ga teng o'rta

oraligni chiqarib tashlaymiz va qeolgan to'plamni F; bilan belgilaymiz -

va. hokazo. Bu jarayonni davom ettirib ichma-ich joylashgan F, yopiq

to'plamlar ketma-ketligiga ega bo'lamiz, D = ﬁ E, deb belgilaymiz.
D to'plamning tuzilishini qaraylik. Bu to‘pfa:nllga

"L33eeee

nuqtalari tegishlidir. Lekin D to‘plamda bu muqtalardan hoshga nug-

talar ham mavjud. [0,1] kesmadagi sonlarni uchlik sanoq sistemasida
FOZAIIZ:

a;  as g O
o= — e —_— —_
r=gta + 5 et oL + o, {2.1)
bunda @, = 0.1.2. O'nli kasrdagidek, bunda ham ba'zi sonlar (2.1)
shaklda ikkita usulda vozish mumkin, Masalan,
1 1 0 0 o 2 2 2
-—:-—,—‘l‘_}__“*ﬁ“.:— —_ 1 — -
S=3tm o stmtmt-tat -

r € [0,1] soni D to'plamga tegishli bo'lishi uchun uning (2.1)
ko‘rinishdagi biror yozuvida 1 raqami qatnashmasligi zarur va yetar-
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lidir. Demak, har bir x € D soniga

(oS R S (2.2}

bunda @, = 0,2, ketina-ketligi mos keladi. Bunday ketma-ketliklar
to'plami quvvati kontinnumdir. -Buning uchun, (2.2) ko'rinishdagi har
bir ketma-ketlikka

by, bos e by ey (2.3)

ni mos qo'vamiz, bunda b, = 0 agar a,, =0 da, b, = | agar a, = 2.
Endi {2.3) korinishdagi ketma-ketlikni [0, 1] kesmadagi sonning ikki-
lik yozuvi deb garasak, u holda (2.3) ko‘rinishdagi sonlar to'lig [0, 1] ni
beradi. Bundan D kentinunm guvvatli to'plam.
D to‘plam o'lchovini topaylik. D to'plam to'ldiruvchisining o'lchovi
1 N 2 N 4 L 271
3797277 3
Bundan p{D) = 0.
D to'plami Kantor to‘plomi deyiladi.

+..=1"

Mustagil ish uchun masalalar

1. Ofnli kasr yozuvida kamida bitta 3 ragami gatnashgan [0, 1]
kesmadagi barcha sonlar to'plamining Lebeg o‘lchovini toping.

2. Biror to‘g‘ri chizigda yotuvchi tekislikdagi ixtiyoriy A to‘plamning
yassi o'lchovi nol ekanligini ko‘rsating,

3. Haqiqly sonlar to‘plamida chegaralangan, o‘lchovi 5 ga teng A
to‘plamining o‘lchovi 3 ga teng B gism to'plami mavjud ekanligini
ko‘rsating.

4. IKamida bitta ichki nuqtast bo‘lgan to‘plamning o'lchovi nol
bo'lishi mumkinmi? '

5. O'nli kasr yozuvida birorta ham 1 ragami gatnashmagan [0,1]
kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg oflchovini toping,

6. O'nli kasr yozuvida kamnida hitta 1 raqami gatnashgan {0, 1]
kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg oflchovini toping.

7. E C [0,1] o'lchovsiz to'plam va A shunday to‘plamki, u{[0, 1]\
F)=0. EN A to'plami ham o'lchovsiz ekanligini ko‘rsating.

8. O'suvchi chekli o'lchovli A, to‘plamlaming birlashmasining
o'lchovi har doim chekli bo‘ladimi?

9. Haqiqiy sonlar to‘plamida chegaralangan, oflchovi 3 ga teng A
to‘plamining o'lchovi 1 ga teng B qism to‘plami mavjud ekanligini
ko‘rsating.



44 11, Oichoviay nazarivast clementlar

10. Ixtiyoriy bo'sh bolmagan ochiq A to'plami uchun p{A4) > 0
ckanligini ko‘rsating.

11. Agar A C [a,b] mnsbat olchovli to'plam bo‘lsa, u holda bu
to'plamda shunday x va y nuqtalar mavjud bo'lib, ular orasidagi masofa
ratsional soen bo'lishini ko'rsating.

2.2, O‘lchovli funksiyalar

) ixtiyorly bo‘sh beo‘lmagan to‘plam, ¥ bu to‘plamning qism
to'plamlaridan tuzilgan biror o-algebra, u esa ¥ da aniglangan chekli
sanogli-additiv o'lchov bo'lsin. (2, X, #) uchligiga o'lchovli fazo deyi-
ladi.

Biror f : Q2 — R funksiya berilgan bo‘lsin. Agar Ve € R uchun
FH{(~o0,0) ={z € Q: f(z} < c}

to‘plami o‘lchovli bo'lsa, u holda f funksiya o‘lchovli funksiya deyiladi.
{2 o'lchovli to‘plamda f va ¢ o'lchovli funksiyalar uchun

{x €Q: fz) # g(z}}

to'plami o'lchovi nolga teng bolsa, u holda f va g funksiyalar ekvivalent
deyiladi va f ~ g kabi belgilanadi.

Agar Q to‘plamda aniglangan {f,(z)} funksiyalar ketma-ketligi '

uchun lim f,(z) = f(z) tengligi bajarilmaydigan nuqtalar to‘plami
—0Q
o'lchovi nolga teng bo'lsa, {f,(z)} funksional ketma-ketlik f(x)
funksiyaga deyarli yaginlashadi deyiladi.
Agar ixtiyoriy ¢ > 0 soni uchun

Jim wl{ € 9 1a(e) = f(2)] 2 €)) =0

bo'lsa, u holda {f.(z}} funksional ketma-ketlik f(x) funksiyaga o‘lchov
bo‘yicha yaqinlashuvchi deyiladi.

Deyarli yaqinlashish f, 4, f kabi, o‘lchov bo‘vicha yaqginlashish esa
fa 5 f kabi belgilanadi.

Masalalar

2.2.1. (Q,%,p) o'lchovli fazo va f : Q — R funksiya beril-
gan bo'lsin. U holda quyidagilar o‘zaro teng kuchli ekanligini
ko‘rsating:

a) f: Q= R olchovli funksiya;
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by Ve e R uchun {r €Q: f(z) > c} o'lchovli to‘plam;

c) Ve e R uchun {r e Q: flr) > c} o'lchovli to‘plam;

d)Vee R uchun {v € 2 f(r) < c} o‘lchovli to‘plam;

Yechimi. a) = b). Aytaylik. f : 2 — R o’lchovli funksiya bolsin.
U holda har hir ¢ € R uchun

[re: flr) <c}
to'plami o'lchovli bo'ladi.
{reQ: f(x)zc}zﬂ\{réﬂz flz) < ¢}

tengligidan {r E. Q: f{z) > ¢} to'plamining olchovli ekanligi kelib
chiqadi. '
b) = c¢). Aytaylik, har bir ¢ € R uchun

{zeQ: f(x) = c}

to'plami o'lchovli bo'lsin. U holda

o0

e f@ > = U{een: s zery]

n=1

tengligidan va o'lchovli to‘plamlarning sanogl birlashmasi yana
o‘lchovli bo'lishidan {x € Q : f(z) > ¢} to‘plamning o‘lchovli ekan-
ligiga ega bo'lamiz,

¢) = d}. Aytaylik, har bir ¢ € R uchun

{zret: flz)>c}
to'plami o'lchovli bo'lsin.
{zeQ: fz) <=0\ {xec: f(q:)>c}

tengligidan {x € Q : f(x) < ¢} to‘plamining olchovli ekanligi kelib
chiqgadi.
d) = a}. Aytaylik, har bir ¢ € R wchun

{zefl: flz)<c}

to'plami o'lchovli bo'lsin. U holda

{men:f(sc)<c}=ﬁ{feﬂﬁf(”f”%}

n=1
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tengligidan va o'lchovli to‘plamlarning sanoqli kesishmasi yana o'lchovli
bo'lishidan {r € Q2 : f{r) < ¢} to'plamning o'lchovii ekanligiga cga
bo'lamiz. Demak, f o'lchovii funksiva bo'ladi.

2.2.2. f(z) va g(x) o‘lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda

a) f{z) £ gl2):

b) fx)g(a);
c) %, (g(z) # 0,z € Q) funksiyolari ham o‘lchovli

bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi. f(zx) va g{z) o'lchovli funksivalar va k,a € R bo‘lsin.

{zcQ: (fra)x)<c}={ze: f(z)<c—a}
tengligidan f + a funksivaning o‘lchovli ekanligi,

o [ {ze: flz) <k}, agark >0,
e fts (kf)(z) < c} = { {zefl: f(z) >k e}, agark <0

tengligidan esa kf funksiyasining o‘lchovli ekanligi kelib chiqadi.
a) Avvalo

{z € Q: f(z) > g{x)}

to‘plamning olchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Hagigatan,

fr e f@)> 9@} = Uz R f@) >rin{zeQ: @) <r})

red}
tengligidan {z € £ : f(x) > g(2)} to‘plamning o‘lchovli ekanligi kelib
chigadi. Bundan
{zef: flz)Lg(x) >c}={xeQ: flz)> Fglx) +c}

to'plami  olchovli ekanligiga ega bo‘lamiz. Demak, o'lchovli
funksiyalarning yig'indisi va ayirmasi o‘lchovli bo‘ladi.
b) Oldin f? funksiyaning o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Bu

) _J{z e ~ o< f(z) < e}, agar c> 0,
{er.fQ(a:)<c}_{@’ ager o < 0

tengligidan kelib chigadi.

Oflchovli funksiyalarning ko‘paytmasi o‘lchovli bo‘lishini ko‘rsatish
uchun quyidagi aynivatdan foydalanamiz:

f9=3[07 + 0 = (f - 9.

4§22, Olchovli lanksivalar N

Tenglikning o'ng tomoni o' lchovli-funksiva boladi. chunki ikki o-lchovli
tunksivaning yig'indisi, ayirmasi va kvadrati ham o'lchovhi funksiva. De-
mak, fg funksiyvasi ham o'lehovli.

c) Agar f(z) funksiyasi o‘lchovli va f{r) # 0, r € Q bo'lsa, u holda
o) ham olchovli bo'lishini ko‘rsataylik.

Agar ¢ > 0 bo'lsa, w holda
{xeQ: 1/f@)<el={z€Q: flz)>1/}u{ze: fz) <0},
agar ¢ < 0 bo'lsa
[reQ:1/flz)<cl={reQ: 0> f(z)>1/c},
agar ¢ = 0 bo'lsa
{[reQ:1/f(x)<ct={ze: flz) <.}

Yuqoridagi tengliklarning o‘ng tomoni har doim o'lchovli to‘plam
bodadi. Demak, i~ ham o‘lchovli bo‘ladi. Endi

' flz)
f) e 1
e REe
tengligi hamda f(z) va gl:z; o'lchovliligidan g—((i-% funksiyasining

o'lchovli ekanligi kelib chigadi.

2.2.3. Agar f funksiya A to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda
quyidagi funksiyalarning o‘lchovli ekanligini ko‘rsating:

a) | (z)};

b) £, ~ max{f(z),0};

¢) f- = —min{f(z),0}. .

Yechimi. a) |f(z)| funksiyasi o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Bu-
ning uchun

fred:|fiz) <c}

to'plamni o'lshovli ekanligini ko'rsatish zarur.
(zeA:|fn)| <l ={rcA: flz)<e}n{zreA: f(z)> —c}

tengligini ko‘rib o‘taylik. f(x) funksiyasi o'lchovli ekanligidan, {z €
A: flz) < e} va{zre A: f(z) > —c} to'plamlari o'lchovli ekanligi
kelib chigadi. Tenglikning o‘ng tomonidagi to‘plamlarning kesishmasi
o'lchoviiligidan {& € A : |f(z)| < ¢} to‘plamning o'lchovliligiga ega
bo‘lamiz. Demak, |f(x)| funksiyasi o‘lchovli. '
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b, ¢} f.. f_ funksiyvalarning o'lchovli ekanligi a) banddan va quyidagi
tengliklardan kelib chiqadi:

fo = max{f(z),0} = w
f-=—min{f{x),0} = le(ﬂf)lg f(‘r).

224, f: R — R uzluksiz funksiyesi berilgan bo‘lsin.
Irtiyoriy hagiqiy ¢ soni uchun f '{{—occ;c)}) to‘plami ochig
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Ixtiyoriy haqiqiy ¢ sonini olaylik. zy € f~'{(—oc;c))
bo'lsin, ya'ni f{zo) < e. f funksiyasi o nugtada uzluksizligidan musbat
¢ < ¢ — f(zp) soni uchun shinday & > 0 soni topilib, | — ol < &
bo‘lganida | f(x) — f(zo)! < < tengsizligi bajariladi. Demak, z¢ nugta-
ning d-atrofidagi har bir z uchun

F(z) < f(zo) +¢ < flzo) + ¢~ flzo) =

Shuning wuchun zy nuqtaning &-atrofidagi barcha =z nugtalar
~1({—o0;¢)) to‘plamiga tegishli bo'ladi. Demak, f=({—o00;¢)) ochiq
to'plam bo‘ladi.
2.2.5. Agar f: R — R funksiya uzluksiz bo‘lsa, u holda f
o‘lchovli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Har bir ¢ € R uchun

{reA: f(z) <c}

to‘plami o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. 2.2.4-misoldan bu to‘plamning
achiq ekanligi kelib chiqadi. Bundan bu to‘plam olchovli va f funksiyasi
o*lchovli bo‘ladi.

2.2.6. f:8Q — R oflchovli funksiya va = = ¢(y) funksiya R
da uzluksiz bo‘lsa, u holda z = ¢(f{z)) funksiya Q da o‘lchovli
ekanligini isbotlang.

Yechimi. 2.2.4-misolga bincan z = ¢{y) uzluksizligidan, ixti-
yoriy hagiqiy ¢ soni uchun ¢ }((—o00,¢}) to'plami R da ochiq to‘plam
bo'ladi. R da ochiq to'plam esa sanoglicha intervallarning birlashmasi
ko‘rvinishda bo‘ladi, yva'ni

¢ (=00 &) = | (o, )

k
U holda { f) murakkab funksiyasi uchun

{ze:p(f(2)) <} = o 8) =
%

§2.2 Ortehovls muksivalar 19

= U{.l e < f(r)< h} =
‘L.

AU({TEQ flr 'j;,}\ﬂ{.LEQ flx) >a;})

o‘rinli. Bundan

[zeQ: fla) <A} {re: o) > ar)

to‘plam}ariniug o'lchovliligini va Q to'plamida f(z) funksiyasining
o‘lchovliligini hisobga olsak, har bir ¢ € R uchun {z € Q: o(f{x)) < ¢}
to'plamining o‘lchovli ekanligiga ega bo‘lamiz. Demak, = = ¢(f(x))
funksiyasi Q da o'lchovli.

2.2.7. (%, 4) o‘lchovli fazo va f,q : @ — R funksiyalari
o‘lehovli bo‘sin. U holda

flz)
In{1 + |g(z)[)

Junksiyasining o‘lchovli ekanligini isbotlang. g

Yechimi. 2.2.2 va 2.2.3-misollardan 1 + |g(z)! o‘lchovli funksiya,

o _ ‘ . Cr o fiz)

u holfia 2-.2.6 mlsolda:.n In(1 + |g(3:)|) o lch-ovh bo‘ladi. ERRE)]
funksiyasi esa 2.2.2-misolga binoan o‘lchovli.

2.2.8, Quyidagicha aniglangan Dirizle funksiyasining
o‘lchovli ekanligini ko‘rsaling.

1, agarx € Q,
flz) = { 0, agar z € [L.

Yechimi. Ixtiyoriy ¢ € R uchun

P, agar ¢ <0,
FH{=o0,c)) =< I, agar0<e<1,
R, agar ¢> 1

munosabatdan f funksiyasining o‘chovli ekanligiga ega ho'lamiz.
2.2.9. Agar {f,(x)} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi O
o‘lchovli to‘plamda f(r} funksiyasiga deyarli yaginlashsa, u
holda f(x) funksiyasi ham o‘lchovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. f,(zx) — f{x) ni ganoatlantirmaydigan muigtalar o‘lchovi
nol ekanligidan, bu to‘plamni bo‘sh deb qarashimiz mumkin. Dastlab

{2 f(z) < ¢} = UUU{  Fula <c—%}_ (2.4)

T Mo
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tengiigl orintl ekanligini ko rsatamiz.

Avtaylik. » nngtasi (2.4) renglikning chiap tomoniga tegishli bo' Isin.
vani fx} < . U holda shunday & € N mavind bo'lib, f(r) <e— 2/k
Endi f,(2) — f(r) dan shunday n € N mavjud bo'lib, barcha m > n
uchun

1
fm(f} < C— Z:

Bu esa r ning (2.4) tenglikning o'ng tomoniga tegishli ckanligini ang-
latadi.

Aksincha, r nugta (2.4) tenglikning o‘ng tomoniga tegishli bo'lsin.
U holda shunday & € N mavjud bo'lib, yetarlicha katta m larda

flz) <ec— —1;:
bajariladi. Bundan f{z) < ¢, ya'ni z nuqtasi (2.4) ning chap tomoniga
tegishli.

Endi (2.4) ning chap tomonidagi to'plamning o‘lchovli ekanligidan,
f funksivaning o'lchovli ekanligi kelib chigadi.

2.2.10. {Yegorov teoremasi}). FE chekli o‘lchovii to‘p-
lam, {f.(z)} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E da f{x)
funksiyaga deyarli yaginlashadi. U holda iztiyoriy & > 0 soni
uchun Es C F o‘lchovli to‘plam mavjud bo‘lib,

1) pEN E5) <4

2) E; to‘plamda {f.(z)} ketma-ketlik f(x) funksiyaga tekis
yaginlashadi.

Yechimi. 2.2.9-misolga ko'ra f(z) o‘lchovli funksiyadir. Har bir
n,m € N uchun

£ = (o (@) - f@) < =}

IZR
va
mo___ 2t
=
n>1

bo‘lsin. Ravshanki,
EpCEpC. . CEPC

2.1.7-misolga asosan, har bir m va har bir § > 0 uchun ng{m) nomeri
gopilib,
]

WO\ Bl < 5

ny{

52.2, Orlchovli funksivalar al

Eueli

E'i = m l!::,{'m]
ni=1
to‘plami uchun 1), 2) shartlar bajarilishini ko‘rsatamiz.
Avval g(E\ B} = 0 ekanligini tekshiraylik. 2o € E'\ B’ bo'lsin. U
holda vetarlicha katta ¢ lar uchun
1
; — Hrxo)l = —,
o) = flxo)l 2 —
ya'ni bu nugtada f,(r) ketma-ketlik f(2) ga yaqinlashmaydi. {f,(x)}
ketma-ketlik F da f(z) funksivaga deyarli yaqinlashganligidan, u(E\
E™) = 0. Bundan

5
#(E \ ng(m}) - H(Em \ o m}) <

Demak,

#’(E \ E5) = ( E::) () ) =}t (U E \ E:;Em}) <
m=1 ==
Z :‘r:i(m} < z 2~m

m=1 m= 1
ya'ni w(E \ Es) < 4.
Endi E; to'plamda { f,.(z)} ketma-ketlik f({x) funksiyaga tekis yagin-
lashishini ko‘rsatamiz. z € FE; bo'lsin. U holda har bir m uchun
i > ng{m} bo'lganda,

o) - F@ < o

bu tekis yaginlashishni anglatadi.

2.2.11. (Lebeg teoremasi). E chekli o‘lchovli to‘plam.
Agar {[,(z)} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E da f(x)
Junksiyaga deyarli yaginlashsa, u holda bu ketma-ketlik f(x)
ga a‘lchov bo‘yicha ham yaqinlashadi.

Yechimi. Aytaylik,

;4 - {.T € E : fn.(I) - f(E)}

va E' = A\ B bo'lsin. U bolda {f.(z}} ketmaketlik E da f(x)
funksiyaga deyarli yaginlashgani uchun u{B) = 0. Har bir £ > 0 soni
wehi

Ru(e) = | JE(fe — f1 =€), M =[] Rule)
k=n

n=]
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deylik.

M C B ekanligini ko‘rsatamiz. » ¢ B bo'lsin. U holda x € 4, ya'ni
folz) — f(z). Bundan yetarlicha katta & lar wchun | fi(z) — f(o)] < =
vaniz ¢ R,(<), va bundan = ¢ M.

Demalk,

M =) R.(e) C B.

n=1

Bundan p{3{}) = 0. Endi

Ri(e) D Ry(e) D ---

dan
limp(Ru{e)) = u(M) = 0.

T

Demak,
T}l—»rgo .U'(Eﬂfu - fl 2 E)) - 0:

yami f,{x) ketma-ketlik f(x) ga o'lchov bo‘yicha yaqinlashadi.
2.2.12. Har bir n € N uchun
fﬁ(‘r) = 8715*”«!’ x E R

bo‘lsin. {f,(z)} funksional ketma-ketligi nol funksiyasiga de-
yarli yaginlashuvchi bo‘lib, o‘lchov bo‘yicha yaginlashuvchi
emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Har bir z € R uchun

lm f(z) = him e F" =g

n—oc T— o0

bo‘lganligidan, f, 0.
Endi 0 < £ < 1 bo'lsin. U holda

{reR:|ffr) =0z} ={reR:|eF >} =
—{zeR:e“ <V ={zeR:|r-n|< Ing1} =
={zecR:n+hme<s<n—Inz} =(n+lnsn-Ine),
ya'ni
{zeR:|fuz) -0l ¢} =(n+Ingn - lne),

Bundan

p{r €R:{fulz)| 2t =n—Inej—[n+1Ing] = ~2Ine.

§2.2. Olchwvli funksiyalar 53

Demak, =
lm p{r € R:[f,{t)] >} = -2z #£0.

Bundan f, —— 0 o'rinli emas.
2.2.13. f; : R — R funksiyae

folz)y =cos"mx, z e R

kabi aniglangan bo‘lsa, u holda {f.(z)} funksional ketma-
ketlikning nol funksiyasiga deyarli yaginlashishini ko‘rsating.
Yechimi. Haqiqiy ¢ € R soni uchun

1, agara =1,
lim " = ¢ 0, agar |a| < 1,
n—oo ‘ -
mavjud emas, agar a = —1
ekanligidan,
1, agar x =2k, k€ Z,
lim cos" 7z = ¢ 0, agar z € R\ {k: k€ Z},
00

mavjud emas, agarxr =2k+ 1, kc Z
kelib chigadi. Demalk,
{reR: lim cos” 7z # 0} = Z.

Z sanoqli to‘plam ekanligidan, uning Lebeg o‘lchovi nolga teng. Ban-
dan {f.(z)} funksional ketma-ketlikning nol funksiyasiga deyarli yaqin-
lashishadi.

22.14. f, : R — R, n €N funksiyasi
fol2) = Xym,ymrm ()

formula bilan aniglangan bo‘lsa, {f,} ketma-ketligi nol
Sfunksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishini ko‘rsating.
Yechimi. Ta'rif bo‘yicha Ve > 0 uchun

tim p({z €R: |fule) 2 e}) = 0 (2.5)
ekanligini ko'rsatish yetarli.
0 <z <1 bo'lsin.
An(e) = {z € R: |x(m (e = €}

to‘plamni aniglaymiz. Bu to‘plam A,(e) = (y/7, vn + 1) ga teng. Bun-
dan

#(An(e}) = p{(vn,Vn+1)) = Vr+1—+/n.
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Endi n — oo da
1
Vrt+l— Vo= ———— ()
Y v+ 1+
ekanligidan, p(A,(=)) — 0.

2.2.15. Quyidagi f . R — R funksiyasining o‘lchovli ekan-
ligini ko‘rsating.

Z cCasnx
4 1
o lv’ﬂ +m

Yechimi. Dastlab cosnz va /n' + [z]* funksiyalari R da uzluk-
siz ekanligini aytib o'taylik. Bu funksiyalarning uzluksizligidan 2.2.5-
misolga ko‘ra ularning oflchovli ekanligi kelib chigadi. 2.2.2-misoldan
olchovli funksiyalarning nisbati o'lchovli ekanligidan,

COs NI
i+ (2]
funksional ketma -ketlikning har bir hadi o'lehovli. Quyidagi baholash-
larni ko'rib o'taylik:

lcosnz| < 1, Ynt 4z < Vpd =t

0
Z n4/3
n=1

sonli gatori yaginlashuvchi ekanligidan,

Endi

Z cosny
7 4
n=1 n

gatorining tekis vaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. 2.2.9-misoldan
o'lchovli funksiyalar ketma-kethigining limit funksiyasi ham o'lchovh
bo‘lishidan f(x) funksiyasi o'lchovh bo‘ladi.
2.2.16.
flz.y) = signeosw(z® + 47}, (7,y) € R?

funksiyasi R? da o‘lchovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. signz funksiyasi ta'rifiga ko‘ra

i, ‘ agar > 0,
signr = < 0, agar r = {

—1. acar ¥ <

522 Olehovli fmuksvalay a0

Demak. sign cosw(x? +y™) oddiy fanksiyva bolib, w 1.0, —1 givivatlarnt
mos ravishda quyidagi to‘plamlarda gabnl qilaci:

cos w(a” + gy >0, cos rr(:r.‘2 + %) = 0. coswlz® + ) < 0.
Demak, funksiva 1 qivimatni

< \ | 1]
Ay = U {(.r‘,y) e R~ 23\?_—§ < r oy <.’.?.F.:-r§j.

f=1

0 givinatni

-1 giymatini esa
oy Rz-‘7k+l<z2+-r?<2k+§]
-q—l*U (IU)E - = 2 =Y f_')j

]

to‘plamlarida qabul qgilar ekan.

Ay, A, to'plamlari sanoqli sondagi ochiq xalgalarning birlashmasi
ko'rinishdagi ochiq to‘plam bo‘lganligidan, o‘lchovli bo'ladi. Har bir
k=40,1,... uchun

oc ) ) ) 1\,
U {(ry) e R*: ;r.-z+yl:k+;)-}
k=0 -

yopiq va u sanoqgli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi sifatida
o‘lehovli bo'ladi. Uzluksiz funksivaning ta’rifidan qiymatlariui o'lehovli
A, Ag va A, to'plamlarida gabul giluvehi f{x,y) o‘lchovli bo'ladi.
2.2.17.  {f.(z)} va {g.(z)} ketma-ketliklari 2 lo‘piamda
o‘lchov bo‘yicha f{x) va g( ) funksigaleriga yaginlashsin. U
holda hm (fn(:r) -+ g,,(:n:)) flz) + g{x) bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. O‘lchovli funksivalarning o‘lchov bo'vicha yaqinlashishi-
ning ta'rifiga muvofig ixtiyorly ¢ > 0 uchun

lim p{z € Q: |fulz) + gulz) — flx) — glxj| 2 e} =0

ekanligini ko‘rsatish zarur.
Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:

Auif.e) =4z e |fule) — flo)=eh
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4:#( )*{T‘:p ]qﬂ )Aq |>F}

Aulf +g,5) = {r € Q| fu@) + gul2) = fl2) — g(2)] = <}

Anlf +9.¢ C A (f" :) LA (ng)

ekanligini ko‘rsatamiz. = € A,(f + g,2} bo'lsin. U holda
|fu(@) + galx) — flz) — glz)| = =
Fndi

[fal2) + gal2) — f(z) — g(2)] <N fulz) = F2)] + |galz) — g(=)]

tengsizligidan

|falz) = F(2)] + |ga{z) — g(z)] > <.
Bundan . '
|fn“f|2§: l.gn—glz

tengsizliklardan kamida bittasi o‘rinlidir, ya'ni

e (0f) o (o)

Endi f,(z) LN f(z) va gn(z) LN g(z) bo'lgani uchun p (A,,, (f.,,_, %)) —
0 va pi (An (gn,3)) — 0. Bundan p(A.(f + g,£)) — 0 ya'ni

Fal) + galz) > f(2) + g(z).

2.2.18. Yegorov teoremasini
folz) = 2", z€0,1]

funksional ketma-ketligiga qo‘llang. {f.(z)} ketma-ketligi
f(z) = 0 funksiyasiga tekis yaginlashadigan [0,1] segmentning
to‘ldiruvchisi nol o‘lchovli to‘plami mavjud emasligini isbot-
lang.

Yechimi. Ixtivoriy 0 < § < 1 soni uchun 4; = {D, — g] ni olamiz,
U holda ;
,U(A,s):1—§>].t(A)—-(5: 1-4
va

im  sup |2"|= lim (l—g) =0.

TS e [01-4] nroe

2.2 Orlehovli funksivalar a7

Endi {f,(x)} ketma-ketligi CA da f(«) = 0 funksivaga tekis vagin-

‘lashadigan A < [0, 1] nol o'lchovli to’plamning mavind emasligini isbot-

laymiz.

Teskarisini faraz gilaylik, va’ni shunday A to'plamni mavjud bo'lsin. U
holda yetarlicha kichik ¢ > 0 uchun CAN[1—4, 1] kesishimasi bo‘sh emas,
aks holda p{CA) # 1. Shuning uchun CA to‘plamining nuqtalaridan
tuzilgan va hm 2y = 1 bo'ladigan {z;} ketma-ketligi mavjud. {z;}

ketma—kethgl CA to'plamda f(x) = 0 ga tekis yaginlashishidan har
bir £ > 0 uchun shunday n. topiladiki, barcha n > n. va x € CA
uchun z" < . Bundan {r;} ketma-ketligi uchun £ < 1 deb olsak, u
holda ixtiyoriy £ € N va n > n, sonlari uchun zf < ¢ tengsizligi o‘rinli
bo‘ladi. Oxirgi tengmzhkda k — oc deb olsak, u holda 1 < £ bo'ladi. Bu
esa £ < 1 ga zid. Hosil bolgan ziddiyatdan {f.(z)} ketma-ketligi CA
da f(z) = 0 funksiyaga tekis yaginlashadigan A < [0, 1] nol o'lchovli
to‘plam mavjud emas. )

2.2.19. Agar f funksiya [o,b] oraligda uzluksiz bo‘lsa, u
holda

A={z € [a,b]: f(x) =0}

to*plamning yopiq ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. [a, 5]\ A to‘plamning ochiq ekanligini ko‘rsatamiz. zp ¢ A
bo'lsin. Aniqlik wchun ¢ = % flzg) > 0 deylik. f ning uzluksizligidan
shunday & > 0 topilib, z € {zy — 6,2+ 8) N [a, b] da |f{z) — f(zo)| <
o'rinlidir. Bundan f{z) > f(x¢) — ¢ = 2 — £ > 0. Demak,

(zy— 6,70 + &) M [a,b] C [a,b]\ A.

Bundan [a, d] \ A to‘plam ochiq ekanligi ko‘rinadi.
2.2.20. Agar f va g uzluksiz funksiyalar [a, b] oraliqda ek-
vivalent bo‘lsa, v holda bu oraligda f = g ni isbotlang.
Yechimi. f va g uzluksiz funksiyalar bo' lganhgldan 2.2.9-misolga
ko‘ra

B ={z<la, b :{f - g)(z) # 0}

to'plami ochiq bo‘ladi. f ~ g ekanligidan, B to‘plam oflchovi nolga
tengdir. Demak, B o‘lchovi nolga teng bo‘lgan ochiq to‘plam. Bundan
B=0@ yani f=g.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Quyidagi f : B -» R funksiyalar R da olchovli bo‘lishini
ko‘rsating.
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sin(nfr]")

ne ”\/ﬁ

2 — & misollarda f, : R — R funksional ketma-ketlikni deyarli
vaqinlashishga tekshiring.

aj flzl = Z: |( ] 21” xR
>

r R

fulz) = sin" wz.

y_ nf|sinmx|
fulz) = 1 +n?|sinmr]

fal®) = TESmxon ().

e N

fulz) = (2" = 2 x0 ().
Fule) = 72850,
falz) = et O]an(ﬂ")

Falz) = (2" = 2%\ X (2)-

9 — 13 misollarda f, : R — R funksional ketma-ketlikni o‘lchov
bo‘yicha yaqinlashishga tekshiring.

9. f,,(i[‘) ({3, el )(:C)

10 n(‘r) _QWXlnn In{r+ 1} (.I‘

11. fu(z) = sin” X e 2501 ().
12, fu{z) = cosz +|z{x vm smam; (%),

13. fn.(-l') z ;\Ek J»-i-—y]( )

14. R da amqlangan har bir monoton funksiya oflchovli bo‘lishini
isbotlang,.

15. (0, X, i) o'lchovli fazo bo'lib, { f,(x)} ketmasketligi §) to'plamda
o‘lchov bo‘yicha f(z) funksivasiga yaginlashsin. U holda lun fz)y = £0
ekanligini isbotlang.

16. Agar f, g funksivalar [a, 8] oraliqda nzluksiz bo‘lsa, 1 holda

{rela b flz) =g(2)}

to‘plamnning vopiq ekanligini ko'rsatiug.
17. Agar f funksiya [a, 0] oraliqda uzluksiz bo'lsa, u holda ixtivoriv
¢ soni uchun

{zeat]: f(z) =}

to'plamning vopiq ckanligini ko‘rsating.

2.3, Lebep integrali 50

18. Apar [ funksiva |a. b] oraligda uzliksiz bo'lsa, w holda ixtiyoriy
¢ soni uchun
{rela b flx)> e}

to'plamning yopiq ckanligini ko‘rsating.

2.3. Lebeg integrali

(T2, 5, u) o'lchovli fazo bo'lsine E C § chekli o'lchovli to'plam, bu

to‘plamda aniglangan f{x) o'lchovli funksiya uchun

A< fir)<B

bo'lsin. [4, B) oraligni 4 = gy < 41 < ¥y < ... <y, = B bilan bo'lamiz
va har bir yarim segmentga

E‘I,«,:{ZI:EE‘-yk _<_f(.'L') <yk+1}: k:(]’n’_]‘

to'plamlarni mos go‘vamiz. Lebegning quyi va yugori yig'indilari deb
ataluvechi

n—1
s=3 y(Ey)

k=0
n—1

S = (B
k=0

yig‘indilarni qaraymiz. Agar X = max(ygys — yi) deb olsak,u holda
0 <85 —s<Au(E). (2.6)

(2.6) tengsizlikda A — 0 bo'lganda {5} va {s} yig‘indilar biror songa
intiladi va bu son f{x) funksiyaning E to‘plam bo‘yicha Lebeg integralt
deyiladi. Lebeg integrali (L) f [z} du(z) kabi belgilanadi.

Chekli o'lchovli E to! plam!da chegaralanmagan  f(z) olchovh
funksiva uchnn Lebeg integrali quyidagicha kiritiladi. -Dastlab f(x)
funksiva E to‘plamida nomanfiy bo'lsin. Har bir n € N uchun f, (=)
funksivani quyidagicha aniglaylik:

| ), agor f) <

fole) = { n,  agar f(z) > n.

U holda har bir f,(z} funksiva E da chegaralangan bo'ladi. Demak,
har bir f(x) funksiva £ to‘planiida integrallanuvchi. Bu ketma-ketlik
kamayuvchi emas, va'ni har bir » ¢ M uchun

fn(l') < f.,J,_](I), e A
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Bu {f.(x)} ketma-ketlik uchun

11111 f folx)duix

linit chekli bo‘lsa u holda nomanfiy f(z) tunksiya integrallanvuvchi de-
yiladi.

Endi chekli o‘lchovli E to'plamda ixtiyorly chegaralanmagan
o'lchovli f(x) funksiyani olaylik. Bu funksiyani mishat va manfiy
f = f. + f. qismlarga ajratamiz. f{z) funksiyaning Lebeg integralini
quyidagicha aniglaymiz:

[ rtute) = [ styiuta) + [ -@ute).
E E E

f funksiyaning (a,b) oraliqdagi tebranishi deb

w(a,b) = sup f{z)— inf f(z)

acT<h a<T<h
soniga aytiladi. f funksiyaning = nugtadagi febranishi deb,
w(z) = sup{w(a,b) 10 <z < b}
soniga aytiladi. Ta'rifdan bevosita ko‘rinadiki, f funksiyaning = nug-
tada uzluksizligi w(z) = 0 ga teng kuchlidir.

Masalalar

2.3.1. f(z) chegaralongan o‘lchovli funksiya E o‘lchovhi
to‘plamda a < f(z) < b tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda

zwmsfﬂ@@swm
E

o‘rinlidir.

Yechimi. Ixtivoriy € > 0 sonini olib A = a — 2, B = b — ¢ deylik.
U holda A < f(z) < B. Bundan Lebeg yig'indilarini [A, B| oraligni
bo‘lakliab yozishimiz murmkin:

n-1

AZ {Ey) < Zykﬂ(Ek) <B Z#(Ek)

%2.3. Lebey integrali 6l

n—1 .
Bunda g(Ey = 5 p(Ey) ni hisobga olsak, n holda
X L=

n-1

Ap(EY <> mp(Er) < Bp(E).
k=0

Bu tengsizlik ixtivoriy bo‘laklashda o'rinli ckanligidan,
(@~ p(B) < [ Fla) e < 0+ 2)ulED.
E
€ soni ixtivoriyligidan
W(EY < [ F(a)d < bu(E).
E
2.3.2. FE o‘lchovli to‘plamda f(z) = ¢ bo‘lsa, u holda

[ flz)dp = cpp(E) o‘rinlidir.
E

Yechimi. E to‘plamda ¢ < f(z) < ¢ bo‘lganligidan, 2.3.1-misolga
ko'ra '

< /f(w) du < cpu(E),
E

va'ni [ f(z)dz = cu(E).
E

2.3.3. f(z} o‘lchovli funksiya E o‘lchovli to‘plamda f(z) > 0
tengsizlikni ganoatlantirsa, v holda [ f(z)dp > 0 o‘rinlidir.

E
Yechimi. E to'plamda f{x) > 0 bo'lganligidan, 2.3.1-misolga ko'ra
[ #a)du = o),
E

vamff )dp > 0.
234 Agar E; e ¥, EiNE; # 2,1 # 5, E = UE bo‘lsa, u

holda
/ (rhdp = : ]f{ff dp. (2.

E

Yechimi. Avvalo ikkita go'shiluv Chl bo'lgan holni garaylik., ya'ni

E = E"UE" y,uy.....uy, bo'laklash nuqtalari bo‘lsin. Har bir k& =
8, n — 1 uchun

]
—

Er={rc by < flx) < ykft‘l}r
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Ey={rel iy < fx) <}
Ef ={ve By < f2) <o}
deylik. Ravshanki, Fp = E, UEY, By N EY = ¢ Bundan

n—1 nl n—1
Zmu (Ey) = Zy;\u (EL) +ZJH! ED),
k=0 [t

Bunda A — 0 desak, u holda

! £z) dys = E/ Fa)du+ J £ du

[nduksiya bo'yicha (2.7) tenglik chekli gqo'shiluvehi uchun ham o‘rinli
ekanligi kelib chlqadl

Endi £ = U E; holni qaraylik. Har bir n € N uchun R, = U E,

k=n+1
deylik. p(E)} = LZ;] p(Ey) dan
pBR)= 3 p(E) -0 (2.8)
k=n+1

munosabatiga ega bo'lamiz. (2.7) tenglik chekli qo‘shiluvchi uchun ham
o'rinli ekanligidan,

2.3.1-miscldan
Ap(Ry) < ] f(z)dn < Bu(R.).

(2.8) ni hisobga olsak, u holda n — oc da
f flaydu — 0.
R,

Bundan (2.7) tenglik kelib chigadi.

2.3.5. Agar u(F) =0 bo‘lsa, u holda J f(z)du = 0 ekanligini
£

ko ‘rsating.

&2, Lebeg infegrali 063

Yechimi. Har bir bo'laklash to'plami £y, = {r € E: g £ f{r) <

ye- 1} nehun £y € F bo'lganligidan, p(F£;) = 0 bo'ladi. Bandan

-l

/ flr)du = hmz,u E) =

2.3.6. Agar f ~ g bo‘lsa, u holda [ f{x)dy(r) = fg yeplr
E

ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. E; = {r € E : f(z) # g(x)} bo'lsin. U holda f ~ g
bo‘lganligidan,

M Ey) =
va :
f(ir):.q(ﬂﬂ) l‘EE\El
o'rinlidir. 2.3.5-misoldan [ flx f gz )= 0. Bundan
/f(r du(x) = / 7@ dulz /f 2)du(z)
BB
- [ smdutar + [ ot ante) = [ oto)dute).
- E\E, E, E

2.3.7. Agar [ funksiye [o,b] oraligde Riman ma’nosida
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda wuning uzulish nugtalari
to‘plami D nol o‘lchoviga ega.

Yechimi, f funksiya [a, bl oraligda Riman ma’nosida integrallanuv-
chi bo‘lganligidan, u chegaralangandir. Har bir & € N uchun

D=z el su(@) > 1)

deylik. U holda
hCDyC-CDeCoee
D = {J D; bu f ning uzulish nugtalari to'plamidir. I[xtiyoriy ¢ > 0
soninik(%llmniz. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvehi
a=2g<EL < --<Zp=h
nugtalarni olaylik:

m; = inf f(-'f:): M; = sup f(.’L‘),

Ty LT ri<ryy
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Darbu vigtindilari

. ji—1 in—1
5 = Z m(dpoy — ), S = ZM‘-(J:H] —
ie=d) i=d)
va
S -5 <z

F={iteln—-1:M,—~m;>1/k} bo'lsin. U holda

Dk C U [Ij—h fer

jeF
bundan
w(Dy) < Z =)
JEF
Endi |
S —s5= Z{M} = mi) (T — ) >
i=0
1 1
> Z(f’vfi — ) (@pgy — 2) > Z E(Ii—l — )z E‘U(Dk)'
JeF ek

S — 5 < ¢ dan p{D}) < ek. ¢ ning ixtiyoriyligidan, u(D;) = 0 kelib
chigadi. U holda p(D) < E (D) = 0, yani p(D) = 0.

2.3.8. Agar f funksz'ya [2,b] oraligda Riman ma’noesida in-
tegrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya [a.b] oraligda Lebeg
ma’nosida ham integralloanuvechi bo‘ladi va

ff ) du(a /f

Yechimi. f funksiya [a, b] oraligda Riman ma’nosida integrallanuv-
chi bo‘lganligidan, u chegaralangandir va uzulish nuqtalari to‘plami D
uchuu, 2.3.7-misolga ko'ra p(2) = 0. Nol o'lchovli to'plamda ixtiyoriy
funksiya o‘lchovli ekanligidan, f ning £ = {a,b]\ D to‘plamda o‘lchovli
ekanligini ko‘rsatamiz.

c € R sonini olamiz. z € E(f > ¢), vami f(z) > ¢ bo'lsin. £, =
¢ — f(x) deylik. E to'plamda f uzluksizligidan shunday 8, > 0 topilib,
' € E, |r — 2| < é; uchun |f(z) — f(z')| < &, o‘tinlidir. Bundan
fx') < flz) + €2 = ¢, yalni f(z') < ¢

G=| [z -dpa+d):ze B(f > )}

§2.3. Lebeg integrali Go

ocliq to'plamdir, Demalk, o'lehovli va bundan E N G o'lchovlidir.

E(f > ¢) = EN G ekanligini ko'rsatamiz. Haqiqatan, » € E{f > ¢)
bo'lsa, u holda 2z € E va f(r) > ¢. Bundan x € (# — 8,2 +6,) C G,
ya'ni r € BN G. Aksincha, r € £ NG bo'lsin, U holda x € E va biror
zg € E(f > ¢) uchun = € (2o — 8.0 + 0;). Bundan f(x} > e, ya'ni
r € E(f > ¢). Demak, E(f > ¢) o'lchovli to'plam. f chegaralangan va
o'lchovli ekanligidan, u Lebeg ma’nosida integrallannvelnidir.

Endi integrallarning tengligini ko‘rsatamiz. [e,b] oraliqui [ ), 2]
oraliglarga bo'lamiz va har bir oraligda 2.3.1-misolga asosan, Lebeg
integralini baholaymiz:

A < (L) / fla)dplz) < MG

Barcha 4 lar bo‘yicha yigindi olsak, u holda

b
< () [ fa)dus) < 3

A =max A, — 0dasva§ Darbu yig'indilari Riman integraliga intiladi.

Demalk,
/f x) dulx /f x)da.

2.3.9. u to‘g‘ri chizigdagi Lebeg o‘lchovi bo‘lsin. Q ro-
tsional sonlar to‘plamt bo‘lsa, u holda

[Xq(.r) dufx)
R
integralni: hisoblang.

Yechimi. Lebeg integrali additivligidau,

[ret@iua = [ xatut) + [ voteut) =

E ; G
_/1'd£1(1)+ /0-d,u{;t)zl-;.i(Q):-l-O:O,
Q2 EAQ

ya'ni [ xo(n)dp(z) = 0.
]
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2.3.10. Aga?" }‘(?} == {—l):“ T ‘,L]_ =

/,fu yelpe. /|f o) dplx / () dp(r

A
integrallornt hisoblang.
Yechimi. [—3,2) oraliqui

—3.2) bo‘lsa, u holda

/ J () dple

-3,2) =[-3, -2 U -2, DU [-1,00 U, 1)U

U[A k1)

k=t

ko'rinishda yozsak, u holda har biv x € [k, & + 1), k € —3,1 uchun
Flz) = (=1F,

ya'ul
1

Z X[I. kH) x)

hz=e 3
ko'rinishdagi oddiy funksiva ekanligi ko'rinadi.  Lebeg integrali
ta’rifidan,

1

[ ey dntay = 37 (=Wl 1)) = Y =1+ 1) - k] =

h=-3 k=3

=3 (-1 =—141-1+1-1="-1,
k=-3

saini [ £(x) du(e) = ~

1
/|f ) = STV ek + 1) = 315

k=-3 k=-3
ya'ui [ 1f(:c Ydp(z) = 5. Endi
A

tengliklaridan
ff(.’,ﬂ _l/ [‘lr( AR ”/\ f.r-f\ 14 _* _ -
T+iz)apiz) = |Jiejjupie) + f Jitjapiz) | = z{83—1)=12
/ 2\ J J O]

§2.3. Lebepg inregrali 67

va

/f (r)du(r) = (/If ) dp /f(f)rlff(i')) :%(5“):3.

A
2.3.11. f(x) funksiya

_[2. egarzeR\Q
f(r)—{sin:r;, agar r € Q

kabi aniglangan. Bu funksiya [0,1] segmentida Riman
ma’nosida integrallanuvchimi? Lebeg ma’nosidachi? Agar
integrallanuvchi bo‘lsa uning integralini hisoblang.
Yechimi. Bu funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Ay-
taylik, {Azg, k =1,n} - [0, 1] segmentning biror bo‘linmasi bolsin.
Agar & € Az sonlar ratsional bo‘lsa, u holda Darbu yig'indisi

Zf Ek JAxy = Zsm (&) Awk

k=1 k=]

1
Bu holda Darbu yig'indilari [sin(z)dr = —cos1 — 1 soniga yaqin-
0

lashadi.
Endi & € Azy, sonlar irratsional bo'lsa, u holda Darbu yig‘indisi

Z fl& )z = Z 2% Ay,
k=1 k=1

1
Bu holda Darbu yig‘indilari f 27dr = I'li soniga yaginlashadi.

—cosl —~1# 1——— bo‘lganhgldan f(z) funksiva Riman ma'nosida
integrallanuvchi emas.

Endi 4; orqali [0,1] to‘plamida joylashgan barcha irratsional son-
lar to‘plamini, A» orqali esa shu segmentdagi barcha ratsional sonlar
to'plamini belgilaymiz, ya'ni A = [0,1] va A = A4; U A,. Ratsional
sonlar to'plami sanoqli bo'lganligidan, uning o‘lchovi 0 ga teng, ya'ni
£(A2) = 0. U holda funksiyaning Lebeg integrali

1

/f(z)d,u:/QId,u+/sin:rd,u:/21'dx=1/1n2.
A Ay 0

Az

Demak, funksiya Lebeg ma’nosida integrallanuvchi.
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2.3.12. Ager f{r) funksiya

|’_‘

agar v € R\,

-5

fay =4 s
T @garx € Q.

ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, [ f(x)di ni hisoblang, bu yerda
0.1}
i hagiqiy sonlar to‘plamidagi Lebeg o‘lchovi.
Yechimi. f{r) funksivasi R da deyarli barcha joyda g{z) = %

funksivasiga ekvivalent. U holda Lebeg integralining hossasiga ko‘ra

/f Jdp = /gw)ffu=j%dr=

0.1 [t
2.3.13. Tengsizlikni isbotlang.

2 e
\q/ésl/e.l-i—

[71:1]

“Yrolz)dp < 26°,

bu yerda p hagigiy sonlar to‘plamidagi Lebeg o‘lchovi.
Yechimi. Dastlab R ning deyarli hamma joyida xmg(z) = 1 ekan-
ligini aytib o‘taylik. Shuning uchun

2 2 2
— < e dp < 2¢
7 = / =

[‘Llj
tengsizligini isbotlash kifoya.
i—1,1] oralighida e™'/4 < e"*7 < ¢? ckanligi ravshan. A = 1,1
to‘plamining o'lchovi p(A) = 1 — (=1) = 2 ekanligidan, va 2.3.1-

misoldan 0
- iy 2
_\%—3 < f e dy < 2e

i7111‘;
munosabatiga ega ho‘lamiz.
2.3.14. A = (0.1] toplamida f funksiye berilgan bo‘lib, u

vk
Ay = (k_%—"_l %—] yarim intervalida (—%, k € N giymatini qabul

gilsin. a ning ganday qiymatlarida bu funksiya (0;1] kesmada
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘ladi?

Yechimi. f funksiya oddiy funksiya bo‘lib, u sanoqli { k“) keN
givmatlarini qabul qiladi. A, to‘plamlari o'lchovli bo‘lgani uchun f(x)

§2.3. Lebeg integrah G9

funksiyasi ham o‘lchovhi bo'ladi.- Demalk,

(l(‘:1

gatori yaginlashuvchi bo‘lsa, f{x) funksiyasi A da integrallanuvchi
bo'ladi. Endi '

(1)t = ()11
2 “(AU:Z o (1) -
Z. b k+1 Zka+1k+l

ekanligidan, gator & > -1 bo'lgandagina yaqmlashuvchl bo‘ladi.
2.3.15. Hisoblang:

lim nsmll(l—Ht: 1d,u

n—00
E

Yechimi. Har bir » € N uchun f,(z) = nsin lf;—l(l +z4) 1 funksiyani
garaylik. Ixtiyorly z € R uchun '

|z|
i fole) = i 5=t = e = ),
Bundan tashqari ixtiyoriy =z € R uchun
|=l
|fn($)| < 1120 = g{z).

Nomanfiy g(z) funksiva R da integrallaiiuvchi. Bundan f, ham R
da Lebeg ma’'nosida integrallanuvchi va '

lim 'nsm| |(1+rr) ld,u:/

R—00 T

R E

2.3.16. Agytaylik, {f.(z)} funksiya A = [0,1] da o‘lchovli,
nomanfiy, chegaralangan funksiyalar ketma-ketligi uchun
lim [ fp(z)dp — 0 bo‘lsin. U holda A to‘plamida lim f,(z) — 0
n—»ooA n—o00

Ed
L+ 24

dp = a.rctg:c2|0 = g

ekanligi kelib chigadimi?
Yechimi. Umuman aytganda, kelib chigmaydi. Buni quyidagi mi-
soldan ko‘rsa bo‘ladi.
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Ixtivoriy natural n soni yagona ravishda
n=2"14 k=0.1,2,....;

shaklda yozilishini eslatib o‘taylik. Endi shunday {f,(z)} ketma-
ketligini olaylik. ixtiyoriy n = 2% + ¢ uchun

_ 1, agar x € [5, ),
falz) = { 0, agar = ¢ [71?1 2—11‘]
U holda f folz)dr —;1— . — 00 da k ham cheksizlikka intilganidan,
1
lim / fulx)de =
0

Lekin {f,(2)} ketma-ketligi A = [0, 1] to’plamining hech bir nuqtasida,
nolga intilmaydi.

2.3.17. [ f(x)dp Lebeg integralini hisoblang, bunda -
(0,3)

o= 7p e O\Q,
6x+7, agarxr € (0,1} NnQ.

Yechimi. g(x) = Elz funksiyasini qaraymiz. Funksiva aniglanishiga

~ ko'ra f{x) ~ g(x). U holda

[ r@dn= [ sorau

{0.1) (0.1)

bo'ladi. Endi g{x) funksiyasining integralini hisoblaymiz. g(x) funksiva
{0,1) da mushat va chegaralanmagan. g(r) fankstyasi orqali quyidagi
funksiyalarni tuzamiz:

. ] fi. o agar -—1—3 > .
g@) =19 | Bl
L2 agar s <n
va'ni

n, agar 0 <z < =
9tz P = { 4. agar -k <o Wi
R L \,/’_’ = -

T

§23, Lebeg integrali il

[g(r)],, fuuksiyaning integratiui hisoblaymiz. [g(2)], funksivasi (0.1)

da uzlnksiz. 1 Lholda Riman manosida integrallanuvehi

Vo

1
(L} /g(.r)]” die = (I?) / rodr + (R) /%_id-.z' = 2 -1

{n.1; (I

Vh

Ta'rif bo'yicha
[ g{x)dp(z) = lim (2vn — 1) = o0

Demak, g{x) funksiya Lebeg ma’noda integrallanuvehi emas, bundan

_esa unga ekvivalent funksiya f(z) ham Lebeg ma'noda inteerallamevehi

emasligi kelib chiqadi. .

2.3.18. (0,0¢) oraligda f(t) = e funksiyaning Lebeg integ-
ralint hisoblang.

Yechimi. n < ¢ < n+1da [t] = n bo'lganligidan, bu oraliqda
f(t) = e ™. Bundan

n+l o nd-1
\ f (#)dt = Z/ft)dt Z/ Gt =
(0, ) nue() n=0
. Z e—ﬂ —
n=0
2.3.19. (0, o0) oraligda
1

AT )

Junksiyaning Lebeg integralini hisoblang.
Yechimi. n <t<n+1da

. 1
0= gy
" Bundan
e -t
(0/ Ut dt_Zﬂ /f b dt = Zﬂ / {n+1) (n 1—2)
o) " T ! 3



-1
(]

I1. O lechovlar nazarivasi clenrentlari

= 1
= U —
g (n+1)(n < 2)
2.3.20. (0. o0) oraligda

1
f{t) =

funksiyaning Lebeg integralini hisoblang.
Yechimi. n<t<n+1lda

1
flt) = ol
Bundan
- n+1 0 n+1 .
/ HOEESY) / fyde=>" [;!dtz
(0, oc) n=0 3 n=t 7
=1
=D e
n=0 n

Mustaqil ish uchun masalalar
1 - 9 misollarda [ f(z)dz Lebeg integralini hisoblang.
E

1.

1 L
ﬁ+ 7 agar z € [ N[5, 1],

T agarsr:ellﬂ[l,g],
sin?(zx), agar € @,

flz) =

bunda E = {%, 5

(—i—l)g, agar z € IN[0,1],
Tz, agar x € (J,

1 |

lgﬁé agar ¢ € [N [0,4],
:E-_

T agar = € [N [4,5],

sin(3 +x?%), agarz €@,

§2.3. Lebeg integrali

fla) = reostr, agar x € 1IN0, 7.
7] zsinx, agarz € Q.

bunda E = [0, 7].

5.

bunda E =

7.

bunda F =

8.2

bunda E =

9.

bunda E =

Fz) = % agar r € 1N [0, 1],
sinz, agar x € Q,
[0,1].
-1 agar £ € 1IN [0, %]
EEQ?: 7%1
T) = T 1
f() T agarmeﬂﬁ[ﬁ,\/g],
7, agar z € Q,

0, V3. .
‘5‘399@31, agar ¢ € 1N [0,/3],

1+
flz) = —qu_—g, agar x € IN[V3,2],

costxz, agarz € Q,

[0,2].

_ 1
flz) = { cos’ z/1 + tgx

8z2 + 4, agar x € (),
0,41
f(z) = { xsini:c, agar z € IN {0, x|,
zeos®xz, agar r € (§,
[0, ]. '

, agar z € 1IN0, 7],
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3.1. Metrik fazolar

Haqiqly sonlar orasidagi masofa tushnnchasini wmumlashtirilish
natijasida, zamonaviy matematikaning eng muhim tushunchalaridan
biri bo‘lgan metrik fazo tushunchasi fransuz matematigi M. Freshe
tomonidan 1906 yilda kiritilgan. Quyida biz wetrik fazolardagi asosiy
tushunchalar bilan tanishamiz.

Ta’rif. X to'plamning har bir x va y elementlari juftligiga nomanfiy
plz,y) hagigiv soni mos qgo'vilgan bo'lib, quyidagi shartlarni Ganoat-
lantirsa, u holda p funksivaga metrika deyiladi:

L p(z,y) =0 & z =y (aynivlik aksiomasi);

2 plz,y) = ply, z) (simmetriklik aksiomasi);

3. plz,y) < ple.2) + p{z,y) (uchburchak aksiomasi).

(X, p) juftligiga metrik fazo deyiladi.

1. Hagigiy sonlar o'qida z va y sonlar orasidagi masofani p{z,y) =

|r — y| ko'rinishda aniglasak, u holda p metrika bo‘ladi.
2. n sondagi haqiqiy sonlarning = = (x, 2, ... ,T,) tartiblangan

n

S (24 — v)? kabi kiritish

k=1

mumkin. Bu to'plam n-o‘lchovli arifmetik Evklid fazost deyiladi va R®
- orqali belgilanadi.

3. & fazesi  Elementlari haqiqiy sonlarning » = {z.}

guruhlari to‘plamida metrikani p(z,y) =

ketma—ketlil«.laridan iborat bo'lib, bu ketma- ketliklarning hadlari

Z x? < oo shartini qanoatlantnuvchl to‘plamda metrikani p(z,y) =
n=1

(e}

37 (zn — yn)? ko'rinishda kiritish mumkin. Bu metrik fazo £ orqali
n=1

belgilanadi.

4. [o.b] segentda aniqlangan barcha haqigiy uzluksiz funksiyalar
to‘plamida metrikani

pf.9) = max lg(t) — f(¢)]

3.1, Moetrik fazolar T')

ko'rinishda kiritish mumkin. Bu metrik fazo Cla,d| orqali belgilanadi.
5. m fazost. Hadlari chegaralangan lhagigiy sonlaring cheksiz
f=1 Lol - =]
7 = {x,} ketina-ketliklari to'plamida masofani

plx,y) = suplz, — y.
It .

ko‘rinishda kiritsak, u holda bu to'plam metrik fazo bo'ladi. Bu metrik

fazo m orgali belgilanadi.

(X, p) metrik fazoda biror {z,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar
ixtiyorly £ > 0 soni uchun shunday n{<) nomer topilib, n > n(s) teng-
sizligini ganoatlantiruvehi barcha n lar uchun p(z,, z) < ¢ tengsizligi
o‘rinli bo‘lsa, u holda {z,} ketma-ketligi z € X elementiga yaqinlashuu-
chi deyiladi va 1}En ¥, = o voki ,, — = kabi belgilanadi. z nuqgta {z,}
ketma-ketligining Oigmz'tz' deb ataladi.

Agar {z,} ketma-ketlik limit nugtaga ega bo‘lsa, o holda u yagona
bo‘ladi. Hagigatan, agar llm I, =1 va ?}LIEC x, = z' bo'lsa, u holda

p(z, 2y < plz, z0) + plan, ). .

Bu tengsizlikning o‘ng tomoni n — oc da nolga mtiladi. Bundan
plr, 2y =0, vaniz =2

Ta’rif. X metrik fazoda {x,} ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Agar
Ye > 0 son uchun n(¢) nomer topilib, n, m > n(c) tengsizliklarini
qanoatlantiruvchi barcha n, m natural sonlari uchun p{x,,z,) < ¢
tengsizligi o‘rinli bo'lsa, u holda {r,} ketma-ketlik fundamental deb
ataladi.

Ta'rif. Agar metrik fazoniug ixtivoriy fundamental ketma-ketligi
shu fazoga tegishli limitga ega bo'lsa, u holda u to'la metrik fazo deb
ataladi. '

Yuqorida keltirilgan haqiqiy sonlar to‘plami, Evklid fazosi to'la
metrik fazoga misol bo'ladi. Ratsional sonlar to'plami esa, to'la emas
metrik fazoga misol bo'ladi. Hagiqatan, @, = (1 + %)" bo'lganda, {r,}
ketma-ketlik fundamental, ammo uning Bimiti irratsional e soniga teng.

(X, p1) va (Y, pa) metrik fazolar bo'lsin. X va Y fazolar orasida o'zaro
bir qivmatli f : X — Y moshik ornatilgan bo'lib, ixtivoriy z;,ze € X
elementlari uchun py(zy, 22) = pa( f{z1), f(2)) tengligi o'rinli bo'lsa, u
holda bu metrik fazolar o‘zaro izemetrik del ataladi.

(X, ) va (Y, po) metrik fazolar berilganda, X va Y fazolar orasida
vaqinlashuvchilikni saglaydigan o'zaro bir giymatli f : X — ¥ moslik
o‘rnatilgan bo'lsa (ya'ni pi(r,.a) — 0 dan ps(f(z,), Fle)) — 0 kelib
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chigsa va aksincha}, u holda bu metrik fazolar o'zaro gomeomorf deyi-
ladi.

X fazoda p; va py metrikalar berilgan bo'lsin. Agar X fazoda ketma-
ketlikning p; metrika bo'yicha yaginlashishidan p» metrika bo‘vicha
yaginlashishi va aksincha p; metrika bo‘yicha yvaginlashishidan ol
metrika bo‘yicha yaqinlashishi kelib chigsa, u holda bu metrikalar o'zaro
ekvivalent deb ataladi.

X metrik fazoda markazi o nuqtada, radinsi r > 0 bo'lgan B(a,r)
ochiq shar deb, p(a,r) < r shartni qanoatlantiruvchi barcha z € X
elementlar to‘plamiga aytiladi. Bfa,r] yopiq shar pla.z) < r tengsizligi
yordamida aniglanadi. @ nugtaning c-atrofi deb B (a,€) ochiq sharga
aytamiz.

X metrik fazoning biror E gism to‘plami berilgan bo'lsin. Agar
To € X nuqtaning ixtiyoriy atrofida E to‘plamning kamida bir elementi
mavjud bo‘lsa, u holda xy nuqta E to‘plamning urinish nuqtasi deb ata-
ladi. E to‘plamning barcha urinish nuqtalari to'plami E ning yopilmasi
deb ataladi va {E] ko‘rinishda belgilanadi.

6. Sonlar o'qida (a,b) intervalning yopilmasi [a, b] segmentdan ibo-
rat.

7. Ratsional sonlar to‘plami @ uchun [Q] = R bo‘ladi.

Agar zy € X nuqta o‘zining biror atrofi bilan butunlay E to‘plamga

tegishli bo'lsa, u holda bu nuqta E ning ichki nugtesi deb ata- ,

ladi. E to‘plamning barcha ichki nuqtalari to‘plamning ichi deb ata-
ladi va int(E) ko'‘rinishda belgilanadi. Quyidagi munosabat o‘rinlidir:
int(E) C E C [E)].

Agar xp € X nuqtaning ixtiyorly atrofida o‘zidan boshga E
to'plamning kamida bitta elementi mavjud bo'lsa, u holda bu nugta
E ning limit nuqtasi deb ataladi. E to‘plamning barcha limit nuqtalari
uning hosila to‘plami deyiladi va E' orqali belgilanadi. E’ ning hosila
to‘plamini E” orqali belgilaymiz. Shunday qilib, E to‘plamning yuqori
tartibli hosila to‘plamlari aniqlanadi. (n-tartibli hosila to‘plami £
ko‘rinishda belgilanadi).

Ty € E nuqtaning o'zidan tashqari E to'plamning birorta ham
elementi bo‘lmagan atrofi mavjud bo‘lsa, u holda bu nuqta F ning
yakkalangan nuqtasi deb ataladi.

Agar 7o € X nugqtaning ixtiyoriy atrofida E to‘plamga tegishli
bo‘lgan ham, tegishli bo‘lmagan ham nugtalar mavjud bo‘lsa, u holda
bu nugta FE to‘plamning chegaraviy nuqtasi deb ataladi. E to‘plamning

barcha chegaraviy nuqtalari to‘plami uning chegarasi deb ataladi va 8E
ko‘rinishda belgilanadi.

a1, Metyik fazolar i

Ta’rif. Agar £ ={F] tengligi b'rinli bo'lsa, u holda E yopiq to'plam
deviladi.

Agar to'plam yopiq bo'lsa va vakkalangan ungtaga ega bo'lmasa, u
holda 1 mukammal deb ataladi.

Ta'rif. Agar E = int(E) bo'lsa, u holda E ochiq to‘plamn deyiladi.

Qchiq to'plamlarning quyidagi ayrim asosly xossalarini keltiramiz:

1} chekli sondagi ochiq to‘plamlaming kesishmasi ochigq to‘plamn
bo'ladi;

2) ixtiyoriy sondagi ochiq to‘plamlarning birlashmasi ochig to'plamn
bo'ladi.

Yopiq va achiq to'plamlar orasida quyidagi bog‘lanishlar mavjud:

1) ixtiyoriy ochig ‘to‘plamning toligtiruvehisi yopiq to‘plam bo‘ladi;

2) ixtiyoriy yopiq to'plamning to‘liqtiravchisi ochiq to‘plam bo‘ladi.

Agar £ C X to'plamning har qanday nuqgtasining ixtiyoriy atrofida
A to‘plamga tegishli nuqta topilsa, u holda F to‘plami A to‘plamda
zich deb ataladi, ya'ni F to'plam A to'plamda zich bo'lishi uchun A C
[E} bo'lishi kerak. Agar [E] = X bo'lsa, u holda E hamma yerda
zich deyiladi. Agar fazoning hamma verda zich sanoqli gism to‘plami
mavjud bo'lsa, u holda bu fazo separcbel deb ataladi.

Agar X fazodagi ixtiyorly ochiq shar £ C X to‘plamga tegishli
birorta ham elementi bo‘lmagan boshga bir ochiq sharni o'z ichiga
oladigan bo'lsa, u holda E to'plam hech bir yerda zich emas deb ata-
ladi. E to'plamming hech bir yerda zich emasligi int[E] = 0 tengli-
gini anglatadi. Agar F to‘plami sanoglicha hech bir verda zich emas
to‘plamlarning birlashmasida yotsa, u holda bu to'plam birinchi ka-
tegoriyali to'plam deyiladi, ya'ni £ C [JE,, int[E,] = 0. Birinchi

kategoriyali bo‘lmagan to‘plamga ikkinchi kategoriyoli to‘plam deyi-
ladi. Ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan ochiq to'plamostisi ikkinchi kategoriyali
to‘plam bo'lgan metrik fazoga Ber fazosi deyviladi.

Masalalar

3.1.1. Elementlari i lz.] < oo shartni ganocatlantiruv-
ne=1

chi hagqigiy sonlarning r = {z,} ketma-ketliklaridan tborat
to‘plamda masofani

plr,y) = Z{-fn — Ynl

=1
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ko‘rinishda  kiritsak, ielrika aksiomalarining o‘rinli
bo‘lishini tekshiring.
oG
Yechimi. 1) plz,y) = Y|y ~wl =0 & 7, -y, = 0(n =

n=]

1.2,. )@Emy

2) p(‘ly) E !In ynl = i fyri - :En! = P(% 3'3);

n=i n=1 :
e o a0

3) P(Ty): ern_ynlz Z!TJ¢_zfr+zri_yrli < Zixn_znl‘l‘
n=1 n=1 n=1

+ Z |z — Y| = plz,z) + p(z,9).

”Demak, metrikaning uch aksiomasi ham o'rinli. Bu metrik fazo &
orgali belgilanadi.

3.1.2.  Elementlari z = {z,} iztiyoriy cheksiz ketma-
ketliklardan iborat bo‘lgan to‘plamnda metrikani

S B
= —_mm T Onl
p(l‘yy) ;2?11+|$n_yni
ko‘rinishda k’im'tish mumkinligini isbotlang.

Yechimi. nz_: Wﬁsﬁ% gator yaqinlashuvchi, chunki n ning

ixtiyoriy giymatida

_1_ |Zn — ¥n] < _1_

14z —yal 20

tengsizligi o'rinli. '
Uchburchak aksiomasini tekshirishdan avval, bir yordamchi tengsiz-

likni isbotlaymiz. Nomanfiy sonlar to‘plamida aniglangan

t 1
£) = ——, t>0
0= (0= >0vt>0)
funksiya monoton o‘suvchi funksiya bo‘lgani uchun, « < b bo‘lganda
L b
l+a~ 146

tengsizligh o'rinli bo'ladi. Bundan ixtiyoriy ¢ = {z,}, v = {w.} va
= = {2,} elementlari uchun |z, —y,| < Iz, —zp| 2z —yal, (Rn=1,2,..)
bo'lganligidan,

|$n - yn,l < |-'En - an + Izn - ynl .
1+ I:I:H - yﬂl -1 + |$n - Zn,l + rzn. - yNI

_ !:J:n. — Zn| 4 Ezn — ynl
Lt |zn — 20| + 20 — gnt] L+ |20 — za| + |20 — Y| —

83.1. Metrik fazolar il

&In — Zu l . lz'n - ."J’Hl
- 1+1.’l‘”*3,,| I 'H%”.Unl

“tengsizligiga ega bo'lamiz. Bu tengsizliklarni 21,7 ga ko'paytivib, barcha
n lar bo'yicha go'shsak, uchburchak tengsizligiga ega bo'lamiz:

Bu metrik fazo s orgali belgilanadi.

3.1.3. Agar x va y haqiqiy sonlar orasida masofani p(x,y) =
sin’(z—y) ko‘rinishda aniglasak, u holda barcha haqigiy sonlar
 to‘plami metrik fazo boladimi?

- Yechimi. Aniqlangan masofa metrikaning birinchi shartini qanoat-
lantirmaydi. Hagiqatan, © # y bo‘lganda sin®(z — y) = 0 bolishi
mumkin.

3.1.4. Agar haqiqiy sonlar orasida masofens p(z,y) = |z —y|
ko‘rinishda aniglasak, u holda bu oralig metrika bo‘ladimi?

Yechimi. Metrika bo'ladi. Hagiqatan,

plzy) =le—yl 20, plz,y)=lz—y|=0er-y=06x=y
2) plz,y) =z —yl = |~ (v~ D) = | - Ly — 2| = |y ~ 2| = plv. 2);
3) plz,y) = |z—yl = lz—z+z—y| < [x—z|+|z—y| = p(z, 2)+(z,y)-

.I-r:‘ "~ 3.1.5. Agar haqiqiy sonlar orasidagi mesofani p{z,y)

Viz & y| ko‘rinishda aniglasak, u holda bu masofa metrika
bo‘ladimi?
Yechimi. Metrika bo‘ladi.
1) plz.y) =z —y| 20
(a: yi=+vlz—y=0elz-y=0r-—y=0=y
plz.y) = Vlz —yl = Iy~ 2| = p(y, 2);
) Ixtlyorly musbat a va b haqigiy sonlar uchun va + b < v/a + Vb
tengsizligi o‘rinli bo‘lgani uchun

N=vVig~yl=vz-z+z-yl <Vlg—z2l+jz -yl <

< Vi =zl + vz —yl = plz,2) + oz, y)-
3.1.6. [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan bercha funksiyalar
to‘plamida masofani

Pl ) = [w — ) di

ko‘rinishda am'qlasak,‘ u holda bu masofa metrika bo‘ladimi?




50 T Metrik fazolar

Yechimi. Metrikaning 1) va 2) aksiomalari o'rinli. 3} aksiomaning
o'rinli ekanligini ko‘rsatishda Koshi — Bunyakovskiy tengsizligining in-
tegral shakli deb ataluvel

b b 7}

Jetwmis | [y @ [werd:

a ] 43

tengsizlikdan  foydalanamiz,
funkstyalar uchun

] b
o) = [l = wionae = [(ol0 -

b b b

= [o-ry e [et-rouro-ue) Juw-vieyrar <

a 23 23

Berilgan to'plamda  ixtivoriy ¢, ¥

FO)+ f(8) — () dt =

7]

g/(w(f)— drﬂ/ o)~ f t)?'dt/bf(t (1)) de+

2

= (ol [} + p(f, )",
Demak,
ple, v} < ple, f) + plf, 0).
3.1.7. [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning bar-

cha juftliklaridan iborat Fla.b] to‘plamida (fi.g1) va (f, )
juftliklari orasida masofan:

p((f0)(f2, 92)) = sup (|A(F) = A +1a(t) — g2(8)])
telab]
ko‘rinishda aniglasak, u holda Fla,b) metrik fazo bo‘ladimi?
Yechimi. Metrikaning birinchi va ikkinchi aksiomalari o'rinli. Uch-
inchi aksiomaning o'rinli ekanligini ko‘rsatamiz:

Afrim), (faig2)) = sup ([fi(t)

teiad)

— L) + 161 () — ga2(1)]) <

b .
tH2de + / N3t | =

5

§3.1. Metrik fazolar ol
< f;-:[l}? {LAE) — o) +1f5(6) — (0] +1gi(t) — galt) + g3(t) — m(t)]) <
< sup (LA = f0)]Ha (5= gs(0)+ sup (| fo(8)— 0|+ 1ga(t)—g2(8)]) =

tefub] tefa.b

= p((f1,9), (f3, 93)) + p((f3, 93} (F2, 92)).

3.1.8. X metrik fazo to‘la bo‘lishi uchun, bu fazoda ixti-
yoriy itchma-ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi
yopiq sharlar ketma-ketligi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega
bo‘lishi zarur ve yetarii ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. X to'la metrik fazo va

Bio...oB,o...

ichma-ich joylashgah sharlar ketma-ketligi bo'lsin. B,, sharning radiusi
va markazi mos ravishda r, va a, bo‘lsin. n — oo da r, — 0 bo'lib,
m > n bo'lganda. p(an,an) < r, bo'lgani uchun {a,} ketma-ketlik
fundamental, u holda X ning to‘laligidan, uning yaginlashuvchi ekanligi
kelib chiqadi. 11112.1c an, = a bo'lsin, u holda a € [B,]. Shunday qilib, a

har bir B, sharning wrinish nuqtasi bo‘ladi. Bundan B, yopiq shar
bo'lganligi uchun a € B, (n =1,2,...).

Yetarliligi. X da ixtiyorly {z,} fundamental ketma-ketlik berilgan
bo'lsin. U holda shunday n) nomer topilib, n > n; tengsizligini qanoat-
lantituvchi barcha n lar uchun p(z,,; xﬂl} < % tengsizligi o'rinli bo'ladi.
Markazi x,, nuqtada bo'lib, radiusi 1 ga teng yopiq sharni olib, bu
sharni By orqali belgilaylik. Endi shunday n, nomerni n > ny teng-
sizlikni ganoatlantiruvchi barcha n lar uchun pTn, Tn)) < 517 teng-
sizlik o‘rinlanadigan qilib tanlab olamiz. Zn, nuqtani radiusi 1/2 ga
teng sharning markazi qilib olamiz va bu sharni B, orqali belgilaymiz.
Shu jarayonni davom ettirsak ichma-ich joylashgan By yopiq sharlar
ketma-ketligiga ega bolamiz. Bunda By sharning radiusi 1/2%! ga
teng bo‘ladi. Bu sharlar ketma-ketligi shartga muvofiq umumiy nuqtaga
ega. Uni x orqali belgilaylik. Ushbu z nugta {T"k} ketma-ketlikning
limit nugtasi bo‘ladi. Agar fundamental ketma-ketlik = nuqtaga yaqin-
lashuvchi gismiy ketma-ketlikka ega bo‘lsa, u holda uning o'zi ham =
ga yaginlashadi.

3.1.9. X to‘plamda metrikani

_J 1, agar . #y,
,O(l'y)—{(], agaf’l‘zy

ko‘rinishda aniglasak, u holda (X, p)
bo‘ladimi?

to‘la metrik fazo
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Yechimi. X fazoda ixtiyoriy {z,} fundamental ketma-ketlik beril-
gan bo'lsin. U holda ixtiyoriy 0 < ¢ < 1 soni uchun, shunday n.
natural soni topilib, n,m > n. tengsizligini qanoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun p(x,,,z,) < ¢ tengsizligi o‘rinli. Bundan berilgan
ketma-ketlikning n. hadidan keyingi barcha hadlari o'zaro teng boladi.
Shuning uchun {x,} yaqinlashuvchi. Demak, (X, p) to‘la metrik fazo.

3.1.10. £; metrik fazoning to‘la ekanligini isbotlang.

Yechimi. ¢; fazoda {z,} fundamental ketma-ketlik berilgan bo'lsin,
bunda x, = (xﬁ“’, xf;’),.. :a:frn},...). Fundamental ketma-ketlikning
ta'rifidan, Ye > 0 uchun n. natural soni topilib, n,m > n. tengsiz-
liklarni qanoatlantiruvchi n, m natural sonlari

Sl - < (3.1)
i=1

tengsizlikni qanoatlantiradi. Ixtiyoriy 7 uchun
o
o — 2 < 3 e — 2™ < e

bo‘lgant uchun, har bir j da {:cj»"’]}gc’:l sonli ketma-ketlik fundamental,
{n)

ya'ni yaginlashuvchi. lim 2. = @; bo'lsin. a = (aj, ag,...,an,...) €
=00
é va lim z, = a ekanligini ko'rsatamiz.

n—oo

(3.1) tengsizlikdan ixtiyoriy k soni van,m > n. natural sonlari uchun

k
Z |28 — 2™ < ¢
i=1

tengsizligining o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Bu tengsizlikda dastlab
m — 00 da, keyin k — oc da limitga o'tib n > n, bo‘lganda

o0
3 el il <€ (3.2)
i=1

tengsizligiga ega bo‘lamiz las} < |:r L Ix(")i bo‘lgani uchun
o8]
(3.2) tengsizlikdan va E |:r }i gatorning vaginlashuvchiligidan Z |z}

qatorning yaqmlashuvchlhg] kelib chigadi, ya'ni a € £;. (3.2) tengsuzhk—
dan lim z, = a ekanligi kelib chigadi.

n—co

3.1.11. (Ber teorernasi). X to‘la metrik fezoni hech ga-
yerda zich bu‘tmagan to‘plamlarning sanogli sondagi birlash-
mast ko‘rinishda ifodalash mumkin emas. Isbotlang.
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Yechimi. Teskarisini faraz qilaylik, yami X = U M, bo'lsin, bunda

H—

har bir A, hech gayerda zich emas.

Sy orqali radiusi 1 ga teng biror yopiq sharni belgilaylik. Af; to‘plami
hech gayerda zich bolmaganligidan, u Sy to‘plamida ham zich emas.
Shuning uchun radiusi % dan kichik 5y yopiq shar topilib, §; € Sy va
$1 N M, = @ munosabatlar o‘rinli boladi. M, to'plami 8, to‘plamida
zich bolmaganligidan S to‘plamning ichida yotuvchi radiusi % dan
kichik S5 to‘plami topilib, 52 N M, = @ tengligi o'rinli boladi va hokazo.
Ushbu jarayonni davom ettirsak ichma-ich joylashgan va radiuslari n —
oo bolganda nolga intiluvchi {S,} yopiq sharlar ketma-ketligiga ega
bo‘lamiz. Bundz;o S, MM, = @ munosabati o‘rinlidir. 3.1.8-misolda

ko‘rganimizdek ﬂ S, kesishmaga qandaydir = nuqta tegishli bo‘ladi.

Bu muqta M, to plamla.rnmg birortasiga tegishli emas. Demak, r ¢
Uan, ya'ni X # UJM ko'rinishdagi ziddiyatga kelamiz.

3.1.12. Metmk fazoda ixtiyoriy sondagi yopiq to‘plam-
larning kesishmasi yopiq to‘plam bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. F,, o € I (I indekslar to‘plami) yopiq to‘plam bo‘lsin.

F=ﬂ&
24

to‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, r nugta F to‘plamning urinish nuqtasi bo‘lsin. U holda
bu nuqtaning ixtiyoriy B(x,¢) atrofida F to‘plamning kamida bitta
elementi mavjuddir. F = M F, bo‘lganligidan, B(z, ¢) sharda har bir F,,
to‘plamning ham kamida bitta elementi maviuddir. Bundan z har bir
F, to'plamning urinish nuqtasi bo'ladi va F,, to‘plamlar yopiq bo‘lgani
uchun z € F,,. Demak, z € F, ya’ni F* yopiq to‘plam.

3.1.13. Metrik fazoda

C(int(E)) = [CE]

tengligi o‘rinli ekanligini tsbotlang.
Yechimi. Har bir » € C(int(E)) nuqta uchun z ¢ int(E) o‘rinlidir.
Bundan elementning ixtivoriy atrofi £ to‘plamida to‘lig yotmasligi

~ kelib chiqadi. U holda bu atroflarning har birida C(E) to‘plamning

kamida bitta elementi mavjud. Shuning uchun z € [C(E)], ya'ni
C{int(E)) C [CE). int(E) C E bo'lganligidan, [CE|] C C(int(E))

;nunosa.batmng o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, C(int(EF)) =
CE]
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3.1.14. £ melrik fazoning to‘laligini isbotlang.

Yechimi. #, fazodan olingan {r,} fundamental ketma-ketlik beril-
gan bo'lsin, bunda 1, = (z (”), i ..;ri.")., o)

Fundamental ketma—kethknmg td rifidan, ixtiyoriyv £ > 0 uchun shun-
day n. natural soni topilib, n,m > n, tengsizliklarni ganoatlantiruvchi

n, m natural sonlari uchun

o
En:mm Z - Tim <& (33)
k=1

tengsizlik o‘rinli. Bundan har bir 7 soni uchun
|$En] (m)|2 < Z |I n} (m] <z,

bo‘lganligidan, har bir i uchun {x.Eﬂ' % sonli ketma-ketlik funda-
mental. Bundan u yaginlashuvchi boladi. Bu ketma-ketlikning limi-
tini a; bilan belgilab, o = (a,aq,...,a,,...} elementni hosil gilamiz.

Agar Z la;|* < oo va hm ,o(_v:ﬂ a) = 0 munosabatlarning o‘rinliligi

=1
ko rsatllsa £9 fazoning to' lahgl isbot etilgan bo‘ladi.
{3.3) tengsizlikni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

o0 P
Z |I(kn) _ :L‘im}|2 = Z img?) (’") + Z |$k 1_;;71)'2 <e
k=1 k=1 k=ptl

bu yerda p ixtivoriy natural son. Bundan ixtivoriy p uchun

r
> laf? - Al <o
k=1

yoki p bilan m ni tayinlab, n bo'yicha limitga o'tilsa, ushbu

»

Z lag — :Egﬂm)iz <€

k=1

tengsizlik kelib chiqadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy p uchun o‘rinli; shuning
uchun bunda p bo'yicha limitga o*tish mumkin, u holda

o0
Sl — 2P <. (3.4)
k=1
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: >, T, ' . . . . '
~ Bundan va ) |I,(,‘,,’]|2 < oo munosabatdan quyvidagi tengsizlik kelib

k=1
chiqadi:

o
Z lag)? < oco.
k=1

Demak, a = (a1, ag,...,a,,...} € {3. So‘ngra £ > 0 ixtiyoriy bo‘lganligi
uchun (3.4) dan nlgn p{Tp,a) = 0.

3.1.15. m métﬁgk fazoning to‘laligini isbotlang.

Yechimi. m fazodan olingan {z, } ketma-ketlik fundarnental bo'lsin,
bunda z, = (ﬂ:‘gn), xé”), . ("). ...). T, € m bo'lganligi tufayli shunday
¢, ketma-ketligi mavjudki, uning uchun |:c§c")| < e (k=123
o'rinli. Fundamental ketma-ketlikning ta’rifidan, ixtiyoriy £ > 0 uchun
n. natural soni topilib, n,m > n. tengsizliklarni ganoatlantiruvchi n, m
natural sontari uchun v

p(Tn, 7p) = sup o - 2| < ¢

tengsizlik o‘rinli. Bundan
™ — 2| < ¢ (3.5)

munggabatning k£ ga msbatan tekis bajarilishi kelib chigadi. De-
mak, ixtiyoriy & uchun {:z:,c } sonli ketma-ketlik fundamental va
vaginlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limitini a; bilan belgilab, o =
(a1, ag,...,Qk,...) clementni hosil gilamiz. Endi ushbu ¢ € m va
JEIOIO p(zq, @) = 0 munosabatlarni isbotlaymiz.

(3.5) da p ga nisbatan limitga o'tilsa, barcha k lar uchun n > n,
bo‘lganda o‘rinli bo‘lgan

l:rfcn) —al <e (3.6}

tengsizlik kelib chiqadi. Bundan

netl) n.+1)

lax| < |xk ax| + ka | <e+enn

tengsizlikni barcha k& lar uchun hosil qilish mumkin, ya™ni a =
(a1, ag,...,ax,...) € m munosabat kelib chiqadi. (3.5) dan n > n,
uchun

plan,x) = sup |27, — zk| < €.

¢ ixtiyoriy bo‘lgani uchun, (3.6) dan JEEO p(zn,a) = 0 munosabat kelib
chigadi.
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3.1.16. Metrik fazoda iztiyoriy yaginlashuvchi ketmao-ketlik
Jundamentalligini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, {x,} ketina-ketlik > nuqtaga vaqinlashsin, U
holda ixtivoriy ¢ > 0 son uchun shunday n. natural soni topilib, barcha
n > n. uchun p{x,,r) < &/2 tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Demak, n,m >
ne tengsizhiklarni ganoatlantiruvehi n, rm natural sonlari uchun

(T, o) < plan, ) + p(z,2m) <&/2+c/2=¢

munosabat o‘rinli. Bu esa {z,} ketma-ketlikning fundamentalligini
ko‘rsatadi.

3.1.17. X metrik fazoda iztiyoriy M va N to‘plamlar uchun
Cant(M NN) = inté(M) N int(N)

munosabaining o‘rinli ekanligin: isbotlang.

Yechimi. Ixtiyoriy x € int(M N N) nuqtani olaylik. U holda z
nugtaning M NN to‘plamda butunlay joylashgan B (z,€) atrofi mavjud,
ya'nl B(z,c) ¢ MNN. Ravshanki B(z,¢) atrof M va N to'plamlarning
har birida butunlay joylashgan. Bundan z € mt(M) va x € int(N),
ya'ni z € int(M) Nint(N). Demak, int{M N N} C int{M) N int{N).

Agar z € int(M) Nint(N) bo'lsa, u holda z € int(M) va z € int(N),
ya'nl x nuqtaning M to‘plamda butunlay joylashgan B{r,s;) va N
to‘plamda butunlay joylashgan B{x, ;) atroflari mavjud. Endi £ sonini

£ = min(e, £} kabi olsak, u holda = nuqtaning B(z,=) atrofi M N N |

to'plamda butunlay joylashgan bo‘ladi, ya’ni z € int(M M N). Demak,
int(M) Nint(N) C int(M N N).

3.1.18. ¢4 metrik fazodan olingan z, = (3:5"), :c;”],...xgcn),...)
ketma-ketlik va a = (aj, as,...,a ...} element uchun a; =
lim xk ) bo ‘lsa, har doim hm p(a:n, z) = 0 munosabat o‘rinlimi?

n—o

Yechimi. Har doim o rmh emas Misol uchun,
a=(0,0,0,..)
va
Tp = {(0,0,..,0,=, =
M
bo‘lsa, u holda n > k soni uchun |a:§cn) ~ ai| = 0. Bundan ixtiyvoriy k

uwchun g = lim :c{ ™)

n—00

munosabat kelib chigadi. Ammo ixtiyoriy n uchun

o(zn,a) = leh —{)1=22—1k=1
k=1
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o
=1

ya'ni lim p{x,,a) = 0 munosabat o‘rinli emas.

‘31”_1”!))O Quyidagi tasdiglar teng kuchlidir:

(1) X Ber fazosi;

(2) X ning sanogli birinchi kategoriyali to‘plamlari bir-
lashmasi ichki nugtaga ega emas;

(3) X ning ochiq zich to‘plamlari sanoqli kesishmasi zich;

(4) X da birinchi kategoriyali to‘plamning to‘ldiruvchist
zichdir.

Yechimi. (1)= (2) Aytaylik, £ = |, E,, bunda E, = [E,],
intE, = @ bo'lsin. U holda E birinchi kategoriyali to'plamdir. Bundan
intE C E, intE ochiq va birinchi kategoriyali to‘plamdir. X Ber fazosi
bo'lganligidan, intE bo‘sh to'plamdir.

(2)=> (3) Aytaylik, E = [ Gy, bunda G, ochiq to‘plam va [G,] = X

n

bo'lsin. U holda
X\E=X\[G.=JX\G).

Shu bilan birga, X \ G, yopiq to‘plam va int( X\ G,) = @, chunki [G,,] =
X. Bundan int(X \ E) = §. Oxirgi tenglik £ to‘plam to'ldiruvchisi ichi
bo'sh to'plam, ya'ni E zich to'plam ekanligini ko‘rsatadi.

(3)=> (4) Avtaylik, F birinchi kategoriyali to‘plam bo‘lsin, ya'ni £ =
\JE., bunda int[E,] = §. E, = [E,] deb hisoblashimiz mumkin. U

lTolda Gn = X \ E, ochiq va zich to‘plamdir. Shartga ko'ra
ﬂ Gn U(X \E,)

zich to'plamdir. Endi

X\E=X\|JB =X \E.=[)Cn
ekanligidan, X \ E ham zich to‘plamdir.

{4)= (1) Agar E to‘plami ochiq va X da zich bo‘lsa, u holda X \
E zich to'plam emas. Bundan shartga kora F ikkinchi kategoriyali
to'plam bo'la olmaydi, Demak, ¥ birinchi kategoriyali to‘plam.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Hagigiy sonlar to‘plamida metrikani p(z,y) = arctglz —y|
ko'rinishda aniglash mumkinligini ko‘rsating.
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2. Ixtiyoriy to'plamda metrikani

v ] 0, agar x =y,
p(ﬂ?.‘y){L agar:r:yéy

ko‘rinishda aniqlash mumkin ekanligini isbotlang.
3. Faraz qilaylik (X, p) metrik fazo bo'lsin, Agar Vz,y € X uchun

pir(x,y) = plz,y}/[1 + plz, v},

pa(z,y) = W[l + p(z, y)]
bo'lsa, u holda (X, py) va (X, ps) metrik fazolar ekanligini ko‘rsating.

4. n sondagi haqigiy sonlarning © = (x1, x3,...,2,) tartiblangan
guruhlari to‘plamida metrikani

a) plz,y) = E |z — wal;

b) plz,y) = lmax [ — k]
ko‘rinishlarda kiritishga bo'lishini ko‘rsating.

5. Haqiqiy sonlarning = = (#1, %2, ..., s ...) chegaralangan ketma-
ketliklari to‘plamida masofani p(zx,y) = sup |yx — xx| ko‘rinishda kirit-
sak, bu to‘plamning metrik fazo bo‘lishini ko‘rsating.

6. Agar ¥, — z, yn — y bo'lsa, p(z,,y.) — p(z,y) ekanligini
isbotlang.

7. Natural sonlar to‘plamida metrikani quyidagicha aniglaylik:

m — |

p{m,n) = , m,n & N
(N, p) to'la bo'lmagan metrik fazo ekanligini isbotlang.

8. Agar haqiqiy sonlar to‘plami R da z, y sonlari orasidagi masofani
p(z,y) = |2* ~ ¥®| formulasi orqali kiritsak, u holda u to‘la metrik fazo
tashkil gilishini isbotlang.

9. X to'plamda o‘zaro ekvivalent bo‘lgan p; va p, metrikalar beril-
gan. (X,p1) fazoning to'la bo'lishidan (X, py) fazoning to‘la bo‘lishi
kelib chigadimi?

10. [a, b] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan barcha funksiyalar
to‘plamida metrikani

p(f.9) = sup |f'(t) — 4'(t)]

t€la.b|

ko‘rinishda kiritish mumkinmi?
11. Tengliklarni isbotlang:
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a) AE = |Ej\ int(E);
b) [[EY = [E }‘
c) {E1U Byl = [Eq] U [Ey].

12. Tekistikda Chegarawy nugtalarga ega bo'lmagan to‘plamga misol
keltiring.

13. Ixtivoriy to‘plamning hosila to'plami yopiq to‘plam bo‘lishini
ishotlang.

14.  Ixtiyoriv to‘plamning chegarasi yopiq to‘plam  bo'lishini
ko‘rsating.

15. Ixtivoriy to‘plamning ichi ochiq to‘plam bo'lishini ko'rsating.

16. Barcha nuqtalari yakkalangan sanogsiz to‘plamga misol kelti-
Ting.

17. R, R*, Cla, b|, £2 fazolarning separabel fazo bo'lishini ko‘rsating,.

18. m fazosining separabel fazo emasligini isbotlang.

19. B, R”, Cla, b] fazolarning to'laligini isbotlang. "

20. To‘la X fazoda zich bo‘lgan ochiq to‘plamlarning sanoqli sondagi
kesishmasi X to'plamda zich to‘plam bo'lishini isbotlang.

21. Hech gayerda zich emas to'plamning vopilmasi ham hech ga-
yerda zich emas to‘plam bo‘lishini isbotlang.

22. Barcha ko'phadlar to‘plamining C[0,1} da zich ekanligini
ko‘rsating.

3.2. Metrik fazolarda kompakt to‘plamlar

X metrik fazodagi K to‘plamning elementlaridan tuzilgan ixtivoriy
ketma-ketlikdan biror x € X elementga yaqinlashuvchi gism ketma-
ketlik ajratib olish mumkin bo'lsa, K to‘plam X da nisbiy kompakt
deyiladi.

X metrik fazodagi yopiq nisbiy kompakt bo‘lgan K to‘plam kompakt
deyiladi. X metrik fazodagi K to‘plamning diametri

diamK = sup p(x,¥)
zyeK
chekli son bo‘lsa,u holda K chegaralangan deb ataladi.

K va M to‘plamlar (X, p) metrik fazodan olingan va £ > 0 biror
son bolsin. Agar K to‘plamdan olingan ixtiyoriy z element uchun M
to‘plamda p(x, y) < ¢ tengsizligini qanoatlantiruvchi y elementi mavjud
bo‘lsa, u holda M to‘plam K to‘plamiga nisbatan e-to‘r deb ataladi.
Agar ixtiyoriy £ > 0 uchun K to‘plam chekli e-to‘rga ega bo‘lsa, u holda
K toliq chegaralangan deyiladi.
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Masalalar

3.2.1. Har bir K kompakt metrik fazo to‘lig chegaralangan
bo‘lishini isbotlang. -

Yechimi. Faraz qilaylik K to'liq chegaralangan bo‘lmasin. Bundan
K da biror € > 0 uchun chekli e-to‘r topilmasligi kelib chiqadi. X dan
ixtiyoriy a; nugta olamiz. U holda shunday ay € K nuqta topiladiki,
pla1, az) > ¢ bo'ladi, aks holda {a,} to'plam s-to‘r bo'lardi. K da
shunday a3 nuqta topiladiki,

p(al) a3) > &, p(G’?: (1,3) > £

bo‘ladi, aks holda {a;, a2} to‘plam £-to‘r bo'lardi.

Shunga o‘xshash ¢;, as,...,a; nuqgtalar uchun ap.1 € K topilib,
plas, aga) > £, 1 =1,k bofladi.

Bu tanlab olingan nuqtalar limit nuqtaga ega bo‘lmagan {a,} chek-
siz ketma-ketlikni beradi, chunki p(a;, ¢;} > €,7 # j. Bu esa K ning
kompakt ekanligiga zid.

3.2.2. Izxtiyoriy kompakt to‘plamning to‘la fazo bo‘lishini
ssbotlang.

Yechimi. Bizga F kompakt to‘plamda {r,} fundamental ketma-
ketlik berilgan bo'lsin. £ kompakt bo‘lgani uchun {z,} ketma-ketlik

E da yaqinlashuvchi {z, } qismiy ketma-ketlikka ega. {z, } ketma- .

ketlikning limitini a bilan belgilaylik. {,} fundamental va {z,, } yaqin-
lashuvchi bo‘lgani uchun ixtiyoriy € > 0 soni uchun 3n, soni topilib,
n,k > n, (Demak, ny > n.) bo'lganda p(z,,z,,) < 5 va p(Ts,,0) < §
tengsizliklari bajariladi. Natijada
£
pz,a) < p(Tn, Tn,) + p(Tn,, a) < :2“ + g =£

Bundan {z,} ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigib, £
to'plamning to'la ekanligini ko'rsatadi.

3.2.3. (Hausdorf teoremasi). R metrik fazo kompakt
bo‘lishi uchun uning to‘la va to‘lig chegaralangan bo‘lishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, R kompakt bo‘lsin. U holda to‘liq chegaralan-
ganlikning zaruriyligi 3.2.1-misoldan kelib chigadi. To‘la bo‘lishi esa
3.2.2-misoldan ko'rinadi.

Endi R to'la va to'liq chegaralangan bo'lsin.  Kompaktligini
ko‘rsatish uchun har bir {z,} C R ketma-ketlik hech bot hnaganda bitta
limit nuqtaga ega bo‘lishini ko'rsatish yetarli.

o
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B da 1-to'r hosil etuvehi nugtalarning har biri atrofida radiusi 1
bo'lgan vopiq shar quramiz. Bu sharlar R ni to'liq qoplaydi hamda
ularning soni chekli boladi, u holda ularning hech bo‘lmaganda bittasi
{x,} ning biror Igl), .. rﬁ} ,... qismiy ketma-ketligini o'z ichiga oladi.
Bu sharmi By orqali belgilaymiz.

B sharda ham 1-to‘r hosil etuvchi nugtalar atrofida radiusi § bolgan
yopiq sharlarni qursak, nlarning hech bo‘hinaganda bittasi {15,1)} ketma-
ketlikning {;ri2 )} qismiy ketma-ketligini o'z ichiga oladi. Bu sharni Bs
orqali belgilaymiz. Shn kabi markazi By da radiusi { bo'lib, {:r},}}} -
{xf )} ketma-ketlikni o'z ichiga oluvchi Bz sharini olamiz va hokazo.

Endi markazi B,, sharning markazida, radiusi esa ikki marta katta
bo'lgan A, yopiq sharlarni qaraymlz Ravshanki A, sharlar ichma-

ich joylashgan. R ning to'laligidan ﬂ A, kesishima bo'sh emas va u

yagona rg nuqtadan iborat. Bu nuqféa1 {zn} ketma-ketlik uchun limit
nugta bo'ladi, hamda uning atrofi b]IOI‘ By sharnt o'z ichiga oladi, va'ni
{z,} ketma-ketlikning cheksiz {.rn } qismiy ketma-ketligini o‘z ichiga
oladi. Bundan R kompaktdir.
3.2.4. Irtiyoriy nisbiy kompakt to ‘plam chegaralangan bo‘-
lishini isbotlang.
Y(_?Chlml. Agar diamK = +oo bo'lsa, u holda Vzq € K nugta uchun
sup (o, 2) = +00
el
bo'ladi. Haqigatan, agar Yo € K uchun p(zg,z) £ M bo'lsa, u holda
Y,y € K nugtalari uchun

p(z,y) < plz,z0) + p(z0,y) < 2M

tengsizlik o'rinli bo'lardi. Demak, lim p(zp,7,) = 400 bo‘ladigan {z,}
n-—oC
ketma-ketligini topish mumkin. Natijada {z,} ketma-ketlikning ix-

tiyoriy {7} qismiy ketma-ketligi uchun ham hm p(:rg,:r,,*) = 400

bo‘ladi. U holda {z,,} fundamental bo lma,ydl Demak yaqinlashuv-
chi emas. Bundan K ning nisbiy kompakt emas ekanligi kelib chigadi.
Hosil bo‘lgan ziddiyatdan K ning chegaralangan ekanligi kelib chigadi.
3.2.5. To‘plamning chegaralanganligidan, uning nisbiy
kompakt bo‘lishi kelib chigadimi?
Yechimi. Umuman aytganda kelib ch1qmayd1 Masalan £ fazoda
quyidagi

e1=(1,0.0,...), e =(0,1,0,..)) e3=(0,0,1,...),...
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elementlardan iborat chegaralangan to‘plamni olaylik. Bu to* plamnning
IXtiyoriy e, va e, elementlari orasidagi masofa e, €,) = V2 (m # n).
Demak, bu ketma-ketlikning ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi yaginlashuv-
chi emas. Shuning uchun garalayotgan to‘plam nisbiy kompakt emas.
3.2.6 X meirik fazoda bo‘sh emas A) D Ay D ...D A, D ...
kompakt to‘plamlari berilgan bo‘lsin. U holda M A, kesish-

n>1

masi bo‘sh emasligini, Shu bilan birga, agar lim diamA, = 0
=G
bo‘lsa, u holda (| A, kesishmaning yagona nugtadan iborat

nzl
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Har bir 4, to‘plamdan a, nuqtasini olaylik. Bu nuqta-
larning: barchasi 4, ga tegishli bo'ladi. A; kompakt to‘plam bo‘lgani
uchun {a,} ketma-ketlikdan biror @ € A; nuqtaga yaginlashuvchi {a,, }
qismiy ketma-ketligini ajratib olish mumkin. {a,,} ketma-ketlikning
dastlabki k& ~ 1 ta hadini olib tashlasak, a,,,ay,,,,an,,,,... ketma-
ketligiga ega bo'lamiz. Bu ketma-ketlikning har bir hadi Ay, to‘plamga
tegishli. Shu bilan birga, bu ketma-ketlik ham a nuqtaga yaginlashuvchi
boladi. A,, yopiq bo‘lgani uchun ixtiyoriy & uchun @ € Ap,, Demak,

a€ (] An, = [ An. Natijada [} A, £ 0.
k>1 nzl nxl
Agar diamA, — 0 bo‘lsa, u holda har qanday boshga b € N Aa

n>1
nuqtani olsak p(a,b) < diamA, tengsizligi barcha n lar uchun o‘rinli.

Shuning uchun ham p(a,b) = 0, ya™i a = b.

3.2.7.  C|0,1] fazoga tegishli, |f(r)] < A (bu yerda A
tayinlangan musbat son) tengsiziikni gancatlantiruvchi. bar-
cha funksiyalar to‘plamini E bilan belgilaylik. C [0,1] fazoda
chegaralangan va yopiq bo‘lgan E to‘plami kompakt emasli-
gint isbotlang.

Yechimi. C[0,1] to‘plamga tegishli

falz) = Asin2"zz (n=1,2,3,...)

funksiyalar ketma-ketligini olaylik. Bu ketma-ketlikning har bir hadi £
to‘plamga tegishli. Haqiqatan,

| fo(2)] = |Asin 2"rz| = A]sin 2"7z| < A.
Bu ketma-ketlikning ixtiyoriy f, va f, (bu yerda n < m) hadlari

orasidagi oraliqni baholaymiz:
1 1\|
(fm fm) - ma.x ?fn(l') fm(x)l > (2n+1) fm (ﬁ)’ =

x€[0,1)

£3.2. Metrik fazolarda kompakt toplanlar. 03

T i
= 1.45in§ — Asin2" "t = A

ya'ni p(f,. fn) = A. Bu tengsizlikdan ko‘rinadiki, garalayotgan ketina-
ketlikning ixtiyoriy qismiy ketina-ketligi yaginlashuvechi bo'la ohnaydi.
Shuning uchun £ to'plam C|0, 1] fazoda kompakt emas.

3.2.8. {3 fazosida yopiq va chegaralangan, ammo kompakt
bo‘lmagan to‘plamga maisol keltiring.

Yechimi. £, fazosiga tegishli

—(1 0,0,0,...,0,...)
=(0,1,0,0,...,0,...)
—(0,0,1,0,...,0,...)

puqtalardan iborat sanogli F to‘plamni olaylik. Buo‘plam chegara-
langan va yopiq. - Shu bilan birga, bu to‘plamning ixtiyoriy har xil
nugtalari orasidagi masofa +/2 ga teng. Shuning uchun {e,} ketma-
ketlikning birorta ham qismiy ketma-ketligi fundamental bo‘la olmaydi.
Fundamental bo‘lmagan ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lmaydi. Shu-
ning uchun £ to‘plam kompakt emas.

3.2.9. Kompakt to‘plamlarning chekli sondagi birlashmas:
komgpakt to‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Bizga Ay, Ay ..., Ap kompakt to‘plamlar berilgan bo'lsin.

Hadlari A = U A; to‘plamidan olingan ixtivoriy {z,} ketma-ketligini

qaraymiz. Bii ketma-ketlik hadlari soni cheksiz bo‘lgani uchun
Ay, As ..., A to'plamlarning kamida bittasi uning cheksiz sondagi had-
laridan iborat {z, } gismiy ketma-ketligini o'z ichiga oladi. U holda
{z.,} ketma-ketlik A to‘plamda yaginlashuvchi qismiy ketma-ketlikka
ega. Bu gismn ketma-ketlik {z,} ketma-ketligi uchun ham qismiy
bo‘ladi. Bundan CJ A; to‘plamning kompaktligi kelib chigadi.

3.2.10. (Botltfsano — Veyershtrass teoremasi). R" evk-
lid fezosida ixtiyoriy chegaralangan to‘plam nisbiy kompakt
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. F chegaralangan to‘plan bo‘lsa, u holda bu to'plam biror

[a.l,bl] X [az,bg] X ... X {ail.sbft]

parallelepipedning ichida yotadi. Ixtlyorly £ > 0 so[m)m olib har bir
[, b;] segmentni a; = mgl) < xEZJ < ... < -1 P = b; nugtalar



04 ITL. Metrik fazolar

yordamida shunday bo'laklarga bo'laylikki, natijada ikki qo‘shni nug-
talar orasidagi masofa —’3\/4; sonidan kichik bo'lsin. R" fazoda quyidagi

to‘plamni olainiz:
M={z= (:r{" T "2),....335,3")) ts1 =12 p1-. s =12, .., pu}

bu yerda s; (k = 1,2,...,n) lar bir-biriga bog'liq emas. Shu
to'plamning £ to‘plam uchun chekli e-to‘t bo'lishini ko‘rsatamiz. E
to'plamdan ixtiyoriy z’ = (21,19, ..., z,) nugta olaylik. E to‘plam

[al,bl] X [ag,bﬂ XKoo X [ambn,]

parallelepipedda joylashganligi uchun 2z’ nuqta

[, 2 2, 2] L [l o)

1

paralleleplpedlarnmg biriga tegishli bo'ladi, bu yerda k; € {1,2, .. P
1}, s =1,n. Bu parallelepipedlarning uchlari M to‘plamning element-
laridan iborat bo‘ladi. Shuning uchun s (k = T,7) nomerlar ichidan
sY (k =T, n) nomerlar topilib,

plz, =) =

tengsizligi o'rinli bo‘ladi. Demak, M to‘plam E uchun e-to'r bo‘ladi.U
holda E to'liq chegaralangan. Natijada R™ fazoning to‘laligi va Xaus-
dorf teoremasi bo‘yicha E to‘plam nisbiy kompakt bo‘ladi.

3.2.11. R" evklid fazosida ixtiyoriy yopiq chegaralangan
to‘plam kompakt bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Yuqorida ishotlangan Boltsano — Veyershtrass teore-
masi bo‘yicha R™ evklid fazosida chegaralangan to'plam nisbiy kom-
pakt bo‘ladi. Nishiy kompakt va yopiq bo‘lgan to‘plam ta’rif bo‘yicha
kompakt bo‘ladi.

3.2.12. K kompakt to‘plamni o‘zige o‘tkazuvchi f K-K
akslantirish ixliyoriy o‘zaro teng bo‘lmagan 1,y ¢ K element-
lar uchun p(f(z), f(y)) < p(z,y) tengsizlikni ganoatlantirsin, U
holda f(x) =z tenglikni qanoatlantiruvchi z € K elementning
mavjudligini isbotlang.

Yechimi. F(z) = p(z, f(z)) ko‘rinishda aniglanuvchi F : K — R
funksiyani olaylik. z € K element f(zx) = = tengligini qanotlantirishi
uchun F{z) = 0 tengligining bajarilishi zarur va yetarli. Aksincha faraz
qilaylik, ya'ni F(z) > 0 bo'lsin. K to‘plam kompakt bo‘lgani uchun

§3.2. Mctrik fagolarda kompakt to‘plamlar. 95

F(z) funksiyaning aniq quyi chegarasi musbat son bo'lib, unga biror
g € K nuqtada erishadi. Masalaning sharti bo‘yicha quyidagi muno-
sabat o'rinli: Fi(f(z0)) = p(f(za), f(f{20))} < plwo, flza)) = Flzn).
Bu ziddiyat bizning farazimizning noto'g'ri ekanligini anglatadi. U
holda f{z) = x tenglikni ganoatlantiruvchi z € K nuqta mavjud.

3.2.13. Kompakt metrik fazoni metrik fozoga uzluksiz aks-
lantirish tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. K metrik kompakt, M metrik fazo bo'lib, F : K — M
akslantirishi uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas deb faraz qilaylik. U
holda biror £ > 0 soni va har bir n € N soni uchun K da =z, va z,
nuqtalari topilib, p1(za, ) < L va ps(F(x,), F(zl)) > ¢ tengsizligi
o‘rinlidir, bunda p; - K da oralig, p» — M da oraliq. K ning kom-
paktligidan {z,} ketma-ketligidan biror x € K nuqtaga yaqinlashuvchi
{2, } qismiy ketma-ketligini olamiz. U holda {z;, } ketma-ketligi ham
« ga yaqinlashadi, lekin har bir & uchun quyidagi tengsizliklarning biri
bajariladi

P F(z), Flzn,)) 2 €, pa(F(x), F(zy,)) > ¢,
bu esa I akslantirishning z nuqtada uzluksizligiga ziddir.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Agar E to‘plam to‘liq chegaralangan bo‘lsa, u holda [E] to plaml
ham to'liq chegaralangan bo‘lishini ishotlang.

2, Tekislikda koordinatalari butun sonlardan iborat nuqtalar
to‘plami ganday to‘r hosil qiladi.

3. R fazoda har qanday chegaralangan to® plam to‘liq chegaralangan

bolishini isbotlang.

4. £y fazosidan olingan, quyida keltirilgan to‘plamning to* 11q chegara-
langanligini isbotlang.

1

1
A= {22 = (al’ a’?!"') : |a1| < 1; l02| S > Ianl = 21,,1

5. Agar X metrik fazo sanoqgli-kompakt bo‘lsa,u holda u to‘lig chegara-
langan bo‘lishini ishotlang.

6. [0,1] segmentda joylashgan barcha ratsional sonlar to‘plami to'liq
chegaralangan bo‘lib, kompakt emasligini ishotlang.

7. Kompakt to‘plamning ixtiyoriy yopiq gism to‘plami kompakt
ekanligini isbatlang.
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8. X metrik fazoda nisbiy kompakt A va B to‘plamlar berilgan
bo'lsin.  p(x, y) sonlar (bunda x € A. y € B ) chegaralangan sonli
to‘plam bo'lishini isbotlang,

9. Sanoqli sondagl kompaktlarning birlashmasi kompakt bo‘ladimi?

10. Chekli sondagi nisbiy kompaktlarning birlashmasi nisbiy kom-
pakt bo‘lishini isbotlang.

11. Ixtiyoriy sondagl kompaktlarning kesishmasi kompakt bo'lishini
isbotlang.

12. Ixtiyoriy sondagi nisbiy kompaktlarning kesishmasi nisbiy kom-
pakt bo‘lishini isbotlang.

13. Ixtiyoriy kompakt to'liq fazo bo‘lishini ishotlang.

14. R™ evklid fazosida ixtiyoriy yopiq chegaralangan to‘plam kom-
pakt bo'lishini isbotlang.

16. {5 fazodagi ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam shu fazoning hech
qaverida zich emasligini isbotlang.

17. Sanoqli kompakt

E=10, 1

B2 =
|
—

to‘plami berilgan. Bu to*plamni

l1—-2 14¢ —z 1+¢ 1—=2 1+4¢
1— . ey | ——,
( E’HE)’(Q’ 2)-(4’ 4)’ ’(2n' 2)

va (—¢, £) intervallar sistemasi qoplaydi (bu yerda 0 < ¢ < 1). Bu
sistemadan F ni qoplaydigan chekli sistema ajrating.

3.3. Qisqgartirib akslantirish prinsipi va uning tatbiqlari

A akslantirish X metrik fozoni o'ziga o‘tkazsin: A: X — X. Agar
Ay = z tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda ry nuqta A akslantirishning
go ‘zg‘almeas nuqgtasi deb ataladi.

Ta’rif. (X, p) metrik fazo va A : X — X biror akslantirish bolsin.
Agar shunday o, 0 < o < 1 soni mavjud bo'lib, ixtiyoriv z,y € X
nugtalar uchun

p(Az, Ay) < ap(z,y) (3.7)

tengsizligini bajarilsa, u holda A akslantirishni qisqartirib akslantirish
deyiladi.

533 Qisyartivih akslantivisl priusipt va nning lathiglari a7

Masalalar

3.3.1. (Qisqartirib akslantirish prinsipi). X to‘la met-
rik fazoning har bir A gqisgartirib akslantirishi yagona
qo‘zg‘almas nugtaga ega.

Yechimi. X metrik fazodan ixtiyoriy we nugtani olib, quyidagi

Uy = ‘4u():
tly = Aul = AZUQ,
wy = Auy = Alug,

ketma-ketlikni tuzamiz. U holda
pug, 1) = p(AFug, A ug) < ap(AFTug, A¥ug) < L. < oFplup, uy)
bo'lgani uchun

P(“n.: un+p) < P(U-m un+l) + p(u11+11 un+2) +...F p(u'nerAl: uner) <
kD

_ CEP(UO) 'U.]_).

< o p(ug, ug) ++0" M plug, ur) .+ plug, ) < 1

Endi lim o™ = 0 ekanligidan, ixtiyoriy £ > 1) soni uchun ng natural son
n—x

topilib, n > ng tengsizligini qanoatlantiradigan barcha n lar uchun

a'ﬁ

l—a

plug,uy) < ¢

tengsizligi o‘rinli bo'ladi. Demak, {u,} fundamental ketma-ketlik. X
to‘la bo'lgani uchun shunday v € X nuqtd maviud bo'lib n — =
da w, — u, ya'ni p{u,,u) — 0 bofladi. Bu u nugta akslantirish-
ning qo‘zg‘almas nuqtasi ekanligini ko‘rsatamiz. Hagigatan, n —
bo'lganda

pl A, ) = p(Au, Auy 1) < apli, o) = 0,

ya'ni Au element {x,} ketma-ketlikning limiti. Ketma-ketlikning limiti
yagona bo‘lgani uchun v = Aw. 7

Endi u qo‘zg'almas nugtaning yagonaligini isbetlaymiz. Haqigatan,
# va v lar go'zg‘alinas nugtalar bo‘lsa, u holda

plu,v) = p(Au, Av) < ap(u,v)



a3 1. Metrik fazolar

va'ni
plu, v}l —a) < 0.

Bu tengsizlikdan p(w, v) = 0 ekanligi kelib chigadi, ya'ni u = ¢.

3.3.2. f{x) sonlar o‘gqida anigqlangan funksiya bo‘lib, har
bir r € R nuqtada hosilaga ega va | f'(x}| <k tengsizligi o‘rinli
bo‘lsin (bunda k birdan kichik tayinlangan son). U holda
z = f(z) tenglama yagona yechimga ega ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Matematik analiz kursidagi Lagranj teoremasiga asosan
har bir x{, 27 € R nuqtalar uchun

flzr) = fla) = fle}ar — x2)

tenglikni ganoatlantirivchi ¢ € (21,29} soni mavjud bo'ladi. U holda
Iflx1) — f(z2)] < k|z1 — 29| tengsizligi o'rinli, 0 < &k < 1 bo'lgant
uchun f gisqartirib akslantirish bo‘ladi. U holda gisqartirib akslantirish
prinsipiga asosan x = f(z) tenglama yagona yechimga ega.

3.3.3.

y(l?o) = %o : (38)
boshlang‘ich shart bilan
dy
differensial tenglama berilgan. Tenglamaning o‘ng

tomonidagi f(x,y) funksiya tekislikdagi (x9,%) nugtani
o‘z ichiga olgan ba’zi G sohada aniglangan, uzluksiz va

iflz, v} = flz, ye)l £ klyr — 1l

Lipshits shartini ganoatlantirsin, (k = const). (3.9) tenglama
ba’zi [xo—c, z9+c] segmentda (3.8) boshlang‘ich shartni qanoat-
lantiruvchi yagona y = ¥(x) yechimga ega ekanligini isbot-
lang.

Yechimi. (3.9) tenglamani (3.8) sharti bajarilganda quyidagi inte-
gral tenglama ko'‘rinishda yozish mumkin :

(z) = o + f F(t, (8. (3.10)

R R RS PSS TN SO S C -
f{z’ y) funksiya ¢ da uziuksy bo'lgani uchun {Ig, yg) nuylani o's wchipa

olgan biror G* C G sohada chegaralangan bo‘ladi, ya’ni | f(z, v <d.

53.3. Qisgartivily akslantivish prinsipi vo uning tatbiglari ¥}

Endi ¢ sonini quyidagi shartlarui qanoatlantiradigan ectib saylab
olamiz:

a) agar g — x| < e, [y — | € ¢-dbo'lsa. n holda (2, y) € G°.

b) ke < 1.

[rg — ¢, 2o + ¢f segmentda aniglangan va [¢(x) — yy| < ed tengsiz-
ligini qanoatlantiruvehi {«} uzluksiz funksiyalar sistemasini £ bilan
belgilayiniz va bu sistemada metrikani

plnany = max - lun(z) = gafe)|
ko‘rinishda kiritamiz. F metrik fazo Clzp — ¢, zg + ¢} to'la fazoning
yopiq qism fazosi bo‘lgani uchun u ham to'la bo‘ladi.

(o) = o+ [ ftp)de (3.11)

tengligi bilan aniglangan p — ¥ akslantirishida z € [zg — ¢, 2y + ¢
bo'lsin. U holda bu akslantirish F ni o‘ziga gisqartirib akslantiradi.
Hagiqatan, ¢ € F' va z € [xo — ¢, Tp + ¢| bo'lsin. U holda

\ i) =l = | [ £(6.0(0)at] < ed

munosabati o‘rinli boladi. Demak, (3.11) akslantirish F' fazoni o'ziga
akslantiradi. Shu bilan birga,

() — vale)| < FLAE @ 0) — (ot 2
2 ke max |pi(t) — galt)] = kep(ir, 02)

Tg—c<t<apte

Bu yerda 0 < k¢ < 1 bo'lgani uchun (3.10) akslantirishning gisqar-
tirib akslantirish ekanligi kelib chiqadi. Demak, gisqartirib akslantirish
Prinsipiga asosan (3.9) tenglama F fazoda (3.8) boshlang‘ich shartini
qanoatlantiruvchi yagona yechimga ega.

3.3.4 f(z) = 4z — 42* funksiya [0; 1] kesmani o‘ziga akslan-
tirishini tekshiring. Bu akslantirish gisqartiruvchi boladimi?

Yechimi. f(z) = 4z(1-r) bolganligidan x element [0; 1] segmentga
tegishli bo‘lganda f(x) > 0 tengsizligi, flz)-1=—(2x-1* <0
bo'lganligidan, esa f(x) < 1 tengsizligi o‘rinli boladi. Demak, f
funksiyasi [0; 1] segmentni o‘ziga akslantiradi.
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rp =0 va o = % nugialarda () = 0, f{zs) = 1 teugliklari
orinlidir. Bundan

L), Flr) =15 5 = ples, ).

Bu esa f akslantirish qisqartiruvehi emasligini bildiradi.

3.35 f(r) =z + 1 akslantirish [1. o< nurda qisqartiruvehi
boladimi? |

Yechimi.

plf (@), flxa)) = [flan) — flaa)] =
1 1
= |(T1—T2)+(E"E}1 *|I1—i2|'(1—ﬁ)

tengligt va 2122 > 1 tengsizligidan

p(f(x1), f(z2)) < plz1, 22)

tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu tengsizlik berilgan akslantirish qisqar-
tiruvehi ekanligini anglatmaydi.  Qisqartiruvchi akslantirish bo'lishi
uchun p(f(x1}, f(z2)) < ap(®y, z2) tengsizligi o'rinli bolishi kerak,
bunda 0 < « < 1. Bizning holda o sonini saylab olish mwmkin emas,
chunki 1 o ifodasi 2; 2 ko'paytmaning yetarlicha katta giymatlari-
da birga xohlagancha vagin bo‘ladi.

3.3.6 X to‘la metrik fazosida A va B gisqartiruvchi akslan-
tirishlar berilgan bo‘lsin:

p(Az, Ay) < aaplz, y), p(Bz, By) < app(z, y).

Agar barcha © € X elementlar uchun p(Az, Bz) < = (bun-
day A va B akslantirishlar c-yagin deyiladi) tengsizligi
o‘rinli bo‘lsa, u holda bu akslantirishlar go‘zg‘almas nugta-
lari orasidagi masofa TEH sonidan katta emasligini isbot-
lang, bunda o = max{a, ap) < 1.

Yechimi. #' nuqta A ning go'zg'almas nuqtasi bo'lsin. B qisqar-
tiruvehi akslantirishuing ' qozg’almas nugtasini y, = B¥2', (k =
0, 1, ...} ketma-ketlikning limiti sifatida garaymiz. U holda

pl’ ) < pla’ o)+ plun, ) + -+ ply o w) <
plz', Bz')

< pla’ Br)(l+ap+ oo+ o) < :

bundan k —.20 bo'lganda

! ! A ' -
p(mr, yl) S f)(-T F B:I‘) . [)(A.’L 5 B:}[‘) < I3 -
1—oy 1—ap 1— ¢
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3.3.7. 2, 2+ 117 24+ ;—%1— ... kabi aniglangan {r,} ketma-
ketligining yagqinlashuvchz ekanlagmz isbotlang va uning lim-
itini toping.

Yechimi. {z,} ketma-ketlikni z; = 2, =, = 2 + 1.”1_1 (n > 2)
ko‘rinishda rekurent aniglash mumkin bo'lganligidan,

(n=3)

tengligi va 11 < %, Tg < % tengsizliklaridan 2z, < % (Vn > 1) muno-
sabatining orinli ekanligi kelib chigadi. Shu bilan birga, 2, > 2 {n >
1. [2; %] segmentni o'ziga o‘tkazadigan f(t) = 2 + + 1 akslantirishini
qaraymiz.

1 1 1 1.

I _ e llpg—yl == .

L < el = Sote

ifodadan f akslantirish gisqartirnvehi ekanligi ko‘rinadi. U holda uning
yagona z' qo‘zg‘almas niqtasi mavjud bolib, 2’ = lim =z, bo‘ladi, bunda

=
Tp = flrn 1) =2+ % nz22),m=2.2=2+ 51, tenglamani
yechib, ' = 14 /2 sonini topamiz. Bu berilgan ketma-ketlikning lmiti

bo'ladi.

[s.9]

3.38. 1= > imTmta; (i=1,2, ..
ma=]

raik tenglamalor sistemasini garaylik. Quyidalarni tekshir-

ing:

.) cheksiz chizigli algeb-

a) a = sup Z lam| < 1 va z ail < +oo shartlari bajaril-
t m=l1 i=1

ganda, u yagona r' = (7}, 15, ..) yechimga ega bo‘ladi, bunda
o0

Z |zi| < +o0;
i=

b} agar 3 = sup E ltm| < 1 va sup|a,| < +oc bo‘lsa, u holda

1 m=1
berilgan sistemaning ' = (z}, =}, .

..) yagona yechimi bo‘lib,
sup |z}| < +oc bajariladi.

Yechimi. a) p(z,y} = Z |z; — y|, bunda z = (z;}, ¥ = (%) metrika
bilan berilgan #; fazosida Ax =y = (y;) operatorini qaraymiz, bunda
Yi= D GmTm +a; (1=1,2,..).

m=1
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U Bolda har bir = = (z;) € £ uwehun
x X n
P(44-r~4‘;1:) = E E Wy Ty T 5 — E Qoo Zp — Wiy —
=1 jm -1 I |
fo 3 o
= E E nnn T — "m < 5 § la-‘i”| |IH - "”‘ < ﬂp To=s
i=1 =1 m=l i}

va'ni A operatori £; fazosini o'ziga gisqartirib akslantivadi. Endi giscar-
tirib akslantirish prinsipini qo‘llansak, qo‘vilgan savolga javob bo'ladi.
b) pla.y) = uup|1, y;| metrika bilan berilgan barcha chegaralan-

gan ketlna—kotllklal ning m fazosida Ar = y = (y,) operatorini qaraymniiz,

bunda y; = Z T +a;  (1=1,2,..). U holda

m=1

oC G
P(Ai’, AZ) = Sl}l)| Z QppLm — Z ai-m:ml S HP(I: y)u

i
m=1 m=1

va'ni A operatori m fazosini o'ziga gisqartirib akslantiradi. Endi gisqar-
tirib akslantirish prinsipini go‘llansak, qo‘yilgan savolga javob bo'ladi.
1

3.3.9. A o flz) = Lfztf(t)dt+ Iz akslantirishning
0

C[0,1] fazosida gisgartiruvchi ekanligini ko‘rsating va uning

go‘zg‘almas f* nugtasini toping.
Yechimi. Berilgan akslantirish gisqartiruvehi ekanligi quyidagi ba-
holashdan kelib chiqadi:

[a—

|Afi—Afa| =

(=R

2

fo{z) = 0 deb olamiz. U holda

7o) = Afy(z) = 2
1 ; E = r K
folz) = Afi(z) = 3 /:rt : étdt + %m = (% + %)r,
- 0
. 5 5 5
hle) = Ah(@) = (G + m + 5o

[ HALE) - Faltide) < 3 max A= 0] = 5ol o)
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| 505 S
T ' = v x = [ — — B — Ny
fu( ? 1.fn 1(T) (G”_._G”_l ++Gz+6)}

Shuning uchun f*(z) = lim f,(x) = 2, ya'ni bu funksiva C[0,1] fa-

T =0

1
zosida f(z) = % [zt f(t)dt + %T integral tenglamaning yagona yechimi

0
bo'ladi.

3.3.10. Agar f(z) funksiya haqiqiy sonlar o‘gida uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lib, ushbu
0<c< fz)<d<oo

sharti o‘rinli bo‘lsa, uw holda f(z) = 0 tenglarma yagona
yechimga egaligini isbotlanyg, .

Yechimi. Ar = r — é f(z} akslantirishning sonlar o'gini o‘ziga
qisqartirib o‘tkazishini ko‘rsataylik: Yz, y € R, < y uchun

Az — Ay| =

» = 37la) - 100 -

_ 11(z) — fly) f(€)
|1

< |1*§‘|'E“yla
bu yerda £ € (x, y). Demak,

Az = Ayl < 1= 52—yl

<1 - 5' < 1 bo'lganligidan, y = Az gisqartirib akslantirish bo‘ladi.
U holda 1

Iy — Ef(l"o) =T
tenglikni, yani f(rg) = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi yagona z
mavjuddir.

3.3.11.  Aytaylik, f(z.y) funksiya G = {(r,y) : @ < x <
by—o0 < y < +oc} sohada x bo‘yicha uzluksiz va y bo‘yicha
musbat, chegaralangan hosilaga ega bo‘lsin: 0 < m < fy <M.
U holda f(z,y) = 0 tenglama [2.b] kesmada yagona uzlukszz
vechimga ega.

Yechimi. Cle,b] fazoni o'z-o'ziga aks ettiruvchi Ay =y — +f(z.y)
akslantirishni garaymiz. Bu akslantirishning qisqartirib akslantirish
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ckanligini ko'rsataniiz. Agar y; va yy funksivalar C'fa, b] fazoning ele-

mentlari bo'lsa, n holda

[Ays — Ap| =

(1 — %f(r,yﬂ) - (4 - j\}f-f(f'?ﬁ)) -

J \
= (¥ —wn) - T{f;,,(if-syl + 0y — ) — )| <

1 _’ 1 — 32l = aln — wl,

va'ni
p(Ayr, Aye) < ap(y1, 1),
bunda 0 < a < 1.
Demak, qisqartirib akslantirish prinsipidan, ixyiyoriy y € Cfa, b
uchun

y1 = Alo, yo = Ay, ...
ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘ladi va lim ¥, = y funksiva f(z,y} =0

oo
tenglamaning yagona uzluksiz yechimi bo‘ladi.

3.3.12. R da
flz) == + T — arctgz

qisgartirib akslantirish bo ‘Iadim’i?
Yechimi. Faraz qilaylik, =,y € R uchun

|f{z) = ()l < alz —y]
bo'lsin. U helda
|£(x) = f(Y)] = |(z — y) — (arctgz — arctgy)| < oz —y].
Bu tengsizlikda y = = + 1 deb olsak, u holda
|1+ arctg(x + 1) — arctgz| < o

Endi x — +oc da arcig{z + 1) — %, arctgr — % ekanligidan, 1 < «.
Demak, bu akslantirish qisqartirib akslantirish emas.

Mustagqil ish uchun masalalar

1. X to'la metrik fazo bo'lib, T : X — X uzluksiz akslantirishning
biror T™ darajasi qisqartirib akslantirish bo‘lsin, ya'ni:

p(T"z, T™y) < ap(z,y), 0<a<1.
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U Lolda T vagona qo'zg’almas ungtaga ega bo'lishini ko rsating.

2. f - [0, 1] segmentni (0. 1] semnentiga o'zaro bir giviatli uzluksiz
akslantirish bo'lsin. U holda f ning kamida bitia qo'zg'almas nugtasi
mavjudligini isbotlang.

3. Cheksiz tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin:

=S eazi b (=12,
E=1

bu verda ZC‘,‘ < 1, Zb° < +oc. Bu sistemaning - fazosida yagona

yechlmga ega ekanhgnn isbotlang.
4. [1,00) yarim intervalda f{z) = % Inz funksivani garaylik. Ixti-
yoriy z; € [1; +oc), @2 € [1;+00) nuqtalari uchun

£(2) = £l = 11(E)a — )] < 3125 =

tengsizligi o'rinlidir (bu yerda ¢ € (21,23)). Ammo bu funksiya
qo'zg‘almas nuqtaga ega emas. Bundan qisqartirib akslantirish prin-
sipiga ziddiyat kelib chigmaydimi?

5. Aytaylik, f(z) € C|a,b] bo'lsin. U holda

y+%sinsr+f(x) =0

tenglama. yagona y = y(z) € Cla,b] yechimga egaligini isbotlang.
6. Aytaylik, f(z) € Cla,b] bo'lsin. U holda

y+%cosz+f(ﬂf) =0

tenglamea. yagona y = y(r} € Cla, b] yechimga egaligini isbotlang.
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Normalangan fazolar

4.1. Chiziqli fazolar va chizigli funksionallar

Biror A to'plami berilgan bo'lsin. Agar M x Af to'plamining ixti-

yorly £, gism toplamini olsak. u holda Af toplamida ¢ binar muno-
sabat berilgan deb ataladi. Boshqacha aytganda, agar (a,b) juftlik I,
to'plamiga tegishili bo'lsa, u holda « element b elerentea binar muno-
sabatda deb ataladi va apb ko'rinishda belgilanaci.

1. Ayniylik munosabati & binar munosabatga misol bo'ladi. Ha-
qiqatan, agar ash < a = b deb olsak, u holda

B, ={(a,a): ae M} C M =M.

R to'plamini odatda M x A{ to‘plamining diagonali deyviladi hamda A
ko‘rinishda belgilanadi.

2. M to'plamida berilgan har bir ¢ ekvivalentlik munosabati binar
munosabat bo'ladi. Boshqacha aytganda, ekvivalentlik munosabati vef-
leksivlik, simmetriya va tranzitivlik shartlarini ganoatlantiruvehi binar
munosabat.

Biror E to'plamida E x E to‘plamning har bir (z,y) elementiga
E to'plamda x va y elementlarning vig‘indisi deb ataluvchi va z « Yy
ko'rinishda belgilanuvchi £ to‘plamning elementini mos qo‘yuvehi binar
munosabat berilgan bo'lib, bu munosabat quyidagi shartlarni ganoat-
lantirsin:

Vax,y, z € £ uchun

L r+y=y+z (yig'ihdining kommutativligi);

2 {z+y)+ =2+ {y+ z) (yig'indining assotsiativligi);

3. E to‘plamida shunday  element maviud bo'lib, ¥z € £ wehun
x + 8 = 2 tengligi orinli ( § nol deb ataladi);

4. ixtivorly o € £ uchun shunday —x € E element maviud bo'lib
T+ (—x) = # tengligi o'rinli {—z element = ga garama-garshi element
deb ataladi).

Shu hilan birga, K maydondan olingan ixtiyoriy ¢ son va ixtiyoriy
r € £ element uchun wr ¢ F {r elementning o songa ko'paytmasi}
element aniglangan bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

§ L1, Chizigh tazelar va chigigli Tunksionalln L0

Yo, 3 N vave ¢& F uchun
5. a(sry = (o)

G alr +y) =ar 4 ay;

7. (e + F)r = ar + dr

8 1=

Ushbu shartlarning barchasini ganoatlantruvehi £ to'plami K may-
don ustida chizigli voki vektor fazo deb ataladi. Chizigli fazo element-
larini vektorlar yoki nugtalar deb ataymiz. Agar K = E {R barcha
haqigly sontar maydoni) voki K = € (T barcha kompleks sonlar may-
doni) bo'lsa, u holda E, mos ravishda, hagigiy yoki kompleks chiziqli
fazo deb ataladi.

3. R to'plami sonlarni qo'shish va ko'paytirish amaliariga nisbatan
chizigli fazo bo'ladi.”

4. R" fazoda qo‘shish va songa ko'paytirish amallarini

[

B

(zy, 22, Tn) + (U1, U0 - - Ya) = (T F Y1, D2+ Y20 T+ Un)s
C\.’(.JB]_,:I'Q, R -,-T"IL) = (0*1"1,-@-1'2, v QIIL)

ko‘rinishda aniqlasak, bu to'plam chizigli fazo bo'ladi. Bu fazo n-
o'lcharmli arifmetik fazo deyiladi.

Ta'rif. X va YV lar K ustida chizigli fazolar bo'lsin. (zaro bir
givmatli & : X — Y akslantirish

bz +y) = (z) + ), z,y € X:
Pl{or) = ad(x), rrye X, 0 e K
shartlarni qanoatlantirsa, u holda X va Y fazolar o'zaro izomorf fazolar
deyiladi.
‘Misol uchun, » o‘lchamli R” haqiqiy arifmetik fazosi bilan darajalari

n—1 dan katta bo'lmagan barcha bagiqiy koeffitsientli ko‘phadlar fazosi
izomorf fazolar bo'ladi, bunda izomorfizm

-1
(ay,ag, ..., 0) — ar+ast +. ..+ a,f"

goida orqali o‘rnatilishi mumkin.
L chizigli fazoning wy, 2o, . . ., 2, clementlond berilganda, kamida bit-

tasi noldan fargli bo'lgan o, a2, .. .. o, sonlarl maviud bo'lib,
iy - omTa . F 0T, =0

tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda xy, 29, . . ., @, lar chizigli bog lig elementlar
deyiladi. Agar cqz +owxs +. . o, = 0tengligidan oy = ag = ... =
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v, = 0 tengligi kelib chigsa, u holda 2y, . ry. ..., £, elewientlar chizigli
erkli elementlor deb ataladi.

L chizigli fazo elementlarining x, y, . . . cheksiz sistemasiuing ixtivoriv
chekli gism sistemasi chizigli erkli bo'lsa, u holda berilgan sistema chiz-
ight erkli deb ataladi. '

Agar L fazosida n sondagi chizigli erkli elementlar topilib, n + 1
sondagi ixtiyorly elementlari chizigli hog'liq bo‘lsa, u holda L fazosi
n-o‘lchaml deyiladi. Agar L da ixtiyoriy sondagi chiziqli erkli eleinent-
larnt topish mumkin bo‘lsa, u holda L cheksiz o lchamli fazo deb ataladi.
n-o‘lchamli I fazoning r sondagi ixtivoriy chizigli erkli elementlarining
sistemasini, bu fazoning bazisi deb ataladi.

L' to‘plam L chizigli fazoning gism to‘plami bo‘lsin. Agar ixtiyoriy
z,y € L' va ixtiyoriy o, 3 € K sonlar uchun az + 3y € L' bo'lsa, u
holda L’ to‘plam L ning gism fazosi deb ataladi.

L chizigli fazo bo'lib, # uning nol elementi bo‘lsin. Fagat nol ele-
mentdan iborat {#} to‘plam L ning eng kichik gism fazosi bo‘ladi. Bu
fazoni nol gism fazo deb ataymiz. Shu bilan birga, L ni ham o‘zining
qism fazosi sifatida qarash mumkin. Bu ikki gism fazolar L ning zosmas
qism fazolari deyiladi, boshqa qgism fazolar zos deb ataladi.

Qism fazolarning xohlagan sistemasining kesishmasi gism fazo
bo'ladi. Hagiqatan, {A, : v € I} (I ixtiyoriy to‘plam) sistema L

chizigli fazosining qism fazolari sistemast bo‘lsin. Ixtyoriy x, yea,

y
elementlar va ixtiyorily ev, /3 sonlar uchun ez + 3y € Ay, V¥ € I muno-
sabati o'rinli. U holda az + Sy € () A, munosabati ham o‘rinli, va'ni
v
(N A, to‘plam gism fazo bo‘ladi.
.
L chizigli fazoda biror bo'sh bo‘lmagan § to‘plam berilgan bo'lsin.
S to‘plamni o'z ichiga olgan eng kichik gism fazo, S to'plamning chi-
zigli qobig* deyiladi va u odatda &2 (S) ko'rinishda belgilanadi. .#(S)
fazosi S ni o'z ichiga oluvchi barcha gism fazolarning kesishmasidan
iborat bo'ladi. Boshqacha aytganda, #(S) fazosi quyidagi ko‘rinishdagi
elementlardan iborat:
n
r = Z a;ay,
i—1

bunda o; €K, @, €5, 1<i<n,neN.

5. L chizigli fazo bo'lib, = uning noldan farqli elementi bo‘lsin.
{Az : X € K} elementlar to'plami bir oflchamli qism fazo bo‘ladi.
Agar L ning o‘lchami birdan katta bo'lsa, u holda {Az: X e K} # L.

6. [a,b] segmentda aniglangan barcha ko‘phadlar to‘plamini Pla,t]
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- o'rinishda helgilasak, n holda -bu to'plam Cla, 0] ning qismn fazosi

bo‘ladi.

7. by, . e, m, R to'plamlarning barchasi chiziqli fazo bo'lib, har
hiri o'zidan keyingisining qism fazosi ho'ladi.

L chiziqli fazo bo'lib, L' uning biror qism fazosi bo'lsin.  Agar
z,y € L ehnentlarning ayirmasi L’ fazosiga tegishii bo'lsa, u holda
bu elementlarni ekvivalent deb ataymiz. Ekvivalentlik munosabat vef-
leksiv, sinmetrik va tranzitiv bo‘lgani nchun, u L ni o'zaro kesishmay-
digan.sinﬂarga ajratadi. Bunday sinflar to'plami L ning [/ bo‘yicha
faktor fazosi deb ataladi va L/L’ ko'rinishda belgilanadi. £ va 5 sinflar
L/L' faktor fazoning elementlari, hamda = € £ va y € 5 bo'lsin. § va
7 sinflarning vig'indisi deb, z + y elementini o'z ichiga oluvchi v sinf-
ga aytiladi; £ sinf va o son ko‘paytmasi deb, oz elementini o'z ichiga
oluvchi sinfga aytamiz. Bu amallar natijasi z va y lar o‘rniga xohlagan
boshga 2’ € € va i € 7 elementlami olganda ham o'‘zZgarmaydi. Shun-
day qilib, L/L’ faktor fazosida qo'shish va skalyar songa ko'paytirish
amallari aniglanadi. Bu amallar chizigli fazo tarifidagi barcha shart-
larni gqanoatlantiradi. Shu sababli, har bir L/L' faktor fazo chiziqli faze
boladi.

Agar L chizigli fazo mn-o‘lchamli bo'lib, uning L' qism fazosi k-
o‘lchamli bo'lsa, u holda L /L' faktor fazosining o‘lchami n — k ga teng.

- L :':hiziqli fazo bo‘lib, L’ uning biror gism fazosi bo'lsin. L/L’ faktor
fazoning o‘lchami L’ fazoning L fazodagi koo‘lchami deb ataladi.

Agar L' C L [azo chekli koo'lchainga ega bo‘lsa, u holda L da shun-
day z;, z3,...,2, elementlarni saylab olish mumkin bo'lib, ixtivoriy
z € L elementni yagona usulda

T =apr + @t L+ er, Y

ko‘rinishda vozish mumkin, bunda o, oo, ..., 0, € K, y € L\
Hagigatan, Aytaylik, L/ faktor fazoning o'lchami n ga teng bo'lsin.
Bu faktor fazodan £, &s, ..., &, bazis olib, har bir & sinfdan x; element

olamiz. = maqta £ ning ixtiyoriy elementi bo'lib, bu elementni o'z ichiga
oluvchi sinfni £ orqali belgilaylik. U holda

(f - C1’1£1 + CI‘QEE +.. .+ a'ﬂlf”'

z € € bo'lganligi sababli x — (ay, 21 + cazs +. ..+ ,2,) € L. Unda L
ning shunday ¥ elementi mavjud bo'lib,

z— (oqm + @arn+ .. T apT,) =y
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tengligi o'rinli bo'ladi. Natijada
T=apry Faary L o,

tengligi keliby chiqadi. Bu yoznvning yagonaligi L' gism fazoning L/L’
faktor fazosi nchun nol element bo'lishidan kelib chigadi.

L chiziqli fazoda aniqlangan g sonli funksiva funksional deb ataladi.
Agar barcha x, y € L elementlar uchun g(x + y) = g(z) + g(y) tengligi
o'rinki bo‘lsa, u holda g additiv deyiladi. Xolhlagan « son va barcha
r € L uchun g(er) = ag(z) tengligi o'rinli ho'lsa, u holda ¢ ni bir jinsli
deb ataymiz. .

Kompleks chizigli fazoda aniglangan g funksonal xohlagan o son
uchun g(ar) = @g(x) tenglikni qanoatlantirsa, u holda gqo‘shma bir
Jinsli deb ataladi.

Additiv va bir jinsli funksionalni chizigli deb ataladi. Boshqacha
aytganda, [ chizighi fazoda aniqlangan g(z) funksional xohlagan z, y €
L elementlar va o, 3 sonlar uchun g(az+3y) = ag(z)+3g9(y) tengligini
ganoatlantirsa, u holda chizigh deb ataladi.

8. a = (o, az,...,a6,) € R" tayinlangan vektor bo‘lsa, u holda

fla) =) am
i=1

ko‘rinishda aniglangan akslantirish R* da chizigli funksional bo'ladi.
Hagiqatan, xohlagan
= (‘,‘Elv I?:"'an) y: (yl:y2:-~'ayn) E Rﬂ

elementlar va xohlagan «, J sonlar uchun

n

flaz+8y) = Za,;(a:ri +8y) =a Z a,-,:cﬁ_ﬁz ag, 4 = af(2)+3f{y).
i=1 =1

i=1
9. Cla, b] fazosida chiziqli funksional sifatida
b

f(z) = f 2(t) dt

integralini qarash mumkin. Bu funksionalning chiziqli ekanligi integral-
ning xossalaridan kelib chigadi.
10. k& tayinlangan natural son bo‘lsin. £9 har hir ¢ =

(21, T3, ..., T, . ..) element] uchun fi(z) = z; deb olsak, bu funksional
chizigli bo'ladi. Hagigatan, xohlagan

T={T1, To,. . Tn....}, ¥= ULV Yy ) E by
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elementlar va xohlagan ., J sonlar uchun
Jloa + 3y} = ey + By = af (2) + 3(y)

tengligi o'rinli.

L chiziqli fazoning H xos gism fazosi uchun shunday xp € L element
topilib, L = Z(H, xy) tengligi o'rinli bo’lsa, bunda Z(H, zy) — H
to‘plam va ry elementning chiziqli gobig'i, w holda H  gipergism fozo
deb ataladi. L chizigli fazodagi

z+ H (xel, H-—ygism fazo)

ko‘rinishdagt to'plamga gipertekislik deb ataymiz.

H = g7!0) giperqism fazo g funksionalning yadrosi deb ataladi va
ker g ko'rinishda belgilanadi.

L haqiqiy chizigli fazoning biror Ly gism fazosida fy chizigli funk-
sionali berilgan bo'lsin. Agar L fazosida aniglangan f funksionali uchun
z € Ly bo'lganda f{z) = fo(z) tengligi o‘rinli bo'lsa, u holda f funk-
sionali fy funksionalning davomi deb ataladi.

L chizigli fazosida aniglangan p funksional berilgan bo‘lib, barcha
z,y € L elementlar va barcha a € [0, 1} sonlari uchun

plaz + (1 — a)y) < ap(z) + (1 — a)p(y)

tengsizligi o'rinli bo‘lsa p funksionali gaverig deb ataladi. Agar xohla-
gan x € L elementlar va barcha o > 0 sonlari uchun p{az) = ap(z)
tengligi o'rinli bo‘lsa, p funksional musbat bir jinsli deyiladi. Musbat
bir jinsli qavariq funksionalni bir jinsli gavarig deb ataymiz.

L chizigli fazo, A C E qavariq to'plam va z € A bo'lsin. Agar
X = %(y +2), y,2 € A tengligidan, z — y = z kelib chigsa, v holda =
nuqta A to‘plamning ekstremal nugtasi deyiladi. A to‘plamning barcha
ekstremal nuqtalari to'plami extA kabi belgilanadi va n to‘plamning
ekstremal chegarast deyiladi. Masalan, [0,1] kesma uchun ext[0,1] =

{0,1}.
Masalalar

4.1.1. Ixtiyoriy L chizigli fazoning nol elementi yagona
ekanligini isbotlang. .

Yechimi. L chiziqli fazoning ikkita 8; va 6; nol elementlari mavjud
bo‘lsin. U holda nol element ta'rifi va go‘shish amalining kommuta-
tivligida,

Br=01 4+t ==0,+8 =@
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Demak, & = . va'ni uol elementi yagona ho'ladi.
4.1.2. Iztiyoriy L chizigli fazoda har bir elementga
qarama-qarshi element yagona ekanligini isbotlang.
Yechimi. Aytavkk. 2" va 2" elementlar ¢ elementga qarama-carshi
elementlar bo'lsin. U holda

=t 0=2 g+ =(d+ 2y +2" =0+ 1" =2,

yaui ' = z".

4.1.3. Agar L chizigli fazoning noldan fargli r element:
uchun Ar = px tengligi o‘rinlt bo‘lsa, v holde A va p sonlari-
ning o‘zarc teng ekanligini isbotlang.

Yechimi. Az = pr tengligining ikki tomoniga —puz eclementini
go'shsak (A — )z = 0 tengligi kelib chiqadi. Agar A # o bo'lsa, n
holda chizigli fazo ta'rifida 5-aksiomadan x = (A — g} 7[(A — p)z] = 0
tengligiga ega bo'lamiz. Bu ziddiyatdan A = i tengligi kelib chiqadi.

4.1.4. Agar L chizigli fazoning =,y elementlart va noldan
fargli \ soni uchun Ax = Ay tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda x
va y elementlarning o‘zaro teng bo‘lishini isbotlang.
~ Yechimi. Ar = Ay tengligining ikki tomoniga —Ay elementini
go'shsak Az —y) = 0 tengligiga ega bo‘lamiz. A # 0 bo‘lgani uchun
T—y=AtAz—y)] =0, yaniz=y.

4.1.5. Barcha haqgiqiy koeffisientli ko‘phadlar fazosi P|X|

da :
Lt 2, ...t ...

sistema chizigli erkli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, ag, ay, ..., a, € R sonlari uchun har birt € R da

apt Fait+ ... +at” =10

bo‘lsin. Oxirgi tenglikdan n marta hosila olsak, u holda nla, = 0, ya'ni
@, = 0 kelib chigadi. Bundan

GOt + a]_t + e + a,.”_lt”71 e 0

Xuddi shunday bu tenglikdan n — 1 marta hosila olsak, n holda (n —
la,—1 =0, ya'ni a,_; = 0 kelib chigadi. Bu jarayonni davom ettirsak,
Gp =0y 1 = ... =ay = ag = 0 ga ega bo'lamiz. Bundan

1,0t 8%, 7

sistemna. chiziqli erkli ekanligini ko‘rinadi.
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4.1.6. Agar E=C0. 1] va' FF = {f € C[0, 1] : f(0) = 0} bo‘lsa,
u holda E/F faktor fazoni toping.

Yechimi. 1(4} = 1, ¢t € [0, 1] birlik funksivani olaylik. U holda
fe 0, 1) uchun g = f— ¢l € F bo'ladi, bunda ¢ = f(0). Bundan har
bir f € C'|0, 1] yagona ravishda

f=9+cl,ge F,ceR

ko‘rinishda yoziladi. Bundan E/F faktor fazo {c1 : ¢ € R} 2 R fazoga
izomorfdir.

4.1.7. Haqiqiy sonlar maydonida aniglangan va t o‘zga-
ruvchiga bog‘lig barcha ko‘phadlar chizigli fazosida >+ 1, t*+
t,. 1 vekiorlar sisternasining chiziqli qobig“ gqanday bo‘ladi?

Yechimi. Xohlagan «, 3, haqiqiy sonlart uchun

o+ D+ B+ +y=(a+ B+ 3t +é& 1+

tenligi o‘rinli bo'lgani uchun berilgan sistemaning chizigh qobig'i
haqigiy koeffitsientli barcha kvadrat uchhadlarning chiziqli fazosidan
iborat bo‘ladi. )

4.1.8. H to‘plam K maydon ustidagi I chizigli fazoning
gipergism fazosi bo‘lib, vy € L/H bo‘lsin. U holda L ning
zohlagan r elementi

r=Arj+h, (M€K, heH)

ko‘rinishda yagona usulda yozilishint isbotlang.

Yechimi. H gipergism fazo bo'lgani uchun #(H, zo) = L tenglikni
qanoatlantiruvchi 2o € L elementi mavjud. Shu sababli 2; ¢ L/H
elementni

T :/\01:0—5—)\1h1—I—)\ghg—I—...-l—Anhn_, ' (h],hg,...,h,,,EH)

ko‘rinishda yozish mumkin. Ahy + Ashg + ... + Mk, = by belgilashni
kiritamiz. U holda x; = Ayzo + ho. Bu tenglikdan zq ni topaimniz:
o xr — h()
0 "

r1 € H boflgani uchun xy # 0.

Xohlagan z € L element uchun shunday a ¢ K soni va hy € H
elementi topilib, z = axy + hy tengligi orinki boladi. Bu tenglikni
almashtiramiz:

x1 — hyg ¥ o
= ¥ h = = —— _—
T = axy+ s " + h )\EIII + (hy ’\Dho).
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% =Avah = )\%hu = h belgilashlarim kiritamiz. U holda
T=MAri+h (41)

Endi z elementni {(4.1) ko‘rinishda yagona ravishda yozish mumkin
ekanligini ko'rsatamiz. Avtaylik, x = ax1 +h = fr; + ¢ (h,g € H)
bo'lsin. U holda (o« — f)xy = g - h. ¢ — h € H ho'lgani uchun
{a—3)z; € H. Bumunosabat faqat a = 3 bo‘lgandagina o'rinli, chunki
71 ¢ H. Natijada g = h tengligiga ham ega bo‘lamiz.

4.1.9. L chizigli fazoda g chizigli funksional berilgan bo‘lib,
g # 0 bo‘lsin. U holda quyidagilarni isbotlang:

1) H = f7Y{0) to‘plami giper qism fazo bo‘ladi;

2) xohlagan A € K soni uchun f~1(A) = 25+ H tengligi o‘rinli,
bunda f(z)) = A

Yechimi. 1) f # 0 bo‘lgani uchun f(wg) # 0 bo‘ladigan zq € L
elementi mavjud. f(zg) = Ao bo'lsin. L dan xohlagan x element ohib,

uni ushbu ( ) 1)
T x
TN (m A_oxﬂ)

ko‘rinishda yozib olaylik.
(z) flzo} _
(=22 - 1) - s~

tengligi o‘rinli bo‘lgani uchun = — fj\(—?wo € H bo'ladi. Bu elementni kb
orgali belgilaymiz:

U holda

" Bu tenglikdan H ning giper gism fazo ekénligi kelib chigadi.
2) Agar z) = i\—ﬂﬁ:o boflsa, u holda

o) = f () =2y

ya'ni f(zy) = A tengligini qanoatlantiruvchi z) elementlari mavjud
ekan. Aytaylik, z, element f(z)) = A tengligini qanoatlantiruvchi ixti-
yoriy element bo'lsin. Agar y € f71(A) bo‘lsa, u holda f(y) = A bo‘ladi.
y elementui y = £ + (¥ — T} ko'rinishda yozib olsak, f{y — x\) =0
bo‘lishidan, y — zy € H ekanligi kelib chigadi. Shu sababli y € = + H.
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. Aksincha, agar 2z € 7y + H bo'lsa, u holda z = 2y + h (h & H).
Bundan f(z) = A va z € f1(\) ckanligi kelib chiqadi. Demak,
fHA)Y=a + H.

4.1.10. (Xan — Banax teoremasi). L chizigli fazosida
aniglangan bir jinsli qavariq p funksionali va L ning Ly gism
fazosi berilgan bo‘lsin. Agar L, fazosida aniglangan f, funk-
sionali uchun

fola) < plx) (Y2 € Lo) (4.2)

tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda f, funksionalni barcha L da
fz) < p(z) tengsizligini qanoatlantiruvchi f funksionaligacha
davom ettirish mumkinligini isbotlang.

Yechimi. Ly # L bo'lsin. L\ Ly to‘plamidan biror » nuqtasini olib,
U={tz+z:teR, ze Ly}

gism fazosini qaraylik. L ning bu chizigli qism fazosi Ly fazosining ele-
mentar kengaymasi deb ataladi. f; funksionalni (4.2) shartni buzmagan -
holda L fazosidan L' fazosiga davom ettirish mumkinligini ko‘rsatamiz’

Agar izlanayotgan f; funksionalning L' dagi davomi f’ bo‘lsa, u holda.

| Pt +3) = t1/(2) + fola)
tengligi o'rinli bo'ladi. f'(z} = ¢ belgilashni kiritamiz. U holda
fitz + z) = te + fo(z).
Endi ¢ sonini (4.2) shart o‘rinli bo‘ladigan qilib saylab olamiz, ya’ni

T € Ly elementi va barcha t haqiqiy sonlar uchun fy(z)+fc < p(z + tz)
tengsizligi o'rinli. Bu tengsizlik ¢t > 0 bo‘lganda

f"( )+c<p(t+z)
csr(zes)-n()

yoki

tengsizligiga, t < 0 bo‘lganda esa

“E) ez (o)
o2 p(-5-2) -4 (3

yoki
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tengsizligiga teng kuchli. Bu tengsizliklarni ganoatlautiradigan ¢ soni
mavjud ekanligini ko'rsatamniz. Ly fazosidan xtiyorly 3. y” elementlar
olamiz. y" — i’ € Ly bo'lgani uchun

Soly"y = foly) = fuly" — o) Sply" =) =

=p((y" +2) = (¢ +2)) < ply" +2) +p(=y = 2),
va'ni
| Py’ +2) — foly") = —p(—v' — 2) — fol¥)
tengsizligiga ega bo‘lamiz. ¢, y" nuqtalar Lg fazosidan olingan ixtiyoriy
elementlar bo‘lganligidan,

o’ = inf (fo(y") + p(y" + 2)) 2 sup (foly/) = p(~y' ~ 2)) = "
Y Yy

" > ¢ > ¢ qo'sh tengsizlikni qanoatlantiradigan c sonini tanlab, L'
fazosida f'(tz + z) = te + fo(z) ko'rinishda f' funksionalni aniglaymiz.
Bu funksional chizigli va fy ning L' dagi davomi. Endi L' da (4.2)
muncsabatining o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. ¢ > 0 bo‘lganda

f(tz +2) = te+ folz) < 1o+ folw) <

<t(h () +r(+ D) o0 -
= —folz) + p(tz + z) + fo(z) = p(tz + z).
t < 0 bo'lganda

flltz +x) = te+ folz) <td + folz) <

<t(=f(3)=p(-2-3)) + folw) =
= —folz) + pltz + 2} + fo(z) = pltz + x).

Demak, agar f, funksional Ly C L qism fazoda aniqlangan va (4.2)
shartni qanoatlantirsa, u holda shu shartni qanoatlantirgan holda Ly
fazoning I’ elementar kengaymasiga davom ettirish mumkin ekanligini
ko'rsatdik.

Agar L fazosida chizigli qobig'i shu fazoning o‘ziga teng sanoqli
{r1,79,...,%p,...} to'plamini tanlab olish mumkin bo‘lsa, u holda
yuqoridagi usul bilan fy funksionalni (4.2) shartni saglagan holda
quyidagi fazolarga ketma-ket davoin ettiramiz:

LW = {Lo,mr}, LP = (LW gy}
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7 Bu.yerda L%V totplami L ning' L% fazo va 21y elementni o'z ichiga
! ¥ ) 4 )

‘oluvehi eng kichik gism fazosidan iborat. Natijada, L ning har bir

elementi biror L fazosiga tegishli bo'lishidan, berilean f; funksional
L dan L ga (4.2) shartni buzmagan holda davom ettiriladi.

Endi yuqorida aytilgan sanogli to‘plamni tanlab olish mumkin
bo‘lmagan, ya'ni umumiy holda qaraymiz. Berilgan f; funksionalning
(4.2) shartni ganoatlantiruvchi barcha davomlari to‘plamini &# orqali
belgilaylik.

',Agar f1 va fo funksionallar # to‘plamiga tegishli bo‘lib, f} aniglan-
gé.n gism fazo f, aniglangan gism fazoda yotsa va fp funksional f;
funksionalning (4.2) shartni ganoatlantiruvchi davomi bo‘lsa, u holda
fi £ f» munosabatini yozamiz. Bu munosabat # to‘plamida gisman
tartibni aniqlaydi. % orqali # to’plamining ixtiyoriy chizigli tartiblan-
gan qism fazosini belgilaymiz. %, to‘plamiga tegishli barcha funksional-
lar aniqlanish sohalarining birlashmasida aniglangan va bu funksional-
larning har biri bilan shu funksionallarning aniglanish sohasida ustma-
ust tushadigan funksional %y to‘plamining yuqori chegarasi bo‘ladi.
Demak, & to'plamining ixtiyoriy chizigli tartiblangan gism to‘plami
yuqori chegaraga ega. U holda Sorn lemmasi bo'yicha & to‘plamida
maksimal f element mavjud bo‘ladi. Shu f funksional biz izlayotgan

."flmks‘ional bo'ladi. Hagqiqatan, bu funksional fy funksionalning (4.2)
" shartni qanoatlantiradigan davomi va uning aniqlanish sohasi L fazosi-

dan iborat. Sababi, agar f funksionalning aniglanish schasi L fazosining
biror L; xos gism fazosidan iborat bo‘lsa, u holda uni yugorida aytil-

~gan usul bilan Ly C L fazosiga davom ettirish mumkin bo‘ladi. Bu f
' funksionalning maksimal ekanligiga ziddir.

4.1.11. a ning ganday giymatida z = (1,2,3), y = (1,1,0) va
z = (o, 1,1) vektorlar chizigli bog‘liq bo‘ladi?
Yechimi. a,b,c sonlari uchun az + by + ez = 0 bo'lsin. U holda

at+e(l—a)=0

20 4b4+c=0 = % +ee0

3a+c=10

- c=—3a
a—3a(l—a)=0

a+b+eca=90 {

= a(3a—2)=0.
Chizigli bogliq bo‘lganligi uchun a # 0 deylik. U holda

3a0~-2=0=2a=

Wl o
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4.1.12. C[0. w| fazoda 1,cost, cos’t funksiyalar chizigli
erkli, 1, cos2t, cos®t funksiyalari esa chizigli bog‘liq ekanligini
ko‘rsating. ‘

Yechimi. 1) 1, cost, cos®t funksivalar chizigli erkli bo'ladi.
Hagigatan,

a—}ﬁcost—i—’ycoszt =0
bo'lsin. Agar ¢ = ;‘3 bao'lsa, u holda @ = € kelib chigadi, va Scost +
veos?t = 0 bo'lib, 3 + vcost = 0 tengligiga ega bo'lamiz. Yana ¢ = %
gqiymatida 3 = 0 kelib chiqgib, vcost = 0, bundan v = 0 kelib chigadi.
Natijada

a4 Bcost+ycosit=0 = a=8=y=0.

2) 1, cos2t, cos®t funksiyalari chizigli bog'liq, chunki bu

1
cos’t = 3 {1+ cos2t)

munosabatidan kelib chigadi.
4.1.13. FE chizigli fazo va f : E — R chizqli funksional
bo‘lsin. U holdae bu funksionalning yadrosi

ker f={z € E: f(z) =0}

to‘plami E ning gism fazosi ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, z,y € ker f bo‘lsin. U holda

flz+y) = fle)+ f(y) =0+0=0,

ya'ni ker f qo‘shish amaliga nishatan yopiq.
Endi z € ker f, A € K boflsin. U holda

F(Ax) = Af(z) = X0 =10,

ya'ni ker f songa ko‘paytirish amaliga nisbatan ham yopiq. Demak,
ker f qism fazo ekan.

4.1.14. ¢ fazoning birlik sharining ekstremal nuglalari
mavjud emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, A = {z = (x,)) € ¢ : ||z|| € 1} bu fazoning
birlik shari va £ € A bo'lsin. U holda 11_1& x, = 0, bundan shunday m
soni topilib, |z,| < 1/3.

e agar n # m,
Yo Z, — 3, agarn=m

§4.1. Chizigli fazolar va chizigli funksionallar 119

va :
o, agaxy n 7 .
B % agar n =m
pugtalar uchun
1
=gy te)y#e
bolganligidan, x ekstremal nugta emas.
4.1.15. ¢ fazoning birlik sharining ekstremal nugqtalaring
toping.

* Yechimi. Aytaylik, A = {x = {2,) € ¢ : ||z|| £ 1} bu fazoning
birlik shari va 2 € A bo'lsin. Faraz qgilaylik, shunday m soni topilib,
[zm| < 1 bo'lsin. U holda shunday ¢ > 0 soni mavjudki, —1+¢ < z,, <
1—e¢. :

| za, agar n # m,
Yn = Tp—E, AT M =1m .«
va

Ty, agar n # m,
I, +&, agarn=m

nugqtalar uchun
:cza(y+z),y7éz
bo‘lganligidan, x ekstremal nugta emas. Demak, agar x € A ekstremal

nuqitja bo'lsa, u holda barcha n sonlari uchun |z,| = 1, ya'ni z, = £1.

lim x,, mavjud bo'lganligidan, biror & nomyerdan boshlab,
0

=1 yoki =,=-1. (5.3)
Endi bu shartni ganoatlantiruvchi har bir nugta ekstremal nuqta ekan-
ligini ko‘rsatamiz. _
Aytaylik, € A nuqtasi (5.3) shartni qanoatlantiradi va biror y, z €
A uchun 1
r = 5(29 + 2). .
U holda so‘ngi tenglikdan y, + z, = £2 kelib chigadi. Endi |y}, |z,] < 1
ekanligini e’tiborga olsak, u holda y,, = 2, = £1. Bundan r =y = =.
Demak, ¢ fazoning birlik sharining ekstremal nuqtalari quyidagi
ko'rinishdagi nugtalardir: z = (z,) € 4,
{ +1, agarn <k,
:r’ﬂ. pusy .
1, agarn>k

. x1, agarn < k,
"] -1, agarn >k,



1V. Normalangan f{azolar

bunda k € N.
Mustaqgil ish uchun masalalar

1. L chizigli fazoning biror z va y elementlaridan iborat qism
to'plamning chizigli gobig'i qanday bo‘ladi?

2. Qanday chizigli fazoda har ganday chizigli qobiq fazoning o‘zi
bilan ustma-ust tushacdi?

3. Agar chiziqli fazoning biror elementini shu fazoning e1, €a,..., e,
elementlarining chizigli kombinatsiyasi orqali vagona usulda ifodalash
mumkin bo'lsa, u holda e, €, ..., e, vektorlar chizigh erkli bo'lishini
ishotlang.

4. Agar e, es,..., e, vektorlar chizigli erkli bolsa, u holda bu siste-
maning chizigii qobig'iga tegishli ixtivoriy elementui eq, es, ..., e, vek-
torlarning chiziqli kombinatsiyasi orqali yagona usulda yozish mumkin
ekanligini isbotlang.

5. Har qanday chekli o‘lchamli chizigli fazo o‘zining chekli sondagi
vektorlarining chizigli gobig‘idan iborat ekanligini isbotlang.

6. Agar ey, es,...,e, vektorlar sistemasi K maydon ustidagi L chi-
ziqli fazoning bazisi bo'lsa, u holda L ning xohlagan = elementini

. n .
T = Zakek,_ o eK k=1,n
k=1

ko'rinishda yozish yagona ba‘lishini isbotlang.
7. Hagqigiy sonlar maydoni ustidagi haqiqly koeflitsientli barcha

ko'phadlar fazosi cheksiz o'lchamli chizigli fazo ekanligini isbotlang.

8. Ratsional sonlar maydoni ustida ratsional sonlar chizigli fazo-
sining o‘lchami qanday?

9. Ratsional sonlar maydoni ustida kompleks sonlar chiziqli fazosida
chizigli erkli vektorlar sistemasini tuzing.

10. n-o‘lchamli kompleks chiziqli fazoni haqiqiy chizigli fazo sifatida
garasak, uning o‘lchami ganday bo‘ladi?

11. R” chizigli fazoda ashbu

S ={(a1,a2,...,a,) 1 a; =as}

to‘plamning gism fazo ekanligini isbotlang. Bu fazoning o'lchamini to-
ping.

12. R” fazoda birinchi koordinatasi nolga teng bo‘lgan nuqtalardan
iborat qgism fazoni Sp orqali belgilasak, R?/S, faktor fazosini toping.
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13. C[—1.1] fazoda berilgan quyidagi funksionallarning chizieli
ekanligini isbotlang. Bu funksionallamming yadrosi haqida qanday fikr-
dasiz?

a) f(z) = g(z(~1) +2(1));

b) flz) = 2(33(1) — x(0));

¢} flz) = Sopz(ty), bunda o € R, k= T,nvaty, fs,....1, €
k=1

[_13 ]'L

Q) fulz) = Lle(e) + a(-2) — 20(0)], €€ (~11];
1

e) f(z) = [ =(t)dt;
-1
1

f) fz) = [ =(t) dt — z(0);

-1

§) I(z) = f1 2(t) dt - O}m(t) ”

1 n
h) f(z) = [ a(e)det - BT, 2 #()
14. Quyidagi funksionallarning chiziqgli ekanligini isbotlang:
1 .
: a) f(z) = [tz(z)dt, z € C-1,1];
- -1
1

b) f(z) = [ tz(t)dt, =€ Col-1,1];
-1

¢) f(z) = }thﬂﬁ z € Ch[0, 1];

[=

d) f(SE) =mm+x2 = (.’I‘l,l‘g,...) € fs;

e) flz) =3 %, z=/{r,22...) € {a;
)f(ﬂ?)

) f(e) = R me, 7= (o) €

h) f(z) = hm T, x=(21,%q,...) €cC

15. L chlzlqh fazoning H giperqism fazosi berilgan bo'lsin. =y ¢ H
element va A # 0 son uchun quyidagi ikki shartni qanoatlantiruvchi
yagona g funksionali mavjud ekanligini ko rsatmg

1) kerg = H

2) glzo} =

16. L chiziqli fazoda h va g chiziqli funksionallar berilgan bo'lib,
ker b = ker g bo‘lsa, u holda g = ah tenglikni qanoatlantiruvehi o € K

]2

o

=1

(1— %z, z=(71,72,...) € &

SIMR
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soni mavjud ekanligini ko‘rsating.

17. L chiziqli fazoda aniqlangan g chizigli funksional berilgan
bo'lsin. L/ ker g faktor fazoning o‘lchamini toping.

18. L chizigli fazoda f, fy. fo...., f, chizigli funksionallar benlgan

bo'lsin. Agar fi(z) = fol2) = ... = fa(z) = 0 bo'lishidan f(z) =
ekanligi kelib chigsa, u holda ay, s, . .., a, sonlari topilib, barcha x € L

wchun f(z) = 3 arfi{z) tengligi o'rinli bo'lishini isbotlang,
k=1

4.2. Normalangan fazolar

K maydon ustidagi X chizigli fazoning har bir z elementiga nomanfiy
lz|| hagigily soni mos go‘yvilgan bo‘lib, bu moslik quyidagi shartlarni
ganocatlantirsin:

L |lz|| =0z =10

2. [|az|| = |Mfiz]l, YAeK, e X;

3o +yl < lell+ Iyl =, ye X.

U holda X fazoni normalangan fazo deb ataymiz. {|z|| soni esa r
elementning normasi deb ataladi.

Agar p(z,y) bilan ||z — y|] sonini belgilasak, u holda p(z, y) metnl\a
boladi. Hagigatan,

Lplz,y)=|r—yl=08z=uy,

2 plz,y) =z —yll = [-Dy -2 = |=ly—z] = ly~=z| =
ply, T);
Doy =lz-—yl=llz—z+tz-yl < lz—2]+lz-y|| =

plz, z) + p(z,y).

Demak, ixtiyoriy normalangan fazo metrik fazo bo'ladi. Shuning
uchun metrik fazolarda kiritilgan tushunchalarga normalangan fazo-
larda ham ta'rif berishga bo‘ladi.

Aytaylik, X normalangan fazo va zg € X bo‘lsin. Metrik fazolardagi

kabi markazi z¢ nuqtada va radiusi r > 0 ga teng ochiq (yopiq) shar
deb

B(zo,r) ={z € X : ||z—zo| <r} (Blza,r]={reX: |z —x| <r})

to'plamga, markazi z; nuqtada va radiusi r > 0 ga teng sfera deb
S(xe,r) = {r € X : |z — 2| = r} to‘plamga aytiladi.

Zp nuqtaning £ > 0 atrofi deb B(xg,€) ochiq sharga aytamiz va uni
Oc(xg) kabi belgilaymiz. Atrof tushunchasi kiritilgandan keyin urinish,
limit, yakkalangan nuqtalar; ketma-ketlikning yaqinlashuvchiligi, fun-
damental ketma-ketlik, to‘plamning yopilmasi, to‘plamning ichi, ochiq
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to'plam, yopiq to'plam tushunchalariga metrik fazolardagi kabi ta'rif
beriladi.

To'la normalangan fazo Banar fazosi deb ataladi.

Ta’rif. X Banax fazosi va' Y C X bo'lsin. Agar [Y] = X bo'lsa, u
holda X fazo Y fazoning to'ldiruvehisi deb ataladi.

L normalangan fazoning L chizigli gism fazosi yopig bo'lsa, u holda
Ly to‘plamni L fazoning gism fozosi deb ataymiz.

{z.} sistemani oz ichiga oluvchi eng kichik yopiq yism fazo, shu
sistemaning chizigli gobigi deb ataladi va #({z,}) ko'rinishda belgi-
lanadi. Agar Z({z.}) = L bo'lsa, u holda {z,} sistema to‘la deyiladi.

Masalalar

4.2.1. R hagiqiy sonlar fazosida normani |z| = |z
ko‘rinishda kiritish mumkinligini ko‘rsating. .

Yechimi. Norma aksiomalarini tekshiramiz.

1) ol = fe| = 0 = = 0;

2) ] = [Aa] = [Allz] = Azl |

3) [l -+ yll = 2+ ol < le| + lul = llz] + gl !

4.2.2. R" fazoda normani .

‘ lzff =

n

9 .
E x3, *=(x1,%2,...,25)
k=1

ko‘rinishda kiritish mumkinligini isbotlang.

Yechimi.
1) el = i P 0em—mp = =g, = 0z =0,
:n : i
2) [|Az|l = :/;1 (Azg)? = Z A = \//\Eglfﬁ = |Alfl=ll;
3 Ixtiyoriy = = (21,29, . .. In) y={(n,12,.. , ¥} elementlar uchun
T n
(Z Ikyk) }‘Zxkzyk - _ZZ(rkyz ykxt)
k=1 1 =1 L=l i=1

tengligi o'rinli. Bu tenglikdan Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi kelib

n 2 ™" .T!
(Z -Tkyk) < Z 7 Z vi-
. k=1 k=1 k=1

Bu tengsizlikdan foydalansak,

o chiqadi:
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lz + gl = Z(JL+UA ZFJ+QZIIUA+ZUA

k==t

<ZIL+2 ZHHiJAJFZUL—
( Zﬂa \/ZUA) (=l + llylh?

munosabatiga ega bo‘lamiz. Natijada,

llz + il < ll=ll + hyk.

4.2.3. Cla,b] fazosida normani

[l = max |£(¢)]

o<t<h
ko‘rinishda kiritib, norma aksiomalarining bajarilshini tek-
shiring.
Yechimi.

Dfl= max |f(t)] =0 f=0;
2) IAFIl = max [Af)(1)] = max {|A[f(E)} = [MIF1l;
3) Ixtlyorly f g € Cla, b funk51yalar uchun

[(f +9)D =17} + 9(0)] < £ ()] + |g(t)] <

< max | f(t)] + max |g(t)| = || £ + llgl|

a<t<h

Natijada, ||f +gfl < | £l + llg] tengsmhkka ega bo‘lamiz.
4.2.4. X normalangan fazo bo‘lib, M uning bo‘sh bo‘lma-
gan qism fazosi bo‘lsin. P = X/M faktor fozoda normani

= inf
el = it 1

ko‘rinishda kiritish mumbkinligini isbotlang.

Yechimi. 1) Agar { = M (ya'ni & — P ning nol elementi) bo'lsa,
u holda 0 € & (bu yerda 0 -~ X ning nol elementi). Shuning uchun
lléoll = 0. Aksincha, agar &l = mf liz]| = 0 bo'lsa, u holda ¢ sinfda 0
soniga yaginlashuvchi ketma.-kethk mavjud bo‘ladi. M vopiq bo‘lgani
uchun £ sinf yopiq. Shuning uchun 0 € ¢, ya'ni £ = M.

2) Ixtiyoriy ¢« € K, z € R uchun

loz|l = |af - [l]
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tengligi o‘rinli. Bu tenglikning ikki tomonidan ham 2 € & bo vicha quyl
chegara olib, quyidagi tenglikka ega bo'lamiz:

lagll = lod -l
3) f’ 7 € P bO‘lib, rc 6 va i e 7 hO‘lSiIl. U hol(la
I€ + alh < lle i < el + ]

tengsizligi bajariladi. Bu tengsizlikning o'ng tomonidan x € £, y € n
bo‘yicha quyi chegara olib,

1€ + 770l < HEW -+ lIml

munosabatiga ega bo‘lamiz.

4.2.5. B{xg,7) ochig sharning ochig to‘plam ekanligini is-
botlang. i

Yechimi. B{zq,r) ochiq shardan ixtiyoriy 2’ nuqta olib, B(z’,¢) C
B(zy,7) munosabatni qanoatlantiruvchi £ > 0 sonning mavjudligini
ko‘rsatamiz. & = r — ||z’ — xq|| bo'lsin. z' € B(zg,r) bo'lgani uchun
llz" — 20|} < r. Shuning uchun € = — ||z’ — zl| > 0. B{(2', &) atrofdan
ixtiyoriy z” nuqta olaylik. U holda

HI”_L 3;’” < £ = “3;” — 1"“ <P — ”Z" - .I,'[)” = HiL" — ’I'()H + “.’ﬂ” - 1"” <.
Bundan
2" ~ zof| = ||z — 2" + 2" — zol| < flz" = 2| + [|2" — zoff <7

ya'ni
2" € B(zg,r) = B(z',¢) C B(zq, 7).
4.2.6. Bizy,r| yopiq sharning yopig to‘plam ekanligini is-
botlang.

Yechimi. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni Bz, r} yopiq shar }oplq
to‘plam bo‘lmasin. U holda

[Blzo, 7]} # Blxo, 7] = [Blzo, 7]} \ Blzo, 7] # .

Blzo,r}]] \ Blzp,r] to'plamning ixtiyoriy z' nuqtasini olamiz. z’ ¢
Blzg, r] bo'lgani uchun ||z’ —xol| > r tengsizligi o'rinli. € = ||z — x| —r
bo'lgan z' nugtaning B(z',¢) atrofidan ixtiyoriy 2" nuqta olamiz. U
holda

2"~ 2| < £ = |lz" =2/ < ||’ =2} =7 = '~ 2|l = [|2" =" > r =
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= r < ||'ugl| = ||2"=2|| < ||2"—aq| = 2" & Blxo.r] = 2’ ¢ [Blro,r]].

Bu ziddiyat farazimizning noto'griligini anglatadi. Demak, Blxg, r]
yopiq shar yopiq to'plam bo'ladi.

4.2.7. Agar Ble,r] C Bb,R] C X, X # {0}, bo‘lsa, u holda
la —bl| < R —r tengsizligini isbotlang.

Yechimi. 1-hol. @ = b bo'lsin. X # {0} ekanligidan, shunday
zg € X mavjudki, ||zg ~ @|| = r bo‘ladi. U holda Bla,r] C Bla, R]
bo‘lgani uchun ||zg — a| < R tengsizligi o‘rinli. Bundan

r =20 —al = lzo —a| < R,

yani R—r > 0=||a—b.
2-hol. a # & bo'lsin. X fazoda,

_||a—b||+r- r

a— b
fla — bl ffa — bl
ko‘rinishdagi elementini olsak, lx — af = r tengligi o'rinli bo'ladi.
Hagigatan,
||le — b] + T r r
|z —a| = b—all = -——|la—b|| =
fa—ol " Tla =] PEr

Bundan = € Bb, R]. Demak, ||z — b|| < R, ya'ni

le — bl + ro_ T
lla — o] lla — bl

lla— 8l +r
= a
o= !
Demak, R —7 > ||a —b||.
4.2.8. X normalangan fazoning iztiyoriy r va y elementlari

uchun ||z]| < max{|z + y||, |z ~ y||} tengsizligini isbotlang.
Yechimi.

R2|x— 8| =

b—b“:

— bl =lla -8l +r.

iz~ yll — llz+9ll _

=l < Yzll + 3
_2zf + lle =yl — Nz + 20l
2
_letyte—gl+llz-yl~le+ull
5 <
<letyll+ e -yl + 1z -yl — =+ ylll _
= 2

= max{|z +yll, l= -y}
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4.2.9. X normalangan fazo bo‘lib, 1, z, y, v € X, n € N,

“bo‘lsa, quyidagilarni isbotlang:

a} agar x, — 2, Ay = A (Ao, A € K) bo'lsa, u holda Az, — Az
b) agar z, — x bo‘lsa, v holde ||z.|| — ||z||;

¢) agar 1, — = ve ||z, — .| — 0 bo'lsa, u holda y, — r;

d) agar r, — = bo‘lse, u holda ||z, — y|, — ||z — yl|;

e) agar z, — z, Y, — y bo'lsa, u holda |z, — y,|| — ||z — y||-
Yechimi. a) :

Anzn — Az = || AnZn — Azp + Az, — Az <
< s — Azl + | Azn — Az|| =
= Ao = All|zall + [Alll#n — ]| — 0.

Demak, | Az, ~ Az| — 0, shuning uchun Az, — Az.
b) Normaning xossalaridan foydalanib quyidagi tengsizliklarni yoza

" olamiz: 7
ol = llzll < fzn ~ =
va
Izl - izl < e — 2l = 120 2.
Bu tengsizliklardan esa )
? —llzn — 2ll < zall = lzll < llza — 2]

qo‘sh tengsizliklariga ega bo‘lamiz. Natijada

[hzall = izl £ llzn — 2.
lzn — z|| — 0 bo‘lgani uchun |||z,|| — l|z||| — 0, ya'ni |jzal — |||
c)
' 1 — x|l :”yn'"'xn"'xn‘-x“ <

< lyn — Zoll + ||l2m — 2| — 0.

‘Slil‘uning uchun |y, - z|| — 0, ya'ni yp, — z.
d) Normaning xossalaridan quyidagi tengsizliklar kelib chigadi:

l2n — yll = |z — yll < lzn—y—z+yll = [lza — |

va

Nz =yl ~ o - yll < o~y ~ ot yll = llz ~ 2ol = 12 ~ .
Natijada -

~llzn ~ 2l < Y — vl = o =yl < llza = 2l
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“qo'sh tengsizlikka ega bo'lawtiz, va'ni
s — wll — e =yl < Yl — -

|, — z|| — 0 bo'lgani uchun [, — || — 2 — y||| — 0. Bundan esa
i@, — wlf — ||z — y|| ekanligi kelib chigadi.
e) Normaning xossalaridan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

e = wnll = llz = wll < Hlew — o — =+ yli < flow = 2l + [y — 0l
va
=yl = bza — vall < iz =y = 20+ gall < 20 — 2lillyn — yl|.
Natijada.
—(llzn — 2l +llyn = ¥} < 20 = vl — =z = yll < Y20 — 2l + 30 — )
go'sh tengsizligiga ega bo‘lamiz, ya'ni
iz = vall = 1z = ylil < llzn — 2l + I~ ¥l

s — 2] = 0 va [lg — yll — 0 bo'lgani uchun, [lo, — g, | — [z ~ .

4.2.16. X normalangan fazoning A gism to‘plami chegara-
langan bo‘lishi uchun diamA < oo bo‘lishi zarur va yetarlili-
gini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. A to‘plam chegaralangan bo'lsa, A C B(a,7) |

munosabati o‘rinli bo‘ladigan B(a,r) shar mavjud bo‘ladi. U holda

diamAd = sup [z —y[| £ sup [z —y| = 2r,
el xyc Biar)
ya'ni diam A < .

Yetarliligi. diam4 = R < oo bo'lsin. U holda ixtiyoriy r € A va
tayinlangan a € A elementlari uchun |z — a|| < R. Shuning uchun
A C Bla, R] muncsabati o'rinli bo‘ladi.

4.2.11. A C X to‘plamning barcha limit nuqtalari
to‘plamini A’ orqali belgilaymiz. A’ to‘plarmning yopiq ekan-
ligini isbotlang.

Yechimi. A’ C [A'] ekanligi limit nuqgta ta'rifidan bevosita kelib
chiqadi. (A € A’ ckanligini ko rsatamiz. x € [4'] b olsin. U holda
T nuqtaning ixtiyoriy B(x,c) atrofida A’ to'plamning kamida bitta y
nugtasi mavjud bo'ladi. Endi 51 = ¢ — |J2' — y{ bolsin. y nuqgtaning
B(y.¢1) atrofi B(z,¢) atrofning ichida yotadi. Hagiqatan, = € B(y, £1)
bo'lsin. U holda ||z—y|| < e—|ly—2|| tengsizligi o'rinli bo‘ladi. Natijada

le ==l =llz—y+y—zl <llz—yll+lly -zl <e,
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va'nl @ € B(r, <).
By, s1} C B(z,7), ye A

bo'lgani uchun, bu nuqtaning B(y,£,) atrofida A to‘plamning cheksiz
ko'p elementlari topiladi. U holda B(z,¢) atrofda A to'plamning chek-
siz ko'p elementlari mavjud, ya'ni z € A’. Shuning uchun [4"] C A"
Natijada A’ = [A'] tengligi o'rinli.

4.2.12. Quindagi hollarda norma aksiomalari bajarilishini
tekshiring:

a) = (z)ir., (zx € R) gatorlar fazosi R™ da

ol = max |z,

Bu fazo R7? ko‘rinishda belgilanadsi.

b) x = (z)7*; qatorlar fazosida .
lzll =3 lzal.
k=1

Bu fazo R ko‘rinishda belgilanadsi;
e) z = (zi)p, (zx € R) ustunlar fazosida

|w1f~[2|wklp] L (p>1).

Bu fazo R} ko‘rinishda belgilanadi,

L)

o0
d) Y |zi| < oo shartni ganoatlantiruvchi r = (x1,23,...)

k=1
ketma-ketliklar fazosida

o0
lell = > lzl.
k=1

Bu fa,zo 4, ko‘rinishda belgilanadi;
e} Z|xk|2 < o0 shartni qanoatlantiruvchi r =

(z1, 29, - - ) {zx € R) ketma-ketliklar fazosida

50 3
e = [z ]
k=1

Bu fazo {3 ko‘rinishda belgilanadi;
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o0
f) S|zl < oo, {(p > 1) shartni ganoatlantiruvchi = =

k=1
(x1, T2, ...), {zr € R) ketma-ketliklar fazosida

]l = {Z |:rklp]p
k=1

Bu fazo f, ko‘rinishda belgilanadi;
g) © = (z1,20,...), (zx € R) chegaralangan ketma-ketliklar
fazosida
lzlt = sup [zl

Bu fazo m ko‘rinishda belgilanadi;
Yechimi.
a) 1) |l = max |ai] > 0,

Il = mox o] = 0 1] = fool = ... = |om| = 0
Srny=I3=..=fm=0&z=10.
2) ‘
Izl = max |Aze| = max {IAlll‘kl} = max. |zx| = 1Al[l]-

3) Ixtiyoriy k € {1,2,...m} uchun |zx + yi| < |zg| + lyi| tengsizligi
o‘rinli bo‘lganligidan, quyidagiga ega bo‘lamiz:

| - < <
fiz + i max lzx + yi| < lrsrggm(lxkl + |ye]) <

< =
< pmax |oil + max (] = lall + vl

b) 1) |z = ’z“: 2] > 0;

m

Iz =" lesl =0 & |zl = |za| = ... = |zmi =0 &
k=1
Sr=T=...=T,=082=0

2)
Azl = > ail = A laxl = (M l12]l.
k=1 k=1
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™ in

o+ o = Z i + ] < Z(w +lwl) =
—leu +Z el = llzl| + Iyl
&) 1) [l = [z; |zk|P] >0,

EE [Z _|xk|p}p —0e
k=1

e nf =0 nf =|nf=..=|lt.f=0c
k=1 "
Gl =lol=...=|zn|=0n=mm=.. =2, =02=0
2)
m z m
IAz]| = [Z pw} = S T (AP|zeP)? =
k=1 k=1
|A|”Z|xklf’ = O [eel)r = 6 ]lell.
k=1

3) Uchinchi shartm tekshlrlshda Helder tengsizligidan foydalanamiz:

Ziakm < (}: w) (Dw) (43)

k=1
bu yerda p > 1 va g > 1 sonlari quyidagi shartni qanoatlantiradi:

Lyl ' 44
p q N (')

Endi ushbu tengsizlikning isbotini keltiramiz.

Agar (4.3) tengsizligi a = (a1, as,...,a,) va b = (by, by, ... by) cle-
mentlari uchun bajarilsa, u holda u aa va 8b elementlari uchun ham
o‘rinli bo'ladi (bu yerda a va 3 lar ixtiyoriy sonlar), ya'ni bu tengsizlik
bir jinsli. Shuning uchun ham uni

D larlP =Y e =1 (4.5)
k=1 k=1
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bo‘lgan holda isbotlash yetarli. Natijada

T

Z](Lkbﬂ S 1 (46)
k=1

tengsizlikni isbotlash lozim bo'ladi.

(£,7) tekisligida n = &7~ (£ > 0), yoki bu tenglamaning o‘zgacha
shakli bo‘lgan £ = 7! tenglama bilan berilgan egri chizigni olamiz:
(7-rasm).

nlk

b |

S

n=g*!
51

A4

7-rasm

Rasmdan ko'rinib turganidek, a va b larning ixtiyoriy musbat giymatla-
rida Sy +.S; > ab tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Aniq integraldan foydalanib,
St va 83 vuzalarni hisoblaylik:

F 'y
Sl = \/Epuldg = G.L—’
J r

b

g /nq”‘d o
2 = = —,
Ty

0
Natijada ab < 9:; + %q tengsizligiga ega bo'lamiz. Bu tengsizlikdagi a
ning o'rniga |ax| ni, b ning o‘rniga |b| ni qo‘yamiz:

lax? , [bx” 5

|aghy| < —— . (k=1,m).
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So‘nggi tengsizliklarni hadma-had qo‘shib, ya'ni & bo‘vicha yig'sak,
quyidagiga ega bo'lamiz:

m Tr.

Z'akbkl < Z lml Z lbk

Natijada, (4.4) va (4.5) munosabatlardan

Z |ak_bk] <1
k=1

tengsizlikning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan (4.3) tengsizligi
isbotlandi. :

Endi normaning uchinchi shartini tekshiramiz.
quyidagi tenglikni qaraymiz:

Buning uchun

(lal +181" = (lal + By lal + (laf + [6))*}5].

Bu tenglikda a ni e, bilan, b ni & bilan almashtirib, & soni 1 dan ni
gacha o‘zgarganda hadma-had go‘shib,

Z(Iakiﬂbkl — S ((loal + 107" (] + [Bal)) =
k=1
= > (ol + 1P Mael + S (el + N (47)
k=1 k=1

tengligiga ega bo‘lamiz. Helder tengsizligidan foydalanib,

1 L
3 aul -+ b6l o] < (Zum + |bkn@-1)q) (Zj w)
k=1 k=1 k=1

va

1

D (lawt + 1) ] < (Z lax! + B[ ) l)q)q (Z!bklp)p
k=1 k=1

k=1
tengsizliklarni yozamiz. Natijada, {p — 1)g = p tengligi va (4.7) dan
m m ql m é m f;
> (laxl+pel)? < (Z(Eakl + |bk!)p) (Zm]?’) + (Z |ka”)
k= k=1 k=1

=1 k=1
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tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlikning ikki tomonini-ham

(Z(lau + w”)
k=1
ifodaga bolsak:

(Z(takl s zbknp) < (Z |ak|')) ,,+ (Z |bk1”) p
k=1 k=1 k=1

tengsizligiga ega bo‘lamiz, ya'ni
lla + bl < llal + |8

d) 1) ol = & 24l > 0,

k=1
Izl =" lanl =0 |z1] = lzo| = ... = |za| = ... =0
en=x=..1,,=0.. =08z =0
2)
Il =" el = DY |2l = Alll=ll;
k=1 k=1

3 (8 a]
3) |zk + ye| < |zkl + |yk| tengsizligi, > |xe| va 3" |yl qatorlarning
k=1 k=1

Q0O
yaqinlashishidan ¥ |z + yx| qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.
k=1
Natijada,

e =] s8]

o+l =3 |z +wl <3 (aat + lwel) =
n=1 n=1
= |al + Zsykl = {l=[l + flyl-
n=1
&) 1) fi] = [f:l ] > 0,

8

e
Il

3 oo
a:f{l :Oﬁz.'ci:(]@
1 k=1

II:in. = [

§ 4.2 Nonualangan fazolar 135
S =r=..=I=..=0&z=1[0%
2) ol =[S0 = S| = Al
=1 =

[s-93 2.
3) {xx + y)? < 2(xi + yi) tengsizligi hamda 37 r? va 3 y? qator-
k=1 k=1

o

larning vaqinlashishidan 3 (zx + %.)° qatorning ham yaqinlashuvchi
k=1

ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan birga, ixtiyoriy n uchun

T n .
|Z<rk+yk)2s Y oai >
\]k:l k=1 k=1

tengsizligi o'rinli. Bu tengsizlikning ikki tomonidan ham n — oc da
imitga o‘tib quyidagilarga ega bo‘lamiz:

b

o0 1 =< 00
lz+yll = | D et w)? < Db+, Yk = llzh + Iyl
k=1 k=1 k=1

£) 1) ol = Lf: wr >0,

llll = [Z Imklp] =0 juf=0s
k=1 k=1

<=>m1:$2=---=mn=...=0<=>$:_0;

[l = {Z |Axkif’]" Y [Z w]p — Izl
k=1 =1

3) Ixtiyoriy » uchun

1 1 1
n P n v n *\ 7
(Zl-?:k + yk|p) < (Z |5"k|p) + (Z lku’) :
k=1 k=1 k=1

n n
Minkovskiy tengsizligi o‘rinli. 3~ {z|? va 3. |y|” qatorlarning yaqin-

k=1 k=1
lashuvchiligidan hamda yuqoridagi Minkovskiy tengsizligining ikki
tomonidan n — oo da limit olib topamiz:

1 1 1
oG P o » o0 7
e 19l = [me] < (Zw) +(z ayk;p) ~ el sl
k=1 k=1 k=1
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&) 1) llell = sup |3} = 0,

el = 0 log] = [oa] = .. [za] = ... = 0 5

Sr=fp=...=r,=..=0=2x=0.
2) Azl = sup | Azz|| = I/\ISgplwk! = | Alllzfl;
3)

lz + »|| = sup |lzx + y| < Sl;p(lxkl + lur]) <

< sg:plrkl + sup luel = |||l + llyif-

4.2.13. C[0,1] fazosida z,(t) = f—:ﬁ - Tﬂ; ketma-ketligining

yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yechimi. z,(t) funksiya [0,1] segmentda eng katta giymatiga t=1
da erishadi:

1
Xzl = Tty
ya’ni
1
. ”xn(t)” - ég%lxn(t)' - (n+ 1)(n+ 2)
Natijada,
1

].. ﬂt = ]_ —_—

Demak, berilgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi.

4.2.14. m va £, fazolarga tegishli bo‘lib, m da yaginlashuv-
chi va £, da uzoglashuvchi bo‘lgan

2 — (o

,:Ez TR

ketma-ketlikka misol keltzmng
. Yechimi.

w(n): O! 0! vy My L y ! L] = :0101-'-
\__B:_.__/zn+1 2n+2 2n+2n

ketma-ketlikni qaraylik. sup ng:” P ﬁ < 1 < oo. Demak, 2™ € m.
Shuningdek, "

Z[ff(")iﬁ——l—+ . 5+ T
] 41 ;g i angon
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1 1 1 2"
Demak, 2\ € . '
lim ||z = lnn sup]:c )| = lim !
neson ™m nooo 27 4 1 )

ya'ni, qaralayotgan ketma-ketlik m da 0 ga yaqinlashuvchi. Lekin bu
ketma-ketlikning ¢, da yaqinlashuvchi emas, chunki

1 1 an 1
lerrl _+ + +§:§;=

m=l1

4.2.15. A va B A < B tengsizligini qanoatlantiruvchi sonlar
bo‘lsin. U holda

E={fx): fz)eCl0,1], A< f(z)<B}

to‘plamning C[0,1] fazosida ochig ekanligini isbotlang.

Yechimi. F to‘plamdan ixtiyoriy ¢ element olaylik. Segmentda
uzluksiz funksiyaning xossasi bo‘vicha ¢ funksiya [0,1] segmentda
o‘zining eng katta va eng kichik givmatlariga erishadi:

voosup p(z) = B=p(), inf o(z)=a=p(E"),
z€[0,1] z€[0,1]
bunda ', " € [0, 1].

Shartga ko‘ra ixtiyoriy z € [0,1] uchun 4 < @{z) < B bo‘ladi va a >
A va 3 < B tengsizliklari o‘rinli. o — A va 3 — B sonlarning kichigini &
orgali belgilaymiz. U holda barcha x € [0, 1] sonlar uchun {p(x)—(2)| <
¢ tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¥(z) funksiyalar E to‘plamga tegishli
bo‘ladi. Shuningdek —1) funksiyaning uzluKsizligidan ||@(z)—¢(z)|| <
¢ tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu esa v7(x) funksiyalar ¢(x) funksiyaning
¢ atrofini tashkil etishini ko‘rsatadi. Natijada, ¢ funksiya E dan olingan
ixtivorly element bo‘lgani uchun, E ning ochiq to‘plam ekanligi kelib
chiqadi.

4.2.16. Normalangan fazoda qavarig to‘plamning yopil-
mast ham gavariq bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X normalangan fazoda qavariq M to‘plam berilsin. [M]
to‘plamidan ixtiyoriy z, y nuqtalarni olganda, barcha a € [0, 1} sonlar
uchun ax + (1 — a)y € [M] ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. x,y € M
bo‘lganligidan, ixtiyoriy £ > 0 son uchun ||z —ul| <eva|y—vl]| < ¢
tengsizliklarni ganoatlantiruvehi v, v € M elementlar mavjud bo‘ladi.
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M qavariq to‘plam bo‘lganligidan, har bir & € [0, 1] uchun ou + (1 —
a)v € M. Natijada,

llcex + (1 — a)y — {au + (1 — o)) <

<afr-ulj+ (1 - a)lly—v|]| < ae+ (1 —at)e ==

Demak, ax + (1 — )y nuqtaning ixtivorly ¢ atrofida A to‘plamning
kamida bir elementi mavjud ekan. Shuning uchun ax + (1 —a}y € [M],
va'ni [M] qavariq to‘plam.

4.2.17. Normaealangan fazoda B(z,.r) sharning gavarig
ekanligini isbotlang.

Yechimi. B(zq,r) shardan ixtiyoriy z, y elementlarni olaylik. U
holda ||z —zol| < r va ||y—zo|| < r tengsizliklari o‘rinli bo‘ladi. Natijada
har bir « € {04, 1} uchun

loz + (1 - a)y - zoll = [laz + (1 - a)y — azy ~ (1 — &)zl <

ol -zl + (1 —a)|ly—zo|| <ar+ (1 —a)r=r.
Demak, oz + (1 — a)y € B(zq,r), ya'ni B{zg,r) qavariq to'plam.
4.2.18. Normalangan fazoda Bir,,r] sharning gavarig
ekanligini isbotlang. .
Yechimi. Blxg,r] shardan ixtiyoriy z, y elementlarni olaylik. U

holda ||z — zol} < 7 va |ly — o < r tengsizliklari o'rinli. Natijada har

bir a € [0, 1] uchun
fex + (1 — o)y — 2| = [lax+ (1 — @)y — axe — (1 — a)zy| <

<alz -zl + (1 -a)||ly—xol| Car+ (1 —a)y =r.

Demak, ax + (1 — a)y € Blzo, 7], ya'ni Blzg, r] qavariq to‘plam.
4.2.19. Normalangan fazodae S(xo,7) sfera qavariq to‘plam
bo‘ladimi?
Yechimi. S(zq,r) sferadan ixtiyoriy = element olamiz. U holda
¥ = 2x¢ — r nuqta ham shu sferaga tegishli bo‘ladi. Haqiqatan,

lzo — (220 — )|l = |20 — =] = 7.

Endi z va y clementlarni tutashtiruvehi segmentdan %(:r + ) nugtani
olamiz. Natijada

1 1
y:§$+§(2.’£0—1‘)=1’0

B2l

T+

b2 =

va
H:L'[) — I‘Q” =0<7r
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ho'lgani uchun quyidagiga ega be'lamiz:
1 1
ST+ ¢ S{xo, 7).
Demak, S(xy,r) sfera gavariq to'plam emas.
4.2.20. C[0,1} fazoda darajasi k ga teng barcha ko‘phad-
larning P.[0,1] to‘plami qavarig bo‘ladimi?
Yechimi.
Pulz) = akrk + ak_ll‘k71 + ...+ ag
va
Qu{z) = B AT NIy
ko‘phadlarni olaylik.

1
'Q‘Pk z) -+ Qk(x

1 _ 1
= E(ak—l -+ bk_l)ﬁl:‘kﬁl + 5((1;;..2 + bk_g):tk 2 + ...+ §(a0 + bo)
ko‘phadning darajasi k& — 1 ga teng, va'ni P[0, 1] qavariq to‘plam emas.
1
4.2.21. C[0,1] fazosida [|z(t)idt < 1 tengsiziikni ganoat-

i
lantiruvchi C uzluksiz funksiyalar to‘plami qovarig boladimi?
Yechimi. C' to ‘plamdan ixtivoriy x(t) va y(t) funksiyalarni olaylik.
U holda barcha o € [0, 1) sonlari uchun quyidagi munosabat o‘rinli:

1 1
[t + (1 - @yutoler < [ (o) + (- luteia =
1 0

1 1
za/|:r:(t)|dt+(1—a)/ly(t)|dt_§ arl-a=1
0 0

Demak, C qavariq to‘plam.
4.2.22. {y fazosida
A={ze€ty: z=(21,23..), || <27, neN}

parallelepipedning qavariq to‘plam ekanligini isbotlang.
Yechimi. A to'plamdan ixtiyoriy z, y elementlar olaylik. U holda
har bir e € [0, 1j uchun

loz, + (1= @] < alzal +(1-adlyal < a2 4 (1—o)27 L = 277

be‘ladi va shuning uchun ez +(1—a)y € A. Demak, A qavariq to‘plam.
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4.2.23. Cla,b] fazosining separabel faze ekanligini isbot-
lang.

Yechimi. C'[o,b] fazosida zich bo'lgan sanogli qism to* pla.m
mavjudligini ko‘rsatamiz.

Har bir n natural soni uchun [a, b] kesmani

b— b—
7" = a, a:gngaJr_ﬁE, s =a+22 =2 e =
n

nuqtalar yordamida n bo‘laklarga bo‘lamiz. Ixtivoriy

{(]”), a(ln], ey a,(ln)

ratsional sonlar uchun

(m)

(n)

n E—.’L‘I_ n n -

o) =l + (@ — o) s € by, all i=Tn (49)
I, — X,

bo‘lakli-chiziqli funksiyani quramiz. Har bir n uchun {4.8) ko‘rinishdagi
barcha funkstyalar to‘plamini Ay, orqali belgilaymiz. Har bir A, sanoqli

ekanligidan, A = U A, birlashmasi ham sanoglidir.

Bu A to plammmg Cla, b] da zich ekanligini ko‘rsatamiz. Cla,b] ga
tegishli har bir f funksiya [a, b] da tekis uzluksiz bo‘lganligi uchun V& >
0 uchun 34 > 0 soni topilib, |z’ —z"] < § tengsizligini qanoatlantiruvchi
barcha z', 2" € [a, b] nugtalarda

F - Fla") < 2

tengsizligi o'rinli bo'ladi. Har bir ¢ € {0, 1, ...,n} uchun
|F(=™) - el < 2
5
tengsizligini ganoatlantiruvchi
(m) { n
n n) , a,{% ) |

a‘O lal yore

ratsional sonlar olib, (4.8) ko‘rinishdagi o funksiyasini qaraylik. Ixti-
yoriy = € [a, 4] uchun shunday i € {0, 1, ... n} topilib, z € [9353)1, En)]
bo'ladi. U holda quyidagilar o‘rinli:

lo(z) = o(=")] < le(™) - o) <

< (™) = F) + £ - 1@+ £E) — o)) <

§4.2 Normalangan fazolar 141

< ety = Fe + 17 @Y = D)) + 17 - el =
— 1o = "+ ) P+ 1) — ] <

LELE, 8 3
5 5 5 5°
Natijada,
lp(z) — ()] < () — p(z\™)|+
n [} n 35 £ £
@) = Fei) + D) - f@l < Tz =<

Shunday qilib, ||¢— £l < ¢, ya'ni f funksiyaning ixtiyoriy £ > 0 atrofida
A to'plamning kamida bitta ¢ elementi maviud. f funksiya Cla,b] ga
tegishli bo‘lgan ixtiyoriy element bo‘lgani uchun {4} &= Ca, bl bo'ladi.
Yuqorida aytganimizdek A sanoqli to‘plam. Shuning uchun C[a, 8] fa-
zosi separabel bo‘ladi.

4.2.24. X normelangan fazoda {z,} fundamental ketma-
ketligining biror {x,} gqismiy ketma-ketligi yaginlashuv-
chi bo‘lsa, u holda {z,} ketma-ketligining yaginlashuvchi
bo‘lishini isbotlang.

Yachimi. {z,} fundamental ketma-ketlik bo‘lgani sababli, ixtiyoriy
e > 0 soni uchun shunday n. soni topilib, n, ny > nl tengsizligini
ganoatlantiruvchi natural sonlari uchun j|z,—z,,|| < § tengsizligi o'rinli
bo'ladi. Shartga muvofiq {z,,} qismiy ketma-ketlik yaginlashuvchi va
n]ingo Tn, = a bo'lsin. U holda ¢ > 0 soni uchun shunday n] natural sont

mavjud bo'lib, ny > n} tengsizlikni qanoatlantiruvehi barcha natural
sonlar uchun ||z,, - af < £/2 tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. max(n, n7) =
n, bo'lsin. U holda n,ng > n. tengsizlikni' qganoatlantiruvehi natural
sonlar uchun quyidagi munosabat o‘rinli

lza = all = 2w = 2, + 20, ~ all <

€ £
< lzu = | + llzo, —al < 5+ 5 =¢

Demak, {z,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va nlLIEO Ty = a.

4.2.25. X normalangan fazoda {z,} ketma-ketligi uchun

o
Yo lznst — zl| gqatori yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda {z,}
n=1

ketma-ketlikning fundamental ketma-ketlik ekanligini isbot-
lang.
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20

Yechimi. }° ||z,1) — z,] gator yaqinlashuvchi bo‘lganligi sababli,
n=]

ixtiyoriy £ > 0 soni uchun shunday n_ natural soni mavjud belib, n >

n tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural sonlari va ixtivoriy p €
N soni uchun quyidagi tengsiziik o‘rinli

lznst — zoll + |02 — 2o + ... + #r4p — Tagp || < e
Bundan esa,
(Znsp — 2ull =
= ||Tnsp ~ Tnap-1 + Trip—1 — Enip-2+ Tnip2 — ... — Tyl <
< 2nst = Tl + 202 = Zastll + -+ [F0ep — Zneprl] < €
ekanligi kelib chiqadi. Demak, berilgan ketma-ketlik fundamental.
4.2.26. {z,.} va {yn} X normalangan fezode fundamental
ketma-ketliklar bo‘lsin. U holda X, = ||z, — .||, n =1, 2,...
ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yechimi. {z,} va {y,} fundamental ketma-ketliklar bo‘lganligi
sababli, ixtiyoriy ¢ > 0 soni uchun shunday n, soni mavjud bo'libn > n,
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha n natural sonlar va ixtiyoriy p € N
soni uchun |z, — 2| < % va ||tnp — wnll < 12 tengsizliklari o‘rinli.
Natijada quyidagi tengsizlikka ega bo‘lamiz:

|Antp — Al = ||1$n+p = Yntpll = 20 — wmll| <
< "mn-l-p —Yn+p — Tn + yn” < ”:L'n+‘p - 'Tn” + ”yn+p - yﬂ" <
. < 5 + 5 = E.
Demak, {A,} fundamental ketma-ketlik. R hagiqiy sonlar to plam1
to'laligidan {A,} ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.
4.2.27. R da norma aksiomalarini tekshiring ||z|| = |arctgz|.
Yechimi. Normanmg ikkinchi aksiomasi o'rinli emas. Hagigatan,
agar = = /3, )\ﬁgbolsa u holda
V3

fAz|| = arctg—g- =

H

YR

lekin
|Alllzff = —aIctg\/_ =
ya'mi [|Az] # |Alljz].

c.a|=l

i
99

wis—*

4.2.28. B*, n > 2, fazosida |z|, = ( ll'k]p) O<p<i

bo‘lsa, normaning shartini bajarilmaslig ‘zm ko‘rsating,
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Yechimi. Normaning uchinchi sharti o‘rinli emas. Haqigatan, x =
(%,0,...,0) c R vay = (0,%,0,...,0) € R" vektorlarni olaylik.
# # y bo'lgani bilan, lekin ixtiyoriy 0 < p < 1 va llz|l, + lul], = 1

uchun ||z||, = ljyll, = % Lekin
1 1\r 1
= J— J— = 21' R
~(z73)

11
4y, =|[{ = =,0,...,0
Natijada 1z + yll, > ol + ol N
4.2.29. Cla,b] fazoda norma aksiomalarini tekshiring,
bunda

= T
lzll = ggi (®)l.

Yechimi. Normaning birinchi sharti bajarilmaydi.“Haqiqatan,

A [0 amrtefa
2(t) = t—atb agarte[”bb]

elementi uchun ||z|} = 0, lekin = # 0.
4.2.30. Normalangan L1[0,1] fazoda

(t) = e, agartelnio,1],
T 0,  agarteQno,1)

ketma-ketligining yaqginlashuvchi ekanligini ko‘rsating.
Yechimi.

o= 2l = J loa(t) ~ e = (1= e¥)at =

_1—je tdt=1- 27,

“n

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X normalangan fazoda {z,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar
shunday ¢ soni mavjud bo'‘lib, barcha n € N uchun |jz,| < c tengsiz-
ligi bajarilsa, u holda ||z,|| ketma-ketlik chegaralangan deb ataladi. X
fazoda ixtiyoriy yaginlashuvchi ketma-kethkmng chegaralanganligini is-
botlang.

2. Vz,y € X elementleri uchun quyidagilarni isbotlang:

a) |lz + vl = =l — llvll;

b) llz|l < max{|lz + ¥l iz — yli}.
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3. Norma aksiomalarini tekshiring: {a, b] segmentda harcha chegara-

langan funksiyalar fazosi M|a, b} da
llzll = sup |z(2)i.
teju.h

4. C0, 1} fazosida quyidagi ketma-ketliklarni yaqinlashuvchilikka
tekshiring:

a) r,(t) =t — >

b) y.(t) =t — ¢

5. M biror I normalangan fazoning qgism fazosi bo‘lsin. Agar L to‘la
bo'lsa, P = L/M faktor fazoning ham to‘la bo‘lishini isbotlang.

6. X chizigli fazosida || - ||; va || - || normalar berilgan bo‘lsin. Agar
shunday a, b > 0 sonlar mavjud bo'lib, ixtiyoriy z € X uchun

af|zll < lzll2 < bzl

tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda || - [}y va || - || rormalar ekvivalent deb
ataladi, Chekli o'lchamli X fazodagi ixtivoriy ikki norma ekvivalent
bo‘lishini isbotlang.

7. X normalangan fazoda = # 0, y # 0 elementlar uchun ||z +y|| =
|| +{ly]l tenglik faqatgina y = Az (A > 0) bo'lgan holda o'rinli bo'lsa,
u holda X qat’iy normalangan fazo deb ataladi. 41, €5, m, C[0,1] fazo-
larning qaysi biri qa’tiy normalangan fazo bo‘ladi.

8. Apgar A va B to‘plamlar X fazosining qavariq qism to‘plamlari .

bo'lsa ANB va
A+B={z:z=y+2,y€ A 2€ B}

to'plamlari ham qavariq to‘plam bo‘lishini isbotlang.

9. Normalangan fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikning
chegaralanganligini isbotlang.

10. Rm, Rgé’ 'in, R}]n,,
Banax fazosi bormi?

12. Ixtiyoriy chekli o‘lchamli normalangan fazoning Banax fazosi
bo'lishini isbotlang.

13. Banax fazosining gism fazosi Banax fazosi bo‘lishini ishotlang.

14. Ixtiyoriy normalangan fazo vagona to‘ldiruvchiga ega ekanligini
isbotlang.

ty, £y, £, m, ¢y, c fazolarning orasida

4.3. Evklid va Hilbert fazolari

Haqigly L chizigli fazosining {z,y} juft elementlarida aniglangan,
{z,y) ko'rinishda belgilanuvchi va quyidagi to‘rt shartlarni (aksioma-
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larni) ganoatlantiruvchi funksiya skalyer ko‘paytma deb ataladi:
1) {z,y) = {y, )
2) {x1 4+ xo, ) = (21, 4) + (22, 4);
3) (Aw,y) = Mz,y), AeR;
4) (z,2) 2 0; {x,2) =0 2z=0.
Skalyar ko‘paytma kiritilgan chizigli fazoda normani

=l = v/{z,z)

ko'rinishda kiritish mumkin. Bu normalangan fazo Evklid fozosi deyi-
ladi. Norma aksiomalarini tekshiramiz:

1% lz|]| = V{z,2) =0 (z,2) =0 2 =0,
2 .

|Az]| = / (Az, Az) = \//\(:r,)\:c) =/ Az, z) =
=/ Az, z) = [A[V(z,2) = [All=]]; »

3) Xohlagan A son uchun

{Az +y, Az +y) > 0.

Bundan
Az, z) + 20z, ¥} + (4, y) > 0.

Demak, kvadrat uchhadning determinanti manfiydir:
D = 4(z,y)* — 4(z, 2}y, y) < 0,
ya'ni (z,9)? < (z,z){y,y), yoki
[z, )| < ll=zllilvll.

Oxirgi tengsizlik Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi. Bu
tengsizlikdan foydalanib, ushbu '

Iz +ylI? = (& +y, 2 +y) = (&,2) + 2z, ¥) + (y,9) <
< Nl + 20z iy + vl = (=l + 1)
tengsizligiga ega bo'lamiz. Natijada
=+ gl < llzll + il -

Evklid fazosida skalyar ko‘paytma yordamida x va y vektorlar orasida
burchak tushunchasi quyidagicha aniqlanadi:

(z,y)

COS (P = —————.
Il

(4.9)
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(z,y) < |||yl bolgani uchun, ”gﬁl*l'f’yl < 1. Demak, (4.9) formula
nolga teng bo'lmagan z va y vektorlar orasidagi ¢ (0 < ¢ < 7) bur-
chakni aniqlaydi.

Agar {z,y) = 0 bo'lsa, u holda = va i vektorlar ortogonal deb ataladi
va z L y ko‘rinishda yoziladi. Bu holda (4.9) dan ¢ = 5 ekanligi kelib
chigadi.

L evklid fazosida noldan farqgli vektorlarning {z,} sistemasi berilgan
bo'lib, e # B bo‘lganda (z4,73) = 0 bo'lsa, u holda {x,} ortogonal
sisterna deb ataladi.

Agar {z,} ortogonal sistema tola bo'lsa, u holda u ortegonal bazis
deyiladi.

Agar {z,} sistema uchun

_J 0, agar o # 3,
(.’L’a,ffﬁ) - { 1, agar a:ﬁ

sharti o'rinli bo‘lsa, u holda u ortonermal sistema deb ataladi.

Ta'rif. To'la evklid fazosi Hilbert fazosi deb ataladi va u odatda H
bilan belgilanadi.

H Hilbert fazosida {z,} ortonormal sistema berilgan bo'lsin. z € H
elementi uchun

Ca = (.’E,$Q)

sonlar, berilgan ortonormal sistema bo‘yicha Fure koeffitsientlari deb

ataladi. Ushbu ¥ ¢4z, qator bo'lsa, z elementning Fure gatori deyiladi.
&

Masalalar

4.3.1. {3 fazosida skalyar ko‘paytmani

oC
=) we
k=1

ko‘rinishda kiritish mumkin ekanligini ko‘rsating.

[+ =]
Yechimi. Y zxy: qatorning yaqinlashishi
k=1

2epye < wﬁ + y%

tengsizligidan kelib chigadi.
Skalyar ko'paytma aksiomalarini tekshiramiz.
2T

oc
1) {z,y) = kzll‘kyk =3 wx = (Y, z);
- i1
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2)

>
(@ +2"y) = Z Ty + ) = Zﬁyx + 2y =
k=1

oC
=S Y o = (o) + ("),
k=1 k=1

3 {(Az,y) = Z it = A Y Tryr = Ma, y);
k=1

4) (z,z) = Zm%>0

(m,m)=2xi=0¢>x1—x2— =z,..=0z=0_
k=1 .
4.3.2, & Ewklid fazosida
(1,0,...,0,...),
(0,1,...,0,...),

.

ortonormal bazisning to‘la ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. x = (x{,&3,...2,,...) € £, xohlagan element va

x(n) = (_7;1,:1:2,. .. ,.'L'n,opo:-' )

bo'lsin. U holda z™ element €1,€2,...,65 fektorla.rning chizigli qo-
big'iga tegishli va n — co da ||z — zuf| — 0, ya'ni z € [Z({e.})].
Demak, [Z({en})] = £2.

4.3.3. [a,b] segmentda barcha uzluksiz funksiyalar fazosida
skalyar ko‘paytmani

b |
=fﬂm@ﬁ (4.10)

ko‘rinishda kiritish mumkin ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Skalyar ko‘paytma aksiomalarini tekshiramiz.
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2)
b
i Jg) = [ () + Saeate)de =
b b
~ [ rnsa+ [ owde= (0 1 o)
b b
3) (Af,g) = [ Af(R)a(t) dt = A [ f(t)g(t) dt = A(f, g);
b
4 (f, )= [Fydt >0, (f f ff2 Jdt=04 f=0.
Bu fazo % [‘:1, bl ko‘rinishda belgllanadl.
4.3.4. Cyla,b} Evklid fazosida
1 2mnt C 2mnt _
7 cosb_ﬁa, s1nb_a., n=12...

funksiyalardan iborat sistema ortogonal sistema ekanligini

tekshiring.
Yechimi. Mumkin bo‘lgan barcha hellarni tekshirib ko‘ramiz:
1)
b R
1 2rnt\ 1 2t gt = lb —a ant |
2/ T 2% b—a" 4 b-al,
L acosil'm(a+ ) sinmn = 0;
2 b—a
2)
1 sin 2rnt\ 1 27mtdt _ 1b- L 2mnt | B
S D B B b—al,
= lb _° sin mn(a + ) sinmne = ;|
4 mn b—a
3)
b b
cos 2rnt sin 27nt _ 2rnt | 2mnt dt = 1 /‘ sin 4rnt
b—a b-a/ [/ “®p—a"b-a 2/ b-a

a

dt =

149
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_ lb-a Osihmt "__Ib—a . 2mn{a+b) | 5 o
8 mn b—al, 4 mn ST e =l
4)
2ant 2 k f
<cos n cos Tt(n + k) o 2rnt Sth(n+k)dt _
b—a b—a b—a b-a
. b ( b
_ 2rt(n + k) 2mnt
_2-/(: Sy dt + /cos—b_ dt =0
5)
b
27t
<cos ik , 810 2ni(n + k) = /cos 2nnt sin 2mi(n + k)dt =
b—a b—a b—a b—a
b
_lfsin2wtn+k Wktdt
2 b—- 2/
6)
X b
. 2mnt 2r(n+ k)t . 2mnt . 2m(n+ k)t
<smb“a,sm P > —/smb_asm b dt =
_lb—afl . 2mkt 1 (e + k)|
e (ksmb—a_ k" b-a ) ke
7)
<sin 2mnt cos 2r(n+ k)> —0.
b—a b—a
Demak, qaralayotgan sistema ortogonal bo‘lar ekan.
4.3.5. L evklid fazosida
fifay i fnse (4.11)

chizigli erkli sistema berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi shart-

larni ganoatlantiruvchi

PP PR

sistema mavjudligini isbotlang:

(4.12)
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1) (4.12) sistema ortonormal;
2) har bir ¢, element fy, fo,..., f,.... elementlarning chi-

zigli kombinatsiyasidan iborat, ya’ni

P = an f1 + an?f?.‘l' co av?n.fn;

3) har bir f, element ¢1,p,..., 9, ... elementlarming chi-
ziqli kombinatsiyasidan iborat, yo’'ni

fn. = bnllpl + bn?‘p? +...+ bnn‘f?n

va b, # 0. (4{.12) sistemaning har bir elementi 1) - 3) shart-
lar bilan bir giymatli aniglonadi (£1 koeffitsientlarini hisobga
olmaganda). '

Yechimi. ¢, elementni ¢; = a1 fi ko'rinishda izlaymiz. Bunda ay
quyidagi shart bilan aniglanadi:

{pr,91) = ||‘f91H2 = a‘%l(flyfl) =1.

Bundan '
1 +1 +fi

T VL) o VL iy

Shunday qilib, ¢, elementning ishorasi hisobga olinmasa, v bir giymath
aniqlanadi. Endi 1) — 3) shartlarni qanoatlantiruvehi ¢y, @9,.. ., 901
elementlar topiladi deb faraz gilamiz. U holda f, elementni ushbu

fn = bnllpl + bn2§02 +.o0+ bnnfl(P'nul + hn

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda k < n bo‘lganda

(h-n,(Pk> = 0

Hagiqatan, b, koeffitsientlar. Demak, h,, element ham quyidagi shart-
lar bilan bir giymatli aniglanadi:

<h'n,) ‘Pk) = (fn - bn]‘gal — ... bnn—lifanﬁl:{ﬂok) =

= (fru (Pk) - bnk(ﬁpk,fpk) = (). |
{hy, hny > 0 ekanligi ravshan ({h,, h,) = O tengligi (4.1) sistema-
ning chiziqli erkliligiga zid bo‘lar edi). Endi ¢, elementni quyidagicha
olamiz:

ha

“n = """‘“"‘"__,o—-—-————(hm hn‘) .
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Natijjada h, va @, elementlar induksiva yordamida fi, fo, ..., f, ele-
mentlar orqali ifodalanadi:

P = anlfl +auafo+ ...+ U fs

1

bu verda a,, = ———
(hﬂa hn.)

. Shu bilan birga,

<99m ‘Pn) = 1: (lpm "-F'k> - 07
fn = bnl(fgl + bn?‘PZ +...+ bnn(aon:- b‘rm = (hﬂ-v hﬂ') ?é 0.

(4.11) sistemadan (4.12) sistemaga o'tish ortogonallashtirish jarayoni
deb ataladi.

4.3.6. L Evklid fazosida {z,} va {y,} ketma-ketliklari beril-
gan bo'lib, 2, — z va y, — y bo‘lsa, u holda {z,,y) — (z,7)
ekanligini isbotlang, .

Yechimi. Koshi — Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra
I(mﬂy) - (xn:-yﬂ” = I(x,y) - (xvyﬂ) + <$,yn> - (xnayn)t <

S '(I»y) - (JE-.ynH + |<$, yn> - <Imyn>| -
= I("T}y - yn)l + |($ - In:yn,” <
< llzllfy = yall + llz — zellllyall-

Yaqinlashuvchi {y,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lgani uchun, teng-
sizlikning o‘ng tomoni n — oo da nolga intiladi. Shu sababli, (z,, y,} —
{z,y). Bundan skalyar ko‘paytmaning uzluksizligi kelib chiqadi.

4.3.7. L PBEvklid fazosining xzohlagan » va y elementlari
uchun parallelogramm tengligi deb ataluvchi

fz+ yl® +llz = yl® = 20|z + (l#i*)
tengligining o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. Norma ta'rifiga ko‘ra

le+ylP+llz—yl’={z+pz+)+{—yz—y) =

= {z,z) + (z,9) + {y,2) + . 0) + (&, 2) — {z,¥) — (1, 2) + (y,4) =
= 2z, z) + 20y, y) = 2([ ) + o}

4.3.8. Skalyar ko‘paytmaning to‘rtinchi aksiomasini

quytdagi aksioma bilan almashtirish mumkin ekanligini is-
botlang:

(r,z) >0, {z,2) =0=2=0.
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Yechimi. = = 0 bo‘lsin. U holda xohlagan A soni uchun
(0,0) = (A0,0) = A(0,0)

tengligini yoza olamiz. Natijada (0,0) = 0 ekanligi kelib chiqadi.
4.3.9. Skalyar ko‘paytma kiritilgan fazoning zohlagan
z,y, z elementlart uchun Apolloniy ayniyati deb ataluvehi

r+y 2

1
_ 2 _ 2:_ . 2 ally —
iz = 2l* + liz = 9l” = Slz - wll" + 5

tengligini isbotlang.
Yechimi. Berilgan tenglikning ikki tomonini ham almashtiramiz:
||~’—'—'$l|2+||-’~’—y||2 g—zz—z)+{z—p2-y) =
={z,2) = {z,2) — (z,2) + (z,z)+
Hzz) = (.2) — (2,9) + (W,9) =
=2({z,2) — {z,2) — (&, )) + {z, 2} + (. 9)-

Ty Lo ol

x4y 'r+y N
+2<z 5 - 5 >—

((z,2) = (w,2) = (=0} + (g 0)) +

1 .
Sllz =yl + 20)z -

o

1
+2z,2) — (z+y2) - oty ety oty =

= 2({z, 2(—(z,2 — {z, 1)) + {z. 2} + (v, 4).
Demak, berilgan tenglik o‘rinli.

4.3.10. Evklid fazosida r va y elementlarning ortogonal
bo‘lishi uchun

=l + lyll? = flx + Il

tengligining zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
Yechimi.. Zarurligi. z L ¥ bo‘lsin. U holda
2 +y|* = (¢ +y,2 +y) =

=(z,z) + 2(37,11) + (g, 9) = ll=ll” + Iyl

Yetarliligi. 2] + ||yl = |z + v||? tenligi o‘rinli bo'lsa, (z,y) = 0
. tenghgi kelib chigadi, ya'ni z 1 y.
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4.3.11. ¢, fazoda v = (x(,22,,..) va y = (y1,4,...) element-
larning skalyar ko ‘paytmasi

{Ty) =D Tl

ko‘rinishda, norma jz| = /{x,z) ko‘rinishda kiritiladi. {;
ning to‘la ekanligini isbotlang.
Yechimi. #; fazoda metrika

plz,y) = ||z~ yi| =

formula bilan aniglanadi. Demak, 3.1.14-misolga ko‘ra ¢; ning to‘la
ekanligi kelib chigadi.

4.3.12. K to‘plam H ning gqism fazosi bo ‘lsa, u holda xohla-
gan f € H elementni

f=g+h gekK, he K+ (4.13)

ko‘rinishda yagona usulda yozish mumkin ekanligini va g ele-
mentning

If —gll = p(f, K) (4.14)

tenglikni ganoatlantirishini isbotlang. Bunda o(f,K) migdor
f nugtadan K fazogacha masofa:

p(f, K) = inf [|f |-
Yechimi. p(f, K) = d belgilashini kiritib, K dan
a_ g2, L
I -flP<d g (=12  (@I5)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi {f,} ketma-ketligini olamiz. Parallelo-
gramm tengligiga ko‘ra

fo— Fall2 4 1(F = oy + (= Fu) P = 200 = full? 41 f - full”] (4.16)

tengligiga ega bo‘lamiz. Shu bilan birga, L’“—-Q*_—f—“ € K bo‘lganligidan,
ushbu

2
- f“—;ﬁ > 4d? (4.17)

N = £+ ~ fE = 4Hf
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teugsizligi o'rinli. Natijada (4.15), (4.16) va (4.17) lardan
1 1 2 2
”fu fm” <9[d2+“—+i2 —4(1,2—“‘—"“;”_2

Bu tengsizlikdan {f,,} ketma-ketlikning fundamental ekanligi ko‘rinadi.
Shu sababli, H tola bo‘lgani uchun, u yaqinlashuvchi. 1141)11 fa=gyg
bo'lsin. K yopiq bo‘lgani uchun ¢ € K. e

Endi (4.15) da n — oc da limitga o‘tsak || f — g|| < d tengsizligiga ega
bo‘lamiz. d ning ta’rifidan || f - - gi| 2 d tengsizligi ham o‘rinli. Natijada,
lif — g|l = d tengligi kelib chiqadi.

Endi f — g = h elementning H* fazosiga tegishli ekanligini isbot-
laymiz.

K to‘plamda noldan farqli xohlagan ¢ element olaylik. Har bir A son
uchun g + Ap € K, u holda

= Aol = If — (g + M) * > d2.

Bu tengsizlikni skalyar ko‘paytmaning xossasidan va | f — gl = d teng-
ligidan foydalanib

~Mh, i) = Mip, ) + APlp,0) 2 0

ko'rinishda yozish mumkin. Natijada ) = é—:;i% bo‘lgan xususiy holda
bl

e kel L e
ey o) (pw)
tengsizligi, ya'ni [{k, 0)|* < 0 tengsizligi kelib chiqadi. Bu tengsizlik
faqat A L ¢ bo‘lgan holda orinli. Demak, ¢ element K ning xohlagan
elementi bo‘lganligidan, A 1 K, ya'ni h € K*.
Shunday qilib f ning (4.13) ko‘rinishda ifodalanishi va uning (4.14)
tenglikni ganoatlantirilishi isbotlandi.
Endi f ni (4.13) ko‘rinishda ifodalash yagonaligini ko‘rsatamiz. Agar

f=g+h=¢+V gdecK hkcK*

bollsa, uholda g — g =H — A tenghglga ega bo'lamiz. Bu tenglikning
chap tomonidagi element K ga, o'ng tomonidagi element K fazosiga
tegishli. Shu sababli ¢ —g¢' L ' — h. Bundan g — ¢’ = ' —h = 0
munosabatiga. ega bo‘lamiz.

>0

T
4.3.13. z element Fure gatorining s, = Y ayx; gismi, z ele-
k=1
mentning I, = Z({z1,2;,...,1,}) qism fazodagi proektsiyasi-
dan iborat ekanligini isbotlang.
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Yechimi. z = s, + (z — s;) bo'lib, s, € H, bo‘lganligi nchun

xr — s, L H, ekanligini ko‘rsatish yetarli.

(x — s, xp) = (x,24) — {8p,23) = ap —ag =0,
ya'ni
x—8, Ly, (k=1,2,...,n)

b;:b‘lgani uchun z—s, L H, ekanligi skalyar ko‘paytmaning xossalaridan
kelib chigadi. . .
4.3.14. Hilbert fazosida Bessel tengsizligi deb ataluvchi

00
> lael® < el
k=1 .

tengsizligini isbotlang.
Yechimi.

Isall + ll2 = sall® = ($0, 80} + (2 — 0.7 — 80) =

= (5117371) + (I?I) - (3: 3n> =

<Zakxk,2akxk>+(wx < Zam>

k=1
= Zai +{z,x) — Zai = (z,z) = ||
k=1 k=1

tengligidan ||z} > {lsal|? tengsmhgl ya’'ni Z ai < ]|:t:||2 tengsizlgi kelib
chigadi. Bu tengsizligida n — cc da hm1tga o‘tsak

o0
> ai < |z

k=1

tengsizligiga ega bo'lamiz. .
4.3.15. (Riss — Fisher teoremasi) H Hilbert fazosida

zohlagan {p,} ortonormal sistema va Y cil <oo sharini
k=1
ganoatlantiruvchi {c,} sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.

U holda ushbu
' = {f, ot);

oG

Z (£ £y =11
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tengliklarni qaﬁoatlantimvchi f € H element mavjudligini is-
botlang.

n
Yechimi. f, = 3 cupp deb olaylik, u holda
k=1
”f-n+p - fn”2 = ”Cn+199n+1 +...+ Cn+p§0n+p"2 =

n+p
= <c'n+1‘19n+1 +...+ CrtpPatpr Carl$nyr T ... + Cn—!—;p(anH’)) = Z Ci
k=n+1

Natijada )" ¢ < oo bo‘lgani uchun { f, } ketma-ketlik fundamental, De-
k=1

mak, yaginlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. hm f, = f bo‘lsin. Endi

{f, i) ni quyidagicha almashtiramiz:

(f: @1) (fTH (Ipl> + (f fm‘Pt - <Z: Ck¢k7¢!> f fﬂs {101.>

T
n > 1 bo‘lganda, <Z CE Pk, tpi> = ¢; bo‘lgani uchun,
k=1

(frpd =i+ {f — fri0i). (4.18)
Endi .
(f = frso0) S I = full - Nl
tengsizligi o‘rinli bo'lganligi uchun n — oo da {f — fu, ;) — 0. (4.18)
ning chap tomoni n ga bog'liq emas. Shu sababli, bu tenglikda n — oo
da limitga o‘tsak (f, ;) = ¢; tengligiga ega bo‘lamiz.
<f—zck90ka f—zckwk> =(nhH->.4
k=1 k=1 k=1
tengligini tekshirish qiyin emas. n — oo da (|f=ful — O
bo‘lganligidan, bu tenglikdan
ZC% = (f’ f) ’
k=1
tengligi kelib chiqadi.
4.3.-16. H separabel Hilbert fazosida har ganday ortonor-
mal sistema ko‘pi bilan sanogli bo‘lishini isbotlang.
‘_Yechlml. .H separabel Hilbert fazosida {w.} ortonormal sistema
berilgan bo'lsin. U holda ixtiyoriy wa va (g har xil elementlari uchun
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le — walt = /2 tengligi o'rinli bo'ladi. Shuning uchun Bz, %) shar-
lari o‘zaro kesishmaydi. Agar sanoqli {¢,} to'plami H da zich bo'lsa,
u holda B(g., %) sharning har birida bu to‘plamning kamida bir ele-

menti mavjud bo'ladi. Shu sababli B(cpm%) sharlar sistemasi ko'pi
bilan sanoqli. Natijada {¢,} ortonormal sistemaning sanoqli ekanligi
kelib chigadi.

4.3.17. H Hilbert fa.zoszda T1,T3, ..., T, ortogonal S'Lstema.
berilgan bo‘lsin. Agar z = 2 z; bo‘lsa, u holda ||z|}? = Z |z

k=1
tengligini isbotlang.

Yechimi.
lzlf? = (=, z) = <Zrk,§j >

k=1
— (on )+ o m) 4+ (a2 = 3 Bl

4.3.18. H Hilbert fazosining x elementi L C H gqism fazoga
ortogonal bo‘lishi uchun zohlagan y € L uchun |jz|| < |z —
y|| tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini
ishotlang.

Yechimi. Zarurligi. £ L L bolsin. U holda xohlagan y € L uchun
{x, y} = 0 tengligi o‘rinli. Shuning uchun

lz—yl>=(x—y, z—v) =

= (z, z) — 2z, v} + (v, v) = f=® + ol > Nz

Yetarliligi. ||z|| < ||z — y|} tengsizligidan 2{z,y} < {y,y) tengsizligi
kelib chigadi. x elementni z = h + k' ko‘rinishda yozib olamiz, bunda
he L, Rk €L+ Natijada

2,y) = (AR, Y) = () + (H,9) = ().

Shu sababli 2(h, ¥} < (y,y) tengsizligini yoza olamiz. Bu tengsizlik
barcha y € L uchun orinli bo‘lganligi nchun y = & bo‘lganda ham o‘rinli
bo‘ladi. Shunday qilib 2{h, &) < (h, h) tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu
tengsizlik (h, k) = 0 bo‘lgandagina o'rinli. b holda = = A/, ya’'ni z €
L+ Demak, z L L.

4.3.19. H Hilbert fazosida zohlagan M gism to‘plami
uchun M C (M) munosabatining o‘rinli ekanligini isbot-
lang.
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Yechimi. M to‘plamidan ixtiyoriy x nugtani-olamniz. U holda z L
M+, yaniz € (M), Demak, M C (M*4)*.
- 4.3.20. H Hilbert fazosida M, N to‘plamlari uchun M C N
bo‘lsa, M+ > N* munosaebatining o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. N to‘plamidan ixtiyoriy x nuqgtani olamiz. U holda z L
N. M C N bo'lganligidan, » 1| M, ya’ni r € ML. Demak, Nt ¢ ML,
4.3.21. Hilbert fazoda polyarlashtirish tengligining o‘rinli
ekanligi isbotlang:

2 _ _ 2 a2 a2
ooy Ml =l o+ il ~ e igl?
4 4
Yechimi. 1}

lz+yl*=(z+y, z+y) =
=@, z+y+{yctyy={crty, 5+ (T +ty y

= ("T?I) + (y:r} + ($:y> + (y1y> =
= (z,z) + (z,9) + (T, 1) + (v, ¥

2)
lz =yl =(z —y,2 —9) =
=z rz-y (- ={-y1)-{z-yy =
= (z,2) = {y,2) — (.9} + (v, ¥) =
= (z,2) — (z,5) - (&,9) + (¥,¥)
1) va 2) tengliklardan quyidagiga ega bo‘lamiz:

= +yll® = llz — l* _ 2(z.9) + 22,9} _
4 4

_ 2z} + (2. 9)]
4

= Re(z,y)
3)
2+ igll® = (& + iy, 2 + iy} =
= (z,z +iy) + i{y,z +iy) =
= (z+y,z) + iz +1iy,y) =
= (z,z) — iy, o{+ iz, 9 + (v.9) =

= (z,z} - iz, ¥) +ilz,y) + (¥, 9)

|z — iyl = {z — i,z — iy) =
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={z.x —iy) —i{y,x — i)z — iy, x) —i{x — y,y) =

= (z.2) +i{y, 1) —i{v,y) + {y,y) =

= {z, ) +ilz,y) - iz, y) + (¥}
3) va 4) tengliklardan quyidagiga ega bo‘lamiz:

Mzt ayll® — lle —iyl® _ i[=2¢z,y) + 2z, y)]
4 4

_ 2z ) — (z,9)]
4

= tIm(z,y)
Natijada

Re(z,y) +ilm(z.y) = (z.y)
munosabatl o‘rinli.

4.3.22. Quyidagi normalangan fazolarning Evklid fazosi
bo‘lmasligini isbhotlang:

a) £y, (p 21, p#2) fazosi;

b) C[0,1] fazosi.

Yechimi. a) [, (p > 1,p # 2) fazosida z = (1,1,0,...), y =
(1,-1,0,...) vektorlarni qaraymiz. U holda

r+y=(20,..) z-yv=(0,20,..)

va. 1
2l = llgll = 27, |z -yl = lz +y| =2
bo‘lganligi sababli '

ll + 9l + |z -yl = 2(|=1* + liy]l*)

parallelogramm tengligi o‘rinli bo'lmaydi.

b) C[0,1] fazosida z(t) = 3, y(t) = 'Lt elementlarni garaymiz.
Ushbu

y ety =1

munasobatlardan parallelogramm tengligi o'rinli bo‘lmaydi. .
4.3.23. Hilbert fazosida ||z| = ||y|| bo‘lsa, u holda = -y L

24y (romb diagonallari perpendikulyar) bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi.

bS] =

1
lzll = llgll = 5, lle =yl =

<$ +y,T - y) = {.’L‘,:E) + (y,ﬂ’f} - (G'J,y} — (y,y) =
= |zl ~ llyli* = ilz}|* — |z[|* = 0.
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Mustaqil ish uchun masalalar

1. Cyla. bl fazosida

1 2mnt . 2mnt 19
- COSs Y -
7 Py Smb-a’ n , 2,

ortogonal sistemaning to‘la ekanligini isbotlang.

2. Separabel bo‘imagan Evklid fazosiga misol keltiring.

3. Har qanday cheksiz o‘lchamli separabel Evklid fazosida sanoqli
ortonormal bazisning mavjud ekanligini isbotlang.

4. Birorta ham ortogonal bazisga ega emas separabel bo‘lmagan
evklid fazosiga misol keltiring.

5. To'la Evklid fazosida ortonormal bazisning mavjud ekanligini
isbotlang.

6. Evklid fazosida xohlagan =, ¥, z, f elementlar uchun ushbu

2 =2l - lly = ¢ll < liz—yll - Iz =t + lly = =]l - = — 2]

tengsizligining o'rinli ekanligini isbotlang.
7. Haqiqly L normalangan fazosining xohlagan z,y elementlari
uchun ushbu

lz + i + llz = yll* = 204l + llyll*)

parallelogramm tengligi o‘rinli bo‘lsin. Unda

1
(@ y) = (e + ol ~ llz - o)

formula (z,z) = ||z||* tenglikni qanoatlantiruvchi skalyar ko‘paytmani
aniqlashini isbotlang,

8. C[0,1} da (z,z) = ||z||* tenglikni ganoatlantiradigan skalyar
ko‘paytmani aniglash mumkin emas ekanligini isbotlang.

9. L Evklid fazosi bo'lib z, y1, y» € L elementlar uchun z.1 y va
1 y» munosabatlar o'rinli bo‘lsa, u holda xohlagan a va 3 sonlar uchun
zJ. (ean + (By2) munosabatning o'rinli ekanligini isbotlang.

10. L Evklid fazosining = elementi A C L to'plamning har bir ele-
mentiga ortogonal bo‘lsa, u holda z element A to‘plamiga ortogonal
deyiladi va z 1 A ko‘rinishda belgilanadi. Agar 2.1 A bo‘lsa, u holda
z 1 [#(A)] ekanligini isbotlang,

11. L Evklid fazosidagi A gism to‘plamining har bir elementiga
ortogonal bo‘lgan barcha elementlar to‘plamini A ning ortogonal
to‘ldiruvchisi deb ataymiz va A* orqali belgilaymiz. A+ to‘plam L ning
qism fazosi bo'lishini isbotlang.
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12. Evklid fazosining to‘ldiruvchisi ham Evklid fazosi beo'lishini is-
botlang.

13. Hilbert fazosining ga’tiy normalangan fazo ekanligini isbotlang,.

14. M va N lar H Hilbert fazosining gism fazolari bo'lib, M LN
bo‘lsa, u holda M + N to‘plamining ham gism fazo bo‘lishini isbotlang.

15. ¢, fazoda shunday M to‘plamiga misol keltiringki, M + M1
to'plami £; bilan teng bo‘lmasin.

16. £ da berilgan ushbu

1 1 1
g = (1,@,@,@,...), EelN

ketma-ketlikning chiziqli qobig‘l Iz ning hamma verida zich ekanligini
ishotlang. ‘

17. H Hilbert fazosida yopiq gqavariq M to'plami berilgan bo'lsin. M
to‘plamda eng kichik normaga ega elementning bor ekanligini isbotlang.

18. £, fazoda normasi eng kichik normaga teng elementi bo‘lmagan
yopiq to‘plam tuzing. :

19. [a, b| segmentda barcha uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
Ha,b) fazosida skalyar ko‘paytmani

b
, @) = [ oue + =@y ) d

ko‘rinishda aniqlaymiz. H,[a, ] Hilbert fazosi bo‘ladirmi?
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Topologik fazolar

5.1. Topologik fazolar

Metrik fazolarda metrika yordamida ochiq shar, atrof tushunchalari-
ga ta'riflar berilib, ular yordamida ochiq to‘plam aniqlanadi. Boshqa
fundamental tushunchalar asosida ham ochiq to‘plam tushunchasi
yotadi. Ochiq to‘plamni metrika yordamida emas, aksiomalar orqali
aniqlash g'oyasi natijasida topologik fazolar nazariyasi paydo bo‘lgan.

Ta’rif. Aytaylik, X to‘plamning qism to‘plamlaridan iborat T sis-
tema quyidagi shartlarni-qanoatlantirsin:

I}ber, Xcr

2) T sistemasiga tegishli G,,a € I (I indekslar to‘plami)

n
to‘plamlarning birlashmasi | ]G, va chekli sondagi (| Gy kesishmasi
24

k=1
Yana T sistemasiga tegishli,

U holda 7 sistemasi X to‘plamda berilgan topologiya deyiladi.

(X, 1) jultlikga topologik faze deyiladi. '

T sistemaning elementlarini ochig to‘plamlar deb, ochiq
to‘plamlarning to‘ldiruvchilarini  yopig to‘plamlar deb ataymiz.
Topologik fazoning elementlari uning nugtalari deb ham ataladi.

Topologik fazolardagi boshlang‘ich fundamental tushunchalar
ro‘yxatini keltiramiz: .

-z € X nugtaning efrofi — shu nuqtani o'z ichiga oluvchi ixtiyoriy
ochiq to‘plam;

-~ X D M to'plamning urinish nuqtasi — ixtiyoriy atrofida A
to‘plamning kamida bitta elementi mavjud bo‘lgan nuqta;

-~ X D M to‘plamning yopilmasi [M] — M ning barcha urinish
nuqtalari to‘plami; -

— X D M to'plamning limit nuqtasi — ixtiyoriy atrofida o‘zidan
boshga M to‘plamning kamida bitta nuqtasi mavjud bo‘lgan nuqta,

- X D M to'plamning hesila fo‘plami M’ — M ning barcha limit
nugtalari to‘plami;

— M to‘plamning ichi int(M) — M to‘plardagi barcha ochiq gism
to'plamlar birlashmasi;
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— X fazoning hamma yerida zich to‘plam — yopilmasi X fazoga teng
bo‘lgan to‘plam,;

- Separabel fazo — hamma yerida zich sanoqli qism to‘plainga ega
fazo.

Berilgan X to‘plamning qism to‘plamlaridan iborat turli sis-
temalar topologiya shartlarini qanoatlantirishi, ya'ni X to‘plamda turli
topologiyalar kiritilishi mumkin. Bunda turli topologik fazolar hosil
bo'ladi.

X to‘plamda 7,7y topologiyalar berilgan bo‘lib, 7, C 75 munosabat
orinli bo‘lsa, u holda 7 topologiva 7 topologiyaga nisbatan kuch-
lirog topologiya deyiladi va 7 < 7 ko'rinishda yoziladi. Bu holda 7y
topologiya’ni 7, topologiyaga nisbatan kuchsizrog (sustrog) ham deyi-
ladi.

X topologik fazoda ochiq to‘plamlardan iborat & sistema berilgan
bo'lsin. Agar X fazodagi har bir ochiq to'plamni & sistemaga. te-
gishli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishda ifodalash mumkin bo'lsa,
u holda # sistemani X fazodagi topologiyaning bazasi deb ataladi.
Sanoqli bazaga ega bo‘lgan topologik fazoga sanogli bazaga ega fazo yoki
sanoglilikning tkkinchi aksiomasini ganoatlantiruvchi fazo deyiladi.

z € X nuqtaning biror atroflaridan iborat sistemasini %, orqali
belgilaylik. Agar z nuqtani o'z ichiga oluvchi ixtiyoriy U ochiq to‘plam
uchun, shunday V' € 4 to'plam topilib, V C U bo'lsa, u holda &,
sistema z nuqta atroflarining aniglouchi sistemasi deb ataladi. Agar
sanoqli %, sistema mavjud bo‘lsa, u holda = nuqgtada sanoglilikning bi-
rinchi eksiomasi bajarilgan deyiladi. Agar X fazoning har bir nuqtasida
sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilsa, u holda X ni senoglilikning
birinchi aksiomasiga ega fazo deb ataymiz.

{M,} to'plamlar sistemasi va A to‘plam uchun 4 ¢ |J M, bo'lsa, u

- holda {M,} sistema A to‘plamning goplamasi deb atalagi. Agar {M,}

goplamaning biror {M,,} qismi ham A uchun qoplama bolsa, u holda
{M,,} sistema { M, } qoplamaning qism goplamasi deyiladi. Agar {M,}
qoplamaga tegishli har bir to'plam ochiq (yopiq) bo‘lsa, u holda {Mya}
sistemani ochiq (yopig) goplama deb ataymiz.

X topologik fazoda {z.} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar z nug-

taning ixtiyoriy U atrofi uchun, shunday ng soni topilib, n > ny tengsiz-

likni qanoatlantiruvchi barcha n natural sonlar uchun z, € U o‘rinli
bo‘lsa, u holda z nugta {z,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

X va Y topologik fazolar, f : X — Y akslantirish bolib, z € X
nuqta berilgan akslantirishning aniqlanish sohasiga tegishli bo‘lsin.
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Agar y = f(z) nuqgtaning ixtiyoriy U, atrofi uchun, # nugtaning shun-
day V. atrofi mavjud bo'lib, f(V.) C U, bo'lsa, u holda f akslantivish
r nugtada uzluksiz deb ataladi. X fazoning barcha nugtasida uzluksiz
bo‘lgan akslantirishga X fezeda wzluksiz akslantirish deyiladi.

Quyida ajratish aksiomalari deb ataluvehi shartlarni keltiramiz.

To — aksiomasi: X topologik fazoming witiyoriy ikkita har zil z va
y nugtalari uchun bu nugtalarning kamida bittasining ikkinchicing o'z
ichiga -olmaydigan atrofi mavjud.

11 — aeksiomasi (ajratishning birinchi aksiomasi): X topologik fazo-
ning ixtiyorty ikkita har zil * ve y nugtelari uchun, = ning y nugtani
0z ichiga olmaydigan O, atrofi, y ning = nugtant oz ichiga olmaydigan
0, atrofi mavjud.

Ty — oksiomasi (ofratishning skkinchi yoki zausdorf eksiomasi): X
topologik fazoning ixtiyoriy ikkita her zil x va y nugtalart o‘zaro kesish-
maydigan O, va O, atroflarga ega.

Topologik fazoda berilgan to‘plamning atrofi deb, shu to'plamni o'z
ichiga oluvchi ixtivoriy ochiq to‘plamga aytiladi.

T3 — eksiomasi (ajratishning uchinchi aksiomasi): X topologik fazoda
iztiyoriy nugta va bu nugia tegishli bo‘lmagan iztiyoriy yopig to‘plam
o‘zaro kesishmaydigan atroflarge ega.

Ty (¢ € {0,1,2,3}) aksiomasini ganoatlantiruvchi topologik fazoni
T: — fazo deb ataymiz.

11 va Ty aksiomalarni qanoatlantiruvehi topologik fazo requlyar de-

yiladi.
Ty akstomasi (normallik aksiomast). T, -fazoda ixtiyoriy ikkita o‘zaro
kesishmaydigan yopig to‘plamlar o'zare kesishmaydigun atroflarga ega.
Ty aksiomasini qanoatlantiruvchi fazo nermal deb ataladi.

Masalalar

5.1.1. Ikki elementdan iborat X = {a,b} to‘plamda 7 =
{@,{b}, X} sistemaning topologiya bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi. Topologiya aksiomalarining bajarilishini tekshiramiz:
1) 7 sistemaning berilishiga ko'ra 0, X € 75
2)
pu{db} ={b}er, -
puX ={tuX=Xer,
Pn{p}=0NnX=0¢r,

bnX ={b}er
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5.1.2. X metrik fazoda barcha ochiq to‘plamlardan iborat
T sistemaning topologiya bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi. 7 sistemaga tegishli to'plamlarning ixtiyoriy birlashmasi
G = |J G, va chekli sondagi S = ﬂ G} kesishmasining ochiq to‘plam
k=1

aed ]
bo‘lishini ko‘rsatamiz.

(¢ to'plamga tegishli ixtiyoriy r nuqta olaylik. U holda bu nuqta
U G, birlashmadagi to‘plamlarning kamida bittasiga, aytaylik, Gg,
jc}c?rplamga tegishli bo'ladi. G, to‘plam ochiq bo'lganligidan, = nugta-
ning bu to‘plamda yotadigan V, atrofi mavjud. Natijada V, C G,, C
¢ munosabatni yoza olamiz. Bu munosabatdan G to‘plamning ochig
ekanligi kelib chigadi.

n
Endi S = ) G to‘plamdan ixtiyoriy = nuqta olaylik. Bu nugta
k=1
Gy, k = 1,n to'plamlarning har biriga tegishli bo‘ladi. z nuqtaning
G to‘plamda yotadigan V,, = B(x, ;) atrofini olamiz. Bundan z nug-
taning € = min{ey, &2, ...,e,} atrofi uchun V. C V, k = 1,...,n
munosabatni yoza olamiz. U helda V, C S, ya'ni S ochiq to‘plam.

5.1.3. X to‘plamda berilgan topologiyalarning ixtiyoriy
sondagi kesishmasi shu to‘plamda topologiya bo‘lishini ighot-
lang.

Yethimi. X to‘plamda berilgan har bir 7,, o € I topologiya uchun
X, 0 € 7, bo'lganligidan, X,0 € 7.

&

() 7o kesishmadan olingan ixtiyoriy G., to‘plam har bir 7, sistemaga
o
tegishli bo'ladi. Bundan 7, sistema topologiya bo‘lganligi sababli
n
UG, € 7y va [) Gk € 7, munosabatlar o‘rinli. U holda
5

k=1
Uére (ra
v a
va

n
ﬂ Gk S ﬂTO_,,
k=1 &3

ya'ni ()7, Kesishma topologiya boladi.

5.1?4. X to‘plamning biror qism to‘plamlaridan iborat
# sistemani o‘z ichiga oluvchi minimal topologiya mavjud
bo‘ladi (uni # sistema paydo elgan topologiya deb ataymiz
va 7(%B) ko‘rinishda belgilaymiz). Isbotlang.
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Yechimi. # sistemani o'z ichiga olnvchi topologiyalar maviid
(mnisol uchun # sistema X ning barcha gism to‘plamlaridan iborat
topologiyaning ichida yotadi). Bu topologiyalarning kesishmasi (5.1.3-
misolga qarang) % sistemani oz ichiga oluvchi minimal topologiya
bo‘ladi.

5.1.5. (X, 1) topologik fazonzng wxtiyoriy & ba,zasz quyidagi
shaertlarni qanoatlantirishini isbotlang:

1) Iztiyoriy x € X nugta kamida bitta G € # to‘plamga
tegishli bo‘ladi;

2) Agar r € X nuqta # bazaga tegishli G| va G,
to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘lsa, u holda shunday
G3 € # to‘plam mavjud bo‘lib, x € G; C GGy munosabati
o‘rinli bo‘ladi.

Yechimi. 1) X ochiq to‘plam bo‘lganligidan, uni % bazaga te-
gishli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishda ifodalash mumkin. Shu-
ning uchun X ning har bir nuqtasi % bazaga tegishli to‘plamlarning
biriga tegishli bo'ladi.

2} G1[ Gy kesishma ochiq to'plam bo‘lganligidan, uni % bazaga
tegishli to‘plamlarning birlashmasi korinishda ifodalash mumkin. Bir-
lashmadagi to‘plamlarning kamida bittasiga z nuqta tegishli bo‘ladi.
Ushbu to‘plamni G5 orqgali belgilasak,

IEGa C G]_ﬂGg

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

5.1.6. X to‘plamning qism to‘plamlaridan iborat B sistema
quyidagi shartlarni ganoatlantirsin: _

1) Ixtiyoriy z € X element kamida bitta G € @ to‘plamga
tegishli;

2) Agar r € X nugta # sistemaga tegishli G, va G,
to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘lse, u holda shunday
G3 € # to‘plam mavjud bo‘lib, z € G3 C G, Gy munosabati
o‘rinli bo‘ladi.

U holda # sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi
ko‘rinishda ifodalanadigan barcha to‘plamlardan iborat T{)
sistema X to‘plamda topologiya hosil etishini isbotlang.

Yechimi. 1) shart bo‘yicha ixtivoriy z € X element # sistema-
ning kamida bitta to‘plamiga tegishli. Bu to‘plamlarning birlashmasi
X to'plamni beradi, ya'ni X € 7(%#).

& sistemaga tegishli har bir to‘plamga bo'sh to‘plam qism to‘plam
bo'ladi. Bu bo‘sh to‘plam 7(#8) sistemaga ham tegishli bo‘ladi.
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7{98) sistemaga tegishli to'plamlarning ixtiyoriy sondagi |G, bir-

lashinasini garaylik. DBu birlashmadagi har bir toplam o‘rniga, uning
Z sistema to‘plamlarining birlashmasi ko‘rinishdagi ifodasini go‘ysak,
natijada 48 sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi hosil bo‘ladi.
Bundan |JG, birlashmaning 7(%) sistemaga tegishli ekanligi kelib
chiqadi. )

Endi 7(#8) sistemaga tegishli to‘plamlarning chekli sondagi kesish-
masi ham shu sistemaga tegishli bo'lishini ko‘rsatamiz. A, B € 1(4)
bo'lib, A = |G, va B = | Gp bo'lsin, bunda G,,, G5 € #. U holda

a g

AN B =JGa(Gs)
a,b

tengligini yoza olamiz. 2) shart bo‘yicha G, [ Gz kesishmaga tegishli
har bir  nugta uchun z € G C G,{)| G munocsabatni ganoatlanti-
radigan G' € # to‘plam topiladi. Ularning barchasining birlashmasi
Go[VGp to‘plamni beradi, ya'ni G,[|Gp kesishma 7(8) sistemagn
tegishli. Ularning 98 sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi

ko‘rinishdagi ifodalarini | (G, () Gg) ifodaga qo‘ysak £ sistemaga te-

a4
gishli to'plamlarning birlashmasi hosil bo‘ladi. Bundan A[} B kesish-

maning 7(98) sistemaga tegishli ekanligi kelib chiqadi.

Demak, 7(#) sistema topologiyaning barcha shartlarini qanoatlanti-
rar ekan.

5.1.7. (X, 1) topologik fazoda B C T sistemasi T topologiya-
ning bazasi bo‘lishi uchun gquyidagi shartlarning bajarilishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang:

1) Iztiyoriy z € X element kamida bitta G € # to‘plamga
tegishlz;

2) Ager z € X nugta % sistemoga tegishli G, va G,
to‘plamlarning kesishmasiga tegrishli bo‘lsa, u holda shunday
Gz € & to‘plam mavjud bo‘lib, x € G3 C GGy munosabati
o‘rinli bo‘ladi;

3) Ixtiyoriy G € 7 to‘plam va har bir z € G nuqgta uchun
r € G, C G munosabatni ganoatlantiruvchi G, € & to‘plam
mavjud. :

Yechimi. 1) va 2) shartlar bajarilganda % sistema X topologik
fazoning bazasi bo‘lishi 5.1.6-misolda ko‘rsatilgan.

3) shartning bajarilishidan ixtiyorty G € 7 to‘plamni G = |G,
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ko‘rinishda ifodalash mumkin ekanligi kelib chigadi. Demak, # s to'plam ichida yotadigan V, atrefi mavjud. Bundan r € mt(X \ M),
7 topologiyaning bazasi bo‘ladi. ya'ni X \[{M] C int{ X'\ M) munosabatning o'rinli ekanligi kelib chigadi.
- i 4. . - ;. . . . i w gy gy - WA CLUE Y - 1ot - :
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qisin to'plamning yopiq emasligi kelib chiqadi. Shu bilan birga, m ¢ N,
bo‘lganligidan, qaralayotgan topologik fazosi Ty-fazo bo‘ladi.

5.1.15. X topologik fazoda to‘plam yopilmasi quyidagi zos-
salarga ega ekanligini isbotlang:

a) M C [M];

b) agar My C M bo‘lsa, u holda [M,} C [M;];

C) Eﬂ’fl U A‘fg] = {.‘\JI] U MJQ],’

d) [|M]] = [M].

Yechimi. a) M to‘plamning xohlagan nuqtasi shu to‘plamning
o'ziga urinish nuqta bo‘lganligidan, M C [M l;

[M;] to‘plamga tegishli xohlagan = nugtaning har bir atrofida

M, to'plamning, demak, M, to‘plamning kamida bir elementi mavjud
bo'lgani uchun z € [M,], ya'ni [M)] C [M);

c) My © My UM, My C M; UM, munocsabatlar va b) xossadan
[1"’[1 U Mg] » [_ﬂrfl] U [Mg] munosabat kelib chigadi,

Endi [M; U M3] to‘plamdan xohlagan = nuqta olib x ¢ [A)] U [Moa]
deb faraz gilamiz. U holda z nuqtaning M; va A, to‘plamlar bilan
kesishmaydigan U, atrofi mavjud bo‘ladi. Bundan

U, MM UMY =0

ya'mi z ¢ {M; U Ms|. Bu ziddiyatdan [M; U My] C [M;] U [My] muno-
sabatining o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

d) a) xossadan [M] C [[M]] munosabati o‘rinli.

([M]] to‘plamdan olingan ixtiyoriy z nuqtaning har bir U, atrofiga
[M] to‘plamning kamida bitta 2’ nuqtasi yotadi. U, to‘plam 2’ nugta
uchun ham atrof bo‘ladi. Demak, bu atrofda M to‘plamning kamida
bir nuqtasi bor, ya’ni z € [M]. Demak, [M] D [[M]].

5.1.16. Sanogli bazaga ega X topologik fazoning separabel-
ligini isbotlang.

Yechimi. {G,} sistema X fazoning biror sanoqli bazasi bo'lsin. Bu
bazaning har bir G, elementidan ixtiyoriy r, nuqta olaylik. T = {z,}
sanogli to'plam X fazoning hamma yerida zich ekanligini ko'rsatamiz.
Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni X # [T] bolsin. U holda G = X \ [T
bo'sh bo‘lmagan ochiq to‘plam be‘lganligidan, uni {Gn} bazaga tegishli
biror Gy to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishda ifodalash mumkin.
zr € Gy, bo'lganligidan, z; € G muncsabat o'rinli bo‘lishi kerak. Bun-
day bo‘lishi mumkin emas, chunki G N T = §. Demak, X = [T).

5.1.17. Agar X sanogli bazaga ega topologik fazo bo‘lsa,
u holda uning irtiyoriy ochig goplamasidan sanoglicha gism
.gqoplama ajratib olish mumkin ekanligini isbotlang.
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Yechimi. {O,} sistema X topologik fazoning ixtivoriy ochiq qop-
lamasi bo'lsin. U holda X fazoning har bir x nuqtasi kamida bitta O,
to'plamga tegishli bo'ladi. Agar {G,} sistema X tapologik fazoning
sanoqli bazasi bo'lsa, bu sistemadan r € G,(x) C O, munosabatni
qanoatlantiradigan G, (z) to‘plam topiladi. Shunday usul bilan tan-
langan (1) to‘plamlar sistemasi sanoqlicha bo'lib, X fazoning qop-
lamasi bo‘ladi. Har bir Gp{z) to‘plam uchun, uni o'z ichiga oluvchi
0, to'plamlarning bittasini tanlaymiz. Bunday usul bilan tanlangan
to‘plamlar sistemasi ham sanoglicha bo‘lib, {O,} qoplamaning qism
qgoplamasi bo‘ladi.

5.1.18. (X,7) topologik fazoda M C X to‘plam berilgan
bo‘lsin. r nugtaning M to‘plamga urinish nugta bo‘lishidan,
M to‘plamda r ga yaginlashuvchi ketma-ketlikning mavjud
bo‘lishi kelib chigadimi?

Yechimi. Umuman olganda, kelib chigmasligi quyidagi misoldan
ko‘rinadi. X = [0, 1] bo'lib, T topologiva X va bo‘sh to’plam bilan birga
{0, 1] segmentdan chekli yoki sanoqli sondagi nuqgtalarni olib tashlashdan
hosil bo‘lgan to'plamlardan iborat bo'lsin.

Bu fazoda faqat statsionar ketma-ketliklar, ya'ni biror hadidan bosh—
lab barcha hadlari o‘zaro teng bo‘lgan ketma-ketliklar yaginlashuvehi
bo‘ladi.

Hhaqiqatan, {z,} statsionar ketma-ketlik bo‘lib, biror n natural son
uchun z, = Ty = Ty42 = ... bo'lganda z = z, nuqta {x,} ketma-
ketlikning limiti bo'ladi. Sababi uning ixtivoriy atrofida berilgan ketma-
ketlikning » hadidan boshlab barcha hadi jovlashgan.

Endi {z,} ketma-ketlik statsionar bo‘lmagan holni ko‘ramiz.
Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni berilgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi
bo'lib, # nugta uning limiti bo'lsin. [0,1] segmentdan {z,} ketma-
ketlikning barcha hadlarini (agar = berilgan ketma-ketlikning biror
hadiga teng bo‘lgan holda, bu hadidan boshqa barcha hadlarini} olib
tashlashdan hosil bo‘lgan to‘plam ochiq bo'lib, z ning ‘atrofi bo‘ladi.
Ravshanki, = nuqtaning bu atrofida {z,} ketma-ketlikning ko‘pi bi-
lan chekli hadlari joylashgan bo‘ladi. Demnak, z nuqgta berilgan ketma—
ketlikning limit nuqtasi bo'lohnaydi.

Shuning uchun, agar M sifatida (0, 1} yarim intervalni olsak, u holda
M to‘plamda 0 € X nuqtaga yaqinlashuvchi ketma-ketlik mavjud emas.
Shu bilan birga, 7 topologiyaning bo‘sh to‘plamdan boshqa barcha ele-
mentlari cheksiz to‘plamlardan iborat bo‘lganligidan, 0 nuqtaning ix-
tiyorly atrofida M ning kamida bitta elementi mavjud bo‘ladi, ya'ni

e [M].
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5.1.19. X sano‘qlilikning birinchi aksiomasini gonoat-
lantiruvchi topologik fazo bo‘lib, M C X bo‘lsin. Agar r € [M]
bo‘lsa, u holda M to‘plamda x nugtaga yaginlashuvchi ketma-

ketlikning mavjud bo‘lishini isbotlang.
" Yechimi. Sanoqli {O,} sistema z € [M] magta atroflarining
aniglovehi sistemasi bo'lsin. O,.; € O, munosabat o‘rinli deb olish
T

mumkin (aks holda O, o‘rniga [] O kesishmani olar edik). = € [M]

bo‘lganligidan, Oy ga tegishli mkkel M nuqta mavjud bo'ladi. Natijada,
x nuqtaning ixtiyoriy atrofining ichida yotadigan {O,,} sistema elementi
mavjud bo'lganligidan, x nugta {z,} ketma-ketlikning limiti bo'ladi.

5.1.20. X wvae Y topologik fazolar bo‘lsin. f: X — Y aks-
lantirish uzluksiz bo‘lishi uchun Y fazodagi har bir A ochig
to‘plamning X fazodagi f'(A) asli ochig bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. f: X — Y uzluksiz akslantirish va A C Y
biror ochiq to‘plam bo‘lsin. B = f}{A) to‘plamning X da ochiq ekan-
ligini ko‘rsatamiz. B to‘plamga tegishli ixtiyoriy z nuqtani olaylik. U
holda A to'plam f(z) = y nugtaga atrof bo‘ladi. Bundan f akslantirish
uzluksiz bo‘lganligidan, # nugtaning biror V; atrofi f(V;) C A muno-
sabatni qanoatlantiradi. Demak, V; C B munosabat o'rinli ekanligi
kelib chigadi, ya'ni B ochiq bo‘ladi.

Yetarliligi. Y fazoning har bir A ochiq to‘plamining f~'(A) asli

achiq to'plam bo‘lsin. X fazoning ixtiyorly z nuqtasini va y = f{x)
nuqtaning ixtiyoriy U/, atrofini qaraylik. U, ochiq to‘plam bo‘lgani
uchun f~}(U,) ochig bo'lib, bu to‘plam z nuqtaning atrofi bo‘ladi.
F(FYU,)) C U, munosabatdan f akslantirishnig z nuqtada uzluksiz
ekanligi kelib chigadi. z nugqta X fazodan ixtiyoriy tanlab olinganligi
uchun f akslantirish X fazoda uzluksiz bo'ladi.

5.1.21. (X,n) va (Y, ) topologik fazolar bo‘lib, f : X — Y
akslantirish X ni Y ning ichiga o‘tkazsin. .

flim) = {f‘l(G) G e Tg}

gistemaning X to‘plamda topologiya bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. f~(r,) sistemaning topologiya aksiomalarini qanoat-
lantirishini tekshiramiz:

1) f{(X) C Y munosabat o‘rinli bo'lib, ¥ € 7 bo‘lganligidan, X =
FHY) € f~!(r). Shu bilan birga, @ = f~1(#) € f(m2).

2) f~1(m) sistemaga tegishli ixtiyoriy O, to‘plamlarni olaylik. U
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holda

Orr - f .;{Gn)s G”, & T2.

JO = (GCa) = 7 (U G) .

Endi |G, € ™2 bd‘lganligidan,

Bundan

| JOa€ 7 (m).

Shu bilan birga,

Noe= (s = ﬂc:k € 17 m).

Demak, f~1(7;) sistema topologiyaning barcha aksiomalarini ganoat-
lantirar ekan.

5.1.22. Ti-faozo bo‘lmaydigan topologik fazoga misol kelti-
ring.

Yechimi. 5.1.1-misolda garalgan X = {a,b} topologik fazoda a
nugtaning & nugtani o'z ichiga olmaydigan atrofi yo'q. Shuning uchun
bu fazo Ty-fazo bo'lmaydi.

5.1.23. T\-fazoda bitta nuqtalz to‘plamning yopiq bo‘lishini
ko‘rsating.

Yechimi. Tj-fazodan ixtiyoriy z nuqta olaylik. Agar z # y bo'lsa,
u holda y nugtaning x nuqtani o'z ichiga. olmaydigan O, atrofi mavjud,
ya'ni y ¢ [z]. Demak, =z = {z].

5.1.24. Ti-fazoda chekli to‘plamning yopiq bo‘lishini
ko‘rsating. :

Yechimi. Tj-fazoda chekli A = {aj.as,...,a,} to‘plam berilgan
bo'lsin. U helda .

A= | J{or}
k=1

tengligini yoza olamiz. 5.1.23-misolda Tj-fazoda bitta nuqtadan iborat
to'plamning yopiq to‘plam bo'lishi, 5.1.10-misolda esa topologik fazoda
yopiq to‘plamlarining chekli sondagi bxrlashmasx yopiq to‘plam bo‘lishi
ko‘rsatilgan. Demak, A yopiq to‘plam.

5.1.25. Ty-akstomasini qanoatlantirmaydigan topologik fa-

zoda chekli to‘plam ham limit nugtaga ega bo‘lishi mumkin
ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi. X = {a,b} to'plamda 7 = {0, {b}, {«,b}} topologiyani
garasak, a nugta {b} to'plam wchun limit nuqta bo‘ladi.

5.1.26. r nugtaning 1i-fazodagi M to‘plamga limit
nugta bo‘lishi uchun, bu nuglaning riiyoriy U atrofige M
to‘plamning cheksiz ko‘p element: tegishli bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. = nugta M to'plamning Hmit nuqtasi be'lsin.
Teskarisidan faraz qilaylik, ya'ni = nuqtaning shunday U atrofi mavjnd
bo'lib, bu atrofda Af to‘plamning (agar * € M bo'lsa, n holda
z dan boshga) fagat chekli zi,zo,...,%, nuqtalarigina joylashgan
bo'lsin.  5.1.24-misoldan {zy,zs,...,2,} to‘plamning yopiq ekanligi,
5.1.9-misoldan esa V = U\ {z;,29,...,2,} to'plamning ochiq ekan-
ligi kelib chigadi. z € V bo‘lganligidan, V' to‘plam z nuqtaning atrofi
bo'lib, V i M\ {z} = @ tenglik o'rinli. Bu ziddiyatdan bizning farazi-
mizning noto*g'ri ekanligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. To‘plamning limit nugtasi ta’rifidan bevosita kelib
chiqadi.

5.1.27. T-faze bo‘lib, T)-fazo bo‘lmagan topologik fazoga
masol keltiring.

Yechimi. X = [0,1] bo'lib, 7 topologiya bo'sh to‘plam bilan birga
[0, 1] segmentdan chekli yoki sanogli sondagi nugtalarni olib tashlashdan

hosil bo'lgan to‘plamlardan iborat bo‘lsin. Bu topologik fazo Ti-fazo

bo‘ladi. Hagqigatan, o‘zaro teng bo‘lmagan ixtiyoriy z,y € X nuqta-
lar uchun atroflarni, mos ravishda, O, = X \ {y} va Oy, = X \ {z}
ko'rinishlarda aniqlasak, u holda z € O, va y ¢ O,.

Endi z,y € X nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan atroflari yo‘q
ekanligini ko‘rsatamiz. G, va G, to‘plamlar, mos ravishda, = va y
nuqtalarning ixtiyoriy atroflari bo'lsin. U holda G, = X \ A va
Gy = X \ B, bunda A va B lar [0,1] segmentning ko‘pi bilan sanoqli
gism to‘plamlaridir. Natijada

NGy =(X\A)N(X\B)=X\(AUB).

AU B to'plam ko‘pi bilan sanoqli bo‘lganligidan, X \ (AU B) # 0.

5.1.28. (X, 7) Hausdorf topologik fazoning zohlagan (M, 7))
qism fazost Hausdorf fazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X Hausdorf fazo bo‘lganligidan, M to'plamga te-
gishli xohlagan z, ¥ nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan O, O, atroflari
mavjud bo‘ladi. O.NM va O,NM to‘plamlar z va y nuqtalarning M fa-
zodagi o‘zaro kesishmaydigan atroflari bo‘ladi, ya'ni (M, 1) Hausdorf
fazosi bo'ladi. .
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5.1.29. Quyidagi tasdiglarning o‘zaro ekvivalent ekanligini
ishotlang:

1) T3-aksiomasi;

2) X topologik fazodagi har bir x nuqtaning ixtiyoriy atrofi
uchun, shu atrofda yopilmasi bilan birga yoladigan r nugta-
ning biror atrofi mavjud.

Yechimi. X topologik fazoda T3-aksiomasi o'rinli bo'lsin. z € X
nuqtaning ixtiyoriy O, atrofini olaylik. T3-aksiomasiga ko'ra X \ O,
yopiq to'plamning va x nugtaning o‘zaro kesishmaydigan, mos ravishda,
U va G, atroflari mavjud. Natijada

G, CX\UCX\(X\0,) =0,.

Shu bilan birga, X \ U to'plam yopiq bo‘lgantigidan, [G,] ¢ X \ U,
ya'ni [G,] C O,.

Endi 2) tasdiq o'rinli bo‘lsin. X fazodan ixtiyori§ z nuqta va bu
nugta tegishli bo'tmagan ixtiyoriy M yopiq to‘plamni garaylik. 2) tas-
diqga ko‘ra X \ M to‘plamda yopilmasi bilan hirga toliq yotadigan
z nuqtaning G atrofi mavjud. X \ [G] to‘plam M to‘plamning atrofi
bo'lib, :

GNX\[G) CcGN(X\G) =18,
ya'ni T3 aksiomasi bajariladi.

5.1°30. Ixtiyoriy regulyar X topologik fazoning Ti-fazo
bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. z,y € X bo'llib, 2 # ¥ bo'lsin. T-aksiomasiga ko‘ra
z nuqtaning y nuqgtani o'z ichiga olmaydigan O, atrofi mavjud. Ti-
aksiomasiga ko‘ra x mugta va X \ O, yopiq to‘plamning o‘zaro kesish-
maydigan atroflari mavjud. X \ O, to‘plamning atrofi y nugta uchun
ham atrof bo‘ladi. Demak, Ty aksioma bajariladi.

5.1.31. Iztiyoriy X metrik fazoning normal topologik fazo
bo‘lishini ishotlang.

Yechimi. X metrik fazoda o‘zaro kesishmaydigan yopiq A va
B to‘plamlar berilgan bo'lsin. X \ B ochiq to‘plam bo'lib, A C
X \ B bo'lganligidan, A to‘plamga tegishli ixtiyoriy # nuqtaning B
to‘plam bilan kesishmaydigan O, atrofi mavjud. Natijada, z nuqta B
to'plamdan musbat g masofada joylashgan bo‘ladi. Xuddi shunday,

B to‘plamning ixtiyoriy y nuqtasi A to‘plamdan musbat Py masofada
joylashadi. A va B to‘plamlarning, mos ravishda, I/ = U § (27, P—’)
zeA

vaV = t JB S (y. %) atroflarini aniglab, ularning o‘zaro kesishmasligini
ye

ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz, ya'ni shunday = element mavijud
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bolib, z € UNV bokin. U holda 4 va B to'plamlardan, mos ravishda,
shunday xg va y, nugtalar topilib, p{rg, z) < ﬁf’ va plyn, z) < %

tengsizliklari o'rinli bo'ladi. -Aniglik nchun p, < p, bo'lsin. U holda

Py +@<Eﬂ+pyu

plzo.y) < plzo, z) +p(z, w) < 5 5 S T = P

va'ni gy € S(yo, py,)- Bu esa p,, ning aniglanishiga zid. Demak, UNV =
@, ya'ni X fazo normaldir.

Mustagqil ish uchun masalalar

1. X topologik fazoning M gism to‘plami uchun quyidagi tenglikni
ishotlang:

(M) ={{P: McP=[PlcX}.

2. X topologik fazosida o'zaro kesishmaydigan ochiq A va B

to'plamlar uchun [A] N B = @, int[A] N int[B] = @ tengliklari o'rinli

ekanligini isbotlang.

3. X topologik fazosida 71 va 73 topologiyalar aniglangan bo'lib,
71 < 7, munosabati o‘rinli bo‘lsa, u holda har bir A C X to‘plam uchun
[A],, C [A];, munosabatining o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

4. X fazosida ochiq P to'plam va xohlagan @ gism to‘plami uchun

int([P N Q)) = int[P] N int[Q]

tengligining o‘rinli ekanligini isbotlang.

5. X fazosidagi xohlagan ochiq G to‘plam uchun F' = [G]\ G to‘plam

X fazosining hech gayerida zich emasligini isbotlang.
6. X fazosining hech gayerida zich bo‘lmagan A C X to'plamuing
yopilmasi hamn X ning hech qayerida zich bo‘lmasligini isbotlang.

7. X fazoning hech qayerida zich bo'lmagan ochiq to'plam bo'sh -

bo‘lishini isbotlang.

8. X fazoning hamma yerida zich A gism to‘plam va X da ochiq
xohlagan U/ to'plam uchun (U] = [A N U] tengligining o‘rinli bo‘lishini
isbotlang.

9, Normal fazoning yopiq gism to'plami normal bo‘lishini isbotlang.

10. Yakkalangan nuqtalarga ega bo‘lmagan T} - fazoning hamma
yerida zich bo‘lgan qism fazosi ham yakkalangan nuqtalarga ega
bo‘lmasligini isbotlang.

11. Regulyar bo‘lmagan sanoqli Hausdort fazoga misol keltiring.
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5.2. Topologik fazolarda kompaktlik

X topologik fazo bo‘lib, ¥ uning biror qism fazosi bo‘lsin. Ochiq

to'plamlarning {G, : « € A} sistemasi uchun ¥ C |} G, bo'lsa, n
aEA
holda bu sistema Y to‘plamning ochig qoplamasi deb ataladi.

Agar ochiq qoplama chekli elementlardan iborat bo‘lsa, u holda u
chekli ochig goplama deyiladi.

Agar topologik fazoning ixtiyoriy ochiq qoplamasidan chekli gism
goplama ajratib olish mumkin bo'lsa, u holda bu topologik fazo kem-
paktli deyiladi.

Ty aksiomasini qanoatlantiruvchi kompaktli topologik fazoni kompakt
deb ataymiz. .

M to'plamning qism to‘plamlaridan iborat {A} sistemadan xohla-
gancha olingan chekli sondagi to‘plamlarning kesishmasi bo‘sh
bo‘lmasa, u holda {A} sistema markazlashgan deb ataladi.

Agar X topologik fazoning har bir cheksiz gism to‘plami kamida bir .
limit nugtaga ega bo‘lsa, u holda bu fazo sanoqli-kompaktli deyiladi.

Masalalar

- 5.2.1. Iztiyoriy [o, b] kesma kompakt to‘plamdir.
Yechimi. [a,b] kesmaning intervallar bilan qoplamasidan chekli qop-
lama ajratib olish mumkinligini ko‘rsatish yetarlidir.
Aytaylik, # = {/,} intervallar sistemasi uchun [a, b} C | J I, bo‘lsin.

’ o3
C orqali [a, b] kesmaning shunday z nuqtalarini belgilaymizki, bunda

la, 2] kesma F sistemaning chekli intervallari bilan qoplangan bo‘lsin.
C bo'sh bo‘lmagan to‘plamdir. Hagiqatan, a soni biror I, intervalga
tegishliligidan, {e, o] C I,, ya'nia € C.

zg = sup C' bo'lsin. Shunday I, = (¢/, z") € & mavjudki, 1’ < 1y <
z”. Aniq quyi chegara ta’rifidan shunday z € C mavijudki'z’ < z < zg.
[@, x] kesma # sistemaning chekli intervallari bilan qoplangani uchun
[a, xp] ham bu sistemaning chekli intervallari bilan qoplanadi. Bundan
0 € C.

Agar xy < b desak, u holda (zy, z") oraliqda C to'plamning nug-
tasi topiladi, bu esa z¢ ning aniq quyi chegara ekenligiga ziddir. Hosil
bo‘lgan ziddiyatdan zy = b kelib chiqadi, ya’ni [a, z] kesmani & siste-
maning chekli intervallari bilan qoplash mumkin.

5.2.2. X topologik fazo kompaktli bo‘lishi wuchun
uning yopiq to‘plamlardan iborat har bir markazlashgan sis-
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ternasining kesishmasi bo‘sh bo‘lmasligp zarur vae yetarti
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligh X kompakt topologik fazoning biror yopiq
to‘plamlaridan iborat markazlashgan {F,} sistemasi berilgan bo‘lsin.
G, = X \ F, to'plamlardan iborat {G.} sistemaga tegishli chekli
sondagi G1, Gy, - .., G, to'plamlar uchun

CJGFCJ(X\GJ:X\DE

i=1

tengligidan va {F,} sistemaning markazlashgan ekanligidan, U1G #

X ekanligi kelib chiqadi, ya'ni {G,} sistemaning hech bir chekli gismi
X fazo uchun qoplama bo‘la olmaydi. U holda X kompaktli bo‘lgani
uchun, {G,} sistemaning o‘zi ham X fazoning goplamasi emas, ya'ni
|JGqo # X. Bundan

o

UE\F) =X \[VF#X.

Demak, [ £ # () ekanligi kelib chigadi.

Yetarl?ligi. X topologik fazoning biror {G,} ochiq goplamasi beril-
gan bo‘lsin. F, = X \ G, yopiq to'plamlarning {F,} sistemasi uchun

NFe=NX\Ga) =X\ JCa=0.

Masala sharti bo‘yicha, X fazodagi yopiq to‘plamlarning xohlagan
markazlashgan sistemasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega. Shu sababli
{F,} sistema markazlashgan bo‘la olmaydi. U holda bu sistemada ke-
sishmasi bo‘sh bo‘lgan chekli sondagi Fi, Fy, . .., F,, to'plamlar mavjud.

Bundan - m o
X=X\ (ﬂFk) = J&X\F) =G
k=1

k=1 k=1
Demak, xohlagan {G.} ochig qoplamadan chekli goplama ajratib olish
mumkin ekan, ya’ni X kompaktli.

5:2.3. Kompaktli X tepologik fazoning mohlagan cheksiz
gism to‘plami kamida bir limit nuqtaga ega bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. Aksinchasini faraz gilamiz, ya'ni bironta ham limit nug-
taga ega bo'lmagan cheksiz M C X to‘plam mavjud bo'lsin. U
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holda M to'plamidan bitta ham limit nuqtaga ega bo‘lmagan sanoqli
M, = {z1,29,...} to'plam ajratib olish mumkin. Natijada yopiq
M, = {zp,zn41,...} to'plamlar kesishmasi bo‘sh bo‘lgan markazlash-
gan sistema hosil etadi. Bu X fazoning kompaktli bo'lishiga zid, ya'ni
farazimiz noto'gri.

5.2.4. Kompaktli X toplogik fazoning zohlagan yopig F
gism to‘plami kompaktli bo‘lishint isbotlang.

Yechimi. F gism fazoning yopiq qism to‘plamlaridan iborat xohla-
gan {F,} markazlashgan sistemani olamiz. Bu sistemaga tegishli har
bir £, to‘plam X fazosida yopiq bo‘ladi. X kompaktli bo‘lganligidan,
NFy # 0. Demak, 5.2.2-misol bo‘yicha, F' kompaktli bo‘ladi.

* 5.2.5. Kompakining yopiq qism to‘plami kompakt bo‘lishini
isbotlang.

Yechimi. 5.1.28-misolda Hausdorf fazoning xohlagan qism fazozi
Hausdorf bo'lishi, 5.2.4-misolda esa, kompaktli topologik fazoning yopiq
qism to‘plamining kompaktli bo‘lishi ko‘rsatilgan. Natijada kompakt-
ning yopiq qism to‘plami kompakt bo‘lishi kelib chigadi.

5.2.6. X Hausdorf fazoning xrohlagan kompakt K qismi
to‘plami yopiq bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X Hausdorf fazo bo‘lgani uchun, xohlagan z € K
va, xohlagan y ¢ K nugtalarning o‘zaro kesishmaydigan U, va Vi
atroflari topiladi. {U, : z € K} sistema K uchun ochig qoplama
bo‘ladi. K kompakt bo‘lgani uchun {U; : = € K} qoplamaning chekli
UssUs,y ..., Uz, qism qoplamasi mavjud. Bu gism qoplamadagi hech
bir to‘plam b1lan 4 nuqtanmg

T g T,
V,=Vanvan..nv

-atrofi kesishmaydi, ya'ni

VU, WU, u.. .Ul )=0

K cU,uU,U...UU;, munosabati o‘rinli bo‘lgani uchun y ¢ [K].
Bundan K to‘plamning yopiq ekanligi kelib chiqadi.
5.2.7. Har bir kompakt normal fazo bo‘lishini isbotlang.
.Yechimi. A va B to‘plamlar K kompaktning o‘zaro kesishmaydi-

. gan-yopiq qism to'plamlari bo'lsin. -5.2.5-misoldan A va B to‘plamlar

kompakt ekanligi kelib chigadi. 5.2.6-misoldan A to‘plam va har bir
¥ € B nuqtaning o‘zaro kesishmaydigan Uy, va V, atroflarining mavjud
ekanligi kelib chiqadi. Demak, K kompakt regulyar fazo bo‘lar ekan. B

- to‘plamning {V, : y € B} ochiq qoplamasidan chekli {V},, V,,,...,V,.}
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gism goplama ajratib olamiz. U holda

AcUs=U,nU,N...A0,

2

BcVp=V, uV,u...uV,

Ya
UsnVp =10

munosabatlar o'rinli. Demak, K kompakt normal fazo bo'ladi.

5.2.8. Kompaktli fazoning uzluksiz akslantirishdagi obrazt
kompaktli fazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X kompaktii topologik fazo, f esa X ni biror ¥ topologik
fazoga uzluksiz akslantirish bo'lsin. f(X) fazoning xohlagan {V,}
ochiq qoplamasini qaraymiz. f akslantirish uzluksiz bo'lganligi sababli
F7Y(V,) to'plamlar ochiq bo'lib, {f71(V,)} sistema X fazoning ochiq
qoplamasi bo‘ladi. X fazo kompakili bo'lgani uchun chekli

{F710A), F7 (W), (V)
gism qoplama mavjud bo‘ladi, ya'ni X C kLiJl f1{V&). Bundan

it

T n
(X)crs (U /I (Vk)) =) =Uve
k=1 k=1 k=1
Demak, f(X) fazo kompaktli.

5.2.9. X kompeakini Y Hausdorf fazosiga o‘zaro bir qiy-
matli uzluksiz ¢ akslantirish gomeomorfizm bo‘lishini isbot-
lang. '

Yechimi. X fazosidan xohlagan yopiq F to‘plamimi olamiz. F
kompakt (5.2.5-misolga garang) bo‘lgani uchun, G = ¢(F} to'plam
© (5.2.8-misolga qarang) kompakt boladi. Natijada 5.2.6-misol bo‘yicha
G to'plam yopiq. Demak, ¢! akslantirishda xohlagan yopiq F ¢ X
to‘plamning proobrazi yopiq. Bundan ¢ ! akslantirishning uzluksiz
ekanligi, demak, ¢ ning gomeomorfizm ekanligi kelib chiqadi.

5.2.10. Quyidagi shartlarning o‘zaro ekvivalent ekanligini
ishotlang: :

i) X fazosining har bir sa.noqh ochiq goplamasi chekli gism
goplamaga ega;

1) X fazosining yopiq gism to‘plamiaridan iborat har bir
sanoqli markazlashgan sistemasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga
ega.

. qilsak, u holda
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Yechimi. i) shart o‘rinli bo'lib, vopiq to‘plamlarning sanogli {F),}
markazlashgan sistemasi berilgan bo‘lsin. Agar ﬂ F, = [D deb faraz
n=1
{Gn, : Gn =X \ EL}

ochiq to‘plamlar sistemasi X fazosi uchun ochiq qoplama bo‘ladi.
Hagiqatan,

Gy U(X\F,,)_X\QF X.

1 r=1 n=1

i) shart bo'yicha {G,} qoplamaning chekli G, Gy, ..., Gy, qism qop-
lamasi mavjud. U holda

k k k
M Fu =X\ Ga) =X\ JGr =0
i=1 i=1 i=1
Bu {F,} sistemaning markazlashgan ekanligiga zid.
Endi ii) shart o'rinli bo'lib, X topologik fazoning sanoqli {G,} ochig
qoplamasi berilgan bo'lsin. F, = X \ G, yopiq to‘plamlarning {F,}
sistemasi uchun

ﬂ ﬂX\Gn):X\UGF@.'
n= n=1 n=1

s

mn

Masala sharti bo vicha, X fazosidagi yopig to‘plamlarning xohla-
gan sanoqli markazlashgan sistemasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega.
Shu sababli {F,} sistema markazlashgan bo‘la olmaydi. U holda
bu sistemada kesishmasi bo‘sh bo‘lgan chekli sondagi Fy, Fy, .. Fm
to‘plamlar mavijud. Bundan

X=X\(ﬂFk) :D (X\Fy) = Uc;k

k=1 k=1
Demak, {G,} ochiq gqoplamadan chekli qgoplama a,Jra.t1b olish mumkin
ekan, ya'ni i) shart o'rinli.

5.2.11. X topologik fazo sanogli-kompakt bo‘lishi uchun
yopiq gism to‘plamlardan iborat har bir sanoqli markazlash-
gan sistemasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. Sanoqli-kompakt X fazoning yopiq
to‘plamlaridan iborat sanoqli {F,} markazlashgan sistema beril-

gan bo'lsin. @, = kﬂ F. bo'lsin. {F,} markazlashgan sistema
=1
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bo'lganligidan va yopig to'plamlarning kesishmasi yopiq bo'lganligidan,
har bir &,, to'plam bo‘sh bo'lmagan yopiq to‘plam bo‘ladi. Shu bilan
birga,

¢ 0d0...0¢,D...

munosabat, demak, (| ®, = () F, tengligi o‘rinli. Natijada quyidagi
ikki hol bo‘lishi mumkin:
1 — hol. Birer ng natural sonidan boshlab

(I)nu = q)'ng-’rl = -

tengliklari o'rinli. U holda
[ ®n =@, # 0.

n>l

2 - hol. &, to‘plamlar orasida cheksiz sondagi o'zaro har xil
to‘plamlar mavjud. Bu holda barcha @, lar o‘zaro har xil bo'lgan
holni qarash yetarli. z, € ®, \ ®,;1 nuqtalardan iborat {z,} ketma-
ketlik X fazoning cheksiz gism to‘plami bo‘ladi. X sanoqli-kompakt
bo‘lganligidan, {z.} ketma-ketlik kamida bitta z; limit nuqtaga ega.
Tns Tntl, - - - Dugtalar &, to'plamiga tegishli bo‘lganligidan, xg nugta @,
uchun ham limit nuqgta bo'ladi, ®, to‘plamning yopiqligidan zy € d,,.
Bundan z4 € &, ya'ni (9, # 0.

Yetarliligi ega 5.2.2 va gQ.lO-misallardan kelib chigadi.

5.2.12. Metrik fazodan olingan E to‘plamning kom-
pakt bo‘lishi uchun uning sanogli-kompakt bo‘lishi zarur va
yetarli.

Yechimi. Zarurligi. F to‘plam kompakt bo'lsin. £ to‘plamdan
ixttyoriy {z,} ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikning birorta ham
qismiy ketma-ketligi F da yaginlashuvchi emas deb faraz gilaylik. U
holda £ to‘plamning har bir z elementi berilgan ketma-ketlikning faqat
chekli hadlarinigina o'z ichiga oluvchi V(z) atrofga ega bo‘ladi. Bu
atroffar £ uchun ochiq qoplama hosil giladi. £ kompakt bo‘lgani uchun
chekli sondagi z, 23, ..., z; € E elementlar mavjud bo‘lib,

ECV(z}uV{z)U...UV(z)

munosabat o'rinli bo'ladi. Ammeo bu munosabatning o‘rinli bo‘lishi
mumkin emas, sababi V(z;) U V{z) U ... U V(z) to'plamlarga {z,}
ketma-ketligining fagat chekli sondagi hadlari tegishli, E to‘plamga esa
barcha hadlari tegishli. Bu ziddiyatdan farazimizning noto’g'ri ekanligi
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kelib chigadi. U holda E dan olingan ixtivoriy ketma-ketlik # da yagin-

. lashuvchi qismiy ketma-ketlikka ega ekan. Bundan esa E to'plamning

ganogli-kompakt ekanligi kelib chigadi.

- Yetarliligi. £ sanoqli-kempakt to'plam bo'lsin.  Faraz qilaylik E
kompakt bo‘lmasin. U holda F to'plamdan chekli gism goplama ajratib
olish mumkin bo‘lmagan {G,} ochiq gqoplamasi mavjud bo‘ladi. Nolga
intiluvchi kamayuvchi {g,} sonli ketma-ketlik olamiz. E uchun chekli
g-to'r tuzib (Hausdorf teoremasi bo'yicha chekli e-to‘r tuzish mumbkin),
bu to‘rning har bir elementi atrofida radiusi ¢; bo‘lgan shar hosil
gilamiz. Sanogli-kompakt to‘plamning yopiq gism to‘plami sanoqli-
kompakt bo‘lgani uchun hosil gilingan har bir shar yopilmasining F
to‘plam bilan kesishmasi sanogli-kompakt bo‘ladi. Bu kesishmalar-
dan hosil bo‘lgan to'plamlarning diametrlari 2¢; sonidan katta emas.
Natijada E to'plam diametrlari 2e; sonidan katta bo‘lmagan chekli
sondagi sanoqli-kompakt to‘plamlarning birlashmasi Ko‘rinishda ifoda-
lanadi. Farazimiz bo‘yicha {G,} sistemaning chekli qism goplamasi
mavjud emas. U holda birlashmadagi sanoqli-kompaktlarning hech biri
ham chekli ochiq qoplamaga ega emas. Bu sanogli-kompaktni E; orqali
belgilaymiz.

Endi F) to‘plam uchun chekli £s-to'r tuzamiz va bu to‘rning har
bir elementi atrofida radiusi 5 ga teng shar hosil qgilib, E; to‘plamni,
yuqotidagiday qilib, diametlari 2¢; sonidan katta bo‘lmagan chekli
sondagi sanogli-kompaktlarning birlashmasi ko'‘rinishda ifodalaymiz.
Bu birlashmadagi {G,} sistemaning chekli sondagi to‘plamlari bilan

goplanmaydigan kompakt to‘plamni E, orgali belgilaymiz.

Bu jarayonni cheksiz davom ettirsak sanoqli-kompaktlarning ka-
mayuvchi

EDE]_DEQD..:

ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. Bu ketma-ketlikdagi hech bir sanogli-
kompakt {G,} sistemaning chekli sondagi to'plamlari bilan qoplan-
maydi va diamF,, — 0. & element bu kompaktlarga tegishli umumiy
nuqta bo'lsin (5.2.10-misolga qarang). £ € E bo‘lgani uchun {G,} sis-
temaga tegishli G, to'plam topilib, £ € G,, boladi va 2¢,,, < & bo'lsin.
U holda E,,, C G, Bu farazimizga zid. Demak, E to'plam kompakt.

Mustagil ish uchun masalalar

1. Sanogli bazaga ega topologik fazoning xohlagan ochiq qoplainasi
sanoqli qism qoplamaga ega ekanligini ishotlang .
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2. Kompaktli topologik fazoda aniqlangan ixtiyoriy uzluksiz sonli
funksiva shu fazoda chegaralangan bo‘lib, o'zining aniq quyi va aniqg
yuqgori chegarasiga ega bo'lishini isbotlang,

3. Ti-fazo sanoqli kompakt bo‘lishi uchun uning nuqtalaridan iborat
xohlagan ketma-ketlik kamida bir limit nuqtaga ega boflishi zarur va
vetarli ekanligini isbotlang.

4. Sanoqh bazaga ega topologik fazoda kompakt va sanoqli kompakt-
likning o‘zaro teng kuchli ekanligini isbotlang.

5.  Sanoqgli-kompaktli topologik fazoning xohlagan yopig gism
to*plamining sanoqli-kompaktli fazo bo‘lishini isbotlang.

6. [0,1) yarim intervalning kompakt emasligini ko‘rsating.

7. & barcha haqigqiy sonlar ketma-ketliklar fazosida

{z = (zn) : |za| <1}

to‘plamning kompaktligini ko‘rsating.
8. Agar topologik fazoda aniglangan har bir uzluksiz funksiya
chegaralangan bo‘lsa, u holda bu topologik fazo kompakt bo‘ladimi?
9, Kantor to‘plaminig kompakt ekanligini ko‘rsating.

5.3. Chiziqli topologik fazolar

E to‘plam quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, u holda E chizigli

topologik fazo deyiladi:

a) F chizigli fazo;

b) E topologik fazo;

¢} E da qo'shish va songa ko'paytirish amallari uzluksiz.

Qo‘shish va songa ko‘paytirish amallarinig uzluksmhgl quyidagini
anglatadi:

1) agar zp = Zo + %o bo'lsa, u holda 2 nuqtaning ixtiyoriy U atrofi
uchun zy va yg nugtalarning mos ravishda V va W atrofiari topilib,
ixtivoriy € V,¥ € W nugtalar uchun x + y € U sharti bajariladi;

2) agar yo = Aozo bo'lsa, u holda yo nugtaning ixtiyoriy U atrofi
uchun ry nuqtaning V' atrofl va £ > 0 soni topilib, ixtiyoriy z € V va
|X — Ao| < £ lar uchun Ax € U sharti bajariladi.

E chiziqli topologik fazo va A C E bo'lsin .

Agar Vr € A, Vo, ja| £ 1 uchun ar € A boflsa, u holda A mu-
vozanatlashgan to‘plam deyiladi.

Agar ¥z € & uchun shunday a > 0 topilib, o~z € 4 bo'lsa, u holda
A yutuvchi to‘plam deyiladi.
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AgarVz, y€ A, Ve, 3, |a| + |3] € 1 uchun ax + 3y € A bo'lsa, u
: holda A absolyut gavarig to'plam deyiladi.

. Agar nolning har bir U atrofi uchun shunday Ay > 0 soni topilib,
. barcha A > Ag uchun A € AL/ munosabati bajarilsa, u holda A chegara-
dangan to'plam deyiladi.

Chiziqli topologik fazoning ixtiyoriy bo‘sh bo'lmagan ochlq to'plami
bo‘sh bo'lmagan qavariq ochiq gism to‘plamga ega bo‘lsa, u holda bu
: ,fazo lokal gavarig deyiladi.
Chizigli fazolarda topologiya kiritishning asosiy usullaridan biri bu
‘yarim normalar sistemasi orgali aniglangan topologiyadir.

E chiziqli fazo va % = {ps|pe : E — R, @ € A} yarim normalar
sistemasi bo‘lsin.
" Ushbu

U(pla P20 Py E) = {SE S E . P;(SL') < £, Zh:m—},

bunda py, p2,- -+ ,pp € P, £ > 0, to‘plamlar sistemasi £ fazo nolining

atroflarini tashkil etadi. .
Agar har bir z € F| = # 0, uchun shunday p, € A topilib, p,(2z) # 0

bo'lsa, u holda £ yarim normalar sistemasi ajratuvchi deyiladi.

E chiziqli fazo, & yarim normalar sistemasi va M C E bo'lsin. Agar

p € &2 uchun shunday ¢, soni topilib, barcha z € M uchun p(z) < ¢,

tengsizligi bajarilsa, M to‘plam p yarim norma bo‘yicha chegaralangan
deyiladi.

Masalalar

- 5.3.1. Chiziqli topologik fazoning U ochiq to‘plami gavarig
bolishi uchun U + U = 2U tengligi bajarilishi zarur ve yetar-
lidir.
E:Yechimi. U ochiq qavariq to‘plam bo‘lsin. U + U = 2U ekanligini
ko‘rsatamiz.

z € U+ U bo'lsa, u holda z,y € U nuqtalar topilib, z = z +y tenligi
o'rinli. U qavariq bo‘lganligidan, %(:c + y} € U. Bundan

1 1
z—2(§m+§y) E?U,
yami U + U C 20U,

Endi z € 2U bo‘lsa, u holda z = 2z, 2 € U. Bundan z = z+x € U+U,
ya'ni 2U C U + U, Demak, U + U = 2U.
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Endi U + U = 2U bo'lsin. r,y € U nugtalarni olamiz. U holda
zt+y € U+U U4U = 2U ekanligidan, x+y € 2U. Bundan %(:r:-«-y) e U
Bundan m m

ury (1—§;y) ev,
bu verda 0 < < 1. Endi U ochiq to‘plam ekanligidan, ixtiyoriy
0 <t<1uchuntz+ (1 —1t)y €U, yani U qavariq to‘plam.

5.3.2. A absolyut gavarig to‘plam bo‘lishi uchun uning mu-
vozanatlashgan va gavarigligi zarur va yetarlidir.

Yechimi. Absolyut qavariq to‘plamning muvozanatlashgan va
qavarigligi bevosita ta'rifdan kelib chiqadi.

Aksincha A muvozanatlashgan va qavariq, z, y € A va {a| + 13| <1
bo‘lsin. Agar @ = 0 yoki 3 = 0 bo'lsa, u holda ax + Sy € A ekanligi
ravshan.

a # 0, 3 # 0 deylik. U holda A muvozanatlashgan ekanligidan,

ixeA,ﬁeA.

|

Endi A ning qavarigligi va
ol 18 _

lal +18]  laf + 5]

m

1

tengligidan

_ ol o A8
ax + By = (lof +|51) (|a| + 18] ] * || + 18] |5|y) <4

5.3.3. Chizigli topologik fazoda Ti-aksioma bajarilishini
ko‘rsating.

Yechimi. Aniglik uchun z = 0 nuqtani va bu nuqgtani o'z ichiga ol-
magan F yopiq to‘plamning o‘zaro kesishmaydigan atroflari mavjudligi-
ni ko'rsatamiz.

U = E\ F bo'lsin. Ayirish amalinig uzluksizligidan nolning W atrofi
to'pilib, W — W € U munosabati bajariladi.

[W] C U ekanligini ko‘rsatamiz. y € [W] bo'lsin. U holda y nuqta-
ning ixtiyoriy atrofi, jumladan y + W atrofi W to'plam bilan keshishadji,
ya'mi z € (y + W) N W nugqta mavjud. U holda z — y € W. Bundan

y=z—(z2—y)eW-WCvy,

ya'ni [W] C U.
Endi W va E\ [W] ochiq to‘plamlar 0 nugta va F to‘plamlarning
o‘zaro keshishmaydigan atroflari. bo‘ladi.
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5.3.4. s barcha hagqigiy sonlar ketma-ketligi fazosida

pi?((Tk')) = |-r'n.l1 (-rk) € 3, (51)

n € N, yarim normalar sistemsi ajratuvchi ekanligini
ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, z = (z;) € 5, z # 0 bo‘lsin. U holda shunday
n € N topilib, z, # 0. Demak, p,(r) = |z.| # 0, ya'ni, {p,} varim

- normalar sistemasi ajratuvchi bo‘ladi.

5.3.5. s fazoda (5.1) formula orgali aniglangan topologiya

P, ) = g e G s 62

metrika orgali aniglangan topologiya bilan ustma-ust
tushishini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik,

y

U(pl: P2, 3 Pn, E) et {.’.IC €8 pi(x) <.51 1 :L_n}

yarim normalar hosil etgan nolning atrofi bo‘lsin. U holda bar bir 1 <
i < n uchun |z;| < €. Bundan (5.2) ga asosan, p(0,2) < €, ya'ni  nuqta
p metrika bo‘yicha nolning e-atrofiga tegishlidir.

Aytaylik,  nugta p metrika bo‘yicha nolning e-atrofiga tegishli, ya'ni
p(0,z) < e bo'lsin. £ > er; bo‘lgan n sonini olamiz. U holda

T € U(pl: 1?21 Dy E)‘

Demak, bu topologiyalar ustma-ust tushadj.

5.3.6. F ehizighi fazo va & yarim normalaer sistetnasi
boflsin. M C FE to‘plamn chegaralangan bo‘lishi uchun bu
to‘plam har bir p € @ yarim norma bo‘yicha chegaralangan
bo‘lishi zarur va yetarli.

Yechimi. Zarurligi. M C E to‘plam chegaralangan be'lsin. Har bir
p € & uchun _

Up, 1) ={r € E:px) <1}
ochig to‘plamni garaylik.

M to‘plami chegaralangan ekanligidan, shunday Ay > 0 soni topilib,
barcha A > Ag uchun M € AU(p, 1) munosabati bajariladi. Demak,
barcha r € M uchun p(z) < Ag tengsizligi bajariladi. _

Yetarliligi. Endi M to'plam har bir p € 4% yarim norma bo‘yicha
chegaralangan bo‘lsin, ya'ni har bir p € 2 uchun shunday ¢, soni topi-
lib, barcha z € M uchun p(z) < ¢, tengsizligi bajariladi.
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[/ nolning biror atrofi bo‘lsin. U holda sunday py, pa,. .-+ ,p, € 2,
£ > 0, topilib,

U(pl: P2 P E) C U

bajariladi. Ag = £ max{c,,, --- ,¢;,} bo'lsin. U holda har bir z € M
uchun p;(z) < ¢, ekanligidan, p;(z) < A¢g kelib chigadi. Demak, z €
MlU(py, D2, yPny €), yami M C AU,

5.3.7. C{0,1) - (0,1} intervalda aniglangan barcha haqiqiy
uzluksiz funksiyalar fazosi bo‘lsin. C(0,1) fazoda f funksiya
atroflari sistemasi

V(fe)={9€ C(0,1) - |f(t) —9(®) <&, Vi€ (0,1)}

ko‘rinishdagi to‘plamlardan iborat bo‘lsin. Bu topologiyada
go‘shish amali uzluksiz bo‘lib, songa ko‘paytirish amali uzluk-
giz ernasligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, g,k € C(0,1), f = g+ h bo'lsin.

V(g,e) + V(h,e) C V(f,2)

ekanligini ko‘rsatamiz.
o € Vig,e), hh € V(h,e), fi = g1+ hy bo'lsin. U holda V£ € (0,1)

uchun |g(t) — g1(t)| < € va [h(t) — hi1(t)| < € tensizliklar o'rinli. Bundan

L (8) = A8 = lg(t) — g1(t) + h(t) — M (8)] <

< lg(t) — qa(t)] + |R(t) — P (B)] < 2¢,

yami f; € V(f,2¢). Demak, C(0,1) fazoda qgo‘shish amali uzluksiz
bo‘ladi.

Faraz qilaylik songa ko‘paytirish amali ham uzluksiz bolsin. f(t) =
%‘ funksiyasini olaylik. U holda shunday & > 0 soni topilib, [A| < §
tensizligini qanoatlantiruvchi barcha A € R sonlari uchun

AV(f,6) C V{0,1)

munosabati bajariladi. Bundan A = % uchun

d
§|f| <1,

ya'ni ¥¢ € (0,1) uchun

- <t
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tensizligi bajariladi. Bundan & < 0. Bu esa 4 > 0 ekanligiga zid. Hosil
bo‘lgan ziddivatdan C'(0,1) fazoda songa ko'paytirish amali uzluksiz
emasligi kelib chigadi.

5.3.8. LYQ, %, u) — (%, p) o'lchovli fazoda aniglangan bar-
cha haqiqiy o‘lcovli funksiyalar fazosida

Ule,8) = {f € LYNQ, T, 1) : A€ X, p(Q\ A) < 6§, | fxal < e}

to‘plamlarni garaylik, bunda £ > 0, § > 0. Quyidaegilarni isbhot-
long:

1) MU (g, 8) = U(|\|e, 6), bunda A #0;

2) Ul(e, ) + Ule,8) C U(2¢,26),

3) N{U(e,8) : = » 0, 6 > 0} = {0}.

Yechimi. 1) Faraz qilaylik f € AU(g,d), A # 0. U holda shunday
g € U(e, &) topilib, f = Ag. Endi g € U(g, 8) bo‘lganligidan,

JAe X = u(Q\A) <4, |gxa| <&

Bundan
|Fxal = [Agxal < |Ale.
Demak, f € U(|)e, d).
Endi f € U(JAle, 6) bo'lsin. U holda

JA e, p(Q\A) <6, |fxal <Al

Bundan ‘&)u‘ < &. Demak, &x,; € U(s,6), ya'ni f € AU(g,4).
2) f,g € U(=,8) bo'lsin. U holda shunday A, B € ¥ mavjud bo'lib,

QN A) <8, [fxal<e
va

#{Q\ B) <6, |gxg| <e.
C'=ANAB bo'lsin. U holda

O\ C) = 1@\ (AN B)) = p((Q\ A) U (@ B)) <
< p(QNA) + p(Q\B) < 6+ 6 =26,

- ya'ni

w2\ C) < 24

|f + glxe < |fxel + lgxel < |fxal +lgxsl < €+ = 2z,
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va'ni
|f +glxe < 2=
Demak, f + g € U(2¢,28), ya'ni U(g, §) + U(e,8) C U(2¢,24).
3) Aytaylik, barcha ¢ > 0, § > 0 uchun f € U(g, ) bo'lsin. Faraz
gilaylik, f # 0. U holda shunday A > 0 soni topilib,

E={teQ:[f(0 2 X}

to‘plami musbat o‘lchovga ega bo‘ladi, hamda xg|f] > Axz.
Endi § < g(E) shartni qanoatlantiruvchi é > 0'sonini olaylik. Faraz
qilaylik, f € U (%) U holda

A
JAET, = u(@\A) <4, |fxal < 5

Quyidagi
xelfl = Axe,
xal <5

tengsizliklardan £ N A = @ kelib ch1qad1 Demak, E CO\Avau(E) <

p(f2\ A) < 4, ya'ni u(E) < & Bu esa § < p(E) tengsizligiga zid. Hosil
bo lgan ziddiyatdan f = 0 ekanhg1 kelib chigadi. Demak, M{U{e,d) :
£>0,d >0} ={0}.

5.3.9. Agar A, € T va x4, —— 0 bo‘lsa, u holda u(A,) — 0
ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, A, € & va x4, —— 0 bo'lsin. Ixtiyoriy 6 > 0,
0 < ¢ < 1 sonlarini olaylik. x4, -5 0 bo'lganligidan, shunday ng
nomeri topilib, barcha n > ng nomerlari uchun x4, € Ufe, 8) bajariladi.
Bundan ¥n > ng uchun shunday B, € ¥ topilib,

#OQ\ Bo) <9, [xa.xm| <e <1
Bundan x4, x5, =0, ya'ni A, N B, = 0. Demak, A, C O\ B, va
#(An) < p(Q\ Bp) <6
ya'ni p(A4,} — 0.

5.3.10. Agar p(Q) < +oc bo'lsa, LY(Q, T, u) fazoda o‘lchov

bo‘yicha yaqinlashish topologiyasi

L [ @) - g(e)
)= Qf 7@ - o1 O
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metrika hosil etgan topologiya bilan ustma-ust tushishini
ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, £ > 0 va f € U{g,<) bo'lsin. U holda shunday
A €  to'plam topilib,

pO\NA) <e, |fxal <e.

o(.0) = [ T mdut =
Q
1) £
-/ 1,+1f<r)1d’“‘(“+/ T <
AV} A

< [ 10u)+ [ edu(t) = w0\ )+ euld) < +enla)
oA A

Bundan

ya'ni
p(£,0) < e(1 + p(Q)).

Demak, U(e,£) C B(0,7), bu yerda r = £(1 + pu(2)).
Endi ixtiyoriy ¢, & > 0 sonlar uchun shunday r > 0 topilib,

! | B(0,7) C Ulg, )

ekanligini ko‘rsatamiz.
T =11 bo'lsin.

A={teQ:|f®l<e}

to'plamni olamiz. U holda f € B(0,r) uchun

ot [ O [ IS0
> 0(.0) = [ ) 2 / S 2
0 mA
> [ Tdut) - @\ A
_ M4
Bundan |
.llnda.n 1+¢ de  1+e
wOQ\A) < r T Tir: = =4,

ya'ni u(Q\ A) < é. Hamda |fx4} < e. Demak, f € U(g,§). Bundan

B(0,7) C U(e,d) munosabatga ega bo‘lamiz.
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5.3.11. E chizigli topologik fazo. A C E chegaralangan
bo‘lishi uchun iztiyoriy {z,} C A va X, — 0, {\,} C R -uchun
AnZqn — 0 bagarilishi zarur vae yetarli.

Yechimi. Zarurligi. {z,} € A4, {A\.} € R, A, — 0 bo'lsin. V
nolning muvozonatlashtirilgan atrofi bo‘lsa, u holda shunday A > 0
topilib, A C AV. Jumladan, =, € AV, n € N Endi |A,] < % bo‘lgan n
lar nchun Az, € A AV C V), ya'ni Az, — 0.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, A chegaralanmagan to‘plam. U holda
nolning shunday V atrofi topilib, barcha A uchun A\AV # @. A= 1,2, ..
qivmatlarida

r, € A\nV,n=12,.
nugtalarini olamiz. {z,} C A, + — 0 dan 2z, — 0. Lekin bu barcha n
lar uchun £z, ¢ V' ckanligiga ziddir.

5.3.12. Agar A va B to‘plamlar chegaralangan bo‘lsa, u
holda

A+B={z:z=y+z,y€ A, z€ B}
to‘plam ham chegaralanganligini ko‘rsating.

Yechimi. {z,} € A+ B, {\.} CR, A\, — 0 bo'lsin. U holda har
bir n € N uchun y, € A, 2, € B topilib, z, = ¥, + z,. A va B chegara-
lapganligidan, 5.3.11-misolga ko‘ra Ay, — 0 va Az, — 0. Bundan
AnZn = An¥n+An 2z, — 0. Yana 5.3.11-misoldan A+ B chegaralangandir.

5.3.13. E chizigli topologik fazo, A C E gqavarig, mu-
vozanatlashgan, yutuvchi to‘plam bo‘lsin. £ fozoda

palz) =inf{t >0:¢t 'z € A}

funksionalni qaraylik. Bu funksionalga Minkovskiy funksio-
nali deyiladi va u quyidagi rossalarga ega:

a) palaz) = |olpa();

b) palz +y) < palz) +paly).

Yechimi. a) Avval o > 0 holni garaymiz.

paloz) =inf{t > 0:t oz € A} =inf{at > 0:t7'z € A} =

= winf{t > 0: ¢t 'z € A} = |a|pa{z).

Endi ps(—2z) = pa(z) tengligini ko'rsatamiz. A muvozanatlashgan
to‘plam ekanligidan, A = —A. Bundan

pa(-z) =imf{t >0:t7H{~-z) € Ay =nf{t >0:t7'z e A} =

=inf{t > 0:t 'z € A} = pa{z).
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Endi o < 0 holni garaymiz.
palez) = pa({-a)(~12)) = —apa(~2z) = —opa(z) = |a|pa(x).

b) Aytaylik, pa(z) < s, paly) <t vau = s +1 bo'lsin. U holda
stz e A, t'x € A va A ning qavarigligidan,

_1 ’ _ & -1 t __1
v zty) = 1—L(s z+) + E(t y) € A

Bundan pa{z + y) < u, ya'ni pa(z + y) < pa{z) + paly).
5.3.14. R* fazoda

V={zeR:|zl <a,i=1n},
bunda a; > 0,1 = 1,n, to‘plamning Minkovskiy funksionalini
toping.
Yechimi. z = (z;} € R" bo‘lsin. U holda

tlzeV o |t_1:ct-i <a,1<i<n, &

T; ,
@t?u,lﬁiSn,@thax{u'l:lgign}.

i a;
Demak,
...... tlzev @thax{l—fEil-: 1§i$n}.
a;
Bundan |
pv(x) =sup{t >0:t 'z € V} = max M
Demak,
| - |
pV(I) = 112%0,_1 .

5.3.15. X Hausdorf chizigli topologik fazosi bo'lsin. X
normalangan bo‘lishi uchun bu fazoda nolning chegaralangan
qavarig V atrofining mavjudligi zarur va yetarlidir.

Yechimi. Zarurligi. X normalangan fazo bo'lsa, u holda uning
birlik shari V = {z € X : ||zl] < 1} nolning chegaralangan qavariq
atrofi boladi. :
 Yetarliligi. Aytaylik, V nolning chegaralangan qavariq atrofi bo‘lsin.
V ning o‘rniga [V] N (—[V]) ni olib, biz V ni absolyut gavariq deb
olishitniz mumkin. Har bir z € X uchun

2]l = pv(z)
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devlik, bunda py — V ning Minkovskiv funksionali.
2 € X uchun {|x|| = 0 ekanligidan, 22 = 0 kelib chigishini ko‘rsatamiz.
X Hausdorf fazosi ekanligidan, nolning shunday U atrofi topilib, = &
U o'rinli bo'ladi. V' chegaralangan ekanligidan, shunday A > 0 soni
mavjudki, V' C AU, U holda Az ¢ V. Bundan
1

1
fall = pvie) = 3pv(3) > 5.

ya'ni ||z|| # 0. Demak, || - || funksiya X fazoda norma bo‘ladi.

Indi bu norma hosil etgan topologiya X ning asl topologiyasi bi-
lan ustma-ust tushishini ko‘rsatamiz. Aytaylik, U nolning biror atrofi
bo‘lsin. V ning chegaralanganligidan, A > 0 topilib, AV C U. Bundan

{AV:a>0)

sistema nolning atrofiari sistemasi ekanligini ko‘rsatadi. Bu esa ikkala
topologivaning ayniyligini anglatadi.

Mustagqgil ish uchun masalalar

1. Agar A va B qavarig to‘plamlar bo‘lsa, u holda ixtiyoriy «, £
sonlari uchun aA + 3B qavariq to'plam ekanligini ko‘rsating.

2. AA+ pA = (A + p)A tengligi har doim o‘rinlimi? _

3. Agar A, ¢ > 0 va A qavariq to'plam bo‘lsa, u holda MA + pA =
(A + ) A ekanligini isbotlang.

4. Agar A va B muvozanatlashgan to‘plamlar bo'lsa, u holda A+ B
muvozanatlashgan to'plam ekanligini ko‘rsating.

5. Agar A va B yopig to‘plamlar bo‘lsa, u holda A + B ham yopig
to‘plam bo‘ladimi?

6. Agar A yopiq to'plam va B kompakt to‘plam bo‘lsa, u holda
A+ B ham yopiq to‘plam ekanligini isbotlang.

7. R? da markazi koordinatalar boshida bo‘lgan doira uchun
Minkovskiy funksionalini toping,.

8. R? da markazi koordinatalar boshida va tomonlari koordinata-
lar o‘qlariga parallel bo‘lgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini
toping.

9, R? da markazi koordinatalar boshida va diagonallari koordinata-
lar o‘glarida yotgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini toping.

190. Chiziqli topolegik fazoda chekli sondagi chegaralangan
to‘plamlarning birlashamsi ham chegaralangan ekanligini ko‘rsating.

11. Chizigli topologik fazoda qavariq to‘plamning ichi ham qavariq
ekanligini ko‘rsating.
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12. Diskret topologivali chizigli fazo chizigli topologik fazo tashkil
etmasligini ko‘rsating.

 13. Agar A va B kompakt to‘plamlar bo‘lsa, 1 holda A+ B kompalt
to‘plam ekanligint ko‘rsating.

14. Chizigli topologik fazoda quyidagi to‘plamlarning chegaralangan

ekanligini ko‘rsating: '
. a} bir nugtali to'plam;

b) chekli to'plam;

¢) yaginlashuvchi ketma-ketlik;

d) kompakt to'plam.
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Chiziqli operatorlar

6.1. Chiziqli operatorlar

Agar X va Y chiziqli fazolar bolsa, u holda A : X — Y akslan-
tirishga operator deyiladi. Agar bu operatorning aniqlanish schasiga
tegishli ixtiyoriy z,y elementlar va ixtiyoriy a, 3 sonlari uchun

Alaz + 3y) = a Alz) + 8 Aly)

tengligi o‘rinli bo'lsa, u holda A chizigli operator deb ataladi. A opera-
torning aniglanish va giymatlar sohalarini mos ravishda D(A) va R(A)
ko‘rinishlarda belgilaymiz.

X va Y normalangan fazolar, 4 : X — Y chizigli operator bo‘lsin.
Agar ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday § > 0 soni topilib, |z, —zs|| < §
tengsizligini qanoatlantiruvchi barcha z1, o € D(A) elementlar uchun
fAzy — Azs| < e tengsizligi o'rinli bo'lsa, u holda A operatori uzluksiz
deyiladi.

Agar A : X — Y chiziqli operatori X fazosining har bir chegara-

langan to‘plamini Y fazosining chegaralangan to'plamiga akslantirsa, u .

holda A chegaralangan operator deb ataladi.

X va Y normalangan fazolar va A : X — Y chizigli operator bo‘lsin.
Agar shunday C > 0 soni topilib, barcha # € D(A) elementlar uchun
Az} < C|lz|| tengsizligi bajarilsa, u holda A operatori chegaralan-
gan bo‘ladi. Bu tengsizlikni qanoatlantiruvchi sorlar to‘plamining quyi
chegarasi A operatorning normasi deb ataladi, ya’'ni

||A|l = inf{C > 0 : ¥z € D(A), ||Az|| < C||z{|}.
Masalalar

6.1.1. X va Y chizigli fazolar va A : X — Y chizigli ope-
rator bo‘lsin. Agar A operatorning aniglanish schasiga fe-

gishli x|, 2s,...,7, elementlar chizigli bog‘lig bo‘lsa, u holda
Az, Az, ..., Az, elementlar ham chizigli bog‘lig ekanligini is-
botlang.
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Yechimi. x;,2;,...,2, elementlar chizigli bog'liq bo‘lganligidan,
kamida bittasi noldan fargli ey, e, ..., a,, sonlari topilib,

wmr ozs+ ..+ oa, =0

tengligi o'rinli bo'ladi.  Chizigli operatorning noldagi qiymati nol
bo'lganligidan, A{onz) + ... + a,z,) = 0 tengligini yoza olamiz.
Demak, ajAz) + ... + awAzy = 0 tengligi, o,..., 0, sonlarning
hech bo‘lmaganda bittasi noldan fargli bo‘lganda o‘rinli. Bundan
Az, Az, ..., Az, elementlarning chizigli bog‘liq ekanligi kelib chigadi.

6.1.2. X vaY chizigli fazolar bo'lib, A: X — Y chizigli ope-
ratorning aniglanish sohasiga tegishli 11,x,, ... z, elementlar
chizigli erkli bo‘lsa, u holda Az, Az, ..., Az, elementlar ham
chizigli erkli bo‘ladimi?

Yechimi. Umuman aytganda, xy,zy, ..., z, elementlar chizigli erkli
bo'lsada, Az, Az, ..., Az, elementlar chiziqli bog'liq bo‘lishi mumkin.
Masalan, A operatorning yadrosi ker A noldan farqli bo'lib, uning
noldan farqli z elementi uchun =z = oz + apzs + ... + 0Ty teng-
ligi o'rinli bo'lsin. z # 0 bo‘lganligidan, ay,..., &y, sonlarning kamida
bittasi noldan fargli. Shu bilan birga,

Az +agAzs + .. F oAz, = Alagz) f oz +. .+ Oz, ) = Az = 0.

Bundan Az, Az, ..., Az, elementlarning chiziqli bog‘liq ekanligi kelib
chiqgadi.

6.1.3. X va Y chizigli fazolar va A : X — Y chizigli ope-
ratorining aniglanish sohasi D(A) bo‘lsin. Har bir G C D(A)
gavariq to‘plarn uchun A(G) to‘plam gavariq bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. A(G) to‘plamiga tegishli ixtiyoriy y; va y, nuqtalarini
olamiz. U holda G to‘plamida shunday x; va z, nugtalari mavjud
bo'lib, y3 = Az va y; = Axy tengliklari o'rinli bo‘ladi. Bundan [0,1]
segmentiga tegishli xohlagan a soni uchun '

ayy + (1 — a)ye = adz + (1 — a)Azy = Alaz; + (1 - a)z,).
G to‘plami qavariq bo‘lganligidan, ez, + (1 — a)z; € G. Shu sababli
ay + (1 — oy € A(G),

ya'ni A(G) to‘plami qavariq.

6.1.4. X va Y chizigli fazolar va A: X — Y chizigli ope-
rator bo‘lsin. Agar B C R(A) to‘plami gavarig bo‘lsa, ¢ =
{r € D{A): Az € B} to‘plami qavariq bo‘ladimi?
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Yechimi. (' to‘plamidan xohlagan x; va xo nugtalvini olamiz. B
to'plami qavariq bo‘lganligidan, barcha o € [0, 1] sonlari uchun

Alar) + (1 — a)ry) = adz; + (1 — a)Axry € B,

ya'ni ar; + (1 — a)ry € G. Bundan G to'plamining gavariq ekanligi
kelib chigadi.

6.1.5. X chizigli fazosida ikki || - ||, va || - ||; ekviva-
lent normalar berilgan bo‘lib, A : X — X chiziglt operator
bo‘lsin. Agar A operator berilgan normalarning biri bo‘yicha
chegaralangan bo‘lsa, u holda u itkkinchi norma bo‘yicha ham
chegaralangan ekanligini isbotlang.

Yechimi. Berilgan operator | - || norma bo'yicha chegaralangan
bo'lsin. || - {|i va || - ||z normalar ekvivalent bo‘lganligi sababli shunday
a > 0, 3 > 0 sonlar topilib, xohlagan z € X uchun

alizlly £ fi=llz < Bzl

munosabati o‘rinli. Shu bilan birga, A operator || - {|; norma bo‘yicha
chegaralangan bo‘lgani uchun shunday o‘zgarmas C soni topilib,

Azl < Cliz]ly

tengsizligi o'rinit bo‘ladi. Natijada,
ac
el < Bl Acls < 8Ol < 2zl

Demak, A operator || - ||z norma bo‘yicha ham chegaralangan.

6.1.6. X va Y normalangan fazolar, A: X — Y chegaralan-
gan chizigli operator bo‘lib, D(A) = X bo‘lsin. U holda
[l Az]|

2€X, x#0 ”x“

1A} =

tengligini isbotlang.
Yechimi. a = sup ||Az| ko‘rinishda belgilash kiritamiz. A opera-
llall=1
tor chizigli bo‘lganligidan,

A
a = sup {|Az]| = qup A=l
a1 fll

tengligi o‘rinli bo‘ladi. Shu sababli xohlagan z uchun

(| Axfl
[&di
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ya'ni .

. faxl < Jedl |2l

A operatorning normasi || Axl] < Clir|| tengsizligini qanoatlantimvehi

€ sonlarning eng kichigi bo'lishidan |4 < a tengsizligini yoza olamiz.
Shu bilan birga, aniq yuqori chegara tarifi bo'yvicha xohlagan £ > 0

soni uchun shumday z. # 0 elementi topiiib,

< I

= T ’|
yoki
(0= &)laelf < [ Aze]| < Cle]

munosabatlari o'tinli. Oxirgl qo‘sh tengsizlikdan o — ¢ < C tengsiz-
ligini yoza olamiz va £ > 0 sonining ixtiyoriyligidan, o < ||4| teng-
sizligiga ega bo'lamiz. Natijada, ||A|| = o tengligining o‘rinli ekanligi
kelib chiqadi.

6.1.7. Quyida berilgan operatorlarning chizigli, chegara-
langan ekanligini ko‘rsating va normalarini toping:

. £

a} A:C{0,1] — C[0,1], bunda Az(t) = [ z(s)ds;

b) A:C[-1,1] - C[0,1], bunda Ax(t) i z(t);

c) v : C0,1] - C0,1], bunda Ax(t) = 2 2(0);

d) A:C[0,1] - C[0,1], bunda Az(t) = z(¢3),
e) A:Cla,b — Cla.b], bunda Az(t) = 2(t);
f) A:C'[a.b] = Cla,b], bunda Az(t) = 42,
Yechimi. a) '

¢
Alax + 8y) :/ v(s)) ds =
0

f [

= f x(s)ds + .(3/y(.s)d5 = aAzr + 3Ay.
o 0

Demak, A chizigli operator. Endi by operatorning chegaralangan chkan-

ligini ko‘rsatamiz.

4 1

fAz]| = /T(S)ds = max / s)ds| < max |fr sids <
tel0.1] J te[()ll

0
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' f
< max [ max |z(s)|ds = max [||33||ds = ||z maX/ ds = |||
teil} J seNl
0

Demak, |jAz|i < ||z|. Bu tengsizlikdan A opcratormng chegaralangan
ekanligi ko‘rinadi.

Shu bilan birga, ||A| = sup [|Az(¢)]] < 1 vaz(s) = 1 uchun Az(1) =
te[0.1]
1 bo‘lganligidan, ||A|| = 1 tengligining o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
b)
Alaz + fy) = ax(t) + Py(t) = aAz + BAy.
Bundan A operatorning chizigli ekanligi kelib chigadi.
Chegaralangan ekanligini quyidagicha ko'rsatamiz:

| Az|lco, = lz(E)lcpy = Inax lz()| < tnll‘(?;X]h‘ &) = lz({thlci-1a-

Shu bilan birga, [0, 1] segmentda 2(¢) = 1 funksiya uchun ||Axz(t)|| = 1
bo'lganligidan,
Al = sup ||Az(t){ =

fl=ll=1
tengligiga ega bo‘lamiz.
c) Berilgan operatorning chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz:

Alaz(t) + By()) = t*(ax(0) + By(0)) =
= at?z(0) + Bt*y(0) = aAz(t) + BAY(L).

Endi chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:
Azl = [#20} ] = [ (@)[I€] =

= 2 0)| < - ,
(0] a2 = [=(0)] < max o(0)] = [t
£ (0) = 1 bo‘lgan funksiya uchun || Az(0}|| = 1 bolganligidan, |A| =1
tengligiga ega bo‘lamiz.

d) A(az(t) + By(t)) = az(t®) + Sy(t*) = aAz(t) + B4y(t). Demak,
A operator chizigli. [0,1] segmentda

max |z(t)] = max |z(t?)|
tengligi o‘rinli bo‘lganligidan,

Az ()] = ()] = max [2()] = max a(t)] = 2(2)].

te(0,]] te(0,i]

ettt
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Demak, [|Az|l = ||z{|. Bu tenglikdan A operatorning chegaralangan va
normasining birga teng ekanligi kelib chigadi.
e) Berilgan operatorning chizigli ekanligini ko‘rsatamiz:

= ax(t) + Fy(t) = adx(t) + SAy(t) .
Endi chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:

Az () lctan = N2 ctat

Afax(t) + Sy(t))

= £y <
gggﬁlir( )<

< max{|z®(t)] 1 k = 0,1} = [|2(D)llc1juy-

tela.b]

Demak, berilgan operator chegaralangan, Shu bilan birga, [a,b] seg-
mentda x(t) = 1 funksiya uchun [|Az| = 1 bo‘lganligidan, ||Afj = 1
tengligiga ega bo‘lamiz. -

f)
Alas) + 8y(t) = & (aarle) + Bu(t) =

= ad—$ -i-ﬁ— = aAz(t) + SAy(t). -

Az llctes = l12'(¢ )IIC[a_b l£(&)leian-

Dentak, berilgan operator chizigli va chegaralangan. Shu bilan birga,
z(t) = —15€t funksiya uchun

max |z’(t)l < max
te[a.b te[a,b), 0<k<1

lAz(t)|cjas) = 2" E cpan = 1

bo‘lganligidan, ||4| = 1 tengligiga ega bo‘lamiz.
6.1.8. Shunday X normalangan fazoga va shundey A, D

' chegaralangan chizigli operatorlarga misol keltiringki,

AB # BA

munosabat o‘rinli bo‘lsin.
Yechimi. X = R? bo‘lib,

(D) G

2 3 3 4 e
9 1 va BA = (1 0) bo'ladi, ya'm AB #

BA. X chekli o'lchamli bo‘lganhgidan A va B operatorlar uzluksiz, shu
sababli chegaralangan.

bo'lsa, AB =
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6.1.9. Noldan farqli A,B chegaralangan chiziqli operator-
tart uchun R(A)N R(B) = 0 munosabati o‘rinli bo‘lsa, A va B
operatorlarining chiziqli erkli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Faraz gilaylik, A va B operatorlar chizigli bog‘liq bo'lsin.
U holda shunday o # 0 soni mavjud bo'lib, 4 = oB tengligi o'rinli
bo'ladi. B # 0 bo'lganligidan, Bz # 0 bo'ladigan z € X muqta topiladi.
y = Bzr bo'lsin. U holda

Ale™'n) = o Ar = o taBr = .

Natijada, y € R(A) N R(B). Bu masala shartiga zid. Demak, 4 va B
operatorlar chizighi erkli.

6.1.10. X normalangan fazoni Y mnormalangan fazoga
akslantiruvchi A chizigli operatorning uzluksiz bo‘lishi uchun
uning chegaralanganligi zarur va yetarli ekanligini tsbotlong.

Yechimi. Zarurligi. A uzluksiz chizigli operator bo'lsin.

Cy = sup [[A(z)]] < o0
hali<l
ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Agar Cj = oo bolsa, u holda shunday
{z.} C X, llz.]l = 1 ketma-ketligi topilib,

An = Az} — o0

bo'ladi. y, = Az, ketma-ketligini qaraylik. y, — 0 ekanligi ravshan.
U holda A uzluksiz bo‘lganligidan, A(y,) — 0 kelib chigadi. Birog
_ | Al
Ay )| = A)\.,las,,_ =0 =]
Al = 1A =) =
Bu ziddiyatdan A operatorning chegaralangan ekanligi kelib chigadi.
Yetarliligi. A operator chegaralangan bo'lsin. U holda shunday '
soni mavjud bo‘lib, xohlagan r € X uchun

Al < Cll=|l

tengsizligi bajariladi. Bundan xohlagan ¢ > 0 soni uclun § = 5 deb
olsak, u holda ||z|| < § bo'lganda || A(2)|| < = tengsizligi o'rinii ho'ladi.
Bundan A operatorning 0 nuqtada, Demak, X da uzluksiz ekanligi kelib
chiqadi. .

6.1.11. X normalangan fazo, A chegaralangan chizigli ope-
rator va Ny =ker A¥, k=0,1,..., bolsa, u holda

NgCNC...CN.C...
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- munosabatini isbotlang.
Yechimi. Agar x; € ker A ho'lsa, 1 holda A = 0. Shu sababli

Atz = AAr; = AD =0,

ya'ni ) € No. Agar x2 € Ny bo'lsa, u holda A”ry = 0. Shu sababli
Alpy = A%z = 0.

Shunday davom ettirsak,

NoCNC...CN,C...

munosabatga ega bo'lamiz.
6.1.12. Cla,b] fazosida

b

f(z) = [ 1) (t)dt

(3

Sfunksionali berilgan, bunda ¢(t) uzluksiz funksiya. Bu funk-
sionalning normast

b
‘ 17 [ letede

soniga tengligini ko‘rsating.
Yechimi. = € Cla, b} uchun

b b

1@ = | [ etsto] < [ 1ol <

@

b A .
< f iw(t)!;gtaé lz(t)|dt = ||| / le(2)|dt,
ya'ni

[
1A < [ ()] dt

Endi ixtiyoriy ¢ > 0 sonini olib, [a,b] segmentni

a=1ty<h <...<t,=h
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nugtalar orgali shunday n ho'laklarga bo'lamizki, natijada har bir
[t.tri1] segmentda  funksiyaning tebranishi ¢ > 0 sonidan kichik
bo'lsin. Barcha bo‘laklarni ikki guruhga ajratamiz. Birinchi guruhga ¢
funksiyaning giymatlari ishoralari har bir bo‘lakda o‘zgarmaydigan bar-
cha o, 04,...,0! segmentlarni (¢ funksiya qiymatlari ishorasi bu seg-
mentlarning biridan ikkinchisiga o‘tganda o‘zgarishi mumkin), ikkinchi
guruhga qolgan barcha of.o3,...,0, segmentla.rni kiritamiz. Nati-
jada p uzluksiz va uning giymatlari o (k = 1,p) segmentda har xil
ishorali bo‘lganligidan, o} segmentda ¢ funkblyanmg qiymati nolga teng

bo'ladigan nuqta topiladi. Shunga ko‘ra

le(t)l <& (t€oy, k=T1p)

tengsizligiga ega bo‘lamiz.
Endi Cla, b] fazosidan Z(t) funksiyani quyidagicha aniqglaymiz:

5 () = signo(t) (1€ hi=T7).

[a,b} segmentning boshga nuqtalarida Z(¢) funksiyani chizigli deb
olamiz. Bunda, agar a (yoki b) ikkinchi guruhga. tegishli segmentning
uchi bo‘lsa, u holda #(a) = 0 (mos ravishda Z(b} = 0) tengligi o‘rinli
deb hisoblaymiz. f(Z) migdorni quyidagicha yozamiz:

b r
1@ = [ e =3 [ewa Ot +3 [t
a j=1 o' k=1 u
Natijada o}, ¢ = 1,7 segmentlarda @(t)Z(t) = |(t)| bo'lganligidan, va
Z/ (B)Z(t)dt < Z/ (t)(t)dt <Zf|,a (t)|dt
k=1 ,«, k=1 .lr

tengsizligidan (bunda [a, 6] segmentda |7(¢)| < 1 ckanligidan, foyda-

landik)
flz) = lp(t)|dt — (2} |dt =
Z/ v ;d{ @
b
fl(p(t )|dt — 22/@ (t)|dt >f|cp(t)|dt——2£(b—a).

klu
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Endi {#]| < I bo‘lganligictan,

eI [ o(t)ld — 2(b — a).

U holda ¢ — 0 bo'lganda || f|| = f lo(#)ldt tengsizligiga ega bo‘lamiz.

b
1Al = f ()l

tengligining o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
6.1.13. Cla,b] fazosida

Natijada

b

Azx(s) = /k(s,t)m(t)dt

a

operatori berilgan, bunda k(s,t) uzluksiz funksiya. Bu ope-
ratorning uzluksiz chizigli ekanligini ko ‘rsating va normasini
toping.

Yegchimi. Dastlab chizigli ekanligini ko‘rsatamiz.

Alaa(s) + By(s) [kstar()¢6J(t)>dt

b b
= f k(s, t)x(t)dt -+ B/k(s, y(t)dt = aAz(s) + SAy(s).

Endi uziuksizligini ko‘rsatamiz:

b b ’
el = max | [ ks, o0t < ma f (s, )| (6)ldt <

< max /”- (s 5)1 max |$ ()t < ||| Inax/|k (s,t)|dt = M||z],

b
bunda M = max f |k(s, t){dt. Demak, berilgan operator chegaralangan,

Demalk, u7luk51z ‘Shu bilan birga, ||4] < M tengsizligiga ega bo'lamiz.
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"J . . -
J k(s t)|dt integral [, b] segimentda s argnment bo'yicha uzluksiz

funksiya bo‘lganligidan, shunday s, € ‘i, b wugta maviud bo'lib,

5
M= / (s, £)]

tengligi o‘rinki bo‘ladi. C[a,b] fazosida aniglangan

flx) = f k{so,t) x(t)dt

funksionalni qaraylik. 6.1.12-misoldan

b
|71} =/|k(50,t)ldt

tengligi o‘rinlidir.
Uzluksiz chizigli funksional normasining tarifi bo‘yicha

|l = mﬂlp | f(z)|

bo‘lganligidan, xohlagan € > 0 soni uchun shunday z. € Cla, b, |jz:|l <
1 funksiya topilib,

fa) 2 I~ = [ Ih(su,t)lde == = M~

Natijada
b
A2 Azl 2 [ Koo de.(o)dt = f(a) 2 M
Endi = > 0 ixtiyorly son bo'lganligidan, ||A|| > M tengsizligiga ega
bo‘lamiz.
Yugorida [[A|| < M tengsizligining o'rinli ekanligini ko'rgan edik.
Demak, |A|| = M, ya'ni

4| = ma.x/|k(s t)|dt.
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6.1.14. X wa Y normalangan fazolar bolib, A X — Y wva
B : X — Y operatorlari chegaralangan bo‘lsa, v holda A + B
operatori ham chegaralangan ekanligini va ||A+ B| < ||A|+]| 8|
tengsizligi o‘rinli ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Xohlagan x element uchun

A+ B)z|| = {Az + Bx| < [|Az|| + || Bxff <

< [l iz + 1Bl = (AL -+ 1B il -
Bu tengsizliklardan A + B operatorning chegaralangan ekanligi va
lA+ Bl < |A||l + || B] tengsizligi kelib chigadi.

6.1.15. X, Y wa Z normalangan fazolar bolib, A: X — Y
va B :Y — Z operatorlari chegaralangan bo‘lsa, u holda AB
operatori ham chegaralangan ekanligini va [|[AB| < {A|l|B]
tengsizligi o‘rinli ekanligini ko‘rsating. .

Yechimi. Xohlagan z € X elementi uchun

[(AB}()|| = 1B(Az)|| < | Bl | A=| < [ B| Al Iz -

Bu tengsizlikdan AB operatorning chegaralangan ekanligi va ||AB| <
| Al|| B tengsizligi kelib chiqadi.

6.1.16. A chiziqli operatoriga teskari A™! operatori chizigli
bo‘lmdi.

Yechimi. Birinchi navbatda A operator obrazi R(A) to‘plamining,
ya'ni D(A™Y) to'plamining chizigli fazo ekanini ko‘rsatamiz.

Y1, 2 € R(A) bo'lsin. A~ ayy, + taya) = Aty + a Ay teng-

ligining o'rinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Aytaylik, Az, = y; va

Azxz = yo bo'lsin. A operatorining chizigli ekanligidan,
Alayzy + eezs) = aqp + ooy {6.1)

tengligini yoza olamiz.  Teskari operator ta'rifidan: Ay =
x1, A7y = z2. Bu tengliklarning ikki tomonini mos ravishda a; va o
sonlariga ko'paytirib o'zaro qo'shsak,

ar A7y A Yy = ) + gz,

tengligiga ega bo'lamiz.
Ikkinchi tomondan, {6.1) ifoda va teskari operator tarifidan

onzi -+ ary = A7 (aqyr + cuys)
tengligini yoza olamiz. Demak,

A aay + aoye) = Ay + apd Ny,
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6.1.17. F Banaz fazosida zich bo‘lgan M to‘plami berilgan
bo‘lsin. U holda noldan fargli ixtiyoriy. y € E elernenini

Y=yt o T YTt

bunda . € M, {lull < 3llyl|/2*, ko‘rinishda gatorga yoyish
mumkin ekanligini isbotlang.
Yechimi. y; elementlarni ketma-ket tuzamiz: 3 elementni

Iy —wll < ol /2 (6.2)

tengsizlikni ganoatlantiradigan etib saylab olish mumkin, chunki M
to‘plami £ to‘plamida zich bo'lganligidan, (6.2) tengsizlik bilan aniglan-
gan radiusi ||y]| /2 va markazi y nugtada bo‘lgan sharda M to‘plamning
elementi topiladi. y2 € M elementni

v~ v — wall < llyll/4
tengsizlik o‘rinli bo'ladigan, y; elementni
ly — 91— y2 — wall < [iyl|/8
tengsizligi o'rinli boladigan, umuman ¥, elementni

ly—w—w——wl <lwll/2°

tengsizliknl gancatlantiradan etib saylab olamiz. Natijada n — oo da

ly =S wll =0,
k=1

i

va'ni Yy qator y elementga yaginlashuvchidir. Endi yy elementlari-
k=1
ning normalarini baholaymiz:

Iyl =l —y+ ol < o — wl + gl < 31yll /2,

ozl = lly2 + o —y+y—wll < lly—y —well + 1y —nll < 3llyli /4.
Ushbn jarayonni davom ettirsak,
vl = llgn + 0+ Fm—y+y—y1 -~y <

Shy—wm—- —wll+lly =y — - = paal < 3Myll/2"

36, L. L nlzgln operatoriar *n9

6.1.18. (Teskari operator hagida Banax teoremasi). X va
Y Banazx fazolari bo‘lib, A : X — Y chegaralangan chizigli
operatori berilgan fazolarni o‘zaro bir giymatli akslantirsa,
u holda teskari A% operatori chegaralangan ekanligini isbot-
lang. .

Yechimi. Y fazosida ||A™y|| < k||y| tengsizligini qanoatlantiruvchi
barcha y elementlardan iborat M. to'plamni qaraylik. Y fazosining har
bir elementi biror M}, to‘plamiga tegishli bo'ladi, ya'ni

Y = D M;.
k=1

3.1.11-misolda ko‘rilgan Ber teoremasi bo‘vicha A, to'plamlarning
kamida bittasi, Aytaj,’lik, M, to'plami biror B sharda zich bo‘ladi. B
sharidan markazi M, to‘plamida bo'lgan P shar gatlamini olamiz: P
qatlam 3 < ||z —wl| < o tengsizlikni qancatlantiruvchi z elementlardan
iborat, bunda 0 < 3 < @, 9o € M,.

P gatlamni  markazi  koordinatalar boshida bo‘ladigan etib
ko'chirsak, :

Py={z:0<3 <]z < a}
shar gatlamiga ega bo‘lamiz.
Biror My to'plamining £ da zich ekanligini ko'rsatamiz. »z € PN,
bo'lsin, u holda z — yg € Py va

147z = o)l < lA7"2]l + A woll <

< nfllzll + llwoll) < nllz — woll + 2llwol) =

=n |z — Yol ——————QHyOH nijz—
=l = ol (14 L) < s ol (142 ol /),

147z = 90)]] < 2 — woll (1 + 21wl /). (63)

n(1 + 2|yl /8) soni z ga bog'liq emas. N = 1+ n[l + 2|y /3|
bo'lsin, u holda (6.3) dan z — yp € My bo‘ladi, A7, to‘plamining P da
zich ekanligidan, esa My to‘plamining Fy da zich ekanligi kelib chiqadi.

Y to‘plamidan noldan fargli biror y elementini olaylik. 3 < ||Ay|| < a
tengsizlik o'rinli bo‘ladigan A sonni saylab olishimiz mumkin, ya'ni Ay €
Fo. My to'plami Py shar qatlamda zich bo‘lganligidan, Ay elementga
yaginlashuvehi y; € My ketma-ketlikni tuza olamiz. U holda {A1y.}
ketma-ketligi i elmentga yaginlashadi. Agar yr. € My o‘rinli bo'lsa, u
holda har bir A # 0 uchun Mty € My munosabati o‘rinli; natijada
My to'plami Y \ {0} to‘plamda zich. Demak, ¥ da zich bo‘ladi.
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Noldan farqli y € Y elementni garaylik; 6.1.17-misolda uni My
to'plamining elementlaridan iborat qatorga yovish wumkin ekanligi
ko‘rsatilgan:

y=ntpt.. .ty

bunda [Jyl < {yl| /2~
X fazoda yy elementlarining proobrazlaridan tuzilgan qatorni qaray-
lik, ya'ni z = A 1y

lzill = |4 we|l < N figell < 3N [ /2°

tengsizligidan {z;} qatorning biror x elementga yaqinlashuvchi ekanligi
kelib chigadi. Shu bilan birga,

o0 i 20 1
lell < D lleell < 3N 1yl D o = 3N Iyl
k=1 k=1

00

> z, gatorning yaqinlashuvchi va A operatorining uzluksizligidan,
n=1

tengligiga ega bo‘lamiz, bundan z = A~!y. Shu bilan birga,
147l = llz]] < 3N}yl

tengsizligi va bu ifodaning har bir ¥ # 0 uchun o‘rinli ekanligini hisobga
olsak, u holda A~! operatori chegaralangan bo‘ladi.

6.1.19. X Banaz fazosini Y normalangaen fazoga akslan-
tiruvchi uzluksiz chizigli operatorlarning {A,} ketma-ketligi
ushbu

sup || A (z)]| < +o0 (x € X) (6.4)
1

tengsizlikni q'anoatlantirsa {ya’ni har bir z € X nuqtadae
chegaralangan bo‘lsa), u holda shunday chekli M soni mavjud
bo‘lib, ¥n uchun

[[An|| < M
tengsizligi o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. A chizigli operatorning Blzy,§] shardagi qiymatlarining
chegarasi ma’lum bo‘lsin:
|A(z)|| < B (z € Blzo, ]).
U holda

2B
< —.
141 < =

§6.1.Chizigli operatorlar 2n

Hagiqatan, normasi birdan kichik ixtiyerty ' nuqta olsak, quyidagiga
ega bo‘lamiz:

r=1x9+62' € B[ID,S].
Natijada,
HA@)] = {[A(zo) + dA(2")|| < B.
U holda

4G = FIAG)] = 5l1A(o) + AGa") — Alas)] <

2B

< 5(14(z0) + SAG) + 1A < 5B+ B) = 22,

bundan esa ||A|| < —2-55 tengsizligi kelib chiqadi.

Endi ||A,|| < M (Vn € N} tengsizligini isbotlash uchun teskarisini
faraz qilaylik, ya'ni {||A,||} ketma-ketlik chegaralanmagan bo'lsin.
Ushbu -

p(z) = S?LPHAn(x)H

funksionalni qaraylik. Bu funksional har bir B[z, §] sharda chegaralan-
_iﬁéig"an, chunki p(z) < B bo'lganda, ixtiyoriy n € N uchun ||4,|| < %;8
tengsizligi o‘rinli bo'lar edi.

Natijada, har bir B[zy,d] sharda ixtivoriy ¥ € N uchun p(z) > k
tengsizligi o'rinli bo‘ladigan z € X nugqta topiladi. U holda

Er={zeX:pz)>k}

to'plami X fazoda zich bo‘ladi. Shu bilan birga, bu to'plam ochiqdir.
‘Hagiqatan, Ey to‘plamdan ixtiyoriy zp nuqta olsak, ya’ni plze) > k
 boflsa, u holda biror ng € N uchun |}A,,|} > # tengsizligi o‘rinli bo'ladi.
" 1| Ang(20)|} akslantirishning uzluksizligidan esa nugtaga yetarlicha
yaqin r nugtalar uchun ||A,,(z)|| > k tengsizligi bajariladi. Natijada
Ej to‘plamning ochiq ekanligi kelib chiqadi.
3.1.18-misolda;0 ko‘rganimizdek, X fazoda ochiq wva zich Ej
to'plamlarning () Ej; kesishmasi zich bo‘ladi. Demak, ﬁ Ey #£ 0.
. k=1
%9 € [ Ei bo'lsin, u holda
k=1

sup |{An(zo)|| = oo.

Bu farazimizga ziddir.



212 V1. Chizigli operatorlar

6.1.20. X Banazx fazosida berilgan uzluksiz chizigli ope-
ratorlarning {A,} ketma-ketligi X fazoning har bir nuqtasida
A operatoriga yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda A operator ham
uzluksiz bo‘lib, ushbu '

tengsizligi bajarilishini isbotlang.
Yechimi. A operatorining chizigli ekanligi quyida yaqqol ko'rinadi:

Alaz +y) = lim Alar + y) =
= O:T}iﬂolo Ap(z) + ﬁnh_ﬁlc}o Anly) = aA(z) + BA(y).
Endi uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.
i [|Ax(a)]] = flA)]| < o0

bo'‘lganligidan,
sup [} Ap{z)|} < oo

tengsizligi, natijada, 6.1.19-misoldan, {||A,||} ketma-ketlikning chega-
ralangan ekanligi kelib chigadi. U holda

A@)I] = lim || An(2)]] < limy, o]l Anll]]2i].

Natijada, A operatorning uzluksiz va (6.5) tengsizlikning o‘rinli ekanligi
kelib chigadi.

Mustagil ish uchun masalalar

1. H Hilbert fazosi va A : H — H chegaralangan chiziqli operator
uchun D(A) = H bo'lsa, u holda

Az,
Al = sup KEZUL
w0 g0 ||2]|[|¥]

tengligini ishotlang.
2. Quyidagi operatorlarning chegaralangan chizigli ekanligini
ko‘rsating va normasini toping.

a) A: Ly0,1 > Lyf0,1],  Az(t) =t

—

‘z(s)ds;

o

b) A: Ly0,1] — L3[0,1), Axz(t) = j:r(s)ds;
0

§6.2. Uzluksiz chizigli funksionallar 213

¢) A: HY0,1] = Ly[0,1],  Ax(t) = z(t);

d) 4: HY0,1) — H' 0,1},  Az(t) = tx(t).

3. X va Y normalangan fazolar bo‘lib, X chekli o‘lchamh bo‘lsin.
Aniglanish sohasi X fazosidan iborat bolgan har bir A : X — Y chizigli
operatorning chegaralangan ekanligini va ||Az|| = ||A||||z|| tenglikni
ganoatlantiruvchiz € X, z # 0 nuqtaning mavjud ekanligini isbotlang.

4, A: X -» Y chegaralangan chiziqli operatorning yadrosi X fazo-
ning gism fazosi bo‘lishini isbotlang.

5. X va Y normalangan fazolar bo'lib, A : X — Y yadrosi X
fazoning yopiq gism fazosi bo'lgan chizigli operator bo‘lsin. Bundan A
operatorning chegaralangan ekanligi kelib chigadimi?

6. {e,, n € N} sistema H Hilbert fazosining ortonormal bazisi bo'lib,
A €R (n € N} bo'lsin. Agar {A,} ketma-ketligi chegaralangan bo‘lsa,
u holda

Ae, = he, (neN)

tengligi chegaralangan chizigli A : H — H operatorini aniqlab, D (A) =
H va || A|| = sup |As| tengliklarining o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

7. Qanday ¢(t) funksiyalar uchun

As(t) = (et
operatori C[0, 1] fazoda chegaralangan bo‘ladi?
8. Qanday @(t) funksiyalar uchun

Az(t) = p(t)z(t)

operatori L»[0,1] fazoda chegaralangan bo‘ladi?
9. Qanday « sonlari uchun

Az(t) = z(t%) .

operatori C[0, 1] fazoda chegaralangan bo‘ladi?
10. C[0, 1] fazoda

operatorining normasini toping.
11. L»[0,1} fazoda
Az(t) = Bx(t)
operatorining normasini toping.
12. C[0,1] fazoda
Az(t) = 2(VE)

operatorining normasini toping.
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6.2. Uzluksiz chizigli funksionallar

Bizga F chizigli topologik fazosi berilgan bo'lsin. Agarharbirr € E
elementga biror f(z} (haqigiy yoki kompleks} son mos qo'yilgan bo'lsa,
u holda F fazosida funksional aniqlangan deyiladi. - Bu funksional
uchun '

@ +y) = f@)+ fly), Tye B (additivlik)
va 7
flaz) = af(z), (r€E; a€R yoki a € C) (birjinslilik)
tengliklari o‘rinli bo‘lsa, u holda u chizigli funksional deb ataladi.
E fazosiga tegishli o nuqgta olinganda, xohlagan ¢ > 0 soni uchun

nuqtaning shunday U atrofi mavjud bo'lib, bu atrofdan olingan barcha
z nugtalar uchun

1f(z}— fzo)| <= (6.6)
tengsizligi o'rinli bo‘lsa, u holda f funksional zo nuqtada uzluksiz deyi-
ladi.

Agar f funksional E fazosining har bir nuqtasida uzluksiz bo'lsa, u
holda u E fazosida wzluksiz deyiladi.

Agar shunday o‘zgarmas soni mavjud bo‘lib, barcha z € E element-
lar uchun

|f{=z) < Cll=| (6.7).

tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda f funksional E fazosida chegaralongan
deyiladi.

Normalangan fazoda funksionalning normasi uchun quyidagi teng-
liklar o‘rinli:

171 = sup P2 o i) = sup £

w0 2] e lell=1
Masalalar

6.2.1. Agar f funksional E chizigli topologik fazoning bivor
r nugtaside uzluksiz bo‘lsa, u holda uw E fazosida uzluksiz
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. E fazosidan xohlagan y element va xohlagan £ > 0 sonini
olib,  nugtaning (6.6) shartni qanoatlantiruvchi U atrofini olaylik. U —
r to'plami 0 ning atrofi bo‘lganligidan, V = U + (y — z) to‘plami y
nuqtaning atrofi bo'ladi. Bu atrofdan xohlagan z nuqtani olamiz, U
holda

() = F = 1f(z —y+ 2z —2)| = |f(z —y +2) - f(2)]
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tengligidan va z — y + r elementning U/ to‘plamiga tegishli ekanligidan,

|f(z) — fly)l < ¢

tengsizligining o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, V' to'plami y uchun
(6.6) shartni ganoatlantiradi.

6.2.2. f funksionalning £ fazosida wzluksiz bo‘lisht uchun
f Junksional nol nugtaning biror atrofida chegaralanganlig:
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. f funksional 0 nuqgtada uzluksiz bo‘lsa, u holda
xohlagan £ > 0 son uchun 0 nugtaning |f(z)] < £ tengsizlik o‘rinli
bo'ladigan atrofi topiladi.

Yetarliligi. 0 nuqtaning U atrofida f funksional chegaralangan
bo'lsin. U holda shunday C soni mavjud bo'lib, U atrofdan olingan
xohlagan z element uchun |f(z)| < C tengsizligi o‘ripli bo'ladi. Nati-
jada xohlagan ¢ > 0 soni uchun 0 nuqtaning U atrofida |f(z}] < ¢
tengsizligi o‘rinli bo'ladi.

6.2.3. R? fazosida aniglangan z = az + by funksionali R
maydonida chizigli boladimi?

Yechimi. z = f(¢) bo‘lsin, bunda ¢t = (z,y). Xohlagan t; = (z, )
va ty = (2, %) nuqgtalar uchun

flaty + Bty) = alaz; + Bxy) + blay + Bye) =

= afaz) + byr) + Blaxe + bye) = af (t1) + 3F(ts)-
Demak, berilgan funksional haqigiy sonlar maydonida chizigli bo‘lar
ekan.
6.2.4. C[0,1] fazosida berilgan quyidagi funksionallarni ad-
ditivlikka tekshiring:
a) F(f) =\f(3)l;
b) F(f) = max f(t);

0<t<l
c) F(f) = F(3) + F3) + £(D).
Yechimi. a) C[0, 1] fazodan f(%) =1 va g(%) = —1 bo'lgan

funksiyalarni olamiz. U holda

F(+9) =17 +0)5)l = 1(3) +alz)l =1~ 1] =0,

F(f)+ Flo) = ISl +lo(G =1+1=2,
Bundan
F(P) + Flo) # F(J +9).
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Demak, bu funksional additiv emas.

b) C0, 1] fazodan f(t) = t* va g(t) = 1 —£* funksiyalarni olamiz. U
holda

F(f +g) = max (f(2) + g(1)) = max (£ +1 - ) =1,

1al £
n<r<i f<t<l

F(f)+ F(g) = lax f(t) + max g{t) =

n<t<l

—max *+max (1 —) =1+1=2.

0<t<l 0<t<l
Bundan
F(f)+ Flg) # F(f +g)-
Demak, bu funksional additiv emas.
c)

Fu+a)=(+a(3)+0+a(3)+irra(]) -

1 1 1 1 1 1
=1(3)+1(3) 11 (3) #o(5) +o(3) 1 (3) = P+ Fo
Demak, bu funksional additiv. .

6.2.5. Xohlagan additiv funksional uchun

F{§)=0, F(—z) =—F(z)
tengliklarining o‘rinli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi.
F()y=F(@+06)=F(0) + F(h =2F(8),
ya'ni F(6}) = 0.
0=F()=F(xr—x)=F(z) + F(—=z).

Natijada F{—z) = —F(z).

6.2.6. Xohlagan additiv funksional uchun f(Azx) = Af(z)
tengligining o‘rinli ekanligini ko‘rsating, bunda \ ratsional
somn.

Yechimi. » natural soni uchun

finz)=flz t =+ . 1 32} = f(=) +f(1‘)‘:|~...+f($)):nf(a:).

n

i
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Natijada, A =2 (m,n € N) bo'lganda
s = £ (Za) 1 | Res ey ] w51 -
z n_
n n n

X < 0 bo‘lganda 6.2.5-misolda qaralgan f(—z) = —f(z) tengligidan
foydalanamiz, ya'ni f(Azx) = f(=(—-Az)) = —f(~Az) = —(=A}f(z) =
Af(z).

6.2.7. f funksional X normalangan fazoda uzluksiz bo‘lsa,
u holda har bir 2 € X element uchun |f(z)| < ||f]|-||z]| tengsiz-
ligining o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. z # 0bo‘lganda “—g” element birlik sharga tegishli bo‘ladi.

Shu sababli
|f(33)|w . - Al
B "f( )15 p (@) = 11

li=!| i<t

va'ni

, |F{@)| < I fillll.
r = 0 bo'lganda |f{z)| < [if||llz|| tengsizlikning ikki tomoni ham nol
bo'ladi.

6.2.8. X normalangan fazoda berilgan f funksionalning
uzluksiz bo‘lishi uchun, uning chegaralangan bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligini isbotlang. '

Yechimi. Zarurligi. f funksional uzluksiz bo‘lsin. Co = sup |f{z)l

. Tlj=1
miqdorning chekli ekanligini ko‘rsatamiz. Aksincha faraz qiluiz, ya'ni
Cy = oo bo'lsin. U holda shunday {z,} € X, ||za| = 1 ketma-ketligi
topilib, Ay = |f(Za)] — o0 bo'ladi. {z},} (zf, = A;'za) ketma-ketligini
qaraymiz. |lz.|| = 1 bo‘lganligidan, {z},} ketma-ketligi nolga yaqin-
lashuvchi bo‘ladi. f funksional uzluksiz bo‘lganligidan, f(z}) — 0
bo‘lishi kerak. Biroq

sl = |7 (52)

Bu ziddivatdan farazimiz noto‘g'ri ekanligi ko‘rinadi. Demak, Co =
sup |f(z)| < oo

fl=ll=1

1 1
= A—nlf(l'n)l = A_n}‘n = 1.
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X fazosidan noldan fargli xohlagan = element olamiz. ' = ﬁ
elementining normasi birga teng bo'lganligidan, |f(z’)| < € tengsizligi
o‘rinli, shn sababli

mplfel =

) .7," S C().

B )|~ 0

Natjjada |f(zr}| < Cyliz||. Demak, f funksional chegaralangan.
Yetarliligi. f chegaralangan funksional o'rinli bo‘lsin. Xohlagan £ >

{} soni uchun ¢ = % sonini olsak, ||z|| < é bo‘lganda.

|f(x)]| < Cllz|| < C6 = C:c"' =

Natijada f funksional nol nugtada, Demak, X fazosida uzluksiz bo‘ladi.
6.2.9. X normalangan fazosida uzluksiz chizigh [ funk-
sionali berilgan bolsin. C = ||f|| soni |f(z)| < C||z|| tengsiz-
likni ganoatlantiradigan sonlarning eng kichigi ekanligini is-
botlang.
Yechimi. |zf = 1 bo'lganda |f(z)| € C tengsieligi o'rinli. ¢y =
sup |f(z)| bo‘lganligidan, Cp < C.

|z||=1

Ikkinchi tomondan Cy soni | f(z)| < Cy||z|| tengsizlikni qancatlanti-
radi.

6.2.10. Cla,b| fazosida aniglangan

@)=Y cats)
k=1

Junksionalning chizigli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masini toping, bunda t),t,...,t, € [0,0]; € R (k=T 7).
Yechimi. Dastlab chizigli ekanligini ko‘rsatamiz:

flazy + Bx) = ch[ﬂﬂl(tk) + Bz2(ts)] =

k=1

=a Z bkfﬂl(fk) + ﬁzckl’z(ffc) = af(z1) + Bf(zo).

Uzluksiz ekanligini ko‘rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini
ko‘rsatamiz:

)i =

13
Z cxx(ty)
k=1

<> el |z(te)] <
k=1
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< ma (t ol = crlilz
;;uya: >|Z| | = Z| Il

ya'ni [|fl] = Z|0Ai

Endi [a, b} begmentlda quyidagicha #(#) bo'lakli-chiziqli funksiyani
aniqlaymiz: Z(¢) funksiya t, t3,...,t, nuqtalarda z{tx) = sign ¢ qiy-
matlarni qabul qgiladi, [ty,tz.1] segmentlarda chizigli, [a,#1] va [t.,b]
segmentlarda o‘zgarmas. Bu funksiyaning giymatlari to‘plami {—1, 1]
kesmasida jovlashgan. Shu sababli

|2l = max |#()] < L.
tefa,b] _

Natijada
Il = sup |f(z}} = |F(2)| =

flrfl <1

n n i
= | ch.%(tkﬂ = z |ck sign cg| = Z ekl
k=1 k=1 k=1

Demak, /] = 3 les
6.2.11. 4 fazo;ida aniglangan

flz) = Zik—l—&cﬂ (2 — (E.60.. )

Junksionalning chizigli, uzluksiz ekanligint isbotlang va nor-
masini toping.

Yechimi. Xohlagan = = (£,£,...), ¥ = (w1, ws,...) elementlari va
a, 8 € R sonlari uchun

_ i (alr + Buwr) +2(3§H1 + 5wk+1)

Z£k+£k+1 +6ZWT%"‘£},: af(r) + 5f{y).
k=1

: _Demak, f ch1z1q11.

Endi birlik sharda chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz.

o

lzh = (| D €t =1

k=1
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ho‘lganda Z £2 = 1 — £} tengligini yoza olamiz. |¢;| < 1 bo‘lganligidan,

i&| = sin wg belglla,shml kirita olamiz. Natijada

_ &l 1 | |1
=5 357 25,3“——-+-—\/1—51

k=2

1 3 ) '
= §sinwn + %coswo = sin (wo + g) <1

(L33
TIp = 2,22,23,...

nuqtasini qaraylik. Bu nuqta ¢; fazoga tegishli. Haqigatan,

EE -

3 (55 -1

k=1

Endi

Shu bilan birga,

m»—l

.’Eo) =

Demak, ||f]| = ﬂilpl |f(z)| = 1.
6.2.12 '

1
2 1

FO) = [ve)do - [ve)de

0

[~ T

Funksionalning C[0,1] fazosida chizigli ekanligini ko‘rsating
va uning normasini toping.
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Yechimi. Funksionaluing chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz:

1

Flay +3z) = /(a-y + Bz){x)dx — /(a-y + f3z)(z)dx =
0

e

= jy(x)(lxmjy(z)dr + 3 jz(s:)dz—jz(z}dm =
= aF(y) + 8F(z).

Endi uzluksiz ekanligini aniglaylik. Ixtiyoriy y(x) € C[0, 1] uchun:

1

z 1 3 1
F(y)] = 0/ y(z) dz / y(z)ds) < Of y(z) da| + / y(z) da| <

max y(2)] + 5 max y(x)] <

< 5 max ()| + 5 gax (@) = max ly(@)] = ]l

Bu munosabat funksionalning chegaralangan, demak, uzluksiz ekanligi-
ni ko‘rsatadi.

Biz |Fi < 1 ekanligini aniqladik. Endi ||F|| = 1 tenglikni isbot-
laymiz. Buning uchun {y,} funksiyalar ketma-ketligini ||y} = 1 va
lim F(y,) = 1 tengliklarni qanoatlantiradigan etib tuzaylik. y.(z)
gﬁaﬁid& grafigi 8-rasmda ko'rsatilgan funksiyani olamiz.
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v

8-rasm

Bu rasmdan ko‘rinib turganidek, F{y,) = % (shtrixlangan figu-
)

raning yuzasi), shu bilan birga, ||y.| = 1. lim F(y,) = 1 bo‘lganligidan,
[|IFj| =1 tengligi kelib chigadi. '
6.2.13 Cla,b] fazosida har bir funksionalni
b
F) = [ pleyyia)is (63

ko‘rinishide ifodalash mumkin emas ekanligini ko‘rsating,
bunda p(z) - [a,b] segmentda uzluksiz funksiya.

Yechimi. Oddiylik uchun a = ~1, b =1 bo'lsin. C[-1,1] fazosida
d(y) = y(0) funksionalni qaraylik. Uni (6.8) ko‘rinishda yozish mumkin
deb olaylik, ya'ni [—1, 1] da uzluksiz f funksivani topish mumkin bo‘lib,
har bir y{x) € C'[-1,1] uchun § funksionalning qgiymati

i0) = [ row(onte (6.9)

formula bilan hisoblash mumkin bo‘lsin.
Grafigi 9-rasmda ko‘rsatilgan y,(z) funksiyani qaraymiz.
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N )
1
[} Foe
-1 1 1 1 ¢
1 g
O-rasm
1 1
[yn dz} = /yn(.’ﬂ)f(l') dx| <
1 1

/lyn || f(z) [dr<f|f )| dz < AL 2||f||

munosabatidan va n — oo da —QJnJiu — 0 ekanligidan, biror

n = N uchun ﬁ%ﬂl < % tengsizligini yoza olamiz. Natijada,

Shu bilan birga, O(yN) = yn(0) = 1, bundan y = yx bo‘lganda
1

(6.9) formuladan \ [ yn{z)f(z)}dz| = 1 tengligiga kelamiz. Bu ziddiyat
|
farazimiz no‘tog'ri ekanligini ko‘rsatadi.
6.2.14. Absolyut yaginlashuvchi Z Ar qator va [a,b] seg-

mentidan olingan rohlagan {z;} ketma-—kethga berilgan bo‘lsa,
Cla,b] fazosida

Fly) = M)
k=1
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funksionalining chizigli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masint toping.
Yechimi. Dastlab chizigli ekanligini ko‘rsatamiz:

= Z)\k{aw(fa») + Bya(xp)) =
k=1

Floy, + Bys)

= oY dan(zi) + 3 Manler) = oF () + 8F ().
k=1 k=1

Uzluksiz ckanligini ko‘rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini
ko‘rsatamiz:

Z)\Ay(l’k Z Aly(ay)
k=1 k=
< max |y( IZ)\k = ||y||Z Al

[e.]
3" Ag qator absolyut yaginlashuvchi bo'lganligidan, F(y) funksional
k=1

chegaralangan. Shu bilan birga, |F|| < 3 Al
k=1

Endi ||F|; 37 | Akl tengligining o'rinli ekanligini ko‘rsatamiz.
k=1

e
Xohlagan £ > 0 uchun shunday m soni topilib, Y. |Ax| < & tengsizligi

km=meb]
o'rinli bo‘ladi. Cla,b] fazosida |y(z)] < 1 tengsizlikni va 1 < k < m
bollganda y(zx) = sign A, tengliklarni ganoatlantiruvchi funksiyani

ym(z) orqali belgilaymiz. Natijada,

ym Z }\kym -Tk)

= Z Avy(zy) + Z Acy(ze) =
k=1 k=m+1

= ZU\H + Z Ay ().

k=m+1
ly(z) <1 bo‘lganligldan,

> Nala)| <

k=m-+1

o0
3 Il <

k=m+1
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U holda N -
Flua) 2 Pel—e2 > Al = 2e,
k-1 ol

Demak, '

2K o

ZI)‘L|*9ﬁ<FJ,}, Z)\.i'

k=1 k=1
Endi ¢ > 0 soni ixtiyorivligidan || F[f = Z |A\x| tengligini yoza olamiz.

k=1

6.2.15. Hilbert fazosida uzluksiz chizigli funkisonalning
umumiy ko‘rinishini toping.

Yechimi. Hilbert fazosidan xohlagan xg nugtasini tayinlab,

F@) = (2, 20) (6.10)
funksionalini qaraymiz. Ixtiyoriy o, 3 sonlari va z,y elementlar uchun
flaz + By) = {az + By, o) =

= alz,zo) + By, 7o) = af(z) + BF(y),
ya'ni f chizigli funksional. Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi bo‘yicha:

£ (@) = [{z, )| < l|z[l[loll. (6.11)

DemaI;:, f uzluksiz.

Endi Hilbert fazosida aniglangan har bir uzluksiz chizigli funksional
(6.10) ko'rinishga ega bo‘lishini ko‘rsatamiz. Boshqacha aytqanda,
Hilbert fazosida aniglangan xohlagan uzluksiz chizigli f funksionali
uchun (6.11) tenglikni qanoatlantiruvchi yagena zy nugtasining mavjud
ekanligini ishotlaymiz.

Hyorqali {zx € H : f(z) = 0} to‘plamini.belgilaymiz. f chizigli va
uzluksiz bo‘lganligidan, bu to'plam yopiq gism fazo bo‘ladi. Hagiqatan,
= lim x,, £, € Hy, n=1,2,... bo'lganda

f(z) = f(lim z,) = lim f(z,) =0,

va'ni z € Hy.
Agar Hp = H bo'lsa, 2, sifatida nol elementini olish mumkin. Hy #
H bo‘lgan holni qaraylik. H\ Hy to'plamidan biror yo element olib, uni
w=y +y" (¥ €Hy y"LHp)

ko‘rinishda yozamiz (4.3.12-misolga qarang). v" # 0 va f(y") # 0
bo'lganligidan, f(y") = 1 tengligi o‘rinli deb olish mumkin. Xohlagan
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r € H elementni olib f(x) = « belgilash kiritamiz. 2’ = » — ay”
elementi uchun

£y = Fa) = of (") =6~ a =0
bo‘lganligidan, ' € Hy munosabatga ega bo'lamiz. U holda

’

<.’E!y”> — {If + ayn’f, y”) — (I,
Natijada

yﬂ') _+_ a(yﬂ‘ yH> — a(y!.’vyﬂ').

r
Demak, zq sifatida y’y—y" elementini olish mumkin.

Endi yagona ekanligini ko'rsatamiz. Agar barcha € H elementlar
uchun {(z,ry) = {z,z}) tengligi o‘rinli bo'lsa, u holda {z,zy — z}} = 0
bo‘ladi. Natijada ze — zf L H. Bu fagat 29 = x, bo‘lganda o'rinli.

6.2.16. £ normualangan fazoda noldan fargli wzluksiz chi-
zigh f funksionali va M = {zx ¢ E: f(z} =1} to‘plami berilgan
bo‘lsin. U holda '

tengligini isbotlang. _
Yechimi. Xohlagan z € E element uchun |f{z)] < ||f||[|z]| teng-

sizligi o'rinli bo'lganligidan, z € M elementi uchun 1 < || f||||=|, ya'ni .

< ||z|| tengsizligini yoza olamiz. Shu sababli !|Jlt| < in};”m”.
TEL
|| fIl = sup |f(z}} bo‘lganligidan, xohlagan £ > 0 soni uchun shunday
llzfl<1
ye elementi topilib,
el > (1A = llwell - {UFN > €)
tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. }(y;— nugtani z. orqgali belgitaymiz. U holda
£
1 >, 1 .
. € M va ||z.| < == Demak, nf x| < T = tengsizligi ham
o'rinli. Bu tengsizlikda e ixtiyoriy bo‘lganligidan, .iél}; Iz < mlr—” teng-
sizligini yoza olamiz. Yugorida ”%” < in$I||33|| tengsizligining o‘rinli
FasH
. . .. 1 .
ekanligi ko‘rsatilgan edi. Natijada, A= 3}2}{ ||:n|{
6.2.17. F*, n € N fazoda har bir chizigli funksional f uchun
shunday o = (a;) € F* topilib,

f(ZL‘) = Z.’Eiai, ¥ = (.’1:‘) c "
i=1

§6.2. [Tzluksiz chizigli funksionallar

3
]
=1

bo‘lishini ko‘rsating, bunda F =R yoki C.
Yechimi. Avtavlik, {e;....,e,} sistema F" fazoning bazisi va f :
F* — ¥ chizigli funksional bo'lsin. Agar z = (z;) € R” bo‘lsa, u holda

T
T = E Iiela
i=1

va [ ning chiziqli ekanligidan,
flz)= Zmz‘f(ei)-
i=1

Demak, f funksional {e,...,e,} bazisdagi gqiymatlari orqali to'la
aniglanadi. f (ei) = g; deb belgilaylik. U holda

flz) = Zfe‘flé-

i=1
6.2.18. L,[0, =| fazoda

T

flz)= /m(t) sintdt, z € Ly[0, 7]

; 0

Sfunsionalning normasini toping.
Yechimi. z € L;[0, 7] uchun

. 2

f(z)? = /x(t)sintdt < f}z(t)[zdt/‘sin2tdt=
0 0 o
= ol  sind tde = ol
0

ya'ui || f]| € +/I. Endi z(t) = \/% sint da f(z) = \/g bo‘lganligidan,
1711 = /%
6.2.19. C[0, 7] fazoda
flz) = /:r(t) costdt, = € Lof0, 7]
0

funsionalning normasini toping.
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Yechimi. r € C[0, 7] uchun
[f{x)] = |/:r{t) sintdt] < ||I|[/si11tdt = 2i|z||,
0 0

va'ni ||f|| < 2. Endi z(t) = 1 da f{z) = 2 bo'lganligidan, ||f|| = 2.
Mustaqil ish uchun masalalar

1 - 10 - misollarda C0, 1] fazodagi funksionallarni chizigli, uzluksiz-

likka tekshiring va normasini toping:
1

1. f{z)= Of:r.(t)sintdt;
2. f(z) = =3}
1
3. flz) = [=(t)sign(t — ) dt;

0

4. f(x) = [Viz(e?)dt;

6. f(
7. f(
8. flx
9. f(
10. f(z) zg“zz(t) dt.

11. ¢y fazoda quyidagi funksionallarning normasini toping, = =
(1,1 Tny.-.) € Cp:

a) fla) =2

b) f(.l‘) = Z Tk;
k=1

¢) flz) = 3 g
k1

d) flxz) = 3w
k=1
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6.3. Qo‘shma fazolar

E fazosida aniqlangan f; va f, chizigli funksionallarning yig‘indisi

deb

Hz) = filz} + falz), z€F
ko‘rinishda aniqlangan f funksionalga aytiladi va f; + fa ko'rinishda
belgilanadi.

f chizigli funksionalning « songa ko ‘paytmasi deb

glz)=af(z), z€k
ko‘rinishda aniglangan g funksionalga aytamiz va af ko'rinishda belgi-
laymiz. ‘

Chiziqli funksionallarning yig‘indisi va songa ko‘paytmasi chiziqli
funksional bo'lishi ravshan. Shu bilan birga, E chizigli topologik
fazosida aniqlangan barcha uzluksiz chizigli funksionallar to‘plami
qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo bolishini

tekshirish qivin emas. Bu chiziqli fazo F fazoga go‘shma fazo deyiladi
va E* ko‘rinishda belgilanadi.

Masalalar

6.3.1. E normalangan fazoning (E*,[- |} go‘shma fazosi
to‘la ekanligini isbotlang.

Yechimi. E* fazosida {f,} fundamental ketma-ketligi berilgan
bo'lsin. U holda har bir £ > 0 soni uchun shunday n. soni topilib,
n,m > n, bo'lganda || f. — fl|| < € tengsizligi o'rinli. Demak, ixtiyoriy
z € £ uchun

|fa(@) = Fn(@) = (fn = )2}l < Nlfo — Sl - 2]l < £l

ya'ni {f,(z)} ketma-ketligi yaqginlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limi-
tini f(x) orqali belgilaymiz. f(z) funksional chiziqlidir:

floz+ By) = lim fo(az + By) =

= lim (afa(z) + Bfuly)) = af(z) + 6 (y).
Endi f(z) funksionalning uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.

() — fn(2)} < ellz]

tengsizligida m — oo bo‘lganda limitga o‘tamiz:

(@) = ful@)| = 1 [fu(z) = funla)| < la]l.
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Bundan f — £, funksionalning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. U
holda f = f,+ (f — f,) funksional ham chegaralangan, demal, nzluksiz.
Shu bilan birga, barcha n > n. sonlari uchun ||f — f,|| < ¢ tengsizligi
o'rinli, ya'ni hm fo=1r.

6.3.2. Agar R" fazosida norma
=i = max |z

formula bilan aniglansa, u holda uning go‘shma fazosida
normaning

1= 1A (612)
i=1

kabi aniglanishini ko‘rsating.

Yechimi. z = (z,..,z,) € B*, f = (f1,.... fu) € R* = (R™)"
bo'lsin, U holda

| £ ()] =I_Zm-iffi < _Z!f,;nm <
| <Z|fa max |5Uk|—||3~"||Z|f¢

i=1
va'ni
|F() < =1 D1 | (6.13)
i=1 .
Koordinatalaii z; = sign(f,), i = 1,7 bo‘lgan r nuqtani olaylik. U

holda . _

IRl = Zﬁslgn (f:) = Zjﬁxi — [ f(=)],

i=1
ya'ni

STHA = AL (6.14)
i=1

Endi (6.13) va (6.14) tengsizliklardan, (6.12) tenglik kelib chiqadi.
6.3.3. Agar R” fazosida norma

fi
|| = |
=]

fowﬁula bilan dﬂitjmnsa, ‘u holda 'u,m'ng go‘shma fozosida
normaning -
Mfi] = max |fil (6.15)

1<k<n
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kabi aniglanishini ko‘rsating.
Yechimi. = = (ry,...7,) € R", f = (fi....f.) € R* = (R")
bo‘lsin. U holda

D =13 mhl < 3 Il <
i=1 =1

n
<3 ma 5= el g L5
ya'ni
x 6.16
1£@)1 < sl max 15l (6.16)

Aytaylik, max |fi| = |fi| bo'lsin. Koordinatalari z; = (signf;) 8;;,
N 1<k<n
i = 1,7 bo‘lgan z nuqtani olaylik. U holda

mnax |fk! Zfi: Slgﬂfi ij ZszL

1<k<n

ya'ni
nax > ] 6.17
115kgn|fkl > ifll { )

Endi (6.16) va (6.17) tengsizliklardan, (6.15) tenglik kelib chiqadi.
6.3.4. Agar R® fazosida norma

llzil = lz1] + /23 + 23

formula bilan aeniglansae, u holda uning go‘shma fazosida
ROTMANING

£l = max{|fi]. 1/ fF + f3} (6.18)
kabi aniglanishini ko‘rsating. _
Yechimi. z = (r),23,23) € B3, f = (fi.fo. f3) € R® = (R¥)"
bo‘lsin. U holda

3
flz) = |Z;lfifz| < | fillza] + | fary + fars] <

i=1

< Allzal+ /£ + 3y f2d + o8 < max{ Al o/ 52 1 3}l 3 1 ad),

ya'ni

£ ()] < llzllmax{|fs], / ST + 3 (6.19)



232 V1. Chiziqli operatorlar

Agar f = 0 bo'lsa, u holda (6.18) tenglik ravshan. Aks holda,
quyidagi hollarni qaraymiz.

a) / fi + fi > |fil. Koordinatalari

Y I (S
VIR VR

=025 =

hoflgan 2 nuqgta olaylik.
U holda

f@)] = fa

fo
vEy A £ R L

ya'ni
f1] = max{| Ai], \/ f + £} (6.20)
b) /2 + f2 < |f1]. Koordinatalari

iflzl,ﬂ?g:o,_’f:;:o
bo‘lgan = nugta olaylik.
U holda
|f )| = 1Al
ya'ni
Ul = max{|fi], 1/ /7 + f5}. (6.21)

Endi (6.19) (6.20) va (6.21) tengsizliklardan, (6.18) tenglik kelib
chigadi.

6.3.5. c fazoning go‘shma fazosi f) fazosiga izomorf ekan-
ligini ko‘rsating.

Yechimi. ¢ fazosida quyidagi vektorlarni aniglaymiz:

80:(1, 1,..., 1),

ek:{O,0,...,0,1,0,_,_)7 ke N.
k—1

Natijada har bir z = (¢,) € ¢ elementni

k
$=§0€u+éj§c}o;(§n'—50)€

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda & = lim &,.
TL— O
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Avytavlik, f € ¢* bo'lsin. U holda

k
J{x) = &f(eo) + lim ) (6 &) Flew) =

n=1

A.
= &y + }LTO Z{ﬁn — &0} 1,

bunda 1y = f(eg) van, = fle,), n € N.

Endi f(x) sonini boshqa ko'rinishda ham yozish mumkin ekanllgl-
ni ko‘rsatamiz. Buning uchun &, sonlarni €, = sign7, ko'rinishda
aniqlaymiz. Har bir m € N sonini tayinlab, zU™ = (5,1) € ¢ nug-
tani quyidagicha saylab olamiz: n < m bo‘lganda fn =g, n >m
bo'lganda &, = 0. U holda ||z™| < 1. Natijada

Zm < 171l

n=

T

> abuna| =

n=}

|f (") =

m € N ning ixtiyoriyligidan, Z 7| < 400 kelib chiqadi, ya’ni (n,) €

¢1. Demak, har bir = (£,) € ¢ elementi uchun Z £ny qator absolyut

yaqmlashuvchl va

a0}

f(:L‘) = & + Z&nnn- (6.22)

n=1
Demak, agar f € ¢* bo'lsa, u holda ixtiyoriy z = (£,} € ¢ uchun (6.22)
o‘rinli, bunda & = lim §,, 1no = const va (n,) € #. Yuqoridagidek,

MO0
m € N sonini tayinlab z,, = (&) € ¢ nugtani saylab olamiz: n < m
bo'lganda £, = &,, n > m bo‘ganda &, = gy = siguny (&, sonlari
yugorida aniglandi). U holda ||z.,|| <1, = lim &, = &5 va
n—oo -

f(@m) = lmol + Z |7 + €0 Z T

n=m-+1

Bundan

£l = Hi‘ﬁfllf(x)l > | fxm)|

vam — oc da

e ]
ol + 3 Il < 11£1].
n=1
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Har bir ¥ = (1,) € £; element {6.22) formula yordamida ¢ fazosida
biror uzluksiz chizigli f funksionalni aniglaydi, Shu bilan birga,

A1 = Tl 4> Inal-
n=1
Demak, ¢ = 4.
6.3.6. ¢, fazoning qo‘shma fazosi m fazosiga izomorf ekan-
ligint ko‘rsating.
Yechimi. § = (&,&, -+ ,&, -} &€ m bo'lsa, u holda

f@) = "ail, z=(r) €8 (6.23)

. i=1
formula #; fazoda chiziqli funksionalni aniglaydi.
f ning uzluksizligi

|f(z)| < Sl;pléﬂ 3 il = 1€l 15,
i=1

va'ni
A1) < 1€l (6.24)
tensizligidan kelib chigadi.

Endi ¢, fazoda har bir uzluksiz chizigli funksional {6.23) ko‘rinishda

ekanligini isbotlaymiz.
#1 fazosida quyidagi vektorlarni qaraylik:

en=1(0,0,...,0,1,0,..), ncN.
e —

n--1

U holda z = (z,) € £ elementni
.
xIr = inei
i=1

[eA
ko‘rinishda vozish mumkin va 2™ = 3 z,e; uchun
=1

™ —all = 3 fal =0,

j=n+1

ra

fed })o‘lsin. U holda

fz)=f (Z Iiei) = f (’}L%sze,;) =
i=1 =1
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= lim f (Z ;r,-e,;) = Z‘J_‘,f(rzﬁ) . T,
S N i=1 i=1
bunda
&= fle),ie N
16| = |fled| < I/
dan (&) € . Demak,
€]l = sgpi&.l <Il- (6.25)

(6.24) va (6.25) dan || f]| = ||£]] kelib chigadi, ya'ni £} = m.
6.3.7. m* fazoning {, fazoga tzomorf emasligini ko‘rsating.
Yechimi. Ravshanki, ¢ yaqinlashuvchi ketma-ketliklar fazosi m ning
¢ism fazosidir. ¢ gism fazoda

f(z) = lm a2z = (o) €0 (6.26)

ifoda chegaralangan chizigli funksionalni aniqlaydi.

zo=(1,1,...,1,...) € cnugtada f(zg) = 1dan ||f|| == 1 kelib chiqadi.
Xan-Banax teoremasidan bu funksionalni normasini saglagan holda m
fazosiga davom ettirish mumkin.

Faraz qilaylik, bu funksional £) fazo elementi orqali aniglansin, ya'ni
shunday £ = (&,) € ¢, topilib,

f(I) = an‘fm (ﬂ:n) € m. (6.27)
n=1

e, = (0,..,0,1,0,...), n € N elementlarni qaraylik. (6.27) dan f(e,) =
0, n € N kelib chiqadi.
Ikkinchi tomondan, (6.27)} ga ko'ra

f(en) = &n: ne M
Bundan &, =0, n € N. (6.27) dan esa

flz)=0,Yrem.

Demak, f = 0. Bu esa ||f|| = 1 ekanligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyat-
dan, m* fazoning ¢ fazoga izomeorf emasligini kelib chigadi.
6.3.8. Cla, b fazoning refleksiv emasligini isbotlang.
Yechimi. Teskarisini faraz qilaylik. U holda chekli variatsiyali
funksiyalar fazosi V' da aniqlangan har bir uzluksiz chiziqli F\(f} funk-
sional Cla, b fazosidagi biror z(f) funksiya orqali aniglanishi kerak,
ya'ni

F(f) = F.(f) = f(«).
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Demak,
i

Fi(f) = / £(1) df (1),

bunda f(t) — Cla;b]" da f(z) funksionalga mos keluvchi chekli varia-
tsivali funksiya.
Quyidagi funksionalni qaraylik:

Fo(f) = flto+0) = f{to —0)  {fo € [a,b}).

Bu funksionalning chiziqgli ekanligi ravshan, uzluksizligi quyidagi baho-
lashdan kelib chigadi:

[Fa(f)] < 1f{to +0) = flto — O) < V2 (F) = [I£Il.
Bundan tashqari Fy(f) # 0, shuning uchun [a, b] da uzluksiz zo(t) #
B
0 funksiya mavjud bo'lib, Fy(f) = [ 2o(t) df (¢} tenglik o‘rinli bo‘ladi.

t
Endi f(t) = [zo(s)ds funksiyani qaraylik. Bu funksiya [@,b] da
uzluksiz bo‘lganligidan, Fy(fy) = 0. Biroq ikkinchi tomondan,

b b

A1) = [ 2 drty = [ahwyae>o

] a

Bu ziddiyatdan Cla,b] fazoning refleksiv emasligi ko‘rinadi.

6.3.9. L0, 1)* = {0} ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Faraz qilaylik, f € L°0, 1)*, f # 0 mavjud bo‘lsin.
Yarim intervallarning xarakteristik funksiyalari chiziqli kombinasiyalari
L°(0, 1) fazoda zich bolganligidan, shunday A; C [0, 1] yarim interval
topilib, f(xxa,) = 1 # 0 o'rinlidir. A; ni teng ikkita dizyunkt A, AY
yarim intervallarga ajrataylik. xa, = x at -+ xay bo'lganligidan,

Fixay) + flxay) = f(xa,) #0

kelib chigadi. Bundan f(xa:) # 0 yoki flxar) # 0. Bu sonlarning
noldan farqlisiga mos keluvchi yarim intervalni A, deb belgilaylik, ya'ni
f(Xa,) = 62 # 0, bunda p{Ay) < 1/2.

Bu jarayonni davom ettirib,

a') #(An) < 1/2v

b) f(xa.) =8, #£0

shartlarni qanoatlantiruvchi {A,} yarim intervallarga ega bo‘lamiz.
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Endi z, = 6 xa, devlik. U holda p(A,) € 1/2" dan {z,} ketma-
ketlik o'lchov bo'yicha nolga intiladi, ya'ni z, - 0. f ning uzluksizligi-
dan, f(z,) — 0.

Lekin

flaa) = f(8'xa,) = 8,0, = 1.
Hosil bo‘lgan ziddiyatdan f = 0, yani L°(0, 1)* = {0} ekanligini kelib
chiqadi.

6.3.10. E normalangan fazo va zp ¢ E bo‘lsin. U holda
shunday f € £ mavjudks,

=1

va
Flza) = ||zl
tengliklari o‘rinlidir.
Yechimi. g elementning chizigli qobig'i £ (x5} da

flazo) = al|zol]

formula bilan aniqlangan funksionalni qaraylik.

|f(azo)| = |ev||zoll] = |lazol|

dan va normaning bir-jinsli qavariq funksionalligidan, Xan — Banax
teoremasiga asosan, bu funksionalni E fazosigacha davom ettiramiz.
U holda

£l =1
va
fl@o) = |l=ol] -
tengliklari o‘rinlidir, )
6.3.11. E normalangan fazo va zy € F bo‘lsin. U holda

Ve (f) = flz0), f € E”

orqali aniglangan funksional £° da chegaralangan ekanligini
ko‘rsating.
Yechimi. f;, fo € E*, &y, 0 € R uchun -

Upo (a1 fi + cafa) = (e fi + aafa)(z0) =

= v fi(z0) + aafa(mo) = onthn, (f1) -+ aotin, (f2).
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Bundan +,, chizigli funksional. Endi

[, (O = Lol < (1] el

ekanligidan, v, chegaralangan funksional va [[v,, || < ||zl
6.3.12. £ normalangan fazo bo‘lsin. U holda

re Eus vy, B

orqali  aniqlangan  akslantirish  izometriya ekanligini
ko‘rsating. :
Yechimi. 6.3.10-misoldan har bir 2 € E uchun ||t || < {lzy|| teng-
sizligi o‘rinli.
6.3.10-misolga asosan, har bir ¥ € E nuchun shunday f € E* topi-
ladiki, | f(z)| = || f||]\=z]{. Bundan

|f {2l
Wl = su > ||=]|.
vani ||} = ||z]|. Demak,
l{hsl| = {lz]}-

6.3.13. X Banaz foazosi, f, € X*, n ¢ N va iztiyoriy z € X
uchun

T}LH;(;E‘fr'l> = (-Ta f)

tengligi o‘rink bo‘lsin. U holda f € X* bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. 6.1.20-misolda A, operatorini f, funksional bilan al-
- mashtirsak, misolning yechimi kelib chigadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. ¢y fazoning refleksiv emasligini ko‘rsating.

2. £, fazoning refleksiv emasligini ko‘rsating.

3. £ fazoning ¢, fazoga izomorf ekanligini ko‘rsating, bunda 1 < p <
00, 3—1) + 1_ 1.

4. Agar f chizigli funksional ¢y C m fazoda chegaralangan bo‘lsa,
u holda bu funksionalni normasini saglab, m fazosiga yagona usulda
davom ettirish mumkinligini isborlang.

5. Agar X cheksiz o‘lchamli normalangan fazo bo‘lsa, u holda X*
fazo ham cheksiz o‘lchamli ekanligini isbotlang. '

6. X Banax fazosi bo'lsin. Har bir M C X to‘plam uchun

M={feX" |fix)|<1,Vze M}

G medtle sine T Dl [ iy

R R
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to‘plamning yopiq va gavariq ekanligini ko‘rsating.

7. X va Y normalangan fazolar, Z = X &Y ulaming to'g'rl yig'indisi
bo'lsin. U holda Z fazodagi har bir uzluksiz chizigli funksional f yagona
usulda

fllz.y)) = hiz) + 9(y)
ko‘rinishda tasvirlanishini isbotlang, bunda h € X*, g € Y*.

8. X Banax fazosi bo‘lsin. Agar X* separabel bo'lsa, u holda X
ham separabel ekanligini ko‘rsating.

9. X separabel bo'lib, X* separabel bo'lmagan X Banax fazosiga
misol keltiring,

10. Qo'shma fazosi ¢ fazosiga izomorf bo‘lgan Banax fazosi mayjud
emasligini ko‘rsating.

11. X Banax fazosi bo‘lsin. Ixtiyoriy chizigli erkli {z,} C X ketma-
ketligi uchun shunday {f.} € X* ketma-ketligi mavjud bo‘lib,

Wfall =1 va  fi(z;) = by

o‘rinlidir.

6.4. Kuchsiz topologiya va kuchsiz vaqinlashish

E :éhiziqli topologik fazosida aniglangan barcha uzluksiz funksio-
nallar to‘plamidan chekli sondagi fi, fa, ..., f, funksionallarni olamiz.
Agar £ musbat son bo'lsa, u holda

{z: |filz)] <&, 1=1,2,...,n} _ (6.27)

to‘plami E fazosida ochiq bo'ladi. Shu bilan birga, bunday to‘plamlar
nol nuqtasini o'z ichiga oladi. Shuning uchun u nol nuqtaning biror
atrofi. Bunday atroflar sistemasi nol nuqta atroflarining aniqlovchi sis-
temasi bo'ladi. E fazoda (6.27) ko‘rinishdagi to‘plamlar sistemasi hosil
etgan topologiya kuchsiz topologiya deyiladi.

Kuchsiz topologiya bo‘yicha yaqinlashishga kuchsiz yaginlashish
deyiladi. (6.27) ko‘rinishdagi to‘plamlar aniglanishidan, {z,} C E
ketma-ketligi z € E' elementiga yaqinlashishi quyidagiga teng kuchlidir:

flzn) — fz), feE"

Kuchsiz yaginlashish z, - z kabi belgilanadi.
E* fazodagi normaga mos keluvchi topologivaga shu fazodagi kuchli
topologiya deyiladi.



240) V1. Chiziqli aperatorlar

E chizigli topologik fazosida @y, 73, ..., 2, nugqtalarni olamiz. £ > 0
bo'lsin,

{feE: |flz)] <z i=12,...,n} (6.28)

to'plami E* fazosida ochig bo'ladi. Bu atrofiar sistemasi nol nugqta
atroflarining aniqlovchi sistemasi bo‘ladi. £* fazoda (6.28) ko‘rinishdagi
to'plamlar sistemasi hosil etgan topologiva *-kuchsiz topologiya deyi-
ladi. ‘

*-Kuchsiz topalogiva bo‘yicha yaqinlashishga *kuchsiz yaginlashish
deyiladi. (6.28) ko‘rinishdagi to‘plamlar aniqlanishidan, {f,} C £~
ketma-ketligi f € E* funksionaliga vaqinlashishi quyidagiga teng kuch-
lidir;:

ful#) = f(z). s € E.

* Kuchsiz yaginlashish £, — f kabi belgilanadi.
Masalalar

6.4.1. E Banaz fazosida {z,} ketma-ketlik kuchli yagin-
lashuvchi bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning kuchsiz yagin-
lashuvchi ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {z,} ketma-ketlik z elementga kuchli yaqin-
lashsin, ya'ni ||z, — z|| — 0. Ixtiyoriy f € E* uchun

|f(wn) = f(2)| = 1 fl2n = )| < |1 f]ll2n ~ 2|l — 0

ekanligidan, f(z,) — f(z). Bundan z, — z.

6.4.2. E* fazosida {f,} ketma-ketlik kuchli yaginlashuvchi
bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning *-kuchsiz yaginlashuvchi
ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {f.} ketma-ketlik f funksionalga kuchl yagin-
lashsin, ya'ni || f, — f|| — 0. Ixtiyorly z € E uchun

|falz) = flzh = [(fo = £} <2l fo - fll = 0

ekanligidan, f,(z) — f(z). Bundan f, —% f.

6.4.3. E chiziqli topologik fazoda kuchsiz yagqinlashishga
quytdagicha ta’rif berish mumkin ekanligini isbotlang: =z,
nugtasi va {r,} ketma-ketligi berilganda har bir o c E* funk-
sional uchun {p(x,)} ketma-ketligi ©(x)) soniga yaginlashuv-
chi bo‘lsa, u holda {z,} ketma-ketligi z; nuqtaga kuchsiz
yaginlashuvcht deyilads.
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Yechimi. Oddiylik uchun 2y = 0 va har bir ¢ € E* uchun ¢(z,,) - 0
bo'lsin. Nol nuqtaning ixtiyoriy

U={z:|pfzx) <e i=1,..,k}

kushsiz atrofini olaylik. U holda har bir ¢ > 0 soni uchun shunday
n; (1 = 1,2,...,k) soni topilib, n > n; bo'lganda |p;(x)] < £ o‘rinli
bo‘ladi. n. = maxn; deb olsak, n > n,. bo'lganda x, € U ni yoza
olamiz.

Teskarisi, agar nol nugtaning har bir kuchsiz U atrofi uchun shunday
ng soni topilib, n > ng bo‘lganda z, € U o'rinli bo‘lsa, u holda n — oo
da har bir ¢ € E* uchun ¢(z,) — 0 ekanligi ko‘rinadi.

6.4.4. Normalangan fazoda berilgan har bir {z,} kuchsiz
yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini is-
botlang.

* Yechimi. E* fazosida

A = {f  |f(za)] <&k}, kyn=1,2,.. (6.29)

to'plamlarini qaraylik.
Tayinlangan x,, da f o‘zgaruvchidan olingan {f, z,,) funksiya uzluksiz
bo‘lganligidan, (6.29) to‘plamlari yopig bo‘ladi. Yopiq to‘plamlarning
[s.9]

kesishmasi yopig bo‘lganligidan, Ay = ()] Ag, to‘plami ham yopiq

bo‘ladi. {z,} ketma-ketligi kuchsiz yaqinlaslhuvchi bo‘lganligidan, har
bir f € E* uchun f(z,) sonli ketma-ketligi yaginlashuvchi, demak,
chegaralangan. Boshgacha aytganda, E* fazosidan olingan ixtiyoriy
f element A to‘plamlarining bittasiga tegishli bo‘ladi. Shuning uchun

E* = D A
k=1

tengligini yoza olamiz. E* fazosi to'liq bo'lganligidan, Ber teoremasi
{3.1.11-misolga qarang) bo‘yicha Ay to‘plamlarning bittasi, Aytaylik,
A to'plami biror B[ fy, £] sharda zich bo‘ladi. Ay, yopiq bo‘lganligidan,
Bify, €] < A,, o‘rinli. Natijada {z,} ketma-ketlik B|fo, <] sharida,
demak, E* fazosida har bir sharda chegaralangan bo'ladi. Jumladan,
birlik sharda ham chegaralangan. Boshqacha aytganda, {z,} ketma-
ketlik hadlari E** fazo elementlari sifatida chegaralangan. E ¢ E**
munosabatidan {z,} ketma-ketlikning £ fazosida ham chegaralangan
ekanligi kelib chiqadi.

6.4.5. E normalangan fazoda {z.} ketma-ketligi va r ¢ E
element berilgan bo‘lib, quyidagi tkki shart o‘rinli bo‘lsin;
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1) {l|lzull} ketma-ketligi biror M soni bilan chegaralangan;

2) E” fazosida zich bo‘lgan biror A to‘plamdan olingan har
bir f uchun f(x,) — f(z).

U holda {z,} ketma-ketligining v nugqtega yaginlashuvchi
ekanini isbotlang.

Yechimi. ¢ = anfi + asfo+ ... + afi, fi, faoos fo € A bo‘lsa, u
holda ikkinchi shartdan:

plen) = (i +aafo + o+ o fi)(z,) =

= 041f1(-7’:i'1) + O:gfg(:l"n) + ot afkfk{rn) -
—ofi(z)+af(@)+.. +orfi(z)=¢(x).

Endi E* fazodan ixtiyoriy ¢ element olaylik. {y,} orqali element-
lari A to‘plam elementlarining chizigli kombinasivalaridan iborat va @
elementga yaqinlashuvehi ketma-ketlikni belgilaymiz. olz,) — oz)
o'rinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. M sonini ||z.| < M, n =
1,2,.., |zt £ M o'rinli bo‘ladigan etib saylab olaylik.

@r — i bo'lganligidan, har bir £ > 0 soni uchun shunday %, soni
topilib, k > k. bo‘lganda ||¢—r|| < € tengsizligi o'rinli boladi. Bundan

lp(xn) — p(@)] = l0(zn) — Orl2n) + 0r(Tn) — wrlz) + () — p(z)) <

< |o(Zn) — @ilen)] + lor(za) — er()| + [0r(z) — p(z)| <
< €M + &M + [gi(za) — orl)]
Shart bo'yicha yg(zn) ~ k() bo‘lganligidan, har bir © € E* uchun
@{xn) — p(x) — 0 ekanligi kelib chigadi.

6.4.6. Chekli o‘lchamli R* evklid fazosida har bir kuch-
siz yaqinlashuvchi ketma-ketlikning kuchli yaginlashuvchi
ekanini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, {e;, e,, ..., e,} sistema R™ daga biror ortonormal

bazis bo'lib, {z;} ketma-ketlik R” da z elementga kuchsiz yaqinlashuv-
chi bo‘lsin.

Tk = r,(cl]el +- Sf)

e'ﬂ-)
T = 35'(1)61 +-.- .+_$( )en

bolsin. U holda

Iy = (mk:el> — (515,81) = l‘(l)}
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ya'ni {z:} ketma-ketlik » elementga koordinata bo'yicha yaginlashuv-
chi. Natijada,

n 1/2
lle =zl = (Z (z)) — Ir_u)-z) =0,

=1

va'ni {z;} ketma-ketlik z ga kuchli yaginlashuvchi bo'ladi.

6.4.7. C[0,2n] fazosida kuchli va kuchsiz yaginlashishlar
o‘zare teng kuchlimi?

Yechimi. C[0, 27| fazosida

2r
an(z) = %/w(t) cosntdt, neN
0

formula orqali aniqlangan uzluksiz chizigli funksionallar ketma-ketligini

qaraylik. _
Matematik analiz kursidan ma'lumki, [0,27] kesmada wuzluksiz
bolgan har bir z(t) funksiya uchun uning Fure qatoriga yoyilmasi
koeffitsientlaridan tuzilgan {a.{z)} ketma-ketlik nolga yaqinlashuvchi
bo'ladi (hm an(z) = 0), va'ni {ap{z)} funksionallar ketma-ketligi nol
funksmnalga kuchsiz yaginlashuvehi bo‘ladi.
Shu bilan birga, a,(z) funksionallarni

an t
ay(z) = %/x(f)d /cos nu du
0 i

ko'rinishda yozish mumkin, bundan tashqari

t

Var fcos nudu | = /|cos nu | du,
tef0,27]
0

ya'ni
27 —}'2”
eza|l = 1f|cosnt|dt Z f | cosnt|dt =
] k 0 Zkr
n—1 2

214:3

1
——E dz = —, (n€N).
— /|cosz| z (n € N)

k=0 1)
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Demak, C[0,27] fazosida qaralayotgan uzluksiz chizigli funksio-
nallarning {a,{z)} ketma-ketligi kuchsiz vaginlashuvchi bo'lib, kuchli
yaginlashuvchi emas.

6.4.8. Cla,b] fazoda sin{nt) ketma-ketligi kuchsiz yagin-
lashuvehi bo‘ladimi?

Yechimi. z,(t) = sinnt ketma-ketlik hadlarida

) . nn
flza) =z, (-5) =sin—-

ko‘rinishda aniqlangan f funksionalni garaylik.

{f(za)} = {1,0, =1,0,1,...}

bo‘lganligidan, bu ketma-ketlik yaginlashuvchi emas. Demak, {z,}
ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi emas.

6.4.9. (Shur teoremasi) ¢, fazoda berilgan ketma-ketlikning
kuchsiz yaginlashuvchiligidan, uning norma bo‘yicha yagin-
lashuvchi bo‘lishi kelib chigishini isbotlang.

Yechimi. ¢, fazosida {y,} ketma-ketligi 4o nuqtaga kuchsiz yaqin-
lashuvchi bo'lsin. U holda {z, : z, = y, — ¥} ketma-ketligi 0 nuqtaga
kuchsiz yaginlashuvehi bo‘ladi. Biz ||z,|| — 0 bo'lishini ko'rsatishimiz
kerak. Teskarisini faraz gilaylik. Ushbu

lim|z, ||[=1>0

munosabatni qanoatlantiruvchi |z, | qism ketma-ketligi mavjud

bo'lsin. Zarur bo'lsa z,,_ elementlarni ”%ELH ko‘rinishdagi elementlar
; .
bilan almashtirib, nolga kuchsiz yaginlashuvchi va har bir hadi normasi

1 ga teng ketma-ketlikga ega bo‘lamiz.

Demak, berilgan {z,} ketma-ketlik quyidagi shartlarni gancatlanti-
radi deyishimiz mumkin:

2y~ 0 (6.30)
va
Izl =1  (n=1,2,.) (6.31)

bo'lsin. Endi f; funksionalni quyidagicha aniglaymiz:
fez) =& {(k=1,2,..).

(6.30) munosabatdan {fi(z,) : n = 1,2,...} ketma-ketlikning nolga
yaqinlashuvchi ekanligi, ya'ni

& o0 (k=1,2.) (6.32)

=00
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ho‘lishi kelib chiqadi. ny = 1 bo‘lsin. U holda

.
5 |6 = =1
k=1

Natijada
18]

2.

k=1
tengsizlikni ganoatlantiruvchi p; > 0 soni mavjud bo‘ladi.
Aytaylik, quyidagi shartlarni qancatlantiruvchi

a)| . 3
E;{; ) > 1

l=n<np<..<nj
va

Ob=po<p <. < Py
butun sonlari tanlangan bo‘lsin:

Ps—1

3 le <% (s=1,2,.7) (6.33)
k=1
va. P, l
., |@M > =129, (6.34)
k=p;_,+1

U holda (6.33) munosabatga ko'ra shunday n;.; > n; soni topiladiki,
natijada ushbu
P;

k=1 .
tengsizligi o'rinli bo'ladi. Bu tengsizlik va (6.33) munosabatdan:
o0 P

i = Z ££“j+1) ___Z gi{c”’jﬂ)

J
E=Pj+1 k=1 k=1

1
< -

(141)
¢ 4

k

3

6£"’J'+1) = Z

U holda quyidagi tengsizlikni qanoatlantiruvchi Pj4+1 > p; nomerini tan-
lash mumkin:

Pit1

. 3
E , f{&nﬁl) > 7
k=p_-,'+1

Shu taxlitda fikrlashni davom ettirsak, (6.33) va (6.34) tengsizliklar har
bir s = 1,2,... uchun o‘rinli bo‘ladigan ikkita 1 < n; < ng < .. VA
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O=py<p < .. < P; < ... butun sonlar ketma-ketliklarning mavjud
ekanligini ko'rsatadi. Ushbu

T = signg'g:"”] (Pe-1 <k <po kos=1,2,..)

ko'rinishda belgilash kiritamiz. {n;} € £, bolganligidan, ¢, fazosida
quyidagicha f, funksionalni qaraymiz:

£) =3 m& (z={&}).
k=1 .

folzs,) kattalikni quyidan baholaymiz. || < 1 ekanligini e’'tiborga
olsak,

[folen,)l = | > me™ | >
k=1
s ( Pee1
> >0 g™ =3 ™ Z el
k=p,_1+1 k=1 k=p,_
fs ( ) Ds—1
> Y M- - 3 (e =
k=p._1~1 k=1 k=p,+1
=2 Z 167 = I
—ps 1+1
Demak, (6.31) va (6.34) bo'yicha
1
folzn,) > 5
tengsizligini yoza olamiz. Bu esa ||, || = 1 shartiga zid. Demak,
llzall = 0. |
6.‘4.10. H Hilbert fazosi, {r,} C H. Agar {z,} ketma-
ketlik =y € H nuqtaga kuchsiz yaginlashib, ||z,|| — [|zol|

bo‘lsa, u holda {z,} ketrna-ketlik z, ga kuchli yaginlashishini
ko‘rsating.

Yechimi. {z,} ketma-ketlik x5 € H nuqtaga kuchsiz vaqinlashishi-
dan, har bir y € H uchun

(To,y) — {20, 1)

o'rinlidir. |{z,|| — ||zo!| bolganligidan,

(Zp, Tn) — {Tq, 20)-
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Bundan
H-Tn - 1,()”2 = <$n — Iy, Ly, — ;I‘()) =

= (-’L‘ny-’rn} + (I07 I-U) - <$mIU> - (-Tml“()> ==

= [(fn,l‘n) - (-T'(Ja-'r(}ﬂ - [(Iﬂ»'r0> - <$9-IU>] — 0,

va'ni |lz, — zof| — 0.

6.4.11. ¥, fazo birlik sferasining kuchsiz yaginlashish
ma’nosidae yopig‘ini toping.

Yechimi. ¢, fazo birlik sharidan ixtiyoriy zg = (e, 0, ..., &, )
nugta olib, ushbu

' T = (Q’l.‘ 1- CE%,0,0, ...),

ketma-ketlikni qaraymiz. Bu ketma-ketlikning barcha hadlari birlik
sferaga tegishlt va xy nugtaga kuchsiz yaqinlashadi. Demak, £ fazo
birlik sferasining kuchsiz yaqinlashish ma'nosida yopig'i birlik shardan
iborat.

6.4.12. H Hilbert fazosi, z,, 1, y., y € H bo‘lsin. Agar

T — T VG Yy, LliIN y bo‘lsa, u holda

{0 vy = (@)

ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Quyidagini yozaylik:

(f‘n.: yn) = (-Tn = Iy lYn — y)+

Hn — 2,9) + (2,40 — v)-
x, —  ekanligidan, ||z,{| < M, ||z|| £ M, bunda M > 0. Bundan

[{Zn =z, 00~ P < |20 — 2||| |t — ]| € 2M ||y — ¥l| — 0,

1($ayﬂ - y)l < A/I”yn _y” — 0,
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va,

ez, — T,y — 0.
Demak,

(Zn; ) — (:r,y)

6.4.13. {4, da chegraralangan ketma-ketlik koordinatalar
bo‘yicha yaginlashuvcimi bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik kuch-
siz yaqginlashuvchi bo'l'adi.

Yechimi. ¢, fazoda ¢h.egaralangan {zr} ketma-ketlik x elementiga
kuchsiz yaginlashuvchi bo“'lishi uchun

)

(zh, &) = :cg —z® = (z,e), 1=1,2, ..

bu yerda e; = (1, 0,...), e = (0, 1, 0, ...}, ... bajarilishi yetarlidir.

Haqiqatan, e; elementlarning chizigli kombinatsiyasi ¢y fazoda zich.

Demak, #; da {z;} chegaralangan ketma-ketlik kuchsiz vaqinlashuv-
chiligi, ushbu vektorning m,(:) koordinatalar bo‘yicha sonli ketma-
ketliklarning har bir i = 1,2, ... uchun yaqinlashuvchi ekanligiga teng
kuchli.

6.4.14. ¢y fazoda kuschsiz yaginlashish kuchli yaqinlashish
bilan ustma-ust tushedimi?

Yechimi. ¢, fazoda ¢, ey, oy €, ... ketma-ketliklar nolga kuchsiz
yaqinlashishini ko‘rsatamiz.

¢y da ixtiyoriy chiziqli f funksionalni skalyar ko‘paytma ko‘rinishda
yozamiz: f(x) = (z,a), z < #; tayinlangan vektor. Bundan flen) = a,
va a, — 0, n — oo, u helda

Jim f{en) = 0.
|len]l = 1 dan {e,} ketma-ketligi nolga kuchli yaqinlachuvchi emas.
Mustaqil ish uchun masalalar

1. C[0,1] fazosida kuchsiz yaqinlashuvchi bo'lib, norma bo‘yicha
uzoglashuvchi ketma-ketlicka misol keltiring.

2. Ixtiyoriy Hilbert fazosi kuchsiz topologiyada to'la bo‘ladimi?

3. fu(t) =sint, ¢ € [~ , 7] funksional ketma-ketlik Ly[—m, 7] kuch-
siz yaginlashuvchi bo‘lib, norma bo‘yicha uzoqlashuvchi ekanligini is-
botlang.

4. X Banax fazosi, {zn} C X, ||z.|| < 1. Agar z, % » bolsa, u
holda ||z|| < 1 ekanligini ko‘rsating.
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5. H Hilbert fazosi, z,, z, y,, y € H bo‘lsin. Agar r, — =z va
Y N y bo'lsa, u hokla

(Tos o) — (T,9)

o'rinlimi? .

6. {z.} < CI0,1] ketma-ketligi [0,1] ning har bir nuqtasida
yaginlashuvchi bo'lsa, u holda bu ketma-ketlik kuchsiz yaginlashuvchi
bo‘ladimi? ‘

7. Cla,b) fazoda cos(nt) ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi
bo‘ladimi?

8. C[0, 1] fazosi kuchsiz to‘la bo‘ladimi?

9. Aytaylik, {z;} H Hilbert fazosida ortogonal sistema bo‘lsin.
Quyidagi tasdiglarning o‘zaro teng kuchli ekanligini ko‘rsating:

o0
a) ¥ x, qator yaginlashuvchi; )

n=1
o0

b) Ty qator kuchsiz vaqginlashuvehi;
n=1

o0
¢} 3 ||znl|?* qator yaginlashuvchi.

10?=1Banax fazosidagi kuchsiz yaginlashuvchi ketma-ketlik kuchsiz
fundamentalligini ko‘rsating.

11. ¢, fazoning birlik shari kuchsiz topologiyada kompakt ekanligini
isbotlang.
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Chiziqli operatorlar fazosi

7.1. Chiziqgli operatorlar fazosi

X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvehi barcha
chegaralangan chizigli operatorlar to‘plamini B(X,Y) kabi belgilaymiz.
Agar X =Y bo'lsa, u holda B(X) kabi belgilanadi,

T,5 € B(X,Y) operatorlar uchun ularning yig'indisi T + S deb

T+ 8)z)=T(x)+8(z), ze X

formula orqali aniqlangan operatorga aytiladi.
T € B(X,Y) operatori va A € C soni ko'paytmasi AT deb

(AT)(x) = AT(z),z e X

formula orqali aniqlangan operatorga aytiladi. Ravshanki, T 4+ 8, AT
operatorlar ham chiziqli operatorlar bo‘ladi.

Uzluksiz chizigli operatorlarning yig'indisi va uzluksiz chizigli ope-
ratorning songa ko‘paytmasi, uzluksiz operator bo‘lishi normalangan
fazolarda amallarning uzluksizligidan kelib chiqadi. Demak, B(X,Y)
chiziqli fazo bo'ladi.

Eslatib o‘tamiz, T € B(X,Y) operator normasi

TN = sup{|IT(2)ll : z € X, [[]| < 1)

formula orqali aniqlanadi.

Qo‘shish, songa ko‘paytirish va normaga nisbatan B(X,Y) nor-
malangan fazo bo‘ladi.

H Hilbert fazosi bo‘lsin. B(H) fazoda har bir z,y € X uchun

A€ B(H) — (A=), )| (7.1)

formula yarim normani aniglaydi. (7.1) korinishdagi yarim normalar
B{H) fazoda hosil etgan lokal gavariq topologiyaga kuchsiz topologiya
(w-topologiva) deyiladi. Bu topologivada yaqinlashishga kuchsiz yaqin-
lashish deyiladi va u 4, —> A kabi belgilanadi. Kuchsiz topologiya
ta'rifidan,

Ap == A & lim (A, (2),4) = (A(z),y), Ve,ye H

n—oo
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ekanligi bevosita ko'rinadi.
B{H) fazoda har bir z € X uchun

A€ B(H) = [|A{z)]] (7.2)

formula yarim normani aniqlaydi. (7.2) ko‘rinishdagi yarim nofmalar
B(H) fazoda hosil etgan lokal qavariq topologivaga kuchli topologiya
(s-topologiya) deyiladi.

Bu topologivada yaginlashishga kuchli yaginlashish deviladi va u
Ay — A kabi belgilanadi. Kuchli topologiva ta’rifidan,

A, A lim Ay (z) = A(z), Vr,e H
—0C

ekanligi bevosita ko‘rinadi.

B(H) fazoda .

A€ B(H) - ||| (73)

formula normani aniqlaydi. {7.3) korinishdagi norma B(H) fazoda hosil
etgan lokal qavariq topologivaga. tekis topologiya (r-topologiya) deyiladi.

Bu topologiyada yaqinlashishga tekis yaqinlashish deyiladi va u
Ar = A kabi belgilanadi. Tekis topologiva ta’rifidan,

A, =24 & .linO10||A.n—A|| — 0

ekanligi bevosita ko‘rinadi.

Aytaylik, L biror H Hilbert fazosinig gism fazosi bo‘lsin. H = LepLt.
tengligidan har bir z € H vektori yagona ravishda z = y+ z ko‘rinishda
yoziladi, bunda y € L, z € L*. P : H — H operatori har bir r ¢ H
vektoriga uning I qism fazosiga proeksivasi bo‘lgan y vektorini mos
go'ysin. Bu chizigli operator L qisin fazoga proektor deyiladi.

Py, P, proektorlar uchun P/ = 0 bo'lsa, P} va P, proektorlar or-
togonal deyiladi va Iy 1 F; kabi yoziladi.

Masalalar

7.1.1. Agar X normalangan fazo, Y esa Banar fazosi
bo‘lsa, u holda B(X.,Y) Banax fazosi ekanligini ko‘rsating.
~ Yechimi. Aytaylik, {T,}new — B(X,Y) fazosining xohlagan fun-
damental ketma-ketligi bo'lsin. - U holda ixtiyoriy £ > 0 soni uchun
shunday . soni topilib, barcha n,m > n. sonlar uchun

[T — Tl < €
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tengsizligt o'rinli boladi. Natijada, X fazosining xohlagan z nugtasi
uchun
1Tz} — Tul@)ll < 1T = Tolillxll < elfz]).
ya'ni
iTn(@) -~ Ta(@)ll <ellzf (7.4)

tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bundan {T,(z)} ketma-ketlikning ¥ fazoda
fundamental ekanligi kelib chiqadi. Y to‘la bo‘lganligidan, {T,(z)} bu
fazoda yaqinlashuvchi bo'ladi. Aytaylik,

lim To(z) = T(z)
bo‘lsin. Har bir 29,29 € X, Ay, A2 € € uchun
T{Mzy + Aeze) = nh_’ngc Ta( Mz + Aoxg) =
= JL%(AlTn(xl) + AT (22)) = MT(z1) + AT (x2).

Demak, T chizigli operator bo‘ladi.
Endi (7.4) tengsizligida m — oc bo‘yicha limitga o‘tsak,

|17 () = Talz)i} < ell]|

tengsizligiga ega bo‘lamiz. Natijada, T — T, operatorning B(X,Y) fa-

zosiga tegishli ekanligi kelib chiqadi. U holda T' = (I'—T,,)+T,, operatori -

ham B{X,Y) fazosiga tegishli. Shu bilan birga,
17(z) — Talz)|| < ||

ekanligidan, |T — T,,|| < ¢ tengsizligiga ega bo‘lamiz. Shu sababli T,, =
T. Demak, B(X,Y’) Banax fazosi bo‘ladi.
7.1.2. F” fazoni ™ fazoga akslantiruvchi chizigli operator-
larning umumiy ko‘rinishini toping, bunda F =R yoki C.
Yechimi.  Aytaylik, {ei,...,e,} sistema F" fazoning bazisi,
{f1, -, fm} esa F™ fazoning bazisi va A : F* — F™ chiziqli operator
bo'lsin. Agar r = (z;) € R" bo'lsa, u holda

n
r = E :cjej
=1

va A operatorning chizigli ekanligidan,

Alz) = Z z;A(e;).
=1
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Demak, A operatori {ej,...,e,} bazisdagi qiymatlari orqali to'liq
aniglanadi. Har bir A(e;) vektorning { fi, ..., fin} bazisi bo‘yicha

T

Al =3 ayfi
i=]1

yoyilmasini olamiz. Bundan

va'nt

Demak, A operatori (a;;) matrisa orqah to'liq aniqlanadi.
Bunda x = (x1, ..., zn) vektor givmati quyidagicha topiladi:

[ S o, )
2 01Ty
11 @1z ... Qlp I z-;l
21 G2 ... Q2n Lo Zag,-xi
. . . © = i=1
Gmi Am2 ... Omn In z“:
Qpi Ty
=

7.1.3. R" fezosida ||z|| = Jnax lxk} normasi garalib, A : R* —

R" operatori {ai;}1<ij<n Mmatrisa bilan aniglansa, u holda

1<i<n

1Al = max Y |ay| (7.5)
i=1

ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. z = (1'11 e 7'7:72) eER" y= A(E)a y= (ylr T 1yn) bo'lsin,
U holda har bir 4 € 1,7 uchun

k{3
Y = Za,—jxj.
j=1
Demalk,
i it
il =1 ayail < lagllz) <
j=1 J=1



254 VII. Chizigli operatortar fazosi

i "
<Y ] max [ = ||| > layl,
j=1 - =1

ya'ni
Ioll < 7] S (7.6)
=1

i

Faraz qilaylik, max Y |ai;l ifoda maksimumga ¢ = i da erishsin.
151
=1En g

Koordinatalari z; = sign(ai,;), j = I,n bollgan z nuqtani olaylik. U
holda y = A(x) uchun

lrgfgiz |al,’ll - Z |alu.‘ii - Za’u]j“TJ - ylo |yi0| S ”y”a
ya'ni
max Z Jassh < Iyl (7.7)

Endi (7.6) va (7.7) tengsizliklardan, (7.5) tenglik kelib chigadi.

7.1.4. E Banazx fazosi va T € B(E) bo‘lsin. Agar ||T|| <1

bo‘lsa, u holda (I —T)™' € B(E) va

o0

P

n=0
ekanligini ko‘rsating.
n
Yechimi. z € E bo'lsin. ||T]| < 1 bo‘lganligidan, S, = 3. T*
P

uchun m > n da

IS {x) — ||—‘|IZT'm - ) THa)ll=
k=0

= | 2 T ()| < Z IT* ()} < ( > iITII’“) ]| <
1

k=n+1 k=n+1

x n+1
< ( > iiTII’“) el = S0 et — 0

k=n+1
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Demak, {S,(x)} ketma-ketligi E fazoda fundamental, y = A(x) =
lim S,(x) deylik. U holda
n—oC

|T|ln+l
|il]
17|

n+l
ekanligidan, A — 8, € B(E). Endi ||4 - 5,]| < ll—T—”ﬂTﬂ ekanligidan,

1 A(z) = Sulzil) <

n — oo bo'lganda, 3 7% = A kelib chigadi.
k=0
Endi A = (I - T)7! ekanligini ko‘rsatamiz. Har bir x € F uchun
(I-TYA)(z)=(I-T) lim Splz) =

hmuf DI +T+T 4 ..+ T")(z) =

00
nll’nolo(I T (2) = lim (z — T :c))
Endi ||T"" )} < ||T]"Y|z|} — O ekanligidan, lim T%*!(z) — 0,

Bundan (({ -T)A)(z) = z. Xuddi shunday, (A({ - T))(z) = z. Demak,
A={I-T)!

7.1.5. E Banaz fazosida aniglangan A, B chegaralangan
chiziqli operatorlar uchun

(A+B)=A4"+B"

tenglik o‘rinli ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. z € E, g € £* bolsin. U holda

{(A+ B)"(g9),z) = (g, Az) + Blz)) = {9, A(z)} + (9, B(z)) =

= (A*(g), 7} + (B*(g), 2) = {4"(g) + B"(g),2),
yva'ni
{(A+ B)*(g), ) = (A’(g) + B"(9), x).

Bu tenglik barcha z € £ uchun o‘rinli ekanligidan,
(A + B)(g) = A%(g) + B*(g),

1

‘ya’'ni

(A+B)' = A"+ B".

7.1.6. E Banax fazosida aniglangan A chegaralangan chi-
zigli operator va A € C soni uchun

(AA)® =T4°
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tenglik o‘rinli ekanligini ko‘sating.
Yechimi. r € F,g € E* bo'lsin. U holda

(M) (g),z} = {9, AA(z)) = Mg, A(z)) =
= MA"(g), z) = (AA*(g), ),

ya'ni
(A4 (9).x) = (AA™(g), 2).

Bu tenglik barcha z € E uchun o'rinli ekanligidan,
(A4)*(g) = XA*(g),

ya'ni
(AA)* = \A*.
7.1.7. K, F Banaz fazolari va A : £ — F chegaralangan
chiziqli operator bo‘lsa, u holda ||A*|| = ||A|| tenglik o‘rinli

ekanligini ko‘sating.
Yechimi. z € F,g € F* bo'lsin. U holda

(A" (g), =) = Ko, Al=))| < HlgllllA=)]] < [lgllllAllli=]],
yva'ni
A (g), z}| < HlgllIAIN |-
Demak, |tA*(g)l| < Hlglll|All, ya'ni [|4*]] < || A}

Endi ¢ € F va A(z) # 0 bo'lsin. 3 = |j;1(( ))| deylik. U holda
|[%0]] = 1. 6.3.10-misoldan shunday g € F* mavjud bo'lib, {|g]| = 1 va
9(%0) = 1, ya'ni (g, A(z)) = ||A(z))||. Bundan

lA()]] = {9, A2)) = {A*(g), x) <
<A™l < 11A" gl ]t = 1A 1=,
ya'ni [|A(z)]] < ||A%]|[|]]. Demak, {|A[] < [|A*|] va || A} = ||A*]].
7.1.8. Har bir n € N uchun A, : {; — ¢, operatori

& &
A= (22 200.) e @ e
Jormula bilan aniglansa, v holda {A,} ketma-ketlikning nol
operatoriga tekis yaginlashishini ko‘rsating.

Yechimi. = € 5 uchun

2

w2 = ngfle Z 2||:1:|

k=1
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ekanligidan, :
1
“‘4:1” S ; — U-

Bundan {A,} ketina-ketlik nol operatoriga tekis yacqinlashadi.
7.1.9. Har bir n ¢ N uchun A, : C[0,1] — C[0,1] operatori

(An(@)) (1) = 1"(1 = D)z(t), t € [0,1]

formula bilan aniglansa, v holda {A,} ketma-ketlikning nol
operatoriga tekis yaginlashishini ko‘rsating.
Yechimi. z € C[0, 1] uchun

[l An()|| = max |*(1 - Hz(t)] <
tel0.1

nn
< max [t"(1 = #)]||z|| = =/l
max (1 = Dlllall = gyl

Bundan

n n \" 1
Al < = —r {),
Il < {n+ 1)1 (nJrl) n+1

Bundan {A4,} ketma-ketlik nol operatoriga tekis yaginlashadi.
7.1.10. Har bir n € N uchun A, : {3 — > operatori

An(.’L‘) = (51362; "'1£ﬂ30?0? ) ; L= (fk) = 32

formaula bilan aniqlonsa, u holda {A,} ketma-ketlikning birlik
aperatoriga kuchli yaginlashib, tekis yaginlashuvchi emasligi-
ni ko‘rsating.

Yechimi. z = (&) € £5 uchun

IAu(z) -zt = S 16 — 0
k=n+1
ekanligidan,
A, = I

Endi har bir n € Nuchun epy; = (0,...,0,1,0...) € &5 vektorini olsak,

n

u holda ||, || = 1. Bundan
IlAn(en#I) - enJrlH = HO - e'i'hLlll =1
Demak,

||An - I” = sup ”AH(I’) - -'L'H > ||An(en+1) - e'rl+]|| =1

[l <1
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bo'lganligidan, {A4,} I\etnm—kethox birlik operatoriga tekis yaginlashnv-
chi emas.

7.1.11. Har bir n € N uchun A, : {2 — £, operatori

An(ﬂf) = (O*{} "'!£II-+13£TJ.+21 ) , &= (ék) S EQ

formula bilan aniglansa, u holda A, - 0 ekanligini
ko‘rsating.
Yechimi. z = (&) € £, uchun

0,"'1£n+1r€n+2:-") || - Z ng}z'

k=n+1

lA4n(z)I1* = 11 {0,

= (&) € £y ekanligidan, 3 [&[® < oo, bundan Y |&] — 0.
k=] k=n+1
Demak,
[l An(@)I? = Z |&l* — 0,
k=n+1
vani A, — 0.

7.1.12. Har bir n € N uchun A, : £ — ¢, operatori

An(.’lﬁ) = (0,0, ...,{51,52,...), T = (5,9,) =

formula bilan aniglansa, u holde A, —5 0 ekanligini
ko‘rsating.
Yechimi. r = (&), y = () € £ uchun

$), y) = Z&k—}—ntk < ZEE-HI Zt%

x = (&) € £; ekanligidan, E |£k|2 < 00, bundan hm Z |€rinl? — 0.
Demak,
{(Au(z),y) — 0,
yani A, — 0.
7.1.13. Har bir n € N uchun A, : Cl0,1] — C[0,1] operator:
t+1

(Anf(2))(8) = n / 2(s)ds, ¢ € [0,1]
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formula bilan aniglansa, u holda {A,} ketma-ketlikning birlik
operatoriga kuchli yaginlashib, tekis yaginlashuvchi emasligi-
ni ko‘rsating.

Yechimi. = € €7[0,1] uchun & boshlang‘ich funksiva bo'lsa, u holda

n f 2(s) = B(s)T7 = w

— ¥(t) = (t),
ya'ni
Ap(z) — .

Bundan {4, } ketma-ketlikning birlik operatoriga kuchli yaqinlashadi.
Endi z,(¢) = t*!, n > 2 bolsin. U holda

lowll = max [#771] = max ! = 1,
g<t<i 0<t<l
ya'ni ||za|| = 1.
Endi
t+e
S0 3 DR S TR +%_ n-1y
|| An (:cn)—xnn—gréagﬂn/s ds — 5" 52%[5[ s
s
1 n
= max (t+—) — -l
0<t<1 n
nin—1 1
= max |" + 1+ (n )t”'2+ s =t >
0<t 2n? n?
RIS ST N
= ? <<l n: T4

- Demak,

fAn ~ 1| = fﬁfl”“‘“( z) = 2|| 2 [|An(zn) =~ 2all 2

Lol R

. Bunda.n {An} ketma-ketligi birlik operatoriga tekis yaginlashuvchi
emas.

T.1.14. v € C[0,1] bo‘lsin. T, : L#0,1] — L?{0,1] operatori
TAN@) = o) f(t), fe L?0,1]

formula bilan aniglanadi. T, = T; tengligini isbotlang.
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Yechimi. Har bir f, g € L*[0.1] uclun

1
(T30 = (1)) = [ o) (09Tt =
0 i

_ / FOe et dt = (f.5g) = {f. Tola)).

va'ni
(£.T5(g) = (. Tlgh-

Bundan T3 (g} = T(g), ya'ni T; = T5.
7.1.15. H Hilbert fazosi va T € B{H) bo‘lsin. U holda

ket T* = R(T)~

tengligini isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, z € ker 7™ bo‘lsin, ya'ni T*(z) = 0. Ixtiyoriy
z € R(T)* nuqtani olaylik. U holda shunday y € H topiladiki, T'(y) =
z. Bundan

(z,2) = T(yhz) = 0, T (2)) = (5,0) = 0,

ya'ni ixtiyoriy z € R{T) uchun {z,z) = 0. Demak, » € R(T)*, ya'ni
ker T C R(T)".

Endi z € R(T)" bo'lsin, ya'ni ixtiyoriy y € H uchun {z,T(y)} = 0.

Bundan

{I"{z).9) = (=, T(y)) = O,
va'ni T*(z) L y. Bundan T*(z) = 0, ya'ni z € ker T*. Demak, ker T* =
R(T)*.

7.1.16. P H — H proektor chegaralangan operator bo‘lib,
P # 0 bo‘lganda ||P|| =1 ekanligini isbotlang.

Yechimi. P : H — I biror L qism fazoga proektor va x € H
bo'lsin. Uholdaz = y+: bunda y € L, = € L. Pifagor teoremasidan,
22 = [full? + 12112, yni flyif < |2/} Bundan [|P(@)]] = {lol] < |l
ya'ni {|P|| < 1.

Agar P # 0 bo'lsa, u holda 0 # = € L uchun || P(z)|| = ||z||. Bundan
Pyl = 1.

7.1.17. P € B(H) proektor bo‘lishi uchun P?* = P* = P
bajariishi zarur va yetarli.
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Yechimi. P : H — H biror L qisin fazoga proektor va v € H
bo'lsin. U holda r = y+ 2z, bunda y € L, = € L.

P*(x) = P{P(z)) = P(y) = y = P(x),

yarni P? = P. Bundan [|P(@)] = lyl] < ll2ll, yani [IPIl < 1.
Endiz; =y + 2, w1 € L, 21 € LY bolsin. U helda

(2, P"(z1)) = (Plz)z1) = {y,n + 21) = (y,m) + (21} =

= <y1y1> = (y:yl> + (Z:-T'l) = (y+ 211’1> = (I,P(ﬂ’,‘l)),
ya'ni {z, P*(21)) = {z, P(z,)). Bundan P* = P,
Aksincha, P2 = P~ = P bo'lsin. L = {P{z) : x € H} yopiq gism
fazodir. Hagiqatan, &, € L, x, — r bolsa, u holda

z = lim z, = lim P(z,) = P(x), .

n—D0 00

ya'ni * € L. P operatorining L qgism fazoga proektor ekanligini
ko‘rsatamiz. z = P(z) + (I — P)(z}, P(z) € L bo'lganligidan,
(I — P){(z) € L* ekanligini ko‘rsatish yetarli. y € L vektori uchun

(I~ P)z)y) = (I = PNz), Py)) =

= {P"{((I - P){z)},u) = (P({I — P)(=)), 9} = (0,) = 0,
ya'ni (I — P)(z) € Lt
- 7.1.18. ¢: B(X,Y) = R, ®(A) = ||A]| akslantirishning uzluk-
81z ekanligini isbotlang.
Yechimi. Xohlagan ¢ > 0 son olaylik. Agar B(X,Y) fazosiga te-
gishli A', A" operatorlar uchun |4’ — A”|| < ¢ bo‘lsa, u holda

|B(A") ~ S(A") = [|AT] - 14" £ 14" - A"|| <.

Bundan berilgan akslantirishning B(X,Y’) da uzluksiz ekanligi kelib
chigadi.

Mustaqil ish uchun masalalar
1. Har bir z = (x1, %9, ..., Zn, ...) € {o uchun
T(.’L‘) = (0: 21‘1,1‘2, 21‘3, Ty, )

deylik. U holda
a) har bir z € #; uchun 7'(x) € #; ekanligini ko‘rsating;
b) T : £, — €5 chegaralangan operator ekanligini ko'rsating;
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¢} |1T|| normasini toping:
«t) har bir r € £, uchun T(x)? ni toping;
e) [IT?|| ni ||T||* bilan taqqoslang.

2. X chizigli fazo va A: X — X chizigli operator uchun shunday

A Az, o+ A, € Csonlari topilib, T+ A A+ XA +-- -4+ A, A" = 0 bolsa.
u holda A™! mavjud ekanligini ko'rsating.

3. P va Q proektorlar bo'lsin. P — () proektor bo‘lishi uchun PQ =
QF = @ tengligi bajarilishi zarur va yetarliligini ishotlang.

4. P va @ proektorlar bo'lsin. P + Q proektor botlishi uchun P =
QP = 0 tengligi bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang,

5. P va Q procktorlar bo'lsin. Agar PQ = QP bo'lsa, u holda
P+ Q — PQ proektor ekanligini isbotlang.

6. X Banax fazosi bo'lsin. TS — ST = [ tengligini qanoatlantiruvchi
T.5 € B(X) mavjud emasligini ko‘rsating.

7. X Banax fazosi bo'lsin. Agar T € B(X) izometriya bo'lsa, u
holda T™ izometriya ekanligini korsating,

8. X Banax fazosi bo'lsin. {{AB]|| < ||A|/||B|| tengsizlikni qanoat-
lantiruvchi A, B € B(X) operatorlarga misol keltiring.

9. Agar P va () Hilbert fazosidagi proektorlar bo'lsa, ||P — Qi <1
ekanligini isbotlang.

10. X Banax fazosi, A, B esa Y Banax fazosi qism fazolari ho'lib,

Y = AeB. Ubolda B(X,Y) = B(X, A)®B(X, B) ekanligini ishotlang.

7.2. Chiziqli operatorlar spektri

E Banax fazosi, T € B(E) va A € C bo'lsin. U holda M — T
operatorning yadrosi uchun quyidagi hollar o‘rinli:

a} agar Al —T operatorning yadrosi noldan fargli bo'lsa, ya'ni T'(z} =
Az tenglama noldan farqli zy yechimga ega bo‘lsa, u holda A soni T
operatorining ros soni, xo vektori esa zos vektori deyiladi.

Al — T operatorning yadrosi nol bo'lsa, u holda (AJ — )7 mavjud
va bu hol ikkitaga ajraladi:

b) {Af — T) ! operatori aniqlangan, lekin chegaralanmagan;

¢) (A —T)7* operatorining aniglanish sohasi butun £ fazosiga teng.
Bu holda teskari operator hagida Banax teoremasidan, (Af — 7)1 ope-
ratori chegaralangandir.

Agar A € C uchun a) yoki b) shartlar bajarilsa, va'ni AI — T teskari
chegaralangan operator mavjud bo‘lmasa, u holda A € C soni T opera-
torining spektrige tegishhi deyiladi. Spektr sp(T’) kabi belgilanadi.
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Agar A € C ncham ¢) shatri bajarilsa, va'ni AI — T teskari chegara-
langan operator mavjud bo'lsa, u holda A € C soni T operatorining
resolventasiga tegishli deyiladi. Resolventa res{T) kabi belgilanadi.

Masalalar

7.2.1. £ Banax fazosi va T ' E — E chegaralangan chizigli
operator bo‘lsa, u holda

sp(Ty C {A e C: A < TI1

ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, |A| > ||T]| bo'lsin.

wra(r-3)
3=

tensizliklardan va 7.1.4-misoldan (Ml — T) ! € B(E) ekanligi kelib
chigadi. Bundan A € res(T). Demak,

T

sp(T) C {A e C:|A] < ||Ti}-

7.2.2. E Banaz fazosi va T : E — E chegaralangan chi-
zigli operator bo‘lsa, u holda sp(T) yopiq to‘plamn ekanligini
isbotlang,

Yechimi. res(T) = €\ sp(T") to‘plamning ochiq to'plam ekanligini
isbotlash yetarli. Aytaylik, A € res(T) va |£ — A| < [|(A] = T)7}]
bo‘lsin.

Il =N =) = le =AM -T) M < 1
tensizlikdan va
€1 =T = (A = T)I + (€ = MM = T)7']

munosabatdan £ € res(T) kelib chiqadi. Demak, res(T) to’plamning
har bir A nuqtasi o'zining {|(A\l — T)7!|| atrofi bilan birga res(T)
to‘plamega tegishli bo‘ladi. Bundan res(T) ochiq to'plamdir.

7.2.3. E Banaz fazosi va T : E — F chegaralangan chi-
zigli operator bo‘lsa, u holda sp(T) bo‘sh bo‘tmagan kompakt
to‘plam ekanligini ko‘rsating.
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Yechimi. 7.2 1anisoldan sp(T) chegaralangan to‘plam, 7.2.2-
misolga ko'ra C da yopiq to'plam. Demak, sp(T) kompakt to'plam
bo‘ladi.

Endi sp(T) to‘plamning bo'sh emasligini ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, sp(T) = 9, vani res(T) = C bo‘lsin. U holda |)| >

[I7]] uchun
r 1 (I _ w)l
Al |

1O =17 = H%U— B

bo'lganligidan,
Jim [ —T)~ || =0

kelib chigadi. U holda har bir f € £* uchun f{(A] — 7)) = 0 o'rinli.
Xan - Banax teoremasidan (A — T)~! = 0. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan
sp(T) # (0 ekanligi kelib chiqadi.

7.2.4. Agar A:C? — C? operatori

Alz,y) = (= + 2y,2z — y)

formula orgali aniglansa, u holda bu operatorning ros son-
larini toping.

Yechlml. A operatori ikki o'lchovli fazoda anigqlangan va uning

matritsasi 2 i Operator xos sonlar unga mos matritsa xos son-

lariga teng bo‘lib, u

1-AX 2
det( 9 —lﬁ)\):O

tenglama ildizlaridan iborat. Bundan A% — 5 = 0, ya’ni A = +/5.
7.2.5. T': {3 — £y chegaralangan chizigli operatori

T("B) = (D::rI:xZJIBv---): r= (-74'1,1'2,55'3,...) S Ez

formula bilan aniqlanadi.
a) T operator normasini toping;
b) T operatorining xos soni mavjud emasligini isbotlang.
Yechimi. a) Har bir z = (21,23,23,..) € £ uchun T(z) =
(0,21, 9,23, ...} ekanligidan,

) .
NPl = /02 L1 2 1 log |2 4 tegl2 1 = ||

ya'ni || T(z}|| = ||z{|. Bundan ||T]| = 1.
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b} Faraz qilaylik. A € € soni T operatorning xos soni bo'lsin. U
holda noldan farght = = (2. 29, 75....) € £ vektori topilib. T{x) = Az
tengligi, ya'ni

(0,21, 22,23, ...) = (Axq, Ag, Axy, Axy, -.)

tengligi bajaritadi. Bundan Arqy = 0 va ¢ > 1 bo'lganda Ax; = 2.
Agar A = 0 bo'lsa, Ar; = z;1 tenghgidan 7, = a9 = 23 = ... =0
kelib chigadi. Agar A # 0 bolsa, Ax; = 0 va Az = x;_; tengliklardan
*] = 29 = 23 = ... = 0 kelib chiqadi, vami z = 0. Buesa z # 0
ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto'g'ri va T operatorining xos soni
mavjud emas.

7.2.6. A:C[0,1].— C[0,1] chizigli operatori

b4
(Az)(£) =/ms)ds, zec]
0

formula bilan aniglanadi. Uning spekirini toping.
Yechimi. A" operator darajasini bo‘laklab integrallash orgali

topamiz:
t

(Az)(t) = _("E%hfj? /(t —5)" z(s) ds.

Bundan ||A™|| € Demalk,

(1)

i () -

bo‘lganligidan, A operatori spektral radiusi -
r(4) = lim [|4"} = 0.
Demak, sp(A) = {0}
7.2.7. Agar A, B € B(£) bo‘lsa,
sp(AB) U {0} = sp(BA) U {0}

tengligini isbotlang.
Yechimi. Avtaylik, A ¢ sp(AB) U {0} bo'lsin. U holda shunday
' e R(E} mavind ho'lib,

C(M — AB) = (\] — BAYC = I.
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Bundan

(I+ BOAYA — BA) = (A — BAYI + BCA) = AL

Demal,
1
X(I +CBA) = M - BA.
Bundan A ¢ .sp{Br.A) U {0}.
7.2.8. C[0), 1] fazoda erkli o‘zgaruvchiga ko‘paytirish opera-
tori berdgan: Az(t) = tz(t), 2 ¢ C[0, 1}. A ning spektrini toping.
Yechimi.
(M — A)z(t) = (A —)z(t)
bo‘lganligidan, [A| > 1 uchun

T = ) 2(0) = $—52(0),

ya'ni (A — A)7! chegaralangan operator bo‘ladi.

[A] < 1da (A — A)"! chegaralanmagan operator. Bundan sp(A) =
[0, 1].

7.2.9. A chegaralangan chizigli operator. o, € res(A)
uchun

R, — Rz ={a— B)RzR,
tengligini isbotlang.
Yechimi.
A—al =A- 381 +{8—a)l
tengligidan
R =R+ (3-a)l.
Bu tenglikni chapdan Ry ga ko'paytirsak, u holda
RyR;' =1+ (8 — a)Ry.
Oxirgi tenglikni o‘ngdan R, ga ko‘paytirsak, u holda
R;j =R, + (,d - Q)R;{Ru.
7.2.10. Agar A:C[0,1] — C[0,1] operatori

1
Az(t) = / $%tx(t) dt
0

kabi aniglansa, uning noldan fargli xos sonlarini toping.
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Yechimi. A # 0 operatorning xos soni bo'lsin. U holda biror x # 0
uchun Az(t) = Az{t). Bundan

1
fsztr(s) ds = Ar(l).
o

1
Agar ¢ = [ s*1(s)ds deb belgilasak, u holda
0

x(t) = —t.

o i
c=/32§sds= /53ds=4%, |
0 0

ya'ni A = & kelib chiqadi.
7.2.11. A:C[0,1] — C[0,1] operatori

Bundan

>0

Az(t) = 2(0) + tz(1)

formula bilan aniglansa, v holda uning spektrini toping.
Yechimi. Avval operatorning xos sonlarini toparmiz:

z(0) + tz(l) = Ax(t). (7.8)
Bundan
z(t) = a+ 5t
ko‘rinishga ega. Bu ifodani (7.8) ga qo‘ysak, u holda
o+ (a+3) = da+ Agt, t€[0,1].

Endi 1 va ¢ funksiyalarning chizigli erkli ekanligidan,

(1—Xa=0,

a+(1-NF5=0.

#(t) noldan farqli xos vektor. Demak, a va # lar bir vaqtda nol bo'la
olmaydi. Bundan X = 1 xos son ekanligi kelib chiqadi.

A = 0 ham xos son ekanini ko‘rsatamiz. Bu esa noldan fargli z(0) =
z(1) = 0 bo‘lgan har bir funksiya

Az(t) =0
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tenglamani qanoatlantiradi, ya’ni A = 0 soui xos sondir.

Endi har bir A # 0.1 soni A opceratorning resolventasiga tegishli
ekanligini ko'rsatamiz.

y(t) € Ci0, 1) uchun

(Ax)(1) = Ae(t) = y(1) | (7.9)
tenglamani qaraymiz. ¢ = 0 va ¢ = 1 giymatlarda
' y(0) y(1) y(0)

O =y =751

Bu giymatlarni {7.9) ga qo‘ysak,

z(t) = () + y(0) ty(1) ty(0)

A A1=X) " AM1-Ay (1-=-X)*
Bundan A # 0, 1 sonlari A — M operatoriga teskari operator

- )y ty(1) ty(0)
A=A () = ) -
(« e S VT B VR Vs VR e
kabi aniqlanadi va chegaralangandir.

Demak, A operator spektri A = 0,1 sonlardan iborat.

7.2.12. A: C[0,1] — C[0,1] operatori

Ax(t) = z(—1)

Jormaula bilan aniglansa, u holda uning zos sonlarini toping.
Yechimi. A operatorining xos sonlari

Az = Az, z(-t) = Az(t) (7.10)

tenglama noldan fargli z{#} yechimga ega barcha A sonlardan iboratdir.

Ravshanki, A = 1 bo'lsa, u holda har bir juft funksiya, A = —1
bo'lsa, u holda har bir toq funksiya (7.10) tenglama yechimi bo‘ladi,
va'm A = £1 operatorning xos sonlaridir.

A operatorining £1 dan boshqa xos sonlari mavjud emasligini
ko‘rsatamiz. :

Faraz gilaylik, Ap # =+1 uchun xy(¢) funksiya (7.10) ning yechimi
bo'lsin, ya'ni

zo(—t) = Aoxo(t), t € [0,1]. (7.11)

Bu tenglikda t ni —t ga almashtirsak, u holda

wo(t) = Aoxo(—t), t € [0,1]. (7.12)
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Endi (7.11) va {7.12) tengliklardan,

xo(t) = Ajxo(t), t € [0,1].

A2 # 1 bo'lganligidan, 2o = 0, va'ni A # £1 bo’lgan sonlar operatorning
xos sonlari bo‘la ohnaydi. Demak, xos sonlar A = +1 dan iborat.
7.2.13. A: C[—7,n| = C[-m,7| operatori

T

(Ax)(t) = /sin(t + s)r(s)ds

-

formula bilan aniglansa, u holda uning noldan farqli xos son-
larini toping. '
Yechimi. A # 0 soni operatorning xos soni bo‘lishi uchun

T

/sin(t + s)xz(s)ds = Az(t)

—

tenglama noldan farqli z(2) vechimga ega bo‘lishi kerak. Bundan

w T

sintfcossa:{s)ds — cost/sinsz(s)ds = Az(t), (7.13}

- Zn
ya'ni
z{t) = asint + Fcost.
Bu tenglikni {7.13) ga qo‘ysak, u holda
Aasint - ABcost = wrasinf + wFcost.

sint va cosé funksivalarning chizigli erkli ekanligidan,

ar — g =,
am — A =10,

z(t) # 0 dan « # 0 yoki 3 # 0. Bundan
M=T7, Ay =—7

operatorning noldan fargli xos sonlaridir.
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 Mustaqil ish uchun masalalar

L. {ca}uen kompleks sonlar ketma-ketligi bo‘lsin, Agar T 1 £y — £y
operator

T(zx) = (a1xr, a2y, c373,.0.), @ = (1,29, 23,...) € b

formula bilan aniglansa, u holda

a) T chegaralangan chiziqli operator ekanligini ko‘rsating va uning
normasini toping;

b) operator gpektri sp(T) = {c, : n € N} ga tengligini isbotlang.

2. F Banax fazosi va T' € B(E) bo'lsin.

(M — THAT +T) = 32 - T?

ayviyat yordamida sp(T?) = {A\? : A € sp(T)} ekanligini isbotlang.
3. T': {3 — £, chegaralangan operator

T(z) = (0,23,0,23,0,...), == (2),29,75,..) €&y

formula bilan aniglanadi.
a) 0 soni T operatorning xos soni ekanligini ko'rsating;
b) T? ni toping va bu orqali sp(7) = {0} ekanligini ko‘rsating.
4. T : £3 — ¥y chegaralangan chiziqli operatori

T(z)=(0,0,19,23,..), == {(x1,29,123, L) E by

formula bilan aniglanadi.

a) T operator normasini toping;

b) T' operatorining xos soni mavjud emasligini isbotlang.

5. T € B(X) operatori uchun T2 = 0 bo‘lsa, bu operatorning noldan
farqli xos sonlari mavijudmi?

6. A: Ci{—w, 7] - C[—m, 7] operatori

T
(Az)(t) = /cos(t + s)x(s) ds

formula bilan aniglansa, u holda uning noldan fargli xos sonlarini to-
ping.
7. A: C[0,n] — C[0, 7] operatori
s
(Az)(t) = / cos(t — 5)2(s) ds

0
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forinula bilan aniqglansa, n holda uning noldan fargli xos sontarini to-
ping.
8. Agar A: C[0,1] — C{0, 1] operatori

1
Ax{t) = /szfza‘(s)ds
0

kabi aniqlansa, uning noldan farqli xos sonlarini toping.

9. T € B(X) bo'lsin. Agar A € sp{T) bo'lsa, u holda A* € sp(T™)
ekanligini ko‘rsating.

10. T € B(X) bo'lsin. Agar 77! € B(X) va X € sp(T) bo'lsa, u
holda A ! € sp(T—1) ekanligini ko‘rsating.

7.3. Kompakt operatorlar

Oldingi bo‘limlarda ko‘rganimizdek, chekli o‘lchamli fazolarda chi-
zigli operatorlar matritsalar orqali to‘liq aniglanadi. Lekin chek-
siz o'lchamli fazolarda chegaralangan chiziqli operatorlarni har doim
ham bunday tavsiflash mumkin emas. Chekli olchamli fazolardagi
operatorlar sinfiga yaqin bo‘lgan operatorlar bu kompakt operator-
lardir. Kempakt operatorlar funksional analizning juda ko‘p tatbiglari-
da qollaniladi, jumladan, integral tenglamalar nazarivasida keng
qo‘llaniladi.

Ta'rif. Agar X Banax fazosidagi chizigli operator har bir chegara-
langan to‘plamni nisbiy kompakt to‘plamga akslantirsa, u holda A kom-
pakt operator deyiladi.

Chekli o'lchamli fazolarda har bir chiziglt operator kompakt opera-
tordir. Chunki bu fazolarda chiziqgli operator chegaralangan to‘plamni
chegaralangan to'plamga akslantiradi va har bir chegaralangan to‘plam
nisbiy kompaktdir,

Agar X Banax fazosidagi 4 chiziqli operatorning qiymatlari to‘plami
R(A) chekli o'lchamli bo'lsa, u holda A chekli olchamli operator deyi-
ladi.

Masalalar

7.3.1. Agar A kompakt operator, B chegaralangan operator
bo‘lsa, u holda AB va BA ham kompakt operator bo‘ladi.

Yechimi. Aytaylik, S C X chegaralangan to‘plam bo‘lsin. A kom-
pakt ekanligidan, A(S) nisbiy kompakt to‘plamdir. Nisbiy kompakt



272 VIL Chiziqli operatorlar fazosi

to‘plamning uzluksiz akslantirishdagi obrazi nisbiy kompaktligi va B
operatovining uzluksizligidan, (AB){S} = B{A(S)) to'plam ham nishiy
kompaktdir. Demak. AB kompakt operator ho‘ladi. Xuddi shunday
B A kompakt ekanligi kelib chigadi.

7.3.2. Agar {A,} Banazx fazosidagi kompakt operatorlar
ketma-ketligi A operatoriga norma bo‘yicha yaginlashsa, wu
holda A kompakt operator bo‘lad. _

Yechimi. A operatorining kompaktligini isbotlash uchun X fa-
zosidagi ixtiyorly {z,} chegaralangan ketina-ketlik olinganda, {Az,}
ning vaqginlashuvchi qismiy ketma-ketligi mavjudligini ko‘rsatamiz.

Ay kompakt operator bo‘lganligidan, { Ay, } ning yaginlashuvchi qis-
miy ketma-ketligi mavijud. Aytaylik,

UINCR I
shunday qismiy ketma-ketlikki, {Almfjl)} vaginlashuvchi. Endi {AQI-E})}
ketma-ketlikni garaylik. Bu ketma-ketlikdan ham yaqinlashuvchi gis-
miy ketma-ketlik ajratish mumkin. Aytaylik,

3;52),1-32),...,3:;?),...
shunday gismiyv ketma-ketlikki, {Agmgf)} yaginlashuvchi. Shu tarzda
mulohaza yuritib, .

:cgg),;ngg),...,:nf),...
gismiy ketma-ketlikka ega bo‘lamizki, {Agiﬂ-,(»lg)} yaginlashuvchi. Bu
jarayouni davom ettiramiz va diagonal ketma-ketlikni qaraylik:

1 (2
xg ,x%),...,ng),....
Har bir A,...,4,,... operatorlar bu ketma-ketlikni yaginlashuvchi

ketma-ketliklarga o‘tkazadi.

Endi {AISF)} ham yaqginlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. X to‘la
bo‘lganligidan, bu ketma-ketlikning fundamentalligini ko‘rsatish vetarli.
Quyidagi o‘rinli:

1A — AzG| < | Ak — Aealfi+
Al — Al 4 (Al — Azl
Aytaylik, [|z.{l € € bo'lsin. Oldiu shunday k sonini olamizki,

A—A £
I #ll < 5=
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bo'lsin, Endi shunday ny sonind olaanizki, r, 1 > ny sonlari uchun

(| gl = A <

i

B

[FE) U

bo'lsin ({AA.;EE;”)} vaqinlashwvehi ckanligidan, bunday son mavjud).
Bundan
£

to+ 0 ==

{n) _ Al o
HAT‘H ‘T-m, H < 30 3 30

Demak, {AIE,'")} fundamental, bundan esa A kompakt operator bo‘ladi.

7.3.3. Cheksiz o‘lchamli X Banoz fazosida birlik operator
kompakt operalor emasligini ko'rsating.

Yechimi. Faraz qilaylik, cheksiz o'lchamh X Banax fazosida birlik
operator kompakt operator bo'lsin. U holda X fazoning birlik shari
kompakt to‘plam bo‘ladi. Lekin cheksiz o‘lchamli fazoda uning birlik
shari kompakt to‘plam emas. Demak, cheksiz o‘lchamli Banax fazosida
birlik operator kompakt operator emas ekan.

7.3.4. Cheksiz o'lchamli X Banazx fazosida kompakt ope-
ratorning chegaralangan teskari operatori mavjud emas.

Yechimi. Faraz gilaylik, cheksiz o'lchamli X Banax fazosida T" kom-
pakt operatorning chegaralangan teskari operatori 771 mavjud bo‘lsin.
U holda 7.3.1-misoldan I = TT~! kompakt operator bo‘ladi. Lekin
7.3.3-misolga ko‘ra I kompakt operator emas. Hosil bo‘lgan ziddiyat-
dan, cheksiz o‘lchamli Banax fazosida kompakt operatorning chegara-
langan teskari operatori mavjud emasligi kelib chigadi.

7.3.5. X Banax fazosida chegaralangan chekli o‘lchamli
operatorning kompakt operator bo‘lishini ko‘rsatling.

Yechimi. Aytaylik, 4 : X — X chegaralangan chekli o‘lchamli
operator bo'lsin. U holda

{A(z) - |l=l] < 1}

chekli o‘lchamli 2{A) fazoda chegaralangan to‘plam. 3.2.10-misoldagi
Boltsano — Veyershtrass teoremasidan, bu to‘plam nisbiy kompaktdir.
Demak, A kompakt operator.

7.3.6. H Hilbert fazosi va A : H — H kompakt operator
bo‘lsa, v holda T = | — A operatori gqiymatlari sohasi R(T)
yopiq ekanligini ko‘rsating. ,

Yechimi. Aytaylik, y, € R(T) va 4, — y € H bo'lsin. U holda
shunday z, € H vektori topilib,

ity = T,y = o, — T{x,) (7.14)
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tengligi bajariladi. Hay bir x, vektoridan uning ker T gism fazoga proel-
sivasini avirib. @, vektovind ker T ga ortogonal etib olish mumnkin, Engdi
{r,} ketma-ketlikning chegaralangan ekanligiui ko'rsatamiz. Faraz qi-
laylik, {z,} ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘lsin. U holda ¢ismiy
ketma-ketlikka o'tib, ||xz,|l — oc deb olish munkin. Endi (7.14) teng-

likdan
T T
— ,4( - ) — 0. 7.15)
AN (

A operatori kompakt ekanligidan, yana qismiy ketma-ketlikka o‘tib,
{A <| i H) } vaqinlashuvchi deb olishimiz mumkin. U holda {ﬁ}
T n

ketma-ketlik ham birlik normali biror r € H vektoriga vaginlashadi.
(7.15) formtﬁadan, T(z) =0, yani » € kerT. Endi z, L kerT" ekan-
ligidan, = L kerT. Demak, = € ket T" va 2 € ker 7. Bundan z = 0.
Bu esa ||z|| = 1 tengligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan, {z,} ketma-
ketlikning chegaralangan ekanligi kelib chigadi.

Yana gismiy ketma-ketlikka o‘tib, {A(z,)} vaginlashuvchi deb oli-
shimiz mumkin. U holda {7.14) dan {z,} vaqinlashuvehi bo‘ladi. Ay-
taylik, = = ﬂli_r& Zn bo'lsin. Yana (7.14) tenglikdan y = T'(z) kelib
chiqadi. Bundan y € RB(T), ya'ni R(T") yopiq gism fazo.

7.3.7. Hilbert fazosidagi o‘z-o‘ziga qo‘shma operatorning
barcha xos giymatlari hagigiydir.

Yechimi. A = A* va A(z) = Az,  # 0 bo'lsin. U holda

Mz, z) = (Az,z) = (Alz),z) =
= {2, A"(z}) = (2, Alz)} = (x,)z) = A(z,2),
ya'ni Mz, x) = Xz, }, yoki M||z||* = Al|=||%. Endi ||z|| # 0 ekanligidan,
A=A, va'ni A hagiqiy son.

7.3.8. O‘z-o0‘ziga go‘shma operatorning har zil zos giymat-
lariga mos xos vektorlari ortogonaldir,

Yechimi. A o'z-o'ziga qo'shia operator, A # u bu operatorning xos

giymatlari bo‘lsin. r,y mos ravishda A, @ sonlarga mos xos vektorlar,
va'ui A(z) = Az, Aly) = py bo'lsin. U holda

Maeoyy = (Arw) = (Alx).yy = (r A(y)) =

= (z, Aly)) = {z. ) = Blx,y) = ple,y),
vani (A — p){z,y) = 0. Bundan {z,y} = 0, yva'ui = 1 y.
7.8.9. ¢y fazosida T operatori quyidagi

€y Tn-1
frad 0,-‘,——_--.‘ L
T} ) ( r, e )
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formula orqali aniqlanadi. U holda
a) T operatorning kompakt ekanligini ko‘rsating;
b) T operatorining birorta xos soni yo‘gligini ko‘rsating.
Yechimi. a) v € & vay = T{x),y = (y1. 4. (;3 ) bolsin. Har
bir r = (x|, 29, 73,...} € €5 uchun T(r) = (0 ry, —)— %)

ekanligidan, y, = EL—T n > 1.‘Agar ||11| < 1 bo'lsa, u holda
lzo] € 1,n € N. Bundan |y,| = |r“f”_ lli < 1 n > 1. Demak,

nugta asosily parallelepipedda joylashgan va asosdy pdla,lleleplpednmsf
kompaktligidan birlik shar obrazi nishiy kompakt{ bo'ladi. Bundan T
kompakt operator.

b} Faraz gilaylik, A € C soni T' operatorning xos soni bo‘lsin. U
holda noldan fargli z = (w1, 2, 23,...) € €3 vektori topilib, T{x) = Ax
tengligi, ya'ni

932 Tn-1
(10,20, 2

' ') = (Aﬂ:l, AIZ’: A"T3v /\334, "')

tengligi bajariladi. Bundan Az; = 0 vai > 1 bo'lganda Az, = i_-_—l"Tm“'"l'
Agar A = 0 bo'lsa, Ax; = v—l—Ix,-_l tengligidan =y = m2 =r3=..=0

kelib chigadi. Agar A # 0 bo'lsa, Az; = 0 va Az; = v—fscl -1 tenghk-
lardan x| = x = 23 = ... = 0 kelib chiqadi, ya'ni z = 0. Buesa 2 # 0
ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto'g‘’ri va T operatorining xos soni
mavjud emas.

7.3.10. A: 1,[0,1] — Ls[0,1] operatori

1
(Az)(t) = f (1 — st)a(s) ds
i}

formula orqali aniglansa, u holda A kompakt operatori eka‘n-
ligini ishotlang.
Yechimi. A operatorini quyidagi shaklda ifodalaymniz:

1 1

(Ax)(¢) t/.s;n d.s—-t2/52x s)ds = te; — they,

0 0

bunda ¢, j‘ sx(s)ds, c f s?x(s)ds. Bundan A chekli o'lchamli

Operator va demak kompakt operator ho‘ladi.
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7.3.11. Irilbert fazosidagi har bir kompakt operator chekli
o‘lchamli operatorlar ketma-ketligining tekis lirniti ekanligini
ishotlang.

Yechimi. Faraz qilaylik, {\,} ketma-ketlik 4 kompakt operatori-
ning modullari bo‘yicha kamayish tartibida yozilgan xos sonlari, {e,}
xos vektorlardan iborat ortonormal hazis ho'lsin. U holda har birr € H
uchun

‘4(1') = Z )\H<I> e'n,)en.
n=1

tengligi o'rindidir. Har bir m € N uchun

?T.' § AT? 'r efl

/
operatorini aniglaymiz. Bunda 4, chekli o‘lchamli operatorlardir. Endi
z € H uchun

14(z) ~ Am(@)| = {A(z) — Am() - Am(z

<i Anlz, ende Z Anlz, €0)e >:

n=m+1 n=m41

i Z (A I eu>en /\k -'L" e;;)ek

n=m+1 k=m+1

= 3 alzeaen Mz enden) = > Dl en)? < Dzl
n=mes1 te=ym+1
Bundan

IA = Aw]i < [Am} 0

7.3.12. H Hilbert fazosi, {e,} bu fazoda ortonormal bazis,
{An} nolga monoton kamayuvchi sonlar ketma-ketligi bo‘lsin.
Har bir z € H uchun

e
Alx) = Z Anlz e e,
ri=1
A chegaralangan operator va har bir )\, uning zos sonlari
ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. » € H uchun

IA@I? = (Ale), A)) <Z A, e, en,z,\ (., > -

wp—1

=1
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= D ONKw e <A M e = Al

=1 n=}

va'ni
A < Ml

Endi z = e; vektori uchun

AL = (Aler), Aer)) =
= <Z Anler. en)en, Z)\u(ehen)eﬂ> = (Are1, Mey) = ,\%llelnz,

n=1 n=1
ya'ni
A = Adlesll-
Bundan
Al = A1
Endi

n) = Z /\i(emg 65)613 = )\nen
i=]|

ekanligidan, har bir A, operatorning xos sonidir.
7.3.13. A: C[0,1] — C[0,1] operatori

1
(Az)() = ] K(s,t)z(t) dt
0

formula orgali aniglansa, v holda A kompakt operatori ekan-
ligini isbotlang.

Yechimi. M = sup |[K(s,t})| bo'lsin. U holda {(s,#) : 0 < s,t <

0<s, i<l

1} to‘plamning kompaktligidan, K(s,t) funksiyva bu kvadratda tekis
uzluksiz bo‘ladi, ya'ni Ve > 0 uchun 36 > 0 topilib,

|S] —Sg' +|t1 '—tgl <4

bo'lganda
|K(Sl ’ tl)

tengsizligi bajariladi. Bundan

— K(Sz,tg)l < £

1
[y(s1) — y(s2)i = / (s1,t) — K (s2,8)) z{t) dt| <
{
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1 1

/!I\(‘-l ﬂ—[\ g9, 1) ]” ( et < /

it 1]

af| dft = =||rf].

ya'ni
ly(st) — w2} < el @)

(7.16) tengsizlikdan y(s) funksivaning uzluksizligi kelib ehigadi, ya'ui
y & Ci0, 1.

Endi FF = {z: 2z € C[0, 1}} chegaralangan to'plam bo‘lsa, u holda
(7.16) tengsizlikdan {A{x) : r € F} to'plamning tekis darajali nzluksiz-
Yigi kelib chiqadi.

Agar ||z|| < ¢ bo'lsa, u holda

|

L
Hull = Sup |1; f (s, ))iz(t)| dt < M||z]|,
0
yva'ni
il < Me.

Demak, A operatori har bir chegaralangan to‘plamini tekis chegaralan-
gan va tekis darajali uzluksiz to*plamga, ya'ni nisbiy kompakt to‘plamga
o'tkazadi. Bundan A operatori kompakt boladi.

7.3.14. A: L0, 7] — C{0,7] operatori

(Ax)(t) = [ sin(t + s)x(s)ds
/

formula orgali aniglansa, u holda A kompakt operatori ekan-
lLigini ishotlang.
Yechimi. & € Lo,0.7] va ||z]| €1 bo'lsin. U holda

2)

| = ' [
A= | [ st + )] < [ st + 5) 3\3 [1stspizas =
|‘H 0

A

/lds Hzll < /7

0

vami |A(T)(8)] < /7.

R
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| |
H . N . - N . |

< Jt = to| /T,
A() () — A(x) ()] < [t — tal/T

Bundan A operatori L3[0, 7] fazo birlik sharini tekis chegaralangan
va tekis darajali nzluksiz to‘plamga o'tkazadi. Demak, A kompakt ope-
rator boladi.

7.3.15. Agar T : H — H ermit kompakt operatori bo‘lsa,
u holda +||T|| sonlardan kamida bittasi T operatorining ros
sonlari ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. T = 0 operatori uchun ravshan bo’ lgauhgldan T #£0
holni garaymiz. T ermit operatori bo'lganligidan,

[T} = sup [{T(x),x}|
firl=1
tengligi o'rinti. Bundan H fazoda shunday {&,} ketma-ketlik mavjud
bolib, [l = 1 va n — o da (T(x,), 2.3 — 0T Y
operaiort bo'lganligidan, .

fana T oermit

/I(rn‘} l,,', - n [‘*J > T( H) ;\I\IH-"‘ ”)'

vani (7{r,). ) haqiqiy son. Qismiy ketma-ketlikka aluashtirib,
(T(r,),x,) — A
bunda A = |IT|| yoki A = —||T]} dcb olamiz. U holda
NT(r) = Axp||? = (T(ay) — Az, Tlxy) — Aoy} =

:HT T’”)“Q_Q/\ (In) I‘H>LAQHTWI.2<
ST aai? = 2MT (), wa) + Nzl =
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=207 ON(T(2,,), 1),

va'nl
0 < ||T{z.) = Ar ||| < 202 — 2AMT (xy ). 20y — 0,
Bundan
T{x,) — Az, — 0.

Endi T operatorining kompaktligidan, {z,,} ketma-ketlikning shun-
day {z,,} qismiy ketma-ketmaligi mavjud bo'lib, {7'(x,, )} ketma-ketlik
vaqinlashuvchi bo‘ladi. T('r,,y) — 1 bo'lsin. U holda ALp, — y va
Al(z,,) — T{y). Bundan T(y) = Ay. Nihoyat

iyl = lim [[Az, || = |A] = {IT]] # 0

ekanligidan, A soni 7 bperatorining xos soni bo‘ladi.
7.3.16. Agar A:C[0,1] — C|0,1] operatori

Ax(t) = tz(t)

kabt aniqlansa, v holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. C[0,1] fazoda quyidagi funksiyalarni qaraylik:

0, agar t € [0, % + 1),
Talt) =4 272"~ 1, agarte [} + 4, L+ L),
1, agar t € [§ + &, 1].

U holda [|z,i] = 1vat, = %+71" uchun z,(t,) = 1, Zx(tn) =0, n > m.
Bundan

1
||A;I?n - A-Im” > Itnl‘n(tn) - tnim(tnn = Ea
va'mi

”Axﬂ - Al’m“ 2

p| =

Bundan {Az,} ketma-ketlikning birorta ham qismiy ketma-ketligi
vaqinlashuvchi emas. Demak, A kompakt operator emas.
7.3.17. Agar A:C[0,1] — C[0,1] operatori

Ax(t) = (1)

kabi aniglansae, u holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. z, va ¢, lar oldingi masaladagi funksiya va nuqtalar
bo'lsin. Har bir » nchun g, ~ 2,{+/f) deylik, U holda

Sy Y

HAyn - Aym” = |3~'n(tn) - zm(tﬂ)l > 1,
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ya'ni :
WAz, — Ar,il = 1.

Pemak, A kompakt operator cmas,
7.3.18. Agar A:C0,1] — €0, 1] operator:

1
Az(t) = /e“a:(s) ds
G

kabi aniglansa, u holda A kompakt operator bo‘ladim:?
Yechimi. z, € C[0,11, ||z,|| = 1 bo‘lsin. U holda

1 1
Az, (1) = /e"“"xn{s) ds = eC/eﬁmn(s) ds.
0 )
Agar .
Oy = / e’z,(s)ds
0

deb belgilasak, u holda

1
onf = | [ mulyas| <,
0

ya'ni {a,} chegaralangan sonli ketma-ketlik. Demak, uning yaqinla-
shuvchi qismiy ketma-ketligi mavjud. U holda

Az {t) = ape’

ham yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketligiga ‘ega. Demak, A kompakt
operator ekan.
7.3.19. Agar A:C[0,1] — C[0,1] operator:

Aa(t) = 2(0) + (1)

kabi aniglansa, u holde A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. z, € C[0, 1), {z,|| = 1 bo'lsin. Agar
Ap = In(o): by, = 3371(1)
deb belgilasak, u holda

LT

lan] <1, |b,| <1,
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vaml e, b {b, chegialangan sonli ketma-ketliklar. Dewnai.

{a, b 1Dy, b vaginlashinveli gismiy ketma-ketliklar wavjied. U holda

Ar,(8) =a,, — b

i

r o - . .
ham C0. 1] da norna bo'vicha vaginlashuvehi borladi. Bundan A koin-
pakt operator ckan.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. A:Cl0.1 — C0,1] operatori
1

(40 = [ K5 “F}:w fite)

0

formula orqali a.niqlansé, bunda K{t,s) - 0 <t s < 1 kvadratda uzhik-
siz, pi(t) € Cl0,1], £ € [0,1], k£ = 1,n. A kompakt operatori ekanligini
ishotlang.

2. Hilbert fazosidagi har bir chegaralangan chiziqli operator kom-
pakt operatorlar ketma-ketligining kuchli limiti ekanligini ishotlang.

3. H Hilbert fazosi, {aﬂ},,ﬂg ortonormal bazisi va A . H — H

chegaralangan operator, Agar Z {1 A(e,)||? qator yaginlashuvehi bo'lsa,

1 holda A kompakt operator ekanligini ishotlang.
4. Kompakt operator qiymatlar sohasi separabelligini isbotlang.
5. H Hilbert fazosi, {e,},ex ortonormal bazisi va 4 : H — H
kompakt operatori bo'lsa, u holda [{A{e, }|| — 0 ekanligini isbotlang.
6. Har bir A : fa — £; chegaralangan chizigli operatori kompakt
ckanligini ishotlang.
7. A:C[0,1] — €0, 1] operatori
!
(ano = [ Ko as
0
formula orgali aniglansa, bunda K'(¢t.s) -0 < ¢, 5 < '1 lvadratda uzluk-
siz, u holda A chegaralangan teskarl operatorga ega bolisihi munkinmi?
- 12 misollarda A : C[0,1] — €0, 1] kompakt operator bo'ladimi?
I
8. Az(t) = [ z(s)ds;
0

1
9. Az(t) = [ x{s)it - 5|7V da;

1]

o
x
[

8 7oL [ntepral operatoerlar va tenglamalar

|

L
10, Aw{t) = [w(s){t —5) 'ds

1}

1

11. ,"1]{'{) = IJ(S)()‘ _ f-,) 0 ([S
0
1 3
12. At(f) = f _1‘{3) t.an(|t _ Hl**l;’Z) ds.

13. H Hilber(ti fazost va A : H — H kompakt operator bo'lsin. Agar
iﬂ .+ z bo'lsa, u holda . — Ar|| — 0 ekanligini isbotlang.

14. H Hilbert fazosi va A : H — H kowmpakt operator bo‘lsin.
Agar {e,} C H ortonormal sistema bo'lsa, u holda Ae, — ekanligini
isbotlang,

7.4. Integral operatorlar va tenglamalar

Agar funksional tenglamada noma’lum funksiya integral ishorasi os-
tida qatnashsa, u holda bu tenglama integral tenglama deb ataladi. {n-
tegral tenglamadagi ifoda noma'lum funksiyaga nisbatan chizigli bo'lsa,
u holda tenglama chizigli integral tenglama deb ataladi. Endi chizigli
integral tenglamalarning ahamiyatli sinflaridan birini garaymiz:

b

oty =2 [ KG9 () ds 4 510 (7.17)
ko‘rinishdagi tenglama [-tur Fredholm integrol tenglamasi deyiladi.
Bunda ¢(f} noma’him fanksiya, f(t) va K(f,s) berilgan funksivalar,
A sonli parametr. K{t,s) funksiyasi 0 < ¢, s < 1 kvadratda aniglangan

va u integral tenglamaning yadrosi deb ataladi. Agar K{t, s} funksiyasi

(L

/ /K(f.s)dscit < 00

{0

shartini qanoatlantirsa, u Hilbert - Shinidt yadrosi deb ataladi.

.
/K(f, s)f(s)ds = f(t) (7.18)

tenglamasi -fur Fredholm tenglamasi deyiladi. Agar K(/,s) funksiyasi
§ >t qiymatlarda K(t,s) = 0 tengligini ganoatlantirsa. u holda (7.17)
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va {7.18) tenglaalar mos

!

e(t) = /‘\/l K(t.s)f(s)ds + f(t). , (7.19)

(¢4

/K(t, 8)f(s)ds = f(t) (7.20)

ko‘rinishlarga keladi. Bunday tenglamalar [ va II Volterra tenglamalari
deb ataladi.

Agar yuqoridagi tenglamalarda K (t, s) = K (s,t) bo‘lsa, u holda ular
simmetrik integral tenglamalar deyiladi.
Integral tenglama vadrosi

/ n
K(t,s) = Zai(t)bi(s)

ko‘rinishda bo'lsa, u holda u aynigan yadre deyiladi. Faraz gilaylik,
(7.17) tenglama aynigan yadroga ega bo‘lsin. U holda

b

/\Zat / Vf(s)ds + F(t) (7.21)

tenglamasiga ega bo‘lamiz. Bu tenglama yechimi ¢ = () funksiyasi

bo‘lsin. Agar
b

o = /cp(s)b,;(s)ds, i=1n

deb belgilasak, u holda (7.21) tenglamaning yechimi quyidagi
ko‘rinishga keladi:

)+ A i ca;(t). (7.22)
i=1

Bu tenglikni b;(t),7 = I,n funksiyasiga ko'paytirib, [a,b] segmentda &
o‘zgaruvchisi bo‘vicha integrallaymiz:

b b L b
/so(t)bi(t) = ]f(t)bé(t) +J\ch/aj(t)bi(t) dt, i=T,m (7.23)
o =1 Y

7
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Tenglikuing o ng tomonidagi integrallar o' zgarnas soular bolib. ularni

guyidagicha belgilaymiz:

/f(f)b (f) = £ i =TT

U holda {7.23) tenglama

=AY kije;=fi,i=T1n (7.24)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamalar sistemasining ¢;, 2, -+ , ¢, yechim-
larini (7.22) ga qgoyib, (7.21) integral tenglama yechimiga ega bo‘lamiz.
Agar (7.24) tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lmasa, u holda
(7.21) integral tenglama ham yechimga ega bo‘lmaydi.

Integral tenglamalarni yechimini ketma-ket yaginlashtirish usuli bi-
lan topish mumkin. Faraz qilaylik, M = max IK (t,s)| bo‘lsin. Agar

l)\[ < M( o —a) bo‘lsa, u holda (7.21) tenglama yechimi uchun

¢(t) = lim walt)

00

te;ngligi bajariladi, bunda
Prr1{t) = A—/K(t,s)tpn{s) ds+ f(t),n=0,1,2,.--. (7.25)

wo(t) funksivasi sifatida [z, ] segmentda uzluksiz ixtiyoriy funksiyani
olish mumkin.

Agar (7.17), (7.18), (7.19) va (7.20) tevglamalarda f(t) = 0 bo'lsa,
u holda bir jinsli integral tenglama, aksincha, f{t) # 0 bo'lsa, bir jinsli
bo‘lmagan integral tenglamalar deyiladi. Xususiy holda,

Fty = / (;9_(5’2)“ ds, (0<a<1, f(0)=0)

tenglama Abel tenglamasi deviladi.
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Masalalar

7.4.1. Agar A Hilbert — Shmidt operatorining yadrosi

K{s.t) bo‘lsa, u holda A* go‘shma operatori K(f.s) yadroli .

Hilbert — Shmidt operatori ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. f,g € Loja,b] bo'lsin. U holda

b h

(. A%} = (Af,0) f fdt s gl ds =

_//K(st (t)g(s) dtds—jf K(s,t)g(s)ds § f(t)dt =

A b

=/bf(t) /K(s t)g(s)ds dt = / /K (t,8)g(t) dt » ds,

{f. A* /f(s /K t,s)g(t)dt o ds.

Bundan

Ag(s) = [ K(t,s)g(t) dt

Demak, A* qo‘shma operatori K(t,s) ( s) yadroli Hilbert — Shmidt operator
bo‘ladi.

7.4.2. Cla,b] fozosida

A =2 [ K(t,9)7(5)ds = o00)

operatorning biror darajasi gisqartirib akslantirish ekanligini
ko‘rsating.
Yechimi. f,¢ € Cla,b] bo‘lsin. U holda

t

A7(e) = Ag(o) = N [ K(2.9)5(5) - gto)lds| <

i

< MMt — a) max |f(s) - g(s)l.

570 Tutegrad aperatonlar va tenglalar

butda M = wax [/{t. s)]. Bundan
a<ish

([t — (1\2

|A2f(t) = A%g(0)] < AP

e,

bunda s = max |f(s) — g(s)}. Umnman,
H<s<h

] . f _ “ ”
|A"f{t) — A"g(t)] < })\|”;\-I”(—'U)m.
n!
Demak,
]L — YL
kAl”.Jq’[H‘( (IJ
n!
tengsizlikni qanoatlantiradigan » soni uchun A" qisqartirib aksl_antirish
bo‘ladi.

7.4.3.

<1

1

p(t) = 2/(1 +ts)e(s)ds +°
0
aynigan yadroli tenglamani yeching.
Yechimi. Berilgan tenglamani
1 1
o(t) =2 f w(s)ds + 2t / sp(s)ds + £
‘ 0 0

ko'rinishda yozib,

1
o = / o(s) ds

va
1

¢ = /sp(s) ds
u
deb belgilasak, u holda (t) = 2¢; + 2e5t + 2.
Endi ¢; va ¢ noma’lumlarm topamiz:

1 1
. 1
0 = /@(t] dt = /(2c1 4 2et + t2) dE = 20y + o2 + 3
0 0
vaul o) + oy = ﬁ%. Xuddi shunday
1 1
e .3 2 1
= [ tpt)dt = [ (201t + 2e9t® + £7)dt =) + 3% + 1

0 b
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vani e — .-1{(:-3 = ——-_1[. Demak, biz quyidagi chiziqll tenglamalar sis- “aynigan yadroli tenglamani yeching.

temasiga ega bo'ldik: Yechimi. Berilgan tenglamani

)+ = —:1’;, : ) r . .

Lo 1 - w8 = sint / cos s@(s) ds 4 sin!

AR ' U
Bu tenglama vechimlari: e¢; = —%1-%, Ca = —-116. U holda intepral ko'rinishda vozib,
tenglama yechimi T

1 13 L il o
@{t) =7 — gt -5 €= / cos sip(s) ds
0

funksiyasi bo‘ladi.

v A4 : | deb belgilasak, u holda () = (1 + ¢} sint.

Endi ¢ noma’lumni topamiz:

c= /L,)(t) dt = /(1 + ¢) cos tsintp(t) dt = 0;
P 0

w(t) = [ sinfcossp(s)ds +sint

=
w4

aynigan yadroli tenglamani yeching.

Yechimi. Berilgan teliglamani . .
' 5 tplatat ya'ni ¢ = 0. U holda integral tenglama yechimi

wit) = sint

p(t) = sint [ cossp(s)ds +sint

S
-

funksivasi bo‘ladi.

ko‘rinishda yozib, 7.4.6. 1

oft) = % /ts&p(s)d.s + %

[

c= { cosspls)ds

=
(SE]

integral tenglamani ketma-ket yaginlashtirish usuli yor-
damida yeching.
Yechimi. ¢p(t) = 0 deb olib, (7.25) formula bo‘yicha quyidagilarga

deb belgilasak, u holda ¢(t) = (1 + ¢)sint. z
Endi ¢ noma’lumni topamiz:

£ g ega bo'lamiz:
. 1+¢ ‘ 1
c= [ g(t)ydt = [ (1+c)costsintp(t)dt = , i \ 3t
. 2 ) o) = = [’q;ufﬁ) de | = = —
0 i 2z i |
‘ 9
vani ¢ = —2—1 £ ¢ Bundan ¢ = 1. U holda integral tenglama yechimi ! L
tf 3s 3 31
p(t) = 2sint pa(t) = 35T ds + T°7 1+ 5
: b
funksivasi bo‘ladi. e 1
7.4.5. t 3s 1 3t 3t 1 1
™ . A== s (1) ds+ = = 214> + =
estt) =3 [T+ s+ T = Flw g+ )

w(t) = /sint cos sp(s) ds + sint : 0
o(] ! s e
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3 1 1. o 1
= (1 16— = e 1——.
Aty =7l e eV TG
U holda
(£) = Hm () — lim ol — —)
7 pr— "” fr— 11 R -
{1‘/ n QC"U it 31’3(3 10 6”

yva'ni p(f} = %
7.4.7.
olt) = [ts-Dtsyds 1 ¢
Q

II-tur Volterra tenglamasini yeching.
Yechimi. Berilgan tenglama yechimini quyidagi

2(t) = po(t) +@1{t) + -+ @alt) + -

funksional qator ko'rinishda izlaymiz. No‘malum
wo(t),@1(t),--- Lgal(t), - - - funksiyalarni aniglaylik:

(D) = polt) 1 r() + - 4 palt) 4o = (7.26)
=t+ [(s—tpa(s)ds+ [ (s—Dpi(s)ds+---+ [ (s—t)pa(s)ds+--
[umnmnes] [
Bundan
olt) =1,
i 3
/S*t)SdS —3p
0
y 53 5
wﬂﬂ*/w_ﬂ( Sds=

Bu tenglikiarni (7.26) qatorga qoyib, berilgan integral tenglamaning
vechimiga ega bo'lamiz:
3 t5 t7

t
Plt) =t — i+ — 2
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Bundan 2(f) = sint.
7.4.8. C[0. 1] fazoda

Fls) = ,\/‘ cos (s — t) f(#) dt

0

integral tenglama ) parametrning qanday giymatlarida
noldan fargli yechimga ega bo‘ladi?
Yechimi. cos{ex — 3} = cosacos 5 + sinovsin & dan

f(s) = Acoss [ costf{t)dt + Asins { sintf(t)dt. (7.27)

S
:\N‘H

Demak, bu tenglama yechimlari
f(t) = Macost + bsint)

shaklga ega. Bu ifodani (7.27) ga qo‘ysak,

a= A]cost(acost+ bsint)dt,

b= /\/sint(acostersint)dt

tengliklarga ega bo'lamiz. Bundan

ar b
a—/\(-4—+§),

a brn
b=A|=+—
(2+4)
sistemaga ega bo‘lamiz. Bu sistema va bundan integral tenglama ham,
4
T r+?2

~ giymatda noldan farqli yechimga ega bo‘ladi.
7.4.9. C[0, 7] fazosidagi

m

Az(t) = /cos{t + s)z(s) ds

N
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operatorining ros sonlarini toping.
Yechimi. A operatorning xos suni bo'lsin. U holda

/cus(t + sla{syds = Az(t).

0

bunda r{t) funksiyasi A ga mos xos vektor. Bundan

by T
cost f cossr{s)ds — sint /sin sx(s)ds = Ax(t), (7.28)
0 v
ya'ul
x({t) = cycost + cysint, (7.29)
bunda
T n
0 = /cos sr(s)ds, ¢ = /sinsr(s) ds.
p 0 0

(7.29) formuladagi x(t) ni (7.28) ga qo'ysak, u holda

i

Mepcost + easint) = ] [cost cos s — sintsin s]{c; cost + cpsin t) ds.

0
Endi
T T -
fc052 sds = g, /cosssiusds = 0, fsi112 sds = g
i} 2 . o
tengliklaridan,

. rid T .
Ac) cost + ¢ysint) = 15 cost — 62—2— sin f.

cos t va sint funksivalarning chizighi erkli ekanligidan,

Ay = 5(_?1, Aoy = —%Cg.
(7.28) d'da‘—.‘;i (1) xos vektor bo‘lsa, u holda u noldan farqli, ya'ni ¢; # 90
voki ¢y # 0. Bundan

et e e Yo <nt larie e
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e

7.4.10. (0. %] fazosidagi

Axz{t) = /cos(t +s)r(s)ds
0

operatorining Tos sonlarini toping.
Yechimi. ) operatorning xos soni bo'lsin. 7.4.9-misoldagidek. x(t)
xos vektor uchun
x(t) = ¢ cost + epsint,

bunda

b T
2 2
€ = /cossm{s) ds, ¢y = fsin sz(s) ds
0 0

va

Acycost + ¢psint) = [ [costcoss — sintsin s){ey cost + cosint)ds.

o\wl:

Endi . .
5 5 bl )
fcos2sds=/sinzsds:%,/cosssinsds=§
0 0 0
tengliklaridan,

. m L5 Ca ’ o, "
)\(clcost-}—czsmt)=clzcostwEslnt+§cost—0218m .

cost va sint funksiyalarning chizigli erkli ekanligidan,
i’Cl + %Cg = Ay, -
—%Cl - "}(‘.2 = /\Cg.

Bu sistemadan,

operatorning xos sonlaridir.
7.4.11. Integral tenglamani yeching:

1

x(t) — /(st — s%N)z(s)ds = .

0
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- Yechimi. Bu tenglana yvechiming

. il
2y =y ot et
korinishda izlavmiz. Bu ifodani tenglamaga o' vsak, n holda

1 1

Cl)+61t+(‘2f2_:t/.S({‘()+{'1$+CQ-SB) ds—tgf.sg{c'n-‘-cls-{—@sz)d.s+t2.

0} [t

Bundan
. 1y 8] Ca o n 1 (&)
; ‘t+,¢2:t(— - ‘*)+t‘0, il -—+~—).
.+ Co 2+3+4 +3+4 5
Demak,
g = D,
LS &
==+ —,
1 3 T 1
C1 C2
=14+—+4+—=
, a=itTts
Bundan
0. ¢ 60 160
Chn — r _— —— (&5
CTEE TR 113
yva'ni, tenglama yechimi:
60 16(]
x{t
=1t

Mustaqil ish uchun masalalar

1 — 4 misollarda II-tur Fredholm aynigan vyadroli integral
tenglamalarni yeching:
1

L o(t) =2 f(1+ 3ts)ip(s) ds + t2.

2. () =2 fcosscostz(s)ds + 1.
D

3
3. () =3 [(1+sinfsins)p{s)ds + L.
0

4. p(t) = /\‘[1'(1 +t-+s)p(s)ds + £
-0

5 — 8 masalalarda tenglamalarni ketma-ket yaqinlashish usuli bilan
yveching:

1
5. @(t) = fg:a s)ds + et — 1—5—‘5
23

- " . a5
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8. ¢ ijs,c ds-mer—:E._

9-12 111asala1¢1da Volterra tenglamalarini yeching:
i

9. o(t) = [¢ls)ds+ 1.

1}
1

10. p(t) = [(s — elsids + 1.
b

11. o(t) =4 ]{s —tholsyds + 1.

12¢m=fwﬁ&+mmg@+&+m.
0
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