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Кириш 

Ўзбeкистoн Рeспубликаси Прeзидeнти Ислoм Каримoв ўзининг 

“Ўзбeкистoн мустақилликка эришиш oстoнасида” асарида қуйидаги 

фикрларни айтиб ўтган. 

 Ўзбeкистoн фани салмoқли куч-қувватга эга. Ҳoзир рeспубликамизда 

185 та илмий тадқиқoт муассасалари, кoнструктoрлик бюрoлари ва илмий 

ишлаб чиқариш бирлашмалари бoр. Мoддий ишлаб чиқариш тармoқларининг 

ўзидагина 500 дан кўпрoқ завoд кoнструктoрлик бюрoлари, лабoратoриялари, 

мeханизациялаш ва автoматлаштириш бўлимлари ва шу кабилар ишламoқда. 

 Шу катта имкoниятдан тўғри фoйдаланиш, кучларни самарали тарзда 

жoй-жoйига қўйиш, фундамeнтал тадқиқoтлар билан амалий тадқиқoтлар 

ўртасида eнг мақбул мутанoсибини  тoпиш учун нималар қилиш кeрак? Бу 

eнг аввалo рeспублика илм-фанининг қарoри-акадeмиямизга бoғлиқдир [1]. 

Математика соҳасидаги ва фаннинг бошқа тармоқларидаги 

тадқиқотлар ва ечимлар хаммага маълум... 

Олимларимиз ижодқорлик билан, аниқ мақсадни кўзлаб 

ишлаётганликларига оид бошқа мисолларни хам айтиб ўтиш мумкин бўлур 

эди, албатта. Аммо бугунги реал воқелик хотиржам бўлиб колиш учун асос 

бермайди. 

Хўш, бугун биз илм-фандан нималарни кутяпмиз, бизнинг фикримизча, 

унинг куч-ғайратларини кайси йўналишларда жамлаш керак бўлади? 

Рўйирост айтадиган бўлсак, республиканинг фундаментал фани ҳали 

фан-техника тараққиётининг қудратли двигателига айланишига анча бор, бу 

фан ишлаб чикаришда инқилобий ўзгаришлар ясайдиган ечимларни амалга 

оширгани йўк. 

Шуни таъкидлаш кифояки, жорий этилган ечимларнинг ярми 

қўлланмалар ва тавсияларни, факат учдан бир кисми эса янги 

технологияларни ташкил килади... 

Ривожланган мамлакатларнинг тажрибаси фан учун хеч нарсани 

аямаётган мамлакат гуллаб-яшнаётганлигини ва бундай давлат хамма яхши 
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нарсаларни - одамларнинг куч-ғайратларини ҳам, моддий-техника 

ресурсларини хам ўзида жамлаётганлигини яққол кўрсатмокда. 

Фанни малакали кадрлар билан таъминлаш, ходимларнинг 

профессионал билимдонлиги даражасини ошириш, уларнинг 

қобилиятларини рўёбга чикариш учун барча шароитларни яратиш илмий 

жараённи жадаллаштиришнинг асосий омилидир... 

Яна шуни хам айтиш керакки, фан соҳасида республика хозир ўзини 

ўзи таъминлай олмайди ва бундай бўлиши мумкин хам эмас. Факат бошқа 

минтақаларнинг, бошқа мамлакатларнинг олимлари билан ўзларига наф 

келтирадиган ҳилма-хил алоқалар хозирги талаблар даражасида бўлишга 

имкон беради. 

Фан соҳасидаги кадрларни жадал кўпайтириш ва ёшартириш учун, 

Ўзбекистан интеллектуал имкониятларини кескин даражада ошириш учун 

республика рахбарияти хозир зарур маблағларни, жумладан, валюта 

маблағларини ажратишга, тегишли ташкилий масалаларни ҳал қилишга 

тайёр..... 

Юқоридаги фикрларга эътибор қаратадиган бўлсак, мамлакатимизни 

ривожланган давлатлар қаторидан ўз ўрнини эгалашига эришишининг асосий 

омилларидан бири юқори малакали кадрлар тайёрлашдир. 

1997 йил 29 август Ўзбекистон Республикаси Олий мажлисида 

«Таълим тўғрисида» ги қонуннинг ва «Кадрлар тайёрлаш миллий дастури» 

нинг қабул қилиниши муқаддам заминимизда яшаётган ҳар бир инсон ва 

унинг бахту-саодати, фарзандини фазлу-камолипи кўриш учун улкан 

имкониятлар яратишга асос бўлди. Мамлакатимизда таълим тизимидаги олиб 

борилаётган ислоҳотларнинг мазмуни ва амалга ошириш муддатлари ушбу 

қонунда ўз аксини топган. 

«Кадрлар тайёрлаш миллий дастури» да таъкидланганидек, «Кадрлар 

тайёрлаш тизими ва мазмунини мамлакатнинг ижтимоий ва иктисодий 

тараккиёти истикболларидан, жамият эхтиёжларидан, фан, маданият, техника 
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ва технологиянинг замонавий ютукларидан келиб чиккан ҳолда қайта қуриш 

лозим»1.  

Президентимиз Ислом Каримов ташаббуси билан ишлаб чиқилган 

“Кадрлар тайёрлаш миллий дастури”нинг хаётга тадбиқ этилиши туфайли 

узлуксиз таълим тизими мунтазам янгиланаётгани ва такомиллашаётгани, 

таълим муассасаларининг замонавий моддий-техник ва ўқув базасини 

шакллантириш ва мустаҳкамлаш, таълим-тарбия жараёнига янги 

стандартлар, илгор педагогик ва ахборот технологияларини жорий этиш 

борасида кенг кўламли ишлар амалга оширилаётир. 

Президентимиз "Юксак маънавият - енгилмас куч" асарида 

таъкидлаганидек "Ватанимизнинг келажаги, халқимизнинг эртанги куни, 

мамлакатимизнинг жаҳон хамжамиятидаги обрў — эътибори, авваламбор, 

фарзандларимизнинг униб - ўсиб, улғайиб, қандай инсон бўлиб ҳаётга кириб 

боришига боғликдир. Биз бундай хақиқатни ҳеч қачон унутмаслигимиз 

керак".2

Ўзбекистан мустақилликка эришган кундан бошлаб ўтган қисқа вақт 

ичида Ўзбек халқи сиёсий - ижтимоий, иқтисодий ва маданий соҳаларда 

катта ютуқларга эришди. Ўз тарихига янгича тафаккур асосида ёндошиш, 

улуғ аждодлар қолдирган бой маданий, маънавий меросни ўрганиш 

шарафига муяссар бўлди, миллий ғурури қайта тикланди. Республикада илм-

фан, жумладан, математика фани тараққиёт босқичига кўтарилмокда. 

Ўтмишдаги риёзиёт (математика) даҳоларининг шухратини тиклаш, 

уларнинг ғояларини ҳалк хаётига тадбиқ этишдек улуғ ишлар амалга 

оширилмокда. 

Мазкур битирув малакавий иши математиканинг узоқ тарихга эга 

бўлган бир йўналишларидан бири бўлган. Дифференциал тенгламалар 

назариясининг баъзи масалаларини ўрганишга бағишланган. У уч боб, хулоса 

ва фойдаланилган адабиётлар рўйхатидан иборат. 

                                                 
1 Ўзбекистон Республикасининг “Кадрлар тайёрлаш миллий дастури”, Баркамол авлод – Ўзбекистон 
тараққиётининг пойдевори. Тошкент, Шарқ, 1997 йил. 
2 И.А.Каримов – Юксак маънавият – енгилмас куч. Тошкент, “Маънавият” 2008 йил. 
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Мавзунинг долзарблиги. 

Маълумки, дифференциал тенгламалар назарияси табиатда содир 

бўладиган жараёнлар физикаси ва сиртлар назарияси билакн таркибан 

боғлангандир. Шунинг учун   дифференциал тенглама ечимини топиш аниқ 

бир физик ёки геометрик масаланинг ечимини топишга тенг кучлидир. 

Қаралаётган дифференциал тенгламанинг ечими нафақат тенгламада 

иштирок этаётган тартибли ҳосилага балки ундан юқори тартибли ҳосилага 

ҳам эга бўлиши мумкин. Агар ечим ихтиёрий тартибли ҳосилага эга бўлса, 

уни қаралаётган нуқта атрофида даражали қатор кўринишида ёзиш мумкин 

бўлади. Бундай вақтда тенглама ечимини даражали қатор кўринишида 

қидириш мумкин. 

Ишнинг мақсади. 

Ушбу магистрлик диссертациясида қаторлар назариясининг баъзи 

хоссаларини ўрганишга ҳам бу хоссаларни оддий дифференциал тенгламалар 

учун бошланғич масалаларни ва эллиптик, параболик ва гиперболик типдаги 

тенгламалар учун қўйилган чегаравий масалаларни ечишга татбиқ қилишга 

бағишланган. 

Текшириш усуллари. 

Қўйилган масалаларни ечишда аниқмас коэффициентлар ва  

ўзгарувчиларни ажратиш (Фурье) усулидан фойдаланилган. 

Илмий янгилиги, назарий ва амалий аҳамияти. 

Биринчи ва иккинчи тартибли оддий дифференциал тенгламалар учун 

Коши масаласининг голоморф ечимларини топиш усули кўрсатилган. Тор 

тебраниш тенгламаси учун аралаш масала, иссиқлик ўтказувчанлик 

тенгламаси учун биринчи чегаравий масала, Лаплас тенгламаси учун доирада 

ва тўғри тўртбурчакда Дирихле масалаларининг ечимлари қаторлар 

назарияси ёрдамида ечилган. Диссертацияда олинган илмий натижалар 

назарий аҳамиятга эга бўлиб, ундан дифференциал тенгламалар назариясини 

янада ривожлантиришда ва олий ўқув юртларида танлов фанлари ташкил 

қилишда фойдаланиш мумкин. 
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Ишнинг муҳокамаси. 

Диссертацияда олинган илмий натижалар хар хафтанинг пайшанба 

куни профессор А.Қ.Ўринов раҳбарлигидаги «Дифференциал тенгламалар ва 

турдош математик соҳаларнинг долзарб муаммолари» номли илмий 

семинарда, 2011 йил 8-9 ноябрь кунлари АДУ да ўтказилган "Математика 

фани ва уни ўқитишнинг долзарб муаммолари" номли Республика илмий-

амалий анжуманида ҳамда Фаргона давлат университетида ўтказилган "Илм-

заковатимиз сенга, она-Ватан!" илмий-амалий анжуманида маъруза 

килинган. 

Чоп этилган илмий ишлар.  

Диссертация мавзуси бўйича 2 та мақола чоп этилган. 

Диссертация тузилиши ва хажми. 

 Диссертация кириш, учта боб, хулоса ва адабиётлар рўйхатидан иборат 

бўлиб, 85 бетдан иборат. Унда 20 та адабиётларга ҳавола этилган. 

Диссертациянинг мазмуни. 

Кириш қисмида диссертация мавзусининг долзарблиги асослаб 

берилган. Биринчи бобда диссертация мавзусига оид асосий тушунчалар ва 

маълумотлар келтирилган бўлиб, уч параграфдан иборат. 1.1-§ да 

функционал кетма-кетликлар ва қаторлар, уларнинг яқинлашишига оид 

материаллар , 1.2-§ да эса Фурье қаторларига оид материаллар келтирилган. 

1.3-§ да дифференциал тенгламалар ечимини қаторлар ёрдамида ечиш усули 

ҳақида асосий маълумотлар берилган. 

Иккинчи боб оддий дифференциал тенгламалар ечимини топишга 

бағишланган бўлиб, 2.1-§ да 1- тартибли тенгламалар, 2.2-§ да эса юқори 

тартибли тенгламалар ўрганилган. 

Учинчи боб уч параграфдан иборат бўлиб, унда тор тебраниш 

тенгламаси учун аралаш масала, иссиқлик ўтказувчанлик тенгламаси учун 

биринчи чегаравий масала, Лаплас тенгламаси учун доирада ва тўғри 

тўртбурчакда Дирихле масаласи қаторлар назарияси ёрдамида ечилган.
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 I БОБ 

 

Асосий тушунчалар ва маълумотлар 

 

 

1.1-§. Функционал кетма-кетлик ва функционал қаторлар. 

Уларнинг яқинлашиши ҳақидаги асосий маълумотлар. 

 
Ушбу бобда функционал кетма-кетлик ва қаторлар  ҳақидаги бошланғич 

тушунчалар, уларнинг яқинлашиши ҳақидаги таъриф ва теоремалар, 

функционал кетма-кетлик ва қаторларнинг текис яқинлашиш шартлари, 

Коши теоремаси, Вейерштрасс аломатлари баён қилинган. 

Бизга  соҳада аниқланган ва битта ўзгарувчи X x  нинг функцияларидан 

иборат бўлган   

                            ( ) ( ) ( ) ...,xf...,,xf,xf n21                                                          (1.1) 

кетма-кетлик берилган бўлсин. (1.1) кетма-кетлик функционал кетма-кетлик 

деб аталади ва  кўринишда белгиланади. ( ){ xfn } ( )xfn  функция шу кетма-

кетликнинг умумий ҳади дейилади. (1.1) кетма-кетлик ҳадларининг 

аниқланиш соҳаси, умуман олганда, турлича бўлиши мумкин. Биз X  

сифатида шу соҳаларнинг умумий қисмини оламиз. 

X  тўпламда  нуқтани олиб, (1.1) кетма-кетликнинг ҳар бир 0x ( )xfn  

ҳадини шу нуқтадаги қийматини ҳисоблаймиз, натижада  

                              ( ) ( ) ( ) ...,xf...,,xf,xf n 00201                            (1.2) 

сонлар кетма-кетлиги ҳосил бўлади. (1.2) сонлар кетма-кетлигини 

яқинлашувчилиги ва узоқлашувчилигини қандай аниқлаш ҳақида биз 

маълумотга эгамиз. 

1-таъриф. Агар ( ){ 0xfn } сонлар кетма-кетлиги яқинлашувчи 

(узоқлашувчи) бўлса, (1.1) функционал кетма-кетлик нуқтада 0x
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яқинлашувчи (узоқлашувчи) деб аталади; нуқта эса бу функционал кетма-

кетликнинг яқинлашиш (узоқлашиш) нуқтаси дейилади. (1.1) функционал 

кетма-кетликнинг барча яқинлашиш (узоқлашиш) нуқталаридан иборат 

тўплам  кетма-кетликнинг яқинлашиш (узоқлашиш) соҳаси (ёки 

тўплами) деб аталади. 

0x

( ){ xfn }

 (1.1) кетма-кетлик X соҳанинг ҳар бир  нуқтасида чекли лимитга эга 

бўлсин; бу лимит 

0x

x  нинг қиймати билан тўла аниқлангани учун у  x  нинг   

соҳада аниқланган функцияси бўлади: 

X

                                   ( ) ( )xfxf nn ∞→
= lim      Xx∈    .                                   (1.3) 

( )xf  функция  (1.1) кетма-кетликнинг лимит функцияси деб аталади. 

Мисол.  

                                  ...,
xn

...,,
x

,
x

,
x 22222

1
9

1
4

1
1

1
++++

 

функционал кетма-кетлик ( )∞+∞−= ;X  берилган. Унинг умумий ҳади 

( ) 22
1

xn
xfn

+
= . Бу функционал кетма-кетлик Rx∈∀  да яқинлашувчи ва 

унинг лимит функцияси  0 га тенг: 

                                      ( ) 01
22 =

+
=

∞→∞→ xn
limxflim

n
n

n
. 

 Бирор  тўпламда  X

                                     ( ) ( ) ( ) ...,xu...,,xu,xu n21                   (1.4) 

функционал кетма-кетлик берилган бўлсин. 

 2-таъриф.  

                                     ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxu n ++++ 21                           (1.5) 

ифода функционал қатор деб аталади ва у   кўринишда белгиланади. ( )∑
∞

=1n
n xu

( ) ( ) ( ) ...,xu...,,xu,xu n21  функциялар (1.5) функционал қаторнинг ҳадлари, ( )xun  

эса унинг умумий ҳади деб аталади. 
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( )∑
∞

=1n
n xu  функционал қатор ҳадларининг берилиш соҳалари умуман 

айтганда, турлича бўлади. Биз эса X  тўплам сифатида шу соҳаларнинг 

умумий қисмини оламиз.  

 нуқтани олиб, (1.5) функционал қаторнинг ҳар бир ҳадини шу 

нуқтадаги қийматини топамиз. Натижада  

Xx ∈0

                                                     (1.6) ( ) ( ) ( ) ( ) ...... 00201
1

0 ++++=∑
∞

=

xuxuxuxu n
n

n

сонли қатор ҳосил бўлади.  

 3-таъриф. Агар  сонли қатор яқинлашувчи (узоқлашувчи) 

бўлса,  функционал қатор  нуқтада яқинлашувчи (узоқлашувчи) 

деб аталади,  нуқта эса бу функционал қаторнинг яқинлашиш (узоқлашиш) 

нуқтаси дейилади.  функционал қаторнинг барча яқинлашиш 

(узоқлашиш) нуқталаридан иборат тўплам бу функционал қаторнинг 

яқинлашиш (узоқлашиш) соҳаси дейилади. 

(∑
∞

=1
0

n
n xu )

( )∑
∞

=1n
n xu 0x

0x

( )∑
∞

=1n
n xu

 Бизга  функционал қатор берилган бўлиб, M унинг яқинлашиш 

соҳаси бўлсин.  

( )∑
∞

=1n
n xu

  учун унга мос   қатор яқинлашувчи, унинг 

йиғиндиси эса  дейлик.  

Mx ∈∀ 0 ( )∑
∞

=1
0

n
n xu

0S

 Агар ҳар бир Mx∈  учун  қаторнинг йиғиндисини мос қўйсак, 

 функцияга эга бўламиз. 

( )∑
∞

=1n
n xu

( )xS ( )xS  функцияни  функционал қаторнинг 

йиғиндиси деб атаймиз. Демак, 

( )∑
∞

=1n
n xu

Mx∈  учун   
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                            .                (1.7) ( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1

 Сонли қатордаги каби  

                                                                             (1.8) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

++=

+=
=

...................................
,...

...................................
,

,

12

212

11

xuxuxS

xuxuxS
xuxS

n

йиғиндилар функционал қаторнинг ҳусусий йиғиндилари деб аталади. (1.8)   

ҳусусий йиғиндилардан  

                                  ( ) ( ) ( ) ...,xS...,,xS,xS n21                   (1.9)  

функционал кетма-кетликни ҳосил қилиш мумкин.  

 4-таъриф. Агар ∞→n  да ( ){ }xSn  функционал кетма-кетлик  нуқтада 

яқинлашувчи (узоқлашувчи) бўлса,  функционал қатор  нуқтада 

яқинлашувчи (узоқлашувчи ) деб аталади. 

0x

( )∑
∞

=1n
n xu 0x

( ){ }xSn  кетма-кетликнинг 

яқинлашиш (узоқлашиш) соҳаси тегишли функционал қаторнинг яқинлашиш 

(узоқлашиш) соҳаси деб аталади.  

  нинг лимит функцияси ( ){ xSn } ( )xS  эса  функционал қаторнинг 

йиғиндиси деб аталади, яъни  

( )∑
∞

=1n
n xu

                                ( ) ( )xSxSlim n
n

=
∞→

.                 (1.10)  

 Мисоллар. 1) ...x...xx n +++++ −121  функционал қаторни қарайлик. 

Бу қаторнинг ҳадлари  махражи xq =  бўлган геометрик прогрессия 

ҳадларидан иборат .Маълумки, 1<q да геометрик прогрессия яқинлашувчи, 

1≥q да узоқлашувчи бўлади. Шунинг учун берилган қатор x нинг 1<x  

қийматларида яқинлашувчи бўлади. Яқинлашиш соҳаси (-1; 1) дан иборат. 

Қатор йиғиндаси   учун  ( 11,x −∈∀ )

                             ( ) ( ) ( )
x

x...xxlimxSlimxS n

n
n

n −
=++++== −

∞→∞→ 1
11 12  
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бўлади.  

 2) ...
x

...
xx n +

+
++

+
+

+ 242 1
1

1
1

1
1  функционал қаторни қарайлик. 1≤x  

да бу қатор узоқлашувчи бўлади, чунки унинг умумий ҳади нолга 

интилмайди. 1>x да бу қаторнинг ҳадлари  

                                               ...
x

...
xx n ++++ 242

111  

қаториннг мос ҳадлари билан   

                                                     nn xx 22
1

1
1

<
+

 

тенгсизликни қаноатлантиради (таққослаш теоремаси шартини бажаради).  

                                                ...
x

...
xx n ++++ 242

111  

қатор 11
2 <=

x
q  бўлган геометрик прогрессия ҳадларидан тузилган бўлиб, 

1>x да яқинлашувчи. Шунинг учун берилган қатор ҳам яқинлашувчи. 

Демак, берилган қаторнинг яқинлашиш соҳаси: ( ) ( )∞+∪−∞− ,, 11 , 

тўпламдан иборат.  

   Функционал кетма-кетлик ва қаторнинг текис яқинлашувчилиги. 

Бирор функционал кетма-кетлик берилган бўлиб, M- унинг 

яқинлашиши соҳаси бўлсин,  

( ){ xfn }
( )xf  эса унинг лимит функцияси бўлсин. 

Демак, ҳар бир  нуқтада   Mx ∈0

                                           ( ) ( )00 xfxflim n
n

=
∞→

                (1.11) 

бўлади. Бу, кетма-кетликнинг лимити таърифга кўра, 0>∀ε сон олинганда 

ҳам топиладики , барча учун  Nn ∈∃ 0 0nn >

                                             ε<− )()( 00 xfxfn                 (1.12)  

ўринли бўлишини кўрсатади.  

 Бундаги  сон  0n ε га ва   нуқтага боғлиқ бўлади: 0x

                                                    ( )000 x,nn ε= . 
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M тўпламдаги барча нуқталар учун умумий бўлган  натурал сонни топиш 

мумкинми деган савол туғилади. Қуйидаги мисоллардан кўриш мумкинки, 

баъзи функционал кетма-кетликлар учун бундай  натурал сон топилади, 

баъзилари учун эса топилмайди.  

0n

0n

 Мисоллар. 1)  ( ){ } ( )∞+∞−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ;,sin M

n
nxxfn  . 

                                           ( ) 0==
∞→∞→ n

nxsinlimxflim
n

n
n

. 

Демак,  . ( ) 0=xf 0>∀ε  сон олинганда ҳам ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
1

0n  дейилса, барча   

ва  

0nn >

Mx∈∀  да   

                                      ( ) ( ) ε<
+

≤≤−=−
1

110sin

0nnn
nxxfxfn  

бўлади. Бу ҳолда  натурал сон фақат  0n ε гагина боғлиқ бўлиб, қаралаётган  

x  нуқтага боғлиқ эмас. 

2)   ( ){ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
=

xn
nxxfn 1 ,    [ ]1,0=M  . 

                                      ( ) ( ) x
xn

nxxfxf
nnn

=
++

==
∞→∞→ 1

limlim . 

0>∀ε )1( <ε  ни олиб, ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= 11 0

00 ε
xxn  десак, 0nn >∀  ва  

[ 10,x∈ ] нуқта учун  

                     ( ) ( ) ( ) ( )
ε<

++
+

≤
++
+

=−
++

=−
00

00

0

00
0

0
00 1

1
1

1
1 xn

xx
xn
xx

x
xn

nxxfxfn  

бўлади. Бу ерда сон 0n ε га ва нуқтага боғлиқ.  0x

 3)    ( ){ } ,
1 22 ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
+

=
xn

nxxfn   [ ]1,0=M . 

                             ( ) ( ) 0
1 22 =
+

==
∞→∞→ xn

nxlimxflimxf
n

n
n

. 

 Бундан , таърифга кўра, 0>∀ε олинганда ҳам  
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                                  ( ) ( )01,00 ≠⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== x

x
xnn

ε
ε  

дейилса, барча да  0nn >

                    ( ) ( ) ( ) ε<
+

≤<
+

=−
+

=−
xn

n
nxxn

nx
xn

nxxfxfn 1
1

1
0

1 0
2222              (1.13) 

бўлади, 0=x  да эса  учун n∀ ( ) 00 =nf бўлади. Аммо, масалан, 
4
1

0 =ε да  

Nn∈∀ ва 
n

x 1
=  нуқта учун  

                                0
2

2
2
1

11

111 ε>=
⋅+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
n

n
f

n
fn  

бўлади.  

 Демак, барча ( 10 )≤≤ xx  нуқталар учун умумий бўлган ва (1.13) 

тенгсизлик бажариладиган   натурал сон топилмайди.  0n

Таъриф. Агар  0>∀ε  олинганда ҳам Nn ∈∃ 0  топилсаки , 0nn >∀ ва 

Mx∈∀  учун ε<− )()( xfxfn  тенгсизлик бажарилса,  функционал 

кетма-кетлик M тўпламда лимит функцияси 

( ){ xfn }

( )xf га текис яқинлашади деб 

аталади, акс ҳолда   кетма-кетлик M тўпламда  га нотекис 

яқинлашади деб аталади.  

( ){ xfn }

}

( )xf

 нинг  га текис яқинлашиши  ( ){ xfn ( )xf

                                                ( ) ( ) ( )Mxxfxfn ∈=  

кўринишда белгиланади.  

 Теорема. ( ){ }xfn  функционал кетма-кетликнинг  M тўпламда  ( )xf  га 

текис яқинлашиши учун  

                                                0)()(suplim =−
∈∞→

xfxfn
Mxn

 

бўлиши зарур ва етарлидир.  
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 Исбот. Зарурлиги.  ( ) ( )xfxf nn
=

∞→
lim  бўлсин. У ҳолда, таърифга кўра  

0>∀ε  да Nn ∈∃ 0  топиладики,  ва барча  нуқталар учун 0nn > Mx∈

( ) ( ) ε<− xfxfn  бўлади. Бунда 0nn >∀ учун  

                                           ( ) ( ) ε≤−=
∈

xfxfsupM n
Mx

n                (1.14)  

бўлиб, бундан  

                                       ( ) ( ) 0=−=
∈∞→∞→

xfxfsuplimMlim n
Mxn

n
n

 

келиб чиқади.  

 Етарлилиги. (1.14) муносабат ўринли бўлсин. Демак, 0>∀ε  учун 

 топиладики, барча  учун  Nn ∈∃ 0 0nn >

                                        ( ) ( ) ε<−
∈

xfxfsup n
Mx

 

бўлади.  

 Агар ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Mxxfxfsupxfxf nn ∈−=−  эканлигини эътиборга 

олсак, Mx∈∀ учун ( ) ( ) ε<− xfxfn  бўлади. 

Таъриф. Агар 0>∀ε  сон олинганда ҳам  Nn ∈∃ 0 сон мавжуд бўлсаки, 

 бўлганда 00 nm,nn >> ( )RXXx ⊂∈∀  нуқталар учун  

                                        ε<− )()( xfxf mn                 (1.15)  

тенгсизлик бажарилса, ( ){ xfn } функционал кетма-кетлик X тўпламда 

фундаментал кетма-кетлик деб аталади.  

 Коши теоремаси. ( ){ xfn }

)

 функционал кетма-кетлик X тўпламда лимит 

функцияга эга бўлиши ва унга текис яқинлашиши учун у X тўпламда 

фундаментал бўлиши зарур ва етарлидир.  

  тўпламда бирор  функционал қатор берилган 

бўлсин ва у M да яқинлашувчи бўлиб, йиғиндиси 

( RMM ⊂ ( )∑
∞

=1n
n xu

( )xS  га тенг бўлсин.  
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 Таъриф. Агар M тўпламда   нинг ҳусусий йиғиндиларидан 

тузилган  функционал кетма-кетлик берилган қатор йиғиндиси 

( )∑
∞

=1n
n xu

( ){ xSn } ( )xS  га 

текис яқинлашса, у ҳолда бу функционал қатор M тўпламда  га текис 

яқинлашади дейилади.  

( )xS

 Теорема.  функционал қаторнинг M да текис яқинлашувчи 

бўлиши учун унинг хусусий йиғиндилари кетма-кетлиги  нинг  M да 

фундаментал бўлиши зарур ва етарлидир.  

( )∑
∞

=1n
n xu

( ){ xSn }

яқинлашиши учун  

0

 Теорема.  функционал қатор M тўпламда  га текис ( )∑
∞

=1n
n xu ( )xS

 

 

( ) ( ) 0suplim =−
∈∞→

xSxSn
Mxn

бўлиши зарур ва етарлидир. 

               Функционал кетма-кетликнинг текис яқинлашиш шарти. Бирор  

 

                                                       (1.16)  ...,x...,,x,x n21

 

кетма-кетлик берилган бўлса,бу кетма-кетлик қийматларини қабул этувчи  

ўзгарувчи учун чекли лимитнинг мавжудлиги ҳақидаги умумий белги, ушбу 

теорема орқали ифодаланган эди: 

nx

 Теорема.  ўзгарувчи чекли лимитга эга бўлиши учун ҳар бир nx >ε  

учун шундай N  номер мавжуд бўлиши керакки, бунда Nn >  ва Nn' >  

бўлганда,  

                                          ε<− 'nn xx                  (1.17)  

тенгсизлик бажарилиши зарур ва етарлидир.  
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 Бу теорема Больцано (1817) ва Коши (1821) ларга тегишли 

бўлганлигидан Больцано-Коши теоремаси дейилади, кўпинча бу теоремани 

яқинлашиш принципи деб ҳам аташади.  

 Бу теоремадан кўриниб турибдики, номерлари ўсиши билан 

ўзгарувчиларнинг қийматлари ўзаро чексиз яқинлашади.  

 Яқинлашиш принципидан фойдаланиб, X соҳада берилган  

                                           ( ) ( ) ( ),...xf,...,xf,xf n21  

функционал кетма-кетликнинг текис яқинлашиш шартини келтиришимиз 

мумкин.  

 Коши критерийси. Бизга  X соҳада  

                                            ( ) ( ) ( ),...xf,...,xf,xf n21                (1.18) 

функционал кетма-кетлик берилган бўлсин. Бу функционал кетма-

кетликнинг текис яқинлашиш шарти қуйидаги теорема билан ифодаланади: 

 Теорема. (1.18) функционал кетма-кетлик 1) лимит функцияга эга 

бўлиши ва 2) бу лимит функцияга X соҳада x  га боғлиқ бўлмаган шундай 

номер N мавжуд бўлиб, Nn >  бўлганда ва исталган  да X дан 

олинган ҳамма 

...,,m 21=

x  лар учун бир вақтнинг ўзида  

                                          ( ) ( ) ε<−+ xfxf nmn                 (1.19) 

тенгсизликниг ўринли бўлиши зарур ва етарлидир.  

 Исбот.Зарурлиги. Агар (1.17) кетма-кетлик лимит функция ( )xf  га эга 

бўлиб, унга X соҳада текис яқинлашса, у ҳолда берилган 0>ε  бўйича x га 

боғлиқ бўлмаган шундай номер N топиладики, Nn >  бўлганда ҳамма x лар 

учун  

                                             ( ) ( ) ε
2
1

<− xfxfn  

бўлади. Шунга ўхшаш  

                                        ( ) ( ) ( )...,,mxfxf mn 21
2
1

=<−+ ε . 

Бу иккита тенгсизликдан (1.19) келиб чиқади.  
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 Етарлилиги. Теоремада кўрсатилган шарт бажарилган бўлсин. Бу 

ҳолда  X даги x  нинг қайси бир қиймати  тайинланмасин, бу қийматда (1.18) 

кетма-кетлик сонлар кетма-кетлигига айланиб, унинг учун Больцано-Коши 

теоремасининг шартлари бажарилади. Демак, бу кетма-кетлик учун лимит 

функция  нинг мавжудлиги исботланади.  ( )xf

 Энди ихтиёрий Nn >  ва  X дан  x  олиб (1.19) тенгсизликдаги   

чексиз ўсиб борсин дейлик ( n  ва 

m

x  ларни ўзгармас деб ҳисоблаймиз). 

Лимитга ўтиб қуйидагини топамиз: 

                                                   ( ) ( ) ε≤− xfxf n . 

Бу билан  нинг  га текис интилиши исботланади. ( )xfn ( )xf

 Функционал қаторнинг текис яқинлашиш шарти. Юқорида 

исботланган функциялар кетма-кетлигини текис яқинлашаш шартини 

функционал қаторга мослаб қуйидагича ифодалаш мумкин.  

Теорема.  

                                         (1.20)  ( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=∑
∞

=
21

1

қатор X соҳада текис яқинлашиши учун , ҳар қандай 0>ε  сон учун  x га 

боғлиқ бўлмаган шундай  N номер мавжуд бўлиб, Nn >  бўлганда ва исталган  

 да   нинг ҳамма ...,,,m 321= X x  лари учун бир вақтда  

                        ε<+++= +++

+

+=
∑ )(...)()()( 21

1

xuxuxuxu mnnn

mn

nk
k               (1.21) 

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.  

 Амалда бу шартдан фойдаланиб конкрет кетма-кетликлар ёки 

қаторларнинг текис яқинлашишини текшириш анча қийинчиликлар 

келтиради. Шунинг учун кўпинча қулайроқ бўлган аломатлардан 

фойланилади.  

 Вейерштрасс аломати. Агар  функционал қаторнинг ҳадлари 

X соҳада  

( )∑
∞

=1n
n xu
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                                           ( ) ( ),...3,2,1=≤ nCxu nn               (1.22)  

тенгсизликни қаноатлантириб,  лар бирор яқинлашувчи сонли қатор  

нинг ҳадлари бўлса, у ҳолда  функционал қатор X соҳада текис 

яқинлашади.  

nC ∑
∞

=1n
nC

( )∑
∞

=1n
n xu

 Ҳақиқатан ҳам, (1.22) дан X соҳанинг ҳамма x  лари учун бир вақтда 

ўринли бўлган қуйидаги   

                       ( ) ( ) ( ) mnnnmnnn C...CCxu...xuxu ++++++ +++<+++ 2121  

тенгсизлик келиб чиқади.Сонли қатор  га яқинлашиши принципини 

татбиқ қилсак, у ҳолда 0

∑
∞

=1n
nC

>∀ε  учун  N∃  топиладики, Nn >  бўлганда  

                                         ε<+++ +++ mnnn C...CC 21  

бўлади, яъни юқоридаги тенгсизликнинг ўнг томони ва, демак, ҳамма x  лар 

учун бир йўла юқоридаги тенгсизликнинг чап томони ҳам ε  дан кичик 

бўлади.  

 Бундан эса текис яқинлашиш шартига кўра Вейерштрасс аломатининг 

исботи келиб чиқади. 

 Мисоллар. 1) Умумий ҳади ( ) ( ,...,n )
xn

nxxfn 21
1 22 =
+

=  бўлган 

функционал кетма-кетликни текис яқинлашишини текширамиз:  

                                 ( ) 011 2
2

22 =
+

=
+

=
∞→∞→∞→ x

n

n
x

lim
xn

nxlimxflim
nn

n
n

. 

Бундан кўринадики , берилган функционал кетма-кетлик  x нинг ихтиёрий 

қийматида ўзининг лимит функцияси ( )xf  га барча ),( +∞−∞∈x да 

яқинлашади.  

 Энди бу кетма-кетлик текис яқинлашишини текширайлик.Агар 

ихтиёрий 0>ε  сон учун шундай  N топилсаки, барча Nn >  учун  
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)()( xfxfn −  тенгсизлик ўринли бўлса, ( ) ( ) ( ) ...,xf...,,xf,xf n21  функциялар 

кетма-кетлиги  [  да ўзининг лимит функцияси  га текис 

яқинлашади.Бу ерда лимит функция 

]b,a ( )xf

( ) 0=xf  ва кетма-кетликнинг ҳадлари 

дифференциалланувчи функциялар бўлганлигидан  ни аввал 

экстремумга текширамиз:  

( )xfn

                                                 ( ) ( )
( )222

22

1

1

xn

xnnxf '
n

+

−
= . 

Бундан 
n

x 1
1 =  ва 

n
x 1

2 −= . Бу ҳолда 
n

x 1
=  да  ( )xfn  функция максимумга эга 

бўлиб,  

                                               
2
1

11

1
1

2
2

=
⋅+

⋅
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
n

n
n

n
fn  

бўлади. Агар 
2
10 << ε  тенгсизликни қаноатлантирувчи ε сон олсак, қанча 

катта бўлмасин ушбу тенгсизлик ўринли бўлади:  

n

                                              ε>=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
10

2
111

n
f

n
fn . 

Бундан кўринадики, берилган функционал кетма-кетлик барча 

да нотекис яқинлашади.  ),( +∞−∞∈x

Қуйида биз текис яқинлашиш учун етарли бўлган Дирихле-Абель 

шартларини ифодаловчи теоремаларни келтирамиз. 

                                                                      (1.23) ( ) ( )∑
∞

=
⋅

1n
n xvxu

функционал қатор берилган бўлсин. Агар қуйидаги икки шарт бажарилса, 

яъни 1)  функционал кетма-кетлик  M тўпламда ўсмайдиган ва шу 

тўпламда нолга текис яқинлашувчи бўлса; 2)  функционал қатор M 

( ){ xvn }

( )∑
∞

=1n
n xu
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тўпламда текис чегараланган хусусий йиғиндилар кетма-кетлигига эга бўлса, 

у ҳолда  (1.23) қатор M тўпламда текис яқинлашувчи бўлади. 

 Бу теоремани исботи сонли қаторларни яқинлашиш белгиларини 

исботи каби бажарилади. 

∑
∞

=1k k
kxsin  қаторнинг текис яқинлашишини кўрсатайлик.Бунинг учун Дирихле-

Абель белгисидан фойдаланамиз. Бу ерда Дирихле-Абель белгисининг 1- 

шарти бажарилади, яъни  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

k
1  кетма-кетлик ўсмайди ва нолга текис 

интилади.  

 Энди 2-шартни бажарилишини кўрсатамиз.Бунинг учун 

                                xkcosxkcoskxsinxsin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
1

2
1

2
2  

айниятга k ни 1дан  гача бўлган йиғинди деб қараймиз ва  n

                                    ( ) xncosxcosxSxsin n ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

2
1

22
2  

ни ҳосил қиламиз.Бундан 

                                       ( )

2
2

2
1

2
xsin

xncosxcos
xSn

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

=  

бўлади.Барча  лар учун  n

                                                    

2
sin

1)(
x

xSn ≤  

бўлиб, бу тенгсизлик ( ){ }xSn  хусусий йиғиндилар кетма-кетлигини 

( ,...,,mmxm 2102 ±±== )π  нуқталарни ўз ичига олмаган барча сегментларда 

текис чегараланганлигини билдиради. Бундан Дирихле-Абель белгисининг 2-

шарти ҳам бажарилиши ва берилган қаторнинг ( ),...,,mmxm 2102 ±±== π  

нуқталарни ўз ичига олмаган барча сегментларда текис яқинлашиши келиб 

чиқади. 
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                                          ...nxsin...xsinxsin
n ++++

55
2

5 2  

қаторни бутун сон ўқида текис яқинлашишини кўрсатайлик. 

 Бунинг учун Вейерштрасс аломатидан фойдаланамиз.Ихтиёрий x  учун  

                                                nnn
nxsinnxsin

5
1

55
≤=  

тенгсизлик бажарилади. Умумий ҳади nnC
5
1

=  бўлган сонли қатор 

яқинлашувчи , чунки бу қатор махражи 
5
1

=q  бўлган геометрик прогрессия 

ҳадларидан тузилган . Шу сабабли Вейерштрасс аломатига кўра берилган 

қатор бутун сон ўқида текис яқинлашади.3

   

   1.2-§. Фурье қаторлари. 
 

)(xf  функция [ ]ππ ,−  да берилган жуфт функция бўлсин. У шу [ ]ππ ,−  
оралиқда интегралланувчи бўлсин. Бу ҳолда   жуфт функция,  

 ( ) эса тоқ функция бўлади ва улар 
)(xf nxcos )(xf

nxsin ,...2,1=n [ ]ππ ,−  да интегралланувчи 
бўлади. 

                                                 ∫
−

=
π

ππ
dxxfa )(1

0  , 

 

                                           dxkxxfak ∫
−

=
π

ππ
)cos()(1

,                                 (1.24) 

 

                                         ∫
−

=
π

ππ
dxkxxfbk )sin()(1

          ( ,....3,2,1=k ) 

формулалардан фойдаланиб,  функциянинг Фурье коэффициентларини 
топамиз: 

)(xf

                                                 
3 Т.Азларов., Ҳ.Мансуров – “Математик анализ” 2-қисм, Тошкент “Ўқитувчи”, 1989 йил. 
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∫

∫ ∫ ∫

=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+==

− −

π

π

π π

π

π

ππ

0

0

0

)cos()(2

)cos()()cos()(1)cos()(1

dxnxxf

dxnxxfdxnxxfdxnxxfan                ( ) , ,....2,1,0=n

 
                     

0)sin()()sin()(1

)sin()()sin()(1)sin()(1

0 0

0

0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+==

∫ ∫

∫ ∫ ∫
− −

π π

π

π π

π

π

ππ

dxnxxfdxnxxf

dxnxxfdxnxxfdxnxxfbn

( ). ,...3,2,1=n

 
  Демак, жуфт  функциянинг Фурье коэффициентлари )(xf
 

                                          ∫=
x

n dxnxxfa
0

)cos()(2
π

      ( ,....2,1,0=n ), 

                                                       0=nb  ( ,...3,2,1=n )                                   (1.25) 
бўлиб, Фурье қатори эса 

                                             ∑
∞

=

+=≈
1

0 )cos(
2

);()(
n

n nxaaxfTxf                                        

бўлади. 
         Энди  функция )(xf [ ]ππ ,−  да берилган тоқ функция бўлсин ва у шу 
[ ]ππ ,−  оралиқда интегралланувчи бўлсин. Бу ҳолда    тоқ функция, 

  (
)(xf )cos(nx

)(xf )sin(nx ,...3,2,1=n ) эса жуфт функция бўлади. (1.24) формулалардан 
фойдаланиб,  функциянинг Фурье коэффициентларини топамиз: )(xf

0)cos()()cos()(1

)cos()()cos()(1)cos()(1

0 0

0

0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+==

∫ ∫

∫ ∫ ∫
− −

π π

π

π π

π

π

ππ

dxnxxfdxnxxf

dxnxxfdxnxxfdxnxxfan

     ( ). ,....2,1,0=n

 
 
 

∫

∫ ∫∫

=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+==

−−

π

π

ππ

π

π

ππ

0

0

0

)sin()(2

)sin()()sin()(1)sin()(1

dxnxxf

dxnxxfdxnxxfdxnxxfbn

     ( ). ,...3,2,1=n

           Демак, тоқ  функциянинг Фурье коэффициентлари )(xf
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                                                         0=na   ( ,....2,1,0=n ) , 

                                           ∫=
π

π 0

)sin()(2 dxnxxfbn      ( ,...3,2,1=n )                        (1.26) 

 
бўлиб, Фурье қатори эса 
 

                                                                                            

бўлади. 

∑
∞

=

=≈
1

)sin();()(
n

n nxbxfTxf

         Мисол. 1.   (2)( xxf = ππ ≤≤− x ) функциянинг Фурье қатори топилсин. 
(1.25) формуладан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье 
коэффициентларини топамиз: 
 

                                                         ∫ ==
π

π
π 0

22
0 3

22 dxxa  , 

 

                  

2
00

000

22

4)1(coscos4

sin4sin2cos2

n
nxdx

n
nxx

n

nxdxx
nn

nxxnxdxxa

n

n

−=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

=−==

∫

∫∫
ππ

πππ

π

πππ
            ( ). ,...3,2,1=n

 
Демак,  функциянинг Фурье қатори ушбу 2)( xxf =
 

                         ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−=−+≈ ∑

∞

=

....
3

3cos
2

2coscos4
3

cos4)1(
3 22

2

1
2

2 xxxnx
n

x
n

n ππ
 

 
кўринишда бўлади. 
        2. Ушбу 
                                                      xxf =)(  ( ππ ≤≤− x )                                                  
тоқ функциянинг Фурье қатори топилсин. 
        (1.26) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье 
коэффициентларини топамиз: 
 

                          

n
n

n

nxdx
n

nxx
n

nxdxxb

n

n

2)1(cos2

cos2cos2sin
2

1

0 0

+−=−=

=+−== ∫ ∫

π

ππ
π π ππ

0         ( ).       ,...3,2,1=n

 
Демак,  функциянинг Фурье қатори қуйидагича бўлади: xxf =)(
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                            ∑
∞

=

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=⋅−≈

1

1 ....
3
3sin

2
2sinsin2sin2)1(

n

n xxxnx
n

x . 

  
            
         [  оралиқда берилган функциянинг Фурье қатори.   функция 

 ( ) да берилган ва шу оралиқда интегралланувчи бўлсин. 
]ll,− )(xf

[ ]ll,− 0>l
              Ушбу 
                                                 x

t
t π
=                                                                 (1.27)  

 
алмаштириш [  оралиқни ]ll,− [ ]ππ ,−  оралиққа ўтказади. Агар 
 

                                               )()( ttlfxf ϕ
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=                                                       

дейилса, )(tϕ  функцияни [ ]ππ ,−  да берилган ва шу оралиқда интегралланувчи 
бўлишини кўриш мумкин. Бу )(tϕ  функциянинг Фурье қатори қуйидагича 
бўлади: 
 

                                            ∑
∞

=

++=≈
1

0 )sincos(
2

);()(
n

nn ntbnta
a

tTt ϕϕ  , 

бунда 
 

                                             ∫
−

=
π

π

ϕ
π

ntdttan cos)(1      ( ,....2,1,0=n ) , 

 

                                              ∫
−

=
π

π

ϕ
π

ntdttbn sin)(1       ( ,...3,2,1=n ) . 

Юқоридаги (1.27) тенгликни эътиборга олсак, унда 
 

                                        ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++≈

1

0 sincos
2

)(
n

nn x
l

nbx
l

na
a

x
t

πππϕ  

 
бўлиб,  унинг коэффициентлари эса 
 

                                   ∫
−

=
i

i
n xdx

l
nx

ll
a ππϕ cos)(1

     ( ,....2,1,0=n ), 

 

                                    ∫
−

=
l

i
n xdx

l
nx

ll
b ππϕ sin)(1         ( ,...3,2,1=n ) 

бўлади. 
        Натижада 
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                                   ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++≈

1

0 sincos
2

)(
n

nn l
xnb

l
xna

a
xf ππ                                (1.28) 

 
га эга бўламиз, бунда 
 

                                       ∫
−

=
l

l
n dx

l
xnxf

l
a πcos)(1    ( ,....2,1,0=n ) ,                           (1.29) 

                                         ∫
−

=
l

l
n dx

l
xnxf

l
b πsin)(1    ( ,...3,2,1=n ) 

 
(1.28) нинг ўнг томонидаги тригонометрик қаторни [ ]ll,−  да берилган  
нинг Фурье қатори дейилади, (1.29) Фурье коэффициентлари дейилади. 

)(xf

       Мисол. Ушбу 
                                             (xexf =)( 11 ≤≤− x )                                                             
функциянинг Фурье қатори топилсин. 
      (1.29) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье 
коэффициентларини топамиз (бунда 1=l  ); 
 

                                                  , ∫
−

−−==
1

1

1
0 eedxea x

( ) 22

1
1

22

1

1

1

1
22

1
)1(coscos

1
1

1
cossincos

π
ππ

π

π
ππππ

n
eenene

n

e
n

xnxnnxdxnea

n

xx
n

+
−

−=−
+

=

=
+

+
==

−
−

−

+

=
∫

            ( ), ,...3,2,1=n

 
           

( )

( ) ( ) π
ππ

π
π
ππ

ππππ
ππ

ππππ

n
n
eeee

n
nee

n
nn

nnenne
n

e
n

xnnxnxdxneb

n
n

xx
n

22

1
11

22
1

22

1
22

1

1

1

1
22

1
)1(

1
)1(

1
cos

coscos
1

1
1

cossinsin

+
−

−=−
+
−

=−
+

=

=+⋅
+

==
+
−

==

−
+−−

−

+

−−
∫

                     

                                                                                                            ( ). ,...3,2,1=n
 
Демак,  функциянинг (xexf =)( 11 ≤≤− x ) Фурье қатори ушбу 
 

                     ∑
∞

=

+
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

+
−

+
+
−

−+
−

≈
1

22

1

22
1

1

sin
1

)1(cos
1

)1()(
2 n

nn
x xnn

n
xn

n
eeeee ππ

π
π

π
                        

кўринишда бўлади. 
               Леммалар. Қуйида келтирилган леммалар Фурье қаторлари 
назариясида муҳим роль ўйнайди. 
         1-лемма.  оралиқда берилган ва интегралланувчи ихтиёрий [ ba, ]

)(xϕ функция учун 
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                                                    ,                                (1.30) ∫ =
∞→

b

a
p

pxdxx 0sin)(lim ϕ

 

                                                      .                                    (1.31)  ∫ =
∞→

b

a
p

pxdxx 0cos)(lim ϕ

 
бўлади. 
        Исбот.  оралиқнинг бирор [ ba, ]
 
                              ({ }nxxxxP ,.....,,, 210= bxxxxa n =<<<<= ....210 ) 
 
бўлинишни олайлик. Интегралнинг хоссасига кўра 
 

                                                                  (1.32) ∫ ∑ ∫
−

=

+

=
b

a

n

k

x

x

k

k

pxdxxpxdxx
1

0

1

sin)(sin)( ϕϕ

 
бўлади. )(xϕ  функция [  да чегараланган. Демак, ]ba,
 
                                     [ ]{ }1,);(inf +∈ kk xxxxϕ      ( 1,...,2,1,0 −= nk ) 
 
мавжуд. Уни  билан белгилаймиз: km
 
                                 [ ]{ }1,);(inf +∈= kkk xxxxm ϕ    ( 1,...,2,1,0 −= nk ). 
Энди (1.30) интегрални 

                                       (1.33) 
( )∑ ∫ ∑ ∫

∫ ∑ ∫
−

=

−

=

−

=

+ +

+

+=+−=

==

1

0

1

0
21

1

0

1 1

1

sinsin)(

sin)(sin)(

n

k

x

x

n

k

x

x
k

b

a

n

k

x

x

k

k

k

k

k

k

SSpxdxpxdxmx

pxdxxpxdxx

ϕ

ϕϕ

 
кўринишда ёзиб, сўнгра ҳар бир 
 

                                                       , ( )∑ ∫
−

=

+

−=
1

0
1

1

)sin()(
n

k

x

x
k

k

k

dxpxmxS ϕ

 

                                                                                                       

қўшилувчини баҳолаймиз. 

∑ ∫
−

=

+1

0
2

1

sin
n

k

x

x
k

k

k

pxdxmS
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Агар kω    )(xϕ  функциянинг [ ]1, +kk xx  ( 1,...,2,1,0 −= nk ) даги тебраниши 
бўлса,  учун ушбу 1S
 

                              ∑ ∫ ∑
−

=

−

=
+

+

−=∆∆=≤
1

0

1

0
11

1

)(
n

k

x

x

n

k
kkkkkk

k

k

xxxxdxS ωω                        (1.34) 

тенгсизликка эга бўламиз. Шартга кўра )(xϕ  функция [ ]ba,  да 
интегралланувчи, 0>∀ε  олинганда ҳам, шундай 0>δ  топиладики, [ ]ba,  
оралиқнинг диаметри δλ <p  бўлган ҳар қандай P  бўлиниши учун 

                                                                  ∑
−

=

<∆
1

0 2

n

k
kk x εω                                   (1.35) 

бўлади.  (1.33) ва (1.34) муносабатлардан 

                                                                  
21
ε

<S                                              (1.36) 

бўлиши келиб чиқади. 

Энди  йиғиндини баҳолаймиз. Бунда ∑ ∫
−

=

+

=
1

0
2

1

sin
n

k

x

x
k

k

k

pxdxmS

 

                                             pp
pxpx

pxdx kk
x

x

k

k

2coscos
sin 1
1

≤
−

= +∫
+

. 

Демак, ∑
−

=

≤
1

0
2

2 n

k
km

p
S  бўлади. p  ни етарли катта қилиб олиш ҳисобига 

 

                                                             ∑
−

=

<
1

0 2
2 n

k
km

p
ε

                                       (1.37) 

 
бўлади. Натижада  (1.33), (1.36 ва (1.37) муносабатлардан етарли катта p  лар 

учун    εϕ <∫
b

a

pxdxx sin)(    бўлиши келиб чиқади. Демак, 

                                                   . ∫ =
∞→

b

a
p

pxdxx 0sin)(lim ϕ

(1.31) муносабатнинг ўринли бўлиши худди шунга ўхшаш кўрсатилади. 
Лемма исбот бўлди. 

Эслатма. Леммадаги 
 

                                  ,    ∫=
b

a

pxdxxpI sin)()( ϕ ∫=
b

a

pxdxxpI cos)()(1 ϕ

 
интеграллар, параметрга боғлиқ интеграллар. 
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Юқоридаги лемма чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли 
учун ҳам умумлаштирилиши мумкин. 

     )(xϕ функция  ярим интерсалда берилган , b  нуқта шу функциянинг 
махсус нуқтаси бўлсин. 

[ )ba,

2-лемма.  да абсолют интегралланувчи ихтиёрий [ )ba, )(xϕ  функция учун 
 

                                      ,  ∫ =
∞→

b

a
p

pxdxx 0sin)(lim ϕ

 
                                                                                                                         (1.38) 

                                        ∫ =
∞→

b

a
p

pxdxx 0cos)(lim ϕ

бўлади. 
  Исбот. Ихтиёрий η  ( ab −<<η0 ) олиб, 

                                                                                                    

интегрални қуйидагича ёзиб 

∫
b

a

pxdxx sin)(ϕ

 

                                     (1.39)         ∫ ∫∫
−

−

+=
η

η

ϕϕϕ
b

a

b

b

b

a

pxdxxpxdxxpxdxx sin)(sin)(sin)(

 
бу тенгликнинг ўнг томонидаги ҳар бир қўшилувчини баҳолаймиз. 
    Қаралаётган )(xϕ  функция [ )η−ba,  да интегралланувчи бўлганлиги сабабли 
юқорида келтирилган 1-леммага асосан 
 

                                                 ∫
−

∞→
=

η

ϕ
b

a
p

pxdxx 0sin)(lim

 
бўлади. Демак, 0>∀ε  олинганда ҳам, шундай  топиладики, барча  
учун 

00 >p 0pp >

              

                                                     2
sin)( εϕ

η

<∫
−b

a

pxdxx                                    (1.40) 

 
бўлади. 
     Шартга кўра )(xϕ  функция [ )ba,  да абсолют интегралланувчи. Таърифга 
кўра, 0>∀ε  олинганда ҳам, шундай 0>δ  топиладики, δη <<0  бўлганда  

∫
−

<
b

b

dxx
η

εϕ
2

)(  бўлади. Демак, 
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                                                  ∫∫
−−

<≤
b

b

b

b

dxxpxdxx
ηη

εϕϕ
2

)(sin)( .                      (1.41) 

 
Юқоридаги (1.39), (1.40) ва (1.41) муносабатлардан етарли катта p  лар учун   

εϕ <∫
b

a

pxdxx sin0(   бўлиши келиб чиқади. Демак,  . (1.38) 

муносабатнинг ўринли бўлиши худди шунга ўхшаш кўрсатилади. Лемма 
исбот бўлди. 

∫ =
∞→

b

a
p

pxdxx 0sin)(lim ϕ

    Натижа. [ )ππ ,−  оралиқда бўлакли узлуксиз ёки шу оралиқда абсолют 
интегралланувчи  функциянинг Фурье коэффициентлари  да нолга 
интилади: 

)(xf ∞→n

 

                                              ∫
−

∞→∞→
==

π

ππ
0)cos()(1limlim dxnxxfa

nnn
, 

 

                                                 ∫
−

∞→∞→
==

π

ππ
0)sin()(1limlim dxnxxfb

nnn
 . 

    Дирихле интеграли. Фурье қаторининг яқинлашувчилиги , бу қатор 
қисмий йиғиндилари кетма-кетлигининг лимити дегани. Шунинг учун қатор 
қисмий йиғиндисини қулай кўринишда ёзиб оламиз. 
     функция )(xf [ )ππ ,−  оралиқда берилган ва     абсолют интегралланувчи 
бўлсин. Бу функциянинг Фурье коэффициентларини топиб, 
                     

                                    ∫
−

=
π

ππ
ktdtlfak cos)(1

  ( ,...2,1,0=k ) , 

 

                                        ∫
−

=
π

ππ
ktdtlfbk sin)(1

  ( ,...2,1=k ) , 

сўнгра топилган коэффициентлар бўйича  функциянинг Фурье қаторини 
тузамиз: 

)(xf

 

                                 ∑
∞

=

++=≈
1

0 )sincos(
2

);()(
k

kk kxbkxa
a

xfTxf  . 

 
Энди бу қаторнинг ушбу 
 

                                          ∑
∞

=

++=
1

0 )sincos(
2

);(
k

kkn kxbkxaaxfF  
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қисмий йиғиндисини оламиз. Бу йиғиндидаги  (ka ,...2,1,0=k ) ва  (kb ,...2,1=k ) 
ларнинг ўрнига уларнинг ифодаларини қўйсак, у ҳолда 
 

                    [ ]∫ ∑ ∫
− = −

⋅+⋅+=
π

π

π

πππ

n

k
n dtkxktkxkttfdttfxfF

1
sinsincoscos)(1)(

2
1);( . 

 
Маълумки,  
  
                                        )(cossinsincoscos xtkkxktkxkt −=⋅+⋅ . 
 
Демак,  
 

                                       dtxtktfxfF
n

k
n ∫ ∑

− =
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+=

π

ππ 1

)(cos
2
1)(1);(  . 

 
Интеграл остидаги ифода учун қуйидаги муносабат ўринли: 
 

                                           ∑
= −

−
+

=−+
n

k xt

xtn
xtk

1

2
sin2

2
)12sin(

)(cos
2
1  . 

 
Ҳақиқатан ҳам, 

                            
unukuku

kuuukuu

n

k

n

k

n

k

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

=+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∑

∑∑

=

==

2
1sin

2
1sin

2
1sin

2
sin

cos
2

sin2
2

sincos
2
1

2
sin2

1

11
 

                                                  
                                                              ( xtu −= ) . 
 
Бу тенглик ёрдамида  йиғинди қуйидагича ифодаланади: );( xfFn

 

                                     dt
xt

xtn
tfxfFn ∫

−
−

−
⋅+

=
π

ππ
2

sin

2
)12sin(

)(
2
1);( .                          (1.42) 

   
 (1.42) тенгликнинг ўнг томонидаги интеграл  функциянинг Дирихле 
интеграли деб аталади. 

)(xf
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    Шундай қилиб,  функция Фурье қаторининг қисмий йиғиндиси 

 параметрга боғлиқ (1.42) кўринишдаги Дирихле интегралидан иборат 

экан.

)(xf

);( xfFn

4

 

1.3-§.  Дифференциал тенгламаларни қаторлар ёрдамида ечиш  усули 

ҳақида асосий маълумотлар. 

 

Коши масаласининг ечими мавжудлиги ва ягоналиги ҳақидаги Коши 

теоремаси дифференциал тенглама ечимини даражали қатор шаклида топиш 

назариясининг асосидир. 

Дифференциал тенгламаларни қаторлар ёрдамида ечиш учун голоморф 

функциядан фойдаланамиз. Унинг таърифи қуйидагича: 

  функция  нуқта атрофида )(xf 0x ( )0xx −  нинг даражалари бўйича даражали  

қаторга ёйилса, уни  нуқтада голоморф функция  дейилади. Демак, голоморф 

функциялар қуйидаги кўринишга эга: 

0x

               ,    ( ) ( )∑
∞

=

−+=
1

00
k

k
k xxccxf ρ<− 0xx                                            (1.43) 

Бу холатда  функция )(xf ρ<− 0xx  соҳада  ( )0xx −  нинг даражалари бўйича 

даражали қатор кўринишининг аналитик тасвири бўлади. 

Бу холатда   функцияга ва уни )(xf ( )0xx −  нинг даражалари бўйича 

тасвирловчи даражали қаторга кўрсатилган соҳада учта шарт қўйилади:  

аниқланган , яъни аниқ қийматга эга; қатор яқинлашади; унинг йиғиндиси  

билан устма-уст тушади. 

)(xf

)(xf

1-мисол. 
x−1

1 , ,  функциялар )1ln( x+ mx)1( + 0=x  нуқтада голоморф , чунки  

                              ∑
∞

=

+=
− 1

1
1

1
k

kx
x

, 

                                                 
4 Т.Азларов., Ҳ.Мансуров – “Математик анализ” 2-қисм, Тошкент “Ўқитувчи”, 1989 йил. 
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                             ∑
∞

=

−−=+
1

1)1()1ln(
k

k
k

k
xx , 

                             ...
!2

)1(1)1( 2 +
−

++=+ xmmmxx m , 

бунда қаторлар 1<x  да текис яқинлашади. 

Қатори x  нинг барча қийматларида яқинлашадиган, ҳар қандай  нуқтанинг 

атрофида (1.43) кўринишда тасвирлаш мумкин бўлган функциялар бутун 

функциялар дейилади ва голоморф функцияларнинг    мухим хусусий холлари 

бўлади. 

0x

2-мисол. , , xe xsin xcos  -бутун функциялар. Хусусан,  да қуйидаги 

ёйилмаларга эгамиз. 

00 =x

                                      ∑
∞

=

+=
1 !

1
k

k
x

k
xe , 

                                ∑
∞

=

+

+
−+=

1

12

)!12(
)1(sin

k

k
k

k
xxx , 

                                 ∑
∞

=

−+=
1

2

)!2(
)1(1cos

k

k
k

k
xx , 

x  нинг барча қийматларида бу қаторлар ўнгдан яқинлашади. 

)(xf  функция учун юқорида келтирилган 

таърифлар кўригишдаги  та эркин ўзгарувчили функциялар  учун 

ҳам ўринли.  функцияни  нуқта атрофида  

),...,,( 21 nxxxf n

),...,,( 21 nxxxf ),...,,( 00
2

0
1 nxxx

           ,)(,...,)(),...,,(
0,...,

00
11,...,21

1

1

1∑
∞

=

−−=
n

n

n
mm

m
nn

m
mmn xxxxaxxxf

кўринишда ёзиш мумкин бўлса, голоморф функция дейилади , бунда  

                                         .,..., 0
1

0
11 nnn xxxx ρρ <−<−  

соҳада қатор текис яқинлашади. 

3-мисол. 
)1)(1(

1
yx −−

 функция   нуқтада голоморф фукнция . чунки  )0,0(
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                              ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

==
−− 0,00)1)(1(

1
mk

mk

m

m

k

k yxyx
yx

 

ва 1<x  , 1<y  соҳада қатор текис яқинлашади. 

x  - эркли ўзгарувчига боғлиқ  функцияни қараймиз. Даражали қаторлар 

назариясидан маълумки,  функция (1.43)кўринишда ёйилса, бу ёйилма 

ягонадир ва  коэффициентлар  функция ва унинг ҳосилалари 

қийматлари орқали маълум формулалар билан ифодаланади: 

)(xf

)(xf

,...,, 210 CCC )(xf

                            ,  )( 00 xfС =
!

)( 0
)(

k
xf

C
k

k =   ( ),..2,1=k . 

Шунинг учун (1.43) ёйилмани қуйидагича ёзиш мумкин: 

                        ∑
=

−+=
1

0
0

)(

0 )(
!

)(
)()(

k

k
k

xx
k

xf
xfxf , ρ<− 0xx                                   (1.44) 

Бу қатор  нуқтада  функция учун Тейлор қатори дейилади.  0x )(xf

Шундай қилиб, ҳар қандай яқинлашувчи даражали қатор ўзининг йиғиндиси 

учун Тейлор қатори бўлади ва  функция  нуқта атрофида Тейлор қаторига 

ёйилса, у  нуқтада голоморф функция бўлади . Хусусий холда ,  функция 

учун  

)(xf 0x

0x )(xf

                           ∑
∞

=

+=
1

)(

!
)0()0()(

k

k
k

x
k

ffxf , ρ<x  

ёйилма  ўринли ва  фукнция 0  нуқтада голоморф. )(xf

(1.44) ёйилмадан келиб чиқадики ,  нуқтада голоморф  функцияни 

 да  

0x )(xf

0xx →

      ))((0)(
!

)(
...)(

!2
)(

)(
!1

)(
)()( 00

0
)(

2
0

0
0

0
0

nn
n

xxxx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf −+−++−

′′
+−

′
+=  

асимптотик ифодалаш мумкин, бунда   функция  да  га 

нисбатан юқорироқ даражали чексиз кичик миқдор функция. 

))((0 0
nxx − 0xx → nxx )( 0−

Хусусан ,  да   голоморф функцияни 0→x )(xf

                     )(0
!

)0(...
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2 nn
n

xx
n

fxfxffxf +++
′′

+
′

+=  

кўринишда асимптотик ифодалаш мумкин. 
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(1.44) Тейлор қаторидаги озод ҳад ва биринчи даражали  айирмадан 

ташқари барча ҳадларни ташлаб юборсак,  функциянинг  нуқтадаги 

чизиқлаштирилганини ҳосил қиламиз: 

( 0xx − )

)(xf 0x

                       ))(()()( 000 xxxfxfxYY −′+==   .                                                  (1.45) 

Бунда  да   функцияни 0xx → )(xf

                             )(0))(()()( 0000 xxxxxfxfxf −+−′+=      

кўринишда асимптотик ифодалаш мумкин.               

Нормал формадаги биринчи тартибли тенглама  учун Коши масаласини 

кўрамиз. 

               

 ),( yxf
dx
dy

= ,       00 )( yxy =                                                       (1.46) 

Агар 

                       ),,()( 00 yxxyxyy ==                                                             (1.47) 

функция  нуқтада голоморф бўлсин, яъни эркли ўзгарувчининг бошланғич 

қийматида (1.46) масала  нуқтада голоморф ечимга эга ва  

0x

0x

                    ,  ∑
∞

=

−+=
1

00 )(
k

k
k xxccy ρ<− 0xx  

ёки 

                    ,   ∑
∞

=

−+=
1

00 )(
k

k
k xxcyy ρ<− 0xx                                            (1.48) 

кўринишда тасвирлаш мумкин бўлсин. Бу ерда  - озод ҳад ,  да (1.47) 

ечимнинг бошланғич қиймати. 

0y 0xx =

(1.46) Коши масаласи ечимининг  нуқтадаги чизиқлаштирилгани 0x

                               ))(( 000 xxxyyY −′+=     ( )( 01 xyC ′= ) 

ёки  

                                  ))(,( 0000 xxyxfyY −+=  

кўринишга эга. 
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Коши масаласининг ечими яқинлашувчи даражали қатор кўринишида 

тасвирлаш мумкин бўлган мисолни кўрамиз. 

4-мисол.Коши масаласининг голоморф ечимини топинг. 

                                 ,2yy =′ 1)0( =y                                                                 (1.49) 

яъни   бошланғич шартни ва  дифференциал тенгламани 

қаноатлантирувчи  ҳамда   нуқтада голоморф бўлган функцияни топинг. 

1)0( =y 2yy =′

0=x

Коши масаласининг ечими мавжуд ва ягона.  тенгламани интеграллаб, 

изланган ечимни топамиз, сўнгра уни 

2yy =′

x  нинг даражалари бўйича қатор шаклида 

тасвирлаймиз. 
2yy =′  тенгламани интеграллаймиз, 

                           12 =
′

y
y   ( ),  0=y Cx

y
+=−

1 . 

 

1)0( =y  бошланғич шартни қаноатлантириб, 1−=С  эканлигини топамиз. 

Демак, изланган ечим  

                          
x

y
−

=
1

1 ,      1<<∞− x                                                              (1.50) 

бўлади. Бу ечим x  нинг бошланғич қиймати атрофида бизга маълум бўлган 

даражали қатор , аниқроғи геометрик қатор кўринишида тасвирланади: 

                         , ∑
∞

=

+=
1

1
k

kxy 1<x .                                                                (1.51) 

(1.50) ечим  интервалда аниқланган бўлиб, (1.51) қатор, ечимнинг ( 1,∞− ) ( )1,1−  

интервалдаги аналитик кўриниши эканлигини таъкидлаб ўтамиз.  нуқтадаги 

линеаризация 

0=x

xy += 1  бўлади. 

Қўйилган (1.49) Коши масаласининг бевосита ечимини топиш учун , ечимни 

Тейлор қатори қўринишида тасвирлашга асосланган, берилган дифференциал 

тенгламани кетма-кет дифференциаллаш усулини ёки ноаниқ коэффициентлар 

усулини қўллаш мумкин.Иккала усулни ҳам кўриб чиқамиз.   

Ечимни x  нинг даражалари бўйича Тейлор қатори кўринишида 

тасвирлаймиз: 
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                     ...
!

)0(...
!2

)0()0()0(
)(

2 +++
′′

+′+= k
k

x
k

yxyxyyy                            (1.52)  

)0(y  озод ҳад  бошланғич шартдан маълум. 1)0( =y x  нинг коэффициенти бўлган 

ни  дифференциал тенглама иккала қисмида  деб  ва )0(y′ 2yy =′ 0=x 1)0( =y  

бошланғич шартни инобатга олиб, топамиз: .Сўнгра  

тенглама ҳар иккала қисмини 

1)0()0( 2 ==′ yy 2yy =′

x  га нисбатан дифференциаллаб  

                                yyy ′=′′ 2                                                                           (1.53)  

ни ҳосил қиламиз. 

Бунда  деб, сўнгра  ва 0=x y y′  ни 0=x  даги қийматлари билан 

алмаштирсак,  келиб чиқади. !2112)0( =⋅⋅=′′y

(1.53) ни x  га нисбатан дифференциаллаб,  

                                 )(2 2 yyyy ′′+′=′′′

ни топамиз, сўнгра  деб  0=x

                              !3)211(2)0( 2 =⋅+=′′′y

ни топамиз. 

Худди шундай  ни топамиз.  ни ва топилган хосилаларни !)0()( ky k = )0(y 0=x  

нуқтадаги қийматларни (1.52)га қўйсак  (1.51) ёйилмани ҳосил қиламиз. 

Ноаниқ коэффициентлар усулида (1.49) Коши масаласининг голоморф ечими 

(1.48) га асосан  

                                                                 (1.54) ......1 3
3

2
21 ++++++= k

k xCxCxCxCy

кўринишда қидирилади. Бу ерда - ноаниқ коэффициентлар бўлиб, 

уларнинг қийматларини топиш учун ҳосил бўлган тенгликни иккала қисмида 

,...., 21 CC

x  

нинг бир хил даражали коэффициентларини тенгланади. Сўнгра   

дифференциал тенгламага ўрнига қўйилади . (1.54) қаторни яқинлашади деб 

хисобланади ва бунда даражали қаторлар айнан тенглиги ҳақидаги теорема 

қўлланилади: 

2yy =′

                           ......432 13
4

2
321 ++++++=′ −k

k xkCxCxCxCCy

y′  ни ва (1.54) ни  тенгламага қўямиз:  2yy =′
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( )24

4
3

3
2

21

13
4

2
321

......1

......432

+++++++=

=++++++ −

k
k

k
k

xCxCxCxCxC

xkCxCxCxСС

Тенгликниг ўнг қисмидаги даражали қаторни квадратга кўтаришни  бажариб, 

қуйидагини ҳосил қиламиз: 

 

              . 
∑
=

−

−

++++++++=

=++++++
k

m

k
mkm

k
k

xCCxCCCxCCxC

xkCxCxCxСС

0

3
213

2
2

2
11

13
4

2
321

...)(...)(2)2(21

......432

x  нинг бир хил даражаларининг  коэффициентларини тенглаймиз: 

                         

...

,:

...
),(24:

,23:

,22:
,1:

1

0
1

1

2134
3

2
2

13
2

12
1

1
0

∑
−

=
−−

− =

+=

+=

=

=

k

m
mkmk

k CCkCx

CCCCx

CCCx

CCx
Cx

 

,...., 21 CC  ларни кетма-кет аниқлаб, 1....4321 ===== СССС  эканлигини 

топамиз.  ларни топилган қийматларини (1.54) қаторга қўйиб, изланган 

ечимни яна (1.51) кўринишда топамиз. 

,...., 21 CC

Энди Коши масаласини нормал формадаги  n- тартибли тенглама учун кўриб 

чиқамиз. 

                                                    (1.55) 
.)(,...,)(,)(

,,...,,,(
)1(

00
)1(

0000

)1()(

−−

−

=′=′=

′=
nn

nn

yxyyxyyxy

yyyxfy

Агар  

                     ),...,,,,()( )1(
0000

−′== nyyyxxyxyy                                                    (1.56) 

функция  нуқтада голоморф , яъни (1.43) кўринишда тасвирланса, (1.56) масала 

 нуқтада голоморф ечимга эга дейилади, ёки 

0x

0x

          ∑
∞

=

−
−

−+−
−

++−
″

+−
′

+=
nk

k
k

n
n

xxCxx
n
y

xx
y

xx
y

yy ,)()(
)!1(

...)(
!2

)(
!1 0

1
0

)1(
02

0
0

0
0

0  
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                               ρ<− 0xx .                                                                           (1.57) 

Бунда  )1(
0000 ,...,,, −″′ nyyyy  лар (1.55) масаланинг 0xx =  бўлгандаги бошланғич 

шартлари.   коэффициентлар биринчи тартибли тенглама учун Коши 

масаласининг ечимини аниқлаш холатидагидек, дифференциал тенгламанинг 

ўзидан ва уни кетма-кет дифференциаллашдан ҳосил бўлган тенгламаларидан ёки 

ноаниқ коэффициентлар усулидан фойдаланиб топилиши мумкин. (1.48) формула 

(1.57) формуланинг  бўлгандаги хусусий холи бўлади. 

kC ( nk ≥ )

1=n

Нормал дифференциал тенгламалар учун Коши масаласини қараймиз. 

                              ),,...,,( 1 nm
m yyxf

dx
dy

= nm ,1=   

                                                                                                      (1.58) ,)( )0(
0 mm yxy =

Агар  

                        ,  ),...,,,()( )0()0(
10 nmmm yyxxyxyy == nm ,1=                                   (1.59) 

барча функциялар  нуқтада голоморф бўлса, бу масаланинг (1.59) ечими  

нуқтада голоморф бўлади. 

0x 0x

Бу ҳолда ечим  

                        ,    ∑
∞

=

−+=
1

0
)()0( )(

k

mm
kmm xxCyy nm ,1=  

кўринишда қидирилади , бунда  - берилган сонлар.            )0(
my
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II БОБ 

 

ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР ЕЧИМИНИ 

ҚАТОРЛАР ЁРДАМИДА ТОПИШ 

 

2.1-§. Биринчи тартибли тенгламалар учун Коши теоремаси 
 

Нормал формадаги биринчи тартибли тенгламани қараймиз. Коши масаласи 

қўйилган бўлсин. 

                      ),( yxf
dx
dy

= ,  00 )( yxy =                                                               (2.1) 

Агар (х,y) функция  нуқтада голоморф бўлса, унда (2.1) Коши 

масаласи  нуқтада голоморф ечимга эга ва бу ечим ягона (1.27) кўринишда 

бўлади. 

f ),( 00 yx

0x

Хусусий холда, бошланғич қиймат  ларни 00 , yx 00 =x ,  деб қабул қилиш 

мумкин. Улар нолга тенг бўлмаса, 

00 =y

ς=− 0xx , η=− 0yy  алмаштириш ёрдамида 

,  га эришиш мумкин. Шундай қилиб, (2.1) Коши масаласининг ўрнига  00 =x 00 =y

                               ),( yxf
dx
dy

= , 0)0( =y                                                           (2.2) 

Коши теоремаси. 

Агар (х, y) функция  нуқтада голоморф бўлса, яъни уни f )0,0(

                              ,∑
∞

=

=
0,

),(
nm

nm
mn yxayxf ρ<x , ry <                                        (2.3) 

Кўринишдаги қаторга ёйилса, унда Коши масаласи 0=x  нуқтада голоморф  

бўлган ягона ечимга эга: 

                             ,  ∑
∞

=

=
1k

k
k xCy ρρ << 1x .                                                      (2.4) 
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Исбот. Агар (2.4 даги) барча  коэффициентлар бир қийматли топилса ва  

(2.4) қатор  нуқтанинг кўрсатилган оралиғида яқинлашишини кўрсатсак, 

теорема тасдиғи исботланган бўлади. Исбот 2 қисмдан иборат. 

kC

00 =x

Шундай қилиб, Коши масаласининг (2.4) кўринишдаги формал равишда 

кўрдик. Ск коффициентлар 1-қисм (2.4) ечимни ноаниқ коэффициентлар усулида 

топамиз. (2.4) қаторни тенгламага қўямиз 

                            ∑
∞

=

=
0,nm

nm
mn yxa

dx
dy                                                                     (2.5) 

ва ушбуни ҳосил қиламиз: 

                         .                        (2.6) ∑ ∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

− =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

1 0, 01

1

k nm k

k
k

n

k

k
k

m
mn

k
k xdxCxaxkC

(2.4) ечим (2.5) дифференциал тенгламанинг ечими бўлгани учун, (2.6) ни айният 

деб хисоблаймиз ва x  нинг бир хил даражали коэффициентларини тенглаб, 

қуйидагини ҳосил қиламиз: 

                            , 001001
0 1: aCaCx =⇒=⋅

                            ( ) ( )λµaPaaaCCaaCx 20001102101102
1

2
12: ≡+=⇒+=⋅  

Кўриниб турибдики,  ва  лар (х,у) функция ёйилмасининг дастлабки бир 

нечта коэффициентлари орқали ифодаланган. 

1C 2C f

Худди шундай, (2.6) тенгламадаги  нинг коэффициентларини тенглаб 1−kx

                            ( )λµaPC kk =                                                                 (2.7) 

эга  бўламиз.Бунда - ўз аргументларига боғлиқ мусбат коэффициентли кўпҳад. 

лар ягона усулда топилганлиги учун, Коши масаласининг ечими мавжуд бўлса, 

ягоналиги келиб чиқади. 

kP

kC

2-қисм. Энди (2.4) қатор 00 =x  нуқтанинг берилган атрофида яқинлашишини 

исботлаймиз. 

Бунинг учун (2.4) қатор учун мажорант даражали қатор , яъни  

                                    ∑
∞

=1k

k
k xC                                                                        (2.8) 

ни тузиш кифоя, бу қатор мусбат коэффициентли ва  
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                                           1ρ<x                                                                         (2.9) 

соҳада яқинлашувчи ва  

                                 kk CС ≤    , ,...2,1=k                                                 (2.10) 

шартни  қаноатлантиради.  

        Бу шартлар бажарилса (2.4) қатор 1ρ<x  соҳада албатта яқинлашади.  

(2.8) қаторни ясаш учун Кошининг мажорант (кучайтирилган ) масаласини 

қараймиз. 

                          ),( yxF
dx
yd
= , 0)0( =y   ,                                                        (2.11) 

бунда  -  функциянинг бирор мажорантаси.  ),( yxF ),( уxf

),( yxF  учун Коши мажорантасини оламиз. 

                              
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−
=

r
yx

MyxF
11

),(

ρ

, ρ′<x , ry ′< ,  

бунда ρρ <′<0  , , rr <′<0 M - ушбу қатор йиғиндиси. 

                               Mra nm

nm
mn =′′∑

∞

=

ρ
0,

                                                        (2.12) 

Бу қатор яқинлашади, чунки (2.3) қатор ρ<x , ry <  соҳада абсолют яқинлашади. 

 мажоранта (2.3) даражали яқинлашувчи қатор коэффициентини Коши 

бахолаши асосида 

F

F  мажоранта шакллантирилади: 

                                      mnnmmn A
r

Ma ≡
′′

≤
ρ                                                   (2.13) 

бу тенгсизлик (2.12) дан келиб чиқади.  коэффициентли ва  mnA x ,  га нисбатан 

даражаи қаторни олсак,  

y

                                                                      

∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

−

≡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

=
′′

=
0, 0, 0,

),(
11nm nm nm

nm
nm

nm
nm

mn yxF

r
yx

M
r
yxMyx

r
MyxA

ρ
ρρ ,  

                           ρ′<x , ry ′<  
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ни ҳосил қиламиз. Натижада Кошининг (2.11) мажорлантирилган масаласи ушбу 

кўринишга эга бўлади: 

                     
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−
=

r
yx

M
dx
yd

11
ρ

     , 0)0( =y                                                            (2.14) 

(2.14) масаладаги дифференциал тенглама (2.1) масаланинг тенгламаси учун 

мажорант тенглама дейилади. 

       (2.14) мажорант  масала ягона ечимга эга. Шу ечимни топамиз. 

Мажорант тенгламани интераллаб ушбуга эга бўламиз: 

                                            dx
x

Myd
r
y

ρ′
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
−

1
1 , 

                                          CxM
r
yr

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−′−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
−

′
−

ρ
ρ 1ln1

2

2

.                                     (2.15) 

0)0( =y  бошланғич шартни қаноатлантириб, 
2
rC
′

−=  эканлигини топамиз. (2.15) га 

 нинг қийматини қўйиб ва иккала қисмни C ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
−

r
2  га қупайтириб,  

                                            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−
′
′

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
−

ρ
ρ x

r
M

r
y 1ln211

2

 

ни ҳосил қиламиз. 

Бу тенгликдан y  ни топамиз: 

                                            
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−
′
′

+−′=
ρ

ρ x
r
Mry 1ln211                                          (2.16) 

Топилган ечим иккита голоморф функциялар суперпозисияси бўлгани учун 

 нуқтада голоморф бўлади: 00 =x

                                            α+1 ,  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−
′
′

=
ρ

ρα x
r
M 1ln2 . 

Шундай қилиб, (2.16) ечимни  

                                                 ∑
∞

=

=
1k

k
k xCy                                                                 (2.17) 
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кўринишда ёзиш мумкин.Бу қатор 00 =x  нуқтаниниг атрофида ўнгдан 

яқинлашади.(2.17) қаторнинг яқинлашиш соҳасини баҳолаймиз. 

 Абель теоремасига кўра x  нинг мусбат қийматларини текшириш етарли. 

Логарифмик ва биноминал қаторларнинг яқинлашиш радиуси 1 бўлгани учун, x  

нинг қабул қилиши мумкин бўлган қийматлари қуйидаги тенгсизликлар 

системасини қаноатлантириши керак: 

                                           
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−
′
′

−

′<<

.11ln2

,0

ρ
ρ

ρ

x
r
M

x
                                                      (2.18) 

Охирги  тенгсизлик 0<α  ва 1<α  эканлигидан келиб чиқади. (2.18) нинг иккинчи 

тенгсизлигини ечиб, қуйидагиларга эга бўламиз: 

                                  
ρρ ′
′

−>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−
M
rx

2
1ln  ,           ρ

ρ
′

′
−

>
′

− M
r

ex 21 , 

                                                   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−′< ′

′
−

ρρ M
r

ex 21 . 

Демак, (2.17) қатор )1( 2
1

ρρρ ′
′

−

−′=< M
r

eх оралиқда яқинлашади. 

Энди (2.17) қаторнинг барча коэффициентлари мусбат ва (2.10) баҳолаш ўринли 

эканлиги исботлаймиз. Бунинг учун kC  ларни ноаниқ коэффициентлар усули 

билан  ларни топиш алгоритми бўйича топиб, қуйидагини ҳосил қиламиз: kC

                                 )( λµAPC kk = .                                                                              (2.19) 

Бунда  - (2.71) даги кўпҳадлар бўлиб, унинг аргументлари  функция ёйилмаси 

коэффициентлари эмас, балки  мажорант ёйилмаси коэффициентлари дир ва 

(2.19) формуладан ,  - кўпҳадларнинг коэффициентлари мусбат ва (2.13) 

баҳолаш ўринли эканлигидан барча  

kP f

F

kP

kC  лар мусбат эканлиги ҳамда   ларни 

мажорлаши келиб чиқади, яъни (2.81) можаронт қатор тузилди. 

kC

Шундай қилиб, (2.17) қатор (2.4)  формал ечимни мажорлайди, демак,  Коши 

теоремаси исботланди. 
Чизиқли тенглама холи. Бошланғич шартларни танлаш. Ечимни 

тасвирловчи қаторнинг яқинлашиш радиуси. 
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Нормал формадаги чизиқли тенгламани қараймиз. 

                              ),()()( yxfxqyxp
dx
dy

≡+=                                                       (2.19) 

Тенгламанинг ўнг қисми  функция  га нисбатан чизиқли бўлиб, ҳар 

қандай 

),( yxf y

)(: 000 yyyyy −+=  нуқтада голоморф. 

Коши теоремаси шартлари бажарилиши учун p  ва  ларни  нуқтада 

голоморфлигини ва ни ихтиёрий танлаш мумкинлиги кўрсатиш етарли. 

Аввалгидек, ,  деб қабул қиламиз, яъни ушбу 

q 0x

0y

00 =x 00 =y

                               )()( xqyxp
dx
dy

+= , 0)0( =y                                                      (2.20) 

Коши масаласи қўйилган бўлсин. Бу ерда p  ва  ларни  нуқтада голоморф 

деб қабул қиламиз, яъни 

q 00 =x

                                

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=

=

∑

∑
∞

=

∞

=

0

0

)(

,)(

k

k
k

k

k
k

xqxq

xpxp
ρ<x                                                          (2.21) 

Теорема. (2.20) Коши масаласи 00 =x  нуқтада голоморф бўлган ягона ечимга 

эга, бунда ечимни ифодаловчи (2.4) қатор p  ва  функцияларни тасвирловчи 

(2.21) қаторлар каби яқинлашадиган 

q

ρ<x  (2.22) соҳада яқинлашади. 

Исбот.  Исботни умумий схема бўйича ўтказамиз. (2.19) тенглама чизиқли 

бўлганлиги учун берилган соҳадан кенгроқ соҳада мажоранта танлаш мумкин ва 

у (2.4) ечимни (2.22) соҳада яқинлашишини таъминлайди. 

Аввал ноаниқ коэффициентлар усулида (2.4) формал енчимни топамиз: 

                                                                                                   (2.23) )( kkkk qpPC =

(2.4) қаторнинг яқинлашишини исботлаш учун (2.4) кучайтирилган Коши 

масаласидан фойдаланамиз, бунда  - (2.19) функциянинг мажорантаси. - 

мажорантани ясаш учун 

F F

p  ва  функцияларни , унинг умумий мажорантаси 

билан масалан, ушбу функция билан алмаштириш етарли: 

q

                               

ρ′
−

=
x

MxФ
1

)( ,  ρ′<x                                                            (2.24) 
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Бу тенгликда M  - ихтиёрий мусбат сон.  

Ҳақиқатан , ρ  дан кичик ρ′  мусбат сон олиб қуйидагиларга эга бўламиз: 

                                      1
0

MP k

k
k =′∑

∞

=

ρ  ,  ∑
∞

=

=′
0

2
k

k
k Mq ρ  

Шунинг учун 

                                           kk
Mp
ρ′

≤ 1  ,  kk
Mq
ρ′

≤ 2  

бўлганда 

                          ∑
∞

=

′
−

=
′0

11

1k

k
k x

MxM

ρ
ρ

,   ∑
∞

=

′
−

=
′0

12

1k

k
k x

MxM

ρ
ρ

                                          

қаторлар (2.21) қаторларни можарлайди. Шунинг учун p ва ларни умумий 

мажорантаси учун (2.24) функцияни олиш мумкин , бунда  . 

q

),max( 21 MMM =

Шундай қилиб,  
                                 )1)(()()(),( +=+= yxФxФyxФyxF  

ёки 

                              )1(
1

),( +

′
−

= y
x

MyxF

ρ

, ρ′<x . 

Демак, Кошининг мажорант масаласи сифатида  

                             )1(
1

+

′
−

= y
x

M
dx
yd

ρ

, 0)0( =y  

ни оламиз.Бу масалани ечиб, ушбуга эга бўламиз: 

           dx
x

M
y

yd

ρ′
−

=
+ 11

,  CxMy +
′

−′−=+ )1ln()1ln(
ρ

ρ   ( )00)0( =⇒= Cy , 

                                           )1ln()1ln(
ρ

ρ
′

−′−=+
xMy . 

Бундан 

                                       
ρ

ρ

′−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−=+
M

xy 11  
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ρ

ρ

′−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−+−=
M

xy 11 . 

келиб чиқади. Ҳосил бўлган ечим 00 =x  нуқтада голоморф эканлиги равшан: 

                                       ∑
∞

=

=
1k

k
k xCy , ρ′<x                                                      (2.25) 

Коши теоремаси ва уни чизиқли тенглама учун исботланган тасдиғи 

дифференциал тенгламалар системаси учун ҳам ўринли.   

                               
⎪⎭

⎪
⎬

⎫

=

=

.)(

),,...,,(

)0(
0

1

mn

nm
m

yxy

yyxf
dx

dy
   ( ).,...,1 nm =  

системанинг барча  функциялари mf ( ))0()0(
10 ,.....,, nyyx  нуқтада голоморф деб 

фараз қилайлик, унда Коши масаласининг  нуқтада ягона голоморф ечими 

мавжуд. 

0x

Чизиқли тенгламалар системаси учун Коши масаласини қарайлик: 

                                 ∑
=

+=
n

l
mlml

m xfyxP
dx

dy
1

),()(  

                                                                 )0(
0 )( mm yxy = ( ).,...,1 nm =  

)(xPml  ва  функциялар  нуқтада голоморф , - эса берилган ихтиёрий 

сонлар бўлса бу система  нуқтада голоморф бўлган ягона ечимга эга , бунда 

ечимни ташкил этувчи 

)(xfm 0x )0(
my

0x

                      ∑
∞

=

−+=
1

0
)()0( )(

k

mm
kmm xxCyy ( ).,...,1 nm =  

қаторлар,  ва   функцияларни тасвирловчи қаторлар каби , берилган 

соҳада яқинлашади. 

)(xPml )(xfm

Юқори тартибли тенгламалар (ва уларнинг системалари)  учун ҳам Коши 

масаласининг голоморф ечими мавжудлиги ва ягоналиги ҳақидаги теорема 

ўринли .  

Нормал формадаги - тартибли тенглама учун Коши масаласини кўриб 

чиқамиз: 

n
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                                                         (2.26) 
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yyyxfy

f  функция  нуқталарда голоморф бўлса, (2.26) Коши 

масаласи  нуқтада голоморф бўлган ягона ечимга эга.Бу тасдиқ (2.26) Коши 

масаласига қуйидаги нормал система учун Коши масаласига тенг кучли 

эканлигидан келиб чиқади. 

⎟
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⎛ ′ − )1(

0000 ,...,,, nyyyx

0x

                                                              (2.27) 
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Яъни (2.26) Коши масаласи голоморф ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги, (2.27) 

нормал системани голоморф ечимининг мавжудлиги ва ягоналигидан келиб 

чиқади, чунки (2.27) системанинг ўнг томонлари бошланғич нуқтада голоморф, 

функциялардан иборат. 

n  - тартибли чизиқли тенглама учун Коши масаласини кўрамиз: 

                                                     (2.28) 
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Бу ерда  ва  функциялар  нуқтада голоморф ,  - ихтиёрий 

берилган сонлар эканлиги шартидан (2.28) масала  нуқтада ягона голоморф 

ечимга эга. Унинг ечимни ташкил этувчи ушбу қатор: 

nPP ,...,1 f 0x )1(
000 ,...,, −′ nyyy

0x
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)1(
02

0
0

0
0

0 . 

 

nPP ,...,1  ва  функциялар тасвирловчи қаторлар берилган соҳада яқинлашиши 

соҳасида албатта яқинлашади. 

f

Бу тасдиқ бу сафар (2.28) Коши масаласига тенг кучли чизиқли нормал 

система эканлигидан келиб чиқади: 
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                                                    (2.29) 
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f  функция ва бу чизиқли системанинг барча коэффициентлари   нуқтада 

голоморф. Бошланғич қийматларини қандай олишимиздан қатъий назар (2.29) 

Коши масаласи  нуқтада голоморф бўлган ягона  ечимга эга бўлиб, 

бунда  ва бу ечим қатор шаклида тасвирланади. 

0x

0x nyy ,...,1

yy =1

 

2.2-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИҚЛИ ТЕНГЛАМА УЧУН КОШИ 

МАСАЛАСИНИ ЕЧИШ. 

1. Иккинчи тартибли чизиқли тенглама  

                            )()()( xfyxqyxpy =+′+′′                                                          (2.30) 

берилган бўлиб , унинг  

                                      00 )( yxy = , ′=′ 00 )( yxy                                                     (2.31) 

бошланғич шартларни қаноатлантирувчи ,  нуқтада голоморф , яъни  

нуқтанинг яқин атрофида 

0x 0x

                           ,∑
∞

=

−+−′+=
2

0000 )()(
k

k
k xxCxxyyy ρ<− 0xx                            (2.32) 

даражали қатор шаклида тасвирланувчи ечимини топиш талаб қилинсин. 

Юқорида кўрсатилган - тартибли чизиқли тенглама учун Коши 

масаласининг голоморф ечими мавжудлиги ва ягоналиги ҳақидаги Коши 

теоремасидан , агар  нуқта 

n

0x p , q  ва  функцияларни голоморфлик нуқтаси 

бўлса, изланаётган ечим мавжуд ва ягона эканлигидан келиб чиқади.  ва 

f

0y ′
0y  

бошланғич шартларни эса, ихтиёрий танлаш мумкин. (2.32) қатор ҳеч бўлмаганда 

p ,  ва  функциялар тасвирловчи q f ( )0xx −  нинг даражалари бўйича ёйилган 
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қаторлар яқинлашадиган ρ<− 0xx  соҳада яқинлашишини Коши теоремаси 

таъминлайди. 

kС  коэффициентларни топиш қолди, холос. Коэффициентларни  ноаниқ 

коэффициентлар усулида топиш мумкин. Бунинг учун (2.32) қаторни кетма-кет 

дифференциаллаб,  ва  ларни топамиз. Сўнграy′ y ′′ p ,  ва  функцияларни 

 нинг даражалари бўйича ёйиб ва  , 

q f

( 0xx − ) y y′ , y ′′  ларни (2.30) тенгламага 

қўямиз.Хосил бўлган айниятда ( )0xx −  нинг тенг даражали коэффициентларни 

тенглаб,   га нисбатан тенгламалар системаси ҳосил қиламиз. Бу 

тенгламалар системасидан ҳар доим  кетма-кет йўқотиш усули билан ягона 

ечимни топиш мумкин. (2.34) ечимини яқинлашишга текширишни ҳожати йўқ, 

яқинлашишни Коши теоремаси таъминлайди. 

kС ( 2≥k )

Мисол. 

                                  xy
x

y =
−

+′′
1

1                                                                    (2.33) 

тенгламани                  , 1)0( =y 0)0( =′y  бошланғич шартларни қаноатлантирувчи 

голоморф ечимини топинг. 

                                                      ∑
∞

=

+=
− 1

1
1

1
k

kx
x

, 1<x  

эканлигидан , изланаётган ечим мавжуд ва ягона , ушбу кўринишга эга : 

                                                                                                     (2.34) ∑
∞

=

+=
1

1
k

k
k xCy

Бу қатор 1<x да албатта , ўнгдан яқинлашади. 

kС ( 2≥k )  коэффициентларни топамиз  ни коэффициентларини y x  нинг даражалари 

бўйича қаторга ёйиб, (2.33) тенгламани  

                                                                                                   (2.35) ∑
∞

=

=⋅+′′
0k

k xyxy

кўринишда ёзамиз,  ва  ни ҳисоблаймиз: y′ y ′′

                                                 , ∑
∞

=

−=′
2

1

k

k
k xkCy
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                                                −−=′′ 2)1( kxCkky  ∑
∞

=2k
k

тенгликларга эга бўламиз. ва  y  y ′′  нинг ёйилмаларини (2.35) дифференциал 

тенг

= = ⎠⎝2 0 2k k k
. 

ламага қўямиз: 

                                   ∑ ∑ ∑
∞ ∞ ∞

− =⎟
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++− 2 1)1( k

k
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k xxCxxCkk
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x  ни эффициентларини тенглаймиз: 

                                        1123:
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Бу с  топамиз 

     

нг бир хил даражали ко

.................
0134:2 ⋅x

истемадан  ларниkС

 
2
1

2 −=C , 03 =C , 
432

1
4 ⋅⋅

−=C                          , . . .  . 

Изланаётган ечим  

                ...
432

1
2
11 42 +

⋅⋅
−−= xxy                                                            (2.36)          

Ечимнинг чизиқлаштирилгани кўринишда бўлади. 1=y  кўринишга эга, 

коэффициентларни  кетма-кет дифференциаллаш усулида топайлик. 

Қуйидагига

         

kС  

 эгамиз: 

                                            
!

)0()(

k
yС

k

k = ( )2≥k . 

0=x , 1=y  деб фараз қилиб , (2.33) тенгламадан  )0(y ′′  нинг қийматини топамиз. 

, ларга эга бўламиз. 

(2.33) ни  дифференциаллаб, 

      

01)0( =+′′y 1)0( −=′′y  
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y                                    

га эга бўламиз. Бундан  

                                    0)0(11)0( =′′′⇒=+′′′ yy . 
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1
1

2
223

)4( =′′
−

+′
−

               +′y
−

+
−

+ y
x

y
xx

y
x

y , 
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Бундан  1)0(0 )4( −=⇒ yy .  

(2.34) да ,...,, 432 CCC

12)0()4( =−+

ларни уларнинг қийматлари билан алмаштирсак, яна 

(2.36) ни ҳосил қиламиз. 

. Энди иккинчи тартибли бир жинсли чизиқли тенгламани қараймиз: 

     

 

 

2

 

                              0)()( =+′+′′ yxqyxpy                                                   (2.37) 

лама г 

   

тенг нин p в қандайдир 0x  нуқтада голоморф, яъни 

)(xp  ва )(xq  лар 

а коэффициентлари  q  

ρ<− 0xx  соҳада  ( )0xx −  нинг даражалари бўйича яқинлашувчи 

даражали қатор кўринишида тасвирланади. Унда Коши теоремасидан фойдаланиб 

, берилган нуқтада голоморф фундаментал ечимлар системасини тузиш мумкин, 

яъни и аган гол  тузиш мумкин. 

Одатда нуқтанинг

 чизиқл  боғлиқ бўлм оморф ечимлар системасини

0x   ρ<− 0xx  атрофида яқинлашувчи ва 

                                   =

⎪⎭=′=

⎪
⎬
⎫′= ,0)(,1)( 0101 xyxy  

бошланғич шартларни қаноатлантирувчи ва   

                                ⎪⎪
⎬

⎫
−+=

∑

∑
∞

∞

=

)

,)(1

)2(

2
0

)1(
1

k

k

k
k xxCy

 

 бўлган ва чизиқли 

эрки

, чизиқл  назарияси асосий теоремасига асосан  

,1)(,0)( 0202 xyxy

 1y   2y

⎪⎭
−+−=

=

,(
2

002
k

k xxCxxy

даражали қаторлар кўринишида тасвирлаш мумкин

⎪

1y  2y  

н ечимлар , яъни ( )21 , yy  голоморф базис ясалади. 

 Бу ўз навбатида и тенгламалар

                          ρ<− 0xx  ,  , +∞<′y  +∞<y

соҳа умий ечим  

+   

и ясашга

да аниқланган ум

                             Cy = 2211 yCy

н  имкон беради.  
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 дай қил з

ёрд

мумкин

Шун иб, (2.27) тенглама коэффициентлари голоморф деб фара  

қилиб, бу тенгламани хамма вақт даражали қаторлар амида интеграллашимиз 

. 

1-мисол.  0=+′′ yy  тенгламани даражали қаторлар ёрдамида интегра анг.  

нинг коэффициентлаи голо

лл

морфлик нуқтаси бўлган 

y

0=x  нуқтада нормаллашган 

) тенглама холи учун кўрилган Коши 

теоремаси  ва ягоналигини таъминлайди, у ҳолда ва 

ларни ясаш қолди , холос. 

ни қуйидаги кўринишда излаймиз. 

( 21 , yy  голоморф базис ясаймиз.Чизиқли 

 бу базисни мавжуд 1y  2y  

1y  

                                            ∑
∞

2k

Буни я учун Тейлор қатори деб қараб, коэффициентни кетма-кет 

дифференциаллаш усулида топамиз: 

                    

=

+= )1(
1 1 k

k xCy . 

 

 1y  функци kС  

!kk
)0()(

1)1( yС
k

=   

                                   

( )2≥k  

Шундай қилиб, )0()(ky  ни топишимиз керак. 

 11 yy −=″                                                                         (2.38)  

д гиларн

              ″

айниятдан  фойдаланиб, қуйи а и топамиз: 

 ( )⇒= 1)0(1y   1)0(1 −=″y)0()0( 11 yy −= . 

(2.39) ни дифференциаллаб ,  ′−=′′′ 11 yy  га эга бўламиз. Бундан  

                              )0()0( 11
′−=′′′ yy   ⇒⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ =′ 0)0(1y  0)0(1 =′′′y . 

сулда Худди шундай у
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                ⇒″−= 1
)4(

1 yy  )0()0( 1
)4(

1
″−= yy    ( 1)0(1 −=″y )    , 

,   (

1)0()4(
1 =⇒ y

                           kky )1()0()2( −= 0)0()12( =−ky ,....2,1=k ) 

н. Шунинг учун эканлигини кўрсатиш мумки

x
k

xxxy
k

k cos...
)!2(

)1(...
!4!2

1
242

1 =+−+−+−=                             

бўлади. Худди шундай 

                         x
k
xxxxy sin...

)!12(
1(...

!5!3
1

2 =+
−

−+−−= −  

игини топамиз. 

Кутганимиздек , 1y  ва 2y  қаторлар 

k
k)

1253

+
−

эканл

x  нин а тларида яқинг барч  қийма  лашади, 

уларнинг йиғиндилари  xcos   ва   функциялар. xsin бутун xcos xsin ва   функциялар 

= нуқтада нормаллашган голоморф базис ташк  текшириш 

рф базисни қўллаб, 

00x  ил этишини

+∞<x , +∞<y , +∞<y′  да  

cos1

мумкин. Топилган голомо

                                  xCy sin2xC +=

умум амиз

сол.                     

                                                      (2.39) 

ий ечимни топ . 

2-ми 0=−′′ yy                                                                     (2.40) 

маси

имлар системасига эга. иккала ечим 

ҳам . Лекин бу фундаментал система 

.  нормаллашган ва фундаментал системани 

тузи

тенгламанинг 0x  нуқтада нормаллашган шундай фундаментал ечимлар 

систе ни тузингки, уларни даражали қатор кўринишида ифодалаш мумкин 

бўлсин. 

(2.40) тенглама xe  ва xe−  фундаментал еч

=

0=x  нуқтада голоморф нуқтада 00 =x  

нормаллашмаган 00 =x  нуқтада 1y  2y  

ш учун умумий ечимдан фойдаланамиз.  
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                             y xx eCeC −+= 21        (2.41) 

Унда, бу фундаментал системани бевосита топамиз. ни қуйидагича 

қиди

 

1y

рамиз: 

                             ∑
=

+=
2

)1(
1 1

k

k
k xCy

∞

, +∞<x ,    
!

)0()(
1)1(

k
yС

k

k = ( )2≥k  , 

Тенгламадан     ⇒=″ 11 yy 1)0()0( 11 ==″ yy  ни топамиз. 

Ҳудди шу каби ⇒′=′′′ 11 yy  0)0()0( 11 =′=′′′ yy ,   ⇒″−= 1
)4(

1 yy ,....1)0()0( 1
)4(

1 =″−= yy  

                      ,   (1)0()2(
1 =ky 1)0()12(

1 =−ky ,....2,1=k ) 

 учун  ларга эга бўламиз. Шунинг

∑
∞

=

=+                              =y
1

2

1 )!2(
1

k

k

chx
k

x . 

а Худди шундай усулд

∑                                    
∞

=

 

 ёзишимиз   

енциал тенгламалар системалари учун ҳам 

ўринли. Бу усул бир жинсли чизиқли системаларни интеграллашда 

муваффақиятли қўлланилади .  Бунда, бир жинсли дифференциал тенгламалар 
                                                

−

=
−

+=
2

12

2 )!12(
1

k

k

shx
k
xy  

ечимга эга бўламиз. 

Демак х=0 нуқтада нормаллашган chx, shx фундаментал системага эга 

бўлдик. chx  , shx  фундаментал система ёрдамида (2.40) тенглама ечимини  

shchxCy 21 +=  кўринишда мумкин. Бу ечимни ҳам (2.41) умумий 

ечим каби  ёзиш мумкин, фақат бунда с

xC

1 ва с2 лар с1 ва с2 лар орқали ёзилади.5

Дифференциал тенгламаларни интеграллашнинг кўриб чиқилган усули Коши 

теоремасига таянган ҳолда диффер

 
5 Матвеев И – «Дифференциальные уравнения» «Наука» Москва 1972 год. 
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системаси коэффициентлари голомор , голоморф фундаментал 

ечимлар системасини тузиш етарли. 

ф бўлган нуқтада
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III БОБ 

 

 

 ёрдамида топиш 

 

ш тенгла  учун 

қаторлар ёрдамида топиш. 

 

 

             

Хусусий ҳосилали дифференциал тенгламалар ечимини

қаторлар

3.1-§. Тор тебрани маси аралаш масала ечимини 

 

1. Бир жинсли тор тебраниш тенгламаси учун аралаш масала. Масаланинг 

қўйилиши  

 2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂ ,   lx <<0  ,  0>t                                    (3.1)                                        

 

тенг

 

          

ламанинг  

0
0
=

=x
u ,                                 0=

=lx
u  ,  0≥t                   (3.2)             

 

чегаравий ш

                

артларни , ҳамда  

 

)(1 x
t
u ϕ=
∂
∂

  ,      lx <<0                                              0
u

t=
)(0 xϕ=  ,    

0t=
         (3.3)            

 

 шартларни 

қаноатлантирувчи

                                            

бошланғич  шартларни қаноатлантирувчи ечимини топишдан иборат. Аввало 

(3.1) тенгламанинг айнан нолга тенг бўлмаган ва (3.2) чегаравий

 ечимини  

 

)()(),( tTxXtxu =                                                      (3.4) 
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кўринишда излаймиз. Биз бу ерда ни фақат )(xX   x  га , ни эса фақат га 

боғл қ ҳ

 

 ёки

)(tT   t  

и  деб исоблаймиз. (3.4) нинг ўнг томонини (3.1) тенгламадаги ),( txu  

нинг ўрнига олиб бориб қўямиз: 

                                      ′′ 2 TXaTX ′′=  
XTa
XT ′′

=
′′

2                                             (3.5) 

Ох  томони

   

 x  га , ўнг томони га боғлиқ эмас.  t  ирги тенгликнинг чап

Демак, 2aT
T  ва ′′

X
X  миқдорларнинг ҳар бири ′′

x га ҳам , t  га ҳам боғлиқ 

эма масни - с, яъни улар ўзгармас. Бу ўзгар λ  орқали  оламиз. У 

ҳолда , (3.5) га асосан  

                          ,                                                         (3.6) 

                   

белгилаб

 

0)()( 2 =+′′ tTatT λ

 

       0)()( =+′′ xXxX λ .                                                            (3.7)  

тенглама иккита тенгламага ажралди, булардан 

бир

 

Шундай қилиб, (3.5) 

и фақат x  га боғлиқ функцияни , иккинчиси эса фақат га боғлиқ 

фу ни о й вчилар жралди деб

.4) к чи айнан 

нолга тенг бўлмаган ечимни топиш учун (3.7) тенгламанинг  

t  

нкция  ўз ичига лади. Бунда  ҳолларда ўзгару а  

айтилади.  

(3 ўринишидаги (3.2) чегаравий шартларни қаноатлантирув

 ),( txu  

                          0)0( =X , 0)( =lX                               

егаравий шартларни қаноатлантирувчи айнан нолга тенг бўлмаган ечимини 

ик: 

                               (3.8) 

ч

топиш керак . Шундай қилиб, биз қуйидаги масалага келд

λ  параметрнинг шундай қийматларини топиш керакки, бу қийматларда 

 қаноатлантирувчи нолдан фарқли ечимга эга (3.7) тенглама (3.8) шартларни
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бўл Бу м и ёки Ш ласи 

дейилади. 

син. асала одатда спектр масалас турм – Лиувилл маса

λ  нинг бундай қийматлари ( 8)3.7), (3.  масаланинг хос қийматлари 

 функциялари дейилади

(3.7) тенгламанинг умумий ечими

(сонлари) , бу қийматларга мос ечимлар эса хос . 

 0<λ  , 0=λ  ёки 0>λ  бўлишига қараб 

олни ҳида- алоҳида т

турли кўринишга эга бўлади. 

Шунинг учун ҳам бу учта ҳ  ало екширамиз. 

1) 0<λ  бўлган ҳол. Бу ҳолда (3.7) тенгламанинг умумий ечими  

                                   xx eCeCxX λλ −−− += 21)(  

кўр . 

(3.8) чегаравий шартларга асосан 

инишга эга бўлади. Бунда 1C  ва 2C  - ихтиёрий ўзгармаслар

 

                                021 =+C  , C 021 =+ −−− ll eCeC λλ . 

 

Бу си лгани учун стеманинг детерминанти нолдан фарқли бў 021 == CC . 

Демак , . 0)( ≡xX

2) 0=λ  бўлган ҳол. Бу   ҳолда (3.7) тенгламанинг умумий ечими қуйидаги 

кўринишда бўлади: 

                                               xCCxX 21)( += . 

 (3.8) чегаравий шартларни қаноатлантириб, 0 , 01 =C 21 =+ lCC  

тенгликларни ҳосил қиламиз. Бундан 01 =C , 02 =C  ва ,демак , . 

3)

0)( ≡xX

 0>λ  бўлган ҳол. Бу ҳолда (3.7) тенгламанинг умумий ечими  

                                             

 

xCxCxX λλ sincos)( 21 +=                               (3.9) 

 

                                                     

 

кўринишга эга бўлади. (3.8) чегаравий шартларга биноан 

01 =C , 0sin2 =lC λ . 
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Биз 02 ≠C  деб ҳисоблаймиз, акс ҳолда 0)( ≡xX  бўлиб қ

 

                                    

олади. Демак,  

                   0sin =lλ  

бўлган ҳолда ва фақат шу ҳолдагина , яъни nl πλ =  ёки 2

22

l
nπλ =  бўлганда , 

бу ерда n  - бутун сон , (3.7) ,(3.8) масала (3.9) кўринишдаги айнан нолдан 

фарқли ечимга эга бўлади. nxsin  ва nxxn sin)sin( −=−  функциялар чизиқли 

қ бўлгани учун n  нинг 1, 2, 3,...натурал қийбоғли ри билан чегараланиш 

кифоядир

улос

матла

. 

Шундай қилиб, биз қуйидаги х ага келдик: 2

22

l
nπλ =  , ,...3,2,1=n  сонлар n

(3.7), (3.8) масаланинг хос қийматларидир, x
l

Cn
nπsin  функциялар уларга 

мо хос функциялардир, - нолдан фарқли ихтиёрий ҳақиқий ўзгармаслар. 

, деб ҳисоблаймиз. 

 эса , 

с nC

1=n ,...3,2,1=n  Биз қуйида C

nλλ =  бўлганда (3.6) тенгламанинг умумий ечими  

                                     

 

l
atnb

l
atnatT nnn

ππ sincos)( +=    

 

кўринишга эга бўлади, бунда ,  - ихтиёрий ўзгармаслар.Демак, (3.1), (3.2) 

а

 na nb

бир жинсли масала чексиз кўп чизиқли боғлиқ бўлмаг н  

 

                       
l
xn

l
atnb

l
atnatTxXtxu nnnnn

πππ sinsincos)()(),( ⎟
⎞

⎜
⎛ +==

⎠⎝
                   (3.10) 

 

бўлади. (3.1) тенглама чизиқли ва бир жинсли бўлганлиги 

сабабли , (3.10) ечимларнинг чексиз йиғиндиси ҳам ечим бўлади. 

.2), (3.3) масаланинг 

 

ечимларга эга 

Энди (3.1), (3 ечимини  
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∑                            
∞

=

шувчи бўлиб, уни

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

1
sinsincos),(

n
nn l

xn
l
atnb

l
atnatxu πππ                          (3.11) 

 

қатор кўринишида излаймиз. Агар бу қатор текис яқинла  x  

ва 

чегаравий

(u  функция ҳам бу шартни қаноатлантиради. 

 ва коэффициентларини шундай

 йиғиндиси

син.

t  бўйича икки марта ҳадлаб дифференциаллаш мумкин бўлса, қаторнинг 

йиғиндиси ҳам (3.1) тенгламани қаноатлантиради. (3.11) қаторнинг ҳар бир 

ҳади (3.2)  шартларни қаноатлантиргани учун унинг йиғиндиси 

), tx

(3.11) қаторнинг   аниқлашимиз 

керакки , қаторнинг  ),( tx функция (3.3) бошланғич шартни ҳам 

қаноатлантир  

(3.11) қаторни t  бўйича дифференциаллаймиз: 

 

                     

na  nb  

u  

.sincossin
1
∑
∞

=

∂ ππππ

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

∂ n
nn l

xn
l
atnb

l
atna

l
an

t
u                            (3.12) 

 

(3.11) ва (3.12) да 0=t  деб, (3.3) бошланғич шартларга асосан ушбу 

 

                       ∑
∞

=
=

sin)( xnax πϕ ∑
=

=
11

0
n

n l
, 

∞

sin)(
n

n l
b

l
xϕ

тенгликларни ҳосил қиламиз. (3.13) формулалар берилган 

1
xnan ππ                           (3.13) 

 

)(0 xϕ , )(1 xϕ  

функцияларнинг lx ≤≤0  оралиқда синуслар бўйича ёйилган Фурье 

қаторидан иборатдир. (3.13) ёйилмалар коэффициентлари  

 

                          ∫=
l nxa sin)(2 ϕn dx

l
x

l 0
π , 

                        

0

  ∫=
l

n dx
l
xnx

an
b

0
1 sin)(2 πϕ

π
                                                           (3.14)   

 

формулалар билан аниқланади. 
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Энди (3.11) қаторни ва уни фференциаллаш натижас

билан аниқланган ),( txu  функция ҳақиқатан ҳам (3.1), (3.2), (3.3)  

ечимидан иборат бўлади. Қуйидаги теорема ўринлидир. 

 икки марта ди ида 

ҳосил бўлган қаторнинг текис яқинлашувчилигини кўрсатсак, (3.11) қатор 

 масаланинг

Т е о р е м а. Агар   )(0 xϕ  функция [ ]l,0  сегментда икки марта узлуксиз 

дифференциалланувчи бўлиб, учинчи тартибли бўлак-бўлак узлуксиз ҳосилага 

эга бўлса,  )(1 xϕ  эса узлуксиз  бўлиб, иккинчи тартибли 

бўл  эга бўлса, ҳамда  

                

 дифференциалланувчи

ак-бўлак узлуксиз ҳосилага

0)()0( 00 == lϕϕ  ,    0)()0( 11 == lϕϕ   ,   0)()0( 00 =′′=′′ lϕϕ                 (3.15) 

му и бажарилса, у ҳолд  (11) қатор билан 

аниқланган  функция иккинчи тартибли узлуксиз ҳосилаларга эга бўлиб, 

(3. и, (3.2) чегаравий ва (3.3) бошланғич шартларни 

қаноатлантиради. Шу билан бирга (3.11) қаторни

вофиқлаштириш шартлар а

),( txu  

1) тенгламан

 x  ва бўйича икки марта 

ҳад умкин бўлиб, ҳосил ўлган қаторлар ихтиёрий 

да оралиқда абсолют ва текис яқинлашувчи бўлади. 

мувофиқлаштириш  

.15) нинг биринчи иккита шарти 

функциянинг

 t  

лаб дифференциаллаш м б t  

 lx ≤≤0  

Исбот. Аввало (3.15)  шартлари қандай келиб

чиқишига тўхталиб ўтамиз. (3 ),( txu  

 0=x , 0=t  ва lx = , 0=t  нуқталарда ан (3.2) ва 

(3.3) шартларга асосан келиб чиқади.  

кита шарти

 узлуксизлигид

(3.15) нинг иккинчи ик  эса худди шу нуқталарда 
t
u
∂
∂  

узлуксизлигидан бўлади Учинчи жуфт шартни эса ҳосиланинг  ҳосил . 

қуйидагича чиқариш мумкин. (3.1) тенгламада 0=t  деб, 

 

                                                0)0 =−
∂                                    

тенгликни ҳосил қиламиз. (3.2) ш

(2

0
2

2

′′
∂ =

xa
t
u

t

ϕ                     

артларни дифференциаллаб, 
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02

2

0
2

2

=
∂
∂

=
∂
∂

== lxx t
u

t
u                                                                                           

тенгликларга эга бўламиз. Бу ерда 0=t  деб , олдинги тенгликда 0=x  ва  lx =  

десак, (3.15) нинг учинчи иккита шарти келиб чиқади.  

.14) формулалардаги интегралларни бўлаклаб интеграллаймиз. (3.15) 

ша қуйидагиларни ҳосил қиламиз: 

 

               

(3

ртларга асосан , 

                              
( )

dx
l
xx

n
la

l

n
πϕ

π
cos)(2

0
03

2

∫ ′′′−=

                                             
( )

n , 

∫ ′′−=
l

n dx
l
xnx

na
lb

0
13

2

sin)(2 πϕ
π

. 

Ушбу  

                        

dx
l
xnx

l

l

n
πϕα cos)(2                                          

0

                                         

0∫ ′′′=  

∫
′′

=
l

n dx
l
xn

a
x

l
1 sin

)(2 πϕ
β                                  

0

              

белгиларни киритамиз. У ҳолда  

                                           3

3

nπ ⎠⎝

                                            

la n
n

α
⎟
⎞

⎜
⎛−= ,                                         

3

lb n
n

β
π
⎟
⎞

⎜
⎛

3

n⎠⎝
−        = .                                        (3.16)   

nα  ва nβ  миқдорлар )(0 xϕ ′′′  ва 
a

x)(1ϕ ′′  функцияларнинг Фурье 

коэффициентларидан иборатдир. 

                                                 ∑
∞

=1n

n

n
α ,∑

∞

=

    

.16) ни (3.11) қаторга олиб бориб қўямиз: 

1n

n

n
β                                        

қаторлар яқинлашувчи бўлади.  

(3
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∑
∞

⎟
⎠
⎞

⎜
=

⎛ +⎟
⎞

⎜
⎛−=

3

sinsincos11),( xn
l
atnatntxu ππβπα .                                       

 ушбу  

                     
⎝⎠⎝ 1

3
n

nn llnπ

Бу қатор ва уни икки марта ҳадлаб дифференциаллаш натижасида ҳосил 

бўлган қаторлар учун

 

∑
∞

=

+

1
3 , ∑

∞

=

+

1
22

n

nn

n
C

βα , ∑
∞

=

+

1
3

n

nn

n
C

βαnn

n
βα                         1

n
C ,                          

Яқинлашувчи қаторлар можаранта қаторлар ролини ўйнайди. бу ерда 

321 ,, CCC - ўзгармаслар.  Демак , (3.11) қатор ва уни икки марта 

дифференциаллаш нати

                   

жасида ҳосил бўлган қаторлар абсолют ва текис 

вчи бўлади. Бундан (3.11) қаторнинг йиғиндиси функция 

ўзи нчи ва иккинчи тартибли ҳосилалари 

эканлиги келиб чиқади. Шу билан теорема исбот бўлди. 

Агар  

яқинлашу ),( txu  

нинг бири билан бирга узлуксиз 

                                 nnn Aa ϕsin= , nnn Ab ϕcos=                                              

елгиларини киритсак, биз асосий масаламизнинг ечими (3.11)ни  б

 

∑                                
∞

=
⎟
⎠
⎞+ nl

atn ϕπ                               

 деб аталади. Бунда торнинг ҳар бир нуқтаси бир хил 

⎜
⎝
⎛= sinsin),( n l

xnAtxu π
1n

кўринишда ёзиб олишимиз мумкин. Бу қаторнинг ҳар бир ҳади турғун 

тўлқин nϕ  фазоли , 

l
xnAn
πsin   амплитудали ва 

l
nat

n =ω  частотали гармоник тебраниш ҳаракатини 

бажаради. 

)(0 xϕ  ва )(1 xϕ  Маълумки, (3.1), (3.2), (3.3) масаланинг ечимини берилган 

функцияларни ( )l,0  оралиқ l2  давр билан тоқлик қонуни 

бўйича давом э

дан ташқарига 

ттириб, Даламбер формуласи билан ифодалаш мумкин, яъни 

 

                      [ ] ∫
+

=

+−
atxa

atxatx
2

))(
2

++=
atx

dssФФtxu )(1(1),( ψ  ,                           (3.17)            
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бу ерда Ф  ва ψ  функциялар бошланғич )(0 xϕ  ва )(1 xϕ  функцияларнинг  ( )l,0  

оралиқдан  давомидан иборатдир. ва ташқарига Ф   ψ  функциялар   

 учун ушбу  

l2  даврли 

бўлгани

 

                             ∑=)(
n

xФ
∞

=1
sinn l

xnA π , ∑
∞

=

=
1

sinn l
B)(

n

xnx πψ                               

қаторлар билан ифодалаш му . Бу қаторларни (3.17) формулага қўйибмкин , 

синус ва косинусларнинг йиғиндиси  ва айирмаси учун формулалардан 

фо

 

йдалансак, қуйидаги 

∑
=

⎟
⎠

                 
∞

⎜
⎝

+=
1

sinsincos),(
n

nn ll
B

anl
Atxu

π
                             (3.18)  

 

қаторни ҳосил қиламиз. Бошланғич шартлар бажарилиши учун  

⎞⎛ xnatnlatn πππ

 

                                           nn Aa = , nn B
an

b
π

=

                                                                    

l       

бўлишини эътиборга олсак, (3.18) қатор (3.11) қатор билан устма-уст тушади. 

 

2. Бир жинсли бўлмаган тор тенгламаси учун аралаш масала. Бир жинсли  

и текширамиз. Бу масала ушбу 

ва четлари мустаҳкамланган торнинг ташқи куч таъсиридаги мажбурий 

тебранишларин

 

                                          ),(2

2
2

2

2

txf
x
ua

t
u

+
∂
∂

=
∂
∂                                             (3.19) 

тенгламанинг  

 

                                      0
0
=

=x
u       0=

=lx
u                                                  (3.20) 

чегаравий ва  
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)(1 x
t
u ϕ=
∂
∂                                         (3.21)                                       )(00

u
t=

 xϕ=  ,
0t=

 

ша ирувчи ечимини то

ечимини  
                                 

ртларни қаноатлант пишдан иборатдир. Бу масаланинг 

        ),(),(),( txwtxtxu +=υ                                                     

кўринишда излаймиз, бу ерда ),( txυ  (3.19) тенгламанинг (3.20) чегаравий ва  

 

                                    0
0
=

=t
u   , 0

0

=
∂ =tt

                                                   (3.22) 

бошланғич шартларни қано

∂υ

атлантирувчи ечими, эса w  

 

                                        2

2
2

2 x
Wa

t
W

∂
∂

=
∂
∂                                                          (3.23)  

бир жинсли тенгламан  (3.20) ва (3.инг 21) шартларни қаноатлантирувчи 

ечимидан иборатдир. 

(3.23), (3.20), (3.21) масала 1- бандда ечилган.(3.19) , (3.20), (3.22) 

масаланинг ечимини қуйидаги қатор кўринишида излаймиз: 

                                     

 

∑
=

=
1

sin)(),(
n

n l
xntTtx

∞

υ .                                              (3.24) 

Агар бу қатор текис яқинлашувчи бўлса, (3.20) чегаравий шартлар ўз-ўзидан 

и шундай аниқлаймизки, (3.24) қатор (3.19) 

тенгламани ва (3.22) бошлан0ич шартларни қаноатлантирсин. Шу мақсадда 

(3.  (3.19) тенгламага қўйиб, ушбу 

 

                  

π

қаноатланади. 

Энди )(tTn  функцияларн

24) қаторни

[ ] ),(sin)()(
1

txf
l

tTtT
n

nnn =+′′∑                 2 xn∞

=

π

л з

ω                                 (3.25)  

тенгликни ҳоси  қилами , бу ерда  
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l
an

n
πω = .                                                                                 

f ин), tx  функцияни тервалда синуслар бўйича Фурье қаторига ёямиз: 

                                

( ),0( l  

∑
∞

=1
                                    (3.26) 

бун

= sin)(),(
n

n l
xntftxf π ,         

да  

 

                                      ∫=n dx
l

txf
l

tf
0

sin),()( .                                       (3.27)  

(3.25) ва (3.26

l2 xnπ

) ёйилмаларни таққослаб, функцияни аниқлаш учун 

ўзг фициентли  

                       , 

)(tTn  

армас коэф

         )()()( 2 tftTtT nnnn =+′′ ω ,...)2,1( =n

 қиламиз

                                 (3.28) 

оддий дифференциал тенгламани ҳосил . (3.24) қатор билан 

ани нкция (3.22) шланғич шартларни ҳам 

қаноатлантириши  функциялар  

 

қланган ),( txu  фу бо

 учун n

                                        0)0(

)(tT

=nT , 0)0( =′nT                                                  (3.29)  

ша  қртларни аноатлантириши етарлидир. 

(3.28) тенгламанинг (3.29) шартлари қаноатлантирувчи ечими ушбу  

                                      ∫ −=
t1

n dt )( ττω                                                  

кўринишга эга бўлади ёки )(tf n  ўрнига унинг (3.27) ифодасини қўйсак, 

қуйидагини ҳосил қиламиз: 

 

n
n

n ftT
0

sin)()( τ
ω

                 ∫ ∫−=n dxxtT 2)( π .                                

 

l l

nn
n l

nxfdt
l 0 0

sin),()(sin τττω
ω

 (3.30)  

арнинг бу ийматлари  

бўлган қатор ва бу қаторни 

)(tT  функциял  қ ни (3.24) га қўйгандан сўнг , ҳосил n

x  ва бўйича икки марта ҳадлаб t  
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диф н қаторлар текис яқинлашувчи 

бўл .24) қатор (3.19), 

ференциаллаш натижасида ҳосил бўлга

са, у ҳолда (3 (3.20) ва (3.22) масаланинг ечимидан 

иборат бўлади. 

Агар узлуксиз ),( txf  функция x  бўйича иккинчи тартибгача ухлуксиз 

ҳос барча қ атл

             

илага эга бўлиб, t  нинг и арида  

                    

йм

 0),0( =tf , 0),( =tlf                                                         

шарт бажарилса, юқорида айтилган қаторларнинг текис яқинлашувчи 

бўлишини кўрсатиш қийин эмас. 

либ (3.19), (3.20) ва (3.21) масаланинг ечими ушбу қ

ифодаланади : 

Шундай қи атор билан 

                 ∑ ∑
∞

=

∞

=

⎞
⎜
⎝
⎛+=

1 1
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l
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l
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⎟
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+ sinsinn ll
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         ∫=
l

n dx
l
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l
a

0
0 sin)(2 πϕ , 
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l

n dx
l
xnx

an
b                                      

0
1 sin)(2 πϕ

π
 .             

коэффициентлар эса (3.30) формулалар билан аниқланади.6

ари мустаҳкамланмай, берилган қонун бўйича 

ҳар нинг мажбурий бранишини аниқлаш масаласи 

(3.19) тенгламанинг (3.21) бошланғич шартлари ва  

)(xTn  

Агарда торнинг четл

акат қилаётган бўлса, у  те

)(10
tu

x
ψ=

=
 , )(2 tu

lx
ψ=

=
                                                                     (3.31) 

рни қаноатлантирувчи ечимини топишга келади. (3.19), 

(3.  жинсли бўлган 

масалага олиб келиш мумкин. Ҳақиқата ҳам, ушбу 

                  

чегаравий шартла

21), (3.31) масалани осонликча чегаравий шартлари бир

н 

            [ ]
l
xttttxw )()()(),( ψψψ −+=                                       121   

ёрдамчи функцияни киритамиз. Равшанки,  

                         )(tψ= , 10
w

x=
)(tw ψ=  .                         2lx=

                           (3.32) 

                                                 
Салоҳиддинов – “Математик физика тенгламалари” Тошкент, 6 М. “Ўзбекистон” 2002 йил. 

 68



(3.19), (3.21), (3.31) масаланинг    ечимини

                          ),(),(),( txwtxtxu +=υ                                                 (3.33) 

аймиз, бундакўринишда изл  ),( txυ  - янги номаълум функция. (3.31) ва (3.32) 

чегаравий  асосан , (3.21) бошланғич шартларга  ),( txυ  функция  
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=lx

υ 0
0=x
=υ                                               

чегаравий ва  
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l
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∂
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∂

ланғич шартларни қаноат .33) ифодани (3.19) тенгламага 

қўйиб, қуйидаги тенгламани ҳосил қиламиз: 
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масалага

 ечиш усули юқорида кўрсатилган.             

 

 ўлчовли иссиқ

иринчи чегаравий масала ечимини 

торлар ёр

1. Бир жинсли тенглама бўлган ҳол. Масала 

 келдик. 

Бу масалани

3.2 -§. Бир лик ўтказувчанлик  

тенгламаси учун  б

қа дамида топиш. 
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чегаравий шартларни ва  
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                                              (3.36) 

бошланғич шартни

=     

 қаноатлантирувчи ечимини топишдан иборатдир, бунда 

берилган )(xϕ  функция узлуксиз , бўлак – бўлак узлуксиз ҳосилага эга ва 

ади. 

Фурье усулига биноан (3.34) тенгламанинг хусусий ечимларини  
                

0  , lx =  да нолга айлан
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)()(),( tTxXtxu =                                                           

кўр уни (3.34) га қўйиб,  
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гликка эга бўлами

0)()( 2 =+′ tTatT λ

                               0)()( =+′′ xXxX λ                                                  (3.38)   

(3.35)   шартларга биноан )(X  функция 

                                         0)0(

чегаравий x

=X  , 0)( =l                                                 (3.39) 

шартларни қаноатлантириши зарурдир. 

X

Шу бобнинг 3.1-§идан  маълумки , (3.38) , (3.39) масаланинг хос 

қийматлари  

                                     2

22

l
n πλ = ,                                ,....3,2,1=nn                 

лардан , хос функциялари эса 

                                    
l
xnxX n
πsin)( =                                                                   

лардан иборатдир. λ  параметрнинг nλλ =  қийматларига (3.37) тенгламанинг  
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қаноатлантира

Бошланғ

  

фун т л и ларни

ди. 

ич (3.36) шартни қаноатлантириши учун ушбу 

∑
∞

                                     
=

⎜
⎝
⎛−

=),
2

l
an

l
t

π

        )

қаторни

          

⎟
⎠
⎞

1
sin(

n

t

n
xneaxu π                                 (3.40  

 тузамиз ва  

 ∑
∞

=

=                       = sin)0,
l
xnπ                                            (3.41) 

тенгликнинг бажарилишини аб миз. 

1

)((
n

naxxu ϕ

 тал  қила

 (3.41) қатор берилган  )(xϕ  функциянинг ),0( l  оралиқда синуслар бўйича 

Фурье қаторига ёйилмасидан иборатдир. Унинг коэффициентлари  

                               ∫=
l

n dx
l
xnx

l
a

0

sin)(2 πϕ                                                       (3.42) 

формула билан аниқланади. 

Берилган )(xϕ  функциянинг узлуксиз , бўлак- бўлак узлуксиз ҳосилага 

ҳам  да нолга айлан

 (3.42) формула билан аниқланган (3.41) қатор 

да 0=x  ва x = иши талаб қилингани учун l

коэффициентлари )(xϕ  

функцияга абсолют ва текис яқинлашади. бўлганда 

                     

0≥t  

                    10
2

≤<
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− t

l
an

e
π

 учун

                                                          

тенгсизлик ўринли бўлгани  (3.40) қатор абсолют ва текис 

яқинлашув

атор билан аниқланган  функция

0≥t  

чи бўлади. 

Шунинг учун (3.40) қ ),( txu   lx ≤≤0 , 

соҳ ксиз ва (3.35) чегаравий , (3.36) бошл

қаноатлантиради. 

0≥t  

ада узлу анғич шартларни 

Ихтиёрий 0>t  да , агар n  етарли катта бўлса,   
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                            10 <⎟
⎠

⎜
⎝

< ⎠⎝ le
l

,
22

⎞⎛ ⎟
⎞

⎜
⎛− tanan ππ

2

10 <⎟
⎠

⎜
⎝

< ⎠⎝ le
l

                        

ани сабабли , (3.40) қатордан t  бўй

2
⎞⎛ ⎟

⎞
⎜
⎛− tnn ππ

бўлг ича бир марта , x  бўйича икки марта 

ҳадлаб аллаш натижасида ҳосил бўлган қато дифференци рлар ҳам lx <<0  , 

соҳада абсолют ва текис яқинлашувчи бўлади. Бу эса, 0>t   ),( txu  

функциянинг lx <<0 , 0>t  соҳада (3.34) тенгламани қаноатлантиришини 

кўр

 ўхшаш , 

сатади. 

lx <<0 , соҳада функциянинг0>t  ),( txu  Худди шунга  x  ва  t  

Энди чегаравий шартлар

бўйича ихтиёрий тартибдаги ҳосилалари мавжудлигини кўрсатиш мумкин. 

 нолга тенг бўлмаган , яъни 

 ,                           )(10
tu

x
ψ=

=
)(2 tψ=                                                      (3.4

ҳолни текширамиз, бу ерда )(1 t

u
lx=

3) 

ψ  , )(2 tψ  - берилган функциялар. 

3.34) масаланинг (3.3 рни 

қаноатлантирувчи ечимини топиш керак. 

       

Бу масалада ( 6) ва (3.43) шартла

Ечимни  

 ∑
∞

=

=
1

sin)(),(
n

n l
xntTtxu π                                                  (3.44)                            

қат

                                 

ор кўринишида излаймиз, бунда  

∫=
l xn2 π

n ll 0

dxtxutT sin),()(  .                                            (3.45)  

 икки марта бўлаклаб

эга бўламиз: 

(3.45) интегрални  интеграллаб, қуйидаги тенгликка 

[ ]                   ∫ ∂−=n dx
lx

tT
0

222 sin1()(
π

 . 

),( txu  функция (3.34

∂
−−

l
n xnu

n
ltlutu

n

22),()),0(2 π
π

) тенгламани ва (3.43) чегаравий шартларни 

қаноатлантиргани учун  

[ ]                ∫−− n
n 21 )1() ψ

∂ ltann 0
222ππ

∂
−=

l

dxxnultttT sin2)((2)( πψ  .                   (3.46)  

Энди (3.45) ифодани t  бўйича дифференциаллаймиз: 
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∫ ∂
∂

=′
l

                       n l
dxxn

t
u

l
tT

0

sin2)( π  .                                                           (3.47) 

.46) тенгликдаги интеграл ўрнига унинг қийматини (3.47) дан қўйиб, 

Tn қлаш у

                        

(3

)t  коэффициентларни ани чун (

[ ])()1()(2)()( 212

22

tt
l

antT
l
antT n

nn ψψππ
−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+′                            

тенгламани

Бу тенгламанинг умумий ечими қуйидаги кўринишда бўлади: 

             

 ҳосил қиламиз. 

( )
⎥⎦

⎤

⎢⎣

⎞⎛−
π

ln

an

n 21
0

2

2

а , равшанки 

                                      (nn TC

⎥⎢
⎡

−−+= ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎜
⎝ ττψτψπ τ

π

deanCetT n
l

l
an

l )()1()(2)(
2

2

 ,                 (3.48) 

бу ерд

)0= .                                                                      

(3.  қаноатлантириш у

                      

36) бошланғич шартни чун 

         ∑
∞

=

==
1

)(sin)0()0,(
n

n x
l
xnTxu ϕπ                                              

тен ини талаб қиламиз. Дгликнинг бажарилиш емак,  

                          ∫== nn dx
l

x
l

CT
0

sin)()0( ϕ .                                       
l xn2 π        (3.49)  

3.34) , (3.36), (3.43) масаланинг ечи ан 

иборат бўлиб, бундаги  (3.48) ва (3.49) формулалар билан аниқланади. 

лик ўтказувчанлик тенгламаси. Ушбу 

Шундай қилиб , ( ми (3.44) қаторлард

2. Бир жинсли бўлмаган иссиқ

 )(tTn

),(2

2
2 txf

x
ua

t
u

+
∂
∂

∂
                                             =

∂                                            (3.50) 

тенгламанинг  

                            )(1 tψ  ,  
0

u
x

=
=

)(2 tu
lx

ψ=
=

                                                  (3.51

чегаравий шартларни ва  

 

) 

                                        )(
0

xu
t=

                                                            (3.52)  

бошланғич шартни қаноатлантирувчи

ϕ=  

 ечимини топиш масаласини кўрамиз. 

 бўлган , яъни  Аввало чегаравий ва бошланғич шартлар шартлар нолга тенг
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0
0
=

=x
u   ,      0=

=lx
u   ,                 

         

                                                                (3.53) 

 

                                  0
0
=

=t
u                                                           (3.54)  

ҳолни текширамиз. 

 

 Бу масаланинг ечимини 

                                 ∑
∞

= l

кўринишда излаймиз, бунда (3.53) чегаравий шартлар ўз-ўзидан бажарилади. 

=
1

sin)(),(
n

n
xntTtxu π                                                    (3.55) 

), функцияни ( txf  x   функцияси деб қараб, Фурье қаторига ёйилиши 

мумкин деб ҳисоблаймиз, яъни  

                                    

нинг

∑
∞

=

                                             (3.56) 

бу 

=
1

sin)(),(
n

n l
xntftxf π  ,

ерда 

                                  ∫=
l

n dx
l
xntxf

l
tf

0

sin),()( π .                                       

(3.55) қаторни (3.50) тенгламага қўйиб, (3.56) ни эътиборга олсак,  

2            

                             0sin)()()(
1

=
⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣

−⎟
⎠

⎜
⎝

+′∑
2 ⎤⎡ ⎞⎛∞

= l
tftT

l
tT

n
nnn                                 

тенгликка эга бўламиз. Бундан , 

xnan ππ

)()()(
2

tftT
l
antT                                     n  .                                        (3.57) 

Бошланғич (3.54) ша  асосан,  

nn =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+′ π

ртга

∑
∞

=

==
1

0sin)0()0,(
n

n l
xnTx                                    u π .             

Tn

   

)t  учун (

 0)0( =nT                                                     

бошланғич шарт ҳосил бўлади. 

3.58) шартни қаноатлантирувчи ечими 

                                                 (3.58) 

(3.57) тенгламанинг (
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                            ∫
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
t

n

t
l
an

n dfetT
0

)(
()(

2

ττ
τ

π

                                                   (3.59) 

кўринишга эга ўлади. Бун  (3.55) қаторга қ йиб, (3.50), (3.53) , (3.54) 

масаланинг ечимини  

)

б и ў

                             
ln

n
1 0= ⎥⎦⎢⎣

сил қиламиз. Агар бошланғич шарт нолга тенг бўл

xndetxu
t t

l
an πττ

τ
π

sin)(),(
)(

2

∑ ∫
∞ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎥
⎤

⎢
⎡

=                                (3.60) 

кўринишда ҳо маса, у ҳолда 

(3.60) ечимга бир жинсли (3.34) тенгламанинг берилган

f

 )(
0

xu
t

ϕ=
=

 бошланғич 

ва (3.53) чегаравий шартларни қаноатлантирувчи , 1- бандда олинган ечимни 

қўшиб

авий шарт

кўрилган масалаларга 

осонликча елтириш мумкин. Ҳақиқатан  ҳам 

                                         

 қўйиш керак. 

Энди бошланғич ва чегар лар нолга тенг бўлмаган ҳолни 

кўрамиз. Бу (3.50) , (3.51) , (3.52) масалани юқорида 

wu +=υ                                                                (3.61) 

деб ),( txυ   ҳисоблаймиз, бунда фун тен

 е функция

61) .52) мас

                     tx

кция (3.34) гламанинг (3.51) чегаравий 

ва (3.52) бошланғич шартларни аноатлантирувчи чими, ),( txw   

(3.50) тенгламанинг (3.53), (3.54) шартларни қаноатлантирувчи ечими. 

Равшвнки, (3. йиғинди (3.50)-(3 аланинг ечими бўлади. 

Эслатиб ўтамиз, (3.50)-(3.52) масалада чегаравий шартларни умумийликка 

зарар етказмай, нолга тенг қилиб олиш мумкин. Бунинг учун ),( txu  функция 

ўрнига  
              ),(),( Utxtxu ),(+=υ      

ир, бунда  

                                                   

тенглик билан янги ),( txu  функия киритиш кифояд

                                     [ ]
l1

Маълумки , ик бир жинсли азувчанлик тенгламаси 

                                        

xttttxU )()()(),( ψψψ −+=  . 21

ки ўлчовли  иссиқлик ўтк

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂

2
2

x
ua

t
u

∂
∂

+ 2

22

y
u                                                            

кўринишга эга бўлади. 
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Агар иссиқлик тўғри нкада ёки доиравий цилиндрда 

худди тўғри бурчакли мемб ана ёки доиравий ембрананинг 

тебранишларини текширгандек ўрганилади . 

бурчакли пласти

тарқалаётган бўлса, у ҳолда биринчи чегаравий масала Фурье усули билан 

р  м

 

3.3-§. Лаплас тенгламаси учун Дирихле масаласи 

 
1.Тўғри тўртбурчак учун Дирихле масаласи. Лаплас 

                                               

ечимини қаторлар ёрдамида топиш. 

02

2

2

2

∂
∂

∂
∂

y
u

x
u

=+                                                   (3.62) 

тегламаси учун  ,  px <<0 qy <<0  тўғри тўртбурчакда  

                                       )(
0

xu
y

ϕ=
=

 ,    )(1 xu
qy

ϕ=
=

 ,                                   (3.63) 

                                      )(yu ψ=  ,     )(yu ψ=             
0x= 1px=

                        (3.64) 

Ди ласини ечамиз. Бу ердрихле маса а )(xϕ  , )(1 xϕ  функциялар px ≤≤0  

оралиқда берилган унинг четларида нолга айланувчи узлуксиз 

функциялардир. )(y

ва 

ψ , )(1 yψ  лар эса qy ≤≤0  оралиқда бе ан , четларида 

нолга  нолга айланувчи узлуксиз фу

рилг

ялар. (3.62) , (3.63) , (3.64) 

масаланинг ечими  тўртбурчакнинг  нуқталарида нолга 

умумиятга казмайди, чунки, изланаётган ечи

,

а

ани е учун а

нкци

ни  бурчак айланиши, 

 ҳеч қанча мдан гармоник 

DxyCyBxA +++  функцияни айириб CBA ,,  ўзгармасларни мос равишда 

танлаб олиш натижасид  эришиш мумкин (3.62). 

Қўйилган масал чиш , ввало (3.62) тенгламанинг  

                                        )()(),( yYxXyxu

зиён ет

D

=                                                    (3.65) 

кўр  , инишдаги ва 0=x px =  бўлганда 0)()( 1 == yy ψψ  чега

қаноатлантирувчи ечимини топамиз. 

2) те йи

равий шартларни 

(3.65) ни (3.6 нгламага қў б, 
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                                       λ−=
′′

−=
′′

)y
  

тенгликка эга бўламиз, бу ерда 

(
)(

)(
)(

Y
yY

xX
xX                                             (3.66) 

λ - ўзгармас . Бундан функцияни 

ани  қийм р тўғрисидаги қуйидаги

масалага келамиз: 

)(xX  

қлаш учун хос атлар ва хос функцияла  

                                     )( 0)( =xXλ  ,  +′′ xX

                                  0)(
0
=

=x
xX  ,  0)(

x
xX

1- “ дан маъл

=
= p

 . 

умки, бу масаланинг хос қийматлари ва хос функциялари  

    2

22

p
n

n
πλ = , x

p
nxX n
πsin)( = , ,..2,1=n                                         

лардан иборат 

                        

nλ  нинг бу қийматини (3.66) да λ  нинг ўрнига қўйиб, 

)()  функцияни аниқлаш учун 

                                   

( yYyY n=

0)()( 2

22n π
=−′′ yY

p
yY nn                                                     

тен бўламиз. Бу тенгламанинг умумий ечгламага эга ими  

                   y
p

nshy
p

chyY nn
n

n
πβπ

+ ,           constnn =βα ,α=)(                      (3.65) 

дан ва ларни (3.65) га қўйиб, сўнгра (3.65) кўр

барча ечимларни йиғиб,  (3.62) тенгламанинг 

 иборат. )(xX n инишидаги   )(yYn  

0=x  , px = да нолга тенг 

ноатлантирувчи чегаравий шартларни қа

                                ∑
∞

= ⎠⎝1n ppp
       (3.67) 

ечимни ҳосил қиламиз. (3.67) қатордаги 

⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

+=1 sin),( nn xnynshynchyxu ππβπα              

nα   ва  nβ   коэффициентларни 

шундай танлаймизки, натижада бу қатор (3.63) чегаравий шартларни 

қаноатлантирсин. )(xϕ  ва )(1 xϕ  функцияларни синуслар бўйича текис 

яқи

                             

нлашувчи Фурье қаторларига ёйилади деб ҳисоблаймиз, яъни  

∑
∞

=
=

sin)( n x
p

nx παϕ  ,   ∑
∞

=   
1n =

1 sin)( n x
p

nbx πϕ                     (3.68) 

(3.67) да аввал  , сўнгра 

1n

0=y qy =  деб ҳисоблаб , ҳосил бўлган қаторлар ва 
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(3.68) қаторлардаги синуслар олдидаги коэффициентларни таққослаб, 

қуйидаги тенгликларга эга бўламиз: 

                            nn a=α  ,  
q

p
sh n

p
π

qnchab nn

n

π

β
−

= .             

Буларни (3.67) қаторга қўйиб, βαβαβα shchchchsh −=− )(  тегликни эътиборга 

олсак, (3.62) ,(3.63), (3.64) масаланинг 0)()( 1 == yy ψψ  бўлгандаги ечимини 

ҳос

             

ил қиламиз: 

 ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

1
1 sin1)(),(

n
nn x

p
n

q
p

nsh
y

p
nshyq

p
nshyxu π

π
πβπα   .               (3.69) 

Агарда (3.62) ,(3.63), (3.64) масаланинг ечимини 0)()( 1 == xx ϕϕ  бўлганда 

изласак, юқоридаги мулоҳазалар ў айди, фақат згарм x  ва y  нинг ўрин  

алмаштирилади, яъни  

лари

                    ∑
∞

=
n y

q
nπ , ∑

∞

=1
1 (

n
n q

y = sin) ynb πψ                                       =
1

sin)(
n

ayψ

десак, бу ҳолда ечим ушбу  

                        ∑
∞

=

    (3.70) 

и қўшиб, қуйид

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=2 sin1)(),( nn y

q
n

n
x

q
nshbxp

p
nshayxu π

π
ππ      

1n p
q

sh

кўринишга эга бўлади. 

(3.69) , (3.70) қаторларн аги қаторга эга бўламиз: 

    

∑
∞

=

⎥⎦
⎢
⎢

q

q

                                                        (3.71) 

ибини эътиборга олсак, (3.71) қаторнинг 

 , тўғри тўртбурчакда икки марта ҳадлаб 

дифференциаллангандан сўнг текис яқинлашувчилигига ишонч ҳосил 

⎥
⎥
⎥
⎤

⎢

⎢

⎣

⎡ +−
+

+−
=

1
sin

)(
sin

)(
),(

n

nnnn

y
q

n

pnsh

x
q

nshbxpnsha
x

p
n

q
p

nsh

y
p

nshbyq
p
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Гиперболик синуснинг ўсиш тарт

px <<0 qy <<0  
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қил  қатор тўғри тшртбур

ди. 

нга к учун Лаплас тенгламасига 

қўй инг ечимин

аси.  тб

а қу

                     

амиз. Демак, бу чак учун (3.62) ,(3.63), (3.64) 

Дирихле масаласининг ечимини бера

Худди шу ўхшаш , тўғри тўртбурча

илган Нейман масаласин и топиш мумкин. 

2. Доира учун Дирихле масал Лаплас тенгламаси қу  

координаталарид йидаги кўринишда ёзилади: 

 

                 011
2

2

=2

2

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

θ
u

rr
u

rr
u .      

н Дирихле масаласини соҳа доира бўлган ҳолда 

ечамиз. Доиранинг радиуси

                                       (3.72) 

 

Лаплас тенгламаси учу

 R  , маркази координата бошида бўлсин. Доирада 

гармоник  чегараси  , доиранинг Rr =  айланада аввалдан берилган )(θϕ  

узлуксиз қийматларни қабул қилувчи , яъни  

                                           )(θϕ==Rru ,                                                          (3.73)

),( θru  функция топилсин. 

Изланаётган ечим бир )(θϕ  функция π2   қийматли бўлиши учун даврли 

даврий функция бўлиши керак . Бу масаланинг хусусий ечимларини  
              )()(),( θθ VrWru =                                                                                        

кўринишда излаб , бундаги номаълум )(rW  ва ( )θV  ф кун циялар учун 

                                        0)()( =+′′ θλθ VV  ,                                                  (3.74) 

                                                                                   

одд циал тенгламаларни ҳосил қиламиз. Маълумки , 

0)()()(2 =−′+′′ rWrWrrWr λ

ий дифферен )(θV  

функция π2  даврли даврий бўлиши учун бўлиши зарур , бунда  - 

бут соса

2n=λ  n

ун сон. Бунга а н, (3.74) тенгламанинг ечими 

              θθθ nBnAV nnn sincos)( += , ,....2,1,0=n                                            

кўринишда бўлади. 

 аниқлаш )(rW  функцияни  учун  
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                             0′Wr                                              (3.75) )()()( 22 =−′+′ rWnrWrr

тенгламага эга бўламиз. Бу эса, 0≠n да Эйлер тенгламасидир. Эркли 

ўзг

   

ита 

арувчини ξer =    алмаштириш натижасида  

                                       02 =′′ WnWξξ                                                               

тенгламага келасиз. Бу тенглама икк ξne  ва ξneW −=  ёки nrW =  ва n

−

W = r −  

ечимга эгадир. 0=n  бўлганда эса, бу тенглама rln  ва 1 чизиқли боғлиқ 

бўлмаган ечимларга эга. 

 Лекин , nr −  ва rln  ( да ) ечимлар да чегараланган бўлмагани 

учу

Шундай қилиб , битта  

       

0=n  0→r  

н , уларни  эътиборга олмаймиз. 

 n
n rrW =)( , ,....2,1,0=n                                             

)sincos(), θθθ += .                                       

Ла зиқли ва бир жинсли бўлгани учун , хусусий

йиғиндиси  

                              (3.76) 

ҳам Лаплас   коэффициентларни 

шу нлаймизки, натижада (3.73) чегаравий шарт бажарилсин, яъни  

+
1

0 (
n

AA

                                  

ечим қолади. Буларга асосан , 

                                       u( n
nn rnBnAr

плас тенгламаси чи  

ечимларнинг 

                             ∑
∞

=

++=
1

0 )sincos(),(
n

n
nn rnBnAAru θθθ

тенгламасининг ечими бўлади. 0A  , nA  , nB

ндай та

                        += )sincos)( n
n

n
n nRBnR θθθϕ  . 

Бу қатор эса, )(

∑
∞

=

θϕ  функциянинг  ёйилмасидан иборат, 

унинг коэффициентлари қуйидаги формулалар билан аниқланади: 

Фурье қаторига

            ∫=
π

2

0 2
1A

π

ττϕ
0

)( d  ,                   ∫=
π

τττϕ
π

2

0

cos)(1 dn
R

A nn  , 
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∫=
π

τττϕ
π

2

0

sin)(1 dn
R

B nn                                     .                                             (3.77)  

Коэффициентлари (3.77) формулалар билан аниқланган (3.76) қаторни 

r < R  да исталган марта r  ва θ  бўйича ҳадлаб дифференциаллаш мумкин , 

чунки ҳар гал ихтиёрий Rr <0  да 00 rr ≤≤  лар учун текис яқинлашувчи 

қаторлар ҳосил бўлади  (3. ормула билан аниқланган . Бундан 76) ф ),( θru  

функция (3.72) тенгламанигн ечими эканлиги келиб чиқади. 

и интеграл кўринишида ҳам ёзиш мумкин. Шу мақсадда 

(3.77) коэффициентларни (3.76) га қўйсак, ушбу  

                     

(3.76) қаторн  
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π
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тен бўламиз. Квадрат қавс ичидаги йиғиндини ҳисоблаш мумкин. 

Эйлер формуласига асосан 

.             

Шу сабабли, 

                   

гликка эга 
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Агар 

                                )( τθ −= ie
R
rq

, унинг 

                                                                                    

белгилашни киритсак модули 1<=
R

q  r бўлади. Бунга асосан, аввалги 

йиғинди махражи  бўлган чексиз геометрик прогрессиядан иборат бўлади:  
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Демак,  
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Бу ифоданинг ҳақиқий қисмини ажратиш учун сурат ва махражни  унинг 

махражига қўшма бўлган миқдорга кўпайтирамиз: 
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⎡

Шундай қилиб,  

                  ∫ +−−
−

=
π

τ
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τϕ
π

θ
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22

2

)cos(2
)

2
1)( d

rRrR
rRu  . 

Бу эса Грин функцияси ёрдамида олинган шар учун Дирихле масаласининг 

бўлган ҳолда ечимини берувчи  формуласидир. 

2

(,r

   

 Пуассон2=n  
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Хулоса 

 

эга. У ўз н зарур бўлган ички эҳтиёж балки, 

ҳам р

ривожид

жадал ри  кўплаб дифференциал тенгламалар ва 

уларг

тенглама иралари номаълумлигича қолмоқда. Бунинг 

сабаб

яъни бу н

    Ма алакавий ишида дифференциал тенгламанинг маълум 

нуқта

бўлган  баён қилинган. Баён қилингианлардан 

кўрин

бирга ун берилган функциялар шу нуқта атрофида 

голом

оралиғиг  унга қўйилган масаланинг ечими қаралаётган 

нуқта қ и н ўз и  

оралиқда ш 

керак

ечимини билан қидирилганда оддий 

дифф

Маълумки, диффенренциал тенгламалар назарияси узоқ ва бой тарихга 

 назариясини ривожлантириш учу

еал воқеликда содир бўлаётган масалаларни ёки бошқа фанларни 

а ҳосил бўладиган масалаларни ҳал қилиш нуқтаи назаридан ҳам 

вожланади. Хозирги кунгача

а оид масалалар  ўз татбиқларини топган бўлсада , ундан кўпроқ 

лар учун татбиқ до

и бир томондан тенгламалар ечимларини топишнинг умумий усули йўқ, 

арса ечиш усулини тўғри танлашга боғлиқ. 

зкур битирув м

нинг атрофида голоморф , яъни қатор кўринишида ифодалаш мумкин 

ечими қидириш усули

адики, бундай ечим мавжуд бўлиши учун тенгламада ёки шу билан 

га қўйилган масалада 

орф бўлишлари керак экан. Бу функцияларнинг голоморфлик 

а қараб, тенглама ёки

нинг жуда исқа атрофида , ёк  шу уқтани  ич га олувчи бирор 

 , ёки бутун текисликда голоморф бўлар экан. Яна шуни айти

ки , хусусий ҳосилали дифференциал тенгламалар учун масалалар 

 ўзгарувчиларни ажратиш йўли 

еренциал тенгламаларнинг голоморф ечимини топишга келинар экан. 
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