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Navbatda bo’lish vagti chegaralangan sistema
1. Sistemaning tavsifi

n ta bir xil asbobdan (kanaldan) iborat bo’lgan omiynaxizmat qilish
sistemasini garaymiz. Sistemagaintensivlik bilan Puasson talablar ogimi kelsin.
Har bir talabni xizmat qilish vaqti tasodifiy migddbo’lib, 4 parametrli
ko’rsatkichli gqonun bo’yicha tagsimlangan. Agar hmaenasboblar xizmat qilish
bilan band bo’lgan paytda sistemaga yangi talabakal holda u navbatga turadi
va xizmat qilinishini kutadi. Biroq kutishl,, vaqt bilan chegaralangan. Agar shu
vagt ichida talabga xizmat qilish boshlanmasa, ldddu talab sistemadan chiqib
ketadi. T, ;- tasodifiy migdor bo’lib, v parametrli ko’rsatkichli gonun bilan
tagsimlangan.

Qaralayotgan sistemani biror fizik sistema sifatidarasak, u quyidagi
xolatlarda bo’lishi mumkin:

Xo —hamma asboblar bo’sh;

X, — bitta asbob band, navbat yo’q;

X, — hamma asbob band, navbat yo'q;

Xn+1— hamma asbob band, navbatda bitta talab bor;

Bizning shartlarimizda navbatda turgan talablanise keragicha katta
bo’lishi mumkin. Shunday qilib, sistema holatlamifsanoqgli bo’lsada) cheksiz
to’plamiga ega.

B.(t) orgali t momentda sistemax, (k= 012,...) holatda bo’lish

ehtimolini belgilaymiz.



2. Tenglamalar tuzish

Hozir bizning masalamizB (t) ehtimollar aniglanadigan tenglamalar

tuzishdan iborat. Tenglamalardan biri ravshan, iylaém bir t uchun

2 A®=1 (5.1)
k=0

P, (t) ehtimol uchun tenglama. t + At momentda sistema( holatda
bo’lish ehtimolini topamiz. Bu hodisa quyidagi uswlbilan ro’y berishi mumkin:

t momentda sistem&; holatda bo’lganAt vaqt ichida esa yangi talab
kelmagan;

t momentda sistem#; holatda bo’lgan/At vaqt ichida asbob bo’shagan va
yangi talab kelmagan;

Qolgan barcha imkoniyatlar, masaldn,momentda sistema, yoki X3
holatda bo’lgan vaAt vaqt ichida asboblarning bo’shashli§i{At) ehtimolga

teng ekanligicha ishonch hosil gilish giyin emas.
Ko'rsatilgan hodisalardan birinchisining ehtima@htimollarni ko’paytirish

teoremasiga ko'ra
P, (e =P, (t)(1-AAt +0(At))
ga teng, ikkinchi hodisaning ehtimoli

R, (e [L-e7 )= B (t)uat +0(At)

ga teng.
Shunday qilib,
P, (t+At) =P (t)(1-AAt +0(At)) + P, (t) At +0(At)
yoki
P, (t+At) =P (1)1~ AAt) + 1P, (t)At +0(At).
Bundan

P, (t+At) =P, (t)=-AR (At + 1P, (1)At +0(At)
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ni hosil gilamiz. Bu tenglikning har ikkala tomoniAt ga bo’lsak, so’'ngAt — O
da limitga o’tsak, unda

R, (t+A0) =R (1)

lim =-AP,_ () + t
Jim e o () 4P (1)
tenglikka kelamiz.
Funksiya hosilasining ta'rifiga ko'ra
P, (t+At)-P, (t
im PelHA0 RO
At -0 At 0

U holda quyidagi differensial tenglamaga ega boifam
R (1) = =AR () + 1B (1).
P (t), k=1 ehtimollar uchun tenglama.Bunda uchtdl<k <n, k=n
va k >n holni alohida — alohida garashga to’g’ri keladi.
1<k <n bo'lsin. t + At momentdax, holatgao’tadigan hollardan fagat
muhimlarini sanab chigamiz. Ular quyidagicha:
t momentda sistem&; holatda bo’lgan,At vaqt ichida esa yangi talab

kelmagan va hyech gaysi asbob ishini tugatmagarhdgiisaning ehtimoli
A0t (-t K
R, (te (e HE ) = P, (t)(1-AAt - kuAt +0(At))
ga teng;

t momentda sistem&,_, holatda bo’lgan At vagt ichida esa bitta yangi

talab kelgan, lekin oldingi bo’lgan talablarning eoyph biri xizmat qilinib

bo’linmagan. Bu hodisaning ehtimoli
- _ k-1
P . (t)(1—e ANt )(e ﬂAt) = AR, _, (1)At +0(At)
gateng;

t momentda sistem¥, ,; holatda bo’lganAt vaqt ichida esa yangi talab

kelmagan va fagat bitta talab xizmat gilingan. Bdlisaning ehtimoli

B, (DG le [ = (k+1)uh, At +0(at)



ga teng;
Qolgan barcha mumkin bo’lgan imkoniyat@{At) ehtimolga ega.
Topilgan ehtimollarni birga yig'ib, quyidagi tenkghi hosil gilamiz:
Py, (t+At) = Py (D)1~ AAt - kuAt) + APy (1)At +
+(k+uPy ()AL + o(At)
orttirmaga ega bo’lamiz. Endi udit ga bo’lib, At - O da limitga o’tamiz:

Py (A1) -, (1) _ (A + k)P (1) +
Am At k

+ AP, (O + (kK + Dby, ()

Agar
Py (t+At)—Py (t)
lim %o pe (t)
At -0 At “

ekanligini e’tiborga olsak, unda yuqoridagi tendkia
P, (1) = =(A+ku)P, () + AR (1) +(k + 1R (t)

differensial tenglamani hosil gilamiz.

k=n bo’lsin. t+At momentda sistema,, holatda bo’lish ehtimolini

topamiz. Bu quyidagi usullar bilan ro’y berishi mkim

t momentda sistem&,, holatda bo’lgan,At vaqt ichida esa yangi talab

kelmagan va asboblarning hyech biri bo’shamagarhdlisaning ehtimoli
P, (e (e‘”At )” =P, (t)(1- AAt - nuat +0(At))
ga teng;

t momentda sistem&,,_, holatda bo’lganAt vagt ichida esa bitta yangi

talab kelgan va asboblardan hyech biri bo’shama@arhodisaning ehtimoli

At ) it N1 _
P . (t)E(Jl—e )Eﬁe HA ) = AP, ()At +0(At)
ga teng;
t momentda sistem&,,,; holatda bo’lganAt vaqt ichida esa yangi talab

kelmagan va yo asboblardan biri (gaysi biri boimhg ahamiyati yo’q)
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bo’'shagan yoki bo’lmasa navbatdagi talabning kutsgti tugagan. Bu

hodisaning ehtimoli
R (e chli-e )+ - )= R (t)(nu+v)at+0(at)

ga teng.
Qolgan barcha mumkin bo’lgan imkoniyatlarning efuilari O(At) ga
teng.
Demak,
P, (t+At) =P, (t)(1-AAt —nuAt)+ P, (t)AAt +
+ P, (t)(nu +v)at +o(at).

Bundan
P, (t+At) =P (1) =~(A+nu)P, (t)at+ AP, _ (t)at +

+(nu+v)P, _ (t)At +0(At)

Xn+1
ni hosil gilamiz. Endi bu tenglikning har ikkalamonini avvalAt ga bo’lib, so’ng

At - 0 da limitiga o’tsak, unda quyidagi differensial ¢dmmaga ega bo’lamiz:
Py, (0 ==(A+nu)P (1) + AR (t)+(nu+v)R__ (t).
k=n+s, s=1 bo'lsin. t+At momentda sistem&,,,s holatda bo’lish
ehtimolini topamiz. Bu hodisa quyidagi usullar bil@'y berishi mumkin:
t momentda sistemax,,s holatda bo’lgan,At vaqt ichida esa talab

kelmagan, asboblar bo’shamagan va navbatdagi &ataby kutish vaqtlari

tugamagan. Bu hodisaning ehtimoli

P, (t)e™ ™ (e‘”At )” (e‘”At )S =P, (t)1-(A+nu+sv)at+0(At))

n+s n+s
ga teng.

t vaqt momentda sistems,, s holatda bo’lgan At vaqt ichida esa bitta

talab kelgan, asboblar bo’'shamagan va navbatdéablaaning kutish vagtlari

tugamagan. Bu hodisaning ehtimoli

P, . (t)(l— g At Xe_'“m )n (e_'/At )S_l =R, DAL+ o(At)



ga teng.
t momentda sistema,,s+1 holatda bo’lgan,At vaqt ichida esa talab
kelmagan va yo asboblardan biri (gqaysi biri boilisihamiyati yo’'q) bo’shagan

yoki bo’lmasa navbatdagi talablardan birining (gaysining bo’lishi ahamiyati

yo'q) kutish vaqti tugagan. Bu hodisaning ehtimoli
R (t)e-ﬂ[cln@-e-ﬁﬁj+cls+ 1—eﬂﬂ =R (Ofnu+{s+iac+da

ga teng.
Qolgan barcha mumkin bo’lgan imkoniyat@{At) ehtimolga ega bo’ladi.
Demak,
P, (t+At)=P ()1~ (A +nu+sv)at)+
+ AP, (t)at+ (nu+(s+1p)P, _ (t)at+0(At)
Bundan
P (t+At)-P  (t)=-(A+nu+sv)P_ (t)At+
+ AP, (t)at+ (nu + (s+1p)P _ (t)at +0(At)

ni hosil gilamiz. Bu tenglikning har ikkala tomoniAt ga bo’lamiz:

P t+At)-P t
Xn+s( A: Xn+s( ) — —(A + n/j + SV)PXrHS (t) +
APy, 0+ (s (5+ P, 0+ 20U
Endi At — O da limitga o’tamiz:
P (t+A)-B,_ ()
lim s s 2 = ~(A+nu+sv)R,_ (1) +
lim e (A+nu+sv)R__ @)

* Apxn+s—1 (t) ¥ (nﬂ+ (S+1)V) P)ﬁ1+s+1 (t)

Agar

P t+At)-P t
lim s ) X”+s():Px’ (s)
At -0 At n+l




va lim % =0 (chunki, O(At) — At ga nisbatan yugqori tartibli cheksiz kichik
At -0

miqdor) ekanini e’tiborga olsak, u holda yuqgorideenglikdan
P D =—(A+nu+sv)B )+ AR (t)+(nu+(s+1)R (1)

n+s

differensial tenglamaga ega bo’lamiz.
Shunday qilib, holatlar ehtimollari uchun cheksiandagi differensial

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
P’)@ (t) = _/]P)q) (t) +/L‘Px1 (t);

............................................................ (5.2)

B, .= A+nu+sv)B O+ _ O +(w+(s+v)R, _ (t) s=1

3. Stasionar yechimlar

Oldingi banddagi holatlar ehtimollari uchun di#esial tenglamalar

sistemasini
R,0=1 B, (0)=R, 0)=..=B (0)=..=0

boshlang’ich shartlarda integrallakF,’Xk (t) ehtimollarning ifodalarinit ning

funksiyasi sifatida topish mumkin. Birog uni amaldajarish juda katta hajmdagi
hisoblashlarni talab qgiladi. Shu sababli ommavignxat gilish nazariyasida

stasionar yechimlar deb ataluvchi
R, =lim R, (t)

t—»OO



limit ehtimollar o’rganiladi. Bunday yechimlarningavjudligi ergodik teoremalar
yordamida ko’rsatiladi. Bizning masalamizda bu istagr yechimlar (ehtimollar)
mavjud bo’lar ekan [4]. Ana shu stasionar ehtinmoilsopamiz. Buning uchun
(5.2) tenglamalar sistemasitla- « da limitga o'tamiz. Bunda

lim B, (t)=0
ekanligini tasavvur qgilish giyin emas. Aks holtlaning o’sishi bilan ka (t) ham

cheksiz ortadi. Bu esa mumkin emas, chufi(t)<1. Shuning uchun (5.2)

differensial tenglamalar sistemasida- » da limitga o'tib, quyidagi algebraik
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
— AP+ Py =0

................................................... (5.3)
(A +nu)P TAP |t (nes + V)F’xn+l =y
~(A+nu+sv)P  +AR H[nu+(s+av]R =0, s=1
(5.1) tenglama esa
k=0
ko’rinishda yoziladi.
Endi (5.3) tenglamalar sistemasini noma’lum ,P_....R ... larga
nisbatan yechamiz.
Birinchi tenglamadan
A
PXl =;PXO (55)

ga ega bo’lamiz.

Ikkinchi tenglamadan

P, = 2ﬂ[()|+,u —)IP]



ni topamiz. BungeP, ning (5.5) dagi ifodasini qo'yib,

7
1 y 1 P _@
sz _ﬂ|:(/] +/J);P - AR, :| 24 %Pxo _? Px, (5.6)

ga ega bo’lamiz.

Uchinchi tenglamadan

%_WW+MX5%]

ni topamiz. BungeP, va P, larning (5.5) va (5.6) lardagi ifodalarini go'yib,

f br b
P =g U2 P AR PR =
ga ega bo’lamiz.
Xuddi shunga o’xshash
)
% =MPX
4 4| 0
ga ega bo’lamiz.
Demak, har ganday< k <n uchun
k
by

=l o

(5.7)

bo’ladi.
Endi keyingi tenglamalarga o’tamiz. Ushbu

- (/] + r':u)Pxn +/]Pxn (n/u + V) Xn+1 =0

tenglamaniP,  ga nisbatan yechamiz:

= Y [(/1 +nu)P, - APXn_l].

BungaP,_ vaP  larning (5.7) dagi ifodalarini go'yib,
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by

1

P = A+nu)—R_-A P. |=
™ty A+ n o n-1)
5.8
/])n /])n—l ( )
_ 1 A _ 1
= A P, = Py
nu+v n n+/% n
ni hosil gilamiz.
~(A+nu+v)P  + AP +(nu+ )R, =0
tenglamaniP,  ga nisbatan yechamiz:
1
P, = 2 [(/] +nu+v)P  — AP, ]
BungaP, vaP,_  larning (5.7) va (5.8) lardagi ifodalarini go'yib,
1 L L (L)
iy = ————| (A +nu+v) P, —AE P,
"2 nu+2v n+ % n! 0 ni "0
5.9
RN PN )
=—— 0 P, =f—¥ \FE— P,
nu + 2v n+% nl 0 (n+l)(n+2l) n! 0
H H H

ni hosil gilamiz.
~(A+nu+2w)p, +AP,  +(nu+3)P, =0

tenglamadarP, . ni topamiz:

1
PXn+3 - nu + Y [(/] thu+ 2V)F)Xn+2 B /]me_l]'

Bunga PR, va P, larning (5.8) va (5.9) lardagi ifodalarini qo'yiljuyidagini

hosil gilamiz:
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-

A
_ \ U 31 A
P ., ——y (/]+n,u+2|/)%n+zxn+zz) R A”*Z
IEESIE TN
= \/ \ P =
nu+3 n+ZXn+2:I) n o
/])n+3
- \/ \/ \[(ﬂ P
(n+ZXn+2:{)(n+SZ) n
Demak, har ganday=1 uchun
(/])ms (z)n+s
SV VI SNV US| B
Xes n+%)(n+2%)..(n+s%) n ﬁ(n“;v/ X0
i=1
bo’ladi.

)n+2 p) )n+1

P, |=

(5.7) va (5.10) formulalarning har ikkalasida hzﬁpg ehtimol ko’paytuvchi

sifatida golayapti. Uni (5.4) tenglamadan toparinga (5.7) va (5.10) ifodalarni

go’yib quyidagini hosil gilamiz:

bundan

P);l _ i vy i . n!
k=0 ' S=1|—| (n + | /])
i=1
Ushbu belgilashlarni kiritamiz:

A =AMX,, =@,

U

vV

; = |/Mxxiz = IB’
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bu yerdaMX,,, - talabga o’rtacha xizmat ko'rsatish vagi.va [ parametrlar
mos ravishda bitta talabga o’rtacha xizmat koilszdigan vaqtda keladigan
talablarning o’rtacha sonini va navbatda turib #&an talablarning o’rtacha
sonini ifodalaydi.

Bu belgilashlarda (5.7), (5.10) va (5.11) formatauyidagi ko’rinishni

oladi:

0’k

Pee =g Po- (1<sks<n), (5.12)

a,n+s

. =P, (s21), (5.13)
Mn+is)
i=1

_ 1

Py =— K e g (5.14).

2ot

S=1.|f|1(n +ip)

(5.14) ni (5.12) va (5.13) larga qo’yib, holatldrtienollari uchun uzil - kesil

guydagilarni hosil gilamiz:

a
P =K, (1sksn) (5.15)
n o a 2 a
kZ::o k! ¥ nl Szz“ls .
[n+ig)
a,n+s
n!
f(n+ig)
e = 7 K - (s21). (5.16)
n o a 2 a
kgo k! ¥ nl Sgls .
Nn+ig)

Sistemaning barcha mumkin bo’lgan holatlari ehtlewmi bilsak, bizni
gizigtiradigan boshqga xarakteristikalarini ososm@giraniglashimiz  mumekin,

xususan, talabning xizmat gilinmasdan sistemadé&shieshtimolini. Uni quyidagi
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mulohazalardan aniglaymiz: talabning xizmat qilisthan sistemadan ketish

ehtimoli B, bir birlik vaqt ichida navbatdan ketib goladigatablarning o'rtacha

sonini bir birlik vaqt ichida sistemaga keladigamablarning o’rtacha soniga
bo’linmasi kabi bo’ladi. Bir birlik vaqgt ichida ndatdan ketadigan talablarning
o’rtacha sonini topamiz. Buning uchun avval navhatdrgan talablar sonining

matematik kutilishini topamiz:

a »  sa®
n! 2 S
o 'S#qm+w)
m=Y = i= (5.17)
=1 Xn+s Zn:ak+an§: a,s
k=0 Kl

n Szlﬁ (n+iB)

i=1

Ry Nni topish uchurmmg ni v koeffisiyenta ko’paytirish kerak. Unda

N o«
a sa’

n! s=1'|§| (n+ig)

vV
P="C =1 =
q k N « S
ppa g @
I
14 in S sa’
— ; 3 n = i|f|1(n+iﬁ) —
Agdta's o
H S K nE =
] (n+ip)
in N sa®
— lB = N = irjl(nﬂﬁ)
o &ad¥ ane a’®
DD
] (n+ip)

(5.18)
ni hosil gilamiz.
Sistemaning ishlash gobiliyati (xizmat qilish imkgati) sistemaga kelgan

talab xizmat qilinishi ehtimoli bilan xarakterlanad
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P, =1-P

Xiz = q-
O'sha A va u larda kutishli sistemaning ishlash qobiliyati galti
sistemaning ishlash gobiliyatiga garaganda har daiqori bo’lishi ravshan.
(5.15), (5.16) va (5.18) formulalarda cheksiz ynglilar gatnashganligi
sababli, ulardan bevosita foydalanishi birmunchanghiliklar tug’diradi. Biroq

bu yig'indilarning hadlari tez kamayib boradi. *)

*)_yig'indilarning r - hadidan boshlab barcha hadlarini tashlab yubiia

sodir bo’ladigan xatoliklarini go’pol baholash uchu

formulalardan foydalanish mumekin.

Endi 8 - o va § - 0 da (5.15) va (5.16) formulalar nimaga aylanishini
ko’raylik. Ravshanki,3 — o kutishli sistema qaytishli sistemaga aylanadiaftal
navbatdan darhol ketadi). Hagigatan haghh,» co da (5.16) formula nolni beradi,

(5.15) formula esa gaytishli sistema uchun Erlargitilasini beradi:

O’k

Kl
ka = nkék , (1sksn).
Z 4

L — 0 dagi holni garaymiz. Bu holda kutishli sistema kofishli sistemaga
aylanadi. Bunday sistemada talablar sisitemadan manuketmaydi, shuning

uchun B, = Q chunki sistemaga kelgan har bir talab ertami,hk@cxizmat

gilinishini kutadi. Lekin sof kutilish sistemasida— o da limitik stasionar rejim
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(tartib) har doim ham mavjud bo’lavermaydi. Bundagjim fagat a <n
bo’lgandagina mavjudligini ko’rsatish mumkin. Agard¥=n bo’lsa, u holda
navbatda turadigan talablar vaqt o’tishi bilan chelo’sib boradi.

Faraz gilaylik, @ <n bo'lsin. Sof kutishli sistema uchuR, (0<ks<n)

ehtimollarni topamiz. Buning uchun (5.14), (5.1%) (6.16) formulalardg3 - 0
deb quyidagini hosil gilamiz:

1

a" e as’

I e

k=0 kl n! s=1N

yoki progressiyani yig'sak (bu fagat<n bo’lgandagina mumkin)

P = 1

0 n k n+1
3 a’  a
k=0 Kl ni(n—-a)

Bundan, hamda (5.12) va (5.13) formulalardan ftamif, quyidagilarni

topamiz:
a*
— K!
PXk T ak gt (Osksn) (5.19)
> +
o ki ni(n-a)
an+s
I S
s =y nin o (s=1). (5.20)
> +

k=0 Kl n(n-a)
(5.17) formuladang - 0 da navbatda turgan talablarning o’rtacha sonini

topamiz:

m, = . rvennt (5.21)

Tushuntirish. Ushbu
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1405

=1 N° s\ N Ng=

2 s-1
a a a a a 1
=—|1+2—+3 —| +...+9 — +..|=—
n[ n {nj {n) ] n 1_0/)2

n

ekanligini ko’rsatamiz(0<€<lj bo’lgani uchun
n

a (a) (a) a\® 1
S:1+—+(—) +(—] +,,,+(—] T
n \n n n 1-9
n

darajali gatorni ﬂ ga nisbatan) hadma-had differensiallash mumkigatar
n

hadlarining hosilalari yig'indisi gator yig'indising hosilasiga teng, ya'ni

I

a a\? a7t 1 1
S’:1+2—+3(—j +...+{—j +..= = .
n n n 1-9 ( ajz
a 17
n n

M i s o |I. Uchta xizmat qiluvchi asbobdan iborat kutish vaqti

chegaralanmagan sistemaga=4 (talab soatiga) Puasson talablar ogimi kelsin.
Bitta talabga ko’rsatiladigan o’rtacha xizmat vabfX,;, =30min.

Qarorlangan xizmat qilish tartib (stasionar rejimavjud bo’larmikan; agar

u mavjud bo’lsa, u hold®_,P ,R,_ va B_ehtimollarni hamda o’rtacha navbat
uzunligi mgni toping.

Ye ch i sh . Shartga ko'ran=3, y= 1 = l_ = 2 soat, a:ﬂ:
MX,i, 30min U

a <n bo’lganidan stasionar rejim mavjud.
(5.19) formula bo’yicha

_ 1 _1_ :

Po = 3 ok 93+1 _§~0’111
>+
ok 3(3-2)
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_ 1 _2_
Py = 3 ok 31 g 0222
2 2 9
> —+
K=okl 3(3-2)
22
_ 2 _2_
Pe = 3 ok 31 g 0222
s 2, 2 9
ko k! 3(3-2)
23
_ 3 8 _
P = i * =g, 0148
o k! 3(3-2)

larni topamiz.

(5.21) formulaga asosan o’rtacha navbat uzunligi

23+l
il - 2)?
mg = 3 EB(:L 4) = % = 0,79 (talab)
>+
ko ki 3(3-2)
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