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SO’Z BOSHI

Ma’lumki xozirgi kunda matritsalar matematika, mexanika, nazariy fizika,
nazariy elektrotexnika va boshga ko’plab soxalarda keng qo’llanilmoqda.
Ammo matritsalar nazariyasini to’la yoritib beruvchi o’zbek tilida yozilgan
adabiyotlar mavjud emas. Ushbu o’quv qo’llanma universitetning yuqori kurs
talabalari, margistrlari va ilmiy izlanishlar olib borayotgan barcha mutaxasislar
uchun mo’lgallangan bo’lib, unda matritsalar nazariyasining matritsalar
algebrasi, kompleks simmetrik, kososimmetrik va ortoganal matritsalar,
manfiymas elementli matritsalar, xos giymatlarni regulyarligi va lokalligining
har-xil kriteriyalari, matritsali tenglamalar, kvadratik formalar va ularning
tadbiglari, yirik masshtabli sistemalar turg’unligining umumiy masalasi kabi
boblar bayon etilgan. Har-bir bobning oxirida shu bobni mustaxkamlash uchun
mashqlar keltirilgan.

Ushbu go’llanmani o’rganish uchun o’quvchi universitet dasturi xajmida,
algebra va sonlar nazariyasi, matematik taxlil, kompleks o’zgaruvchili
funktsiyalar nazariyasi, differentsial tenglamalar kabi fanlarni to’la o’zlashtirgan
bo’lishi kerak.

Qo’lanma sakkiz bobdan iborat.

Birinchi bob, matritsalar algebrasiga bag’ishlangan bo’lib, unda
matritsalar va ular ustida amallar,umumlashgan transponirlangan matritsalar,
simmetrik matritsalar, A- matritsalar. Elementar bo‘luvchilar, Jordon kataklari,
asosiy teoremalar bayon gilingan.

Ikkinchi bobda, kompleks simmetrik, kososimmetrik va ortogonal
matritsalar garab chigilgan bo’lib, unda kompleks ortaganal va unitar
matritsyalar uchun ba'zi formulalar, kompleks matritsalarni qutub yoyilmasi,
ko'mpleks  simmetrik  matritsalarning  normal  ko'rinishi, kompleks
kososimmetkir  matritsaning normal ko rinishi, kompleks ortogonal
matritsaning normal ko rinishi keltirilgan.

Uchinchi bobda, matritsalarning singulyarlik dastasi o’rganilib, unda

masalani  qo'yilishi, matritsalarning regulyar dastasi, singulyar dastalar,

3



keltirish xagida teorema, matritsalar singulyar dastasining kanonik formasi,
dastaning  minimal indeksi,kvadratik formalarining singulyar  dastasi,
differentsial tenglamalarga tadbiglari ko’rib, chigilgan.

To’rtinchi  bob, manfiymas elementli matritsalarni  o’rganishga
bag’ishlangan bo’lib, unda umumiy Xxossa, yoyilmaydigan manfiymas
matritsaning  spektral xossasi, yoyiluvchi matritsa, yoyiluvchi matritsaning
normal formasi, primitiv va imirimitiv matritsalar, to’la manfiymas matritsalar
to’la bayon gilingan.

Beshinchi bob, xos qiymatlarni regulyarligi va lokalligining har-xil
kriteriyalarini o’rganishga bag’ishlangan bo’lib, unda Adamarning regulyarlik
Kriteryasi va uning umumlashgani, matritsa normasi, Adamar kriteriyasini blok
matritsalarga kengaytirish, Fidlerning regulyarlik kriteryasi, Gershgoran doirasi
va boshga lokallashtirish sohalari garab chigilgan.

Oltinchi  bobda, matritsali tenglamalar o’rganilib, unda AX =XxB
tenglama, A=B bo’lgan hususiy hol. O’rin almashinuvchi matritsalar,

Ax-xB=C tenglama, f(x)=0 skalyar tenglama, matritsali ko’phadli

tenglamalar, xosmas matritsadan m-darajali ildiz chigarish, xos matritsadan m -
darajali ildiz chigarish, matritsa logarifmi bayon etilgan.

Ettinchi bob, kvadratik formalar va ularning tadbiglarini o’rganishga
bag’ishlangan bo’lib, unda kvadratik formalarda o’zgaruvchilarni almashtirish,
inertsiya qonuni, Lagranj metodi, Yakobi formulasi, kvadratik formalarning
ishoralari, kvadratik formalarni bosh o’glarga keltirish, kvadratik formalar
dastasi, formalar regulyar dastasi harakteristik sonlarining ekstremal xossasi,
kvadratik formalar ustida amallar, n-o’zgaruvchili kvadratik formalarni ikki
o’zgaruvchili kvadratik formalar yig’indisi shaklida yozish, erkinlik darajasi n
bo’lgan sistemalarning kichik tebranishlari, chizigli yirik masshtabli sistemalar
turg’unligi masalasiga bog’lig bo’lgan ba’zi teoremalar, dempfirlanishi va
bikirligi oshkor xolatda vaqtga bog’lig bo’lib, chizigsiz bo’lgan sistema

asimptotik turg’unligining yetarli shartlari ko’rib chigilgan.



Sakkizinchi bobda, matritsalar nazariyasini tadbigi sifatida yirik
masshtabli sistemalar turg’unligining masalasiga bag’ishlangan bo’lib, unda
masalaning qo’yilishi, yirik masshtabli sistemalarning dekompozitsiyasi,
Lyapunov matritsa funktsiyasi usuli bayon etilgan.

Qo’llanmani I, VLLVIII- bobolari V.G’. Miladjonov, Il1,I11- boblari
K.X.Turg’unova, 1V,V-boblari R.V.Mullagjonov, VII-bobi esa Sh.N.
Abdugapporova va J.V.Mullajonovalar tomonidan yozilgan bo’lib, u
V.G’. Miladjonov va K.X.Turg’unovalarning taxriri ostida chop etishga
tayorlandi.

Mualliflar fizika-matematika fanlari nomzodi F. Arziqulov va dotsent S.
Ergashevlarga go’llanmani yozishdagi gimmatli maslaxatlari uchun chuqur

minnatdorchilik bildiradi



I-BOB
MATRITSALAR ALGEBRASI

Matritsa tushunchasi chizigli algebraning asosiy tushunchalaridan biri
bo’lib, uning talaba tomonidan chuqur o’zlashtirilishi muhim ahamiyatga ega.
Chunki, bu tushunchaning tadbiglari zamonaviy ishlab chigarishdagi muhim

iqtisodiy, texnikaviy masalalarni yechishda keng go’llaniladi.

81. Matritsalar va ular ustida amallar.

Ushbu paragraf yordamchi xarakterda bo‘lib, unda matritsalar va
kvadratik formalar xagidagi umumiy tushunchalar esga tushiriladi. Ma’lumki bu
tushunchalar "Oliy algebra” kursida to‘la ko‘rib chigilgan, shuning uchun
isbotlanadigan jumlalarning isbotlariga to‘xtalib o‘tmaymiz

Ta’rif 1.1: n ta satr va m ta ustundan iborat bo‘lib, to‘g‘ri turtburchak
shaklida joylashgan, n-m ta elementdan tuzilgan ixtiyoriy jadval nxm tipdagi
matritsa deyiladi. Matritsani tashkil giluvchi narsalar uning elementlari

deyiladi. nxm tipdagi A matritsa quyidagicha yoziladi:

a11 a12 oo aln
a21 a22 o aZn
A=
_aml amz ' amn B

yoki gisqacha ko‘rinishda
A=[ay], k=1,2,...,n, i=1,2,...m
Agar matritsaning ustunlar soni bitta (m=1) bo‘lsa, u xolda ustun matritsani

xosil gilamiz.

Shuningdek, satrlari soni bitta (n=1) bo‘lsa,



y:[yl ly2 e '1ym]
satr matritsani xosil gilamiz.

Agar matritsaning satrlari soni bilan ustunlar soni o‘zaro teng bo‘lsa, u
xolda matritsa kvadrat matritsa deyilib, uning satrlar (yoki ustunlar ) soni
matritsaning tartibi deyiladi.

Ta’rif 1.2. Matritsaning k ta satri va k ta ustunidan tuzilgan determinant
bu matritsaning k-tartibli minori deyiladi.

Masalan, birinchi tartibli minorlar shu matritsa elementlarining o‘zlari

bo‘lib, ularning soni n-m ta bo‘ladi, quyidagi 2x3 tipdagi
|:all a12 a‘13:|
a‘21 a22 a23
matritsa uchun uchta xar xil ikkinchi tartibli

all a12
a'21 a‘22

a‘11 a13
a'21 a‘23

alZ a13
a‘22 a‘23

minorlarni tuzish mumkin. n-tartibli A kvadratik matritsaning n-tartibni minori
shu matritsaning  determinantiga teng bo‘lib, detA yoki |A] ko‘rinishda
belgilanadi.

Ta’rif 1.3. Satrlar soni va ustunlar soni o‘zaro teng bo‘lib, mos elementlari
ham o‘zaro teng bo‘lgan matritsalar o‘zaro teng deyiladi. Shuning uchun ikkita
matritsaning o‘zaro tengligi A=B, n-m ta skalyarlarning o‘zaro tengligi a,=by; ,
k=1,2,...,n, 1=1,2,...,m bilan teng kuchlidir.

Ta’rif 1.4. Matritsani songa ko‘paytirish deb, shu matritsaning hamma
elementlarini shu songa ko‘paytirishdan xosil bo‘lgan matritsaga aytiladi, ya’ni

JA=Aa,]=[1a,] k=1,2,..,n, i=1,2,..,m.

Hamma elementlari nolga teng bo*lgan matritsa nol matritsa deyiladi.

Ta’rif 1.5. Bir xil tipdagi ikkita matritsaning yig‘indisi deb shunday
matritsaga aytiladiki, bu matritsaning elementlari, qo*shiluvchi matritsalar mos
elementlarining yig‘indisidan  iborat bo‘lib, yig‘indi matritsaning tipi
go‘shiluvchi matritsalar tipi bilan bir xil bo*ladi.

Bu aytilganlardan quyidagilar kelib chigadi:



A+(B+C)=(A+B)+C,
A+B=B+A,
A+0=A,
(a+PB)A=aA+PA,
o(A+B)=0A+aB,
bu yerda A, B, C - matritsalar, o, -skalyar.
Ta’rif 1. 6. A matritsaning ustunlari soni B matritsaning satrlari soniga teng
bo‘lgan shartda A va B matritsalarning ko‘paytmasi deb, shunday C matritsaga

aytiladiki, uning elementlari
Cvi = zakjbji
j=1

goida bo‘yicha aniglangan bo‘ladi. Agar A matritsa nxm tipda B matritsa mxs
tipda bo‘lsa, C=AB matritsa nxs tipdagi matritsa bo‘ladi.
Bu ta’rifdan quyidagilar kelib chigadi;
AB=BA
(A+B)C = AC+ BC.
Ikkita kvadratik matritsa ko‘paytmasining determinanti shu matritsalar
determinantlari ko*paytmasiga teng, ya’ni
det(AB) = detAdetB.
Ta’rif 1.7. Kvadratik matritsa  bosh dioganalida turgan elementlari
yig‘indisi, shu matritsaning izi deyiladi va Sp belgi bilan belgilanadi. Demak,
SpA =aj;+az +...+ am
Diogonalidagi barcha elementlari birga teng bo‘lib, qolgan barcha
elementlari nollardan iborat bo‘lgan matritsa birlik matritsa deyiladi va E
bilan belgilanadi.
Bevosita xisoblash bilan
AE =EA=A
ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Quyidagi ko‘rinishdagi kvadrat matritsa



diogonal matritsa deyilib, diagA=(a11,a25,...,ann) Ko‘rinishda yoziladi.

Ta’rif 1.8. Agar kvadratik matritsaning determinanti noldan fargli bo‘lsa, u
xolda bu matritsa maxsusmas aks xolda maxsus deyiladi.

Agar A-A'=E tenglik bajarilsa A" matritsa A matritsaga teskari matritsa
deyilib, A'=A~1 bo’ladi. Ixtiyoriy maxsusmas matritsani teskari matritsaga
ega ekanligini isbotlash mumkin.

Ta’rif 1.9. Agar A matritsaning satrlarini ustun, ustunlarini satr qilib
yozsak, xosil bo‘lgan matritsa A matritsaning transponirlangan matritsasi
deyilib, A" ko‘rinishda belgilanadi. Demak,

A=[a] bo‘lsa, AT =[ay], i=1,2,...m, k=1,2,....n.

Transponirlangan va teskari matritsalarning ta’riflaridan bevosita quyidagi
tengliklar kelib chigadi.

(AB)' =BTAT
(AB)'=B*A"
detA" = detA.

Ta’rf 1.10. A=[a], i1,k=1,2,...,n kvadratik matritsaning elementlari bosh
dioganalga nisbatan simmetrik joylashgan bo‘lsa, ya’ni a, = aj bo‘lsa, u
simmetrik matritsa deyiladi. Simmetrik matritsa uchun AT =A tenglik o‘rinli.

Ta’rif 1.11. A kvadratik matritsaning elementlari

aki=-aik, 1,k=1,2,...,n,
tenglikni ganoatlantirib, bosh dioganaldagi elementlari nolga teng, ya’ni a;;=0,
I=1,2,...,n bo‘lsa, u kososimmetrik matritsa deyiladi. Kososimmetrik matritsalar
uchun
AT=-A

tenglik o‘rinli.



Oliy algebradan ma’lumki, toq tartibli kososimmmetrik matritsalarning
determinantlari aynan nolga teng, juft tartibli kososimmetrik matritsalarning
determinantlari esa uning elementlari butun ratsional funksiyasi kvadratini
ifodalaydi. Demak, xaqigiy elementli kososimmetrik matritsalarning
determinantlari manfiymas bo‘ladi.

Ixtiyoriy kvadratik matritsani simmetrik va  kososimmetrik matritsalar
yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin. Xagiqatan,

A=[owi]

Ixtiyoriy kvadratik matritsa bo‘Isin. Undan
A:%(A+AT) . B :%(A—AT)

matritsalarni tuzamiz. Anigki, A matritsa simmetrik, B matritsa kososimmetrik
bo‘lib,

A=A+B
bo‘ladi.
Ta’rif 1.12. Agar A kvadrat matritsa uchun
A-AT=E

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u ortogonal matritsa deyiladi.
Ortogonal matritsaning bu ta’rifidan quyidagi natijalar kelib chigadi:
1) A'=A"
2) Ortogonal matritsaning determinanti +1 ga teng ya’ni
A=det A=%1;
3) Ixtiyoriy satr (yoki ustun) elementlari kvadratlari yig‘indisi birga teng,
ya’'ni

Z(szi = Z(Xzik =1;
i k

4) Qandaydir satr (ustun) elementlarini  boshga  satr (ustun) mos

elementlariga ko‘paytmasining yig‘indisi nolga teng, ya’ni

Za‘kiami :Zaik "y, =0 k=m
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Agar matritsa elementlari skalyar parametrga masalan, t vagtga bog‘liq
bo‘lsa, u holda matritsani bu parametr bo‘yicha hosilasi deb, elementlari
berilgan matritsa mos  elementlaridan  shu parametr bo‘yicha olingan

hosilalardan iborat bo‘lgan matritsaga aytiladi. Demak, agar X=[Xi], bo‘lsa,

X=[x,] yoki " {dt]

Biz garab chiggan matritsalarning elementlari sonlardangina iborat edi.
Umuman olganda matritsalarning elementlari ixtiyoriy ob’ektlar bo‘lishi
mumkin, xususan shunday matritsalarni  garash mumkinki, ularning
elementlari o‘zlari matritsalardan iborat bo’ladi.

Masalan,

a‘11 alZ alS Cl C2
a21 a22 a23 dll d12
b, b, by d, dy

matritsani gisqacha quyidagicha yozish mumkin

A C
B D'
a a a
bu yerda N I N o [ I
a‘21 a22 a23
d, d
B=I[b,,b,,b,], A= 1t
d21 d22

Matritsalar yordamida quyidagi o‘zgarmas koeffitsientli chizigli differensial
tenglamalar  sistemasini sodda va ixcham Kko‘rinishda yozish mumkin.
Xagigatan,

X, =a,X +...+a,X

1n“*n

............................... (1.1)

Xy =8y X+ 85X,
differensial  tenglamalar  sistemasini matritsa ko’rinishida yozish uchun,

quyidagi 2 ta matritsalarni Kiritamiz.
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1. (1.1) tenglamalar o‘ng tomonlaridagi koeffitsientlardan tuzilgan matritsani

a;;  ag, ... 4y,

a d ... d
A=|“2 22 2n

dy dy ... Ay,

2. Ustun matritsa yoki vektorni

bu matritsalarni ko*paytirib, quyidagi ustun matritsani tuzamiz.

a X, +  apX, + ...+ a,X,
Ay X, + anpX, + ...+ a4, X
AX =| “a™ 2272 2n"n
apX;, + agXx, + ... + a,X,

Nixoyat ikki matritsaning tenglik shartidan foydalanib isbotlash mumkinki
(1.1) sistema quyidagi matritsali tenglamaga teng kuchli bo’ladi.
X =A-X
Bundan murakkab bo‘lgan differensial tenglamalar sistemasini ham
matritsa ko‘rinishida yozish mumkin.

Xususiy xolda quyidagi

S

Z(a X, +bygX, +c x.)=xk, k=1,2,...s

K™ j K" j
=1

ikkinchi tartibli tenglamalar sistemasini matritsa ko‘rinishidagi yozuvi
AX+Bx+Cx =X
bo‘lib, bu yerda A=[ay;], B=[by], C=[c], k.j=1,2,....,s -kvadratik matritsalar, x
va X lar elementlari mos ravishda x; va X;, 1=1,2,...,n lardan iborat bo‘lgan
ustun matritsalardir.
A-kvadrat matritsa va x-ustun matritsalarni o‘zaro ko*paytirib, AX - ustun

matritsa (vektori) ni xosil gilamiz. Ma’lumki, ustun-matritsa bu vektordir,
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shuning uchun Ax va X ustun-matritsa (vektor) larni o‘zaro skalyar

ko“paytirib, xadlarni gayta gruppalab chigsak,
xTAx:zn:Zn:akixi > (1.2)

k=1 i=1
xosil bo‘ladi.

Agar A matritsa simmetrik, ya’ni ay; = aj bo‘lsa,
xTAX=a,X? +...48, X2 +28,X,X, +...+28 X X, = Y aX X
k i

oddiy kvadratik forma xosil bo‘ladi.

Agar xTAx kvadratik forma musbat aniglangan bo‘lsa, u xolda soddalik
uchun A matritsa musbat- aniglangan deyiladi.

Agar A matritsa kososimmetrik, ya’ni aw=0, ax=-aj« bo‘lsa, u xolda
AX-X=0 bo’ladi.

Bizga n ta satr va m ta ustundan iborat bo‘lgan nxm tipdagi A matritsa
berilgan bo‘lsin.

A=[ag], k=1, 2,..,n, i=1,2,.,m.

Ta’rif 1.13 . A matritsaning normasi deb

Zn:iakiikni‘

|A]l= sup

k=1 i=1

songa aytiladi. Bu yerda &y van; lar mos ravishda

n 2 m 2
26 =1 va  >n| =1
k=1 i=1

tengliklarni ganoatlantiruvchi sonlar.

Amalda, ko‘p xollarda quyidagi ko‘rinishdagi normalar ham ishlatiladi.

A, :S“p;|aki|’ A, :5“p;|aki|
n m p 1
IA, =2 fawl )7 p=1.2,...
k=1 i=1
n m nom 21 -
IAl, =222 lal, IAl, =2 |ag| )2, (Evklidcha normay)
k=1 =1 k=1 i=1
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Agar A matritsa kvadrat matritsadan iborat bo‘lsa, uning normasini
quyidagicha xam aniglash mumkin.
A= %A AT),
bu yerda Ay (AAT) - AAT matritsaning maksimal xos giymati.
Agar A-simmetrik kvadrat matritsadan iborat bo‘lsa, uning normasi shu
matritsa maksimal xos giymatiga teng bo‘ladi, ya’ni
A= 2(A)
Matritsalarning normalari uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli:
[A+Bl<|Al+]B] , o= Al =ax]A]
|A-B]<Al-[8]
Xususiy xolda |A- x| <||A|-[x] -
8§ 2. Umumlashgan transponirlangan matritsalar
Ta’rif 1.14. Matritsani transponirlash deb, biror aniq qonun yoki goida
bo‘yicha uning barcha elementlarini o‘rinlarini almashtirishga aytiladi.

Bizga mxn, (m<n) oflchovli A=(a;), (i=12..m, j=12.n,)-to‘gri

to‘rtburchakli matritsa berilgan bo‘lsin. Matritsaning barcha elementlarini
o‘rinlarini almashtiruvchi trivial (sodda) qgoidalarni garab chigaylik:

1. Matritsa satrlarini  (ustunlarini) uning ustunlari (satrlari) bilan
to‘g‘ridan to‘g‘ri (to“g‘ri tartibda) almashtirish,

2. matritsa satrlarini (ustunlarini) uning ustunlari (satrlari) bilan teskari
tartibda almashtirish,

3. matritsa i- chi satrini (i=1,2,...m) mos ravishda m+1-i-chi satri bilan
almashtirish,

4. matritsa j-ustunini (j=1,2,...,n) mos ravishda n+1-j- ustuni bilan
almashtirish,

5. matritsa i- satrini  (i=1,2,...m) mos ravishda m+1-i-chi satri bilan, j-
ustunini (j=1,2,...,n) mos ravishda n+1-j- ustuni bilan almashtirish.

Avval matritsa bilan bog‘lig bo‘lgan ba’zi tushunchalarni aniglab
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olamiz. Ma’lumki xar bir to‘g‘ri to‘rtburchakli matritsaga shu matritsa
elementlari ichida yotuvchi to‘g‘ri to‘trburchak mos keladi.

a) A matritsaning bosh (bosh bo‘lmagan) diagonali deb, shu matritsaning
aii , 1I=1,2,....,m (ajm+1i ,i=1,2,...,m) elementlari joylashgan nuqtalardan o‘tuvchi
to‘g‘ri chizig kesmasiga aytiladi.

b) A matirsaning vertikal (gorizontal) o*qi deb, shu matritsaga mos to*g‘ri
burchakli to‘rtburchakning vertikal (gorizontal) simmetriya o‘qlariga aytiladi,

v) A matritsaning markazi deb, unga mos to‘g‘ri to‘rtburchakning
simmetriya markaziga aytiladi.

To‘g‘ri  to‘rtburchakli A matritsaning bosh va bosh bo‘Imagan
diagonallari unga mos to‘g‘ri to‘rtburchakning diagonallari bilan ustma - ust
tushmaydi. Shuning uchun bunday matritsalar transponirlanganda ularning
o‘lchovi nxm ga almashadi. Agar ngm bo‘lsa, ya’ni A kvadrat matritsadan iborat
bo‘lsa, u xolda bu matritsaning bosh (bosh bo‘lmagan) diagonali unga mos
kvadratning chap (0*ng) diagonali bilan ustma - ust tushadi. Demak , geometrik
nuqtai nazardan matritsani transponirlash nuqta yoki to‘g‘ri chizigga nisbatan
amalga oshiriladi. Agar nuqgta yoki to‘g‘ri chiziq kesmasi shu matritsaga mos
to‘g‘ri to‘rtburchak (kvadrat) ning simmetriya markazi yoki simmetriya o‘qi
bilan ustma - ust tushsa, u xolda transponirlangan matritsaning o‘lchovi
0‘zgarmaydi, aks xolda transponirlangan matritsaning o‘lchovi o‘zgaradi. Agar
A matritsa biror nugta yoki to*g‘ri chizigga nisbatan transponirlansa, u xolda bu
matritsaning shu nuqta yoki to‘g‘ri chizigda yotgan elementlari (agar bo‘lsa)
0‘zgarmay goladi.

Agar A matritsaga biror to‘g‘ri to‘rtburchak (kvadrat) mos kelib, A
matritsa shu to‘g‘ri to‘rtburchak (kvadrat)da yotuvchi nugta yoki to‘g‘ri chiziq
kesmasiga nisbatan transponirlangan bo‘lsa, u xolda transponirlangan matritsaga
shu to“g‘ri to‘rtburchak (kvadrat) ni transponirlash o‘tkazilgan nuqta yoki to‘g‘ri

chiziq kesmasi atrofida 180° ga burilgani mos keladi.
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Matritsalarni transponirlashning mexanik ma’nosini ochish uchun matritsa
bilan yirik masshtabli mexanik sistemalar (YMMS) o‘rtasida quyidagicha
moslik o‘rnatamiz.

A=(a;j) — to‘g‘ri burchakli mxn (aniglik uchun m<n deb olamiz) o‘Ichovli
matritsa bo‘lib, R" da aniglangan (YMMS) m ta erkin gism sistemalardan
tashkil topgan bo‘Isin. A matritsaning bosh diagonalida yotuvchi elementlariga
YMMS ning erkin gism sistemalarini shunday mos qgo‘yamiz, unda a;; ,
1I=1,2,...,m elementga mos keluvchi erkin gism sistema an.1im+1i €lementga

mos keluvchi erkin qism sistema bilan muvozanatlashsin, A matritsaning

a;, 1, j=12,.,mi<j(i>]) elementlariga mos @; va aj, i, j=12,.,m erkin

ij?
gism sistemalar orasidagi bog‘lanishlar ( teskari bog‘lanishlar) ni, ya’ni a; (a;)
elementga mos keluvchi erkin gism sistemani a; (a;) elementga mos keluvchi

erkin gism sistemaga ta’sirini ifodalovchi funksiyalarni mos go‘yamiz. Bu
bog‘lanishlar YMMS ning ichki bog‘lanishlari deyladi. A matritsaning golgan

elementlariga, ya’ni a,, i=12,..m, j=m+1m+2.n, i<j(i>j) elementlariga

i
erkin gism sistemalar bilan berilgan YMMS bilan birga xarakterlanuvchi tashqi
sistemalar orasidagi bog‘lanishlar ( teskari bog‘lanishlar) ni mos qo‘yamiz. Bu
bog‘lanishlar tashqi bog‘lanishlar deyiladi. Agar m=n bo‘lsa, tashqi
bog‘lanishlar garalmaydi, ya’ni barcha bog‘lanishlar ichki bog‘lanishlar bo‘ladi.
Bunday o‘rnatilgan moslikda matritsaning mos bo‘Imagan diagonalidagi
elementlarga o‘zaro muvozanatlashuvchi erkin qgism sistemalar orasidagi
bog‘lanishlar va teskari bog*lanishlar mos keladi. Agar m — juft bo‘lsa, u xolda
xar bir erkin gism sistemaga mos muvozanatlashtiruvchi erkin gism sistema

mavjud bo‘ladi. Agar m —toq bo‘lsa, u xolda a elementga mos erkin gism

m+1 m+1

22
sistemaga muvozanatlashuvchi gism sistema mavjud bo‘Imaydi. Shuning uchun
bu erkin gism sistema etalon gism sistema deyilib, aloxida garaladi. (Masalan,
yirik masshtabli energetik sistemalarda sistemani tashkil etuvchi mashinalar soni
toq bo‘lib, bitta mashina etalon mashina sifatida garaladi). Bunday moslikdan

ko‘rinadiki, transponirlash YMMS lar ichki strukturasi o‘zgarishini aniglaydi.
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Endi A matritsaning barcha elementlarining o‘rinlarini almashtiruvchi,
yuqgorida Kkeltirilgan, trivial (sodda) qoidalarga mos keluvchi, matritsani
transponirlashning ta’riflarini keltiramiz.

Ta’rif 1.15.

1. A matritsaning satrlarini (ustunlarini) ustunlari (satrlari) bilan to‘g‘ri

tartibda almashtirib, xosil gilingan A" =(a;), j=12..,n, i=12,..,m, matritsa,

2. A matritsaning satrlarini (ustunlarini) ustunlari (satrlari) bilan teskari

tartibda almashtirib xosil gilingan A* =(a,,, .. ;), i =12..n,i=12,..m

matritsa,
3. A matritsaning i- satrini m+1-i satri bilan almashtirib xosil gilingan

A=(ay,;) i=12.,m, j=12..n, matritsa,

4. A matritsaning j- ustunini n+1-j- ustuni bilan almashtirib, xosil gilingan

A=, ) i=12.m, j=12..n matritsa,

5. A matritsaning i- satrini m+1-i satri bilan, j- ustunini n+1-j- ustuni bilan

almashtirib xosil gilingan A° =(a ), i=12,..,m, j=12,.,n, matritsa,

M el
A matritsani

1) bosh diagonali bo‘yicha,

2) bosh bo*Imagan diagonali bo‘yicha,

3) gorizontal o‘gi bo‘yicha,

4) vertikal o‘gi bo‘yicha,

5) markazi bo*yicha transponirlangan matritsasi deyiladi.

Bu ta’rifning geometrik ma’nosi A matritsaga mos keluvchi to‘g‘ri
to‘rtburchakni

1) bosh diagonalidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq atrofida,

2) bosh bo‘lmagan diagonalidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq atrofida,

3) gorizontal o*qgi atrofida,

4) vertikal o‘qgi atrofida,

5) A matritsa markazi atrofida 180° ga burishni ifodalaydi.

Yuqorida matritsa bilan YMMS o‘rtasida o‘rnatilgan moslikka asosan
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shuni ayta olamizki, ta’rif 1.15 da keltirilgan transponirlangan matritsa mos
ravishda garalayotgan YMMS ichki strukturasini

1) erkin gism sistemalarni o‘zgartirmay, erkin gism sistemalar o‘rtasidagi
bog‘lanishlarni ularga mos teskari bog‘lanishlar bilan o‘zaro almashtirib,

2) 0‘zaro muvozanatlashuvchi erkin qism sistemalar o‘rtasidagi
bog‘lanishlar va teskari bog*lanishlar o*zgarmay, muvozanatlanuvchi erkin gism
sistemalarni o‘zaro va qolgan bog‘lanishlarni (teskari bog‘lanishlarni) mos
ravishda o‘zaro almashtirib,

3) erkin qism sistemalarni o‘zaro muvozanatlashuvchi erkin qism
sistemalar orasidagi bog‘lanishlar va teskari bog‘lanishlar bilan teskari tartibda
almashtirib,

4) erkin qism sistemalarni o‘zaro muvozanatlashuvchi erkin qism
sistemalar orasidagi bog‘lanishlar va teskari bog‘lanishlar bilan to‘g‘ri tartibda
almashtirib,

5) etalon gism sistema (agar bor bo‘lsa) dan tashgari muvozanatlashuvchi
gism sistemalarni o‘zaro va ularga mos barcha bog‘lanishlarni mos teskari
bog‘lanishlar bilan almashtirib, o‘zgartirilishini ifodalaydi.

Eslatma 1. Agar n (m) — toq bo‘lsa, u xolda vertikal ( gorizontal) o‘q
bo‘yicha transponirlashda etalon gism sistema va unga mos vertikal
( gorizontal) bog‘lanishlar va teskari bog‘lanishlar o‘zgartirilmaydi. Agar n (m)
— juft bo‘lsa, bunday gism sistema mavjud emas.

2. Agar n vam - toq bo‘lsa, u xolda markaz bo*yicha transponirlashda
fagat etalon gism sistema o‘zgartirilmaydi, bu gism sistemaga mos bog‘lanishlar
va teskari bog‘lanishlar teskari tartibda o‘zaro almashadi. Agar nvam — juft
bo‘lsa, bunday gism sistema mavjud bo‘Imaydi.

Misollar : 1. X =(x,,X,,...,x,) bo‘lsin. U xolda

X, X

n

X2

XT = Xt x = (X, s Xy gseees X5, X, )

X
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X7 = (X X0 X, ) = X, X = (X Xy Xy)

a; 4, a3 9y
2. A= Ay Ay Ay Ay
Ay Qg Ay Ay

bo‘lsin, u xolda

all a21 a31 a34 a24 a14
AT — a12 a‘22 a‘32 ’ AL — a33 a23 alS '
a13 a23 a33 a‘32 a22 12
a14 a24 a44 a31 a‘Zl 11
al4 a13 a12 a'll a31 a32 a33 a34 a34 a‘33 a32 a3l

! - 0
A = Ay, Ay Ay Ay | A = Ay Ay Ay Ay | A" = Ay Ay Ay Ay |

a34 a‘33 a32 aSl a11 a'12 a13 a14 a14 a13 a12 all

Bevosita tekshirib quyidagi xossalarni o‘rinli ekanligiga ishonch xosil
gilish mumkin.

1. Agar AvaV mxn o‘lchovli, to‘g‘ri to‘rtburchakli matritsalar
bo‘lsa, u xolda

(A+B)"=A"+B", (A+B)'=A*+B*, (A+B)' =A'+B,
(A+B) =A" +B, (A+B)"=A°+B’
2. Agar A —-mxn, o‘lchovli, to‘g‘ri to‘rtburchakli matritsa bo“lib,
a #0 xagiqiy son bo‘lsa, u xolda
(@A) =aAT, (aA)" =aA", (aA) =aA', (ahA) =aA ™, (aA)® = aA’.
3. Agar A —-mxn, o‘lchovli, to‘g‘ri to‘rtburchakli matritsa bo‘lsa, u
xolda (AN =A, (A) =A, (A)=A, (A) =A, (A=A
4. Agar A mxn , V nxm o‘lchovli to‘gri burchakli matritsalar
bo‘lsa, uxolda (AB)" =B'A", (AB)* =B*A*, (AB)° =B°A°
5. Agar A n - tartibli kvadrat matritsa bo‘lsa, u xolda

AHLt=@hr=4, Ay =@)=4, @)=@ =4,
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@ =@ =4t @) =@ =4, @)y =) =4
6. Agar A -n tartibli kvadrat matritsa bo‘lsa, u xolda
A=A ATA) =(A)HAATY =(AAT)I(A) =(ATA)Y (AT
7. Agar A maxsusmas kvadrat matritsa bo‘lsa, u xolda
(AT =(AT)7, (A=A (A =(A) (AT =(A)7, (A =(A")"
8. Agar A n —tartibli kvadrat matritsa bo‘lsa, u xolda
AT =A< [A <A [A]=[A7] = 0|4
bu yerda « — A matritsadan 4' yoki 4~ matritsalarni xosil gilish uchun A

matritsaning satr yoki ustunlarini almashtirishlar soni.
Bu tengliklarning to*g‘riligi ta’rif 1.15 va determinantning xossalaridan

kelib chigadi.
9. Agar A n-tartibli kvadrat matritsa, E n-tartibli birlik matritsa va

2 sonli parametr bo‘lsa, u xolda |A™ - AE|=|A" - 2E| = |A° - 2E| = |A- AE]
Bu tengliklarning to‘g‘riligi  1.,2.,7. xossalar va E=E" =E'=E°

ekanligidan kelib chigadi.
10. Agar Sp(A) — A matritsaning izi bo‘lsa, u xolda
Sp(A") = Sp(A*) = Sp(A”) = Sp(A),

11. Agar rang(A)-A matritsaning rangi bo‘lsa, u xolda

rang(A") = rang(A") = rang(A') = rang(A™) = rang(A°) = rang(A)

12. A kvadrat matritsa bo‘lib, A,, AT, AX, A° (Ai, A1, A, AL i=12,...n lar
mos ravishda A A",A“,A° matritsalarning bosh minorlari (ularning mos
to‘Idiruvchi minorlari) bo‘lsin. U xolda quyidagi tengliklar o‘rinli:

A, =§2_i, i=12,.n-1, A, = A =|A/=|A" 13)
A =Ani, 1=12,...,n-1,
A=A}, =120, A, =A] =|A=|AT|
— (1.4)
Ay =Ani, 1=12,.,n-1 A, =A; =|A =|A"]
Bu tengliklarning to‘g‘riligi ta’rif 1.15 , 7. xossa va determinantning
xossalaridan kelib chigadi.
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§ 3. Simmetrik matritsalar

A- n- tartibli kvadrat matritsa bo‘Isin, ya’ni A=(a;),i,j=12...n

Ta’rif 1.16. A matritsa simmetrik deyiladi, agarda uning xar bir elementi
uchun shunday element mavjud bo‘lib, bu elementlar juftliklari biror nugta yoki
to‘g‘ri chizigga nisbatan o‘zaro simmetrik bo‘lsa. Bu nuqgta yoki to‘g‘ri chizigda
yotuvchi elementlar 0z o“ziga simmetrik deyiladi.

Simmetrik kvadrat matritsaning barcha ko‘rinishlarini aniglash uchun
quyidagicha belgilashlar kiritamiz. A- n- tartibli kvadrat matritsaga gandaydir
kvadrat mos keladi.

1. Kvadratning chap (o‘ng) diagonalini A matritsaning bosh (bosh
bo‘lmagan) diagonali deb ataymiz,

2. Kvadratning vertikal (gorizontal) simmetriya o‘gini A matritsaning
vertikal (gorizontal) o*gi deb aytamiz.

3. Kvadratning simmetriya markazini A matritsaning markazi deb
aytamiz.

Ta’rif 1.17. A- n- tartibli kvadrat matritsa
1)  bosh diagonalga nishatan simmetrik matritsa deyiladi, agarda
A" =A ya'ni a; =ay,i,j=12,..,n bo‘lsa,
2) bosh bo‘lmagan diagonalga nisbatan simmetrik matritsa

deyiladi, agarda A* = A, ya'ni a; =a i,j=12,..,n bo‘lsa,

n+l-j,n+1-i?
3)  vertikal o‘qga nisbatan simmetrik matritsa deyiladi, agarda

A=A ya'ni a; =a i,j=12,..,n bo‘lsa,

i,n+l-j°
4)  gorizontal o‘qga nisbatan simmetrik matritsa deyiladi, agarda
A =A yania =a i,j=12,.,n bo‘lsa,

n+l-i,j !
5)  matritsa markaziga nisbatan simmetrik matritsa deyiladi,

agarda A°=A ya'ni a; =a i,j=12,..,n bo‘lsa,

n+l-i,n+1-j?
Shuni aytib o‘tamizki, bosh va bosh bo‘lmagan diagonallarda A
matritsaning elementlari mavjud, vertikal va gorizontal o‘glarda esa n- juft

bo‘lganda A matritsaning elementlari mavjud bo‘lmaydi, n- toq bo‘lganda
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mavjud bo‘ladi, matritsa markazida n- juft bo‘lganda matritsa elementi mavjud

emas, n- tog bo‘lganda a element matritsa markazida yotadi.

il nil
22

E birlik matritsa bosh va bosh bo‘Imagan diagonallar, xamda matritsa
markaziga nisbatan simmetrik bo‘ladi.

Ta’rif 1.18. R" fazodagi n ta erkin gism sistemalardan tashkil topgan
YMMS

1) erkin gism sistemalarga nisbatan simmetrik deyiladi, agarda uning
mos bog‘lanishlari va teskari bog*lanishlari bir xil bo‘lsa,

2) o‘zaro muvozanatlashuvchi erkin qism sistemalar o‘rtasidagi
bog‘lanishlar va teskari bog‘lanishlarga nisbatan simmetrik deyiladi, agarda
muvozanatlashuvchi erkin qism sistemalar juftliklari o‘zaro va o‘zaro
muvozanatlashuvchi erkin gism sistemalar o‘rtasidagi bog‘lanishlardan boshqga
bog‘lanishlar o*zlariga mos teskari bog*lanishlar bilan bir xil bo‘Isa.

3) YMMS markaziga nisbatan simmetrik deyiladi, agarda
muvozanatlashuvchi erkin gism sistemalar juftliklari o‘zaro va barcha
bog‘lanishlar ozlariga mos teskari bog*lanishlar bilan bir xil bo‘lsa.

Ta’rif 1.17 dan simmetrik matritsalarning quyidagi xossalari kelib
chigadi.

1. Bosh va bosh bo‘lmagan diagonallariga nisbatan simmetrik bo‘lgan
matritsalar shu matritsa markaziga nisbatan xam simmetrik bo*ladi.

2. Vertikal va gorizantal o‘glarga nisbatan simmetrik bo‘lgan
matritsalar shu matritsa markaziga nisbatan xam simmetrik bo‘ladi.

3. Vertikal (gorizontal) o‘qga nisbatan simmetrik bo‘lgan matritsalar
maxsus matritsalar bo‘ladi.

4. Ixtiyoriy A kvadrat matritsa uchun quyidagilar mos ravishda bosh
diagonalga, bosh bo‘lmagan diagonalga, vertikal o‘gga, gorizontal o‘qga va

matritsa markaziga nisbatan simmetrik matritsalar bo‘ladi.

S, =%(A+ A"), S, =%(A+ A%, S, :%(A+ AY, S, :%(A+ A), S, =%(A+ A%),
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5. Agar A kvadrat matritsa bosh (bosh bo‘lmagan) diagonalga,
vertikal (gorizontal) o‘qga, matritsa markaziga nisbatan simmetrik matritsa
bo‘lsa, u xolda

Al(i=12..), oA, TAT
lar xam mos ravishda bosh (bosh bo‘Imagan) diagonalga, vertikal
(gorizontal) o*gga, matritsa markaziga nisbatan simmetrik matritsa bo‘ladi. Bu
yerda T - A matritsa bilan bir xil tartibli bo‘lgan maxsusmas kvadrat matritsa, «
- Xaqigly son, *- mos transponirlash belgisini bildiradi.

6. Agar A maxsusmas kvadrat matritsa bosh (bosh bo‘lmagan)
diagonalga, matritsa markaziga nisbatan simmetrik bo‘lsa, u xolda A™ xam mos
ravishda bosh (bosh bo‘lmagan) diagonalga, matritsa markaziga nisbatan
simmetrik bo‘ladi.

7. Agar A va B kvadratik matritsalar 0‘z markazlariga nisbatan
simmetrik matritsalar bo‘lsa, u xolda AB va BA matritsalar o‘z markazlariga
nisbatan simetrik matritsalar bo‘ladi.

8. Agar A n- tartibli kvadrat matritsa 0‘z markaziga nisbatan simmetrik
bo‘lib, A,, i=12,..,n bu matritsaning bosh minorlari, A; - shu minorlarga mos
to‘Idiruvchi minorlar bo‘lsa, u xolda

A, =Ani, i=12,..,n-1 (1.5)
9. Agar A n- tartibli kvadrat matritsa 0‘z markaziga nisbatan
simmetrik bo‘lsa, u xolda
Ai>0,i=12..,n-1 A =|A>0 (1.6)
shartlar A matritsaning musbat aniglangan bo‘lishi uchun zarur va yetarli
shartlar bo‘ladi. A matritsaning manfiy aniglangan bo‘lishi uchun (1.6) shartlar
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.
(-1)'Ai >0, i=12,..,n-1, (-1)" A, =|A >0 (1.7)
10.Agar A n- tartibli kvadrat matritsa 1) bosh diagonalga, 2) bosh
bo‘Imagan diagonalga, 3) vertikal o‘qga, 4) gorizontal 0‘qga, 5) matritsa

markaziga nisbatan simmetrik matritsa bo‘lsa, u xolda bu matritsani mos
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ravishda quyidagicha blok matritsalar ko‘rinishida yozish mumkin:

Al B A’l a1 Bl
1) n=2k da Az[ - J n=2k+lda A=|a] a.,. a;
' i BZI-.I- aZ A2
Ai C Al al Cl
2) n=2k da A:[C A} J n=2k+lda A=|a] a,,.. a
2 ¢l a A
A A Aa A
3) n=2k da Az( ,J, n=2k+lda A=|(a]) a.,,.. @) |
AZ A2 ’
AZ aZ A;
Al a‘l Bl
— _ A B, — T T
4)yn=2kda A= A B n=2k+lda A=|a/ a.,. &
1 A3 B
Ai B Al a'2 Bl
5) n=2k da A:[BO Aio ] n=2k+lda A=|a a.,. @)%}
l B, a A

bu yerda barcha blok matritsalar k-tartibli
a, = (ak+1,1’ak+1,2 ----- ak+1,k)T! a, = (ak+1,k+2'ak+1,k+3 ----- ak+l,n)T
Ta’rif 1.19. A=(a;) n- tartibli kvadrat matritsa

1) bosh diagonalga nisbatan kososimmetrik (antisimmetrik)

deyiladi, agardaA™ =-A, ya’'ni a, =-a,, i, j=12..,n, bo‘lsa:

ij ji
2) bosh bo‘lmagan diagonalga nisbatan kososimmetrik deyiladi, agarda

At =-A ya'ni a;=-a i,j=12,.,n, bo‘lsa:

n+1-j,n+1-i?
3) vertikal o‘gga nisbatan kososimmetrik deyiladi, agarda A’ =-A, ya’ni

a, =-a i,j=12,..,n, bo‘lsa:

ij i,n+l-j°
4) gorizontal o‘qga nisbatan kososimmetrik deyiladi, agarda A~ =—A, ya’ni

a;, =-a i,j=12,.,n, bo‘lsa:

ij n+l-i,j !

5) matritsa markaziga nisbatan kososimmetrik deyiladi, agarda

A=A ya'ni a; =-a i,j=12,..,n, bo‘lsa.

n+l-i,n+1-j?
Bu ta’rifdan quyidagilar kelib chigadi:
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1. Xar ganday A kvadrat matritsa uchun quyidagilar mos ravishda bosh
diagonalga, bosh bo‘Imagan diagonalga, vertikal o*gga, gorizontal 0‘qqa,

matritsa markaziga nisbatan kososimmetrik matritsalar bo‘ladi
= 1 = 1 = 1 = 1 = 1
Si==(A-A"),S2==(A-A"), Ss==(A-A"), Su==(A-A"), Ss=—(A-A°
12()22()32()42()52()

2. Agar A kvadrat matritsa bo‘lsa, u xolda
A=S, +Si, i=12345

A matritsani mos ravishda bosh diagonalga, bosh bo‘lmagan diagonalga,
vertikal o‘qga, gorizontal o‘gga, matritsa markaziga nisbatan simmetrik va
kososimmetrik bo*lgan matritsalar yig‘indisiga yoyilmasi bo‘ladi.

3. Agar A n- tartibli kvadrat matritsa 1) bosh diagonalga, 2) bosh
bo‘liagan diagonalga, 3) vertika o°‘qga, 4) gorizontal o°‘gga, 5) matritsa
markaziga nisbatan kososimmetrik bo‘lsa, u xolda bu matritsani mos ravishda

quyidagicha blok matritsalarga ajratib yozish mumkin

Al B Al a'l Bl
1) n=2k da Az[ ¥ AlJ n=2k+lda A=|-a] -a.,., a |
. ? _BlT —a, Az

C Al a‘l Cl
—1A1J‘ J; n:2k+1 da A= a; _ak+1,k+l _a;— !
C1T —a, o All

A1 -4 _A1’ J

2) n=2k da Az(

3) n=2k da A:[Ai ‘Al'), n=2k+1 da A=

(ail')! — k41 _(a;—),

A A
? ? Az —4a, _Aé
Al B A1 —a Bl
4) n=2k da A:( A Bl_ ] n=2k+lda A=|-a] -a.,., -a
1 -A  -a, -B
Al B Ai a2 Bl
5) n=2k da Az[ . :\fj n=2k+lda A=| a -a... —(@)°]
l -B -a; - A

bu yerda barcha blok matritsalar k-tartibli

_ T _ T
al - (ak+1,1’ak+l,2 7777 a‘k+1,k) ’ a'2 - (ak+1,k+2 ’ ak+1,k+3 7777 ak+1,n)
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Ta’rif 1.20. A=(a;) n—tartibli kvadrat matritsa

1) bosh diagonalga nisbatan ortoganal deyiladi, agarda A™ = A™ bo‘lsa,

2) bosh bo‘lmagan diagonalga nisbatan ortoganal deyiladi, agarda A" =A™
bo‘lsa,

3) vertikal o‘gga nisbatan ortoganal deyiladi, agarda A'= A bo‘lsa,

4) gorizontal o‘qga nisbatan ortoganal deyiladi, agarda A~ = A™ bo‘lsa,

5) matritsa markaziga nisbatan ortoganal deyiladi, agarda A° = A™ bo‘lsa.

Bu ta’rifdan kelib chigadiki, agarda A va B kvadrat matritsalar bosh
(bosh bo‘lmagan) diagonalga, vertikal (gorizontal) o‘qga, matritsa markaziga
nisbatan ortoganal bo‘lsa u xolda A™ va AB matritsalar xam mos ravida bosh
(bosh bo‘lmagan) diagonalga, vertikal (gorizontal) o‘qga, matritsa markaziga
nisbatan ortoganal bo‘ladi.
8 4. A- matritsalar. Elementar bo‘luvchilar.

Ushbu Ma’ruza yordamchi xarakterda bo‘lib, chizigli avtonom
sistemalarning turg‘unlik shartlarini aniglash uchun kerak bo‘ladigan yordamchi
tushunchalarni o“z ichiga oladi.

Elementlari gandaydir A parametrning f;; (A) ko‘rinishdagi ko‘pxadlaridan

fu(4) ... f,(2)
F(/’L)—[ ]

iborat bo‘lgan

Wd) o f(2)

kvadratik matritsani gqaraylik. Bunday matritsalar A- matritsalar deyiladi.

vk (A) (k=1,2,3,...,n) orkali F(A) matritsaning barcha k-tartibli minorlarining
eng katta umumiy bo‘luvchisini belgilab, bosh xad oldidagi koeffitsientni
birga teng qilib tanlaymiz. Osongina ko‘rsatish mumkinki v¢(A) ko‘pxadning bu
aniglanishidan quyidagi xulosani chigarish mumkin: agar gandaydir k- tartibli
minor o‘zgarmas songa teng bo‘lsa, u xolda vy = vi1 =..= vy =1 bo‘ladi.
Chunki bu minor vy ga bo‘linishi, v esa

Vk-1 3y Vk-2 5--y V1
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larga bo‘linishi kerak.

Vk(x) _ B ~
Vk,l(x) = Ek(7\«) k=1,2,3..n, vo=1

(1.8)
isbot bilan aniglanuvchi ko‘pxad F(A) matritsaning invariant ko*paytuvchisi
deyiladi. Ravshanki,
vik(M)=E1(A)-E2 (V) ... Ex (V)
bo‘lib, v,(L) 0‘zgarmas ko‘paytuvchi anigligida F(A) ning determinantiga teng,
ya’'ni
vn (A) =8 det F(A)=E.(}) E;(V)...E, (M).
Ex(2) invariant ko‘paytuvchini ko*paytuvchilarga ajratamiz.
Ec(M)=(A11) (A1) ke (A2p)' o
bu yerda
AMAg,...,hp lar detF(A)=0
tenglamaning xar xil ildizlari.
Anigki 1,>0, k=1,2,...,n; r=1,2,....p.
Bundan tashqari, agar k<k' bo‘lsa, ly; <l bo‘ladi. Chunki Ey(A) (1.8) ko‘pxad
Ex ko‘pxadga bo‘linadi. Ex(A) ning ko‘paytuvchilari tarkibiga kiruvchi
o‘zgarmas sondan fargli bo‘lgan (A-A,)™" ikkixad A matritsaning elementar
bo‘luvchilari deyiladi. Ularning umumiy sonini m bilan belgilab, ularni
o“zlarini
(220", (ho)'s, (A
lar orgali belgilaymiz. Chunki 2, sonlarning ichida o‘zaro tenglari bo‘lib , (A-

)" binom xar xil E, invariant ko*paytuvchilar tarkibiga kirishi mumkin.

Misol: F(r)= {(kx 111)3 (7; :11)2}

matritsa uchun quyidagi to‘rtta birinchi tartibli  (A+1)°, (A+1)%, A+1, A+1
minorlarni tuzish mumkin bo‘lib, ularning eng katta bo*luvchisi

Vlz}\.-i-l
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bo‘ladi.
Berilgan misoldagi matritsa uchun bitta ikkinchi tartibli minor bo‘lib,

(L+1° (A+1)

A +1)° =
A+l A+l

uning eng katta umumiy bo‘luvchisi
vo =A(A+1)°

bo‘ladi. (1.8) formuladan foydalanib invariant ko‘paytuvchilarni topamiz.

E,=v,=A+1 E, :V—sz(x+1)2

Vi
Misolda garalayotgan matritsa uchun elementar bo‘luvchilar A+1, &, (A+1)?
bo‘ladi. Bu yerda ildizlar A;=-1, A,=0, Az=A4s=-1
Bu ildizlar
detF(A)=0,

tenglamaning xam ildizlari bo‘ladi. Ammo A=-1 tenglamaning uch karrali
ildizi bo‘lib, bir elementar bo‘luvchi uchun oddiy, boshqgasi uchun ikki
karralidir.

F(A) matritsaning normal diogonal ko‘rinishi deb

E, 0 ... 0
0 E, ... 0
0 0 .. E

matritsaga aytiladi. Bu yerda E;,E,,....E,- F(A) matritsaning invariant

ko‘paytuvchilari. Masalan, yuqorida garalgan misoldagi matritsaning normal

[}Lgl X(kil)z}

A- matritsalarni elementar almashtirishlar deb quyidagi operatsiyalarga

diogonal ko‘rinishi,

matritsadan iborat bo‘ladi.

aytiladi:
a) ikkita satr yoki ikkita ustunini o‘zaro almashtirish;
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b) gandaydir satri (ustuni) ning barcha elementlarini bitta noldan farqli
0‘zgarmas ko‘paytivchilarga ko‘paytirish;

v) gandaydir satri (ustuni) ning barcha elementlarini ko*paytirilgan
eementlarini  boshga satr (ustun) ning mos elementlariga  ko‘shish,
+uyidagilarni isbotlash mumkin:

a) Elementar almashtirishlar A-matritsa elementar  bo‘luvchilarni
0‘zgartirmaydi;

b) ixtiyorty  A-matritsani chekli sondagi almashtirishlar bilan normal
dioganal ko‘rinishiga keltirish mumkin.

Bu jumlalarning to‘g‘riligining isbotini keltirmay, yuqoridagi misoldagi

matritsani normal shaklga keltiramiz:

{(xu)s (mﬂ_{xu % +1 }_}[xu x+1}%
A+l A+l A+1 (1] T{(A+1? (1)
A+l 0 A+l 0
%{(xu)z x(ml)z}_{ 0 x(ml)z}

Bu yerda avval birinchi satrni ikinchisi bilan , birinchi ustunni mam
ikkinchisi bilan almashtirdik. Keyin birinchi ustundan ikkinchisini ayirdik.
Nixoyat oxirida birinchi satrni A+l ga ko‘paytirib ikkinchi satrdan ayirdik

§ 5. Jordon kataklari.
Umuman aytganda, ko‘p xollarda elementar almashtirishlar elementar
bo‘luvchilarni topishda ishlatiladi.

Quyidagi |, tartibli matritsani garaylik.

%, 0 0 0 .. 0

1 2 0 0 ... 0

0 1 % 0 .. 0 0
), =

0 0 0 0 .0

0 0 0 0 1 A

Bunday ko‘rinishdagi matritsalar Jordon kataklari yoki elementar yashiklar
deyiladi.
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Bundan foydalanib J;-AE-A-matritsani tuzamiz;

AM-L O 0 o0 0 0
1 a-A 0 0 0 0
1 a-2 0 0 0
J,-AE =
0 0 0 0 h-L O
0 0 0 0 1 -2

Bu matritsaning  birinchi  satr va oxirgi ustunini o‘chirib golgan

elementlardan I;-1 tartibli minor tuzamiz.

1 4-1 0 0 ]
0 1 A4-4 0

0 0 0 0 .. A4-4
0 o0 0o 0 .. 1 |

Bu minor 1 ga teng bo‘lgani uchun v; = v, =v;;=1 bo‘ladi. Ikkinchi

tomondan yagona |;-tartibli minor quyidagiga teng:
det(J; - AE)=(hy - 1) "
Demak,
vy, =(A-24) !

Bu yerda A va A; larning o‘rinlari almashtirildi, chunki v,; ning bosh xadi
oldidagi koeffitsienti 1 ga teng bo‘lishi kerak

(1.8) formuladan foydalanib invariant ko‘paytuvchilarni topamiz:

Ey=1, E;=1, .., E =1, E,=(A-Ay) ".
Bundan ko*rinadiki, J,- AE matritsa fagat bitta (.- 4.1) "
ga teng elementlar bo‘luvchiga ega.

Endi elementlari a,; 0‘zgarmas sonlardan iborat bo‘lgan A ixtiyoriy kvadrat

matritsani karaymiz. A-AE A - matritsani tuzamiz (u A matritsaning

xarakteristikasi deyiladi)
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T
Bu matritsaning elementar bo‘luvchilarini topamiz
- 2)', - 22) 2 o, O A) '™
Bu elementar bo‘luvchilarning xar biri A (k=1,2,3,...,m) ildiziga o‘zining
mos Jyx Jordon katagi mos keladi. Berilgan A matritsa uchun Jordonning

normal ko‘rinishi deb, diogonaldagi elementlari Jordon kataklaridan, qolgan

elementlari nollardan iborat bo‘lgan

J, 0 0
o2 0
0 0 J

ko‘rinishdagi matritsaga aytiladi.
Ravshanki, J-AE matritsaning elementar bo‘luvchilari xarakteristik matritsa
elementar bo*luvchilari bilan ustma ust tushadi.
Bundan tashkari,
IA-LE| =0
xarakteristik tenglamaning ildizlari elementar bo‘luvchilarning ildizlari bilan
ustma-ust tushadi.

Misol 1.

2 -1 -1 -
1 -1 0 0
4 1 -1 -
5 1 2 2

Bu matritsani Jordonning normal ko‘rinishiga keltirish uchun avval A-AE

xarakteristik matritsaning elementar bo‘luvchilarini topamiz.
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Buning uchun elementar almashtirishlardan foydalanamiz. Birinchi satrni
-1 ga ko‘paytiramiz. Keyin oxirgi ustunni -(2+ A) ga ko‘paytiramiz va birinchi
ustunga go‘shamiz; bundan keyingi oxirgi

ustunni ikkinchi va uchinchi ustunlargday ayiramiz:

0 0 0 1
1 -1-» 0 0

A-LAE=
—2+A 2 -2 -1

(A+17 —@-2) A 2-2
Birinchi satr uchinsiga qo‘shamiz, keyingi birinchi satrni  2-A ga
ko‘paytirib to‘rtinchi satrdan ayiramiz; bundan keyin oxirgi ustunni birinchi
ustun o‘rniga keltiramiz:

1 0 0 0
0 1 -1-2 0
o o—2+n 2 -2
0 (I+A) —-1-2 A

A-\E

Ikkinchi ustunni 1+A ga ko“paytirib, uchinchi ustunga go*shamiz

1 0 0 0
0 1 0 0
0 —2+x —All-2) -2x
0 (+af A2+r+22) 2

A—-LE =

Endi ikkinchi satrni avval -2-A ga ko*paytirib, uchinchi satrga ko*‘shamiz;
keyin ikkinchi satrni -(I+1)* ga ko‘paytirib to‘rtinchi ustunga ko‘shamiz.

Bundan keyin to‘rtinchi ustunni -(1-A) ga ko‘paytirib uchinchi ustunga

go‘shamiz:
10 0 0
01 0 0
A-AE =
00 0 Sy
0 0 AL+AY A

Uchinchi satrni to‘rtinchi satrga qo‘shamiz, keyin bu satrni -1 ga

ko*‘paytirib, to‘rtinchi ustunni uchinchi ustun bilan almashtiramiz:
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100 0
010 0
00 A 0
0 0 0 A1+2)

Nihoyat A-AE xarakteristik matritsaning normal diogonal ko‘rinishi hosil
bo‘ldi. Bundan quyidagilarni topamiz:
E =1, E;=1, Eg=\, E4=A(1+1)?
Demak, A-AE matritsa ildizlari A,=0, A\,=0,
A3=A4=-1,
bo‘lgan uchta
A A, (AH)?
elementar bo*luvchiga ega.
Har bir elementar bo*luvchiga o‘zining Jordon katagi mos keladi:
M=0dal;=1; A,=0dal,=0; Az=-1dalz=2
bo‘lgani uchun
J1=[0]  J.=[0]

5 -1 0
3 1 _
Endi qaralayotgan matritsa uchun Jordonning normal ko‘rinishini

quyidagicha yozamiz:

0 O
0 O
-1 0

o O O O

-2 -1 -1 -1
1 -1 0 O
-5 0 -2 -3
6 2 3 3

Avval xarakteristik matritsani tuzamiz.
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Elementar almashtirishlar yordamida bu A matritsani quyidagi ko‘rinishdagi
normal diogonal ko‘rinishga keltiramiz:
0 0
0 0
1 0
0 A,(A+1Y

o O - O

Bundan invariant ko‘paytuvchilarni topamiz:
E.=1, E,=1, Es=1, E,;=A*(A+1)?
Demak, A-AE matritsa ildizlari
M=Ao =0, Az=hg=-1
bo‘lgan fagat ikkita 2% (A+1)* elementar bo‘luvchilarga ega bulib, xar bir

elementar bo‘luvchiga bittadan

5 - 00
1o
Jordon kletkasa mos keladi.

Endi garalayotgan matritsa uchun jordonning normal formasini yoza olamiz.

00 0 O
100 0
oo -1 0
00 1 -1

Bu misolardan shuni  ko‘ramizki, xar ikkala misolning Xxarakteristik
tenglamalari bir xil ildizga ega, ammo Jordonning normal formasi xar xil.
Buning sababi shuki birinchi misolning xarakteristik matritsasi uchta elementar
bo‘luvchiga, ikkinchi misoldagi matritsa esa faqgat ikkita elementar bo‘luvchiga

ega.
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§ 6. Asosiy teoremalar.

Endi bizning keyingi izlanishlarimizda kerak bo‘ladigan ikkita chizigli
algebraning teoremalarini isbotsiz keltiramiz

Teoremal.l. Agar A matritsa maxsusmas bo‘lsa, u xolda A-AE va AAA™ -
AE matritsalarning elementar bo*luvchilari bir xil bo‘ladi. Aksincha, agar A-AE
va B- AE matritsalarning elementar bo‘luvchilari bir xil bo‘lsa, u xolda xar
doim B=AAA™ tenglikni ganoatlantiruvchi A maxsusmas matritsa topiladi.

Ayrim mualliflar bu teoremani algebraning asosiy teoremasi deb ataydilar.

Teoremal.2. Agar A va C lar s - tartibli simmetrik, kvadratik matritsalar

bo‘lib, A aniq ishorali bo‘lsa, u xolda
1) det(A A+C)=0 xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari haqiqiy;
2) har doim shunday A maxsusmas matritsa topiladiki, unda

ATAA=E , ATCA=S,

bo‘ladi.
Bu yerda E birlik matritsa.
c, O 0
C, = 0 c, 0
0 0 ..o

bo‘lib, ¢4, Cy,..., Cs lar xarakteristik tenglamaning ildizlari.
Teoremaning ikkinchi gismi quyidagi tasdigga teng kuchlidir: Agar
quyidagi ikkita

1 _ 1 S S
T:i x=§ :l;ak,xkx,,
HZ—CY YZ%ZSZZS:mekxl '

k=1 i=1

kvadratik formalar berilgan bo‘lib, ularning birinchisi musbat aniglangan
bo‘lsa, u xolda shunday A maxsusmas matritsali x= Az chizigli almashtirish

topiladiki, unda
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1 ___1 2 2 2
H=§coz-z:§(clzl+czzz+...+cszs)

Teoremal.2 ning ikkinchi gismidagi ikkinchi tengligidan
detCo=det A" detC det A
tenglikni hosil qilib, detSo=detC ekanligini e’tiborga olsak va det A=A deb
olsak,
detCq = A’ detC

hosil bo‘ladi.

Shuning uchun C, diogonal matritsa bo‘lgani uchun detCy=c; c, ... s,
bo‘lib, s; S, ... sS¢ =detC ko‘rinishni oladi .

Bundan tashkari ortogonal almashtirishda ixtiyoriy B kvadrat matritsaning

izi A"BA matritsaning iziga teng, ya’ni

ekanligini isbotlash mumkin.
Mashglar:
1. Quyidagi matritsalar ustida algebraik amallarni bajaring.
1 2 0 4 6 0
a) A=< 0o 2 0 ) B:(—S -5 0)
-2 -2 -1 -3 -6 1
13 16 16 3 0 8
b) A = (—5 —7 —6> B—< 3 -1 6 )
-6 -8 -7 -2 0 =5
-4 2 10 7 =12 =2
C)A=(—-4 3 7) B—<3 —4 0)
-3 1 7 -2 0 =2
-2 8 6 0 3 3
dA=(-4 10 6 B=<—1 8 6 )
4 -8 —4 2 —-14 -10
-1 1 1 8 30 -—14
e)A=|-5 21 17 B=<—5 -19 9 )
6 —26 -21 -6 -23 11
4 5 =2 3 7 =3
DA=(-2 -2 1 B—<—2 -5 2 >
-1 -1 1 -4 =10 3
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9 22 -6 1 -1 2
g)A=<—1 —4 1) B(S -3 6)
8 16 -5 2 -2 4

. Quyidagi matritsalarning normasini xisoblang.

0 4 10 1 4 1 1 2 1 0
4 8 18 7
2.4 2 0 31 1 2
10 18 40 17 S PR
1 7 17 3
i(l)il 21 1 1 2 1 2 1
- 5(-1 4 o 6.(2 1 2
11 4 56 5 I T2 3
2 -1 5 6

. Umumlashgan transponirlangan matritsalarning 1-12 xossalarni
isbotlang.

. Umumlashgan transponirlangan matritsalarning boshga xossalarini
aniglang.

. Umumlashgan simmetrik matritsalarning 1-10 xossalarni isbotlang.

. Umumlashgan simmetrik matritsalarning boshga xossalarini aniglang.
. Quyidagi 2 - matritsalarni avval elementar almashtirishlar yo’li bilan,

so’ngra invariant ko’paytuvchilardan foydalanib kanonik ko’rinishga

keltiring.
M2 +21-1 /13+AZ+/1+2||
. AQ) =
(4) 23— 21 21% + 27
A+1+1 A+2
AL =
(4) 2A /12—3/1—1”
A2 +1 ”
AL =
(4) A /12+/1
. A+1
CAQ) = /1 12_1”
0 1 A
LA = 2 2 1
A2—21 A2—-1 A2-1
|l A2 /1+1
A=t ||
A A% 0
AN =2 2 o
0 0 22
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8. Quyidagi matritsalarni Jordonning normal formasiga keltiring.

4 6 0
(= = o)
-6 1

I
Ul

I
_ N

DO

&

2

10
-8
1
21

—26

0
0)
-1

-3

16 3 0
<) (s -
-7 -2 0
10 7 —12
7) < 3 —4
7 -2 0
6 0 3
6) (—1 8
—4 2 —14

1 8 30
p) (s o
-21 -6 -23
—2 3 7
) (= -
1 -4 =10

—6
1 )
-5

8
6 )
-5
—2
0 )
—2
3
6 )
—10
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11-BOB
KOMPLEKS SIMMETRIK, KOSOSIMMETRIK VA
ORTOGONAL MATRITSALAR.

Ushbu bob kompleks simetrik, kososimmetrik va ortoganal
matritsyalarni o'rganishga bag ishlangan bo’lib, unda bu matritsiyalar
ganday elementlar bo’luvchilarga ega bo'lishi mumkinligi va ularning
norma formalari garab chigiladi. Bu formalar oddiy xolatdagiga garaganda

sezilarli darajada murakkab strukturaga ega.

81. Kompleks ortaganal va unitar matritsyalar

uchun ba’'zi formulalar.

Lemma 2.1. L agar G matritaya bir vagitning o'zida Ermit matritsyasi
bo'lib, ortogonal bo'lsa, ya'ni GT =G =G bo’lsa, u holda u quydagi
ko rinishda tasvirlanadi:

G =1, (2.1)
bu yerda 1 -xaqigiy simmetrik involyutiv (l2 =E) Kklatritsa, K —1 bilan o'rin
almashinuvchi bo’lgan kososimmetrik matritsya:

l=1=1", 12=E, K=K=-KT (2.2)
Agar G- yugoridagilarga go'shimcha ravishda musbat aniglangan ermit
matritsasi bo'lsa, (1) formulasida 1=E bo’lib,

G=eK, (2.3)
boladi.

Isboti.

G=S+iT (2.4)
bo’lsin, bu yerda SvaT -xagigiy matritsalar. U holda
G=S-iT va G' =ST +iT" (2.5)
Shuning uchun G=G' tenglikdan S=S", T=-T",ya'ni S-simmetrik,

T - kososimmetrik ekanligi kelib chigadi. Bundan tashqgari (2.4) va (2.5) ga
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asosan GG =E tenglikdan
S?+T?=E, ST=TS (2.6)
ni hosil gilamiz. Buning ikkinchisidan S va T ning ozaro kommutativligi
kelib chigadi.
Malumki, o'zaro kommutativ matritsalar bir hil xaqigiy ortogonal

almashtirish bilan kvazidioganal kanonik formaga keltiriladi. Shuning

uchun
S=O(sl,sl,sz,sz,...sq,sq,szq+l,...sn)O‘l,(O=6=O‘1) (2.7)
T :O{H ,Otl tol l‘ *(t)z t02 ’ ?tq I‘)q IO’O1' ' '1Obﬂ)
bu yerda s;,t;-xaqgiqiy sonlar. Bundan,
S it S it S it
G=S+iT=04| = [ 2 o T " Siquir- -5, O (2.8)
—it, s, [[||-it, s, —it, s,

Ikkinchi tomondan (2.7) ifodalarni (2.6) ga qo'yib quyidagilarni topamiz;

si—tf =1 s;—t; =1...,8] —tf =15,0, =%1...,5, =+l (2.9)
Endi tekshirib ko'rish mumkinki Hiit 'stH tipdagi matritsalarni s> -t*> =1
shartdan har doim quyidagi ko'rinishda tasvirlash mumkin:

. ile ¢
% &)= ee of]
bu yerda |s|=chg, & =shg, £=signS. . Shuning uchun (2.8) va (2.9) ga asosan

quydagiga ega bo'lamiz:

i|° & i|o,, & iH‘l 14

G:O{ie"” H,J_re | H,...,J_re fa ,il,...,il}O‘l (2.10)

yani
G=le',
bu yerda
| =0(£1#1,...,#1)07",
T=0{|2 &]...[ % o ]oo...0p" (2.11)

va
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IK = KI

Agar G-musbat aniglangan ermat matritsasi bo'lsa, uning barch
xarakteristik ~ sonlari musbat bo'ladi. Ammo (2.10)ga asosan G ning
xarakteristik sonlari

+e” te” e te 1 41, .. 1
boladi.
Shuning uchun G-musbat aniglangan bo’lganda (2.10) va (2.11) dagi =+
ishoralar + ishora bilan almashtirilib,
| =0(11,...,L,)0 " =E

boladi.

Teorema 2.1. O-kompleks orthogonal matritsa xar doim quydagi

ko rinishda tasvirlanadi;

0 =Ref (2.12)
bu yerda R-xagigiy orthogonal matritsa, K -xaqigiy kososimmetrik matritsa
yani

R=R=R™, K=K=-K" (2.13)
Isbot. Faraz gilaylik (2.12) formula o'rinli bo’lsin. U holda
0"=0" =eKRT 5 0°0=e®RT Rel =¢iK
bo’lib,

0’0 =g (2.14)
tenglikdan K matritsani aniglashimiz mumkin. Kni aniglaganimizdan keyin
(2.12) tenglikdan Rni topamiz

R=0e (2.15)

U holda R'R=e™00e* =E, vyani R-unitar matritsa boladi.
Ikkinchi tomondan (2.15) dan kelib chigadiki, ikkita orthogonal matritsaning

ko'paytmasidan iborat bo’lgan R matritsa 0'zi orthogonal, yani R'K =E
bo’ladi.
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Demak, R bir vagitning ozida ham orthogonal, ham unitary bo’ladi,
bundan uni xaqiqiy ortogonalligi kelib chigadi. (2.15) ni (2.12) ko'rinishda
yozish mumkin,

Lemma 2.2. Agar D matritsa bir vagitda simmetrik va unitar, yani

D=D"=D"
bo'lsa, u xolda u xar doim quydagi ko'rinishda tasvirlanadi.

D=e, (2.16)
bu yerda S-xagigiy simmetrik matritsa, yani $=S=8"
Isboti.
D=U+V ([U=UV-=V) (2.17)
bo'lsin. U holda

D=U-iv D'=UT+iv'
bo'lsin D=D" dan U=UT,v=VvT kelib chigadi, yani U vaV lar xagiqiy

simmetrik matritsalar.

tenglikdan
U2+V2=E, UV=WU (2.18)
kelib chigadi.

U va V matritsalar o'zaro kamutativ bo’lgani uchun ular bir xil
ortogonal almashtirish bilan kanonik ko'rinishga keladi. Shuning uchun
quydagilarni xosil gilamiz:

U=0(s,,S,,...,8, )0V =0(t,,t,,...,t, )0, (2.19)

bu yerda 0=0=07" s.t, k=1Ln-xagigiy sonlar (2.18) ning birinch

tengligidan st +t2 =1, k=1,n kelib chigadi. Shuning uchun shunday
o k=1n xaqigiy sonlar mavjud bo'lib, s, =cose,, t, =sing,, k=1n
bo'ladi. Bu ifodalarni (2.19) ga qo'yib, (2.17) ga asosan quydagini hosil
gilamiz.

D= O(ei‘/’l,. _.,ein b‘l =e'S, (2.20)
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bu yerdan S=0(¢p,,0,,....0,)0" (2.20)dan s=5=5" ekanligi kelib
chigadi.
Teorema 2.2. U -unitar matritsani xar doim quydagi ko’rinishda

tasvirlash mumkin:

U =Re's, (2.21)
bu yerda R-xagigiy ortogonal matritsa, S-xaqigiy simmetrik matritsa, yani
R=R=R™ §$=5=8§T (2.22)
Isboti. (2.21) formuladan
UT =eRT (2.23)

kelib chigadi. (2.21) va (2.23) ni xadlab ko paytirib, (2.22) ga asosan
ni xosil gilamiz

UTu =e8 (2.24)
tenglikdan lemma 2 ga asosan Sni aniglash mumkin. Shundan so'ng R
matritsani

R=Ue S (2.25)
ko'rinishda aniglaymiz. U holda R" =e™Su™ bo'lib, (2.24), (2.25) va (2.26)
dan

RTR=e™UTue™ =E
kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan, (2.25) ga asosan, R ikkita unitary matritsalar
ko paymasidan iborat, demak, R-unitar matritsa bo'lib, u bir vagitning
0 zida ham ortogon, ham unitar matritsa bo'ladi. Bundan R ning xaqigiy
matritsa ekanligi kelib chigadi. (2.25) formulani (2.21) korinishda yozish
mumkin.

82. Kompleks matritsalarni qutub yoyilmasi.

Teorema 2.3. Agar A=|a -kompleks elementli xosmas matritsa

.
bo’lsa, y holda quydagi yoyilma o’rinli:

A= SO, (2.26)
va
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A=0,S, (2.27)
bu yerda S va S, simmetrik kompleks matritsa, O va O, esa ortogonal
kompleks matritsa bo’ladi,

S=VvAAT = f(AAT) S, =VAT A= f(ATA)
f(1) va f,(1)-1ga nisbatan gandaydir ko phadlar.

(2.26) yoyilmadagi, shuningdek (2.27) yoyilmadagi S va O , mos
ravishda O, va S, matritsalar fagat va fagat A va AT o'rin almashunuvchi
bo’lgandagina o'rin almashinuvchi bo’ladi.

Isboti: (2.26) yoyilmani hosil qilish yetarli, shuningdek bu yoyilma
AT matritsaga qo'yilib, va xosil gilingan formuladan A matritsani aniglab,
(2.27) yoyilmaga kelamiz.

Agar (2.26) orinli bo'lsa, u holda
A=S0, AT =0"S
bo'lib,
AAT =s? (2.28)
bo"ladi.
Aksinch, AAT -xosmas matritsa, ‘AAT‘:|A|2¢O, u holda +4 funksiyasi

bu matritsaning spektrida aniglangan bo’ladi. Demak, shunday f(4)
interpolyatsion kopxad mavjudki,

AAT = f(AAT) (2.29)
bo’ladi. (2.29) simmetrik matritsani 5=+ AAT orgali belgilaymiz. U holda
(2.28) o'rinli bo’ladi, [s|#0 bo'ladi. (2.26) tenglikdan O ni aniglab,

O=S"A
osongina tekshirib ko'ramizki, bu matritsa ortogonal. Shunday qilib, (2.26)

da S va O ozaro orin almashinuvchi bo'lsa, u holda A=SO va

AT =0OS matritsalar ham o'rin almashinuvchi bo’lib,
AAT =s? ATA=075%0 bo'ladi. Aksincha, agar AAT = AT A bo’lsa,

S?2 =050,
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ya'ni O matritsa S?=AAT matritsa bilan o'rin almashinuvchi. Ammo bu
holda O matritsa S = f(AAT) matritsa bilan o'rin almashinuvchi bo’ladi.

Teorema 2.4. Agar ikkita kompleks simmetrik, yoki kososimmetrik,

yoki ortogonal matritsalar
B=T'AT (2.30)
bo'lsa, u holda bu matritsalar ortogonal-o'xshash, yani shunday O

ortogonal matritsa mavjudki, unda
B=0"AO (2.31)
bo"ladi.
Isboti. Teorema shartidan kelib chigsa, q(41) ko’phad mavjud bo'lib,
AT =q(A), BT =q(B) (2.32)
bo'ladi. Bu ko' phad matritsalar simmetrik bo’lgan xolda 4 ga teng,

kososimmetrik bo’lgan xolda esa -1 gateng. Agar A va B ortogonal

matritsalar bo’lsa u holda A va B matritsalarning umumiy spektrida %

uchun g(4) interpolyatsion ko'phad bo’ladi.
(2.32) tengliklardan foydalansak, (2.30) dan
g(B)=T "q(A)T
kelib chigadi, yoki (2.32) ga asosan
BT =T*A'T
bo'ladi. Bundan B=TTAT' . Bu tenglikni (2.30) ga qo'yib
TTTA=ATTT (2.33)
ni topamiz.
T matritsaga teorema 2.3 ni o yamiz.
T=50, (s=sT=f(TT7) 0" =07
(2.33) ga asosan TT' matritsa A matritsa bilan o'rin almashinuvchi, u
holda S= f(TTT) matritsa ham A matritsa bilan o'rin almashinuvchi
bo'ladi, quydagiga ega bo lamiz:

B=0'S*ASO=0"AO.
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83. Ko'mpleks simmetrik matritsalarning normal ko rinishi.

Teorema2. 5. Avvaldan berilgan ixtiyoriy elementar bo’luvchilarga
ega bo'lgan kompleks simmetrik matritsa mavjud.

Isboti. O'ng diogonalidan pastdagi elementlari birga teng, golgan
elementlari nolga teng bo'lgan n-tartibli H  matritsani garaymiz.
matritsaga o'hshash bo’lgan S  simmetrik matritsa  mavjudligini
isbotlaymiz: H

S=THT™ (2.34)

T -almashtiruvchi matritsani

S=THT*=sT =TT H'T’
shartdan kelib chiqib izlaymiz. Bu shartni quydagich yozish mumkin:

VH=H'TV, (2.35)
bu yerda V -simmetrik matritsa bo'lib, T matritsa bilan

TTT =-2iv (2.36)
tenglik orgali bog langan.

Hva F=HT matritsalarning xossalariga ko'ra, (2.35) matritsani

tenglamaning ixtiyoriy VvV yechim quydagi ko'rinishga ega:

00...0 a
VZOO...aOa1 | (2.37)
aa ... a,
buyerda a,,a,...,a,,-ixtiyoriy kompleks sonlar,

Bizga bitta T almashtiruvchi matritsani izlash yetarli, shuning uchun

bu formulaga a, =1 a =...=a,,=0 deb olib, v matritsani quydagicha
aniglaymiz:
00...01
S | (2.38)
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Bundan tashgari T —almashtiruvchi matritsani simmetrik matritsa
ko rinishda izlaymiz:

T=T"T (2.39)
U holda (36) tenglama T uchun quydagich yozamiz:

T? =-2iv (2.40)

Endi T noma’lum matritsani vV ning ko phad korinishda izlaymiz.

V?=E bo’lgani uchun bunday ko'phad sifatida T =oE+ v birinchi
darajali ko'phadni olish mumkin. (2.40) tenglamadan Vv?=E ekanligini
xisobga olib, o+ 8% =0, 2af=-2i ekanligini topamiz. Bu munosabatlardan

a=1 Bg=-i ni aniglaymiz. U holda

T=E-iV (2.41)
bo'ladi. T- xosmas simmetrik matritsa. Shu bilan birga (2.40) dan
1 1

T =2iVIT =2ivT,
2 2
yani
T :%(E+iv) (2.42)

Shunday qilib, H matritsaning S-simmetrik Kkorinishi quydagicha
aniglanadi:

00...01
S:THleé(E—iV)(EHV), v|00 10 (2.43)
10...,00

S matritsa (2.35) tenglamani ganoatlantiradi va v =E bo’lgani uchun
(2.43) tenglikni quydagi ko'rinishda ham yozish mumkin:

2S=(H+HT)+i(HV -VH)=H +H" +i(H-HT ) =
01...00 [0...10

10...00 0...0-1 (2.44)

(2.44) formula H matritsani S simmetrik ko rinishini aniglaydi.
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Agar H -n—tartibli matritsa bo'lsa, uni H=H® deb belgilaymiz. U
holda mos T,v,s matritsalarni T, v s deb belgilaymiz.
Quydagi ixtiyoriy elementar bo’luvchilar berilgan bo’lsin:
(A-2)%(A-2,)%,.. .. (a-2), (2.45)
mos mordon matritsani tuzamiz:
J= {M;(F’l)Jr H®) L ER) L q®) 2 gR) H(P.),}

Xar bir H(Pj) matritsa uchun mos S(Pj) simmetrik formani kiritamiz.

S(Pj):T(P")H(P")h(P")r, j=12,. ..,
dan

ijE(Pj) N S(P,-) :T(Pj)[le(Pj)Jr H (Pj)]{r(Pj)Tl

Shuning uchun

S=E® s 1R 5P 2E®) ., sR)] (2.46)
T=f® TR @) (2.47)
deb olib,
S=TJT*

ga ega bo’lamiz.
S—Jordon matritsasining simmetrik ko'rinishi , S matritsa J matritsaga
0 hshash va (2.46) elementar bo’luvchilarga ega.

Natija2. 1. Ixtiyoriy A=|a kvadrat kompleks matritsa

ik ||i,k:1 -
simmetrik matritsaga 0 xshash.

Natija 2.2. Ixtiyoriy S=|s — kompleks simmetrik matritsa S

.
normal ko'rinishga ega bo’lgan simmetrik matritsa ortogonal —o xshash,
yani shunday O-ortogonal matritsa mavjudki unda quydagi tenglik o'rinli.
S=0S0". (2.48)
Kompleks simmetrik  matritsaning normal ko'rinishi quydagacha
kvazidogonal ko'rinishga ega:
S=E®1s®) 2,eR) 5P 2R, s()] (2.49)
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bu yerda s(P) kataklar quydagicha aniglanadi:

257 = [E®) _jy P P[EE 4 jv @] [H ®) Ly P, i(H (P) _ T }/(P)J
01...00] Joo...10

10...00 00...0-1 (2.50)

84. Kompleks kososimmetkir matritsaning normal ko rinishi.

Teorema 2.6. Kososimmetrik matritsa xar doim juft rang bo'lsin. U
holda K matritsa satirlari orasida rta chizigli bog'liq bo'lganlari
i,,i,,...,i, ~ mavjud bo'lib, qolgan satrlar bu satrlarning chizigli
kombinatsiyasidan iborat bo'ladi. Shuningdek K matritsaning mos
satirlaridan  xosil gilingan ustunlari, agaroxirgi elementlarni -1 ga
ko paytirsak, u holda K matritsaning ixtiyoriy ustuni i,i,,...,i, nomerli
ustunlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat bo'ladi. Shuning uchun r-

tartibli ixtiyoriy minor quydagi korinishda tasvirlanishi mumekin.

it )
Y PO P
bu yerda L -son.

Bundan

K[)o
[ P
ekanligi kelib chigadi. Ammo kososimmetrik toq tartibli  aniglavchi
doimo nolga teng. Demak r-juft son.
Teorema 2.7. 1.Agar 4 K matritsaning xarakteristik son bo'lib,
(=2 (A= 25)7,. .. (A— 2,
lar unga mos elementar bo'luvchilar bo’lsa, u holda -4, ham K

matritsaning Xarakteristik soni bo’lib,

A+ (A+4)2,. . (A+ )t
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lar unga mos elementar boluvchilar bo’ladi.

2. Agar nol soni K- kososimmetrik matritsaning xarakteristik son
bo'lib, u holda K matritsa elementar bo'luvchilari sistemasida nol
xarakteristik songa mos juft darajali elementar bo’luvchilar juft son marta
takrorlanadi.

Isboti. 1. KT va K matritsalar bir xil elementar boluvchilariga ega.
Ammo KT =-K, K ning elementar bo'luvchilari  4,,4,,... larni
~-A4,-4,,...larga almashtirib xosil gilinadi.

2. K matritsaning nol xarakteristik soniga A ko'rinishdagi elementar

boluvchilari b, ta, 22 ko'rinishdagilari b, ta, va xakozo bo’lsin. Umuman

b, barcha AP ko'rinishdagi elementar bo'luvchilarni belgilaymiz. b,,b,,...,
larni juft son ekanini isbotlaymiz.

K matritsaning d defekti nol xarakteristik sonlarga mos keluvchi,
chizigli bog lanmagan xos vektorlar soniga teng, yani 1,4%,... ko'rinishdagi
elementan bo luvchilar soniga teng. Shuning uchun

d=6,+38,+... (2.51)

Teorma 2.6 ga asosan K matritsa rangi juft son bo’lib, d=n-r, u
holda d son n soni ganday juftlikka ega bo’lsa, xuddi shu juftlikka ega.
Shunday tasdigni K* K°®,... matritsalarning d,,d,,... defektlariga nisbatan
ham aytish mumkin, chunki kososimmetrik matritsaning toq darajalari
yana kososimmetrik matritsa bo’ladi. Shuning uchun d, =d, d., d.,... lar bir
xil juftlikka ega.

Ikkinchi tomondan K  matritsani m darajaga ko'targanda bu
matritsaning xar bir A* elementar bo’luvchisi p<m da p ta birinchi darajali
elementar  boluvchilarga yoyiladi, p>m da esa m ta elementar
bo luvchilarga yoyiladi. Shuning uchun K,K3®,... matritsaning 1 ning

darajalari bo’lgan elementar bo luvchilari soni quyidagi formulalar bilan

aniglanadi:
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d, =8, +25, +3(5, +bs, +...),
d, =6, + 26, + 35, + 45, +5(5, + 5, +. . .), (2.52)

(2.51) ni (2.52) bilan birga garab, barch d, =d,d,, d,... sonlar bir xil
juftlikka egaligidan, ¢,,5,,..., lar juft sonlar deb xulosa gilamiz.

Teorema 2.8. Teorema 2.7. dagi 1. va 2. cheklashlarni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy berilgan elementar bo luvchilarga ega bo'lgan
kososimmetrik matritsa mavjud.

Isboti. Awval ikkita (1+4,)° va elementar bo'luvchilarga ega
bo’lgan 2p tartibli.

3P = {4E+H,~4E-H} E=EP H=H), (2.53)
Kvazidiogonal matritsa uchun kososimmetrik matritsani topamiz.

Buning uchun shunday T almashtirish matritsasini izlaymizki, unda
Ty {Pir
matritsa kososimmetrik, ya'ni
Tagng—uTTl[aggp)]TTT =0
yoki
w 3P [Jggp)]Tw =0 (2.54)
tenglik o'rinli bo’lib, W —kososimmetrik matritsa T matritsa bilan
TTT =2iw (2.55)
tenglik orgali bog langan.

W matritsani xar biri p-tartibli bo’lgan to'rtta  kvadratik blokka

W = (Wll WIZJ
W21 W22
U holda (2.54) ni quydagicha tasvirlash mumkin

[wn WIZJ[AOE+H 0 j+[/zoE+HT 0 ](wn WlZJ:O (2.56)

W, W, A0 -4E-H 0 —/10E—H-r W, W,

ajratamiz:
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(2.56) matritsani tenglamaning chap tomonidagi blok matritsalar ustidagi
amallarni bajarib, quydagi to'rtta matritsani tenglamalar sistemasini xosil
gilamiz:
HTW,, +W,,(24,E+H)=
H™W, -W, H
H™W,, -W,, H =
HTW,, +W,,(24,E+H)=0

Oa
0 (2.57)
01

Malumki, agar A va B matritsalar umumiy xarakterstik sonlarga
ega bo'lmasa AX -XB=0 tenglama fagat X =0 yechimga ega. Shunung
uchun (2.57) ning 1- va 4- tenglamalaridan w,; =wW,, =0 Kkelib chigadi.

(2.57) ning 2- va 3- tenglamalari ustida teorema 2.5 ning isbotidagidek

muloxaza yuritib,

0...01
W, v 0...10 (2.58)
.00

ni aniglaymiz. W ning simmetrik matritsa ekanligidan

Wy =Wy, =V
ekanligi kelib chigadi.
Shunday qilib,
W :[0 V):v(zr)) (2.59)
vV 0
Ammo 83 da ko'rsatilganidek (2.55) tenglama ganoatlantiradi, agarda
T =g@P) _jy(@p) (2.60)
bo’lsa. Bundan
T2 :%(E(ZP) +iv @) (2.61)

Demak, izlanayotgan kososimmetrik matritsa quydagi formula bilan
topiladi:
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K =%[E(2p) iV e ] g [EER) iy )] =
1 (2.62)
=E[‘]§:p)_J/(Iopp)T cilatmyen y ey )]

3{P) va v?) larning o'rniga (2.53) va (2.59) dagi mos blok matritsalarni

qo'yib, quydagini topamiz:

I LELY 0 ), (H+HT+24E 0 0 V) _
o 0 H-HT 0 ~H-H" -24,E )V

(2.63)
[ H=-HT  i(24V +HV +VH)
~i(24V +HV +VH) HT -H
ya ni
0o 1 0 0 0 0 i 27,
-1 0 0 0 0 22, i
0 0 0 1 i 0 0 0
o 0 . -1 0 .24 i .. 0 0
ng:% R | (2.64)
0 —-i =24 0 -1 0
0 ~2%, i 0 0
-i . .0 o . 0 0 .. . -1
~22, —-i .. 0 o . 0 0 .. 1 0

Endi 2% bitta elementar bo'luvchiga ega bo'lgan  q-tartibli k(@
kososimmetrik  matritsani quramiz, bu yerda g-tog son. lIzlanayotgan

kososimmetrik matritsa quydagi matritsaga o xshash bo’ladi.

010 .. 0 0
001 ..0 0

J(q) _ e e e e e e (2.65)
000 ..-10
000 . 0 -1
000 . 0 0
K@ =Tyl (2.66)

deb olib, kososimmetrik shartidan quydagini topamiz:
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w, 3@ 4 3@, =0, (2.67)
bu yerda
TTT = 2iw, (2.68)

Bevosita tekshirib ko'rib, ishonch xosil gilish mumkin,

0 .. 01
Wooy@_||0 - 10
1 ..00

matritsa (2.67) tenglamani ganoatlantiradi. W, ni bunday tanlab, (2.68) dan
quydagini topamiz:

T=@W_jy@ 11 =%[E(Q) +iv @] (2.69)

ZKqumL4quﬂmkm)+wmq:J&w_Jmf44Qﬂm+Jmf)ﬂw (2.70)

mos Xxisoblashlarni bajarib, quydagini topamiz:

01...0 0...10
-10... 0 0...01
k@ | (2.71)
0 0 -1 -10 0
0 -10 0-1 0

Teorema 2.7 dagi shartlarni  ganoatlantiruvchi ixtiyoriy elementar
bo luvchilar.

A=A P, A+, j=12,...u
(-4, (2+2))

(2.72)
A% k=12,...v,q,q,,...,q,—tog sonlar
berilgan bo’lsin.
U holda kvazidiogonal kososimmetrik matritsa.
K ={K/(1p1p1)_ _ .’Kgpipi)' Kl _’K(QV)} (2.73)
, _

54



bo"ladi.

Natija2.3. Ixtiyoriy kompleks kososimmetrik K matritsa (2.64),
(2.71), (2.73) formulalar bilan aniglangan K normal formaga ega bolgan
kososimmetrik matritsa  ortogonal-o°xshashdir, ya'ni shunday kompleks
ortogonal O matritsa mavjudki, unda

K =0KO™ (2.74)
Eslatma. Agar K —xaqigiy kososimmetrik matritsa bo’lsa, u holda quydagi
chizigli elementar bo luvchilarga ega:

A+ip, A-ip,. .. A+ip,,A—-ip,, 4,...,4,
[ ——

@;—Xaqgiqiy sonlar. Bu holda (2.73) da p;=1 g, =1 deb olib, xagiqiy

kososimmetrik matritsa normal korinishni hosil giladi:

k:{ ,o,...,o}

85. Kompleks ortogonal matritsaning normal ko rinishi.

0 o
-9 0

0 o
- 0

y v oy

Teorema 2.9. 1.Agar Ao (/13 ¢1)—o ortogonal matritsaning
xarakteristik son bo’lib, bu xarakteristik songa mos elementar boluvchilar
(A=20)" (A=20)%2,. . (2= 2)M

lar bo'lsa uholda - ham O matritsaning xarakteristik soni bo'lib, bu

0

xarakteristik songa mos elementar bo luvchilar
(/,L_ﬂo_l)jl’ (ﬂ—/lo_l)jz, - .,(ﬂ—/lo_l)jt
boladi.
2. Agar 1, =+1 O ortogonal matritsaning  xarakteristik soni bo’lsa, u
holda bu 4, xarakteristik songa mos juft darajali elementar bo’luvchilar

juft son marta takrorlanadi.
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Isboti. 1. Ixtiyoriy O xosmas matritsadan O~' matritsaga 0'tganda

(A-4,)i elementar bo’luvchi (ﬂ—ﬂo‘l)i elementar bo’luvchi bilan almashadi.

Ikkinchi tomondan O va O' matritsalar xar doim bir xil elementar
bo'luvchilarga ega.  Shuning uchun O =07 ortogonallik shartiga ko'ra
teorema 9 ning birinchi g'ismi isbotlanadi.

2. Faraz qilaylik 1 soni matritsaning xarakteristik soni bolib , -1

xarakteristik soni bo'Imasin, ya'ni |[E-0|=0, E+0=0. U holda K matritsani
quyidagi tenglik bilan aniq laymiz:

K=(E-O)E+O)™
Bevosita tekshirib ishonch hosil g'ilish mumkinki, K" =-K ya'ni K-
kososimmetrik boladi. (2.74) dan.

O=(E-K)E+K)™

2

Ty bo'ladi. Demak, K
+

ni  aniqlab, f(}t):% deb olsak fY{1)=-

matritsadan O = f(K) matritsaga o'tganda elementar bo’luvchilar yoyilmaydi.

Shuning uchun O matritsa elementar boluvchilar sistemasidagi (1 -1)*°
ko'rinishdagi elementar ~ bo’luvchilar juft son marta takrorlanadi,
shuningdek K  matritsaning 42" ko'rinishdagi elementar bo luvchilari
uchun xam bu o'rinli. —¢ xarakteristik son bo’lib, 1 xarakteristik son
bo’'lmagan xol O matritsani —Omatritsa bilan almashtirish yo'li bilan xal
qgilinadi.

Jo =+1 ning xar ikkalasi ham xarakteristik son bo'gan holni garab
chigamiz. ¢(1) bilan O matritsaning minimal ko phadini belgilaymiz.
Teoremaning  birinchi g'ismiga asosan ¢(4)ni quyidagi korinishda

yozishimiz mumkin.

¢(/1)=(/1—1)m(1+1)m2f[ (=2, Pi(a-22), 2241 j=12...n

j=1
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Darajasi m dan (m-¢(1) ning darajasi) kichik bo’lgan g(1)=1 bo’lib, O
matritsa spektiridagi barcha qolgan m-1ta giymati no’lga teng bo'lgan
g(1) ko'phadni garaymiz va

P=g(0) (2.75)

deb olamiz

Omatritsaning spektorida [g(1)] va g(%) funksiyalar g(1) funksiya gabul

gilingan giymatlarni gabul giladilar.Shuning uchun
p2-p, PT =gl0")=glo?)=P (2.76)
ya ni P -simmetrik tasvirlovchi matritsa.
h(1) ko'pxad va Q matritsalarni quydagicha aniglaymiz.
h(4)=(1-1)g(2) (2.77)
Q=h(0)=(0-E)P (2.78)
[h(2)]" daraja O matritsa spektorida nolga aylanib, ¢(1) ga qoldigsiz

bo’linadi, Shuning uchun

Q™ =0,
yani Q-m, nilpoteng indeksli nilpoteng matritsa, (2.78) dan
Q" =0T -E)p (2.79)
endi
R=Q[0" +2E) (2.80)

matritsani garaymiz.
(2.76), (2.78) va (2.79)dan quydagi kelib chigadi:
R=QQ" +2Q:(O—OT)P
Bundan ko'rinadiki, R-kososimmetrik matritsa. Ikkinchi tomondan
(2.80) dan

RK=Q (0T +2Ef k=12. .., (2.81)
Ammo Q' matritsa Q matritsa kabi nilpoteng matritsa, shuning uchun
‘QT +2E‘ 40
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Shuning uchun (2.81) dan kelibchigadiki, ixtiyoriy K uchun R va QX lar
bir xil ranga ega.

Ammo k toq bo’lganda R* kososimmetrik matritsa bo’lib, juft ranga
ega. Demak,

Q,Q%Q%. ..
matritsalar juft ranga ega bo’ladi.

Shuning uchun 84 da K matritsa uchun aytilgan muloxazalarni Q
mateitsa uchun ham takrorlab, shunday xulosaga kelishimiz mumkin, Q
matritsaning  elementar bo'luvchilar  orasidagi  4*P  ko'rinishdagi
boluvchilar juft son marta takrorlanadi. Ammo Q matritsaning Xxar bir
2?Pelementar bo’luvchisiga O matritsaning (1-1)°" elementar bo luvchisi
mos keladi va aksincha. Bundan kelib chigadiki, O matritsaning elementar

bo’luvchilarining (1-1)°" ko'rinishdagi juft son marta takrorlanadi.

(A +1)°P elementar bo luvchilar uchun shunday tasdiqni
isbotlanganlarni —O matritsaga go llab xosil gilish mumkin.

Teorema 2.10. Ixtiyoriy quydagi ko'rinishdagi darajalar sistemasi
gandaydir O kompleks ortoganal matritsaning elementar bo’luvchilari

sistemasi boladi:

A-2 P, (=2t 4 20, j=12,. ..
] J J

(A-1%, (A-1%,..., (1-1)%, (2.82)
(A+2)%, (A+1)2,..., (A+1)v,
4y Ay, - 0yt L, .., t,,— tog sonlar

Isboti.
Ap=ef j=12. .
tenglik yordamida .; sonlarni Kiritamiz.
Elementar bo luvchilari mos ravishda
(=p P P, G=12 00, A%, 2%, A A
bo’lgan
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KL‘J?J"OJ), j=12,. .0 k@ k@) k) k)

kanonik kososimmetrik matritsalarni garaymiz.
Agar K -kososimmetrik matritsa bo’lsa,
0=¢K
ortogonal bo'lada, ya ni
o' =ef =e ¥ =0"
K matritsaning xar biri (1-x)? elementar bo’luvchisiga O matritsaning
(A—u)? elementar bo’luvchisi mos kelishini etiborga olsak, quydagi

kvazidiogonal matritsa ortogonal bo'lib, (2.82) elementar boluvchilarga

ega bo’ladi.
6:{ e g e ) .,—eK(tW)} (2.83)

Natija2.4. Ixtiyoriy O ortogonal —matritsa O normal Kko'rinishga
ega bo’lgan ortogonal matritsaga ortogonal-o xshash bo'ladi, yani
shunday O, ortogonal matritsa mavjudki, unda

0 =0,00;* (2.84)
boladi.

Mashqlar:

1. Agar C-kvadrat yoki to’g’ri to’rtburchakli matritsa bo’lib, SpCC” bo’lsa,

u holda C=0 bo’lishini isbotlang.

2. Qanday shartlar bojarilganda

-G 9

matritsa normal bo’ladi. Bu yerda B va D kataklar kvadrat matritsalar.

3. Xagigiy xos giymatga ega bo’lmagan, ikkinchi tartibli, normal xaqiqiy
matritsa ko’rinishini toping.

4. Xagigiy ortoganal simmetrik matritsaning kanonik ko’rinishi va
geometrik ma’nosi ganday bo’ladi.

5. Ortoganal matritsa antisimmetrik bo’lishi mumkinmi ?
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matritsa mavjudmi ?
. Quyidagi ko’rinishdagi

4= ( cos sina-uT)
sina - v R ’

barcha ortoganal matritsalar berilgan w ni v ustunlarda
R=P—(1+cosa)v-ul

da xosil gilinishini ko’rsating. Bu yerda P - u ni v ga o’tkazuvchi

ortoganal matritsa.

. Unitar simmetrik matritsa ganday bo’ladi?

. Agar B- unitary matritsa bo’lsa, BT B -ko’rinishdagi matritsani unitary

simmetrik matritsa ekanligini isbotlang.

6. Har-bir ustuni uchun go’shma kompleks ustunga ega bo’lgan unitary
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111-BOB
MATRITSALARNING SINGULYAR DASTASI.

81. Masalani goyilishi.

Bu bob quyidagi masalaga bag ishlangan.

Elementlari K sonlar maydonidan olingan bir xil mxn 0o’lchovli
to'rtta A B,A,B, matritsalar berilgan. Qanday shartlar bajarilganda, mos
ravishda m va n o’lchovli kvadrat xosmas P va Q matritsalar mavjud
bo'lib, bir vaqgitni o'zida

PAQ=A,, PBQ=B, (3.1)
tengliklar bajariladi.
A+ /B va A + 1B,
matritsalar dastasini qgarab chigamiz. Bunday xolda (3.1) tengliklarni
quydagi bitta tenglik bilan almashtirish mumkin bo’ladi.
P(A+AB)Q = A, + B, (3.2)

Ta'rif 3.1. Mos ravishda m va n o'lchovlari P va Q o0'zgarmas
matritsalar yordamida tuzilgan (3.2) tenglik bilan bog langan bir xil mxn
o'Ichovli to'g'ri to'rtburchakli A+AB va A +4B, matritsalar dastalari ga'tiy
ekvivalent deyiladi.

A+B va A + 1B, dastalarining ekvivalentlik kriteriyasi 1 -matritsalar
ekvivalentligining umumiy kriteryasidan kelib chigib, shu dastalar invariant
ko pxadlar yoki elementar bo luvchilarning ustma-ust tushishidan iborat
boladi.

Ushbu bobda ikkta matritsalar dastasi ga'tiy ekvivalentligi kriteryasi
o rnatiladi va xar bir dasta uchun unga qat'iy ekvivalent bo'lgan
kvadratik forma aniglanadi.

Quydagi masala geometrik ma'noga ega.
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R" fazoni R™ fazoga o'tkazuvchi A +1B chizigli operatorlar dastasini
garaymiz. Fazolarning anig bir bazasida bu chizigli operatorlar  dastasiga
to'g'ri to'rtburchakli A+AB matritsalar dastasi mos keladi. Fazolardagi
bazislarini o’zgarishi bilan A+ B dasta gat’iy ekvivalent P(A+4B)Q dasta
bilan almashadi, bu yerda P va Q lar mos ravishda m va n o'lchovli
xosmas  kvadrat matritsalar. Demak, qat’iy ekvivalentlik kriteryasi mxn
o'lchovli A+2B matritsalar dastasi sinfining xarakteristikasini berib, bu
dastalar sinfi R" fazoni R™ fazoga akslantiruvchi A+AB operatorlar
dastasini (shu fazolarda tanlangan xar-xil bazislarda) ifodalaydi.

Dastaning kononik formasini xosil qilish uchun R" va R™ fazolarda
shunday bazisni topish kerakki, unda A+AB operatorlar dastasi mumkin
gadar sodda matritsalar bilan ifodalansin.

Barcha mxn o'lchovli matritsalar dastalari iIkkita asosiy tiplarga
ajratiladi: regulyar va singular dastalar.

Ta'rif 3.2. A va B matritsalar bir xil n-tartibli kvadrat matritsalar

bo’lib, |A+4B| aniglovchi aynan nolga tengmas bo'lsa, A+B-regulyar

dasta deyiladi. Boshga barcha xollardagi dastalar singulyar dastalar
deyiladi.

Regulyar dastalarni qat’ity ekvivalent kriteriyasi va ularning kanonik
formasi 1867-yilda K. Vetshtrass tomonidan o rganilgan. Xuddi shu
masalalar singulyar dastalar uchun 1890-yilda L. Kroneker tomonidan
0 rganilgan.

82. Matritsalarning regulyar dastasi.

A+ B va A + 4B, dastalar bir xil o’lchovli matritsalardan tashkil topgan
bo’lib, |[B|#0, |B|=0 bo’lgan xususiy xolni garaymiz. Bu holda
dastalarning ekvivalentligi va qat’iy ekvivalentligi tushunchalari ustma-ust

tushadi. Shuning uchun 2 -matritsalar ekvivalentligi umumiy Kriteryasini

dastalar uchun qo'llab, quydagi teoremani xosil gilamiz:
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Teorema 3.1. Ikkita bir-xil tartibli A+B va A +2B, dastalar |B|=0,
va |B|#0 shartda gat’iy ekvivalent bo’ladi. Fagat va fagat ular K

maydonda bir xil elementar bo luvchilarga ega bo’lsa.

§1 da keltirilgan ta'rif 3.2 ga ko'ra A+2B regular dastalarda |B|=0,
xattoki |A/=|B|=0 xolatlar ham bo’lishi mumkin.

Bu keltirilgan umumlashgan ta'rifda teorema 3.1 0z Kkuchini

saglaydimi yoki yo'q ekanligini bilish uchun quyidagi misolni garaymiz;

213 112 211 111
A+AB=|325|+4|112| A+AB,=|121|+1111 (3.3)
326 113 111 111

Bu yerda har ikkala dasta bitta 1+1 elementar bo luvchiga ega. Shu
bilan birga bu dastalar gat’iy ekvivalent emas, chunki r(B)=2, r(B,)=1
(3.2) tenglikdan esa r(B)=r(B,) kelib chigadi. Shu bilan birga (3.3)
dastalar teorema 3.1 ga ko'ra regulyar bo'ladi, chunki.

|A+2B|=|A +1B)|=1+1

Bu misoldan ko'rinadiki , regulyar dastalarning umumlashgan ta'rifida
teorema 3.1 to'gri emas.

Teorema 3.1 ni saglab qolish uchun dastalarning cheksiz elementar
bo luvchilari tushunchasini Kiritishimizga to'gri keladi. A+ 4B dastani bir
jinsli 4, parametrlar  yordamida wA+4B ko'rinishda olamiz. U holda
A(A, u)=|uA+ 2B| aniglovchi 2,4 larning bir jinsli funksiyasi bo'ladi..

A+2B matritsaning barcha k —tartibli minorlari EKUBI
Dy(4,4) (k=12,...,n) ni aniglab, quyidagi invariant kophadlarni hosil
qgilamiz:

- Dn(4p) Dy (2, 4)
'1(1,/1):%’ i (4 ):Wff/;) .

shu bilan birga Dy(4,4) va i;(2,u) lar 2 va p larga nisbatan bir jinsli

ko phadlardir. Invaryant ko'phadlarni K maydonda keltirilmaydigan bir
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jinsli  ko'phadlarga  yoyib, LA+ AB  dastani K maydondagi
l,(4,1) (@=12...,) elementar boluvchilarini hosil gilamiz.

l,(4,1)da u=1deb olib, A+ B dastani 1,(1) elementar bo’luvchisiga
kelamiz. Aksincha, A+4B dastaning har bir qg-darajali 1,(1) elementar
bo luvchisidan

|a(/1,ﬂ)=ﬂq|a££j

7

formula yordamida 1,(4,4) elementar bo luvchini hosil gilamiz .Shunday
qilib, xA+ B dastaning x°% ko'rinishdagidan boshga barcha elementar
bo luvchilarini hosil gilishimiz mumkin.

1% korinishdagi elementar boluvchilar fagat va fagat |B|=0 dagina
mavjud bo'lib, ular A+B dasta uchun *“cheksiz” elementar bo luvchilar
degan nom bilan ataladi.

A+1B va A +1B, dastalarning qat’iy ekvivalentligidan pA+AB va
uA + 2B, dastalarning ham qa'tiy ekvivalentligi kelib chigadi, shuning
uchun A+4B va A + 4B, gqatiy ekvivalent dastalarda nafagat “chekli”, balki
“cheksiz” elementar bo’luvchilar ham ustma-ust tushadi.

Endi bizga barcha elementar bo’luvchilari ustma-ust tushgan A+ B
va A +1B, regulyar dastalar berilgan bo’lsin. Bir jinsli parametrlarni
kiritib, xA+iB va wA +4B, larni  xosil qilamiz. Bu parametrlarni
quyidagicha almashtiramiz:

A=ad +a,fi
H=PA+ Bl

Yangi parametirlarda dastalar zA+ B, A, + 4B, ko'rinishda yozib, bu yerda

(alﬂz -, B # 0)

B =pA+aB, B, =pA +aB,.
uA+ B va uA + 2B, dastalarining reguiyarligidan kelib chigadiki, «,

va g lami |B=0, [B|=0 shatlami ganoatlantiradigan gilib tanlash

mumkin. Shuning uchun teorema 3.1 ga asosan JA+AB va JA +AB,

dastalar, demak wA+AB va pA +1B; yoki A+AB va A +1B; dastalar ham
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ga‘'tiy ekvivalentdir. Shunday qilib, biz teorema 3.1 ning  quyidagi
ummumlashganiga keldik.

Teorema 3.2. A+AB va A +4B, dastalar ga'tiy ekvivalent bo'lishi
uchun bir xil va fagat bir xil (“chekli” va *cheksiz”) elementar
boluvchilarga ega bo’lishi zarur va yetarlidir.

Yugorida ko'rilgan misolda (3.3) dastalar bir xil “chekli” elementar
bo’luvchilarga ega ammo “cheksiz”  elementar boluvchilari xar-xil, ya'ni
birinchi dasta bitta x® elementar bo’luvchiga, ikkinchisi esa ikkta u, u
elementar bo’luvchilarga ega. Shuning uchun bu dastalar ga'tiy ekvivalent
emas.

Endi A+ 2B ixtiyoriy regulyar dasta bo'lsin. U holda shunday c soni
mavjudki, unda |A+cB|=0 bo'ladi. Berilgan dastani A +(4-c)B, bu yerda

A =A+cB, |A|#0, Kko'rinishda tasvirlaymiz. Bu dastani chapdan A" ga
ko paytirib quyidagi ko rinishdagi dastalarni xosil gilamiz.

E+(1-c)A'B=E+(1-¢){J,,3,}={E-cJ,+AJ,, E-cJ,+ .} (3.4)
bu yerda{J,,J,}- A/*B matritsaning kvazidiogonal normal formasi, J, —Jordon
nil potent matritsasi va |J|= 0.

(3.4) ning o'ng tomonidagi birinchi dioganal biokni (E-cJ,)" ga
ko’paytiramiz. Bu yerda A oldidagi koeffisiyent nil potent (gandaydir darajasi
nolga teng) matritsa. Shuning uchun o xshash almashtirish bilan bu dastani
quyidagi ko'rinishga keltirish mumkin.

E+A, =(NW N NG (NOZED 4 aHO) (3.5)
Teoremad.3. Ixtiyiriy A+B dasta quyidagicha kvazidiogonal kanonik

ko rinishga keltirilishi mumkin.
NGO NG NG g aEL (NO=ED 4 aHO) (3.6)
bu yerda birinchi sta dioganal blok A+iBdastaning u',42,. .., u's cheksiz

elementar bo luvchilarga mos kelib, oxirgi J+ AE dioganal blok berilgan

dastaning chekli elementar boluvchilari bilan bir giymatli aniglanadi.
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83. Singulyar dastalar. Keltirish xaqida teorema.
mxn 0 lchovli A+ B-matritsalarning singulyar dastasini garaylik. r
bilan dastaning rangini, ya ni aynan nolga teng bo’Imagan minorlarning eng
yugori tartibini belgilaymiz. Dastaning singulyarligidan kelib chigadiki, xar
doim r<n yoki r<m bo'ladi. r<n bo'lsin, u holda A+ AB-A-matritsaning
ustunlari chizigli boglangan bo"ladi,
ya ni
(A+B)X =0, (3.7)
bu yerda x-izlanayotgan ustun, tenglama nolmas yechimga ega. Bu
tenglamaning  xar bir nolmas yechimi A+ 4B -4 -matritsaning ustunlari
orasidagi gandaydir  chizigli bog lanishni ifodalaydi. Biz (3.7) tenglamani
fagat 41 ning ko'pxadlari  bo’ladigan. x(1) yechimlarni garash bilan

chegaralanamiz. Bunday yechimlar ichidan eng kichik ¢ darajalisini

olamiz.
X(A)=Xg = A% + A%X, — . . .+ (1) A%, (x, #0) (3.8)
Bu yechimni (3.7) tenglamaga qoyib, A darajaning oldidagi
koeffitsentlarni nolga tenglab, quydagilarni xosil gilamiz:
AX,, Bx, — Ax, =0, Bx, — AX, =0, . . .,Bx,., — Ax, =0, Bx, =0, (3.9)
Bu tengliklar sistemasini x,,—x;,x,,...,(~1)°x, ustun elementlariga nisbatan

chizigli birjinsli  tenglamalar sistemasi sifatida garab, shunday xulosaga

kelamizki, bu sistema koyffitsiyentlaridan tuzilgan quyidagi matritsa.

AO...O
BA...O
OB...O
M, =M_[A+1B]= (3.10)
00 ...A
OO ...B
e+l

p. <(e+1)n rangga ega. Shu bilan birga ¢ sonining minimallik xossasiga

ko'ra quyidagi matritsalarning
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AO...O
A O BA...O
MOZHBAH’ M= BA|....M=....... (3.10)
OB 0O0...A
00. B
&
o . p.y Fanglar uchun quyidagi tengliklar o'rinli.

P, =N, p =2n,...,p,  =¢€N
Shunday qilib, ¢ son p, <(k+1)n munosabatni  ganoatlantiruvchi K
indeksning eng kichik qiymati.
Teorema 3.4. Agar (3.7) tenglama &>0 minimal darajali yechimga
ega bo'lsa, u holda berilgan A+iB dasta quyidagi dastaga qa'tiy
ekvivalent boladi.

L 0
. (3.11)
0 A+/B
bu yerda
A10. . .00
Lo 0At 00 (3.12)
000. A1l
E+Hl

A+ B -matritsalarning ~ shunday dastasiki, unga mos (3.7)ga 0 hshash
tenglama ¢ dan kichik darajali yechimga ega emas.
Isboti. Teoremaning isbotini quyidagi uch bosgichda amalga
oshiramiz.
1. Berilgan A+ 4B dastani quyidagi
L, D+AF

&

3.13
0 A+/B ( )

dastaga qga'tiy ekvivalentligini ko'rsatamiz bu yerda D, F, A B,—mos
o Ichovli to'g'ri to'rtburchakli o'zgarmas matritsalar.
2. (A+/u§)x=0 tenglama ¢ dan kichik darajali yechimga ega emasligini

ko rsatamiz.
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3. (8.13) dastani (3.11) kvazidiogonal ko'rinishga Kkeltirish mumkin
ekanligini ko rsatamiz.

1. Isbotning birinchi qismini geometrik shakilda amalga oshiramiz.
Buning uchun A+ B-matritsalar dastasi o'rniga R" fazoni R™ fazoga
akslantiruvchi A+ ABoperatorlar  dastasini garaymiz va bu fazolarning
tanlangan bazislarida A+AB operator (3.13) formaga egaligini ko'rsatamiz.

(3.7) tenglama o'rniga quyidagi vektor tenglamani

(A+Bj)=0 (3.14)

va vektor yechimni
Xo(A)= X =A% + A% =+ (1) 27X, (3.15)
olamiz. Bu holda (3.9) tengliklar quyidagi vektor tengliklar bilan

almashadi.

Ax, =0, Ax, =BX,, AX, =BXx;, ..., Ax, =BXx,,, Bx, =0 (3.16)
Quyidagi vektorlarni chizigli bog ligmasligini isbotlaymiz:
AXy, AX,, ..., AX, (3.17)
Bundan,
Xgr Xpy -« «1 X, (3.18)
vektorlarni chizigli bog ligmasligi kelib chigadi.
Xagigatan,
AX, =0
agXy+a, X +. . .+a,x, =0 tenglikdan a,Ax,+a Ax, +. ..+a,Ax, =0 tenglikni
xosil gilamiz.  (3.17) vektorlarni  chiziglik bog'liq emasligidan

a,=a, =...—a, =0 kelib chigadi. Ammo x, =0, chunki, aks xolda ii(ﬂ)
yl

(3.14) tenglamani ¢-1 darajali yechimi bo'lib qoladi, bu bo'lishi mumkin

emas(eni minimal darajali ekanligiga zid). Shuning uchun a, =0.

Agar mos ravishda R™ va R™ da yangi bazislar uchun, (13.17) va

(3.18) vektorlarni birinchi bazis vektorlar deb gabul qilsak, u holda
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(3.16) ga ko'ra yangi bazisda A va B operatorlarga quyidagi matritsalar

mos keladi.
e+l e+l
0 1 0 0 * * 0 0 * *
0 0 1 0 * * 0 0 * *
A=l 0 0 0 * * B=| 0 0 * *
O 0 * * 1 * *
0 0 O 0 * * 0 0 0 0 * *

u holda A+1B i-matritsa (3.13) ko'rinishga ega bo’ladi.

Barcha avvalgi muxokamalar asoslangan boladi, agarda biz (3.17)
vektorlarni chizigli bog’liq emasligini ko’rsata olsak. Teskarisini faraz
gilamiz, ya’ni Ax, (h>1)-(3.17) gatordagi ozidan avvalgi vektorlar orgali
chizigli ifodalangan birinchi vektor bo’lsin,

AX, =a, AX,  +a, AX, , +. . .+ o, AX,
(3.16) ga ko’ra bu tenglikni quyidagicha yozishimiz mumkin:

Bx,, =aBx,, +a,Bx, +. . .+4,,Bx,

ya’'ni
Bx,, =0

bu yerda

X =X, —aX,, —aX, - a, ., X,,
yana (3.16) ga ko’ra

AX,, =B(x,. —ax,, - . .—a,.x,)=Bx, ,
bu yerda

X =X, =X, X,

Bu jarayonni davom ettirib, quydagi vektorlarni xosil gilamiz:

—_

X

— — " —_ — *

hos :Xh73 —alxh% — O Xy, X X, =X,

Natijada quydagi tengliklar hosil boladi:
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* *

Bx,_, =0, K&TH =BX - - .,K?:,zﬁiz, Kiz =0 (3.19)
(3.19) dan kelib chigadiki,
X ()=Xy —Axs 4. . + (DX (;’; X, # oj
(3.14) tenglamani h-1<¢ darajadan ortmaydigan nolmas yechimi bo’lib,
garama-garshilikka kelamiz.
Shunday qilib (3.17) vektorlar chizigli bo'lig emas.

2. Endi (A+/1é)§<:0 tenglamani e¢dan Kkichik darajali yechimga ega
emasligini ishotlaymiz. Awvval etiborimizni L.y=0 tenglama (3.7) tenglama
kabi eng Kkichik darajali nolmas yechimga ega ekanligiga qaratamiz.
Bunga L.y=0 tenglamani

Ay +Y,=0, Ay, +y;=0,...,4y,+VY,.,=0,

V=Yoo Vo) s Vo= (D) TYAT k=120 el
oddiy tenglamalar sistemasi bilan almashtirib ishonch xosil gilishimiz
mumkin.
Ikkinchi tomondan, agar dasta (3.13) ,,uchburchak’ korinishga ega

bo’lsa, u holda bu dastaga mos keluvchi M (k=12,. ..¢) matritsalar ham

satr va ustunlarini kerakli almashtirishlardan so'ng quydagi uchburchak
ko rinishga keltirilishi mumkin:
M, [L.] M, [D+F]

o M,|A+28] (3.20)

k=¢-1da bu matritsaning barcha ustunlari, jumladan M, ,[L,] matritsaning
ustunlari chizigli bog’liq emas. Ammo M, ,[L,]-s(s+1) tartibli kvadrat
matritsa. Shuning uchun M, |A+ 48] matritsaning ham barcha ustunlari
chiziq'li bog'liq emas bo'lib, (A+B8jk=0 tenglama ¢ dan kichik darajali
yechimga ega bo’Imaydi.

3. (3.13) dastani unga gat’iy ekvivalent bo’lgan quyidagi dasta bilan

almashtiramiz:
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L, D+AF

&

O A+/B

L, D+AF +Y(A+,1é)— L, X

RN (3.21)
0] A+ 4B

E, Y
0O E,

E, —X
0 E,

bu vyerda E, E, E;E, mos ravishda e m-ge+ln—g-1 tartibli birlik
kvadrat  matritsalar, X,y -mos o'lchovli, ixtiyori to'g'ri to rtburchakli
matritsalar. Teorema to'la isbotlangan bo'ladi, agarda X va Y matritsalarni

LX =D+ F +Y(A+18) (3.22)
matritsali  tenglikni ganoatlantiradigan qilib tanlash mumkin ekanligini
ko'rsata olsak.

D, F, X matritsalar elementlari uchun, shundek Y matritsa satirlar va
A B matritsalar ustunlari uchun quyidagicha belgilashlar kiritamiz:

D=|dy|, F=|fi| X=|xi| i=le k=ln-z-1 j=Le+1

~ ~

Y:(yl’yzi""yg )T’ A:(a1’az""1an—g—1 )’ B(b1’b27"'1bn—g—1)
U holda (3.22) matritsali tenglamani quyidagi  skalyar tenglamalar

sistemasi bilan almashtirish mumkin:

Xok — X = Ay + Ay + Y18y + Ay,
Xk — Ao = g + Ay + Yoy + Ay vy
Xgk — AXa = gy + Ay + Y38y + AyaVy

(3.23)

Xerk + Aok = 0o + A + Y a0 + Ay, Vg
k=12,...n-¢-1

Bu tengliklarning chap tomonida A ga nisbatan chizigli ikkixadlar turibdi.
Bu birinchi ¢-1ta ikkixadning ozod xadi keyingi ikkixaddagi 2 oldidagi
koyfitsientga teng. U holda tengliklarning o'ng tomoni ham shu shartni
ganoatlantirishi kerak. Shuning uchun quyidagi tengliklar o’rinli bo’lishi
kerak:
Yiak — Yok = for —dy,
Yaak — YoV = fa —dax,
............. (3.24)

Yea@k =YV = fgk _ds—l,k
k=12,...,n-¢-1
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Agar (3.24) tengliklar o’rinli bo’lsa , u holda (3.23) dan X
matritsaning elementlarini aniglash mumkin boladi.

Endi (3.24) Yy matritsaning elementlariga nisbatan tenglamalar
sistemasi, ixtiyoriy dj va fy (i=12,...,6 k=12,...,n-¢-1) da har doim
yechimga ega ekanligini ko'rsatish qoldi. Xagigatan, y,,—V,,¥s— Y4, . .
noma’lum elementlar oldidagi  koeffitsentlardan tuzilgan matritsa

transponirlangandan so’ng, quyidagi korinishda yozilishi mumkin.

E-1
AO. . .O
BA. . .O
OB. o)
00. A
00. B

Ammo bu matritsa A+iB-to'gri to'rtburchak matritsalar dastasi
uchun M,_, matritsadan iborat bo’lib, uning rangi (s-1)n-s-1) ga teng,
chunki isbotlanganiga ko'ra (A+4B)x=0 tenglama & dan kichik darajali
yechimga ega emas. Shunday qilib, (3.24) tenglamalar sistemasining rangi
tenglamalar soniga teng, bunday sistema ixtiyoriy o0zod xadlarda
birgalashgan bo’ladi.

Teorema to la isbotlandi.

84. Matritsalar singulyar dastasining kanonik formasi.
Matritsaning mxn o'lchovli singulyar dastasi A+ B berilgan bo’lsin.
Avval bu dastani ustunlari va satirlari orasida o0’zgarmas koyffisentli
chizigli bog’langanlari yo’q deb faraz gilamiz.
Dastaning rangi r<n bo'lsin, yani A+AB dastaning ustunlari chizigli
bog’langan bo’lsin. Bu holda
(A+B)x =0

tenglama ¢, minimal darajali nolmas yechimga ega bo’ladi. U holda
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teorema 3.4 ga asosan berilgan dastani quyidagi ko'rinishga Kkeltirish

L, O
O A+4B [

bu vyerda (A +18)x¥ =0 tenglama ¢ da kichik darajali yechimga ega

mumkin:

€mas.

Agar tenglama ¢, minimal darajali nolmas yechimga ega bo'lsa, u

holda A, +4B, dastaga teorema 3.4 ni qo’llab berilgan dastani

L, 0 O
oL, O
O O A +B,

ko'rinishga keltiramiz.
Bu jarayonni davom ettirib, berilgan dastani quyidagicha kvazidioganal

ko rinishga keltiramiz:

, O...0
oL,...0
....... (3.25)
0...L, O
0. . .0 A,+iB,
bu yerda O<s<s;<. . .<ey (A +B (P =0 tenglama esa nolmas

yechimga ega emas, yani A,+2B, matritsaning ustunlari chiziqli
bog lanmagan.

Agar A, +21B, dastaning satrlari chizigli bog'langan bo'lsa, u holda
transponirlangan  Aj +4B; dasta (3.25) ko'rinishga keltirilishi mumkin
bo'lib, ¢,¢,,. . .,e, sonlar o'rniga 0<r<r,<. . .<, sonlar olinadi.
Ammo bu holda berilgan A+4B dasta quyidagicha kvazidioganal

ko rinishga almashtiriladi.
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&1

&2

‘p
s

M2

(3.26)

L

Mq

A, + 1B,

bu vyerda A, + ABydastaning satrlari  ham, ustunlari ham chizigli
bog lanmagan, ya ni Ag + 1B, regulyar dasta bo’ladi.

Endi umumiy holni garaymiz, ya'ni berilgan dastaning satrlari va
ustunlari o'zgarmas koyffitsientli chizigli boglanish bilan bog langan
bo lishi mumkin.

(A+AB)x=0 wva (AT + ABT)y =0
Tenglamalar o zgarmas bog lanmagan yechimlari maksimal sonini mos

ravishda g va h bilan belgilaymiz. Bu tenglamalarning birinchisi o'rniga
teorema 3.4 ning isbotidagidek (Z + AE)E = 0 vektor tenglamani qaraymiz.

Bu yerda A va B lar R™ fazoni R™ fazoga akslantiruvchi operatorlar. Bu
tenglamaning chizigli  bog'lanmagan o0°zgarmas yechimlarini eq, ey, ... ,

e

, orqali belgilab, ularni R™ fazoning birinchi bazis vektorlari deb gabul

gilamiz. U holda mos A+ AB matritsadagi birinchi g ta ustunda nollar

turadi.
g ta

A+ 7B = (’“6’“ A +/1§> . (3.27)

Xuddi  shundek 4; + AB; dasta ham birinchi h ta satrni nolli gilish

mumkin. U holda berilgan dasta quyidagi ko rinishni oladi:
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gta
-
hta{ 0 0
0 A"+4B°

, (3.28)

bu vyerda A° + AB° dastaning satr va ustunlari o’zgarmas koyffitsientli
chizigli  bog'lanish  bilan  bog'lanmagan. A° + AB° dastaga (3.26)
ko rinishdagi tasvirlashni go'llash mumkin. Sunday qilib, eng umumiy
holda A+AB dasta har doim quyidagi kanonik kvazidioganal korinishga

keltirilishi mumkin.

—H—

gta
hta{ 0 , L - LSP,LT . Lz;g, A0+ABO} (3.29)

Eg+1’ Nh+1"’

(3.29) dagi A, + AB, regulya dastani uning (3.6) kanonik ko rinish

bilan almashtirib, quydagi kvazidiogonal matritsani xosil qilamiz:

€ Thet ' 7777 Mg

Jta
{hta{S, ngﬂ,...,L . L’ U , N(ul)’m' N(us)’ J +ﬂE} (330)

bu yerda J matritsa Jordon yoki oddiy normal formada, N® = E® +
AH®

(3.30) matritsa A + AB dastaning eng umumiy xoldagi kanonik
fo'rmasini ifodalaydi.

85. Dastaning minimal indeksi.
Dastalarning qat’iy ekvivalentlik kriteryasi.
To'g'ri tortburchakli matritsalarning A + AB singulyar dastasi berilgan
bo’lsin. U holda
(A+ AB)x =0 (3.31)
tenglamaning  yechimi bo'lgan k ta ko'pxadli ustun x;(4),x,(4),... ,

x, (A) chizigli bog'liq bo’ladi, agarda bu ustunlardan tashkil topgan
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X =[x,(1),x,(A),... , x,(A)] ko'pxadli matritsaning rangi k dan Kkichik
bo'lsa. Bu holda kta bir vagtda nolga teng bo'lmagan p;(1),p,(1),... ,

pr (A1) ko'pxadlar mavjud bo’lib, ular uchun

P (DX D) +p WD) + .+ P (D (2) =0

tenglik o'rinli bo'ladi. Agar X matritsaning rangi k ga teng bo'lsa, u
holda bunday bog lanishlar mavjud emas va x;(4),x,(4),... , xx(4)
yechim chizigli bog lanmagan bo’ladi.

(3.31) tenglamaning barcha yechimlari ichidan eng Kkichik
g darajali  X;(A) yechimni olamiz. Bu tenglamaning boshga barcha
yechimlari X; (1) bilan chizigli boglanmaganlik shartidan foydalanib,
¢,(s, <¢&,)darajali 6,(1) yechimni tanlaymiz. Bu jarayonni davom ettirib,
boshga yechimlarni topamiz. Chizigli boglanmagan yechimlar soni n dan
katta emasligidan bu jarayon chekli bo'ladi. Biz (3.31) tenglamaning
fundamental yechimlar gatorini xosil gilamiz:

X (D), Xz (D), .., X, (2) (3:32)

bularning darajalari mos ravishda

€1 g <g3 < og (3.33)

p
boladi.

Umumiy xolda fundamental yechimlar gatori A+AB dastaning berilishi
bilan bir giymatli aniglanmaydi. Ammo ikkita har xil fundamental yechimlar
gatori har doim bitta ¢;,¢;,¢5 ..., €, darajalar gatoriga ega bo’ladi. Xagiqgatan,

(3.32) bilan birga z,,z,,..,2, darajali X,(41),X,(4)... fundamental yechimlar

p
gatorini garaymiz. (3.33) darajalar ichida

£ ==&, <& ,=...=& <...

va shunga o'xshash z,z,,...qatorda

B= =5y <Gy, ==

ﬁl +1

bo’lIsin.
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Ko'rinib  turibdiki, & =z. Ihtiyoriy  %(1) (i=12,...,i7,)  ustun
X,(2), X,(4).....x (2) ustunlar chizigli kambinatsiyasidan iborat, chunki aks
xolda (3.32) qatordagi x,,,(4) yechimni kichikroq darajali %(2) yechim

bilan almashtirilishi mumkin bo’ladi. Aksincha, xar bir x;(1) (i=12,...,n,)

~

ustun  %(2) X,(4).....%; (4) ustunlar chizigli kambinatsiyasidan iborat

bo'ladi. Shuning uchun n =n, va ¢ ,=¢,, . Xuddi shunday muloxaza

1
yuritib, n, =n, va ¢, =&, ., ni xosil gilamiz va xokozo.

(3.32) fundamental qatordagi xar bir x,(1) yechim A+B matritsa
ustunlari orasida &, darajali chizigli boglanishni beradi (k=12,...,p)
Shuning uchun ¢,,¢,,...,¢, sonlar A+2B dasta ustunlari uchun  minimal

indekslar deyiladi. Xuddi shunday A+2B dasta satrlari uchun |n,,7n,,..,7,|

minimal indekslar kiritiladi. Bunda (A+4B)x=0 tenglama (AT +}tBT)y=0
tenglama bilan almashitirilib, |,,,,...,n,|sonlar transponirlangan AT + 87
dasta ustunlari uchun minimal indeks sifatida aniglanadi.

Qat’ly ekvivalent dastalar bitta va fagat bitta minimal indeksga ega.
Hagigatan, 2 ta A+ 1B va P(A+AB)Q (P va Q-xosmas kvadrat matritsalar)
0 xshash dastalar berilgan bo’lsin. Birinchi dasta uchun (3.31) tenglamani
0 ngdan P matritsaga ko paytirib, quyidagicha yozamiz:

P(A+4B)QQ'x=0
Bundan ko'rinadiki, (3.31) tenglamaning barcha yechimlari chapdan Q'ga
ko paytirilgandan so'ng
P(A+AB)Qx =0
tenglama yechimlarining to'la sistemasini beradi.
Shuning uchun A+ B va p(A+B)Q dastalar ustunlar uchun bir xil minimal

indekslarga ega.
Satrlar uchun minimal indekslarni ustma-ust tushishi transponirlangan

dastalarga o'tish bilan ko rsatiladi.
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Kanonik kvazidiogonal matritsalar

Thet !

Jta
{hta{o, Ly ook Lo LA+ 2B, (3.34)

uchun minimal indekslarni xisoblaymiz. A, + 2B, - (3.6) normal formaga ega

bo'lgan regulyar dasta.
Kvazidional matritsa ustunlari (satrlari) uchun minimal indekslarning
to'la sistemasi, mos alohida diagonal bloklar minimal indekslar

sistemalarini birlashtirish bilan hosil gilinadi. L, matritsa ustuni uchun fagat
bitta & indekisga ega, satri uchun esa bitta 5 indeksga ega bo’lib, bu
matritsa ustunlari chizigli bog'liq emas. A, + 1B, - regulyar dasta umuman

minimal indekslarga ega emas. Shuning uchun (3.34) matritsa ustunlari uchun

g,=¢,=...=¢,=0, &,,...,&,

satrlari uchun
n=n,=..=1 :0’ M- "77q
minimal indekslarga ega.

L, matritsa elementar bo'luvchilarga ega emas, chunki maksimal
tartibli minorlari 1ga yoki 4° teng bo’ladi. Bu tasdiq L' matritsa uchun ham

orinli. Shuningdek kvazidiogonal matritsa elementar bo’luvchilari uchun
alohida olingan diagonal bloklri elementar boluvchilarni birlashtirib hosil
gilinadi, shuning uchun (3.34) 1-matritsa elementar boluvchilaari uchun

A, + AB, regulyar yadrosi elementar bo luvchilari bilan ustma-ust tushadi.
(3.34) dastaning kanonik formasi minimal indeslar ¢,....c,,7,.7,....7,

va bu dastalar yoki unga qat’iy ekvivalent bo’lgan A+ B dasta elementar
bo luvchilari bilan to'la aniglanadi. Shuningdek, bir xil kanonik formaga
ega bo'lgan ikkita dasta o'zaro qat’iy ekvivalent bo'ladi. U holda biz
quyidagi teoremani isbotladik:

Teorema 3.5. (Kroneker teoremasi) Ixtiyoriy bir xil mxn o’lchovli

to'g'ri to'rtburchakli matritsalarning A+AB va A +4B, dastalari qat’iy
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ekvivalent bo’lishi uchun bu dastalar bir xil minimal indekslarga va bir xil

elementar (chekli yoki cheksiz) bo luvchilarga ega bo'lishi zarur va yetarli.
Misol tarigasida &, =0,¢,=1¢,=2,7,=1,=0 ;=2  minimal

indekslarga va 4, (1+2), #° elementar bo'luvchilarga ega bo’lgan A+ 4B

dastaning kanonik formasini yozamiz:

[21]
210
{0/11}

20

14

01
140
014
001

o]

A+2 1
0 A+2

86. Kvadratik formalarining singulyar dastasi.

Quyidagi ikkita kompleks kvadratik formalar berilgan bo’lsin:

A(x,x)= zn:aik Xi X » B(x,x)= Zn:bik X; X, (3.36)

i,k=1 ik=1
bular  A(x,x)+AB(x,x) kvadratik formalar dastasini tashkil giladi. Bu
formalar dastasiga A+ B (AT =A BT = B) simmetrik matritsalar dastasi mos
keladi. Agar A(x,x)+B(x,x) kvadratik formalar dastasida o zgaruvchilarni
x=Tz (T|#0) chizigli almashtirishni qgo’llasak, u holda A(z,z)+4B(z,2)
almashtirilgan formalar dastasiga quyidagi matritsalar dastasi mos keladi.
A+B =TT (A+ BT (3.37)

bu yerda T -n-tartibli, 0" zgarmas, xosmas kvadrat matritsa.
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Ikkita (3.37) ayniyat bilan bog'langan A+iB va A+iB matritsalar
dastalari o'zaro kongruyent deyiladi.
Ma’lumki,  kongruyentlik  matritsalar dastalarining gat'iy
ekvivalentligini maxsus xususiy holi bo'ladi. Agar matritsalar simmetrik
( yoki kososimmetrik) bo’lsa, kongruyentlik tushunchasi gat’iy ekvivalentlik
tushunchasi bilan ustma-ust tushadi.
Teorema 3.6. Ikkita qat’iy ekvivalent kompleks simmetrik (yoki
kososimmetrik) matritsalar dastasi 0 zaro kongruyent boladi.
Isboti. . Ikkita A=A+iB va A=A+1B gat’iy ekvivalent simmetrik
(yoki kososimmetrik ) matritsalar dastasi berilgan bo’lsin;
A=PAQ (AT =2A, AT = +A;|P|0,|Q| % 0) (3.38)
Transponirlangan matritsalarga o'tib, quyidagini xosil gilamiz:
A=QTAPT. (3.39)
(3.38) va (3.39) dan quyidagini topamiz:
AQPT T —pQTA (3.40)
U=QpP™ (3.41)
deb olib, (2.40) ni quyidagicha yozamiz:
AU =UTA (3.42)
(3.42) dan quyidagilar kelib chigadi:
AU =UT'A, (k=04...)
va umumiy xolda
AS=STA (3.43)
bu yerda
s=1f(U) (3.44)
f(1)-iga nisbatan ixtiyoriy ko'phad. Faraz gilaylik bu ko phad
shunday tanlanganki, unda |S|=0. U holda (3.43)dan quyidagini topamiz:
A=STAS™ (3.45)
Auchun olingan ifodani (3.38) ga go'yib, quyidagiga ega bo lamiz:
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A=PSTASTQ (3.46)
Bu munosabat konkruent almashtirish bo’lishi uchun quyidagi tenglik
bajarilishi kerak:
(PS)" =s™Q
buni quyidagicha yozish mumekin:
s2=QP" " =U
Ammo f(2) sifatida U matritsa spektorida /4 interpolyatsion ko phadni
olsak, S=f(U) bu tenglamani ganoatlantiradi. Buni gilish mumkin, chunki
ko'p giymatli ¥4 U matritsa spektrida bir giymatli tarmogga ega,
shuningdek [U|=0

Bundan keyin (3.46) tenglik kongruentlik sharti boladi:
A=TTAT (T ~5Q = QPT_lQ] (3.47)

Bu isbotlangan teorema va teorema 3.5. dan quyidagi natija kelib
chigadi:
Natija3.1: Ikkita A(x,x)+B(x,x) va A(x,x)+1B(x,x) kvadrat formalar

dastasi x=Tz (T|#0) almashtirish bilan bir-biriga o'tkaziladi, shunda va

fagat shunda, gachonki A+4iB va A+iB simmetrik matritsalar dastalari bir
xil elementar bo’luvchilarga va bir xil minimal indekslarga ega bo’lsa.
Eslatma. Simmetrik matritsalar dastasi uchun satrlar va ustunlar bir
xil minimal indekslarga ega, ya ni
P=0, & =17, & =1y, &, =1], (3.48)
Quyidagicha savol qo’yamiz : Ikkita
A(x, x) = Zn:aikxixk, B(x,x)= ibikxixk
i,k=1 i,k=1
ixtiyoriy kompleks kvadratik formalar berilgan. Qanday shartlar bajarilganda

x=Tz (T|#0) 0'zgaruvchilarni xosmas almashtirish bilan bu formalarni

bir vaqtning o zida.
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n n
Z d; Zi2 va Z bi le (349)
i=1 i=1

Kvadratlar yig indisiga keltirish mumkin?

Shunga o'xshash savolni ikkita A(x,x) va B(x,x) Ermit formalar uchun
ham qo’yish mumkin, ammo bu holda (3.49) ni o'rniga quyidagini yozish
kerak bo’ladi.

n n

Yaz;z; va Dbz (3.50)

bu yerda a; va b; (i=12,...,n)-hagigiy sonlar.

Faraz qilaylik, A(x,x) va B(x,x) kvadratik formalar korsatilgan
xossalarga ega bo'lsin. U holda A2B matritsalar dastasi quyidagi dioganal
matritsalar dastasi kongurent bo"ladi:

{ag + Ab,a, + Aby,...,a, + b, | (3.51)

a; + Ab, dioganal ko'phadlarning r(r<n) tasi aynan no’lga teng emas
bo’lsin. Umumiylikni buzmasdan quyidagicha deb olamiz:

a;=b, =0,...,a,, =b,, =0, a+Ab; (i=n-r+1...,n)

Ay + By = {an_riq + Aby_ry1,- - 8y + by}

deb olib, (3.51) ni quyidagicha yozamiz:
n—Lta
{ o, A0+/180} (3.52)

(3.52)ni (3.34) bilan solishtirib, ko'ramizki, bu holda barcha minimal
indekslar nolga teng. Bundan tashgari barcha elementlar boluvchilar
birinchi darajaga ega.

Biz quyidagi teoremaga keldik;

Teorema 3.7. Ikkita A(x,x) va B(x,x) kvadratik formalar bir vaqtda
0 zgaruvchilarni almashtirish bilan kvadlar yigindisiga keltirilishi mumkin,
fagat va fagat shu holda , gachonki, A+AB matritsalar dastasida barcha
elementar boluvchilar birinchi darajali bo’lib , barcha minimal indekslar

nolga teng bo’lsa.
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Umumiy holda, ikkita A(x,x) va B(x,x) kvadratik formalarni gandaydir
kanonik ko'rinishga keltirish uchun A+ AB matritsalar dastasini unga gat’iy
ekvivalent bo’lgan simmetrik matritsalar kanonik dastasi bilan almashtirish
kerak .

A+ 2B - simmetrik matritsalar dastasi
& =0¢,=0,...,6,=0¢6,,#0,...,6,#0
minimal indekslarga va u,u,. .., u' —cheksiz va
(A+4)%,(A+4)%,....,(A+ 4 )% chekli elementar bo'luvchilarga ega bo’lsin .U
holda (3.30) kanonik formada g=h, p=q,&,, =1, ... €, =7, bo’ladi .

(3.30) da har ikkita L, va L' ko'rinishdagi dioganal bloklarni bitta

{(E LOJ dioganal blok bilan, N® =E“W +iH"® ko'rinishdagi har bir blokni

£

0 0 . 00 . 1
00 ..1
~ 00 .. 1 2
N© =y ON© = vl (3.53)
e e . L oo
1 2 00
00

gat’ty ekvivalentlik simmetrik blok bilan almashtiramiz.
Bundan tashgari, (2.30) dagi
34 2E ={a+ )E@ +H@ (24 2)E®) +HE) (3.54)
(J-Jordon matritsasi) regulyar dioganal blok o'rniga, unga qat’iy
ekvivalentlik bo’lgan

iz, .z (3.55)

dastani olamiz. Bu yerda

Z(Ci) :V(Ci)[(ﬁ+/1i )E(Ci)+ H(Ci)]:

p) , (i=12,...,t) (3.56)

A+ B dasta quyidagi simmetrik dastaga gat’iy ekvivalent.
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0] L

€941

o)

o U
Lo NNz Z L (3.57)

gy

,&+/1§{O,

gg +1

Ikkita A(x,x) va B(x,x) kompleks koyffitsientli kvadratik formalar
x=Tz (T|#0) o'zgaruvchilarni almashtirish  bilan (3.57) tenglik bilan
aniglangan  A(z,z) va B(z,z) Kkanonik ko’rinishga bir vaqtda Keltirilish

mumkin.

87. Differensial tenglamalarga tadbiglar.
Olingan natijalarni quyidagi o’zgarmas koeffitsientli, n ta noma’lum
funktsiyali, birinchi tartibli m ta chizigli differensial tenglamalar sistemasini

integrallashga tadbiqini garaymiz.

n

Zaik Xk + Zbik ddig( = fl(t), (l 21,2,. . .,m) (358)
k=1 k

=1

yoki matritsa yozuvida

Ax+B—>= f(t) (3.59)

bu yerda A=|a,|, B=|b,] i=Lm, k=1n,
X=X, X000 Xy )y F=(f, fpre £)T
X, X%,..., Xy nNoma’lum  funktsiyalar bilan o’zgarmas koyffitsentli chizigli
Xosmas matritsalar
X =Qz (z:(zl,z ,...,zn)T, |Q|¢O) (3.60)
Orgali bog’langan yangi z,z, ..., z, funksiyalarni kiritamiz.
(3.59) tenglamada x ning o'rniga Qz ni go’yib, (3.59) ni chapdan Pga

ko’paytirib quyidagini xosil gilamiz.

Az+B ?Ti _ (), (3.61)
bu yerda
A=PAQ, B=PBQ, f=Pf=(f, .. T (3.62)

84



Shu bilan birga A+4B va A+ B matritsalar dastalari bir biri bilan gat’iy
ekvivalent:
A+ 1B =P(A+AB)RQ (3.63)
P va Q matritsalarni shunday tanlaymizki, unda A+ B dasta quyidagicha
kanonik kvazidioganal formaga ega bo’lsin:

A+2B=0.L,, ool L L NSNS, g4 E | (3.64)

Mh+1 ! ! 77q

(3.64) ning dioganal bloklariga mos differensial tenglamalar sistemasi

v=p-d+q-h+s+2 taaloxida sistemalarga ajraladi.

0-z=f, (3.65)
d O\ L )
Leg,i [E] z=1, (i=12,...,p-9) (3.66)
T d O\ P9+ ~ P—gFi+] o
LEhﬂ_(aj z = f , (j=12...,q-h) (3.67)
g —g+q-h+1+k  P—9+g-h+iek
N('k)(%jp R (k=12,..,s) (3.68)
d)v ¥
(J sz _ (3.69)
bu yerda
1 .
. f
2 2
z f
z=| .|, f=|. (3.70)
v v
, ~

éz(zl,zl,...,zg), ?:(ﬁﬁﬂ) éz(zgﬂ,...), ?:(Fhﬂ,...) (3.71)

va xakozo

A(%) = A+ Bi, agar A(1)=A+4B bo’lsa. (3.72)
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Shunday qilib, (3.59) sistemani integrallash, umumiy xolda (3.65)-(3.69)
xususiy sistemalarni integrallashga keltiriladi. Bu sistemalarda A+ 4B

matritsalar dastasi mos ravishda O, L, L}, N“, J+E ko’rinishlarga ega.

1. (3.65) sistemada garama-qarshilik bo’Imasligi uchun

-

=0
ya ni

~

f,=0,...f, =0 (3.73)

1
bo’lishi zarur va yetarli. Bu xolda z ustunni tashkil etuvchi z,z,,..,z,

noma’lum funktsiyalar sifatida t ning ixtiyoriy funktsiyasini olish mumkin.

2. (3.66) sistema quyidagi ko’rinishdagi sistemani ifodalaydi:

LS[%]Z _F (3.74)

yoki yoyilgan yozuvda

dz ~ dz ~ dz
d_tl+ z, = f,(t), d—t2+ z, = f,(t)..., th

tlgy = FE (t) (3-75)

Bunday sistemalar har diom birgalashgan bo’ladi. Agar z,,(t) sifatida t

ning ixtiyoriy funktsiyani olsak, u xolda (3.75) dan ketma-ket kvadraturalarda

barcha golgan z_,z, ,, ...,z, noma’lum funktsiyalarni aniglaymiz:

3. (3.67) sistema quyidagi ko’rinishdagi sistemani ifodalaydi:

T i _
L,{dtjz _ (3.76)

yoki yoyilgan yozuvda

2 _ry Y, , F LI
i f, (1), " +z, = (1), ..., " +z,,=f,@0),7, =1, (3.77)
(3.77) ning birinchisidan boshga barcha tenglamalaridan bir giymatli

ravishda z,,z ,,...,z, larni aniglaymiz:

~ df - df.
AL z:f—df3+...+(—1)

~ d7tf
1
Zn = fr7+l(t)’ 277—1 = f;y - dt 1 ey 2 dt T

e (3.78)

z, uchun hosil gilingan ifodani birinchi tenglamaga go'yib, birgalashganlik

shartini hosil gilamiz:
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- i 2 F d']F
LI AR ) U (3.79)
dt  dt? dt”

4. (3.68) sistema quyidagi ko rinishdagi sistemani ifodalaymiz:

w(d),_7
N (dt)z f (3.80)
yoki yoyilgan yozuvda
o, +7, = f~1,dz3 +z,=1,.. .,dZ” +z,,="f,,2,=f,. (3.81)
dt dt

Bundan yechimlarni ketma-ket bir giymatli aniglaymiz:

~

~ - df, ~ df, d?f, o dUF,
2, =f,,2,,="F, - R fl_d_t2+T22_' R () o (3.82)
5. (3.69) sistema quydagi sistemani ifodalaydi:
J, +E: f
dt
Bunday sistemaning umumiy yechimi quydagicha bo’ladi:
z=¢7"" +J‘e’J(H) f(r)dr (3.84)
0

bu yerda z,- ixtiyoriy elementli ustun bo’lib, noma’lum funktsiyani t=0
dagi boshlangich giymati bo’ladi.

(3.61) sistemadan (3.59) sistemaga teskari o'tish (3.60) va (3.62)
fo'rmulalar bilan amalga ohiriladi Bunda har bir x;,x,,...,x, funksiyalar
,2,,...,2, funksiyalarning chizigli kombinatsiyasidan iborat bo’lib, har bir
f,(t)..., f,(t) funkiyalar — f,(t)... f,() funksiyalar orgali (0'zgarmas
koeffitsientlar bilan )chizigli ifodalanadi.

O'tkazilgan taxlil ko'rsatadiki , (3.58) sistema birgalashgan bolishi
uchun , umumiy holda , tenglamalarning o'ng tomonlari o'rtasida ba'zi
aniq chizigli chekli va diferensial bog’lanishlar bajarilishi shart .

Agar bu shartlar bajarilsa, u holda sistemaning umumiy yechimi
chizigli ihtiyoriy o'zgarmaslar  kabi ihtiyoriy  funksiyalarni  o'zida

saglaydi .
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Birlashganlik sharti xarakteri va yechimlari xarakteri (xususiy holda
ihtiyoriy o zgarmaslar va ihtiyoriy funksiyalar soni ) A+AB dastaning
minimal indekslari va elementar bo luvchilari bilan aniglanadi ,chunki
(3.65) —(3.69) differensial tenglamalar sistemalarining kanonik formasi bu
indekskar va bo luvchilarga bog lig.

Mashglar:
1. Quyidagi matritsalar bilan berilgan A + AB dastalarni regulyar yoki

singulyar ekanligini aniglang.

1 2 0 -2 8 6
a)A=<O 2 o) B=(—4 10 6>
—2 -2 -1 4 -8 —4
3 0 8 13 16 16
a=[3 -1 6 B={-5 -7 -6
-2 0 -5 —6 -8 -7
—4 2 10 7 —12 =2
C)A=(—4 3 7) B<3 —4 0)
-3 1 7 -2 0 =2
4 6 0 0 3 3
d)A=<—3 —5 o) B—(—l 8 6)
-3 -6 1 2 —14 -10
9 22 -6 8 30 -—14
e)A=<—1 —4 1) B=<—5 ~19 9)
8 16 -5 —6 —-23 11
4 5 =2 -1 1 1
f)A=<—2 —2 1) B:<—5 21 17)
-1 -1 1 6 —26 —21
1 -1 2 3 7 =3
%) A=(3 -3 6) B:<—2 -5 2)
2 -2 4 —4 -10 3

2. Yugorida xosil gilingan dastalarni kanonik ko’rinishga keltiring va ularni

minimal indiksini aniglang.
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IV BOB MANFIYMAS ELEMENTLI MATRITSALAR

Ushbu bobda manfiymas elementli haqigiy matritsalarning xossalari
o’rganiladi. Bunday matritsalar extimollar nazariyasidagi Markov zanjirlarini

o’rganishda va sistemalar kichik tebranishlar nazariyasida keng go’llaniladi.

81. Umumiy xossa
Ta’rif 4.1: haqiqiy elementli to’g’ri to’rtburchakli
A=a].i=12,...mk=12..,n

matritsa manfiymas (A>0) yoki musbat A>0deyiladi, agarda uning barcha

elementlari manfiymas (a, >0) yoki musbat (a, >0) bo’lsa.
Ta'rif42: A=|a,|,, kvadrat matritsa yoyiluvchi deyiladi, agarda

barcha 1,2,...,n indekslarni gandaydir ikkita qo’shimcha sistemaga i,,i,,..i va

m

ki, Ky,..k,(m+y=n) bo’linishida, umumiy indekslardan boshga holda

8, = O(x =12,...,m; 8 =12,...y) bo’lsa.

ly

Aks holda A matritsa yoyilmaydigan matritsa deyiladi. A kvadrat matritsa
gatorlarini o’rinalmashtirish deganda satrlarni o’rin almashtirish bilan birga A
matritsa ustunlarini ham huddi shunday o’rin almashtirishni tushunamiz.

Yoyiluvchi va yoyilmaydigan matritsalar ta’rifini quyidagicha ifodalash
ham mumkin.

Ta'rif 4.2: A=|a,|;,, matritsa yoyiluvchi deyiladi, agarda uni

gatorlarining o’rinlarini almashtirib, quyidagi ko’rinishga keltirish mumkin

bo’lsa;

bu yerda B va D kvadrat matritsalar. Aks holda A matritsa yoyilmaydigan
deyiladi.
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A —n o’Ichovli kvadrat matritsa e ,e,,....e, bazisli n-o’lchovli R" fazodagi

A chizigli operatorga mos kelsin. Matritsada gatorlarni o’rin almashtirish bazis

vektorlarni gayta nomerlashga mos keladi, ya’'ni e,,e,,....e, ba’zisdan yangi

! ! !/

e, =e, e, =e._,.,e, =e,_ bazisga o’tish mos keladi, bu yerda (j,,j,...ij,)

j1' 72 j2rtrEn In
indekslarni gandaydir o’rin almashtirish, bunda A matritsa unga o’xshash
bo’lgan A =T AT matritsaga o’tadi. (T-almashtiruvchi matritsaning har bir satr

va ustunining bitta elementi birga teng bo’lib, qolgan elementlari nollardan
iborat). R™ fazoning v- o’Ichovli gism fazosi deganda € €2:.--1 € bazisli
ixtiyoriy gism fazoni tushunamiz. (1<k, <k, <...<k,)

Ta’rif42: A=|a;,_matritsa yoyiluvchi deyiladi, fagat va fagata

shu holdaki, agar bu matritsaga mos A operator v<n o’lchovli invariant
koordinatali gism fazoga ega bo’lsa.
Lemma 4.1. agar A>0 matritsa yoyilmaydigan bo’lib, n — o’lchovli

bo’lsa, u holda
(E+A)">0 (4.1)
Isboti. Lemmaniisbotlash uchun, ixtiyoriy y>0 (vector ustun) uchun
(E+A)"y>0
ekanligini ko’rsatish yetarli. Bu tengsizlik isbotlanadi, agarda biz y>0 va
g =0 shartda z=(E+A)y har doim y ga nisbatan kichik nomli koordinataga
ega ekanligini ko’rsatsak, teskarisini faraz gilamiz. U holda g va z vektorlar bir

xil nolli koordinataga ega bo’ladi. Umumiylikni buzmasdan,

u

Y=o

: Z:H;H (u>0, v>0)

bu yerda u va v ustunlar bir xil o’lchovli, deb olamiz.

A Ay

A- ‘
Ay Ay

deb olib, quyidagiga ega bo’lamiz:
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u
0

Au A,
A21 A22

u
0

v
0

+ ‘

bundan
A,u=0

bo’lib, u>0 bo’lgani uchun A, =0 kelib chigadi. Bu tenglik A matritsaning
yoyiluvchi emasligiga ziddir.

A matritsaning quyidagi darajasini gqaraymiz:

A= ay ff,  (@=12..)

u holda yugoridagi lemmadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija: Agar A>0 yoyilmaydigan matritsa bo’lsa, u holda i,k indekslar
juftligi uchun shunday g butun musbat son mavjudki, unda

aj >0 (4.2)

bo’ladi. Shu bilan birga g sonini har doim quyidagicha oraligda tanlash mumkin

qg<m-1, agar i=zk bo'Isa}

4.3
qs<m, agar i=k, bo'lsa (43)

bu yerda m- A matritsaning (1) ko’phadning darajasi.

82. Yoyilmaydigan manfiymas matritsaning spektral xossasi
Teorema 4.1. (Perron teoremasi). A=|a, |, , musbat matritsa har
doim r haqigiy va musbat harakteristik songa ega bo’lib, u harakteristik

tenglamaning oddiy ildizi bo’ladi va moduli bo’yicha barcha harakteristik

ildizlardan ortig. Bu maksimal r harakteristik songa A matritsaning z,>0, (i=1,2,
...,n) koordinatali z =(z,,2,,..z,) X0s vaktori mos keladi.

Musbat matritsa yoyilmaydigan manfiymas matritsaning xussiy ko’rinishi
bo’ladi. Frobenius yoyilmaydigan manfiymas matritsaning spektral xossasini
o’rganib, Perron teoremasini umumlashtirdi.

Teoremad.2. (Frobenius teoremasi). Yoyilmaydigan manfiymas
A=|a, |;,, matritsa har doim mos harakteristik tenglamani oddiy ildizi bo’Igan

r musbat harakteristik songa ega. Boshga barcha harakteristik ildizlarning
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moduli r dan ortmaydi. R maksimal harakteristik songa musbat koordinatali z
xos vektor mos keladi.
Agar shu bilan birga A matritsa moduli r ga teng bo’lgan h ta

2 =1, A, A, Narakteristik sonlarga ega bo’lsa, u holda bu sonlarning hammasi
har xil bo’lib,

A"—r"=0 (4.4)
tenglamaning ildizlari bo’ladi va A-kompleks tekkislikdagi nugtalar sistemasi

sifatida  garalayotgan, A=|a, |, matritsaning 4, 4.4, barcha
harakteristik sonlarning umumiy to’dasi bu tekkislikni ZT” burchakka burganda

0’zi 0’ziga o’tadi, h>1 da qatorlarni almashtirish bilan A matritsani quyidagi

siklik ko’rinishga keltirish mumkin:

0 Ay 0 w0
0 0 Ayy .. 0
A= o . .. . . (4.5)
0 0 0 .
Ap1 0 0 0

bu yerda dioganal bo’ylab kvadrat matritsalar joylashgan.

Perron teoremasi Frobenius teoremasining xususiy holi bo’lgani uchun,
biz Frobenius teoremasini isbotlaymiz. Avval nisbatan ba’zi  belgilashlarni
kelishib olamiz, fagat va fagat

c, <d,(1=12,..m;k=12,..,n) (4.6)
holdagina quyidagi tengsizlikni yozamiz
C<D yoki D>C
bu yerda C va D lar bir xil mxn o’lchovli, to’g’ri to’rtburchakli matritsalar
bo’lib,
C=|cy| D=|dy| (i=1,2,...m;k=1,2,...n).
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Agar (4.6) tengsizliklarda tenglik belgisini tashlab yuborsak, u holda

quyidagini yozamiz:
C<D yoki D>C

Xususiy holda, c=>0(C >0 C matritsaning barcha elementlari
manfiymas (mos ravishda musbat) ekanligini bildiradi.

Bundan tashgari, c* bilan modC, ya’ni C matritsa barcha elementlarini
ularning modullari bilan almashtirib hosil gilingan matritsani belgilaymiz.

Frobenius teoremasining isboti. Fiksirlangan haqiqiy

X = (X,, X,,..., X, ) > 0(x = 0) vektor uchun

deb olamiz, bunda minimumni aniglashda x, =0 uchun i indeksning giymatlari

yo’qotiladi. Ma’lumki, r, >0 var,
gx < AX
tengsizlikni ganoatlantiruvchi g hagiqiy sonlarning eng Kkattasi bo’ladi.
Biz r,_ funksiya gandaydir z>0 vektorda o’zining eng katta r giymatiga
erishishini isbotlaymiz:

. (AX);
r=r,=max" =maxm|ng (4.7)

(x=0) (x0) 1<isn X

r. ning aniglanishidan kelib chigadiki, x>0 (x=0) wvektorni 1>0 songa

ko’paytirganda r, 0’zgarmaydi. Shuning uchun r_ funksiya maksimumini

izlashda

shartni ganoatlantiruvchi x vektorlardan tuzilgan M yopiqg to’plam bilan
chegaralanish mumkin.

Agar r, funksiya M to’plamda uzluksiz bo’lsa, u holda maksimumning
mavjudligi ta’minlanadi. Ammo r, funksiya ixtiyoriy x>0 nuqgtada uzluksiz

bo’lib, koordinatalaridan biri nolga aylanadigan M to’plamning chegaraviy
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nuqgtalarida uziladigan bo’lishi mumkin. Shuning uchun M to’plam o’rniga
quyidagi ko’rinishdagi y vektorlardan tuzilgan N to’plamni kiritamiz:
y=(E+A)""'x(xe M)
N to’plam M to’plam kabi chegaralangan va yopiq bo’lib, lemma4.1
ga asosan musbat vektorlardan tuzilgan.

bundan tashqari,

r.x < Ax
tengsizlikning ikkala tomonini (E + A)"™* >0 ga ko’paytirib, quyidagini hosil
gilamiz:
r.y <Ay [(y =(E+ A)”‘lx)]

bundan, r, ni aniglanishiga ko’ra quyidagini topamiz:

shuning uchun r, ning maksimumini izlashda M to’plamni fagat musbat
vektorlardan tuzilgan N  to’plam bilan almashtirishimiz mumkin. N
chegaralangan, yopiq toplamda r, funksiya uzluksiz bo’lib, gandaydir z>0
vektorda 0’zining eng katta qiymatiga erishadi.
r,=r (4.8)
Shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy z>0 vektorni ekstremal deb ataymiz.
Endi quyidagilarni isbotlaymiz:
1) (4.7) tenglik bilan aniglangan r son musbat va A matritsaning
harakteristik soni bo’ladi;
2) ixtiyoriy z ekstremal vektor bo’ladi, ya’ni
r>0, z>0, Az=rz. (4.9)

Hagigatan, agar u=(11,...,1) bo’lsa, u holda r, =mjn>.a, . Ammo

n I<Kisn k=1
bu holda r, >0, chunki yoyilmaydigan matritsaning birorta ham satri fagat
nollardan iborat bo’lishi mumkin emas. Demak, r>0, chunki r >r, .

Agar
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x=(E+A)""z (4.10)
bo’lsin. U holda lemma4.1 asosan x>0 faraz gilaylik, Az—rz=0. U holda (4.1),
(4.8) va (4.10) dan quyidagini ketma-ketni hosil gilamiz:
Az-r2>0, (E+A)""(Az-rz)>0, AX—rx>0
oxirgi tengsizlik r sonini aniglanishiga zid, chunki bu tengsizlikdan yetarli
kichik £>0 uchun Ax—(r+&)x>0 ya’ni r.>r+¢>r kelib chigadi. Demak,
Az=rz. Ammo bu holda
O<x=(E+A)""'z=01+r)""z
bo’lib, bundan z >0 kelib chigadi.

Endi barcha harakteristik sonlar modullari r dan ortmasligini ko’rsatamiz.

Ay=ay(y = 0) (4.11)
bo’lsin. (4.11) ning ikkala tomonidan modulga o’tib,
lay” < Ay* (4.12)

ni hosil gilamiz. Bundan,
ol <r, <
faraz qilaylik, r harakteristik son gandaydir y vektorga mos kelsin:
Ay =ry(y #0)
u holda (4.11) va (4.12) da « =r deb olib, xulosa gilamizki, y*-ekstremal vektor
bo’lib, y">0, ya’ni y=(y,Y,...Y,), Vy,=0 (i=1,2,...,n). bundan Kkelib
chigadiki, r harakteristik songa fagat bitta xos yo’nalish mos keladi, chunki,
ikkita chizigli bog’ligmas z va z; vektorlar bo’lgan holda biz shunday c va d
sonlarni tanlashimiz mumkin bo’ladiki, unda y=cz+dz, xos vektor nolli
koordinataga ega bo’ladi, isbotlanganga ko’ra bu mumkin emas.
AE — A harakteristik matritsa uchun quyidagi matritsani Kiritamiz:
B(A) =| By (1) | 'a= ALAAE — A) 2,
bu yerda A(1)-A matritsaning harakteristik ko’phadi, B,(1)esa A(4)

aniglovchidagi 45, —a, elementning algebraic to’ldiruvchisi. R harakteristik

songa faqgat bitta z =(z,,2,,...,2,), z, >0,z, >0,...,z, >0 X0s vektor mos kelishidan
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kelib chigadiki, B(r) =0 va B(r) matritsaning ixtiyoriy nolmas ustunida barcha
elementlar noldan fargli va bir xil ishorali bo’ladi. U holda bu hol B(r) matritsa
satrlari uchun ham o’rinli, chunki A matritsa uchun yuritilgan mulohazalarni A'-
transponarlangan matritsa uchun ham yuritish mumkin. Bundan kelib chigadiki,
barcha B, (r) (i,k =1,2,...,n) noldan fargli va bitta & ishorali. Shuning uchun
o-AN(r)=c- Zn:B“(r)>O’
=

ya’ni A" (r) =0 varson A(4) harakteristik ko’phadning oddiy ildizi.

Shunday qilib, r son A(1) = 2" +... ko’phadning maksimal ildizi, u holda
A(1) ko’phad 2 =r dao’sadi. Shuning uchun A"(r)>0 va r=1 ya’ni

B,(r)>0 (i,k=12,...,n) (4.13)

teoremaning ikkinchi gismini isbotlashda quyidagi lemmadan foydalanamiz:

n

e ikkita bir xil n-o’Ichovli

Lemmad.2. Agar A=|a,|,, va C=|c

i e
matritsalar bo’lib, A- yoyilmaydigan matritsa va

C*<A (4.14)
bo’lsa, u holda C matritsaning y harakteristik soni bilan A matritsa r maksimal
harakteristik soni o’rtasida

y|<r (4.15)
tengsizlik o’rinli. (4.15) munosabatda tenglik belgisi fagat va fagat

C =e"DAD™ (4.16)

dagina o’rinli bo’lishu mumkin, bu yerda

e =L
r

D-elementlari moduli bo’yicha birga teng bo’lgan dioganal matritsa (D*=E).
Lemmaning isboti. C matritsaning » harakteristik soniga mos keluvchi
xos vektorni y bilan belgilaymiz:
Cy=yy (=0
(4.14) va (4.17) dan
y"<C'y' < Ay* (4.18)

F
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shuning uchun

7| < r. <r
Endi [y|=r holni taxlil gilamiz. Bu holda (4.18)dan kelib chigadiki, y* A

matritsa uchun ekstremal vektor, demak y*>0 va y* A matritsaning r
harakteristik soniga mos xos vektor. Shuning uchun (4.18) quyidagi ko’rinishni
oladi:

Ay"=C*'y" =ry",y" >0 (4.19)
Bundan, (4.14) ga asosan

C'=A (4.20)
Y=Y Yo Yo) Y :‘yj‘ e (j=12,,..,n) bo’lsin.

D= {e‘“,e”’z ,...,ei‘P”}
dioganal matritsa olamiz.
U holda
y = Dy"

Buni (4.17) ga qo’yib, y =re'” deb olib, quyidagini topamiz:

Fy"=ry" (4.21)
Bu yerda
F=e"“D"'CD (4.22)

(4.19) va (4.21) dan

Fy"=C'y" = Ay” (4.23)
ammo (4.22) va (4.20) ga asosan

F'=C"=A
shuning uchun (4.23) dan,
Fy' =F'y*

y* >0 bo’lgani uchun bu tenglik F = F* dagina, ya’ni
e'”D'CD = A
da o’rinli bo’ladi. Bundan

C =e'?DAD
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lemma isbotlandi.

Teoremaning isbotiga gaytamiz. Isbotlangan lemmani r maksimal moduli
h ta har xil harakteristik sonlarga ega bo’lgan oyilmaydigan A matritsaga
qo’llaymiz:

Ao =18 A =1 A =1 " (A=@, <@, <@, <...<@,, <27)
U holda C=A va y =4, deb olib, ixtiyoriy k=0,1,...,h-1 uchun quyidagiga ega
bo’lamiz:
A=e"*D,AD, " (4.24)

bu yerda Dg-dioganal matritsa bo’lib, D; =E.

z A matritsaning r maksimal harakteristik songa mos musbat xos vector

bo’lsin:

Az =rz(z > 0) (4.25)
u holda

k k

y=Dz y"'=z>0 (4.26)
deb olib, (4.25) dan

k k .
Ay=24y (1A, =re”™ k=01,.,h-1) (4.27)

harakteristik sonlar uchun xos vektorlar bo’ladi.

(4.24) dan kelib chigadiki nafagat 2, =r balki, 4,,4,...,4,, lar A matritsaning

oddiy harakteristik sonlari bo’ladi. Shuning uchun ; X0s vektorlar va
D.(k=012..,h-1)  matritsalar o’zgarmas skalyar ko’paytuvchi anigligida
aniglanadi. D,,D,,...,D,,  matritsalarni bir qiymatli aniglash uchun bu
matritsaning birinchi dioganal elementlarini birga teng qilib tanlaymiz. U holda
D,=EVvay=z>0.
(4.24) dan quyidagi kelib chigadi:
A=e'"" D .DAD'D;*(j, k =01...h-1)

bundan, yuqoridagi kabi xulosa gilamizki,
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D D,z

J

. - ral(2iE0) . : i i
vektor A matritsani € " harakteristik soniga mos xos vektori bo’ladi.

i(pjtey)

Shuning uchun € son €' sonlarning biri bilan, D;D;* matritsa esa D,

matritsaning biri bilan ustma-ust tushadi, ya’ni gandaydir e,,e, larda

ei(¢;+¢k) _ ei¢’el ’ei(co,-—w) _ eigoz |

matritsalar o’zaro izomorf multiplikativ abel gruppalarini tashkil etadi.

Har ganday h ta har xil elementli chekli gruppada ixtiyoriy elementning h-
darajasi gruppaning birlik elementiga teng. Shuning uchun e'”?,e',...,e'"
lar birning h-darajali ildizlari bo’ladi. Shuningdek , birning hta har xil ildizlari

mavjud va ¢, =0< ¢, <¢,,...p,, <2z Uholda
?, :%(k =01..,h-1)

va

2r

e — (g =e® —ek k=01.,h—1) (4.28)
A, =re,(k=012....,h-1) (4.29)

Aor Ayren Ay SONNAr (4.4) tenglamaning to’la yechimlar sistemasini tashkil etadi.
(4.28) mos ravishda quyidagicha ega bo’lamiz:

D, =D* (D=D,,k=012,..h-1) (4.30)
Endi (4.24) tenglikdan k=1 da

27
i

A=e " DAD™ (4.31)

hosil bo’ladi. Bundan kelib chigadiki, A matritsa eiTﬁ ga ko’paytirilganda
0’xshash matritsaga o’tadi, demak, A matritsada harakteristik sonlarning to’la
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2
i

sistemasi e " ga ko’paytirilganda 0’zi-0’ziga o’tadi.
D" =E
ekanligidan ko’rinadiki, d ning dioganalidagi barcha elementlari birning h-
darajali ildizlari bo’ladi. A dagi (mos ravishda D dagi) qatorlarni o’rin
almashtirish  bilan D matritsa quyidagi kvazidioganal ko’rinishga kelishi
mumkin:
D ={,Ey,7,E;s.... 7 E.,} (4.32)

bu yerda E,,E,,....E_, -birlik matritsalar va

- 27
L _
T, =¢€ W _np—h

(n,-butun son, p=0,1,...,s-1, 0=ne<n;<...<ng;<h) ma’lumki, s<h.

A matritsani quyidasicha blok ko’rinishida yozib,

All A12 Als
A=1421 Axp - Ay (4.33)
Asl ASZ Ass
T, 2r,
Ay =~ AG(P.G=12,.5) set (4.34)
p—1

Ty
Bundan ixtiyoriy p va g da Tq—l =& yoki A, =0,

p-1
p=1 deb olamiz. Barcha A,,A,,., A, matritsalar bir vagtda nolga

. . . i T_Z Ts—l _1 . .-
aylanishi mumkin emas, u holda ——=-=> (7o =1) yechimlardan biri ¢ ga
0 0 0

teng bo’lishi kerak. Bu fagat n, =1 dagina mumkin. U holda Z—1=€ va
0

A,=A,=..=A,=0 huddi shunday (4.34)da p=2 deb olib, n,=2 va

A, = A, =..= A, =0 va hakozo. Natijada quyidagini hosil gilamiz:
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0 Ay 0 .. 0
O O A23 ann O
A= . ‘s . .. “
0 0 0 . As—l,s
Asl AsZ AS3 Ass

shunday qilib, n, =1,n, =2,...,n_, =s-1. Ammo p=s da (4.34) tenglikning 0’ng

tomonida quyidagi ko’paytuvchi turadi:
2.
_ (q-s)—i
12 -¢ "M (g=12..59)

p-1

T

bu sonlardan biri g:zT”i ga teng bo’lishi kerak. Bu fagat s=h va g=1 dagina

mumkin, demak, A, =...= A, =0 shunday qilib,
D = {E,.¢E,,£°E,,....e™E, , |

va A matritsa (4.5) ko’rinishga ega.

Frobenus teoremasi to’la ishotlandi.

83.  Yoyiluvchi matritsa.
Avvalgi paragrifda aytilgan yoyilmaydigan manfiymas matritsalarning
spektral xossasi yoyiluvchi matritsalarga o’tganda 0’z kuchini yo’gotadi.
Ammo, ixtiyoriy A>0 manfiymas matritsa har doim yoyilmaydigan va hattoki

musbat A matritsalar ketma-ketligi sifatida ifodalanishi mumkin

A=]limA. (A, >0,m=12,.), (4.35)

m—oo

u holda ba’zi yoyilmaydigan matritsalar spectral xossalari kuchsizlanlantirilgan

formada yoyiluvchi matritsalar uchun ham o’rinli.
A=|a];,, manfiymas matritsa uchun quyidagi teoremani isbotlaymiz:
Teorema 4. 3. A manfiymas matritsa har doim r manfiymas harakteristik
songa egaki, unda A matritsaning barcha harakteristik ildizlarining moduli r
dan ortmaydi. Bu r maksimal harakteristik songa y >0 manfiymas xos vektor

mos keladi:
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Ay =ry(y>0,y #0)

Isboti. A matritsa uchun (4.35) o’rinli bo’lsin. A, matritsaning maksimal
harakteristik sonini r™ bilan unga mos normalangan musbat xos vektorni y™
bilan belgilaymiz:

A, ym=rmym  [ymgn —1 y™ 50 m=12,,..] (4.36)
u holda (4.35) dan kelib chigadiki, quyidagi limit mavjud:
limr™ =r

bu yerda r - A matritsaning harakteristik soni. r™ >0 va r™ >‘/10““> , bu yerda

2, - A matritsaning ixtiyoriy harakteristik soni (m=1,2...) ekanligidan limitga
0’tib, quyidagini hosil gilamiz:

r>0, rx|i| (4.37)
bu yerda 1,- A matritsaning ixtiyoriy harakteristik soni. Bu limitik o’tishdan
(4.35) bilan birga quyidagi hosil bo’ladi:

B(r)>0 (4.38)
normalangan xos vektorlar y™m=12..) ketma-ketligidan gandaydir
normalangan y vektorga yaginlashuvchi y(m") (p=1) gism ketma-ketlik ajratish
mumkin. (4.36) tenglikdan limitga o’tib, quyidagini hosil gilamiz:

Ay =ry(y>0,y #0)
teorema isbotlandi.

Manfiymas elementli matritsalar uchun muhim bo’lgan gator tasdiglarni

garab chigamiz:

1.Agar A=|a,| . -r maksimal harakteristik sonli manfiymas matritsa

bo’lsa, u holda

(AE-A)" >0, ;—/1(/1E ~A)'<0, A>r (4.39)
hagigatan, 2>r >0da
(AE-A)" = i Ao (4.40)

j+1
i 4

102



yoyilma o’rinli, shuning uchun

d e Ao v U+DA
OI/1(AE A" = ,zo 7 =<0 (4.41)

2.Agar A - r maksimal harakteristik sonli manfiymas matritsa bo’lib,
B(4) va C(1) mos ravishda uning yopishgan va keltirilgan yopishgan
matritsalari bo’lsa, u holda
A>r da B(1)=0, C(1)=0 (4.42)
bo’lib,

B(4)=(2E-A)*A(2), C(2)=(1E-A)"p(2)

va
A>r da A(2)>0,p(2)>0 (4.43)
ekanligidan, (4.39) dan (4.42) kelib chigadi.

3.Agar A yoyilmaydigan, r maksimal harakteristik sonli matritsa bo’lsa, u
holda

A>r da(AE-A)" >0, ;—/1(/1E ~-A)" <0, (4.44)
A>r da B(1)>0, C(1)>0 (4.45)

4.r'-A manfiymas matritsaning taribi n dan kichik bo’lgan bosh minorning
harakteristik soni bo’lib, r-A matritsaning maksimal harakteristik soni bo’lsa,
r'<r (4.46)
bo’ladi. Agar (n-1)-tartibli minor uchun r’ <r bo’lsa, u holda
A(A)=|AE - A
harakteristik aniglovchi uchun
r'<i<rdaA(1)<0 (4.47)
tengsizlik o’rinli.
Agar A -yoyilmaydigan matritsa bo’lsa, u holda (4.46) da tenglik belgisi
bo’lmaydi, ya’ni r’ <r bo’ladi.
Agar A —yoyilmaydigan matritsa bo’lsa, u holda xech bo’lmaganda bitta
bosh minor uchun (4.46) da tenglik belgisi o’rinli, ya’ni r'=r bo’ladi.
5.Agar A>0 yoyiluvchi matritsa bo’lib,
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r—a;; —ag e TA1p
A()=| "% T2 - Thm
—0anq —Qn2 e T = App
harakteristik aniglovchisining gandaydir bosh minori nolga aylansa, u holda shu

minorni o’rab turuvchi minor xususiy holda (n-1)-tartibli bosh minorlardan biri
B,,(1),B,,(4)....B,, (1)
nolga aylanadi.
6. A>0 matritsa fagat va fagat
B.(r)=0(i=12...,n)
munosabatlardan birida tenglik belgisi o’rinli bo’lsa, yoyiluvchi bo’ladi.
7.Agar r-A>0 matritsaning maksimal harakteristik soni bo’lsa, u holda

Ixtiyorty 2>r da A, = AE - A harakteristik matritsaning barcha bosh minorlari
musbat, ya’ni
oy, -
Ai[il,iz....ipjzo’(/lzr’1SI1<IZ <e<dy<nip=12..n) (4.48)
bo’ladi.
Lemma 4.3. (Kotelyanskiy lemmesi).
Agar G=| g, ”:k:l hagiqiy matritsada dioganalda yotmagan barcha
elementar manfiy yoki nolga teng,
g, <0 (@(=k,ik=12,..., n) (4.49)

bosh minorlar ketma-ketligi ega musbat
_a[ts0,6[* >0, .. 6[ "0 4.50
=B )7 127 Plann (4.50)
bo’lsa, u holda G matritsaning bosh minorlari musbat,
iy, Ay o _
Gl . . |20 Q<i<i,<..<i <n; p=12,.,n)

Iy, ipedy

bo’ladi.
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Teorema 4.4. 1 haqgigiy son A=|a, |/, >0 matritsaning r maksimal
harakteristik sonidan katta, r <4 bo’lishi uchun Aning bu giymatida A = 1E - A

ketma-ketligi musbat, ; — q,; > 0,

A — a1 —ai2

> 0,
—apq A — Ay
A —ar —di2 v diqp
— — .. a
» 41 AT A - “2n (4.51)
_anl _anz . A — ann

bo’lishi zarur va yetarli.
Teorema 4.5. Dioganalda yotmagan elementlari manfiymas bo’lgan

C=|c >0 hagiqgiy matritsaning barcha harakteristik sonlari manfiy haqiqiy

i
ik i k=1

gismga ega bo’lishi uchun

C C Ci1 Cip o Cypy

Cii <0, [ 2 >0 .., (-)"|C1 Cz - Can| (452
Ca1 Cp ' : . :
Cnl CnZ Cnn

tengsizlik bajarailishi zarur va yetarli.

Teorema 4.6. A-manfiymas matritsaning ixtiyoriy lementi o’sganda
uning maksimal harakteristik soni kamaymaydi. U gat’iy o’sadi, agarda A
yoyilmaydigan matritsa bo’lsa.

Teorema 4.6'. Agar mos ravishda r va r; maksimal harakteristik sonli
A va A; manfiymas matritsalar berilgan bo’lsa, u holda A< A tengsizlikdan
r<r, tengsizlik kelib chigadi. Agar A yoyilmaydigan matritsa bo’lsa, r<r,
bo’ladi.

Isboti. A -yoyilmaydigan matritsa bo’lsin. U holda A; ham
yoyilmaydigan matritsa bo’ladi. A; matritsaning r; harakteristik soni uchun xos

vektorini x bilan belgilaymiz:
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AX=rXx (x>0)
bundan,

(r, —r)x=Ax—rx+ (A, — A)X (4.53)
ammo (A - A)x>0. Shuning uchun agar x A matritsaning r harakteristik soni
uchun xos vektor bo’lmasa, u holda gandaydir i@@<i<n) indeksda

(r,—r)x =(A - A)X >0
ya’ni, yana r <r, bo’ladi.

Yoyiluvchi matritsa bo’lgan holda A, =A+sB va A, =A +é8,B>0,6>0
matritsalarni kiritamiz, u holda A, <A, vaA, >0 bo’ladi. Shuning uchun r, <r,
mos ravishda A vaA, matritsalarning maksimal harakteristik sonlari. ¢ -0 da
limitga o’tsak, AvaA, lar mos ravishda A va Ada, r, <r, tengsizlik r<r,

&

tengsizlikka o’tadi.
Mashglar: Manfiymas elementli matritsalar uchun muhim bo’lgan 1-7

tasdiglarni isbotlang.

84. Yoyiluvchi matritsaning normal formasi.
Ixtiyoriy A=| a,|;,, Yyoyiluvchi matritsani garaymiz.. uning qatorlarini

almashtirib, quyidagi ko’rinishga keltirish mumkin;
|| B O
A= i [ (4.54)

bu yerda B,D-kvadrat matritsalar.
Agar B va D matritsalar yoyiluvchi bo’lsa, uni (4.54)ga o’xshash
ko’rinishda  tasvirlash  mumkin, shundan so’ng A matritsa quyidagi

ko’rinishni oladi:

K O O
A=|H L O
F ¢ M

Agar K,L,M matritsalarning gandaydir biri yoyiluvchi bo’lsa, yuqoridagi

jarayonni yana davom ettirish mumkin. Qatorlarni almashtirish natijasida biz A
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matritsada uchburchak bloklar (formasi) ko’rinishini beramiz:

Ay O ... 0
A — A.Zl A.ZZ ..... .0 (455)
As1 Agy ... Ag

bu yerda dioganaldagi bloklar yoyilmaydigan kvadrat matritsalardir.
Dioganaldagi A;; (1 < i < s) blok matritsalar ajralgan deyiladi, agarda
A =0k=12,..,i—1,i+1,..,5)
bo’lsa. (4.55) matritsada blokli qatorlarni o’rinlarini almashtirib, barcha

ajralgan bloklarni bosh dioganal bo’ylab birinchi o’ringa go’yamiz. Shundan

so’ng A matritsa quyidagi ko’rinishni oladi:

A0 0 0
0 A, 0 0

A=| © 0 . A 0 .0 (4.56)
Ag+l,1 Ag+l,2 Ag+1,g Ag+l
Asl AsZ e Asg As ,g+1 ' As

uyerda Aq, 4y, ..., Ag yoyilmaydigan matritsalarhar bir gatordagi,
Afl’Afz’ ""Af,f—l(f =49 + 1, ..,S),

matritsaning hech bo’Imaganda bittasi noldan farqli.

(4.56) matritsani yoyiluvchi A matritsaning normal formasi deb ataymiz.
Teorema 4.7. A = 0 matritsaning r maksimal harakteristik soniga fagat

va fagat shu holda musbat xos vektor mos keladi, gachonki A matritsaning

(4.64) normal formasida:

1.A4,A5, ...,Ag matritsaning har biri 0’zining r harakteristik soniga ega:
2.9 <sdaAyi14442,...Ag matritsalaring birortasi ham bunday

X0ssaga ega emas.
Isboti. R-maksimal harakateristik soniga z>0 musbat xos vektor mos kelsin.
Bloklarga bo’lish bilan mos ravishda (4.56) da z ustunni zk (k=1,2,..,s)

gismlarga ajratamiz. U holda
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Az =1z (z>0) (4.57)
tenglik quyidagi ikkita tengliklar sistemasiga almashadi:
Az =rz' (i=12,..,8) (4.57"
Yl Ap' +AD =17, j=g+1,..,5) (4.57"
(4.57) da kelib chigadiki, r har bir A¢, A5, ..., Ag matritsaning harakteristik
soni bo’ladi. (4.57" dan quyidagini topamiz:
A7 <rd A7 #rd,(j=g+1,..,5) (4.58)
r bilan A4;(G =g +1,..,5) matritsaning maksimal harakteristik sonini
belgilaymiz. U holda (4.58)dan quyidagini topamiz:
(4 z))i

1 < max - <r,(j=g+1,..,s)

j
Z;

ikkinchi tomondan 7; = 1 tenglik (4.58) ning ikkinchi munosabatiga ziddir.
shuning uchun
r<r (G=g+1,..,5) (4.59)

endi aksincha, A; (i =1,2,...,g) matritsalarning r gat eng maksimal xos
qiymati berilgan bo’lsin, Aj(i =g +1,..,s) matritsalar uchun esa (4.59)
tengsizliklar o’rinli. U holda izlanayotgan (4.57) tenglikni (4.57') va
(4.57") tengliklar sistemasi bilan alamashtirib, (4.57 ) dan A4; (i =
1,2, ..., g) matritsaning z'  mushat xos ustunlarni aniglashimiz mumkin.
Shundan so’ng,(4.57") danz/ (j = g + 1,..,n) ustunlarni topamiz:

z\ = (rE] — Aj)_1 — Z{{;ll Ajkzh G=g+1,..,5) (4.60)
bu yerda E; shu tartibli birlik matritsa bo’lib, A; kabi (j = g +1,..,s)

r<rG—g+1,..,5s)

bo’lgani uchun

(rE—4) >0 (=g+1,.5) (4.61)
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(4.60) formulalar bilan aniglangan z9%1,...,z5 ustun musbat ekanligini

induktiv usul bilan isbotlaymiz. Buning uchun ixtiyoriy j (g + 1 < j < n) da

z1,z%, ..., 7 71 ustunning musbatligidan z/ > 0 kelib chigishini ko’rsatamiz.

Hagigatan, bu holda

j-1 j-1
zAijk 20 ZAijk =0
k=1 k=1

bo’lib, buni (4.61) bilan birgalikda garasak (4.60) ga asosan kelib chigadi.
7
Shunday qilib, z = musbat ustun A matritsaning r harakteristik soni

S

Z
uchun xos vektor bo’ladi.

Teorema 4.7. A matritsaning r maksimal harakteristik soniga A
matritsani va A" transponirlangan matritsani musbat xos vektori javob beradi,
agarda A matritsani gatorlarini almashtirish bilan quyidagicha kvazidioganal
ko’rinishda tasvirlash mumkin bo’lsa,

A={A,A, .., A} (4.62)
bu yerda Aq, Ay, ..., Ag -har biri 0’zining r maksimal harakteristik soni oddiy
bo’lib, unga A va AT matritsalarning musbat xos vektorlari mos kelsa, u holda
A —yoyilmaydigan matritsa bo’ladi.

Aksincha, har ganday yoyilmaydigan matritsa natijada ko’rsatilgan
xossaga ega bo’ladi, u holda bu xossa yoyilmaydigan manfiymas matritsaning
spektral harakteristikasini ifodalaydi.

58 Primitiv va imirimitiv matritsalar.
Ta’'rif 43.  Agar A = 0 yoyilmaydigan matritsa hammasi bo’lib, h ta

A, A

17 A r maksimal modulli
")

27, ..

(|/11| = |’12| == |/1k| =T)
harakteristik sonlarga ega bo’lsa, u holda hql da A-primitiv matritsa, h>1 da esa

imprimitiv matritsa deyiladi. h son A matritsaning impritivlik indeksi deyiladi.
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Agar A matritsaning harakteristik tenglamasi (ko’pxadi)
Aﬁ:ﬂn+a1/1n1+°"+at ﬂnt:O
dq
nm>n >ny, >-->n,a #0,a, #0,...,a; #0)
bo’lsa, u holda uning imprimitivlik indeksi h quyidagi ayormalarning eng katta
umumiy bo’luvchisiga teng bo’ladi:
n—ny,ng —Ny,..,Ni_1 — Ny (4.63)

hagiqatan, frobenus teoremasiga ko’ra, A matritsaning spektri 7 -kompleks

2m
tekkislikni 2q0 nugta atrofida 7~ burchakka burishda 0’ziga o’tadi. Shuning
uchun A (/1) ko’phad gandaydir g(M) ko’phaddan

A (2)=g(2"a"
Formula yordamida hosil gilinishi kerak. Bundan, kelib chigadiki, h (4.63)
ayirmalarning EKUBI d gat eng bo’ladi.
Teorema 4.8. A = 0 matritsa fagat va fagat shu holda primitive
bo’ladiki, gachonki A matritsaning gqandaydir darajasi musbat bo’lsa:
AP >0 (p>1) (4.64)
Isboti. Agar A? > 0 bo’lsa, u holda A matritsa yoyilmaydigan bo’ladi,

chunki A matritsaning yoyiluvchanligidan AP matritsaning yoyiluvchanligi

kelib chigadi. A matritsa uchun hql bo’ladi, chunki, aks holda AP musbat
matritsa

Al Al .., al

h ta P maksimal mudulli harakteristik sonlarga ega bo’ladi. Bu perron
teoremasiga ziddir.

Endi aksincha bo’lsin, ya’ni A primitiv matritsa berilgan bo’lsin.

1 [ccaya®
=Tt |
2he=1 Gy ok (2)

mp—1

(4.65)

A_4
Tk

bu yerda
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0(2)=(2-2)""(2-2,)"" i (2-2)"° (4, 2 j = fda)

A-matritsaning minimal ko’phadi,

o (1) =22 (k=12,..,5)C(2)

(2-2)""

esa keltirilgan, yopishgan matritsa
C(2) = (E-Ap1))
bu holda
A,=1r>|1,] > > 1 ]m=1

deb olish mumkin bo’lib,

C(r) - 1 c(a) P!
P — p_
4 o) ;(mk_l)![‘pk(i) A=,

bo’ladi. Bundan (4.65) ga asosan

. ﬁ )
MMy~ 5 =50

bo’ladi.
Ikkinchi tomondan C(r)>0 va go(r) > (). Shuning uchun

AP
lim —>0
p—o 1P

bo’lib, qandaydir 1 dan boshlab, AP >0 bo’ladi.

(4.66)

(4.67)

Eslatma. Agar A matrirsa primitive va AP > 0 bo’lsa, u holda barcha

m>p uchun A™ > 0 bo'ladi, A matritsa nolli gatorni o’zida saglamaydi.

Natija. Primitiv matritsaning darajasi har doim yoyilmaydigan va

primitiv bo’ladi.

Lemma4.4. agar A-primitiv matritsa bo’lsa, u holda ixtiyoriy ikkita i,k

indekslar uchun shunday i, i1, iy, ..., i, k (s = 0) indekslar zanjiri mavjudki,

unda

aiil > O,a' > O, ...,aisk >0

l1ip
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bo’ladi.

Bunday zanjirlarni A matritsada i dan k ga olib boradi deb aytamiz. S+1
son zanhirning uzunligi deyiladi. i dan k ga olib boruvchi eng gisqa zanjirda
barcha zanjirlar juft-jufti bilan har xil bo’ladi.

Lemmani isbotlash uchun s = 0 deb olish yetarli bo’lib, unda

n
ATt = Haiks+1 >0
ik=1
bo’lishi kerak. U holda
n
s+1
z Ajjy Aiyy,y.... gk — A~ > 0
i1,i2)mnlig=1

va barcha go’shiluvchilar manfiymas, u holda ularning hech bo’lmaganda bittasi

musbat bo’ladi. U so’ralayotgan indekslar zanjirini beradi.

Teorema 4.9. Agar A = 0 -yoyilmaydigan matritsa bo’lib, uning
gandaydir darajasi A9 yoyiluvchi bo’lsa, u holda A9 daraja to’la yoyiluvchi,
ya’ni A9 ni qgatorlarini A9 daraja to’la yoyiluvchi, ya’ni A9 ni gatorini
almashtirib, quyidagi ko’rinishda tasvirlash mumkin:

Al ={AA,, ..., Ay} (4.68)
bu yerdaAq, A,, ..., Ag-yoyilmaydigan matritsalar. Bu matritsalar bir xil
maksimal harakteristik songa ega. Shu bilan birga d son g va h sonlarning eng
katta umumiy bo’luvchisi bo’lib, bu yerda h son A matritsaning imprimitivlik
indeksi.

Isboti. A matritsa yoyilmaydigan bo’lgani uchun Fobenus teoremasiga
ko’ra, r maksimal harakteristik songa a va AT matritsalarning musbat xos

vektorlari mos keladi. Ammo bu musbat vektorlar ; - o harakteristik songa A®

va (A" matritsalar uchun ham xos vektorlar bo’ladi. Shuning uchun ham A®

darajaga teorem 4.7' ni go’llab, bu darajani (4.68) ko’rinishda tasvirlaymiz. Bu

yerda A1,42,...,Aq lar yoyilmaydigan matritsalar bo’lib, r¢ maksimal
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harakteristik songa ega bo’ladi. Ammo A matritsa r maksimal modulli quyidagi

h ta harakteristik songa ega :

e, .., 7 (e = ez%i),
shuning uchun A% matritsa ham quyidagi h ta maksimal modulli harakteristik
ega;
rd,rigd, .__,rng(h—l)

bo’lib, d ta son r? ga teng bo’ladi. Bu fagat d son ¢ va h larning eng katta
umumiy bo’luvchisi bo’lgandagina mumkin. Teorema isbotlandi.

Agar teorema4.9 da g=h deb olsak, quyidagi natijani hosil gilamiz.

Natija. Agar A-h impitivlik indeksli impitiv matritsa bo’lsa, u holda
A" daraja bir hil maksimal harakteristik songa ega bo’lgan h ta primitive

matritsalarga yoyiladi.

86. To’la manfiymas matritsalar
Ta’rif 4.4. To’g’ri to’rtburchakli

A=lagll (i=12,..mk=12,..,n)

matritsa to’la manfiymas (to’la musbat) deyiladi, agarda bu matritsaning

ixtiyoriy tartibli barcha minorlari manfiymas (musbat) bo’lsa:

i1 0y - I ) _
A ( > 0 (mosravishda> 0
b ke d) =0 )
(1< bbb <n;p =12, ..., minifin,n)
ki ky - ky

biz to’la manfiymas va to’la musbat kvadrat matritsalarni garash bilan
chegaralanamiz.
Misol .

1. Vandermondning umumlashgan matritsasi
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V= ||af‘k||?k:1(0 <@y << ---<ma<a<-<a,)

to’la musbat bo’ladi.

2. Yakobincha matritsa
aq b1 O 0
1 4 b, .. 0
J=1l0 ¢ az - 0
o 0 0 - c¢,qa,

to’la manfiymas bo’lishi uchun uning barcha bosh minorlari va b,c elementlari
manfiymas bo’lishi zarur va yetarli.
To’la manfiymas A matritsa uchun quyidagi muhim determinant

tengsizlik o’rinli

A(} 7 7 WS
(4.69)
<a(y 2 0 Dalr 7 He<n

bu tengsizlikni quyidagi lemmadan foydalanib isbotlaymiz:

Lemmad4.5. Agar a-to’la manfiymas matritsada gandaydir bosh minor
nolga teng bo’lsa, u holda bu minorni o’rab turuvchi ixtiyoriy bosh minor nolga
teng bo’ladi.

Faraz gilaylik a matritsaning barcha bosh minorlari noldan fargli bo’lsin,
chunki birorta bosh minorlari nolga teng bo’lsa, yugoridagi lemmaga asosan
|A| = 0 bo’lib, bu holda (4.69) tengsizlikning bajarilishi ravshan.

n=2 da (4.69) tengsizlikning o’rinliligi bevosita tekshiriladi:

A (1 ;) = Q1102 — Q1201 < A110p; chunkiagp 2 0,az; = 0.

n > 2 da (4.69) tengsizlikni barcha n dan kichik tartibli matritsalar uchun

o’rinli deb olamiz. Bundan tashgari, umumiylikni buzmasdan p>1 deb

hisoblashimiz mumkin, chunki, aks holda, satr va ustunlarni teskari nomerlash
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hisobiga p va n-p larning rollarini almashtirishimizga to’g’ri keladi.

D = |ldyll
(1 2 .. p—-1 i _—
dik—A<1 o k), Gk=1p+1,..,7)

matritsani garaymiz. Ikki marta Silvestr ayniyatdan va n dan kichik tartibli

matritsalar uchun (4.69) tengsizlikni ko’plab, quyidagiga ega bo’lamiz.

D(p p+1 .. n)
A(l 2 .. n): p p+1 .. n
1 2 .. n IA<1 2 . p—1)]n—P
1 2 .. p—1
p+1 .. n)
<dppD(p+1 . n
_D<p p+1 .. n)
p p+1 .. n
1 2 .. D 1 2 .. p—1 p+1 .. n)
_A(l 2 - P)A(l 2 . p—1 p+1 .. n (4.70)
A(l 2 . p—l)
1 2 .. p—1
1 2 .. p p+1 .. n)
SA(l 2 - P)A<p+1 . n

demak, (4.69) tengsizlik o’rinli.

Ta'rif45. A = ||lay,||}';=, matritsaning

i1 iy e Ly ) ( i1 iy e L )
A < 1< <n 471
ky ky o Ky ki ky o Ky @)
minori deyarli bosh minor deyiladi, agarda iy — kq,i; — ky ...,0, — k,

ayirmalarning faqat bittasi noldan fargli bo’lIsa.
Yugorida keltirilgan barcha xulosalar 0’z kuchida qoladi, agarda “A-
to’la manfiymas matritsa” shartini undan kuchsizroq bo’lgan “A matritsada

barcha bosh va deyarli bosh minorlar manfiymas” shart bilan almashtirilsa.
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Mashqlar:

1.

To’la manfiymas matritsalarga misollar keltiring va ularni deyarli bosh
minorlarini ajrating.

Agar A>0, B> Cva AB aniglangan bo’lsa, u xolda AB > AC
ekanligini isbotlang.

Agar A>0, B>Cva AB=0 bo’lsa, u xolda A=0 ekanligini
isbotlang.

Agar A keltiriluvchi matritsa bo’lsa, ixtiyoriy butun musbat p soni
uchun AP matritsa ham keltiriluvchi ekanligini isbotlang.

Agar

2 1

1
0 3

a=lo Y <=1

bo’lsa, y < Ax shartni ganoatlantiruvchi y > 0 vektorlar to’plamini
yozing. px < Ax shartni ganoatlantiruvchi eng katta p sonini toping.
Agar A € R,,,, manfiymas matritsa bo’lib, o; = ¥}_; a;, bo’lsau
xolda quyidagini isbotlang

minaj < A1 <maxaj,
bu erda A —A matritsaning spektral radiusiga teng bo’lgan xagiqiy xos
giymati.
Agar A primitive matritsa bo’lib, p musbat butun son bo’lsa, u xolda
AP matritsani primitive ekanligini isbotlang.
Agar A > 0 keltirilmaydigan matritsa bo’lib, € > 0 bo’lsa, u xolda xos
giymatlarni garab chiqgish yordamida &I + A matritsani primitive

ekanligini isbotlang.
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V-BOB.
XOS QIYMATLARNI REGULYARLIGI VA
LOKALLIGINING HAR-XIL KRITERIYALARI.

81. Adamarning regulyarlik kriteryasi va uning umumlashgani.
A= laglli =1
ixtiyoriy kompleks elementli n X n o’lchovli matritsa berilgan bo’lsin.
Faraz qilaylik bu matritsa xos matritsa, ya’ni |A| = 0 bo’lsin. U holda
lx; | > 0 maksimum bilan xq, x5, ..., %, sonlar mavjud bo’lib, quyidagi
tenglik o’rinli bo’ladi:
j=10k % =0 (5.)

ammo bu holda

n n
@l < ) lag [ly] < el Y Jay |
j=1 j=1

j#k
bo’lib buni |x; | ga gisgartirsak,
|| < Joge | X7 =g | | (5.2)
j#k
hosil bo’ladi. Shuning uchun, agar
H; = lag| — Xjzi|ay| >0 i = (1,2,..,n) (5.3)

j#i
Adamar sharti bajarilsa, u holda (5.2) ko’rinishdagi tengsizlik o’rinli emas va
demak, A matritsa regulyar (xosmas), ya’ni |A| # 0 bo’ladi.
Shunday qilib quyidagi teorema o’rinli:
Teorema 5.1: (Adamar teoremasi).
Agar A = ||la|I{';=1 matritsa uchun (5.3) tengsizliklar bajarilsa, u

holda A matritsada xosmas bo’ladi.
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H; > 0 shart a; dioganal elementning moduli i-satr elementar

modullari yig’indisidan katta (gat’iy) ekanligini bildiradi. Bunday a;; element
(dominiruyushiy) ustunlik giluvchi (0’zining satri uchun) deyiladi.

Adamar sharti A matritsaning barcha dioganal elementlari (0’zining
satri uchun ustunlik giluvchi) bo’lishini talab giladi.
Eslatma 1.

Agar (5.3) Adamar sharti bajarilsa, mod|A| uchun quyidagi baho
o’rinli:

mod|A| = HiH, ...H, >0 (5.4)

(5.4) shartni o’rinli ekanligiga ishonch hosil gilish uchun

n aij ..
F =||f; ||l_’j:1, Ifii| = 7 @i=12,..n) (55
Yordamchi matritsani kiritamiz. bunda quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi:
|fiil — Z}l=1|fij| =1i=(2,..,n) (5.6)
j #i

A bilan bu matritsaning gandaydir harakteristik sonini belgilaymiz. A
songa |%i | > 0 maksimalli (x1, X, ..., X, ) x0s vector mos keladi. U holda
Ay X = 2}1:1 fijj (5.7)

bu tengsizlikdan

o] X 2] Fi ||xk|—jil|fkj|\xj\ >|x] |fkk|-jil|fkj = [X,]
j=k J=k
buni |x, | ga gisqartirib,
125|>1
ni topamiz. Ammo |F| aniglovchi F matritsaning harakteristik sonlari
ko’paytmasiga teng. Ularning har biri 1 dan kichik emas. Shuning uchun
mod|F| = 1 (5.8)

ikkinchi tomondan
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4]

|F| = T, (5.9)
(5.8) va (5.9) dan izlanayotgan (5.4) tengsizlik kelib chigadi.
Eslatma 2.
|A| = |AT| ekanligidan a matritsani AT matritsa bilan almashtirib, A

matritsaning xosmasligidan yetarli shartini ustunlar uchun adamar shartlari

ko’rinishida quyidagicha hosil gilamiz:
G = lag| — Yj=1|a;| >0 (=12,..,n) (510
j#i
bu shartlar bajarilganda (5.4) ning o’rniga quyidagiga ega bo’lamiz:
mod|A| = GG, .... G, (5.11)
C-ixtiyoriy xosmas n X n o’lchovli matritsa bo’lsin. U hold A va Ac
matritsalar bir vagtda xosmas bo’ladi. shuning uchun (5.3) , (5.10) shartlarda,
shuningdek (5.4) va (5.11) baholarda A matritsani AC matritsa bilan
almashtirish mumkin. C matritsani variatsiyalab, har xil o’zaro ekvivalent
bo’lmagan xosmaslikning yetarli shartlarini, shuningdek |A| uchun (5.4) va
(5.11) ga o’xshash baholarni hosil gilamiz. Xususiy holda, C matritsani tanlash
hisobiga ustunlarni ixtiyoriy almashtirishni amalga oshirish mumkin. u holda
(5.3) shartlarning o’rniga quyidagi shartlarni hosil gilamiz:
H; = |ay,,| - Yz |a;| >0 ((=12,..,n) (5.12)
J#Fui
bu yerda (11, Uy, ..., Uy, )- fiksirlangan, ammo 1,2,...n indekslarning ixtiyoriy
Ixtiyoriy o’rin almashgani.
Boshgacha aytganda
n
A = |ay |i,j=1
matritsa xosmas bo’ladi, agarda uning har bir satrda ustunlik giluvchi
(dioganalda bo’lishi shart emas) elment bo’lib, va bu n ta ustunlik giluvchi
elementlar har xil ustunlarda joylashgan bo’lsa.

Shunga o’xshash tasdiq ustunlar uchun ham o’rinli.
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Endi quyidagi kuchsizlangan Adamar shartlari bajarilsin:
H; = la;| — Yj-i|a;| =0 (=12 ..,n) (5.13)
j#i
U holda har bir dioganal element o’zining satri uchun kuchsiz domirlovchi
bo’ladi.

Faraz gilaylik, A matritsa xos va Ax=0 bo’lib, x = (x1,x3,...,X%,) # 0
vektor ustun |x,| maksimal ustunli P ta x;, elementlarga ega va avval p<n
bo’lsin x vector koordinatalarini gayta nomerlab, modul bo’yicha maksimal
bo’lganlarini birinchi p ta koordinatalarga keltiramiz:

x| = x| = = |xp| > |xj|, G=p+1,..,n)
Bunda Ax=0 tenglik saglanadi, agarda A matritsaning satr va ustunlarida

gandaydir almashtirishni amalga oshirsak. Shundan so’ng quyidagini yozish

mumkin:
n
Ak X = —z akj X; (k = 1,2, ,p)
j=1
j#k
bundan,
lalbeed < O lay Dl + > oy [ly] < el D lay ] (5.14)
j=1 j=p+1 j=1
j#k Jj#k
(k=1,2,..,n)
Buni |x, | ga qgisgartirib, quyidagini hosil gilamiz:
| < Xj-i|aw;| (k=1.2,..,n) (5.15)
j#k

bu munosabatni (5.13) ga qo’yib, xulosa gilamizki (5.15) va (5.14) da tenglik
belgisi o’rinli bo’ladi. Bu esa fagat

n

Z |akj| =0k=(p+1,..,n)

j=p+1
dagina bajariladi, ya’ni
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p ta
A= (Al 0 ) (5.16)
A; Ay
ko’rinishda bo’ladi.

Ammo (5.16) ko’rinishdagi matritsa yoyiluvchi deyiladi. Shunday qilib,
p<n da A —yoyiluvchi matritsa bo’ladi.

Agar p=n bo’lsa, u holda barcha (5.15) munosabatlarda (5.13)da tenglik
belgisi o’rinli bo’ladi.

Biz bunday xulosaga, A —xo0s matritsa deb olib, keldik.
Shunday qilib, quyidagi Adamar teoremasiga aniglik Kkirituvchi quyidagi
teoremani isbotladik.

Teorema 5.2. (Olga Tauski teoremasi).
Agar a - yoyilmaydigan matritsa uchun (5.13) Adamarning kuchsizlantirilgan
shartda > belgi o’rinli bo’lsa, u holda A matritsa xosmas bo’ladi.

Bu teoremada H; =0 (i =1,2,..,n) shartlamni G; >0 (i =

1,2, ...,n) shartlar bilan almashtirish mumkin.

§2. Matritsa normasi.

Har bir x € R™ vektorga bitta manfiymas ||x]|| sonni mos go’yamiz. R™
fazodagi ixtiyoriy x,y vektorlar va A - ixtiyoriy skalyar uchun quyidagi shartlar
bajariladi:

Nl + ylE < i+l
Alaxll = 2 llxll,

-

2

3. ||x]| > 0 agarda x # 0 bo’lsa.

4 Shartda ; = ( desak, ||x||=0 dagina bajarilishi kelib chigadi.
Bundan tashqari 2. Shartdan kelib chigadiki, ixtiyoriy x,y € R™ vektorlar
uchun

lIx = yll = llxll = Iyl
Quyidagi normalarni kiritish mumkin; vektorlarning “kubik” normasi
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max

lx[l1 = 1<i< nlxil (5.17)
yoki “oktaedrli” norma
n
Ielly = ) x| (5.17)
i=1

“Ermitcha” norma

lIxlls = (5.17")

n
z|xi|2
i=1

Osongina tekshirib ko’rish mumkinki, bu normalar 1.,2., 3. Shartlarni

ganoatlantiradi.
Endi m X n o’lchovli to’g’ri to’rtburchakli A matritsani va shu bilan
birga uni y=Ax chizigli alamshtirishni garaymiz. x, € R"™ ,y € S™ vektorlar.
Bu fazolarda vektorlarning ||x||p = |lx|| va llglls = Ily|| normalarni
Kiritib, A matritsaning normasini quyidagicha aniglaymiz:
sup [l Ax |5

Al =, ¢ R, x % 0 xl, (5.18)
Normaning ta’rifidan quyidagi munosabat kelib chigadi:
I1Ax|ls < lAllllx ]l (5.18)
14 + BIl < [IAll+IIBI| (5.19)
1Al = [411IAl (5.19)

pxn 0’lchovli B matritsa R™ ni SP ga akaslantirsin, u holda AB matritsa

R™ ni T™ga akslantiradi. R™ ,SP , T™ fazolarda vector normalarini va ular
yordamida matritsalar normalarini Kiritib, quyidagi tengsizlikka kelamiz:

IABIl < lIAIllIBII (5.19)
Masalan, agar “kubik” vector normalar, (5.17) dan kelib chigsak, u holda
A=llagll(i=12,...mk=12,..,n) matritsaning normasi
quyidagicha aniqlanadi:
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IAll = maxy g <n Xk=1lai| (5.20)
Hagiqggatan bu holda

n
= . <
lAxlly = max > lag ] <
k=1

< max |x max z a;
1<i<m | kl 1<i<m l lkl

Shuning uchun

IIAxII maleal
x|l ~ 1=i< tk

Agar “oktaedrli” vector normadan kelib chigasak
x|l = Xk=1lxk]; Iyllz = X1yl

U holda

IAll = max; g <, Xi%q lap| (5.20)
Endi “ermitcha” vektor normalarni,

xll? = k=g lxel?, Iyll* = Xk=alyil?
garaymiz. U holda S = AA™ ermitcha musbat matrirsani kiritib, quyidagiga ega
bo’lamiz:

|Ax||> = y* y = x*Ax*Ax = x*Ax*Ax = x*Sx,  ||x||*> = x*x.

Ammo bu holda

x*Sx
1A% = MaXy 20 —— = S,

buyerda S - AA™ matritsaning maksimal harakteristik soni. Bu holda

IA]l = VS (5.20")

Endi x va y ustun vektor uchun har xil normani kiritamiz. Masalan,

I Z|xk| I¥l, = max|yi

1<i<n

bo’lsin u holda
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|Ax], = max

1<i<m

n
Za.k Xe| = ;ka| = ||,

bu yerda a=max|ai|- IKkinchi tomondan, agar a=a, bo’lsa, u holda x4 ni

1<i<n

a,,X, =alx,| shartni ganoatlantiradigan qilib tanlab, j=q da x,=0 deb olib
|AX|, = a]x|, tenglikka ega bo’lamiz.

Shunday qilib, bu holda
| Ax| = m_axlaikl (5.20")

bo’ladi.
83. Adamar kriteriyasini blok matritsalarga kengaytirish.

nxn 0’lchovli A matritsa s* ta n,xn, o’lchovli A, bloklarga

ajratilgan bo’Isin (e, =1.2,..,s)

Ay A - Agg
A=|Axn Axn - Az (5.21)
Asl ASZ Ass

bu holda R" fazo s ta R™(a=12,...,s) qgism fazolarga ajraladi. Ixtiyoriy xeR"

vector uchun quyidagi yoyilma o’rinli bo’ladi.
X:ZXQ(XQ eR", a=12,.,5) (5.21)
a=1

R" qgism fazolarda vector normalar kiritamiz. A, blok matritsa R™ gism fazoni

R" gism fazoga akslantiradi, u holda u quyidagi norma bilan aniglanadi:

Rna
supL (5.22)
Xg€R "8 ‘X
xﬂ¢0
xususiy holda A, kvadrat matritsaning normasi quyidagicha aniglanadi:
A = Sup|| o] (5.22')

o

xa¢0
Agar |A,,|#0 bo’lsa, u holda |A,,|>0 bo’ladi. U holda (5.22') dan quyidagi kelib
chigadi:

124



Demak,

a _ _nf ||Aaaxa|| (523)

bu tenglikning 0’ng tomoni A, -xos matritsa bo’lgan holda ham ma’noga ega.
Endi |A=0 va x=0 da Ax=0 bo’lsin. (5.21) va (5.21') dan kelib chigib,
quyidagini yozaolmaymiz:
- Aaaxa = ZAaﬁXﬂ (a :1’2’"’8) (524)
B=1
Pra

bundan, (5.18') va (5.19) ga asosan

Aokl =SSl b ez s
p#0 =0

ikkinchi tomondan, (5.23) dan kelib chigadiki,

[ eal= 2la0%] = XAl @ <12...9) (5.26)
p=0 B=0

-1
Aaa

81 dagidek, o indeksni shunday tanlaymizki, unda |x,| eng katta qiymatga (|x,|
bilan solishtirganda, g+ «) ega bo’lsin va (5.26)ning 0’ng tomonidagi barcha

|x,[ tarni |x,| bilan alamshtiramiz. So’ngra |x,|>0 ga gisqartirib, quyidagini

hosil gilamiz:
A <Y A, (5.27)
/;0
Shuning uchun, “adamarning blokli shartlari” bajarilganda
-1 S
Aaa’l\ = |A4]>0 (¢ =12,.,5) (5.28)

p=1
p#0

bo’lib, (5.27) munosabat bo’lishi mumkin emas, ya’ni A-xos matritsa bo’lishi

mumkin emas.
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biz quyidagi teoremaga keldik:
Teoerema 5.3. Agar Adamarning blokli sharti (5.28) bajarilsa, u holda A
— X0osmas matritsa bo’ladi.

n,=n, =...=n, =1 Xususiy holda bu teorema Adamar teoremasiga o’tadi,
agarda R bir o’Ichovli gism fazolarga normani |x,|=[x,| («¢=12..s) dek

tanlasak.

84. Fidlerning regulyarlik kriteryasi.
nxn 0’lchovli A matritsa (5.21) blok ko’rinishda tasvirlangan bo’lsin.
Uning uchun hagigiy elementli sxs o’lchovli sonni matritsani kiritamiz:
—1n1—1
14117l —|A1;]| v —[Agll
—1n-1
G=| —lAull |42 v —lAgs| |
_ " . -1
\ | | _”ASZH ”Ass 1”

bu matritsaning barcha dioganal elementlari manfiymas bo’lib, dioganalda

Asl

yotmagan elementlari musbatmasdir. Ma’lumki dioganalda yotmagan barcha
elementlari musbatmas bo’lib, barcha bosh minorlari musbat bo’lgan matritsa
M-matritsa deyiladi.

Teoerema 5.4. (Fiddler teoremasi). Agar sxs 0’lchovli G matritsa M
—matritsa bo’lsa, u holda nxn o’Ichovli A matritsa regulyar bo’ladi.

Isboti. Faraz gilaylik [A/l=0 bo’lsin. U holda x=0 da Ax=0 bo’ladi.

(5.21) va (5.21') ga asosan (5.26)ni hosil gilib, uni quyidagicha yozamiz:

_1‘

-1
Aaa

Tl <o 12,09 30
£=0

Avval barcha |x,|>0 bo’lsin. U holda (5.30) da |x,| oldidagi koeffisientlarni

AT " bilan alamshtirib, (5.30)

aa

ortirib, ya’ni

ni gandaydir 5WZHA0,;1

tengsizliklardan quyidagi tengliklar sistemasini hosil gilamiz:

126



G X - ;H'A‘aﬁwxﬂ” =0(a=12..s)
p=0

buni matritsali ko’rinishda quyidagicha yozamiz:

GE=0,
bu yerda
G11 —[A1z]l o —llAgll
G=| —llAzxll G22 e Azl ]
_|Asl| _”ASZH GSS
0 & = (x|, -
Bundan

G[=0.
Ikkinchi tomondan, M —matritsaning ta’rifiga ko’ra
G| =[c|>0
ekanligi kelib chigadi. Biz |A/=0 deb faraz qilib, garama-garshilikka keldik.
Agar gandaydir |x,|=0 bo’lsa, u holda (5.30) munosabatlardan fagat
|x, | >0 shartni ganoatlantiruvchi « giymatlariga moslarini olamiz.
Yugoridagi mulohazalrni so’zma-so’z takrorlab, |G| ning o’rniga G

matritsaning gandaydir bosh minorini olib, yana garama-qarshilikka kelamiz.

Teorema to’la isbotlandi.

85. Gershgoran doirasi va boshqa lokallashtirish sohalari.
n
A=lay
ixtiyoriy nxn o’lchovli, kompleks elementli matritsa bo’lib, 2 uning gandaydir
harakteristik soni bo’lsin. U holda A-AE xo0s matritsa bo’lib, uning uchun

Adamarning  barcha shartlari  bajarilishi mumkin emas, ya’ni quyidagi

munosabatlardan xech bo’lmaganda bittasi o’rinli bo’lishi kerak:
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la; — 4| < i\au (i=12,.n) (5.31)

j=i
(5.31) munosabatlarning har biri 2-kompleks tekkislikdagi a, markazli, Zn:\aij\
i1
i
radiusli gandaydir doirani aniglaydi. Biz gershgorin tomonidan 1931 vyilda
yaratilgan teoremaga keldik.

Teorema 5.5. (Gershgorin teoremasi).
A=lay s,

matritsaning har bir A harakteristik soni har doim (5.31) doiralarning birida
joylashgan bo’ladi.

Shunday qilib, (5.31) Gershgorin doiralari barcha harakteristik sonlari
yotadigan sohani beradi.

Teorema 5.6.

A= {Aaﬁ }Z,p =1

blok ko’rinishda tasvirlangan nxn o’lchovli A matritsaning har bir 2
harakteristik soni quyidagi sohalarning hech bo’lmaganda bittasiga tegishli
bo’ladi:

R IED
frea

A,

(@ =12,..,5) (5.32)

Shuningdek, x, quyidagi sohalarning hech bo’Imaganda bittasiga tegishli
bo’ladi:

1 S
H(Am —iEall‘ < 2 A (@ =12...5) (5.32)
=1
o
bu yerda E,_ birlik matritsa bo’lib, A, matritsalar bir xil tartibli (e =1.2,..,s).

Fiddler kriteriyasidan kelib chiqib, ganday lokallashtirish sohasini hosil

gilish  mumkinligini aniglaymiz. c,,c,,..c, manfiymas sonlar shunday

S

tanlanganki, unda
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1 —NApl o Al
G = —[|Az1 |l &) v = Ayl (5.33)

~Naal =1aan L oe

matritsa kuchsizlantirilgan M — matritsa bo’lsin, ya’ni dioganalda yotmagan

elementlari musbatmas bo’lib, barcha bosh minorlari manfiymas bo’lsin. Faraz

gilaylik, gandaydir 4 sonda quyidagi s ta tengsizlik bajarilsin:

(A, - 2€,7)

u holda, (5.33) matritsada C_ni

1 >c, (@=12,.,9) (5.34)

(Am—ﬁEa’ll_l bilan alamashtirib, barcha

dioganal elementlarni orttiramiz va M — matritsani hosil gilamiz:

(411 — 2E) 77 —[[A1; ] o — Al
—|[Az |l |(Azp — 2E;) 71| 7E v — Ayl
4| [l A — 2B

ammo bu holda Fidler teoremasiga ko’ra [A—2E| =0 va A son A matritsaning

harakteristik soni bo’Imaydi.
Shuning uchun, A matritsaning ixtiyoriy A harakteristik soni uchun (5.34)
tengsizlikning hech bo’Imaganda bittasi bajarilmaydi, ya’ni quyidagi

munosabatlardan biri bajariladi:

(A, 26,7 <c, (@ =12...9) 5.35)

(5.35) dagi s ta sohani birlashtirish, maxsus tanlangan c,,c,,...c, manfiymas

parametrlarga bog’lig bo’lgan Fidlerning lokallashtirish sohasini tashkil giladi.

Teorema 5.7.(Fidler teoremasi). Agar c,c,,..c, manfiymas sonlar

S

shunday tanlangan bo’lib, (5.33) matritsa kuchsizlangan M matritsa bo’lsa, u
holda A matritsaning har bir 2 harakteristik soni s ta (5.35) sohalarning hech
bo’Imaganda bittasiga tegishli bo’ladi.

Misol sifatida quyidagi 4-tartibli simmetrik matritsani garaymiz:
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0O 4 1 -1
4 0 -1 1
A=
1 -1 -1 15
-1 1 15 -1

A-simmetrik matritsa bo’lgani uchun uning barcha harakteristik sonlari hagigiy
bo’ladi. Shuning uchun A -kompleks tekislikdagi lokallashtirish sohasi o’rniga
A-haqiqgiy o’qdagi sohalar kesishishidan hosil bo’lgan kesmani garash mumkin.
I. Gershgoren sohasi quyidagi segmantdan iborat bo’lib,
-18<41<16
bu segment Gershgorinning golgan segmentlarini 0’zida saglaydi.

I1. A matritsani quyidagicha 4 ta blokka ajratamiz:

A= ) an=0 2 4=l B

15 -1
Ay = A = ”1 _11”
Bu holda

1 —1-12 —-1-2
Ay — 2Ex) 71 =
(A2 2) (2 + 1) — 152 ” —15 —15 ”
R; va R; fazolarning quyidagi uch xil ko’rinishdagi normalarini garaymiz:
a) R;vaR,dakubik normalarni;
b)

R, da kubik, R, da esa oktaedrli normalarni
¢c) R; daoktaedrli, R, da esa kubik normalarni.

a)

barcha bloklar bo’yicha normalar (5.20") formuladan aniglanadi:

[Azl=2, [Adl=2 |(As-2E) 2| =|4]-4], [(Az - 2E.) | =2 +1-15
Gershgorinning blokli sohasi

|4 -4 <2, |2+1-15/<2
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Quyidagi 4 ta intervaldan iborat bo’ladi:
~18<1<16,6<1<-22<1<612<1<16 (l1a)

b) bu holda |(A,-2E)*|" va |[(A,-2E,)?|" lar uchun ifodalar

0’zgarmay goladi, ammo

X, = X, | 2%, = X, |

:1, A = = 4
o~ M

1<i<2

||A12|| =MmMax

Gershgorinning blokli sohasi
|14 -4 <1, ||2+1-15/<4
bo’lib, quyidagi 4 ta intervaldan iborat
~-20<1<-12,-5<1<-33<1<510<1<18 (1b)
c) bu holni avvalgi holdan fargi shuki, bunda
[Aal =1, [[Au] =4,
bo’ladi. Shuning uchun Gershgorin sohasi.
12]-4/<4, ||2+1-15/<1
bo’lib, quyidagi 3 ta intervalga bo’linadi:
-17<1<-15, -8<1<15, 13<21<15 (llc)
Bu sohalarning kesishmasi lokallashtirish sohasini beradi:
—-17<A<-15, -5<1<-33<A<5,

I11. Fidler kriteriyasini qo’llashda yana a), b), ¢) normalarni garaymiz:

1 —||A12||> ‘
G fr— ( —
—|[Az | C

¢, va ¢, larning eng kichik giymatlarini hosil gilish magsadida c, ¢, =4 deb

1 —2
—2 (8)

| G|=c,c,-4>0

olamiz.
|4 -4<c,, |A+1-15/<c,
Fiddler sohasi ¢, =c, =2 da (lla) soha bilan, ¢, =1, ¢, =4 da (Ilb) soha bilan,

c, =4 c,=1daesa (Ilb) soha bilan ustma-ust tushadi. Fiddler sohasi quyidagi 4 ta

intervaldan iborat bo’lib, bitta musbat parametrga bog’liq bo’ladi, chunki ¢, _4

C,
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~16-c,<A1<-16+c,, —-4-c,<A<-4+c,, 1))
4—c, <A<4+c, 1l4-c,<A<ld+c,,
Barcha Fidler sohalari kesishmasini aniglash mumkin. Buning uchun quyidagi
miqgdorlarni garaymiz:

1) -16-c, =4 +c,,
2) —16+c, =—4—c,,
3) -16+c, =—4+c,,
4) 4—c, =14-c,,
5) 4+c¢,=14-c,,
6) 4+c, =14+c,,

¢, ¢, =4 tenglikdan foydalanib, eng kichik musbat ildizli 6 ta kvadrat
tenglamani hosil gilamiz:

1) ¢2-12c, —4=0,2, = —6++/40 = 0,3246...,

2) ¢ -12c, +4=0,z, =6—+/32 = 0,3431...,

3) ¢2-12c,-4=0,2, = 2, =—6++/40 = 0,3246...,

4) c? +10c, -4 =0,2, =-5+/29 = 0,3852...,

5) ¢Z-10c, +4=0,z, =5—~/21=0,4174...,

6) c2+10c, —4=0,2, = 7, = -5++/29 = 0,3852...,

Lokallashtirish sohasi quyidagi 4 ta segmentdan iborat bo’ladi:

-16-2z, <A<-16+2, , —4-7,<A<4+17,
4-z7,<A<4+1z, 14-72. <A1<14+z,

Mashglar:
1. Adamar va Fidler kriteriyalaridan foydalanib quyidagi matritsalarning

4 6 0 7 =12 =2
(—3 -5 0) ( 3 -4 0 >
-3 -6 1 -2 0 -2
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13 16 16 3 0 8 0 3 3
<—5 -7 - ) ( 3 -1 6) (—1 8 6 )
-6 —8 -— -2 0 =5 2 -14 -10
4 5 =2 9 22 -6 8 30 -—-14
-2 -2 1 -1 -4 1 -5 =19 9
-1 -1 1 8 16 -5 -6 —-23 11
-2 8 6 3 7 =3 -1 1 1
(—4 10 6 ) (—2 -5 2 ) (—5 21 17 )
4 -8 —4 -4 -10 3 6 —-26 -—-21
1 -1 2 -4 2 10
(5= 6] (-5 7)
2 =2 4 -3 1 7

0 1 0 i
_ 1 , T : .
: A_l /2 i 5 0‘ bo’lsa, A va A matritsalarning uchu

Gershgorin doirasini toping. Agar S=diag{1,1,1,4}, bo’lsa SAS™' ni
xisoblang va A matritsa |z + 2| < % doirada xaqigiy xos giymatga ega
ekanligini xosil giling.

. Agar a; > Yla| =p j=1,2,....n bo’lsa, u xolda A matritsa
xosmas bo’lishini ko’rsating.

. Agar A=B+C, B=diag{1,2,2} va j k=1,2,3 uchun |y | < & <% bo’lsa, u

xolda A matritsani |z — 1 — ¢;1| < 13€? doirada xos giymati mavjud
ekanligini isbotlang.

. [|A—B]|| = [|A]| = ||B|| ekanligini isbotlang.

. Xagiqiy qiymatli };; ; |aij | funksiya matritsa normasi bo’lishini isbotlang.

. Ixtiyoriy matritsa normasi uchun quyidagilarni isbotlang.

1

171 = 1, 114" < A", 147 =
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VI-BOB.
MATRITSALI TENGLAMALAR.
Bu bobda matritsalar nazariyasi va ularning tadbiglari masalalarida
uchraydigan matritsali tenglamalarning ba’zi ko’rinishlari garab chiqgiladi.
81. AX = xB tenglama
Bizga quyidagi matritsali tenglama berilgan bo’lsin:

AX = XB (6.1)

m

buyerda A= a,

B =| b, X=| x| (5=12...mk=12,..n)

i,jzl’ ”k,l:l’
A va B matritsalarning kompleks sonlar maydonidagi elementar
bo’luvchilarini yozib chigamiz:

(A): (A=), (A=2)% (2= 2,)(p, + p, +...+ p, =m)

(B): (A=) (A= pty)" s (A= g1, )* (0, +0, ..+ 0, =1)
Bu elementlar bo’luvchilarga mos holda A va B matritsalarni
quyidagicha Jordanning normal ko’rinishiga keltiramiz:

A=UAU™, B=VBV™ (6.2)
bu yerda U va Vv lar mos ravishda m va n tartibli, xosmas kvadrat matritsalar,
A va B quyidagicha Jordan ko’rinishidagi matritsalar:

A={LE® £ H® L E®) L HE) | 3 EE) 4100,

B={uE®W +H® ,E® LHO _  E®) L H@) ] (6.3)
(6.2) ni (6.1) ga qo’yib,
UAU X = XVBV
ni hosil gilamiz. Bu tenglikni chapdan U * ga o’ngdan vV ga ko’paytirib,
AU XV =U 'XVB (6.4)
tenglikni hosil gilamiz. 1zlanayotgan X matritsa o’rniga
X =UXV (6.5)
matritsani Kiritib, (6.4) ni quyidagicha yozamiz:
AX = XB (6.6)
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Biz (6.1) matritsali tenglamani xuddi shunday ko’rinishdagi (6.6) tenglama bilan
almashtirdik, ammo (6.6) dagi berilgan matritsalar Jordanning normal
ko’rinishiga ega.

X matritsani bloklarga ajratamiz:

X =(X,,) (@=123,...,u;8=123,...,v)
bu yerda X, - p,xq, 0’lchovli to’g’ri to’rtburchakli matritsa.

Blok matritsani kvazidiogonal matritsaga ko’paytirish goidasidan
foydalanib, (6.6) tenglamaning chap va o’ng tomonlarida ko’paytirish amalini
bajaramiz. Natijada bu tenglama u-v ta matrissali tenglamalarga ajraladi:

[/LZE(PQ) n H(Pa)]xaﬂ — xaﬁ[ﬂﬁE(qﬂ)+ H(qﬂ)],
a=12,...,U; p=12,...,V.

Bularni quyidagicha yozamiz:
(s =2, Xy =H Xy =X G, (@=22,...,u;8=12,...,V) (6.7)
bu yerda
H,=H®) 6, =H") (@=12..u;8=12...v) (6.8)
(6.7) tenglamalardan birini olib garaymiz. Bunda 2 xol bo’lishi mumkin.

1. 4, #u,. (6.7) ning ikkala tomonini x,-4, ga ko’paytirib,0’ng
tomonidagi har bir hadda (x,-24,) X,, ko’paytuvchini H, X, -X_G, bilan
almashtiramiz.Bu jarayonni r-1 marta takrorlab, quyidagi tenglamani hosil
qilamiz:

(15 = 2,)" Xop= D () HIX,,G, (6.9)

o+7T=r

(6.8) ga asosan
HM =Gy =0 (6.10)
Agar (6.9) da r>p +q, -1 deb olsak, u holda (6.9) ning 0’ng tomonidagi
yig’indining har bir hadida
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munosabatlarning hech bo’lmaganda bittasi bajarilib, (6.10) ga asosan H? =0
yoki G; =0 bo’ladi. Bundan ., = 2, bo’lgani uchun quyidagini topamiz:
X, =0 (6.11)
2. A, = u,. Buholda (6.7) dan quyidagi hosil bo’ladi:
H, X5 =X,G, (6.12)
H, va G, matritsalarning diogonal ostidagi birinchi elementlari birga
teng bo’lib, golgan barcha elementlari nollardan iborat. H,va G, matritsalar
strukturasining bu spetsifikasini hisobga olib,
X =& (i=12,....p,;k=12...,q,)
deb olib, (6.12) matritsali tenglamani unga ekvivalent bo’lgan quyidagi skalyar

munosabatlar sistemasi bilan almashtiramiz:
Eiak =Cika (Eo=6,, =0i=12,...,p,;k=12,..,q,) (6.13)
(6.13) tengliklar quyidagini bildiradi.
1) X, matritsaning diogonaliga paralel bo’lIgan chizigqga o’zaro teng
elementlar yotadi.

2) Sn =Sx :"':fpal :é:paZ :"':égpaqﬂ,l =

p,=0q, bo’lsin.Buholda X, kvadrat matritsabo’libu 1) va 2)

shartga ko’ra quyidagicha bo’ladi :

- (p, 1)
Caﬁ Caﬁ' Caz’ '
0 ¢, - .
Xzl o =T, (6.14)
. Cu
0 .. 0 cy
buyerdac,, , ¢, , .., c'% -ixtiyoriy parametrlar .
45— Pa
——
xaﬁ:[ 0 ,Tpa} (6.15)

bo’lib, p,>q, da esa,
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X,y :[0} " J (6.16)

P, —0,ta
(6.14), (6.15) va (6.16) matritsalar to’g’ri yuqgori uchburchak fo’rmaga
ega deyiladi. X, dagi ixtiyoriy parametrlar soni p,va q, sonlarning kichigiga
teng. Quyida Kkeltirilgan sxema X, matritsani 1, = dagi  strukturasini

ko’rsatadi, (bu yerda ixtiyoriy parametrlar a,b,c,d orgali belgilangan) :

a b c d
0 ab c
X: y = :4’
“ 10 0 a b (P, =0, =4)
0 00 a
0 0 abec
X,s=[0 0 0ab|” (p,=30,=5),
0 0 00a
a b c
0 a b
X,z=[0 0 al, (p, =5,q, =3)
000
000

X matritsadagi ixtiyoriy parametrlar sonini aniglash uchun d_, (1) bilan

(A1-2,)™ va (1-u)* elementar bo’luvchilarning eng katta bo’luvchisini, &,

bilan esa d, (1) ko’phadning darajasini belgilaymiz. 4, =u, holda s, =0,
2, = u, xoldaesa, &, =min(p,a,) bo’ladi. Shunday gilib, xar ikkala xolda ham

X, dagi ixtiyoriy parametrlar soni &, ga teng bo’lib, X dagi ixtiyoriy

parametrlar soni quyidagi formula bilan aniglanadi:

\

N:Zu: Oup

a=1 p=1
Bu olingan natijalarni quyidagi teorema ko’rinishida ifodalash mumekin:
Teorema 6.1. Ax=xB ,

bu yerda

A=|ay |, —UAU ' =U {ilE(pl) +H® L AE®™ 4+ H “’u)}u -1

B=||bik =V§v—1 :V{ﬂlE(ql)+H(ql),---,ﬂ E(qv)+H(qv)}\/—l’

!
ik=1 %
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tenglamaning yechimi
X =UX V™ (6.17)
formula bilan berilib, X ;. - AX = XB tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi va
X ;5 quyidagicha bloklarga ajraladi:
X =(Xy) X, -p.xq, 0lchovli matritsa (@ =12,.,u;8=12,..,v)
agar 4, =u, bo’lsa , X, =0 bo’lib, 4, =u, da X, ixtiyoriy to’g’ri yuqori
uchburchak matritsa bo’ladi.

X35 shuningdek, X N ta ixtiyoriy c,,c,,...c, parametrlar orgali chizigli

n

bog’lanadi, ya’ni

X =icixi (6.18)
bu yerda
T 5 (6.19)
a=1 p=1

bu yerda 5, —(2-4,) va (2-u,)” laming eng katta umumiy bo’luvchisining
darajasi.
Agar A va Bmatritsalar umumiy xarakteristik songa ega bo’lmasa, u
holda N =0, X =0,yani (6.1) tenglama fagat X =0 nolli yechimga ega bo’ladi.
(6.1) matritsali tenglama men ta chizigli bir jinsli tenglamalar

sistemasiga ekvivalent bo’lib, x, (j=12,..,mk=12 ..,n) noma’lumlar

izlanayotgan X matritsaning elementlari bo’ladi:
DlaX; =D X by (i=12...m; k=12..,n) (6.20)
j=1 k=1

§ 2. A=B bo’lgan hususiy hol. O’rin almashinuvchi matritsalar.
(6.1) tenglamaning quyidagicha hususiy holini garaymiz:
AX = XA (6.21)

Bu yerda A=|a -berilgan, X =|x,];,_,-izlanayotgan matritsa. Bu holda

ik ||in,1k:1
Frobenusning quyidagi masalasiga kelamiz:berilgan A matritsa bilan o’rin

almashinuvchi bo’lgan barcha x matritsalarni aniglang.
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A martisani quyidagicha Jordonning normal formasiga keltiramiz:
A=UAU ™ =U{LE® + H®) A E®) H Y (6.22)
U holda (6.17) formulada v =u,B=A deb olib, X;; ni X; orqali belgilab,
(6.21) tenglamaning barcha yechimlarini, ya’ni A matritsa o’rin almashinuvchi
barcha matritsalarni quyidagicha ko’rinishda hosil gilamiz:
X =UX U™ (6.23)
bu yerda X; orqgali Amatritsa bilan o’rin almashinuvchi barcha martisalarni

belgilangan .Avvalgi paragrfdagi kabi, X ; matritsa U? blo’klarga ajraladi:

X;z= (Xaﬂ ):,ﬂzl
Bu ajralish A Jordan matritsani bloklarga ajralishiga mos bo’lib, X,, Mmatritsa
A, # A4 da nol matritsa, 2, =1, da ixtiyoriy to’g’ri yuqgori uchburchak matritsa
bo’ladi.
Misol uchun A matritsaning elementar bo’luvchilari

A-2)(A-2)(-2,).(2-2,)
bo’lganda X ; matritsaning elementlarini yozamiz.

Bu holda X ; matritsa quyidagicha ko’rinishga ega bo’ladi:

O © ©Oo o o w
© ©O So oo T
ODXOQJUO
5 X To T o o
O O 30 o o o
o 3 o o o —
30 Q0 ® -~ @«
O < oo o o o
O O oo o o

O O OO0 O o o

o
o
o
o
o
o
-

w

—

139



a,b,c,d,e f,g,h kI, mp,q,rs,tw,z-ixtiyoriy parametrlar.

X; matritsadagi parametrlar soni N= s, bo’lib, 5, (1-4,)™ va

apa
(A-4,)»  ko’phadning eng katta umumiy bo’luvchisining darajasini bildiradi.
A matritsaning i,(2)iy(A),....i,(A)i,(1)=...=i, (1)=1 invariant
ko’phadlarni garaymiz. Bu ko’phadlarning darajalarini  mos ravishda
n>n,>...>n >n, =..=0 lar orqali belgilaymiz. Ma’lumki, har bir invariant
ko’phad bir nechta o’zaro tub bo’lgan elementar bo’luvchilar ko’paytmasidan

iborat bo’ladi, u holda N uchun formulani quyidagicha yozish mumkin:

N= Y, (6.24)

9.j=1

bu yerda y,-i (1) va i,(4) ko’phadlar eng katta umumiy bo’luvchisining
darajasi (g,j=12,...,t). Ammo i, (4) va i,(4) ko’phadlarning eng Katta
bo’luvchisi ularning biri bo’ladi, shuning uchun y, =min(n,,n;). Bundan
quyidagini hosil gilamiz:
N =n,+3n, +...+(2t—1)n,
N soni A matritsa bilan o’rin almashinuvch chizigli bog’lig bo’lmagan
matritsa soni bo’ladi. Biz quyidagi teoremaga keldik:

Teorema 6.2. A=|a matritsa bilan o’rin almashinuvch bo’lgan,

i i
chizigli bog’ligmas matritsalar soni quyidagi fo’rmula bilan aniglanadi:
N=n,+3n,+...+(2t-1)n, (6.25)
bu yerda n,,n,,..,.n, -mos ravishda i(1)i,(2)...,i,(1) 0’zgarmas bo’lmagan, A
matritsaning invariant ko’phadlari darajalari.
N=n,+n,+...+N, (6.26)
(6.25) va (6.26) dan:
N>n, (6.27)
bo’lib, tenglik belgisi t=1 da, ya’ni A matritsaning barcha elementar

bo’luvchilari juft-jufti bilan 0’zaro tub bo’lganda bajariladi.
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g(1)-4 ning gandaydir ko’phadi bo’lsin. U holda g(A) matritsada A
matritsa bilan  o’rin almashinuvchi bo’ladi. Teskari savol tug’iladi:Qanday
holda ihtiyoriy matritsa A matritsa bilan o’rin almashinuvchi bo’lib, A
matritsaning ko’phadi sifatida tasvirlanadi.Bu holda E,A A%,...,A™*" chizigli
bog’ligmas matritsalar chizigli kombinasiyasidan iborat bo’lgan matritsa A
matritsa bilan o’rin almashinuvchi bo’ladi.

Qaralayotgan holda N =n, <n bo’lib, (6.27) ga asosan N =n, =n ni hosil
gilamiz. Shunday qilib, quyidagini hosil qildik.

Natija. A matritsa bilan o’rin almashinuvchi bo’lgan barcha matritsalar
fagat va fagat n, =n ya’ni A matritsaning barcha elementar bo’luvchilari juft-
jufti bilan o’zaro tub bo’lgandagina ular A matritsaning ko’phadi sifatida
tasvirlanadi.

Natija. A matritsa bilan o’rin almashinuvchi bo’lgan barcha matritsalar
fagat va fagat shu holda, gachonki n,=n ya’ni AE- A ning barcha elementar
bo’luvchilari o’zaro tub bo’lganda bitta va fagat bitta ¢ matritsaning ko’phadi
sifatida tasvirlanadi. Bu holda A matritsa bilan o’rin almashinuvchi barcha
matritsalar A matritsaning ko’phadi sifatida tasvirlanadi.

Teorema 6.3. Agar ikki A va B matritsalar o’rin almashinuvchi bo’lib,
ularning biri, masalan, A quyidagicha kvazidiogonal ko’rinishga ega bo’lsa,

A=(A,A), (6.28)
bu yerda A vaA, umumiy harakteristik songa ega emas, u holda ikkinchi B
matritsa ham xuddi shunday kvazidiognal ko’rinishga ega bo’ladi:
B=(B,B,) (6.29)

Isboti. B matritsani (6.28) kvazidiognal ko’rinishga mos bloklarga

B—[Bl XJ
y B,/

B,,B, mos ravishda A, A, bilan bir hil o’lchovli.

ajratamiz:

AB = BA ekanligidan, quyidagi to’rta matritsali tengliklarni hosil gilamiz:
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1.AB =BA, 2. Ax =xA,, 3. Ay=YyA, 4. AB,=B,A; (6.30)
A, vaA, lar umumiy harakteristik songa ega bo’Imaganliklari uchun (6.30) dagi
2. va 3. tenglamlar x=0 va y=0 yechimga ega. (6.30) ning 1. va 4.
tengliklaridan A va B, , A,va B, matritsalar o’zaro o’rin almashinuvchi ekanligi
kelib chigadi.

Teorema-6.3". Agar R"=1*+1 bo’lib, I* va 12  A-operatorga
nisbatan invariant gism fazolar bo’lsa va bu gism fazolar minimal ko’phadlar
0’zaro tub bo’lsa, u holda bu 1* va 1}-gism fazolar A-operator bilan o’rin
almashinuvchi bo’lgan B ixtiyoriy chizigli operatorga nisbatan ham invariant
qism fazolar bo’ladi.

Natija . Oddiy strukturali o’rin almashinuvchi matritsalarni bir vaqgtda

bitta 0’xshash almashtirish bilan diogonal ko’rinishga keltirish mumkin.

§ 3. Ax—xB =C tenglama.

Quyidagi matritsali tenglama berilgan bo’lsin.
Ax-xB=C, (6.31)
mos ravishda m va n tartibli berilgan kvadrat

bu yerda A=|a, B=|by |,

ik ” k=1 ! ”k,l:l

matritsalar, C:HCMH- berilgan matritsa, X=ijkH—mxn o’Ichovli to’g’ri

to’rtburchakli, izlanayotgan matritsa. (6.31) tenglama X matritsaning

elementlariga nisbatan m-n ta skalyar tenglamalar sistemasiga ekvivalent:
Zau i Zx,ebek =¢, (i=12..,mk=12,...,n)

Bunga mos bir jinsli tenglamalar sistemasi
Zau i lee W =0 (i=12,...mk=12,..,n)

bo’lib, matritsalar ko’rinishda quyidagicha yoziladi:
Ax—xB=C (6.32)
Shunday qilib, agar (6.32) tenglama fagat nolli yechimga ega bo’lsa, u
holda (6.31) tenglama yagona yechimga ega.Ammo 81 da ko’rsatilganidek,
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(6.32) tenglama fagat va fagat A va B matritsalar umumiy harakteristik songa
ega bo’lmaganlardagina nolli yechimga ega bo’ladi. Demak, agar A va B
matritsalar umumiy xarakteristik songa ega bo’lmasalar, u holda (6.31)
tenglama yagona echimga ega bo’ladi, agar A va B matritsalar umumiy
harakteristik songa ega bo’lsalar, u holda ozod had C matritsaga bog’lig holda
ikki hol bo’ldi: (6.31) tenglama umuman yechimga ega emas, yoki quyidagi
formula bilan aniglanuvchi cheksiz ko’p yechimga ega: X = X, + X, , bu yerda
X,-(6.31) tenglamaning hususiy yuchimi, X, esa (6.32) tenglama umumiy
yechimi.
84 . f(x)=0 skalyar tenglama.
Avval quyidagi tenglamani garaymiz:
g(X)=0,

bu yerda g(1)=(1-4)*(A-4,)"...(A-4,)* -4 ning berilgan ko’phadi, X
izlanayotgan n-—tartibli kvdrat matritsa.

X matritsaning minimal ko’phadi, ya’ni birinchi i (1) invariant ko’phad
g(A) ning bo’luvchisi bo’lishi kerak,u holda X matritsaning elementar
bo’luvchilari quyidagi ko’rinishga ega bo’lishi kerak:

iy, 05000, =12,...,h,
(-2 ) (a=2, P (a-2 )| p, <p, <...<p, <a;,|
P, + P, +...+ P, =N

ij,i,,...,i, indekslar ichida o’zaro tenglari ham bo’lishi mumkin, X izlanayotgan
matritsaning berilgan tartibi.

Izlanayotgan X matritsa quyidagi ko’rinishda tasvirlanadi:

X =T{,1i1E(pi1) +HM, L }tiyE(p”) +H W}T*l (6.34)
bu yerda T —n - tartibli ixtiyoriy xosmas matritsa, (6.33) tenglamaning yechimlar
to’plamidagi berilgan tartibli izlanayotgan matritsa (6.34) formula bo’yicha
chekli sondagi 0’zaro 0’hshash matritsalarga yoyiladi.

Misol 1. Quyidagi tenglama berilgan bo’lsin.
X™=0 (6.35)
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Agar matritsaning gandaydir darajasi nolga teng bo’lsa, u holda matritsa
nil’potent matritsa deyiladi.Darajasi nolga teng bo’lgan matritsaning eng kichik
daraja ko’rsatkichi uning nil’potentlik indeksi deyiladi.

(6.35) tenglamaning yechimi nil’potentlik indeksi x<m bo’lgan barcha
nil’potent matritsalar bo’lib, barcha n-tartbli yechimlar quyidagicha

ifodalanadi:

(6.36)

X=T{H(P1)’H(pz),-“’H(py)}T—l (plapz,-..,py <m J’

P, + Pyt tp, =N
bu yerda T -ixtiyoriy xosmas matritsa.
Misol 2: Quyidagi tenglamani garaymiz:
X? =X (6.37)
Bunday tenglamani ganoatlantiruvchi matritasalar idempotent matritsalar
deyiladi. Idempotent matritasalarning elementar bo’luvchilari 2 yoki A-1
bo’ladi.Shuning uchun idempotent matritsalarni O yoki 1 xarakteristik sonli oddi
strukturali (yani diogonal ko’rinishga keltiriladigan ) matritsa sifatida aniglash
mumkin. Berilgan n-tartbli barcha idempotent matritsalar quyidagi ko’rinishga
ega:
x=T{1...10,..0{T" (6.38)

%/—J
nta

bu yerda T -ixtiyoriy xosmas matritsa.
Eng quyidagi umumiy tenglamani garaymiz:
f(x)=0, (6.39)
bu yerda f(1)- 2argumentli ko’mpleks tekslikning gandaydir G sohasidagi
regulyar funksiya.lzlanayotgan X =||Xik||in,k=1 yechimdan uning xarakteristik
sonlari G sohasida yotishini talab gilamiz.
f(1) funksiyaning G sohasida yotuvchi barcha nollari va ularning karralilarini

yozamiz:
Ay A s s

a,a,,..
Avvalgi holdagi kabi x matritsaning har bir elementar bo’luvchisi
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(ﬂ“_)“i)pi (pi Sai)
ko’rinishida bo’lishi kerak,shunuing uchun.

X :T{AilE(pil) +H (pu) ..... A E(pw) +H (pi:/)}'r*l (640)

bu yerda T -ixtiyoriy xosmas matritsa.
85. Matritsali ko’phadli tenglamalar.
Quyidagi tenglamani garaymiz:
AX™ +AX™ +. + A, =0, (6.41)
y"A +Y" A ..+ A, =0 (6.42)
bu yerda A, A,...,A -berilganlar, x va yizlanayotgan n-tartibli kvadrat
matritsalar.  Avvalgi paragrafdagi  (6.33) tenglama (6.41), (6.42)
tenglamalarning xususiy holi bo’lib, A =¢,E,«,,i=12,..,m sonlar bo’lganda
(6.41), (6.42) dan (6.33) kelib chigadi.
Quyidagi teorema (6.41),(6.42) va (6.33) tenglamalar o’rtasidagi
bog’lanishni o’rnatadi.
Teorema 6.4.(6.41 ) va (6.42) tenglamalarning har bir yechimi
g(x)=0 (6.43)
bu yerda
g(2)= A" + AA™ T+ L+ A, . (6.44)
skalyar tenglamaning ganoatlantiradi .

Isbot. F(1)=A A" + A" +...+ A, matritsali ko’phadni garaymiz. U xolda (6.41)
va (6.42) tenglamalar F(x) =0 F(y)=o0ko’rinishda yoziladi.
Umumlashgan Bezu teoremasiga asosan, agar X va Y bu tenglamalarning
yechimi bo’lsa, F(1) ko’phad chapdan AE - X ga o’ngdan AE -Y da bo’linadi:
F(4) = Q(A)(E - X) = (AE -Y)Q,(4)
Bundan,
9(2) =[F (1) = RMAAL) =[Q()]A, (2) (6.45)
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bu yerda A(4)=[AE-X|, A, (1)=[2E-Y| lar mos ravishda X wva Y

matritsalarning xarakteristik ko’phadi. Gamelton — Keli teoremasiga asosan
AX)=0, A(Y)=0
Shuning uchun (6.45) dan g(X) = g(y) = 0 kelib chigadi .
Biz (6.41) tenglamaning har bir yechimi darajasi m-ndan katta
bo’Imagan
9(4)=0

skalyar tenglamani ganoatlantirishni isbotladik. Ammo bu tenglamani berilgan
n-tartibli matritsali yechimlar to’plami 0’zaro 0’xshash bo’lgan
matritsalarning chekli sondagi sinfidan iborat bo’ladi . Shuning uchun (6.41)
tenglamaning barcha yechimlarini quyidagi ko’rinishdagi matritsalar orasidan
izlash kerak:

TDT™, (6.46)

bu yerda D,-ma’lum matritsa bo’lib, uni normal Jordan formaga ega deb
hisoblash mumkin; T, -ixtiyoriy n-tartibli xosmas matritsa, i=12,,..,n. (6.46)
matritsani (6.41) dagi X ning o’rniga go’yib T, ni shunday tanlaymizki, unda
(6.41) tenglama gqanoatlantirilsin. Har bir T. uchun quyidagicha chizigli
tenglamani hosil gilamiz:
ATD" +ATD"™ +..+AT =0 (=12, ..., n) (6.47)

(6.47) tenglamanidagi T, yechimni topish uchun taklif gilinadigan yagona usul
shundan iboratki, matritsani tenglamani T, matritsa elementlariga nisbatan bir
jinsli chizigli tenglamalar sistemasi bilan almashtirishdir. (6.47) tenglamaning
har bir T,yechimini (6.46) ga qo’yib, (6.41) tenglamaning yechimini hosil
gilamiz. Xuddi shunday mulohazalarni (6.42) tenglama uchun ham yuritish
mumkin.

Ko’rinib turibdiki, Gamelton Keli teoremasi Teorema-6.4 ning Xxususiy
xoli bo’lib, ixtiyoriy A kvadrat matritsa

JE-A=0

tenglamani ganoatlantiradi. Shuning uchun teorema-6.4 ga asosan
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A(A)=|AE-A|=0.
Teorema 6.4 ni quyidagicha umumlashtirish mumkin:

Teorema 6.5.(Fillips  teoremasi).Agar juft-jufti bilan o0’zaro o’rin

almashinuvchi bo’lgan n-tartibli X, X,,.., X,, matritsalar,

AX, +AX, +..+A X, =0 (6.48)
(bu yerda A, A.., A, -berilgan, n-tartibli kvadrat matritsalar) matritsali
tenglamani ganoatlantirsa, u holda bu X,, X,,..., X, matritsalar quyidagi skalyar
tenglamani ganoatlantiradi

9(Xy, Xppe X)) =0, (6.49)
bu yerda

0(&0sErren &) = Ao+t ALE (6.50)

Isboti.  F(&&n&n) = fuGor S &l = Acdo + Al ++ AS,  deb
olamiz, bu yerda ¢&,,¢&,....,&, -skalyar o’zgaruvchilar bo’lib, f,(&,,&,,...&,)-shu
skalyar 0’zgaruvchilarga nisbatan chizigli forma (i,k=1,2,...,n).

orgali F matritsa uchun yopishgan

k1
matritsani belgilaymiz. Bu yerda f,, |F(&.&..&,) aniglovchidagi f,,
elementning algebraik to’ldiruvchisi (i,k=1,2,...,n). U holda F matritsaning har
bir f, (i,k=1,2,...,n) elementi &,&,....&, larga nisbatan m-1 darajali bir jinsli
ko’phad bo’ladi, shuning uchun F ni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:

ﬁ — z -n _leo,jl,..,,jmg()joélh“'fr%m

o+ ot
buyerda F, , . -gandaydir n-tartibli 0’zgarmas matritsa.
F matritsaning ta’rifidan, quyidagi ayniyat kelib chigadi:
FF = 0(&, &0 & )E
Bu ayniyatni quyidagicha yozamiz:

'E = Z :n—leO,jl,..‘,jm (Aoé:o + A1§1 + Amégm)é:ojo 1j1--- nim = 9(50’51 ----- égm)E (6-51)

Jot i+t m
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(6.51) ayniyatning chap tomonidan o’ng tomoniga o’tish gavslarni ochish

va 0’xshash hadlarga keltirish yo’li bilan amalga oshiriladi. Bunda &,,¢&,,...,&,

larni o’zaro o’rinlarini almashtirishga to’g’ri kelib, bularni A va F

JoJiJm

matritsali koeffisientlar bilan o’rinlarini almashtirmaslikka to’g’ri keladi.

Shuning uchun (6.51) o’z kuchida qoladi, agar &,,&,,...&, larni 0’zaro o’rin
almashinuvchi X, X,,..., X, matritsalar bilan almashtirsak:

Z :n_leO'h'_”jm(AOXO+A1X1+Ame)X()j°lei...XrTj]m:g(XO,Xl ..... X.) (6.52)

Jo+ht+inm

Ammo bunda A X, + A X, +A_ X, =0 shart bajarilishi kerak bo’ladi. U holda
(6.52) dan g(X,, X,,..., X,,) =0 ni xosil gilamiz.

Eslatmal. Agar (6.48) tenglama

A X + A X +A X, =0 (6.53)

tenglam bilan almashtirilsa, teorema 6.5 0’z kuchida goladi.

Hagigatan, teorema6.5 ni

AToX, + AT X, +ATn X, =0

tenglamaga go’llash mumkin, so’ngra bu tenglamadan hadlab, transponirlangan
matritsaga o’tih mumkin.

Eslatma 2. Agar X,,X,,.., X, lar sifatida X", x"*..,X,E larni olsak,

m

Teorema 6.4 , Teorema 6.5 ning xususiy holi sifatida kelib chigadi.

86. Hosmas matritsadan m-darajali ildiz chigarish.
Quyidagi tenglamani garaymiz:

X™=A (6.54)
bu yerda A-berilgan, X -izlanayotgan n-tartibli matritsalar, m-butun musbat
son.

Bu paragrafda |A/=0 bo’lgan xolni garaymiz. Bu holda A matritsaning
barcha xarakteristik sonlari noldan fargli bo’ladi.
A matritsaning elementa bo’luvchilarini

(A=2)" (A=), (A=A, (6.55)

u
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lar orqali belgilab, A matritsani quyidagicha Jordan formasiga keltiramiz:
A=UAU*=U(LE, +H,,...4,E, +H U™ (6.56)
Izlanayotgan X matritsaning xarakteristik sonlarini m-darajali A
matritsaning xarakteristik soniga teng bo’lgani uchun X matritsaning
xarakteristik sonlari ham noldan fargli bo’ladi. Shuning uchun bu xarakteristik
sonlarda f(1)=4" dan olingan hosila nolga aylanmaydi.Ammo bu holda X
matritsaning elementar bo’luvchilari X matritsani m-darajaga ko’targanda
yoyilmaydi. Bundan kelib chigadiki, X matritsaning elementar bo’luvchilari
quyidagilar bo’ladi:

(A-&)" (A-&) " (A-&) (6.57)

buyerda &' =2, & =g2; (j=12...n).
Endi g/2,;E;+H; ni quyidagicha aniglaymiz. 2-tekislikda markazi 4,

J
nuqtada bo’lib, nolni 0’z ichiga olmaydigan doira olamiz. Bu doirada %4
funksiyani mta ajralgan tarmoglariga ega bo’lamiz. Bu tarmoglarini doira

markazida gabul giladigan giymatlariga qarab ajratish mumkin. %2 bilan 4,
nugtada izlanayotgan X matritsaning &, xarakteristik soni bilan ustma-ust
tushadigan giymatni gabul giluvchi tarmogni belgilaymiz va shu tarmogdan
kelib chigib, quyidagi gator yordamida gf2,;E;+H; dan olingan funksiyani
aniglaymiz:

1

L Lo 11(1 12 o,
YA4E +H; = A0 + A7 H.+——(——1J/1(gn H+... (6.58)

' 2imm
Qaralayotgan %2 funksiyadan 2, olingan hosila nolga teng emas, u holda
(6.58) matritsa fagat bitta (1—2,)” elementar bo’luvchiga ega bo’lib,
& =14 ,(i=12...,n).
Bundan kelib chigadiki,
WAE, + Hy Y A4L,E, + Hy o §JAE, + H, |

kvazidioganal matritsa (6.57) , ya’ni izlanayotgan X matritsa elementar

bo’luvchilariga ega. Shuning uchun shunday T xosmas matritsa mavjudki, unda
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X =TRAE, + Hy JA4E, + Hy o A E, +H, T (6.59)
T matritsani aniglash uchun (¥2)™ =1 ayniyatdagi 4 ning o’rniga
A,;E;+H,, (i=12,..,n) nigo’yib,
({/4,E; +H )" = 4;E; +H,(j=12...n) ni hosil gilamiz.
(6.54) va (6.59) dan quyidagi kelib chigadi:
A=T{LE, +H, , L,E, +H,,... 4, E, +H T (6.60)
(6.56) va (6.60) dan quyidagini topamiz:

T =UX; (6.61)
bu yerda X; - A matritsa bilan o’rin almashinuvchi, ixtiyoriy xosmas matritsa (
X ; ning ifodasi 82 da keltirilgan).

(6.61) ni (6.59) ga qo’yib, (6.54) tenglamani barcha yechimlarini 0’z

ichiga oluvchi formulani hosil gilamiz:

X =UX  {WAE, + Hy 5[4, + Hy o §fAE, + H, XU (6.62)

(6.54) tenglamaning barcha yechimlarini A matritsaning m darajali ildizi
deb, YA ko’pgiymatli simvol bilan belgilaymiz. YA umumiy holda A
matritsaning funksiyasi bo’lmaydi, ya’ni A ning ko’phadi ko’rinishida
tasvirlanmaydi.

Eslatma.Agar A matritsaning barcha elementar bo’luvchilari juft-jufti
bilan o’zaro tub, ya’ni 4,4,...,4, sonlar har xil bo’lsa, X;matritsa quyidagicha
kvazidiogonal ko’rinishga ega bo’ladi:

X ={Xy, Xy Xy

bu yerda X, matritsa A,E; +H matritsa bilan o’rin almashinuvchi, demak

A,;E, +H, ning ixtiyoriy funksiyasi bilan, xususiy holda y/2,E; +H, bilan o’rin
almashinuvchi bo’ladi (j=1.2,...,n). Shuning uchun bu holda (6.62) quyidagicha
bo’ladi:

X =URAE, +H, Y4,E, +H, ... 4E, +H, U™
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Shunday qilib, agar A matritsaning elementar bo’luvchilari juft-jufti bilan
0’zaro tub bo’lsa, X = YA uchun formulada fagat diskret ko’pgiymatlilik bo’ladi.
Bu holda ixtiyoriy ¥A giymatni A ning ko’phadi sifatida tasvirlash mumkin.,

Misol. Quyidagi matritsaning barcha kvadrat ildizlarini toping:

110
A=|0 1 0,
00
ya’ni x> =A tenglamani barcha yechimlarini toping.

Bu holda A matritsaning Jordonnning normal formasiga ega. Shuning

uchun (6.62) da A=A, U=E deb olish mumkin Xx; matritsa quyidagi

ko’rinishda bo’ladi:

bu yerda a,b,c,d,e -ixtiyoriy parametrlar.

(6.62) formula quyidagi ko’rinishni oladi:

a b c] |¢ % Ol ta b 7!
X=10 a 0l]o £ ol [0 a 0] , e¢=n*=1 (6.63)
0 d elfo 0 7 0 d e

X ni o’zgartirmay, (6.62) formulada X; ni shunday skalyarga
ko’paytirish mumkinki, unda |X;|=1 bo’ladi. Bu garalayotgan holda a’e=1
tenglikka olib keladi, bundan e =a.

Xg1 matritsaning elementlarini hisoblaymiz. Buning uchun X;

koeffisiyentilaridan tuzilgan matritsani chizigli almashtirishni yozamiz:
y, = ax, +bx, +cx,,
Y, =0X, + a7 X,.
Bu sistemani X, X,, X, ga nisbatan yechib, quiydagi teskari almashtirishni hosil

qgilamiz:
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x, =a'y,—(a’b-cd)y, —acy,,
X, = a_lyz )

X, = —ady, +a’y,.

Bundan ,
aboc | Jat cd-a? -ac
x;: 0 ao =10 a* 0
0 d a3 0 —ad a’

bo’lib, (6.63) dan

& (¢-n)acd +§ ac(n-g)| le (e —77)VW+§ (n—¢&)v
X =|0 & 0 =0 & 0 , (6.64)
0 (e—p)da* 7 0 (e-nmw n

v=a’c, w=ad

Demak, X yechim ikkita v va w ixtiyoriy parametrlar va ikkita ¢ va » ixtiyoriy

belgilarga bog’liq.

87. Xos matritsadan m-darajali ildiz chigarish.
Bu paragrafda |A|=0 holni garaymiz.
Bu holda ham |A| =0 holdagi kabi A matritsani quyidagicha Jordonning
normal formasiga keltiramiz:

A=UALE™ +H® A E® + H®) H@® H@  qehy, (6.65)
buyerda (1-4)™,....(A—4,)™ - A matritsaning nolmas xarakteristik sonlariga
mos elementar bo’luvchilari, 2*,1%,..., 2% esa nolli xarakteristik sonlarga mos
elementar bo’luvchilari.

U holda
A=U{A AU (6.66)
bu yerda
A ={LE® 4 H® | E® yH® LA —{H® H@ L (6,67)
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ko’rinib turibdiki, A -xosmas matritsa, ya’ni |A|=0, A,esa nilpotentlik indeksi
u=max(q,,q,,...q, ) bo’lgan nilpotent matritsa, ya’ni A# =0.

Berilgan (6.54) tenglamadan kelib chigadiki, A matritsa izlanayotgan X
matritsa bilan o’rin almashinuvchi, demak, unga o’xshash bo’lgan quyidagi
matritsalar bilan ham o’rin almashinuvchi:

U™AU ={A,A,} vaU'Xxu (6.68)

82 dagi teorema 6.3 da isbotlanganidek, (6.68) matritsalarning o’rin
almashinuvchanligidan va A va A, matritsalarni umumiy xarakteristik sonlarga
ega emasligidan kelib chigadiki, (6.68) ning ikkinchi matritsasi mos ravishda
kvazidiogonal formaga ega

U?XU ={X,,X,} (6.69).

(6.54) tenglamadagi A va X matritsalarni ularga o’xshash bo’lgan

{ALA} va {X,,X,}
matritsalar bilan almashtirib, (6.54) tenglamani quyidagi ikkita tenglama bilan
almashtiramiz:
X = A, (6.70)
X =A, (6.71)
|A| =0 bo’lgani uchun (6.70) tenglamaga avvali paragrafdagi natijalarni go’llab,

X, ni (6.62) formula bo’yicha topamiz:

X, =X, {rq//llE(Pl’ FH® A E®) L H }xAl‘l (6.72)
Shunday qilib, (6.71) tenglamani garash goldi, ya’ni
A, ={H® HE)  H@ (6.73)
Jordonning normal formasiga ega bo’lgan , x#=max(q,,q,,...,d,) nilpotentlik
indeksili A, nilpotentlik matritsaning m-darajali barcha ildizlarini tanish bilan

shug’ullanamiz. A;' =0 va (6.71) dan

XM =0
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Bu oxirgi tenglikdan ko’rinadiki, X, izlanayotgan matritsa Y nilpotentlik
indeksli nilpotent matritsa bo’lib, m(z-1)<Y <mg. X, matritsani Jordon
formasiga o’tkazamiz:

X, =T{H® HO) | HO T (6.74)

(6.74) tenglikni ikkala tomonini m -darajaga ko’tarib, quyidagini hosil gilamiz:
A, =X =T{H®W]" [H®" . [H®W]" T (6.75)
[HYT" matritsa ganday elementar bo’luvchilarga ega ekanligini

aniglaymiz.

He, =0,He, =¢,,...,.He, =¢_, (6.76)

Bu tengliklar ko’rsatadiki, H operator uchun g,,¢g,,.,e vektorlar A’

'

elementar bo’luvchiga mos Jordancha vektorlar zanjirini tashkil giladi.
(6.76) tengliklarni quyidagicha yozamiz:
He, =g, (j=12..v, & =0).
Bundab ko’rinadiki,
H" =¢_, (j=12..v, § =8 =..=€ 0) (6.77)
v sonini quyidagicha yozamiz:
v=km+r (r<m),

bu yerda k, r butun manfiymas sonlar. g,,g,,....&, bazis vektorlarni quyidagicha

joylashtiramiz:

& [ €m
€t (S R P
...... (6.78)
é(k—l)erl é(k—l)m+2 o ékm
€1 -2 By

Bu jadvalda m ta ustun bo’lib, birinchi r ta ustunda k +1 ta vektor, golgan

ustunlarda k ta vektorlar bor. (6.77) tengliklardan ko’rinadiki (6.78) jadvalning
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har bir ustunidagi vektorlar sistemasi H ™operatorga nisbatan vektorlarning
Jordan zanjirini tashkil etadi. Agar (6.78) dagi vektorlarni satrlar bo’yicha
ketma-ket nomerlanishini ustunlar bo’yicha qgilib olsak, u holda hosil gilingan

yangi bazisda H™ operatorning matritsasi quyidagicha normal Jordan formasiga
ega bo’ladi:

bundan,

[HO] =P, (HED L HED Ho  H®lp (6.79)

v,m 1

bu yerda bir bazisdan boshga bazisga o’tish matritsasi P, quyidagi ko’rinishda

bo’ladi:

mta
1 0 .. 0 O....
0 0 .. 0 1...
S (6.80)
0 0 .. 0
01 ..0

H' matritsa bitta 1* elementar bo’luvchiga ega bo’lib, HY ni m-darajaga
ko’targanda bu elementar bo’luvchi deyiladi.(6.79) dan ko’rinadiki [H ]

matritsa quyidagi elementar bo’luvchilarga ega:

Endi (6.75) tenglikka gaytib,
v, =km+r, (0<r, <mk >0,i=12,.,5s) (6.81)
deb olamiz.

U holda (6.79) ga asosan (6.75) ni quyidagicha yozamiz:

Azx;"TP{HW“ ..... H&D H®& | HE& gl HD g H(kz)}PlTl (6.82)

buyerda P={P,,.P,,...P, .} .
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(6.82) ni (6.73) bilan solishtirib, ko’ramizki,
H&D JHED o g glen | gqled) glo gt (6.83)
kataklar tartibigacha aniglikda
H@® H@ HE (6.84)
kataklar bilan ustma-ust tushishi kerak.

A% 2%, A% elementar bo’luvchilarni X, uchun mumkin bo’lgan deb
aytamiz, agarda matritsani m-darajaga ko’targandan co’ng bu elementar
bo’luvchilar yoyilib, A, matritsaning Dberilgan 1%, 1%,.,4* elementar
bo’luvchilari sistemasini yuzaga keltirsa. Elementar bo’luvchilarning mumkin
bo’lgan sistemasi soni har doim chekli bo’ladi, chunki

max(V,,Vy,,...V3) MU, v, +v, +...+V, =n,, (6.85)
bu yerda n,- A, matritsaning (darajasi) tartibi.

Har bir mumkin bo’lgan elementar bo’luvchilar sistemasi 1*%,1%,...,1"
uchun (6.71) tenglamaning mos yechimi mavjud ekanligini ko’rsatamiz va bu
yechimlarni aniglaymiz . Bu holda shunday almashtiruvchi Q  matritsa
mavjudki, unda
fH®&D | HE&D g ) e et o) ) 1-QrAQ  (6.86)

Q matritsa kvazidiogonal matritsadagi kataklarning o’rin almashinishini
amalga oshiradi. Shuning uchun Q matritsani ma’lum deb xisoblaymiz. (6.86)
ga asosan (6.82) dan quyidagini hosil gilamiz:

A, =TPQ'AQP'T ™,

Bundan, TPQ™ =X,
yoKi T=X,QP™ (6.87)
buyerda X, - A, matritsa bilan o’rin almashinuvchi ixtiyoriy matritsa.

(6.87) ni (6.74) ga qo’yib, quyidagiga ega bo’lamiz:

X, =X, QP H{H™W H  H®IPQ™X ! (6.88)

(6.69), (6.72) va (6.88) dan barcha izlangan yechimlarni o’zida saglovchi

umumiy formulani hosil gilamiz:

156



X =U{X,,X,QP"} 6.59)

{r{]//llE(pl) +H (p2) ,....,r\"/lu E(pu) +H (pu) H (v1) ...H (Vs)xAi—poSxAz—l}J -1
Shuni aytib o’tish kerakki, xos matritsaning m-darajali ildizi har doim
ham mavjud bo’lavermaydi. Uni mavjudligi X, matritsa uchun mumkin bo’lgan

elementar bo’luvchilar sistemasini mavjudligiga bog’lig.

Tekshirib ko’rish mumkinki,
Xm_—H®
tenglama m >1, p >1 da yechimga ega emas.

010
Misol. A=[0 0 O
0 0O

matritsani kvadrat ildizdan chigaring, ya’ni
X?=A
tenglamani barcha yechimlarini toping.
Bu holda A=A, X=X,, m=2t=20q,=240q,=1.X matritsa fagat bitta 2°
elementar  bo’luvchiga ega  bo’lishi  mimkin.  Shuning  uchun

s=1v, =3k =1r=1va
100
P=P,=||0 0 1|=P*, Q=E
010

Bundan tashgari, avvalgi misoldagi kabi (6.88) formulada

a c a' cd-a?’h -ac
X, =[0 a0 | X=]0 a™ 0
0 a’’ 0 -—ad a’

deb olish mumkin.

Bu formuladan quyidagini hosil gilamiz:
0
X =X,=X, =X, PPHOPX, " =|0
0
buyerda «=-ca™-a’d va g=a’-ixtiyoriy parametrlar.
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§8.Matritsa logarifmi.
Quyidagi matritsali tenglamani garaymiz:
eX =A (6.90)
Bu tenglamaning barcha yechimlarini A matritsaning logarifmi (natural)
deb, uni In A dek belgilaymiz.

A matritsaning A, xarakteristik soni X matritsaning &, xarakteristik soni

bilan A, =e” formula orgali bog’langan, shuning uchun, agar (90) tenglama

J
yechimga ega bo’lsa, u holda A matritsaning barcha xarakteristik sonlari noldan

fargli bo’li, A xosmas matritsa (|A/=0) bo’ladi. Demak, (A =0) shart (6.90)
tenglama yechimi mavjudligi uchun zarurdir. Bu shart yetarli ham bo’lishini
keyinroq ko’ramiz.
|A =0 bo’lsin. A matritsaning elementar bo’luvchilarini yozamiz:
(A=) (A-2)" s (A=A
(A Ay Ay 20, P, + Py +.o+ P, =N) (6.91)
Bu elementar bo’luvchilarga mos ravishda A matritsani Jordonning
normal ko’rinishiga keltiramiz:
A=UAU " =U{LE® +H®) A E® 4 H®I g, (6.92)
Ma’lumki, e funksiyaning xosilasi ¢ ning barcha giymatlarida noldan
fargli, shuning uchun X matritsadan e* = A matritsaga o’tishda elementar
bo’luvchilar yoyilmaydi, ya’ni X matritsa quyidagi elementar bo’luvchilarga
ega bo’ladi:
(A=&)"(A=-&)™ . (A=6)™, (6.93)
bu yerda 4; =g j=12..u,ya’ni & Ini, ning giymatlaridan biri bo’ladi.
A 0’zgaruvchili kompleks tekislikda markazi 2, nugtada bo’lgan \/1]\ dan

kichik radiusli doirani olamiz va f,(2)=In2 orgali In2 funksiyaning

garalayotgan doiradagi shunday tarmog’ini olamizki, u 2, nugtada X matritsani
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&, i=12,..,u xarakteristik soniga teng giymatlarni gabul qgilsin. Shundan so’ng
faraz gilamiz:
IN(AE™ +H®y = £, (AE™ + HP) =, E® + 2 H™ + .. (6.94)

InAz dan olingan hosila (1 tekislikning chekli gismida) hech gayerda
nolga aylanmaydi, u holda (6.94) matritsa fagat bitta (1-¢&,)” elementar
bo’luvchiga ega bo’ladi. Bunga asosan quyidagi kvazidiogonal matritsa

IN{ALE®) + H®)  In(4,E®) + H®)] (6.95)
va X izlanayotgan matritsa xuddi shu elementar bo’luvchiga ega. Shuning
uchun shunday T matritsa mavjudki, unda

X =TUN{LE® +H®)), In(A4,E ® + H®)) T (6.96)

T matritsani aniglash uchun quyidagini garaymiz:

A=eX = TIn{ALE® + H®),  In(A,E ™) +H )T+ (6.97)

(6.97) va (6.92) larni solishtirib, quyidagini topamiz:

T =UX; (6.98)

bu yerda X; -A matritsa bilan o’rin almashinuvchi ixtiyoriy matritsa. (6.98)

dan topilgan T uchun ifodani (6.96) ga qo’yib, matritsaning barcha logarifmini
0’z ichiga oluvchi umumiy formulani hosil gilamiz:

X =UX AIN{L,E™ + H®), . In(4,E ™) + H ™)) XU~ (6.99)

Eslatma.Agar A matritsaning barcha elementar bo’luvchilari o’zaro tub
bo’lsa, u holda (6.99) formulaning o’ng tomonidagi X; va X™a
ko’paytuvchilarni tashlab yuborish mumkin.

Qachon hagigiy xosmas A matritsa haqgiqiy X logarifmga ega bo’lishini
aniglaymiz. lzlanayotgan matritsa p+iz Xarakteristik songa mos bir nechta
elementar bo’luvchilarga ega bo’lsin: (1-p—iz)®,.,(A1-p—-iz)*. X matritsa
haqgiqiy bo’lgani uchun u qo’shma elementar bo’luvchilarga ham ega :
(A-p+in)®,.,(A-p+ir)*. X matritsadan A matritsaga o’tishda elementar
bo’luvhchilar  yoyilmaydi, ammo p+iz,p—iz  Xarakteristik  sonlar
e’ =e’" =¢# = u>0 son bilan almashadi. Shuning uchun A matritsa
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elementar bo’luvchilari sistemasida manfiy xarakteristik songa mos keluvchi har
bir elementar bo’luvchi (agar mavjud bo’lsa) juft son marta takrorlanadi. Endi
bu zaruruy shartni etarli ham ekanligini isbotlaymiz, ya’ni A- hagigiy xosmas
matritsa fagat va fagat shu holda X haqiqgiy logarifmga ega bo’ladi, agarda A
matritsa manfiy xarakteristik sonlarga mos elementar bo’luvchilarga ega
bo’Imasa, yoki (agar mavjud bo’lsa) bunday elementar bo’luvchilar juft son
marta takrorlansa.

Hagigatan, bu shart bajarilgan bo’lsin. U holda (6.94) formulaga mos
(6.95) kvazidiogonal matritsada 2 haqigiy va musbat bo’lgan kataklarda In 4

uchun hagigiy giymatlarini olamiz, agar gandaydir katak kompleks 4, ga ega
bo’lsa, u holda xuddi shunday o’lchovli boshga katak topilib, bu katakda In A
va In 2, uchun kompleks qo’shma giymatni olamiz. Har bir katak shartga ko’ra
(6.98) da juft son marta takrorlanadi. U holda bu kataklarning yarmida
In4, =Inj4|+iz, qolgan yarmida esa In4, =In4|-iz deb olamiz. U holda

kvazidiogonal matritsaning diogonalidagi elementlari yoki haqiigy, yoki
go’shma kompleks bo’ladi. Ammo bunday kvazidiogonal matritsa har doim
hagiqiy matritsaga o’xshash bo’ladi. Shuning uchun , shunday T, QT1|¢0)
xosmas matritsa mavjud bo’ladiki, unda
X, =T, INALE®) + H ™), In(4,E )+ H @)™

matritsa hagigiqy bo’ladi . Ammo, bu holda quyidagi matritsa ham haqiqgiy
bo’ladi:

A =e* =T {IN{ALE™ + H ™), In(4,E P +H @) (6.100)
(6.100) va (6.92) lardan ko’rinadiki, A va A, matritsalar o’zaro o’xshash.

Ammo ikkita 0’zaro o’xshash matritsalar, gandaydir hagigiy xosmas W -matritsa

yordamida bir-biriga almashtirilishi mumkin:

A=WAW * =We*w * = V"
U holda X =wx,w™ matritsa A matritsaning izlangan haqigiqy logarifmi
bo’ladi.

160



Mashglar.

1.

Agar A=PJ/P~! va B=QjQ! bo’lib, J,j - matritsalar Jordonning
normal formasida bo’lsa, u xolda Y = P~1XQ bo’lganda AX+XB=0 (X
uchun) va JY+Y j=0 (Y uchun) ekvivalent ekanligini isbotlang.

Agar A matritsa har-xil xos giymatlarga ega bo’lsa, u xolda A bilan o’rin
almashinuvchi matritsa soda matritsa bo’ladi.

Agar f funksiya A matritsa spektorida aniglangan bo’lsa, u xolda f(A) va
A matritsalar 0’zaro o’rin almashinuvchi bo’lishini aniglang.

Agar A- har-xil xos giymatli normal matritsa bo’lsa, u xolda A bilan
0’zaro o’rin almashinuvchi har bir matritsa normal bo’lishini isbotlang.
Agar JY=YJvaJ=AI, + H, bo’lsa, u xolda

Y1 Y2 Y3 o n
0 Vi Y2 o Yna

ekanligini ko’rsating.
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Vil. BOB.
KVADRATIK FORMALAR VA ULARNING TADBIQLARI.

81.1. Kvadratik formalarda o’zgaruvchilarni almashtirish.

Ta’rif 7.1. Kvadratik forma deb, n ta X;,X,,..., X, 0’zgaruvchilarga
nisbatan ikkinchi darajali bir jinsli ko’pxadga aytiladi.

Kvadratik formalarni xar doim
n
Z Ay X; Xy (ay =i,k =1.2....,n)
i,k
ko’rinishida tasvirlash mumkin, bu yerda
A=(ay)i

simmetrik matritsa.

deb belgilasak, kvadratik formani quyidagicha yozishimiz mumkin bo’ladi:
XTAX = D" XX, (7.1)
i,k=1
Agar A xagiqiy simmetrik matritsa bo’lsa, u holda (7.1) forma xaqiqiy
deyiladi.

A matritsaning aniglovchisi

|A| - |aik |i,k:1
(7.1) kvadratik formaning determinanti deyiladi. Agar |A| =0 bo’lsa, (7.1)

forma singulyar deyiladi.

Har bir kvadratik formaga quyidagicha bichizigli forma mos keladi:

x' Ay = Zai,kxi Y, (7.2)

i.k=1

bu yerda A= (aik):k:1 ) XT = (Xl,Xz,...,Xn), Y= (yliyz""’yn)T-
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Agar X5, X%, x5, yh Y2, y™ lar ustun  matritsalar  bo’lib,

C;,Cy,...,Co,d;,d,...,d lar skalyar sonlar bo’lsa, quyidagi tenglik o’rinli

bo’ladi:
(Ze: CiXijT A[Zm: djyjlzi Zm: Cidj(xi)T Ay’ (7.3)

Agar n o’lchovli evklid fazosida Z operator berilgan bo’lib, bu

operatorga gandaydir €:,€z,...,en ortonormallashgan bazisda

A= (ai’k)ni’kzl
matritsa mos kelsa, u holda ixtiyoriy

x=> xe v=Y vy

i=1 i=1

vektorlar uchun quyidagi ayniyat o’rinli bo’ladi

T N e

X Ay = (Ax, y): (x, Ay)
Xususiy holda

X' Ax = (Ax,x)=(x, Ax)

bu yerda a;, = (Ké. :H ),(i,k :1,2,...,k)'

Endi o’zgaruvchilarni

X = t&,i=12..,n (7.4)
k=1

yoki

X=T& T=(t) ik, x=0 %X, ), E=(E,& .. &  (74Y)
ko’rinishda almashtirganimizda (7.1) kvadratik forma koeffitsenlaridan
tuzigan matritsa ganday o’zgarishini garab chigamiz.

Buning uchun (7.4%) ni (7.1) ga go’yib, quyidagicha hosil gilamiz:
XTAX =(TE) ATE = ETTTATE = ETAL,
bu yerda
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A=TTAT (7.5)
(7.5) formula
éZTAéZ = Zai,ké:i 'ék
ik=1
almashgan kvadratik formaning
A=(a, )ik
matritsasini ifodalaydi. (7.5) dan
~ 2
A=A (7.6)
kelib chigadi.

Ta’rif 7.2. (7.5) tenglik bilan bog’langan (T|=0) ikkita A va A
matritsalar kongruent deyiladi.

Shunday qilib, har bir kvadratik forma bilan, juft-jufti bilan kongruent
bo’lgan matritsalar sinfi bog’langan. Bu matritsalar bir hil rangga ega bo’lib,
bu rang garalayotgan kvadratik formaning rangi bo’ladi. Bu matritsalar sinifi

uchun rang invariant bo’ladi.

82. Inertsiya gonuni

Har bir x” Ax kvadratik formani cheksiz ko’p usul bilan quyidagi
ko’rinishga keltirish mumkin:

x"Ax=>"a X%, (7.7)

i=1
bu yerdaa; #0,i = 1,2,...,7 va X, => a.X, i=12..r
k=1

X, X,,..., X, 0’zgaruvchilarning o’zaro chizigli bog’lig bo’Imagan haqiqiy
chizigli formalari (r <n).

£,6,, ..., & - yangi 0’zgaruvchilarning birinchi r tasi  x;, X,,..., X,

0’zgaruvchilar bilan
E =X, i=12,.,r
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formulalar bilan bog’langan xosmas almashtirishni garaymiz. U holda yangi
0’zgaruvchilarda
xTAx=§TE§:Zr:ai§2i
i1
bo’lib,
,&:diag(al,azl...,ar,O,...,O)
bo’ladi.

Ammo A matritsaning rangi r ga teng. Demak, (7.7) ko’rinishdagi
kvadratlar soni har doim formaning rangiga teng bo’ladi.

Quyidagi teorema (7.1) kvadratik formani har xil usullar bilan (7.7)
ko’rinishga keltirganimizda, nafagat kvadratlar soni, balki musbat va manfiy
kvadratlar soni ham o’zgarmasligini ko’rsatadi.

Teorema 7.1. (Kvadratik formalarning inertsiya gonuni). (7.1) haqgiqiy
kvadratik formani (7.7) — o’zaro bog’liq bo’lmagan kvadratlar yig’indisi
ko’rinishida ifodalashda musbat kvadratlar soni va manfiy kvadratlar soni
ko’rsatilgan ko’rinishga keltirish usuliga bog’liq emas.

Isboti. (7.1) kvadratik forma (7.7) korinish bilan birga yana quyidagicha
o’zaro bog’liq bo’lmagan  kvadratlar yig’indisi ko’rinishiga keltirilgan
bo’lib,

x" Ax = Zr:biYiZ,
=
a, >0,a, >0,..,a, >0,a,,, <0,...,a, <0,

b, >0,b, >0,...,b, >0,b,,, <0,...,b, <0

g+l

bo’sin. Faraz qilaylik, h#g, masalan h<g. U holda

Z aixi2 :Z biYi2 (7.8)
i=1 i=1

ayniyatda X;,X,,...,X, 0’zgaruvchinlarga X, .,,..., X, formalarning xech
bo’Imaganda bittasi nolga aylanmaydigan va quyidagi r-(g-h) ta tenglamalar

sistemasini ganoatlantiruvchi giymatlar beramiz:
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X, =0,X,=0,.,X,=0,Y,,,=0,.,Y, =0 (7.9)

O’zgaruvchilarning bunday giymatlarida (7.8) ayniyatning chap tomoni
> ax,° <0
j=n+1

ga, 0’ng tomoni esa
2 2
> by >0
k=1

ga teng bo’ladi.

Shunday qilib, h#g degan farazimiz bizni garama-qgarshilikka olib keladi.

Ta’rif 7.3. (7.1) kvadratik formani o’zaro bog’lig bo’Imagan kvadratlar
yig’indisi ko’rinishida ifodalaganimizdagi musbat kvadratlar soni = bilan
manfiy kvadratilar soni y ning ayirmasi o shu kvadratik formaning signaturasi
deyiladi.

Demak, r=n+y , c=n—y

(7.7) dagi koeffitsentlarni [a;| ko’rinishda olib, X, larning tarkibiga
kiritish mumkin bo’lgani uchun quyidagi tenglikni yozishimiz mumkin:
XTAX =X 2+ X2+ +X =X _Z—.—X? (7.10)
(7.10) ifodada & = X,, i=212,..,r debolib (7.1) formani quyidagicha
kanonik ko’rinishga keltiramiz:
ETAE=EP +E 4. 4 EP—E2 — = &2 (7.11)
Bundan teorema 7.1 ga asosan quyidagicha xulosa gilamiz: Ixtiyoriy A
hagigiy simmetrik matritsa elementlari 1,-1 va 0 lardan iborat bo’lgan
diogonal matritsaga kongruentdir, ya’ni
A =T "diog (1%1,41 -1-1,...,-10,..0)T (7.12)

ma Yta
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83. Lagranj metodi.
Kvadratik formani kvadratlar yig’indisiga keltirishning  Lagranj
metodini garab chigamiz.
Quyidagi kvadratik forma berilgan bo’lIsin
x"AX = Zn:aikxixk
ik=1
Quyidagi ikkita xolni garaymiz:
1). Qandaydir g (1<g <n) uchun diogonal koeffitsent a,, # 0. U holda

2
1 n
xTAx:—(Zagkxkj +x" A X (7.13)
Agg \ k21

deb olib, bevosita tekshirib ko’rishimiz mumkinki, x'A,x kvadratik forma
x4 0’zgaruvchini o’zida saglamaydi. Bu usul kvadratik formadan kvadratlarni
ajratib olish usuli deyilib, A matritsaning dioganal elementlari noldan farqli
bo’lganda, har doim uni go’llash mumkin.

2). a, =0, a,=0, a,=0 Bu holda (7.1) ni quyidagicha

0’zgartiramiz:

X" AX = 1 {i(ag“rahk)xk} —2; {zn:(agk—ahk)xk} + X' AX (7.14)

Zahg k=1 hg k=1

Quyidagi
n n
Zagkxk : Zahkxk ,
k1 k1

formalar chizigli bog’liq emas, chunki birinchisi X, ni o0’zida saglab, XgNi
saglamaydi, ikkinchisi esa x; ni o’zida saglab, x; ni saglamaydi. Shuning
uchun (7.14) ga kvadrat gavslardagi formalar chizigli bog’lig emas.

Shunday qilib, X" Ax kvadratik formadan ikkita chizigli bog’lig

bo’lmagan kvadratlarni ajratib oldik. Bu kvadratlarning har biri x,va X,

o’zgaruvchilarni o’zida saglaydi, x"A,x forma esa bu o’zgaruvchilarni
0’zida saqlamaydi.
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Bu usulni ketma-ket go’llab, X" AX ni kvadratlar yig’indisiga keltirish
mumkin.
(7.13) va (7.14) formulalarni mos ravishda quyidagicha ham yozish

mumkin.
T 2
X7 Ax = 1| QX AX) +x" A X (7.13)
4a OX,
(1.13Y)
T T 2 T T 2
o« Ax — 1 |[o(x Ax)+8(x AX) | | O(X AX) O(x  Ax FXTAX . 14,)
8ay, OX, oXy, OX, oXy,

Misol 7.1 Quyidagi kvadratik formani kvadratlar yig’indisi ko’rinishida
ifodalang:
XTAY = 4%7 + X2 + X2 + X2 — 4%, X, —BX, X, + X X, +BX, X, — XX,
Awval (7.13") formulani qo’llaymiz. (g=1)

o(x" Ay)
0%,

=8X, —4X, —4X, +4X,

X" AX = %(8xl —AX, — X, +4%,)7 + XTAX=(2X, — X, — X5 + X, )7+ XT AX
buyerda X" AX =2X,X; +2X,X, —2X3X,
Bu formaga (7.14)  formulani qo’llaymiz: (g=2,h=73)
X" A X =%(2x2 +2X,)° —%(ZX3 —2X, +4%,)% + xT A X :%(x2 +X;)° —%(x3 —X, +2%,)* + X" AX
buyerda x"A,x=2x7
Demak,

X' AX = (2X, — X, — X5 + X,)° +%(x2 +X;)° —%(x3 — X, +2X,)% +2x;

bo’lib, r=4,0=2, 7=3, y=1 bo’ladi.
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84. Yakobi formulasi
(7.1) kvadratik formaning rangini r bilan belgilab, A matritsaning k-

tartibli minoralarini

D, :A(l 2 k}to, K=1,2...r (7.15)
12 ...k

deb olamiz. Bundan, a;; =D, #0 bo’ladi, u holda Lagranj metodi yordamida

x” AX formadan bitta kvadrat ajratib, quyidagini hosil gilamiz:

xTAx=i(anx1+a12x2 +..a, X, )"+ x"AX, (7.16)
11
bu yerda
xX"Ax= > aPxx, al=a®, ik=12,..,n (7.17)
ik=2

X, 0’zgaruvchini o’zida saglamaydi. (7.16) tenglikdan kelib chigadiki, x” A x
ning koeffitsientlari
a;ady, .
af =a, -2 i k=12,..,n (7.18)
all

formulalar bilan aniglanadi. U holda bu koeffitsientlar quyidagi matritsaning

mos elementlari bilan ustma-ust tushadi:

all a12 a1n

1) 1)

10 ay .. &y,
G, =

@ @

0 an2 ann

Bu matritsa esa A matritsaga Gauss usulining birinchi bosgichini go’llab hosil
gilingan.

Shunday qilib, Lagranj metodi bo’yicha bitta kvadrat ajratish jarayoni
mazmun jihatidan Gauss algoritmining birinchi bosgichi bilan ustma-ust
tushadi. Ikkinchi kvadratni ajratib olish uchun Gauss algoritmining ikkinchi

bosqichini bajarish kerak bo’ladi va hokazo.
A=(ay){ simmetrik matritsaga r ta bosgichdan iborat bo’lgan

Gauss algoritmini to’la qo’llab, quyidagi matritsani hosil gilamiz:
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all a12 i alr a1r+1 e aln
@ @ @ )
O a22 a22 a‘2r+1 a2n
_ (r-1) 5(r-1) (r-1)
G =0 0 .. a;”7 a,; .. a,
o .. O 0 .. 0
0O O 0 0 0

Bunga mos holda X" Ax

kvadratik forma quyidagicha kvadratlar yig’indisi
ko’rinishida ifodalanadi:

X Ax =S 1 (a(k DX, +..+alPx ), (7.19)
~all
(al(j” =a,; ] _12,...,n)
O’zaro bog’lig bo’Imagan chizigli formalar uchun
X =ag X +..+aiUx, @y =a, k=12,..,r) (7.20)
qgisqa belgilashlar kiritamiz.
al™ = DDkkl k=12,..,rD,=La” =a, (7.21)

ekanligini e’tiborga olsak, (7.19) ni quyidagicha yozishimiz mumkin:
X" Ax = Z Dy X¢ (D, =1) (7.22)
k=1
Bu formulalar Yakobi formulalari deyiladi.

Yakobi formulalaridagi X, chizigli formalar koeffitsientlari uchun

quyidagi tengliklar o’rinli:
(1...k —1k]
A
(k-1) _ ﬂ k=12,..,

% 1.k-1)"
A

X, (k=12,.,r) laro’rniga

r (7.23)

Y. =D, X, (k=12,...r;D, =1)

(7.24)
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chizigli bog’lig bo’lmagan formalarni  Kkiritib, Yakobi formulalarini quyidagi-

cha yozish mumkin:

x" Ax = 7.25
k=1 Dk—le ( )
Bu yerda
Yi = CuXy +Ck,k+1xk+1 +---JFCanmk =12,..r, (7.26)
12..k-1Kk
Cyg :A(l 5 ‘1 q} (q=k,k+1,...,n; k=12,..,r) (7.27)

(7.25) — Yakobi formulalaridan quyidagi teoremaning o’rinli ekanligi
kelib chigadi:

Teorema 7.2. Agar rangi r ga teng bo’lgan

n
XTAX=D" 2y XX,

ik=1
kvadratik forma uchun
Dsz(l 2 - k}to, K=12,.r (7.28)
12 ...k

bo’lsa, u holda mushat kvadratlar soni ~ va manfiy kvadratlar soni y mos
ravishda
1,D,,D,,...,.D (7.29)
gatordagi  P-o’zgarmas ishoralar soni va V- o’zgaruvchan ishoralar soni
bilan ustma-ust tushadi, yani
7=11,D,,D,,..,D,), y=V(, D,,D,,..,D,)
va signatura
c=r-2v(@4Db,,D,,...,D,) (7.30)
bo’ladi.
Misol 7.2. Quyidagi kvadratik formani kvadratlar  yig’indisi
ko’rinishida yozing:

X" AX = X2 +3X5 —3XZ — 44X, X, + 2X, X5 — 2%, X, —B6X, X5 +8X,X, + 2X;X,
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1 -2 1 -1

_2 3-3 4
A=l 1 _3 0 1
1 4 1 -3

matritsani Gauss formasiga keltiramiz.

1 -2 1 -1
0 -1 -1 2
G={0 0 0O
0O 0 0 O

Bundan, r=2 a, =1, a{) =-1 ekanligi Kkelib chigadi. U holda (7.19)
formulaga asosan
X" AX = (X, = 2X, + X3 — X, ) — (=X, — X5 +2X,)°

hosil bo’ladi.

85. Kvadratik formalarning ishoralari
Ta’rif 7.4
x" AX = iaikxixk
i,k=1
haqiqiy kvadratik forma manfiymas (musbatmas) deyiladi, agarda
0’zgaruvchilarning ixtiyoriy haqiqiy giymatlarida
x"Ax>=0 (x"Ax<0) (7.31)

bo’lsa.

Bu holda A simmetrik matritsa yarim musbat aniglangan (yarim manfiy
aniglangan) deyiladi.

Ta’rif 7.5

XTAX =D a XX,
i k=1
hagiqiy kvadratik forma musbat aniglangan (manfiy aniglangan) deyiladi,

agarda o’zgaruvchilarning ixtiyoriy noldan fargli (x#0) giymatlarida
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x"Ax >0 (x"Ax<0) (7.32)
bo’lsa.
Bu holda A matritsa musbat aniglangan (manfiy aniglangan) deyiladi.
Musbat  aniglangan (manfiy aniglangan) formalar sinifi manfiymas
(musbatmas) formalar sinifining gismi bo’ladi.
Manfiymas kvadratik forma o’zaro bog’ligmas kvadratlar yig’indisi
ko’rinishida quyidagicha ifodalangan bo’lsin.

r

x"Ax=Y" aX; (7.33)

i=1
(7.33) da barcha kvadratlar musbat bo’lishi kerak, ya’ni
a >0,i=212,...,r (7.34)

Hagigatdan, agar birorta @; <O bo’lsa, X;,X,,...X,, larning shunday

giymatlarini tanlashimiz mumkinki, unda
X, ==X =X, =..=X,=0,X, %0

bo’lib, x” Ax manfiy bo’lib goladi. Aksincha, (7.33) va (7.34) dan X' AX
formaning musbatligi kelib chigadi.

Shunday qilib, manfiymas kvadratik formalar & =r (z=r,v=0)
tengliklar bilan haraktrlanadi.

Agar x" Ax — musbat aniglangan bo’lsa, u holda u manfiymas forma
ham bo’lib, (7.33) va (7.34) shartlar bajariladi. Kvadratik formaning musbat
aniglanganligidan r=n ekanligi kelib chigadi. Hagigatdan, agar r<n bo’lsa,

Xi, X, ,..., X, 0’zgaruvchilarni bir vagtda nolga teng bo’lmagan giymatlarini

tanlash mumkin bo’ladiki, unda barcha X; lar nolga teng bo’lib, x"Ax=0
bo’ladi. Bu (7.32) shartga ziddir. Aksincha, agar (7.33) da r=n bo’lib, (7.34)

bajarilsa, X" Ax forma musbat aniglangan bo’ladi.
Boshgacha aytganda, manfiymas kvadratik forma fagat va fagat

singulyar bo’lmagandagina musbat aniglangan bo’ladi.
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Teorema 7.3. (7.1) kvadratik forma musbat aniglangan bo’lishi uchun

a . a
D, =a,, >0, p,-|u%

>0,...,D, =|A/>0 (7.35)

a'12a'22
tengsizliklarni bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isboti. (7.35) shartlarni yetarli ekanligi (7.25) Yakobi formulalaridan

kelib chigadi. (7.35) shartlarni zarurligini quyidagicha ko’rsatamiz.

x” Ax formaning musbat aniglanganligidan kelib chigadiki, quyidagi
qirgib olingan
p
XTAIOX:_kZ1 A X X5 (p=1,2,...,n)
forma ham musbat aniglangan bo’ladi. Ammo, bu holda barcha formalar
singulyar bo’lmasligi, ya’'ni

D, =|A,|=0 (p=1,2,...,n)
bo’lishi kerak.

Endi biz Yakobining (7.25) formulalarini (r=n) da go’llash imkoniyatiga
ega bo’lamiz. Bu formulalarning o’ng tomonidagi barcha kvadratlar musbat
bo’lishi kerak, u holda

D, >0,D,D, >0,..D,,D, >0

Bundan (7.35) shartlarning zarurligi kelib chigadi.
Natija: Musbat aniglangan
X" AX = ay % X,

ik=1
kvadratik formaning koeffitsientlaridan tuzilgan A matritsani barcha bosh

minorlari musbat , ya’ni

P P
A[_l N _"j>o 1<i, <ip..<iy <0y p=12,..,n (7.36)

R PR
Eslatma. Bosh minorlar ketma-ketligining manfiymas, ya’ni
D, >0,D, >0,...,D, =0
ekanligidan X" Ax formaning manfiymas ekanligi kelib chigmaydi.
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Teorema 7.4. (7.1) kvadratik forma manfiymas bolishi uchun uning

matritsasini barcha bosh minorlari manfiymas, ya’ni

bo’lishi zarur va yetarlidir.
Isboti: Quyidagi yordamchi formani garaymiz
X'AX=X'AX+£D . X (£>0)
i=1 )

Bundan, lim(x" A, x)=x"Ax kelib chigad.

x" AX formaning manfiymasligidan X" A,x formaning musbat

aniglanganligi kelib chigadi, shuning uchun quyidagi tengsizlik o’rinli bo’ladi.

(SR R . , ,
Al . S)1>01<i1<ip..<ip<n; P=12..,n)
S DR

Bundan, € — 0 da limitga o’tib, (7.36) shartni xosil gilamiz.
Aksincha (7.36) shart bajarilsin. Bundan kelib chigadiki,

i1 Iy..1
Ag<i1 2 l.p>=£p+-°-2€p>0(1Si1S-°-SipSn; P=12..n)
1 Dy

Ammo, bu holda teorema 7.3 ga asosan
xTA, x>0 (x+#0)
Bundan ¢ — 0 da limitga o’tib,
xTA,x >0
ni xosil gilamiz.

Kvadratik formaning musbatmaslik va manfiy aniglanganlik shartlarini,
mos ravishda (7.35) va (7.36) tengsizliklarni —xTAx formaga go’llab xosil
gilamiz.

Teorema. 7.5 xTAx kvadratik forma manfiy aniglangan bo’lishi uchun

D; <0,D,>0,D; <0,(—1)"D, >0 (7.35")

tengsizliklarning bajarilishi zarur va yetarli.
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Teorema. 7.6 xT Ax kvadratik forma musbatmas bo’lishi uchun

B iy ,
(-1)PA (il ; i”) >0(1<iy<-—<ip<m P=12..n)  (7.36)
1 2 ann p

tengsizliklarni bajarilishi zarur va yetarli.

86. Kvadratik formalarni bosh o’glarga keltirish.

Quyidagi ixtiyoriy haqigiy kvadratik formani garaymiz

n
XTAX =D ay XX,

=)
Uning matritsasi A = (a;,)ix=; haqiqgiy, simmetrik bo’ladi. Shuning
uchun ¢ gandaydir A haqigiy diogonal matritsaga ortogonal- o’xshash bo’ladi,
ya’ni shunday Q haqigiy ortogonal matritsa mavjudki, unda
A=Q'4Q , (A= (8 )lk=1, QQ" = E) (7.37)
bo’ladi. Buyerdaiq,2,,...,A, —A matritsaning harakteristik sonlari.
Ortogonal matritsa uchun Q=! = QT  bo’lgani uchun (7.37) dan kelib

chigadiki, x” Ax forma o’zgaruvchilarni

x=Q¢ (QQ" =E),
X; = Xk=19ik Sk (2}21 qij qkj = S, ik, = 1,2, ...,n) (7.38)
Orotgonal almashtirishda quyidagi ko’rinishga keladi:
ETAE = X1 L& (7.39)

Teorema. 7.7. xT Ax — hagiqiy kvadratik formani har doim ortogonal
alamshtirish yordamida (7.39) kanonik ko’rinishga keltirish mumkin bo’lib,
M, Ao, ., Ay lar A matritsaning xarakteristik sonlari bo’ladi.

Kvadratik formani ortogonal almashtirish yordamida kanonik ko’rinishga
keltirish uni bosh o’qlarga keltirish deyiladi. Bunday nomlanish shu bilan
bog’ligki,unda

X k=1 ik Xix = ¢ (¢ = const # 0) (7.40)
ikkinchi  tartibli  gipersirt tenglamasi o’zgaruvchilarni (7.38) ortogonal

almashtirishda quyidagi kanonik ko’rinishni oladi:
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2 . .
n i%=1 (%:l g =+1; i=1,2,...,n) (7.41)

(7.39) formuladan kelib chigadiki, x"Ax formaning rangi r, A
matritsaning noldan fargli xarakteristik sonlari soniga teng bo’lib, o signatura A
matritsaning musbat va manfiy xarakteristik sonlari sonining ayirmasiga teng
bo’ladi.

Bundan, hususiy xolda quyidagi tasdiq kelib chigadi.

Agar kvadratik forma koeffitsientlari uzluksiz 0’zgarganda uning rangi
0’zgarmasa, u xolda koeffitsientlarni bunday o’zgarishida uning signaturasi
ham o’zgarmay qoladi.

(7.39) formuladan yana kelib chigadiki, A hagigiy simmetrik matritsa
yarim musbat aniglangan (musbat aniglangan) bo’ladi, fagat va fagat shu
holdaki, qgachonki, A matritsaning barcha xarakteristik sonlari manfiymas
(musbat) bo’lsa, ya’ni u quyidagi ko’rinishda ifodalansa

A=QMd)=1Q ' =0 (3>0),i=12,..n] (742)

F= QW Mdi)ik=10" (7.43)
yarim musbat aniglangan (musbat aniglangan) matritsa A yarim musbat

aniglangan (musbat aniglangan) matritsaning kvadrat ildizi bo’ladi:

F=+A (7.44)

§ 7. Kvadratik formalar dastasi.
Ikkita

n

n
T fv — T Ay —
x'Ax = Z a xix, va x Ax = Z bi, x;x),
ik=1 ik=1

hagiqiy kvadratik formalar yordamida tuzilgan x” Ax — Ax"Bx (A —parametr)
forma kvadratik formar dastasi deyiladi.
Agar xTBx forma musbat aniglangan bo’lsa, u holda x"Ax —AxTBx
dasta regulyar deyiladi.
|A-2B|=0
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tenglama x"Ax —AxTBx kvadratik formalar dastasining xarakteristik
tenglamasi deyiladi.

Bu tenglamaning qandaydir ildizini A, bilan belgilaymiz. A —AyB
matritsa xos matritsa bo’lgani uchun shunday z = (zy, 2, ..., z,)* # 0 ustun
mavjudki, unda

(A—2B)z=0
yoki
Az =Bz (z#0)
bo’ladi.

Lo soni xTAx — xTBx dastaning xarakteristik soni deyilib, z — mos
bosh ustun yoki bu dastaning bosh vektori deyiladi.

Teorema. 7.8. Kvadratik formalarning

xTAx — AxTBx
regulyar dastasini
|JA—AB| =0
xarakteristik tenglamasi xar doim z* = (zq, Zyk, o) Znie ) (kK = 1,2, ..., 1)

Az = Bz*(k =1,2,...,n) (7.45)
bosh vektorlar mos keluvchi, n ta Ay (k= 1,2,...,n) haqgigiy xarakteristik
ildizlarga ega. Bu z* bosh vektorlarni shunday tanlash mumkinki, unda

(z)TBz* =6, (i,k=12,..,n) (7.46)
munosabat bajariladi.

Isboti. (7.45) tenglikni quyidagicha yozish mumkin

B lAzk =2z =6, (Lk=12,..,n) (7.45)
Shunday qilib, teorema 7.8. ga ko’ra
D=B"14 (7.47)

matritsa quyidagilarga ega:
1) oddiy strukturaga;
2) M, Ay, ..., A, Xaqiqiy xarakteristik sonlarga;
3)bu  xarakteristik sonlarga mos  kelib, (7.46) munosabatni

ganoatlantiruvchi z1,z2, ..., z" xos ustunlar (vektorlar) ga.
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D =B'A matritsa ikkita simmetrik matritsalarning ko’paytmasidan
iborat bo’lib, 0’zi simmetrik bo’Imasligi mumkin. Shuning uchun DT = AB~!
bo’ladi. F = +/B deb olib, (7.47) tenglikdan quyidagini xosil gilamiz:

D = F~ISF, (7.48)
bu yerda
S=F1AF1 (7.48"
simmetrik matritsa. D matritsani S simmterik matritsaga o’xshash ekanligidan 1)
va 2) tasdiglar kelib chigadi. u*(k = 1,2, ...,n) orgali S simmetrik matritsa xos
vektorlari normalangan sistemasini belgilaymiz:
Sufk = 1 uk(k=1,2,..,n), W)Tu! =6, (k,1=12,..,n) (7.49)
va
uk =FzK(k=1,2,..,n) (7.50)
deb olib, (7.48), (7.48"), (7.49), (7.50) tengliklardan quyidagini topamiz:
Dz* = 2, z%, (zT'Bz! =6, k1=12,..,n
ya’ni 3) tasdiq isbotlandi va teorema 7.8. to’la isbotlandi.
(7.46) dan z1,z2, ..., z" ustunlarni chizigli bog’ligmasligi kelib chigadi.
n L czk =0 (7.51)

bo’lsin. U xolda ixtiyoriy i(1 < i < n) uchun (7.46) ga asosan

n n
0=(z)"B (Z ckzk) = z ¢zl Bz, = ¢

k=1 k=1
bo’ladi. Shunday qilib, (7.51) da barcha ¢;(Il =1,2,...,n) nolga teng va
z1,z2, ..., z" ustunlar orasida hech ganday chizigli bog’liglik mavjud emas.
(7.46) munosabatni ganoatlantiruvchi z!,z2,..,z" bosh ustunlardan
tuzilgan
Z= (Zl.ZZ. v, Z) = (Zik)ﬁk=1
matritsani  x” Ax — Ax” Bx formalar dastasi uchun bosh matritsa deyiladi. Z
matritsa xosmas (]|z| # 0) matritsa bo’ladi, chunki uning ustunlari chizigli

bog’lanmagan.
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(7.45) ning ikkala tomonini chapdan i

satr matritsaga ko’paytirib,
quyidagini xosil gilamiz

zU' Az% = Az BzK = 2,6, (i, k = 1,2, ...,n) (7.52)
Z =(z%, 2% ..,z") Dbosh matritsani Kiritib, (7.46) va (7.52) ni quyidagi

ko’rinishda ifodalashimiz mumkin.

ZTAZ = (Ak(si,k)zk:l, ZTBZ = E (7.53)
(7.53) formulalardan ko’rinadiki,
x =Z¢ (7.54)
xosmas almashtirish x” Ax va x” Bx kvadratik formalarni
Yhoi S va X &f (7.55)

kvadratlar yig’indisiga keltiradi.

(7.54) almashtirishning bu xossasi Z bosh matritsani xarakterlaydi.
Xagigatan, (7.54) almashtirish x"Ax va x"Bx formalarni (7.55) kanonik
ko’rinishga keltirsin. U holda (7.53) tenglik o’rinli bo’lib, Z matritsa ustunlari
uchun (7.46) va (7.52) tengliklar o’rinli bo’ladi.

(7.53) dan Z ni xosmas (|z| # 0) matritsa ekanligi kelib chigadi. (7.52)
tenglikni quyidagicha yozamiz:

72" (Az¥ = 4,Bz5) =0 (i=1.2,..,n),  (7.56)
bu yerda k — ixtiyoriy fiksirlangan giymatga ega 1 < k < n. (7.56) tengliklar
sistemasini bitta tenglikka keltirish mumkin

ZT(Az* — 4, Bz¥) =0,
bundan, ZT — xosmas bo’lgani uchun
Az¥ — A, Bz =0

ni, ya’ni ixtiyoriy k uchun (7.45) ni xosil gilamiz.
Demak, Z — bosh matritsa. Shunday qilib, quyidagi teoremani isbotladik.

Teorema 7.9. Agar

Z = (Zik)ﬁk=1
matritsa xTAx —AxTBx formalar regulyar dastasining bosh matritsasi

bo’lsa, u xolda
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x = Z¢§ (7.57)

almashtirish xTAx va x"Bx formalarni bir vagtda mos ravishda

n
D g wa
k=1

kvadratlar yig’indisiga keltiradi, bu yerda A4,4,, ..., 4, lar

xTAx — 2AxT"Bx

& (7.58)

=
||M3
fun

dastaning Z matritsa z!,z2,...,z" ustunlariga mos keluvchi xarakteristik
sonlari.

Aksincha, gandaydir (7.57) almashtirish x"Ax va xTBx kvadratik
formalarni bir vaqtda (7.58) ko’rinishga keltirsa, u holda Z = (z);;,—; matritsa
formalarning

xTAx — Ax" Bx
dastasi bosh matritsasi bo’ladi.

Misol. 7.3. Umumlashgan koordinatalar sistemasida

2x% —2y? —3z2 —10yz+2xz—4=0 (7.59)
ikkinchi tartibli sirt tenglamasi va
2x%2 4+ 3y? + 222 +2xz =1 (7.60)
birlik sfera tenglamasi berilgan. (7.59) tenglamani bosh o’qlarga keltirish talab
gilinadi.
Bu holda

2 0 1 2 0 1
A= (0 -2 —5>, B = (0 3 0)
1 -5 -3 1 0 2

Dastaning xarakteristik tenglamasi quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:
2—-21 0 1-2
0 —2—-31 -5
1-41 -5 —-3-21

=0 (7.61)

Butenglama A, =1, 4, =1, A3 = —4 uchta ildizga ega. 4; = 1 xarakteristik

songa mos bosh vektor koordinatalarini u, 9, w bilan belgilaymiz. u, 9, w
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miqgdorlarni  koeffitsientlari (7.61) aniglovchi elementlari bilan ustma-ust
tushuvchi quyidagi sistemadan topamiz.

O-u+0-9+0-w=0

O-u—=-5-9-5-w=0

O-u—5-9—-5-w=0.
Bundan,

9+w=0

A =1 xarakteristik songa ikkita ortonormallangan bosh vektor javob berishi
kerak. Birinchi vektor koordinatalarini ixtiyoriy ravishda 9 + w = 0 shartni
ganoatlantiradigan qilib olamiz. Ularniu = 0, 9, w = —19 dek tanlaymiz.
Ikkinchi bosh vektor koordinatalarini

u 9, w=-v
dek tanlab, ortogonallik sharti (z" Bz? = 0) ni yozamiz.

2uu’ + 399 + 20w +uw +u'w =0
Bundan, u =59 kelib chigadi. Shunday qilib, ikkinchi bosh vektor
koordinatalarini u' =59, 9, o = —19' bo’ladi.
Shuningdek xarakteristik aniglochida A = —4 deb olib, mos bosh vektor

koordinatalarini

ko’rinishda aniglaymiz.

9, 9 va u” miqdorlar bosh vektor koordinatalari x” Bx = 1 birlik
sferani ganoatlantirishi kerak degan shartdan topiladi, ya’ni (7.60) tenglamadan
topiladi. Bundan quyidagini topamiz:

gzi ﬁ’zi u”=_l
V5 3V5 3

Shuning uchun bosh matritsa quyidagicha bo’ladi,
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V5 1

/0 3 ‘5\
ol L L1
| V5 3v5 3 |
1 E/

V5 3v/5 3

mos koordinatalarni almashtirish x = Z& (7.59) va (7.60) tenglamalarni

quyidagicha kanonik ko’rinishga keltiradi:

G+ -48-4=0 va G+&E+E=1
Birinchi tenglamani quyidagicha yozish mumkin
2 2 2
i & 3
A

Bu bir yaprogli aylanma giperboloid tenglamasi bo’lib, uning haqgiqiy o’qi

ikkiga, mavxum o’qi birga teng. Aylanish 0’qi orti koordinatalari z matritsa

uchinchi ustunidan aniglanadi, ya’ni ular —%, % % ga teng. Qolgan ikkita

ortogonal o’glar koordinatalari birinchi va ikkinchi ustunlarda beriladi.

88. Formalar regulyar dastasi harakteristik
sonlarining ekstremal xossasi.

Bizga

n

n
T o — TR, —
x'Ax = Z A XXy va x Bx= Z bi, x;x),
ik=1 ik=1

kvadratik formalar berilgan bo’lib, x” Bx — musbat aniglanga bo’lsin. xT Ax —
AxT Bx — regulyar dasta xarakteristik sonlari
M <<, (7.62)
shartni ganoatlantirsin. Bu xarakteristik sonlarga mos bosh vektorlarni
z8 = (24, Zotr - 0» Zop )t (K= 1,2, ...,10)

bilan belgilaymiz.
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O’zgaruvchilarni bir vaqtda nolga teng bo’lmagan (x # 0) barcha

xT

mumkin bo’lgan giymatlarini garab, formalarni —

™ nisbatining eng. kichik

giymati (minimumi) ni aniglaymiz. Buning uchun

n

x=Z¢ (x; = Z Zi 1,1 =1,2,...,n)

i,k=1
almashtirish yordamida yangi ¢&;,¢&,, ..., &, 0’zgaruvchilarga o’tish qulaydir.
Bu yerda z berilgan dastaning bosh matritsasi. Yangi o0’zgaruvchilarda
garalayotgan formalar nisbati quyidagi ko’rinishni oladi:

xTAx  NERHNE3 440, &2
xTBx EF+E5+ 7

(7.63)

Son o’qida A4, 41,, ..., 4,, sonlarga mos n ta nugtalar olib, bu nugtalarga

mos ravishda m; = &%, i=1,2,...,n massalarni qo’yamiz. U holda, (7.63)

xT Ax

formulaga asosan nisbat bu sonli nugtalarning massalar markazi bo’ladi.

xT Bx
Shuning uchun

- xT Ax
L= xTBx =™

munosabat o’rinli bo’ladi.
Bu tengsizlikning birinchi gismida gachon tenglik bajarilishini aniglaymiz.
Buning uchun (7.62) da teng xarakteristik sonlarni ajratamiz.

A== Ay, < Aygy = o Ay gy <o (7.64)

P1+p2

A1 nugtadan boshga nugtalardagi massalar nolga teng ya’ni

fP1+1 =-=¢y=0

bo’lgandagina va fagat shu holda og’irlik markazi shu A; nuqgtaga tushadi. Bu
holda mos x bosh ustunlar, z',z2,...,z" larning chizigli kombinatsiyasidan
iborat bo’ladi. Ammo, bu barcha ustunlar A; ga teng xarakteristik songa javob
beradi, u holda x A = A; uchun bosh ustun (vektor) bo’ladi.

Shunday qilib biz quyidagi teoremani isbotladik.

Teorema.7.10 xTAx — Ax"Bx

regulyar dastaning eng kichik xarakteristik soni

184



xT Ax
xTBx

bu minimum A; xarakteristik son uchun bosh bo’lgan vektorlardagina erishiladi.

AL =min

Shunga o’xshash ,,minimallik™ xarakteristikasini keyingi A, xarakteristik
son uchun ham berish uchun z! vektorga ortogonal bo’lgan, ya’ni
2\"Bx =0
tenglamani ganoatlantiruvchi barcha x vektorlarni garash bilan chegaralanamiz.
Bunday vektorlar uchun

xTAX  Ap€% 4 ot A, 2
xTBx & 4.+ &2

bo’lib,
xT Ax
xTBx

bo’ladi. Bunda tenglik belgisi, fagat A, xarakteristik son uchun bosh bo’lib, z*

min =2, > [leBx = 0]
ga ortogonal bo’lgan vektorlardagina bajariladi.

Boshqa xarakteristik sonlarga ham o’tib, quyidagi teoremaga kelamiz.

Teorema.7.11 |Ixtiyoriy p (1 <p <n) uchun (7.62) qatordagi 4,

T
- Ax . . : . , .
xarakteristik son ;T : nisbat minimumidan iborat, ya’ni
. xTAx
/1p = min——

bo’lib, x vektor z1,z2,...,zP~1 ortonormallangan bosh vektorlarga ortogonal,
ya’'ni
2 "Bx=0,22"Bx=0,.., zP"Y ' Bx =0 (7.65)

bo’ladi.
Bunda (7.65) shartlarni ganoatlantirib, A, xarakteristik son uchun bosh vektor
bo’lgan vektorlardagina minimumga erishiladi.

Teorema 7.11ni go’llashning noqulayligi shundan iboratki, unda 2,
xarakteristik son avvalgi z1, z2, ..., zP~! bosh vektorlarga bog’lig bo’lib, bu bosh
vektorlar ma’lum bo’lgandagina teoremani go’llash mumkin. Bundan tashqari

bosh vektorlarni tanlash ma’lum ixtiyoriylikka ega.
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Bu noqulaylikdan qutilish uchun x4, x,, ..., x,, 0’zgaruvchilarga qo’yilgan
bog’lanishlar hagida tushuncha kiritamiz.
X1, X7, .., X, 0°zgaruvchilarning
L (x) = lpxs + Lygxy + -+ Ly xn, (k=12,..,n) (7.65"
chiziqgli formasi berilgan bo’lIsin.
X1,Xo,..,X, 0’zgaruvchilarga yoki x vektorga L, L,,..,L, h ta
bog’lanishlar go’yilgan deyiladi, agarda fagat
L,(x)=0 (k=12,..,n) (7.65")
tenglamalar sistemasini ganoatlantiruvchi o’zgaruvchilargina garalsa.
(7.65") dagi belgilashlarni saglab golgan holda ixtiyoriy chizigli forma
uchun quyidagicha belgilash kiritamiz:

L, =2"Bx (k=12 ..,n) (7.66)
Bundan tashqgari (7.65") bog’lanishlar qo’yilgan vektorlar uchun miniigx ni
quyidagicha belgilaymiz:
A
U (E; Li, Lo, ...,Ln).
Bu belgilashlarda (1,64) quyidagicha yoziladi
L,=u (%; L, L, ...,Zp_l) (r=12,..,n). (7.67)
Endi
Ll(X) = 0, Lz(X) = O, "'le—l(x) = O, (768)
va
Z"p-i—l(x) = 0; "';Zn(x) =0 (788)

bog’lanishlarni garaymiz. (7.68) va (7.69) dagi bog’lanishlar soni n dan kichik
bo’lgani uchun bu bog’lanishlarning xammasini ganoatlantiruvchi x@ = 0
vektor mavjud bo’ladi. (7.69) bog’lanishlar x wvektorni zP*1,..,z" bosh
vektorlar bilan ortogonalligini ifodalaydi, shuning uchun x@ vektor
koordinatalarida ¢, = -+ = ¢, = 0 bo’lib, (7.63) ga asosan

T
*rD Ax @D B A EE + - +/1pr§ <3
x(M' Bx1 E+-+8& T

p
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bo’ladi. Ammo bu holda

A
—;Ly,Ly, i, Ly ) S———< 1
.U(B 1, L2 pl) N

Bu tengsizlik (7.67) bilan birga qaralganda ko’rinadiki, p miqdor
Li, Ly, ..., L

,—1 bog’lanishlarda 2, dan ortmay, Lj,L,,..,L,; maxsus

bog’lanishlar olinganda A,, ga erishadi.
Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.

Teorema. 7.12. Agar biz ixtiyorly p—1 wuchun Ly, Ly, ...,L,4

bog’lanishlarda
xT Ax
xTBx

ikkita forma nisbati minimumini garab, bog’lanishlarni variatsiyalasak, u holda

bu minimumlarning maksimumi A, ga teng, ya’ni
A, = maxu (g; Lq, Lo, ...,Lp_l) p=12..,n) (7.70)
bo’ladi.

Teorema. 7.11. A4, 4y, ..., 4, xarakteristik sonlarni  “minimumlik”
xarakteristikasini, Teorema. 7.12 esa “maksimal -  minimallik”
xarakteristikasini beradi.

xTAx — AxTBx
dastadagi x”Ax formani —xTAx forma bilan almashtirganimizda dastaning
barcha xarakteristik sonlari ishorasini almashtirilib, ularga mos bosh vektorlar
0’zgarmay qoladi. Shunday qilib,
—xTAx — Ax"Bx
dastaning xarakteristik sonlari 4, < —4,,_4 < --- < —4; bo’ladi.
Bundan tashqari,

xT Ax
xTBx

y(g;Ll,Lz, ...,Lh) = max (7.71)

belgilash Kiritib, variatsiyalanuvchi vektorlarga L4, L,,...,L, bog’lanishlar

go’yilgan holda quyidagilarni yozishimiz mumkin
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A
u <_§; L1,L2, ---,Lh) = _V(—; Ll: LZ; ---;Lh)

va
A A
maxu <_§; Ly, Ly, ...,Lh> = —miny (E; Ly, Ly, ...,Lh).
Shuning uchun,
xT Ax
xTBx

nisbatga 7.10, 7.11, 7.12 teoremalarni go’llab, (7.64), (7.67), (7.70) formulalar

o’rniga mos ravishda quyidagilarni xosil gilamiz:
xT Ax
xTBx’

/1p = max

A _ -
/1n—p+1 =Y (E' Ly, Ly, "'an—p+2)i

A
Ay—p41 = min (E' Ly, L,, ...,Lp_1>, (p=2,..,n).

Bu formulalar A4,4,,...,4,, sonlarni mos ravishda “maksimallik” va
“minimal - maksimallik” xossalarini aniglaydi. Bularni teorema ko’rinishida
quyidagicha ifodalaymiz.

Teorema. 7.13.

xTAx — Ax" Bx
formalar regulyar dastasi xarakteristik sonlari
M <A <<,
bo’lib, dastaning chizigli bog’lig bo’lmagan bosh vektorlari z!,z?, .., 2"
bo’lsin. U holda

1) A, — eng katta xarakteristik son formalar nisbati maksimumi, ya’ni

xtAx

xtBx

A, = max (7.72)

bo’lib, bu maksimumga fagat dastaning A4, xarakteristik soniga mos
vektorlaridagina erishiladi.
2) Oxiridan p— xarakteristik son An—pt1 2<p<n

variatsiyalanuvchi x vektorga
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z2"Bx=0 z"VBx=0, z"P*'Bx=0 (7.73)
bog’lanishlar go’yilgan shartda shu formalar nisbati maksimumi bo’ladi

xT Ax

Ap—pt1 = max —— (7.74)
ya’'ni
A ~ =~ ~
An—p+1 = V(E;Lnil'n—li '"an—p+2) (775)

Bu maksimumga faqat dastaning A,,_,,; xarakteristik soniga mos va (7.73)
shartlarni ganoatlantiruvchi bosh vektorlaridagina erishiladi.
3) Agar
Li(x)=0,..,L,_1(x)=0 (2<p<n)
bog’lanishlardagi
xT Ax
xTBx

formalar nisbati maksimumida bog’lanishlar variatsiyalansa, u holda bu

maksimumlarning eng kichik giymati (minimumi) 4, _,,; ga teng, ya’ni

. A
/1n—p+1 = miny (E;Ll,Lz, "'ILp—l) (776)
Quyidagi h ta 0’zaro bog’liq bo’lmagan bog’lanishlar berilgan bo’lsin
L(x)=0,15x)=0,..,L9(x) =0 (7.77)

U holda bu bog’lanishlar yordamida x4, x5, ..., x,, 0’zgaruvchilarni h tasini
golganlari orgali ifodalash mumkin. Qolgan o’zgaruvchilarni vy, v,, ..., v, lar
bilan belgilaymiz. Shuning uchun (7.77) bog’lanishlar qo’yilganda
xTAx — AxTBx
formalarning regulyar dastasi
vTA% — WTB%

dastaga o’tib, v B®v — yana musbat aniglangan forma bo’ladi. Keying dasta
fagat n — h ta 0’zgaruvchiga bog’liq bo’lgani uchun u

M<<--<, (7.78)

n — h ta xarakteristik songa ega bo’ladi.
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(7.77) bog’lanishlarni go’yganda barcha o’zgaruvchilarni n — h ta 0’zaro
bog’lig bo’lmagan vy, v,, ..., v, lar bilan xar xil ifodalash mumkin. Ammo
(7.78) xarakteristik sonlar bu xar xillikka bog’lig bo’Imay, to’la aniglangan
giymatlarga ega bo’ladi. Bu hech bo’Imaganda xarakteristik sonlarning minimal

— makimal xossalaridan kelib chigadi

T 40
A =min 22 = (5518,19, .., 19) (7.79)

vTBOy
va umumiy xolda
AO
Ay = maxy (ﬁiLlezj ...,Lp_1> =

= maxy (g 19,19, ..., 10: Ly, Ly, ...,Lp_l) (7.80)
shu bilan birga (7.80) formulada fagat L4,L,..,L,_1 bog’lanishlar
variatsialanadi.

Teorema 7.14. Agar
<A, <-<2, xTAx—x"Bx
formalarning regulyar dastasi xarakteristik sonlar bo’lib,
N<y<o<2,
esa shu dastaga h ta o’zaro bog’lig bo’lmagan bog’lanishlar go’yilgandagi

xarakteristik sonlar bo’lsa, u holda

Ay SA < Apip (p=12,..,n—h) (7.81)
Isboti. 4, < /12 tengsizlik (7.70) va (7.80) formulalardan kelib chigadi.

Xagigatan, yangi bog’lanishlar qo’shilganda

A
ﬂ(EiLl; ---;Lp—l)

minimum miqgdori ortadi yoki 0’zgarmay qoladi. Shuning uchun

A A 0
‘Ll(E,Ll, ...,Lp_1> Sﬂ(E,L ,...,L ; Ll' ...,Lp_1>

bo’lib, bundan
A 0 A 0
A, = maxy (E;Ll' ...,Lp_l) < 4, = max (E;L , o, Lp; Lq, ...,Lp_l)

kelib chigadi.
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(7.81) tengsizlikning ikkinchi gismi quyidagi munosabatga ko’ra o’rinli
bo’ladi.

AO

A 0 0
D = maxu (E,L ) ;L ’ Lli"'le—:l)

A
< maxu (E' Ly, ...,Ly_1,Ly, ...,Lp+h_1> = /1p+h_
Bu yerda, birinchi gismda faqat L,, ..., L, bog’lanishlar variatsialanadi, ammo

L Ly 41 lar fiksirlangan L3, ..., L% bog’lanishlar bilan almashtiriladi.

pr
xTAx — Ax"Bx vaxT Ax — Ax" Bx (7.82)

formalarning regulyar dastalari berilgan bo’lib, x # 0 da

xTAx xTAx

xTBx ~— xTBx

bo’lsin. U holda
A A
maxu (E' Ly, ...,Lp_l) < maxu E; Li, ., Ly p=12..n)
bo’ladi. Shuning uchun (7.82) dagi dastalarining xarakteristik sonlarini mos

ravishda
lar bilan belgilab,

tengsizlikka ega bo’lamiz.
Demak, quyidagi teorema o’rinli
Teorema 7.15. Agar (7.82) regulyar dastalar berilgan bo’lib,
M<A <<, val <1, < <1,
mos ravishda ularning xarakteristik sonlari bo’lsa, u holda

T T 7
x' Ax A
< x ~x
xTBx xTBx

(7.83)
ayniy munosabatdan
Ay, <4, (p=12,..,n) (7.84)
kelib chigadi.
(7.83) tengsizlikda
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x"Bx = x"Bx
bo’lgan xususiy xolni garaylik. Bu holda
xTAx = xT Ax
manfiymas kvadratik forma bo’lib, o’zaro bog’lig bo’Imagan musbat kvadratlar
ko’rinishida yozilishi mumkin:
xTAx = xTAx + X7 [X; ()]
U holda r o’zaro bog’lig bo’Imagan
X1(x) =0, X,(x)=0,..,X.(x) =0,
bog’lanishlar go’yganimizda
xTAx va xT Ax
formalar ustma — ust tushib, (7.82) dastalar bir hil
<< <20,
xarakteristik ildizlarga ega bo’ladi:
(7.82) dagi xar bir dastaga teorema 7.14 ni go’llab,
Ay 2% < Ay (p=12,..,n—2)
ga ega bo’lamiz. Bunga (7.84) ni birlashtirib, quyidagi teoremaga kelamiz.
Teorema 7.16. Agar (7.82) dagi dastalar uchun

r
xTAx = xTAx + Z[Xi (x)]?
i=1

bu yerda X;(x)(i =1,2,...,r) - 0’zaro bog’lig bo’Imagan chizigli formalar,
(7.84) shart bajarilib,
LM< <<, val; <1, <<,
mos ravishda ularning xarakteristik sonlari bo’lsa, u holda
Ay <Ay <Ay (P=12,..,1) (7.85)
tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Xuddi shuningdek quyidagi teoremani ham isbotlash mumkin.
Teorema 7.17. Agar
M<Ah< < val <1, <<,

lar mos ravishda
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xTAx — AxTBx vaxTAx — Ax"Bx
dastalarning xarakteristik sonlari bo’lib,
xTBx
forma
x" Bx
formaga r ta musbat kvadratlarni gqo’shib hosil gilinsa, u holda
Apr €Ay <2, (p=12,..,1) (7.86)
tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Eslatma. Agar r # 0 chekli bo’lsa, teorema (7.16) va teorema (7.17)
larga mos ravishda gandaydir p da
A, <Ayvad, <24,

ga ega bo’lamiz.

89. Kvadratik formalar ustida amallar.
Quyidari n o’zgaruvchili kvadratik formani garaymiz:

f(x,x) = xT Ax, (7.87)
bu yerda x = (x1,x2,..,%,)", A = (a;))}j=1,a;; = a;;. € R- ixtiyoriy
Xagigiy son.

Ta’rif 7.6 f(x,x) kvadratik formani |:| haqiqiy songa ko’paytmasi deb,

quyidagi tenglik bilan aniglanuvchi kvadratik formaga aytiladi:

af(x,x) = xT (aA)x = 0( |O(|X)T A( |0(|x), (7.88)

1 agar a = 0 bo’lsa,
—1 agar a > 0 bo'lsa.

(7.88) tenglikdan ko’rinadiki,
af (x,x) = af( la|x, |a|x), (7.89)

buyerdao = {

Xagigatan,
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af (x, x)—xT(aA)x—aZZal]xx =0- |a|ZZa X; X;

i=1j= i=1j=
l<] l<]
n n
T
=GZZaij( |a|xi)( |a|xj)=0( |a|x) A( Ialx)

i=1j=1

i<j

= of (Ialx,lalx),

Tarif 7.7. f(x,x) =xTAx va g(x,x) = x"Bx kvadratik formalarni
yig’indisi deb quyidagi kvadratik formaga aytiladi:
f(x,x) + g(x,x) = xT(A + B)x (7.90)
1. Kvadratik formalar ustida aniglangan qo’shish va songa
ko’paytirish amallari quyidagi xossalarga ega bo’ladi.
1) fGox)+ g(xx) = g(x,x) + f(x, %),
2) (fox) + glx,x) +qxx) = f(x,0) + (g(x,x) + q(x,x)),
3)  f(x,x)+0=f(x,x) sharti ganoatlantiruvchi x70x=0
element mavjud,
4)  Ixtiyoriy f(x,x) uchun f(x,x)+ (—f(x,x)) = 0 shartni
ganoatlantiruvchi - f(x,x) garama-garshi element mavjud,
5) a(f(x,x) + g(x, %)) = af (x,x) + ag(x,x),
6) (a £ B)f(x,x) = af (x,x) + Bfc(x,x),
7) (@f)f(x,x) = a(Bf (x,x) = f(af (x,2)),
8) 1-f(x,x)=f(x,x),
Hagigatan,
1) fl,x)+ gle,x) =xTAx +x"Bx=xT(A+B)x =x"T(B+ A)x =
xTBx +xTAx = g(x,x) + f(x,x),
2)(f(x,x) + g(x,x)) + q(x,x) = (xTAx + x"Bx) + xTQx =
xT((A+B)+Q)x=x"(A+ B+ Qx=xTAx +x"(B+ Q)x = x"TAx +
(x"Bx +x"Qx) = f(x,x) + (g(x,x) + q(x,x)),
3) flx,x)+0=xTAx +xT0x = xT(A+ 0)x = xTAx = f(x, x),
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4) f,x) + (—f(x,x)) =xTAx + (—xTAx) = xT(A — A)x = xT0x = 0,
5) a(f(x,x) +g(x,x)) = a(xTAx + x"Bx) = ax"(A+ B)x =
= xT(aA + aB) = ax"Ax + ax" Ax + ax"Bx = af (x,x) + ag(x, x),

6) (a+B)f(x,x) =xT(A+ B)AX = xT(aA + BA)x =

= xT(aA + BA)x = xTaAx + xT fAx = axT Ax + fxTAx = af (x,x) +
Bf (x,x),

7) (a-B)f (x,x)(a- B)x"Ax = x" (aB)Ax = x"a(BA)x =
= ax"BAx = a(Bf (x,x)).

8) 1-f(x,x)=1-xTAx =xTAx = f(x,x).

Demak, n o’zgaruvchili kvadratik formalar to’plami chiziqli fazo tashkil
qgiladi.

2. Agar f(x,x) = xTAx kvadratik forma aniq (0’zgarmas) ishorali bo’lsa,
u xolda f(x,x) = xTaAx kvadratik forma ham aniq (0’zgarmas) ishorali
bo’lib, @« > 0 da ularning ishoralari bir xil, @ < 0 da esa har- xil bo’ladi.

Bu tasdigning to’g’riligi A vaa-A matritsalarni bir vaqgtda aniq
(o’zgarmas) ishorali ekanligidan kelib chigadi.

3. Agar f(x,x) va g(x,x) regulyar kvadratik formalar bir xil aniq
(0’zgarmas) ishorali bo’lib, a« >0 bo’lsa, f(x,x)+ ag(x,x) kvadratik
formalar dastasi ham huddi shunday aniq (0’zgarmas) ishorali bo’ladi.

Hagigatan, aniglik uchun f(x,x) va g(x,x) kvadratik formalar musbat
aniglangan bo’lsin deb olamiz. f(x,x) >0 va g(x,x) > 0 bo’lib, bundan
a >0 da ag(x,x > 0) bo’lgani uchun f(x,x)+ ag(x,x) > 0 ekanligi kelib
chigadi.

Endi f(x,x) =x"Axvag(y,y) = y"By, x = (x1,%p, e, X7,
y=0nY2 - Yn) A= (aij)zrtj=1' a; =a;; B= (bk,e):fe:l; bre = be
kvadratik formalarni garaymiz.

Agar m =n bo’lib, x va y chizigli bog’langan, ya’ni 4 # 0 mavjudki,

unda Ax +y = 0 bo’lsa,
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fOox)+ g, y) = fx,x) + g(=Ax,—Ax) = f (x,x) + P g(x,x) =
=xT(A+ 2*B)x

kvadratik formalar dastasi xosil bo’ladi.

m #n bo’lganda vektor koordinatalarini 0 lar bilan to’ldirib, m =n
holga keltirishimiz mumkin.

Agar x va y vektorlar chizigli bog’lanmagan bo’lsa, f(x,x) + g(y,y)

yig’indini quyidagi ko’rinishdagi bitta kvadratik forma orgali ifodalash mumkin.

fOox) +9(,y) =xTax+y By = "y") (5 ) (5) @)

(7.91) kvadratik forma n 4+ m o’zgaruvchili bo’lib, unga mos matritsa
n + m tartibli bo’ladi.

810 n-o’zgaruvchili kvadratik formalarni ikki o’zgaruvchili kvadratik
formalar yig’indisi shaklida yozish.

Ma’lumki, kvadratik formalar amaliy ahamiyatga ega bo’lib, bunda
kvadratik formalarning ishoralarini aniglash muhim ahamiyatga ega. Ammo
kvadratik formadagi o’zgaruvchilar soni ortib borishi bilan unga mos
matritsaning tartibi ortib borib, unga Silvestr kriteriysini go’llash yoki uni
harakteristik sonlarini topish giyinlashib boradi. SHuning uchun magsadimiz
berilgan kvadratik formani imkon qadar kamrog o’zgaruvchili kvadratik
formalar yig’indisi ko’rinishida ifodalashdan iborat.

Teorema 7.18 (7.87) kvadratik forma uchun n > 1 da quyidagi tenglik

o’rinli
flx,x) =xTAx =
n-1 n
1 a;; (n—Day\ (x;
= X;, X; 7.92
n_lzj;(l 1)<<n—1>ai,- o i) 9
i<j

Isboti. (7.92) tenglikni isbotlash uchun avval o’zgaruvchilar soni n = 2
van = 3 bo’lgan xususiy xollarni garab chigamiz.

1. n =2 bo’lsin, u holda (7.92) quyidagicha yoziladi.
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a1 Q12 (%1
— T — )
Flox) =T = (1) a)y and) ()

2. n = 3 bo’lsin, u holda quyidagiga ega bo’lamiz:
flx,x) =xTAx =a;;-xf +ay, x5 +azz x5+

+2a1,2x1x2 + 2a1,3x1x3 + 2a2_3x2x3 =

= 5511,13612 + 2ay 2% %, + = Az %5 +

> —a1‘1x12 + 2(11‘33(,'13(:3 +

2

1 2
+ §a3,3x3 +

2 2 _
> 42.2%) + 2a; 3%,%3 + 5 33%3 =
1
_ 2 2 2 2
=5 (a1,1x1 + 4a; ,x1%, + az_zxz) + > (a1,1x1 + 4a; 3x1x3 + a3,3x3) +

+ > (az.zxz2 + 4a;3x,x3 + a3,3x§) =

1

_ a1 a1 x1) 1 (a1,1 a1,3) (xl)
=3 00x2) (a1,2 az.z) (Xz 7 (1, x3) a3 a33) \x; *
1 azz A23\ (X1
g (%) (az.s a3,3) <x2> B
2 3
153t 30()
—— a: ;
2 = 7d7 \ %
i
Endi umumiy holni garaymiz.
n n-1 n
f(x,x) —xTAx—ZZa XX =Zaijxi2 +222a1 X X;
i=1j=n i=1 i=1 i=2
i<j

Ohirgi ifodadagi birinchi yig’indini quyidagicha o’zgartirib yozamiz:

a a
_ﬁxf ++11x12/+w%'21'x22+ +2—"'1x22/+
n-1ta n-1ta
Ann 2 Anon 2
T X et XS
Y
n-lta
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- anl(al'lxlz + a2-2x22) + ﬁ (al,lxl2 + a1,3x§) + ﬁ (al,lxlz + an,nxrzl) +
+ﬁ (a2.2x22 + a3,3x§) + ﬁ (az_zxzz + a4’4x2) + -+ anl (az'zxzz +

annxnl+

n—1
1 n-1 n
_ 2 2
T n-1 Z(ai’ixl +a”x])
i=1i=1
i<j
Bundan,
1 n—-1 n
fOox) = n—1 (apixf +2(n — Dayxx + a;;x7) =
i=1j=2
i<j
n—-1 n
B 1 z(x x)< ai‘i n 1ai’j) (Xi)
n—1 v/ \n — 1al-,j @ j j

ni hosil gilamiz.

Musbat (manfiy) aniglangan kvadratik formalar yig’indisi  mushbat
(manfiy) aniglangan ekanligidan, (7.92) tenglikka asosan (7.87) kvadratik
forma uchun quyidagilarni hosil gilamiz:

Agar (7.87) kvadratik forma uchun
a0 ; —aj;(n—1)220, i=12...n—1; j=23,..,m; i<j (7.93)
shartlar bajarilib,

a,; >0 (a;<0)i=11..,n (7.94)
bo’lsa, u manfiymas (musbatmas) bo’ladi.

Agar (7.93) shartlarning kamida bittasi uchun

a0, —(n—1)%a; >0; 1<i<n—1, 2<j<ni<j (7.95)
bo’lib, (7.94) shartlar bajarilsa, (7.87) kvadratik forma musbat (manfiy)
aniglangan bo’ladi.

Ko’plab mehanik sistemalarning harakat tenglamalari to’rtinchi tartibli

differentsial tenglamalar sistemasi orgali ifodalanishini hisobga olib, to’rt
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0’zgaruvchili kvadratik formalar musbat (manfiy) aniglanganlik shartlarini
keltiramiz:

fQ,x) = aj xf + az,%3 + a33%5 + Ay aXi + 201 %1%, + 201 3% %3 +
+2a1 4x1%4 + +2053%,X3 + +205 4X2X4 + +203 4X3X,4 (7.96)
kvadratik formani garaymiz. Bu kvadratik formaning matritsasi

17 Q12 A13 A1
A1 Az 0Ap3 0Aa
a3 dz3 0A33 A3
Q1,4 QAp4 434 QAga
bo’lib, (7.93), (7.94), (7.95) shartlarga ko’ra (7.96) kvadratik forma musbat

aniglangan bo’lishi uchun

A=

a;; >0, i =1,2,3,4; (7.97)
ay1a;, —9ai, >0, a,azz —9af; =0,
a11a44 —9af, =20, aya33 —9aj3 =0, (7.98)
2044 — 9054 =0, as3a33 —9a3, =0,

Manfiy aniglangan bo’lishi uchun esa (2.12) shartlar bilan bir vaqtda
a;; <0, i=1,234, (7.99)
shartlar bajarilishi yetarlidir.
Eslatma: (7.98) shartlardagi gat’iy tengsizlik, golgan ixtiyoriy tengsizlik
bilan almashtirilishi mumkin.
Agar A4, 1,, ..., A, lar matritsaning xarakteristik sonlari bo’lib,

A =diag( A4,1,,...,4,) bo’lsa, (7.92) forma quyidagi ko’rinishni oladi:

n—-1 n

flx,x) =xTAx = — Z Z(xl, ) (0 ’ ) (xl) (7.100)

i=1j=
i<j

811. Erkinlik darajasi n bo’lgan sistemalarning kichik tebranishlari.

n ta erkinlik darajasi bo’lgan konservativ mexanik sistemani 0’zining
turug’un muvozanat xolati yaqginidagi erkin tebranishlarini garaymiz.

Sistemani muvozanat xolatdan og’ishini 0’zaro bog’lig bo’Imagan

d,.9,,...d, umumlashgan kordinatalar yordamida beramiz. Bunda muvozanat
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xolatga g, =0, g, =0,..,, g, =0 mos keladi. U holda sistemaning kinetik
energiyasi q,,q,,...q, umumlashgan tezliklarning kvadratik formasi ko’rinishida

tasvirlanadi.

T= Zbik (qlqu ----- qn)qi A
ik=1
b, (a,,9,.9...9,) koeffitsentlari q,,q,,...q, larning darajalari bo’yicha gatorga
yoyib,
b, (0,,0,,9...9,)=b, +... (i,k =12,...n)
Bu yoyilmaning fagat b, 0’zgarmas xadlarini olib, quyidagiga ega bo’lamiz:
T =Y b4, 4, (b, =by, i,k=12,..,n)
i,k=1

Kinetik energiya har doim musbat bo’lib, fagat g, =q, =...= g, =0 dagina

nolga aylanadi. SHuning uchun T = zn:bikqi g, - mushat aniglangan kvadratik

r=|
formadir.

Sistemaning potentsial energiyasi 71(q,,q,,9...q, ) - umumlashgan
koordinatalarning funktsiyasi bo’ladi. Umumiylikni buzmasdan
11, = 11(0,0,...,0) = 0 deb olamiz. U holda potentsial energiyani q,,q,,...q, larning

darajasi bo’yicha gatorga yoyib, quyidagini hosil gilamiz:

1= zaiqi + zaikqiqk RARRIES
i-1

ik=1
ma’lumki muvozanat holatda potentsial energiya statsionar giymat gabul
giladi, u holda

oIl .
ai:(a—qil:o, (i=12...n)

Bundan q,,q,,...q, larga nisbatan ikkinchi tartibli bulgan xadlarni saglab

golib, quyidagicha ega bo’lamiz:

II = Zn:aik,qiqk(aik =a,,i,k=12,..,n)

ik=1
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SHunday qilib, 7-potentsial Energiya va T- kinetik energiya quyidagi
kavdratik formulalar bilan aniglanadi:

1= Zaik,qiqk’T = zbiinqk (7-101)

i,k=1 ik=1
Bu yerdagi ikkinchi kvadratik forma musbat aniglangan.
Endi xarakat differentsial tenglamalarini Lagranjning ikkinchi tur

tenglamalari ko’rinishda yozamiz:

4o o __MGi_17 ) (7.102)
dt oq, oq; oq;

Bu yerda T va 17 ning o’rniga ularni (7.101) dagi ifodasini qo’yib, quyidagini

hosil gilamiz:
Zn:biqu +Zn:aiqu =0(i=12,...,n) (7.103)
k=1 k=1

Quyidagi simmetrik matritsalarni Kiritib,

A=(ay ), B= (bi,k)i”‘kzl, q’ (ql,q2 ..... qn)
(7.103) tenglamalar sistemasini quyidagicha yozamiz:

BG+Aq=0 (7.103)

(7.103) sistema yechimini quyidagi garmonik tebranishlar ko’rinishda
izlaymiz:
q, =V, sin(ot +@),q, = v, sin(wt + )....,q, =V, sin(ot + )

matritsani ko’rinishda

q=vsin(ot+a) (7.104)
Bu yerda v=(v,,v,,...,v, ) -0’zgarmas ampletuda vektorlari, »-chastata, o -
boshlang’ich fazo.

(7.104) ni (7.103") ga qo’yib, sin(et+«) ga gisgartirib quyidagini xosil
gilamiz:
Av = 1Bv (/1 = a)z)

Ammo bu x"Ax-Ax'Bx-kvadratik formalar singulyar dastasi xarakteristik

tenglamasi (A- AB)=0dan kelib chigadigan Az* = 4,B z*(k =1.2,...,n)
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tenglamalar bilan ustma-ust tushadi. Demak, izlanayotgan amplituda vektori
bosh vektor bo’lib, chastota kvadrati 1 =w0® x"Ax-Ax"Bx formalar regulyar
dastasining mos xarakteristik sonlari bo’ladi. r7(q,,q,.....,q,) - potentsial energiya
ga’tty minimumga ega deb faraz gilamiz. U xolda Lajan-Drixle teoremasiga

asosan sistemaning muvozanat xolati turg’un bo’ladi. Ikkinchi tomondan,

IT=q" Ag kvadratik forma musbat aniglangan bo’ladi.

Regulyar dastalar xaqidagi teoremaga asosan kvadratik formalarning
regulyar dastasi
X" Ax — A X" Bx

n taxaqiqiy 4,4,....,4, Xarakteristik sonlarga ega va bu n ta sonlarga mos

bosh vektorlarga ega bo’lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

viTka:Zn:bﬂyvmvyk =5, (i,k=12..,n) (7.105)

P}
x" Ax formaning musbat aniglanganligidan,
X" AX — AX' Bx
dastaning barcha xarakteristik sonlari musbat
2 >0 (k=12,..,n)
ekanligi kelib chigadi. Ammo bu xolda ampletuda vektorlari
V6 = (Vg VoV ). (K =12,...,0)
ortanormallashganlik shartini ganoatlantiruvchi quyidagi n  ta garmonik
tebranishlar mavjud bo’ladi.
V'Sin(ot+a,) (0} =4, k=12,..,n) (7.106)
(7.103") ning chizigli ekanligidan kelib chigadiki, ixtiyoriy tebranish (7.106)

garmonik tebranishlardan xosil gilinishi mumkin:
q=> ASin(@,t +a, V" (7.107)
k=1

bu yerda, A , a, (k=12,.,n) -ixtiyoriy o’zgarmaslar.
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(7.107) dan quyidagilarni topamiz:
G =Y ASinav* gy =Y o ACosa v (7.108)
k=1 k=1

(7.107) yechimini quyidagicha yozish mumkin:
6 =Y ASin(w,t +a, Vi, (7.109)
k=1
Berilgan mexanik sistema chastotalarini kamaymaydigan tartibda nomerlab
chigamiz, ya’ni
O<w <o, <.20,
Bu bilan
x" Ax — Ax" Bx
dasta xarakteristik sonlari 4, =’ (k =12,...,n) ning joylashishi aniglanadi.
A <A, <l <A,

Berilgan sistemaga h ta o0’zaro bog’liq bo’lmagan chekli statsionar
bog’lanishlarni qo’yamiz. q,,q,,...q, og’ishlarni kichik migdorlar deb xisoblab,
bu bog’lanishlarni q,,q,,...q, larga nisbatan chizigli deb garash mumkin :

L,(q)=0, L,(q)=0,...., L,(q)=0.

Bu bog’lanishlar qo’yilgandan keyin garalayotgan sistema n-h ta erkin -lik

darajasiga ega bo’ladi. Bu sistemaning chastotasi
ol <oi<... <,

L,,L,,..,L, bog’lanishli x" Ax—1x"Bx dastaning 2Y< 1) <..<2,

n

xarakteristik sonlari bilan 22 = (w° ' munosabat orgali bog’langan. SHuning

uchun

a)jéa)?éa) (j=12,...,n=h)

j+h
Shunday qilib, sistemaga h ta bog’lanishlarni go’yganimizda uning

chastotasi fagat ortishi mumkin, ammo yangi j- chastota »] miqdori eski j+L —

chastota .

j+L

migdordan ortmaydi.

Xuddi shuningdek aytishimiz mumkinki, sistema bikirligi ortganda, ya’ni
q' Aq forma ortganda potentsial energiya uchun (q'Bq- forma o’zgarmaganda)
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chastota fagat ortishi mumekin, sistema inertsiyasi ortganda, ya’ni q' Bg forma
ortganda esa kinetik energiya uchun (q" Aq forma o0’zgarmaganda) chastota fagat

kamayishi mumkin.

8§ 12 Chiziqli yirik masshtabli sistemalar turg’unligi
masalasiga bog’lig bo’lgan ba’zi teoremalar
A n- tartibli kvadrat matritsa bo’lib, AT, A*,A°- lar bu matritsani mos
ravishda bosh, bosh bo’lmagan dioganallarga va matritsa markaziga nisbatan
transponirlangani bo’lIsin.

Quyidagi sistemalarni garaymiz:

X = AX, (7.110)
x=A"X, (7.111)
X = A"X, (7.112)

x = A%X, (7.113)
X =(A+ A%, (7.114)

bu yerda x=(x.,X,,...x,)" €R".

Teorema 7.19. Agar (7.110) sistema muvozanat xolati turg’un
(asimptotik turg’un) yoki turg’unmas bo’lsa, u holda (7.111), (7.112), (7.113)
sistemalar muvozanat holati ham mos ravishda turg’un (asimptotik turg’un) yoki
turg’unmas bo’ladi.

Isbot: Transponirlangan matritsalarning xossalariga ko’ra quyidagiga ega
bo’lamiz.

A—-JE|=|AT - JE|=|A" - JE
[A=2E|=|A7 - 2E] -

=|A° - 2E],
ya’ni A A", A*, A’ matritsalarning xarakteristik ko’pxadlari bir xil bo’lib,
bundan teorema 1 ning to’g’riligi kelib chigadi.

Teorema 7.20. (7.110) sistema uchun
v(x) = X' PX, (7.115)
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kvadratik forma ko’rinishdagi Lyapunov funktsiyasi mavjud bo’lib, P matritsa
musbat aniglangan, bosh dioganalga yoki matritsa markaziga nisbatan simmetrik
bo’lsin.Agar
P=H'P=PH (7.116)
matritsa musbat aniglangan bo’lsa, u xolda (7.110) sistema muvozanat xolati
turg’unligi (asimptotik turg’unligi) yoki turg’unmasligidan
% = HAX (7.117)
sistema muvozanat xolatini mos ravishda turg’unligi, (asimptotik turg’unligi)
yoki turg’unmasligi kelib chigadi, bu yerda H, HA—matritsa xosmas, musbat
aniglangan, bosh dioganalga yoki matritsa markaziga nisbatan simmetrik.
Isbot: (7.117) sistema uchun Lyapunov funktsiyasini quyidagi kvadratik
forma ko’rinishda quramiz:
V,(X) = x"PX. (7.118)
Teorema 7.20 ning shartiga ko’ra P, matritsa musbat aniglangan, shuning
uchun (7.118) funktsiya ham musbat aniglangan bo’lib, undan (7.117) sistema
yordamida olingan xosila quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:
V(%) = X Px+ X" Px = X" [(HA)" P, + P,HAK = x" (ATHTH P + PH HA)x =
=X (A"P + PA)X = V(x).
Bundan, (v,(x)) va (v(x)) funktsiyalarning ishora aniglanishi bir xil
ekanligi kelib chigadi. Bu teorema 7.20 ning to’g’riligini isbotlaydi.
Teorema 7.21. (7.110) sistema uchun (7.115) Lyapunov funktsiyasi
tuzilgan bo’lib, musbat aniglangan
P, =HP = PH,
matritsa mavjud bo’lsin, bu yerda H, RN—matritsalar xosmas, musbat aniglangan
va bosh dioganalga yoki matritsa markaziga nisbatan simmetrik bo’lsin. U holda
(7.110) sistema muvozanat xolatining turg’unligidan (asimptotik turg’unligidan)
yoki turg’unmasligidan
X =H A
sistema muvozanat xolatini mos ravishda turg’unligi (asimptotik turg’unligi)

yoki turg’unmasligi kelib chigadi. .
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Isboti teorema 7.20 ning isboti kabidir.
Eslatma. Agar teorema 7.20 (teorema 7.21) da P=E bo’lsa, u holda
teorema 7.20 (teorema 7.21) P,=H ™ (P, = H)da 0’z kuchida goladi.
Teorema 7.22.
v(x) = x" Ex
funktsiya quyidagi sistema uchun Lyapunov funktsiyasi bo’lsin
% = A, (7.119)
bu yerda xeR", A,eR™, E- n-tartibli birlik matritsa va  H, ,H,,..H
matritsalar n o’lchovli, xosmas, musbat aniglangan, bosh dioganalga yoki
matritsa markaziga nisbatash simmetrik matritsalardir.
U xolda (7.119) sistema muvozanat xolatining turg’unligi (asimptotik
turg’unligi) yoki turg’unmasligidan quyidagi
X = AX, (7.120)
sistema muvozanat xolatining mos ravishda turg’unligi (asimptotik turg’unligi)

yoki turg’unmasligi kelib chigadi. Bu yerda

A:iaiAi yoKi A:iaiAi*, A=HA, A =H"'A, a >0 i=12..m,

iaf #0.
Isboti:  v(x)=x"Ex (7.119)sistema uchun Lyapunov funktsiyasi bo’lsin.
U xolda
(V(x)) = x" (A + Ay)x.
(7.120) sistema uchun Lyapunov funktsiyasini quyidagi

v,(X) = x"H™x,
kvadratik forma ko’rinishda quramiz, bu yerda H = iai H,

Teorema 7.22 ning shartiga ko’ra N musbat aniglangan va bosh

dioganalga nisbatan simmetrik.  Shuning uchun v,(x) funktsiya musbat

aniglangan bo’lib,
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(¥, ()= x"(ATH? + H*A)x = xT ((Zm:ai A jH e 1(Zm:aiAi]]X i

= xT[Ag[iainjH T4+ H _1(iaiHijA0Jx =x"(AJHH™ + H ' HA))x =
=x" (A + A))x=(V(x))

bo’ladi. Bundan, (v,(x)) va (v(x)) funktsiyalarning ishora aniglanishi bir xil

ekanligi kelib chiqib, teorema 7.22 ning to’g’riligi isbotlanadi.

Agar teorema 7.22 da A <A k,j=12..nk=]j va o +a; =1 bo’lib,
barcha golgan «, =0,i=k,i=j, bo’lsa, u xolda A matritsa quyidagi shartni

ganoatlantiradi.
A <A<A. (7.121)

Endi (7.110)sistema muvozanat xolati turg’unligini ba’zi cheklanishlarda
garab chigamiz. Faraz qilaylik, (7.110) sistemadagi A matritsa matritsa
markaziga nisbatan simmetrik bo’lsin. Bu xolda (7.110) sistemani vertikal va
gorizantal simmetriya o’qlari bo’yicha yoki o’zaro muvozanatlashuvchi gism
sistemalar bo’yicha dekompozitsiya qilish mumkin.

Teorema 7.23. Agar musbat aniglangan n- tartibli R kvadrat matritsa
bosh va bosh Dbo’lmagan dioganallarga yoki matritsa markaziga nisbatan
simmetrik bo’lib,

v(x) = X" Px (7.122)
funktsiya (7.114) sistema uchun Lyapunov funktsiyasi bo’lsin. U xolda bu
funktsi (7.110) sistema uchun ham Lyapunov funktsiyasi bo’ladi, ya’ni (7.114)
sistema muvozanat holati turg’unligi  (asimptotik  turg’unligi)  yoki
turg’unmasligidan (7.110) sistema  muvozanat Xxolatining mos ravishda
turg’unligi (asimptotik turg’unligi) yoki turg’unmasligi kelib chigadi.

Isbot: Bevosita tekshirib ko’rib, ishonch xosil qilish mumkinki
P=P" =P" dan P=P° ekanligi kelib chigadi. SHuning uchun teorema 7.23 ni
P=P°xol uchun isbotlash yetarli. R matritsaning musbat aniglanganligidan
(7.122) funktsiyani musbat aniglanganligi kelib chigadi. U xolda quyidagilarga

ega bo’lamiz:
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V(X)) = X" (A+ A°)T P+ P(A+ A%))x = (V(x)) + X" (A® P + PA%)x =
V(X)) + X" (A" P® + P°A%)x = (V(X)) + X" (ATP + PA)X =
= (V(x)) + (V(x)) = 2(v(x))-

Bundan, (v(x)) va (v(x)) funktsilarni ishora aniglanishi bir xil ekanligi kelib
chiqib, teorema 7.23 isbotlanadi.

Teorema 7.24. Agar A matritsa bosh va bosh bo’lmagan dioganallarga
yoki matritsa markaziga nisbatan simmetrik bo’lib,

v(x) = x" PX,
funktsiya (7.110) sistema uchun Lyapunov funktsiyasi bo’lsin. (bu yerda P
musbat aniglangan kvadratik matritsa). U xolda v, (x)=x"P°x va
v,(x) =x" (P +P°%x funktsilar ham (7.110) sistema uchun Lyapunov funktsiyasi
bo’ladi.

Isboti: P matritsaning musbat aniglanganligidan P’ va P+P°,
Matritsalarning ham musbat aniglanganligi kelib chigadi. Shuning uchun v, (x) va
v, (x) funktsiyalar musbat aniglangan bo’ladi. Teorema 7.24 ning shartiga ko’ra
A= A°. Bu shartdan quyidagilar kelib chigadi:

V(X)) = X" (ATP® + P A)x=x" (A° P° + P°A’)x = X" (ATP + PA)X,
(V,(x)=x"(AT(P+P°)+(P+P°)A)x=x"(ATP +PA)Xx+x' (ATP+ PA)°x,
V(X)) =x" (AP + PA)x.

Bundan teorema7.24 ning to’g’riligi kelib chigadi. Shuningdek,
|ATP + PA-JE| = [(ATP + PA)° - JE|.
Teorema 7.25. Agar n- o’lchovli A kvadrat matritsa bosh va bosh
bo’Imagan dioganallarga yoki matritsa markaziga nisbatan simmetrik bo’lsa, u

xolda bu matritsani musbat ( manfiy) aniglangan bo’lishi uchun quyidagi

shartlarni bajarilishi yetarlidir: n=2kda
1 A.(A)>0 (4 (A)<0)

2. Z(A)> g (AL AT+ A2)') (28> 2 A+ AL 5 ALY |

n=2k+1da
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3' /lm (Al) > O’ ak+l,k+l > O (ﬂ“M (Al) < O’ ak+l,k+l < O),

4' ﬂ’m (Al) ak+1,k+1 > |a| (ﬂ“M (Al) ak+1,k+l > |a|)’

5. ﬁ'rzn (Al) ak+1,k+1 > |a'|2[/1%/| ((A; + Ag)(A; + AS)T + 2ﬂ’m (Al)) +%ak+l,k+l/1M (A; + AZO)(A; + AZO)T Jy
[AZM (A <[ @ (A) 2 (AT + AT + A D)+ S (AT + ADAT + RO )],

bu yerda A va A, matritsalar k- tartibli bo’lib,

A:[Al Az]
Al A

dan aniglanadi, A’ va A} ularni mos ravishda matrittsa markaziga nisbatan
transponirlanganidir.

a=a,+a,, & = (11 2 Aeik) & = @z Aoikesr o Aein) V8 By
mos ravishda A matritsa markazida joylashgan vektor va skalyarlardir.

Isboti: Agar matritsa bosh va bosh bo’lmagan diogonallarga nisbatan
simmetrik bo’lsa, u xolda u matritsa markaziga nisbatan ham simmetrik bo’ladi.
Shuning uchun teorema 7.25 ni matritsa markaziga nisbatan simmetrik bo’lgan
matritsalar uchungina isbotlaymiz. n=2kbo’lsin, u xolda teorema 7.25 ning

shartiga ko’ra A matritsa quyidagi ko’rinishga ega

A=[A1 AZJ.
A A

Quyidagi A matritsaga mos keluvchi kvadratik formani garaymiz.

T T A A
X" AX = X (AS Alo}( (7.123)
x=(y",z")" kabi Dbelgilash Kkiritamiz, bu vyerda y=(x,X,..x)",

Z = (X Xeinren X, )" . U xolda quyidagilarni xosil gilamiz
A
X" AX = (yT,zT)[il0 ;loj@/j =y AYy+Z2'AY+Y Az+72" Az =
2

Y AY+Y (A + Az + 2" Az = 2, (M) - 24 (A + ADAT + A)T IVIz] + 2 (A2 =
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=Wl
S A + AA +A)) In(A)

1 % T 0 T ON\T
An(A) —S A A+ A)AT+A)) (”y”J
X" AX< Ay (A — 22 (A + A)(AT + AT Y]]+ 4w (A%)]2] =

A (AY) A% (A + A (A +A)T) {”y”]

N~

=(vllzhy |
E% (A, + A (A +A)T) A (AY)
Bundan kelib chigadiki, agar teorema 7.25 dagi 1. va 2. shartlar bajarilsa,
u xolda (7.123) kvadratik forma va unga mos A matritsa musbat (manfiy)
aniglanadi.
n=2k+1 bo’lsin , u holds teorema 7.25 ning shartiga ko’ra A matritsa
quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi
A a, A
A: a;r ak+l,k+1 (aI)o .
A a, A
A matritsaga mos quyidagi kvadratik formani garaymiz:
Al a2 AZ
XTAX=X"|a A, (@)°|X, (7.124)
A A’
Bu yerda X= (yT ' Xk+1,k+1' Z;)r )T ' y = (Xl' XZ """ Xk)T ' ZO = (Xk+2’xk+3 """ Xn)T '
U xolda quyidagilarga ega bo’lamiz:

A1 a, Az y
XT Ax = (yT ' Xk+l,k+1’ Z;)r) aI ak+l,k+1 (air )0 Xk+l,k+l = yT Aly + Z(I (A; + A:g)y +
A a; A’ \z,

T 2 7.0 T A0
+Y g T ke Xtk T Zo @ X + 2o A Zgs

buyerda a=a +a,.
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Bundan, 2,(A)=2,(A"), |a|=[a°| ekanligini xisobga olib, (7.124)

kvadratik forma uchun quyidagi quyidan va yugoridan olingan baxolarga ega

bo’lamiz:

1
X" A= 2, (Y] = 4% (AT + A(AT + AT o] - faly]

Xk+1,k+1

2
+ ak+l,k+le+1,k+l -

- |a||20| Xiskea| T ﬂ'm (A1 )”Zo”2 =
1 1.
A (A) - —|a| —Z A (A + A (A, + A
. 2 2 . vl
= (||Y||, X1kt ”Zo”) §|a| A1kt - §|a| X1k
1 1 2]
- A+ R+ AT -2 20 (A)
1
XT AX < ﬂ“M (Al)"y”2 - ﬂ‘l%/l ((A; + Ag)(A; + AS)T }|y||||zo|| + |a||y| Xk+1,k+l + ak+1,k-¢-lxlf+1,k-¢-1 +
+ |a||20| A ﬂ“M (A1 )"20"2 =
1 1
Au (A) E|a| _E% (A + A(A +A))T
. . vl
= (||y||, X+t kel ”Zo”) _§|a| Ak §|a| ||Xk+|1,k+1
1 L 1 Z
LA ) L ()

Bu baxolardan kelib chigadiki, agar teorema 7.25 dagi 3., 4. va 5. shartlar

bajarilsa, u xolda (7.124) kvadratik forma va unta mos A matritsa musbat

(manfiy) aniglangan bo’ladi.

Misol 7.4 Quyidagi oltinchi tartibli chizigli sistemani garaymiz:

bu yerda x = (x;,X,, X5, X,, X5, %),

-2
-1

e =

0
2

0
0
0
0

X = AX,

(7.125)

A matritsa matritsa markaziga nisbatan simmetrik bo’lgani uchun

quyidagilarga ega bo’lamiz:
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0 0 0 0 -1
A=l 1 0 1 A=l1 0 1}
-1 0 0 1 0 O
0 1 -2 5 -2 1
Al+AY=|1 0 1| (A +A))A +AY) =|-2 2 2|
2 1 0 1 2 5

A (A) =2 (A)=-1382<0, A,(A)=2,(A")=-368<0,
A (A + A)(A;, +A))T) =6, 25 (A)=1909924 > %EM (AT + A%)(AT + A%)T) =15,
Demak, teorema 7.25 ga asosan A matritsa manfiy aniglangan va (7.125)

sistema muvozanat xolati asimptotik turg’un bo’ladi.

813. Dempfirlanishi va bikirligi oshkor xolatda vaqtga
bog’lig bo’lib, chizigsiz bo’lgan sistema asimptotik turg’unligining

yetarli shartlari

Dempfirlanishi va bikirligi oshkor xolatda vaqgtga bog’liq bo’lib,
chizigsiz bo’lgan sistema toyigan xarakat tenglamasini quyidagi ko’rinishda
garaymiz:

X+ Bt X, X)X+ a(t,x,X)x=0, (7.126)
bu yerda « va g lar t,x,x xaqiqiy o’zgaruvchilarni

t>t,, x*+x°<u (7.127)
soxada aniglangan haqiqiy funktsiyalari (t,, - musbat o’zgarmaslar).

a va g koefitsientlar o’zgarmas bo’lib, musbat bo’lganda x=0, x=0
toyimagan xarakat asimptotik turg’un bo’ladi. Agar bu koeffitsientlar musbat
xolatda qolib, 0’zgaruvchi bo’lsa, u xolda ularni o’zgarish rejimi mavjudki unda
xarakat turg’unmas bo’lib goladi. « va g koeffitsientlarni 0’zgarish qonuni
ma’lum bo’lsa, turg’unlik masalasini garab chigish mumkin. Ba’zi amaliy

tadbiglarda « va p koeffitsientlarni xarakterlari ma’lum bo’lmay, ularni

212



0’zgarish chegaralarigina ma’lum bo’ladi ya’ni (7.127) soxada bu funktsiyalar
quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:
a <a(t,x,x)<a,, b <At xx)<b,, (7.128)
bu yerda, a,,a,,b,,b, - berilgan musbat sonlar
Bu ko’rsatilgan chegaralarda o« va g ixtiyoriy gonun bo’yicha
o’zgarganda, x=0, x=0 toyimagan xarakat asimptotik turg’un bo’ladigan
yetarli shartlarni xosil gilish katta gizigish uyg’otadi.
Qo’yilgan masalani garab chigish uchun
X=X, X=X,
0’zgaruvchi almashtirib, (7.126) tenglamani quyidagi sistema bilan

almashtiramiz:

X,

X, =
X, =—a(t, X, X)X, — B(t, X, X)X,

yoki matritsa ko’rinishida

y = A, Y)Y, (7.129)
buyerda y=(x,x,)", A(t )—( 0 ! j
YErE Y= ARV oy —tty)

Qat’iylik tartibi mos ravishda ¢, va £, bo’lgan ¢, (t,y) va o,(t,y)
gat’iy musbat funktsiyalarni quyidagicha kiritamiz
p(ty)=m —a(ty), @, (ty)=m,-AtY) (7.130)
Tekshirib ko’rish mumkinki (7.128) tengsizlik bajarilganda ¢, (t,y)va o,(t,y)
funktsiyalar uchun quyidagi baxolar o’rinli:
m,—a, <e(ty)<m —-a, m,-b,<e,(t,y)<m,-b (7.131)
bundan, m, =a, +¢, m, =b, +¢,ekanligi kelib chigadi. SHuning uchun (7.131)
ni quyidagicha yozish mumekin.
glpty)<a,—a +¢g, & <o, y)<b,—b +¢
(7.130) yordamida (7.129) ni quyidagi ko’rinishga keltiramiz
Y =AY +atY)AY o, Y)AY, (7.132)
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0 1 00 00
bu yerda Aoz(_m _mj, Ai:(l 0} AZ:(O J,

(7.132) sistema uchun Lyapunov funktsiyasini quyidagi kvadratik forma

ko’rinishida quramiz:

V(y)=y Py (7.133)
mm )
buyerda P= M2
1 m, +1
m,

bu kvadratik forma musbat aniglangan bo’ladi.
(7.133) funktsiyadan (7.132) sistema yordamida olingan xosila uchun
quyidagi xosil gilamiz:

V(y)=Y"Py+y Py =y (G, +¢.(t, V)G, +9,(t, ¥)G,)Y,

2m 0 2 m 0 1
bu yerda GO—( 0 —2mlj’ G, = m 41 , G,= L oMl
—-= 0 m,
m
va
V(Y) < (/1M (Go) + (az —a + gl)ﬂ’M (Gl) + (bz _bl + gz)ﬂvM (Gz))”y”T ' (7134)
bu yerda

2 2
//LM (GO):_zml, ﬂ“M (Gl):1+ 1+(m1+1J ’ //LM (Gz):ml+1+ 1+[m1 +1J .
M, m, m,

(7.134) baxodan ko’rinadiki, V(y) funktsiya quyidagi shart bajarilganda
manfiy aniglangan bo’ladi.
Ay (Gy) +(a, —a, + &) Ay (G,) + (b, —b, + £,) 4, (G,) <0, (7.135)
Bundan kelib chigadiki, Lyapunovning asimptotik turg’unlik teoremasiga
asosan (7.132) yoki (7.126) sistema toyimagan xarakati (7.135) shart
bajarilganda asimptotik turg’un bo’ladi.

m, +1
m2

=k bo’lsin, u xolda (7.135) quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

—-2m, +(m, —a,)A+~v1+k*)+(m, -b)(k -v1+k?) <0,
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yoki
(m, +m, —a, b )V1+k* <a +bk-1.
Bu tengsizlik a, + bk —1>0 shartda ma’noga ega bo’ladi.

Bu tengsizlikdan & —0, ¢, >0 va = Ltite ni e’tiborga olib,

» t &

I(:ml_4r1:a2b+1' ik - 1+(b2+1)2: b? +(a, +1)°
m

2 2 bz2 bZ
a,—a, +h, —b, < ! [(a, +1)b, + (3, ~1)b, ] (7.136)
\bs +(a, +1)?
(@, +1b, +(a, )b, >0 (7.137)

larni xosil gilamiz.Shunday qilib, «a(t,x,x) va gi(t, x, x) funktsiyalarning a,,a,,b,,b,
chegaralari (7.136) va (7.137) shartlarni ganoatlantirsa, u xolda toyimagan
xarakat x=0, x=0 asimptotik turg’un bo’ladi.
Mashglar.

1. Quyidagi kvadratik formalarni kanonik ko’rinishga keltiring:

a) 2x? + x2 — 4x;x, — 4xyx3

b) x? + 2x3 + 3x% — 4x,x, — 4x,X3

C) 3x% + 4x2 + 5x2 + 4xyx, — 4x,%3

d) 2x? + 5x2 + 5x3 + 4x;x, — 4x1x3 — 8X,X3

e) x? — 2x% — 2x2 — 4x;x, + 4x1 x5 + 8x,x3

f) 5x? + 6x2 + 4x% — 4xyx, — 4x1x3

0) 3x? + 6x2 + 3x3 — 4x;x, — 8x1x3 — 4X,X3

h) 7x? + 5x% + 3x2 — 8x;x, + 8x,x3

) 2x? + 2x% 4+ 2x2 + 2x7 — 4x1%x5 + 2x1%4 + 2X5X3 —
4x3x4

1) 2x1x5 4+ 2x3x4

K) x? + x2 + x2 + x2 + 2x1%, — 2X1X4 — 2X,X3 + 2X3%X4

1) 2x1x5 + 2x1x3 — 2X1X4 — 2XpX3 + 2X5X4 + 2X3X4
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M) x? + x2 + x2 + x2 — 2x1%, + 6x1%3 — 4x1x4 — 4X,%3 +
6X,X4 — 2X3X4
n) 8xyx3 + 2x1x4 + 2x3x3 + 8x3xy
2. Agar A-kososimmetrik matritsa bo’lsa, u xolda B = (E — A)(E + A)~!

matritsani ortoganal ekanligini isbotlang
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VI111-BOB.
YIRIK MASSHTABLI SISTEMALAR
TURG’UNLIGINING UMUMIY MASALASI

Ko’plab jarayonlar yirik mastabli sistemalar (Y.M.S.) orgali
modellashtiriladi. Bunday sistemalarning xarakterli belgilari quyidagilardir:

1. Ko’p o’Ichovlilik;

2.Sistema strukturasining ko’p karraliligi (to’rlar, daraxtlar,ierarxik
strukturalar va boshgalar);

3.Sistema elementlarining ko’p bog’lamliligi (gism sistemalar orasidagi
bitta darajadagi va xar xil darajali ierarxiyalar orasidagi bog’lanishlar);

4.Elementlari tabiatining ko’pxilliligi (mashinalar, avtomatlar, robotlar,
odam-operatorlar);

5.Sistema xolati va tarkibi o0’zgarishining ko’pkarraliligi (sistema
strukturasi, tarkibi va bog’lanishlarning o’zgaruvchanligi);

6.Sistemaning ko’p kriteriyaliligi (gism sistemalar uchun har-xil lokal
kriteriyalar va to’la sistema uchun globals kriteriyalar, ularning garama-
qgarshililigi).

7.Sistema yoki uning elementlari tabiatiga xos bo’lgan ba’zi bir xususiy
belgilar.

Bu belgilar sistema dinamik xossalarini (turg’unlik, boshgaruvchanlik,

kuzatuvchanlik, optimallik) o’rganishda ma’lum giyinchiliklarga olib keladi.

81. Masalaning qo’yilishi
Ma’lumki, Lyapunov funktsiyasini qurishning umumiy algaritmi mavjud
bo’Imaganligi uchun yuqoridagi xarakterli belgilarga ega bo’lgan sistemalar
turg’unligini taxlili gilishda xosil bo’ladigan giyinchiliklar Lyapunovning to’g’ri
usulini effektiv ravishda qo’llash imkonini bermaydi.
Shuning uchun garalayotgan sistemani soddalashtirish yoki boshga

sistema bilan almashtirish bilan bog’lig bo’lgan bir gancha yo’nalishlar paydo
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gilinadi. bo’lib, bularda turg’unlik (turg’unmaslik) masalasi bevosita
berilgan sistemani tekshirish yo’li bilan emas, balki bu oralik sistemalarni
tekshirish yo’li bilan xal etiladi.

Yirik masshtabli sistemalar turg’unligining umumiy masalasi quyidagicha
ikki xil ko’rinishda go’yiladi.

A muammo: Y.M.S. o’zaro bog’lig bo’lgan gism sistemalarga
dekompazitsiya gilingan (ajratilgan) bo’lsin. Shunday shartlarni aniglashimiz
kerakkki, bularda sistemaning Lyapunov bo’yicha turg’unligi o’zaro bog’lig
bo’lmagan qgism sistemalarning  turg’unligidan va ular  orasidagi
bog’lanishlarning xossalaridan kelib chigsin. Boshgacha aytganda, masalani
bunday qo’yilishida, avval Y.M.S. ni tashkil giluvchi har bir erkin gism sistema
uchun Lyapunov funktsiyasi tuzilib, ularni turg’unligi (turg’unmasligi)ning
yetarli shartlari xosil qilinadi. So’ngra bu gism sistemalar orasidagi
bog’lanishlarning xossalaridan va erki n gism sistemalar turg’unligining yetarli
shartlaridan foydalanib, berilgan sistema turg’unligining yetarli shartlari xosil

B muammo: Y.M.S. o’zaro bog’liq bo’lgan gism sistemalarga
dekompazitsiya gilingan (ajratilgan) bo’lsin. Sistema tartibi pasayishini
taminlaydigan shunday shartlarni aniglashimiz kerakki, unda qaralayotgan
sistemaning turg’unligi o’zaro bog’liq bo’lgan gism sistemalar xossalaridan
kelib chigib, bunda erkin gism sistemalar turg’unligi xaqidagi ma’lumotlardan
foydalanilmaydi. Boshgacha aytganda masalaning bunday qo’yilishida, har bir
gism sistema uchun Lyapunov funktsiyasi tanlanib, ular yordamida garalayotgan
sistema uchun Lyapunov funktsiyasi tuziladi va qaralayotgan sistema
turg’unligining yetarli shartlari xosil gilinadi.

Bu ko’rsatilgan muammolar Y.M.S. turg’unligini tekshirish bilan
shug’ulanuvchi mutaxassislar uchun bosh yo’nalishlarni aniglab berdi. Ularni
xal etish yo’lida bir gancha matematik usullar yaratildi yoki rivojlantirildi.
Jumladan, Lyapunovning vektor-funktsiyasi usuli, vektorli normalar usuli,

minimaksli usul, Lyapunov matritsa funktsiyasi usuli va boshgalar.

218



82. Yirik masshtabli sistemalarning dekompozitsiyasi.
Faraz gilaylik (S). Y.M.S. xolati quyidagi differentsial tenglama bilan

ifodalansin.
= = f(t,x), 8.1)
buyerdat €T = [t,, ©) C R, x€ R",f € F bo’lib, F oila quyidagicha
aniglanadi:
F={fLf% ... f"},fkTxR" - R", (8.2)
N-hagiqiy son.

Agar (S). Y.M.S. s ta gism sistemalardan tashkil topgan bo’lsa, u xolda
(S). Y.M.S.ni (S;) o’zaro bog’lig bo’lgan gism sistemalardan tashkil topgan deb
garash mumkin bo’lib, (S;) o’zaro bog’lig bo’lgan gism sistemalar quyidagi
tenglamalar bilan ifodalanadi:
dx;

- = fitt,x), vi=1.2,..,s (8.3)

bu yerda x va f vektorlar quyidagicha aniglanadi:
x = (xf,x3, ., %), f=U 1A
shuningdek,
fi€F, F,=(f1 f4 ... f), ff:TxR" > R™,
vk=12,..,.N, ny+n,+--n,=n, i =1,2,..,s.
f; funktsiyalar barcha t € R da, fagat va fagat x=0 dagina
f(t,x)=0
shartni ganoatlantiradi.
xi = (07,07,..,x7,07,..,07),  i=12,..,s
belgilash kiritamiz,
gi- TXR™ — R"i,
funktsiyani
gi(t,x;) = fi(t'xi)
tenglik bilan aniglaymiz.

U xolda (S;) i- erkin gism sistema
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dxi _
? - gi(t; xi)r (84)

buyerda x; € R™ ,
7t x) = fi(t,x) — g;(¢t, x;), vi=12,..,s (8.5)
ifoda yordamida aniglangan f;" funktsiya (S) sistemani 0’zining (S;) i- gism
sistemasiga ta’sirini ifodalaydi.
(8.4) va (8.5) ga asosan (8.3) ni quyidagicha yozish mumkin:
dx;

—=g:tx)+fftx), Vi=12..,s (8.6)

Agar

. T T T\
g=(9{;ng;---:gZ)T; f =(f1 ;fz ;---;fg ) )

deb olsak, (8.6) ni quyidagicha yozish mumkin:

=gt + (), (8.7)

(S) Y.M.S. ni (8.6) ko’rinishda dekompozitsiya gilish nazariy bo’lib,
amaliy tadbiglarda bu bir muncha noqulaydir. Masalan (8.5) tenglik yordamida
f;* funktsiyalarni har doim ham aniglash qulay bo’lavermaydi. Shuning uchun
(S) Y.M.S. ni dekompozitsiya qgilishni qulaylashtirish magsadida har bir s ta (S;)
gism sistemalardan iborat bo’lgan Y.M.S. bilan sxs tartibli matritsa o’rtasida
quyidagicha o’zaro bir giymatli mosli o’rnatamiz:

1. (S) Y.M.S.ning (S;) erkin gism sistemalarini matritsaning bosh
dioganaliga mos qo’yamiz;

2.(S;) qism sistemalarni (§j) gism sistemaga ta’sirini ifodalovchi
funktsiyani i-satr va  j-ustun kesishgan joyga mos qo’yamiz. Natijada
matritsaning bosh dioganalida erkin gism sistemalar bo’lib, bosh dioganaldan
tashgarida bu erkin gism sistemalar orasidagi to’g’ri va teskari bog’lanishlar
bo’ladi.

Bunday moslik o’rnatilgandan keyin (8.1) sistema quyidagi ko’rishlarning
biriga keladi:

E = Ax, (88)
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e A(t)x, (8.9)
== AW), (8.10)
) (8.11)

buyerda A, A(t),A(x), A(t,x)-bosh dioganalga nisbatan simmetrik bo’lgan sxs
tartibli kvadrat matritsalar.

(8.8), (8.9), (8.10), (8.11) sistemalarni dekompozitsiya gilish masalasi
mos ravishda A, A(t),A(x), A(t,x)-matritsalarni blok matritsalarga ajratish
masalasi bilan teng kuchli bo’lgani uchun (S) Y.M.S.ni dekompozitsiya qilish
masalasi matritsani blok matritsalarga ajratish masalasiga keladi.

Misol tarigasida (8.8) sistemani ba’zi xususiy xollarda dekompazitsiya
qgilish usullarini garab chigamiz. Faraz qgilaylik, A matritsa markazga nisbattan
simmetrik bo’lgan sxs o’lchovli kvadrat matritsa bo’lsin. U xolda (8.8)
sistemani quyidagicha usullarda dekompaziya gilish mumkin:

1.Vertikal va gorizantal simmetriya o’glarga  nisbatan
dekompazitsiya qilish. Bu xolda (8.8) sistema n=2k da,

y=AYy+B,z,

2=B)y+Az, (8.12)
ko’rinishga , n=2k+1 da esa
y=AYy+a,X,., +Bz
X =81 Y+ Qg X +(a1 )2 (8.13)
2=B)y+alx, + Az
ko’rinishga keladi. Bu yerda erkin gism sistemalar
y=AY, (8.14)
2=~Az, (8.15)
Xir = Aot e Ko (8.16)

ko’rinishlarda bo’lib, A,B,- k-tartibli kvadrat matritsalar, A’, B} -mos ravishda
ularni markazga nisbatan transponirlangani, vektorlar esa

T T
a, = (ak+l,l’ak+l,2 ----- ak+l,k) ya, = (ak+1,k+2’ak+l,k+3 ----- ak+l,n) 1
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ko’rinishda aniglangan.
(8.8) sistema muvozanat xolati turg’unligining yetarli shartlarini xosil
gilish uchun, (8.12) sistema va (8.14), (8.15) gism sistemalarga mos Lyapunov

matritsa funktsiyasi quyidagi ko’rinishda tanlanadi:

_ Vi (Y) Vi (Y, 2) _
U, (y,2) _(Vu(y’z) v, (Z)} Vip = Vo1 (8-17)

buyerda v, (y)=Yy'Py, v,,(2)=2"P’z, v,(y,2)=v,(y,2)=y P,z, P, P’- bosh
dioganalga nisbatan simmetrik bo’lgan musbat aniglangan matritsalar, P,-
0’zgarmas matritsa bo’lib, bularning barchasi k-tartibli matritsalardir.
(8.13)sistema va (8.14), (8.15), (8.16) gism sistemalarga mos Lyapunov
matritsa funktsiyasi esa, quyidagicha tanlanadi.
U, (Y X1, 2) = (V) 1,1=123, v =V] (8.18)
bu yerda
Vi, =V (), Vi, = @ XeaYs Vis =Vip(¥,2), Vi = Vi, Vi, = 0%, Vag = QX Z,
Ve =V, (2), Vi, =Vi, Vi, =Vi, , P, P°, P,-matritsalar (8.17) dagidek aniglanadi,
a,, >0, a,,,a, -lar xaqiqiy sonlar
2.0’zaro muvozanatlashuvchi gism sistemalarga nisbatan
dekompazitsiya qilish. Bu xolda (8.8) sistema n=2k da
yi:Aﬁyi+iAﬂyj, i=12,., kzg (8.19)
i
ko’rinishga, n=2k+1 da esa,

n_

A

K
Yi:Aiiyi+ZAijyj+aiXk+1’ i=12..k=
= (8.20)

K
Xer = Qoq g Xe T zai Yi»
i1

N ‘

ko’rinishga keladi. Bu yerda
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T T
a; = (ai,k+1'ai,k+l) ) aj = (ak+l,j’ak+1,j) )

Vi = (% %) Y=Yz e Yi) s i =120k, T2
bo’lib, A; va A; lar matritsa markaziga nisbatan simmetrik bo’lgan

matritsalardir. Bu xolda i- erkin gism sistemalar

Vi =AY, (8.21)
ko’rinishda bo’lib, ularning muvozanat xolati turg’unligini yetarli shartlari
a; <0, |a;| > |3 il 1 =12,...,K (8.22)
shartlardan,
Xt = Bz X (8.23)

gism sistema uchun muvozanat xolat turg’unligining yetarli sharti

Ak <0 (8.24)
dan iborat bo’ladi. (8.19) va (8.20) sistemalar, hamda (8.21), (8.23) gism
sistemalar uchun yuqoridagi kabi Lyapunov matritsa funktsiyalarini tuzish

mumkin.

83. Lyapunov matritsa funktsiyasi usuli.

Lyapunovning matritsa funktsiyasi usuli Y.M.S. lar turg’unligi masalasi
bilan shug’ulanuvchi mutaxassislar tomonidan yaratilgan bo’lib, uning moxiyati
quyidagicha: Avval (8.4) gism sistemalarning har biri uchun
v; (t,x;), 1=12,...,s Lyapunov funktsiyalari tuzilib, (S;) va (S;) qism
sistemalar orasidagi ta’sirlarni ifodalovchi bog’lanishlarga mos

47, (t,xi,xj) = v (t,xi,xj), 1,)=1,2,...,s

funktsiyalar shunday tanlanadiki, unda

v11 (L, x1) V1(tx,X2) o U1t xq, X)
Ut,x) = V12 (tx1,x2) vt x2) .. Vy5 (L, X2, X5) (8.25)
vls(t: leSZ) vls(ti xZst) VUss (t, xs)

223



matritsa funktsiya musbat aniglangan bo’lsin. So’ngra (8.6) sistema uchun
Lyapunov funktsiyasi (8.25) matritsa funktsiya va 1= (1,15, ...,n)"
0’zgarmas vektor yordamida quyidagicha tuziladi:
V(t,x) =nTU, x)n (8.26)
(8.25) matritsa funktsiyaning musbat aniglanganlik shartlaridan
foydalanib, (8.26) skalyar funktsiyaning musbat aniglanganlik shartini quyidagi
ko’rinishda aniglaymiz:
V(t,x) = YT (x)HTBHY (%), (8.27)
bu yerda
V) = (WL W2 (O, oo, s (DD, H = H' = diag(my,m2, ..., 75),
B- o’zgarmas matritsa bo’lib, uning elementlari (8.25) matritsa funktsiya
elementlarini quyidan baxolashda xosil bo’ladigan o’zgarmaslarning algebraik
yig’indisidan ibarat bo’ladi. (8.27) tengsizlikdan ko’rinadiki, agar V 0’zgarmas
matritsa musbat aniglangan bo’lsa, (8.26) funktsiya ham musbat aniglangan
bo’ladi.
(8.26) funktsiyadan (8.6) sistema yordamida olingan to’la xosilani
yugoridan baxolab, quyidagi tengsizlikka kelamiz.

V(t,x) < YT (x)GP(x), (8.28)
bu yerda G o0’zgarmas matritsa bo’lib, uning elementlari (8.25) matritsa
funktsiya elemenlaridan (8.4) gism sistemalar va (8.6) sistema yordamida
olingan xosilalarni yuqgoridan baxolash natijasida xosil bo’ladigan 0’zgarmaslar
va n;, 1=1,2,...,s lar ishtirokida tuzilgan ifodalardan iborat bo’ladi. (8.28) dan
ko’rinadiki, V(t,x) manfiy (yarim manfiy) aniglangan bo’lishi uchun G-
0’zgarmas matritsani manfiy (yarim manfiy) aniglangan bo’lishi yetarlidir.

(8.27) va (8.28) tengsizliklardan foydalanib, (8.1) yoki (8.6) sistema
muvozanat xolati asimptotik turg’unligi (turg’unligi)ning yetarli shartlarini
quyidagicha ifodalaymiz.

Teorema 8.1. (8.1) tenglama bilan ifodalangan (S) Y.M.S. (8.6)
ko’rinishda dekompozitsiya qilingan bo’lib, uning uchun (8.25) matritsa-
funktsiya tuzilgan bo’lIsin.
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Agar V matritsa musbat aniglangan bo’lib, G matritsa yarim manfiy
(manfiy) aniglangan bo’lsa, (8.1) sistema muvozanat xolati x=0 turg’un
(asimptotik turg’un) bo’ladi.

Eslatma: A muammoni xal etishda (8.25) matritsa funktsiya bosh
dioganalidagi v;;(t,x;), i=1,2,...,s elementlardan (8.4) gism sistemalar
bo’yicha olingan xosilalar aloxida baxolanishi shart, chunki bu baxo yordamida
($), i=1,2,...,s erkin gism sistemalarning turg’unligi masalasi xal etiladi. V

muammoni xal etishda esa bunday baxolash shart emas.
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