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ANNOTATSIYA:

Ushbu, aniq integrallar mavzusidagi referatda, aniq integralga olib keladigan
geometrik masalalar, aniq integral tushunchasi, aniq integral xossalari, integrallanuvchi
funksiyalar sinfi atroflicha yoritilgan hamda Riman bo’yicha integrallanuvchi va
integrallanmaydigan funksiyalarga misollar keltirilgan shuningdek, yetarlicha hajmda

misol va masalalar yechib ko’rsatilgan.
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1. Aniq integral tushunchasi

1.1° Segmentni bo'laklash. Biror [@,b] = R segment beril-gan bo’lsin. Bu segmentning

quyidagi
a=Xy <X <Xy <..Xpy <X, =b
munosabatda bo lgan
Xos Xgs Xy Xp gy X (1)

nugtalari to plamini olaylik.

Ravshanki, (1) to'plam [a,b] segmentni

B =[X, %], By =[x, X, 1, . s By =X, X, ]

bo’laklarga ajratadi.

1-ta'rif. Ushbu

a=Xy <X <Xy <..Xpy <X, =b
munosabatda bo lgan
Xos Xgs Xy Xp g5 X
nugtalar toplami [a,b] segmentni bo"laklash deyiladi va
P={Xy, X{ X5, X 15 X}
kabi belgilanadi.
Bunda har bir x, (k=0,1,2,..,n) nugta [a,b] segmentning  bo’luvchi nugtasi,
[Xe s X111 (k=0,1,2,...,n—1) segment esa P bo’laklashning oralig’i deyiladi.
Quyidagi
Ap = MBX{AX, | AXy = Xy1 = X
migdor P bo’laklashning diametri deyiladi.
Masalan, [a,b]=[0,1] bo'lganda quyidagi
2 4 6 8 10 1
10 10 10" 10" 10
1 4 5 6 10 1
10 10 10" 10" 10

nugtalar sistemasi [0,1] segmentning

P]_: O; is il El Ell 1
10 10 10 10
6

P2: Ol i1 il il _11
10 10 10 10

bo laklashlarini hosil giladi. Ularning diametrlari mos ravishda

1 2
ﬂ'pl - g ! lpz - g
bo"ladi.
YUgqoridagi keltirilgan ta'rif va misollardan ko rina-diki, [a,b] segmentning turli usular bilan
istalgan sondagi bo’laklashlarini tuzish mumkin. Bu bo’laklashlardan iborat to plamni bilan
belgilaymiz:

= {P}.



1.2°. Darbu hamda integral yig'indilar. f(X) funksiya [a,b] da aniglangan va
chegaralangan bolsin. Unda
dmeR, M eR, Vxe[ab] : m<f(x)<M
bo’ladi.
Aytaylik,
P ={Xg, Xys Xp ey X35 X,
[a,b] segmentning biror bo'laklashi bo'lsin. U holda bu bo'lak-lashning har  bir
[X,,X,1] (k=0,1,2,..,n—1) oralig'ida
m, =inf{f (x)}, Xe[X X..] .

k=0,1,2,..,n-1
My =sup{f ()}, xelx Xl ( "D

mavjud bo’lib
inf {f(x)}<m, <M, <sup{f(x)} )
Xe[a,b] xe[a,b]
bo’ladi.
2-ta’rif. Ushbu
n-1
k=0
yig'indi f (X) funksiyaning [a,b] segmentning P bo laklashiga nishatan Darbuning quyi yig indisi
deyiladi.
Ravshanki, bu yig'indi f (X) funksiyaga hamda [@,b] ning P bo’laklashiga bog'liq bo’ladi:
s=s(f;P) .
3-ta'rif. Ushbu
n-1
k=0

yiglindi f(X) funksiyaning [a,b] segmentning P bo’laklashiga nisbatan Darbuning yugori
yig indisi deyiladi.
Bu yig'indi f (X) funksiyaga hamda [a,b] ning P bo"lak-lashiga bog'liq bo ladi:
S=S(f;P) .
Endi har bir k € {0,1,2, U —1} ning giymatida [X,, X, ;] segmentda ixtiyoriy &, nugtani
tayinlaymiz: &, €[X, ,X%;] (k=0,1,2,...,n—1). Natijada [a,b] ning P bolaklashiga nisbatan
{0 8o Ena)

nugtalar to"plami hosil bo'ladi. Bu nugtalardagi f (X) funksiyaning
f (&) (k=0,1,2,..,n-1)
giymatlari yordamida ushbu

n-1
D (&) Ax
k=0

yig indini tuzamiz.
4-ta'rif. Quyidagi

o= t(E) M
k=0

yig'indi f (X) funksiyaning [a,b] segmentning P bolaklashiga nisbatan integral yig indisi deyiladi.



Integral yig'indi, f(X) funksiyaga, P bo'laklashga hamda har bir [X,,X,,;] da olingan &,
nuqtalarga bogliq bo"ladi:

o=0oc(f;P;&).
Ravshanki, & €[X, , X,.;] uchun
m, < f(5) <My
bo’lib, ayni paytda
s(f;P)<a(f;P;&,)<S(f;P) (3)

tengsizliklar bajariladi.

1-misol. Ushbu

f(x) =[x

funksiyaning [-1, 1] segmentda quyidagi
o :{_1,_3_1,_1, o113 1}
4 2 4 4 2 4
bo’laklashga nisbatan Darbu yig indilari hamda
& =Xy (k=0,1,2,..,7)
deb, integral yig indi topilsin.

<« Berilgan f(x) = ‘X‘ funksiya uchun [-1, 1] segmentning

bo laklashida
3 1 1

mO:Z, mlzz, mZZZ, mSZO,
m,=0, m 1 m 1 m _3

4 ' 5 4’ 6 5’ 7 4

3 1 1

Mo=1, M, =— M, ==, M, =—,

0 1 4 2 5 3 4

1 1 3
hamda

3 1 1

__1’ — T T - =,

fo=1 &i=7, & =7.6=

1 1 3
54—0’ §5_2’§6:§1§7221
3 1 1
f =1, f =—, f ==, f =—,
(o) (1) 2 (&) 5 (&3) i
1 1 3
f(£,)=0, f(&)==, f(&)==2,f(&)="1
($4) (Ss) 1 (S6) 5 (&7) A
bo’ladi.

Endi AX, =% (k=0,1,2, ...,7) bolishini e'tiborga olib topamiz:



s(f;P)= (3+1+1+O 0+ L l+§)
4 2 4 42 4

S(f;P)=(1+ §+1+l+1
4 2 4 4

3
4 1
5

1

4

1,3 51

2 4 4

3 1 1 1 1 3

f;P &) =0+—+=+—+0+=-+=-+-) - — =
o(FiPig) =+ + o+ D

1.3% Aniq integral ta'rifi. Faraz gilaylik, f(X) funksiya [a, b] da berllgan va chegaralangan
bo'lsin.  Unda [a,b] oraligning har ganday P  bo'laklashi hamda har ganday
& (GeelX Xea] . k=0,1,2,..,n-1) larda yuqoridagi (2) va (3) munosabatlar o'rinli
bo’lib,

(b—a)-[iam;]{f(x)}s s(f;P)<o(f;P;&)<

<S(f:P)<(b—a)-supf(x) )
[a.b]
bo’ladi.
Endi [a,b] segmentning bo'laklashlar to plami :{P} ning har bi P €  bo'laklashga
nisbatan f (X) funKgiyaning Darbu yig“indilari s(f,P) va S(f;P) nituzib, ushbu
{s(f;P)}, {S(f;P)}
to plamlarni garaymiz. Bu to plamlar (4) munosabatga ko'ra chegaralangan boladi.
5-ta’rif. {S(f ; P)} to plamning aniq yuqgori chegarasi f (Xx) funksiyaning [@,b] oraligdagi
quyi integrali deyiladi va

b
[ £(x)dx
a
kabi belgilanadi.
Demak,

T f (x)dx = sup{s(f;P)}

a
6-ta’rif. {S(f;P)} to plamning aniq quyi chegarasi f (X) funksiyaning [a,b] oraliqdagi
yugori integrali deyiladi va

f (x)dx

QD —— | T

kabi belgilanadi.
Demak,

f (x)dx = inf {S(f;P)}

QD | T

7-ta’rif. Agar f (X) funksiyaning quyi hamda yuqori integrallari bir-biriga teng

T f(x)dx = [ f (x)dx

a



bo'lsa, f(x) funksiya [@,b] oraliq bo'yicha integrallanuvchi (Riman ma’nosida integrallanuvchi)
deyiladi.

Bunda quyi hamda yugori integrallarning umumiy giymati f (X) funksiyaning [a,b] oralig
boyicha aniq integrali (Riman integrali) deyiladi va

b
[ £(x)dx

kabi belgilanadi.
Demak,
b

b b 0
[ f0)dx = [ f(x)dx = [ f(x)dx
a N a
a
a son integralning quyi chegarasi, b son esa integralning yuqori chegarasi, [a,b] segment

integrallash oralig’i deyiladi.
Eslatma. YUqorida keltirilgan f (X) funksiyaning integrali ta'rifiga binoan integral

b
[ £(x)dx

0'zgarmas sonni ifodalaydi. Binobarin, integral ostida o°zgaruvchining ganday yozilishiga bogliq
bo Imaydi:

b b
[ f(x)dx= [ f(t)dt.

2-misol. f(X)=C , CeR, xe[a,b] bo'lsin.
Bu funksiyaning integrallanuvchanligi aniglansin.
<« [a,b] segmentning ixtiyoriy
P ={Xg, Xys Xg yeees X 1, X1 }

n-1:*n
bo"laklashini olib, unga nisbatan Darbu yig indilarini topamiz:
n-1 n—1
s(C;P)=>C-Ax=C-:(b—a), S(C;P)=>C-Ax,=C-(b-a).
k=0 k=0
Bundan

Sup{s(C;P)}=C-(b-a), inf {S(C;P)}=C-(b—a)
P
bo'lib,
b b
J'C-dx:J‘C-dx
bolishi kelib chigadi. a
Demak, f(X)=C funksiya [a,b] da integrallanuvchi va

b
[C-dx=C-(b-a).
Xususan, f(x) =1 bo’lganda
b
[dx=b-a

bo’ladi. »



3-misol. f(xX)=D(x) , xe[01] bo’lsin. Bu Dirixle funk-tsiyasini [0,1] da
integrallanuvchilikka tekshirilsin.
« [0,1] segmentning ixtiyoriy P bo'laklashiga nisbatan Dirixle funksiyasining Darbu

yig indilari
n-1 n-1
s(D;P)=>"m -Ax =0, S(D;P)=> M, -Ax =b-a,
k=0

bo’lib, ’ :
Sup{s(D;P)}=0 inf {S(D;P)}=b-a
P
bo’ladi . Demak,
1
1 -
[D(x)dx =0, [D(x)dx=b-a |,
6 0
1 L
[ D(x)dx = [ D(x)dx.
- 0
0

Dirixle funksiyasi integrallanuvchi emas. »
1.4° Integral yig'indining limiti. Faraz gilaylik, f(X) funksiya [a,b] segmentda berilgan
bolib, u shu segmentda chegaralangan bo"lsin.
[a,b] segmentni biror
P ={Xg, Xy, Xgreees Xy 1, X, |
bolaklashini olamiz.
Ma’lumki, f(X) funksiyaning bu bo"laklashga nishatan integral yig indisi

n-1
G(f;P;fk):kZ;,)f(ék)'AXk

bo"ladi.

8-ta'rif. Agar V& >0 son olinganda ham shunday ¢ >0 son topilsaki, [a,b] segmentni
diametri A, <O bo’lgan har ganday P bo’laklashi uchun tuzilgan o (f;P;&, ) yig'indi ixtiyo-riy
&, nugtalarda

‘O‘(f;P;fk)—J‘= <&

n-1
2. F6)-ax -
k=0

tengsizlikni bajarsa, J son o(f;P;<&,) yig'indining A, — O dagi limiti deyiladi va
lim o(f;P;&.)=1J
Ap—0

kabi belgilanadi.
Bu tarifni quyidagicha ham aytish mumkin:
Agar
Ve>0 , 36>0 , VPep , A, <6 ,VE,
uchun
lo(f;P;&) -] <e
bo’lsa, u holda
lim o(f;P;&)=1J
ﬂp—)o

deyiladi.



o-ta'rif. Agar Ap >0 da f(x) funksiyaning integral yig'indisi o(f;P;&,) chekli J
limitga ega bo'lsa, f(Xx) funksiya [a,b] segmentda integrallanuvchi (Riman ma'nosida integral-
lanuvchi) deyiladi, J soniga esa f (X) funksiyaning [a,b] segment bo'yicha aniq integrali deyiladi.
Uni

b
[ £(x)dx

kabi belgilanadi.
Demak,

j)' f(x)dx = Ilmgni f (&) AX,.

4-misol. f(X)=x , Xe[a,b] bo’lsin. Bu funksiyaning aniq integrali topilsin.
<« [a, b] segmentning ixtiyoriy
P ={Xg, Xy, Xgyeees X1, X, |
bolaklashini olib unga nisbatan f (X) = X funksiyaning integ-ral yigindisini tuzamiz:

n-1

o(f;P;é) = l;)fk AXy
bunda

AXy =X =X+ X <& <X, (k=01,2,..,n-1).
Endi
X <8k < X

tengsizliklarni  AX, > O ga ko paytirib, hosil bo*lgan

Xy - AXy < Gy Ay < Xyepg - AXy
tengsizliklarni K ning 0,1,2, ... ,n—1 giymatlari bo’yicha had-lab qo shib

n-1 n-1 n-1
X AX S DTE A ED Xy AX,,
k=0 k=0 k=0
ya ni
n-1 n-1
D Xy A Lo (TP E) <D X - AX, (3)
k=0 k=0
bo"lishini topamiz.
Bu tengsizliklardagi
n-1 n-1
XA D Xy A%
k=0 k=0
yig'indilarni AX, lar orqgali ifodalaymiz:
n-1 n-1 1 n-1 5 ) 1 n-1 )
Zxk - AX, szk(xm_ X) =EZ(XK+1_ Xy )_EZ(XM_ X)) =
k=0 k=0 k=0 k=0
1 5 5 1 n-1 ) b2 _a2 1 n-1 ,
==(X"=X)- =) AX° = — =) AX°,
2 ( n 0 ) 2 ; k 2 2 ; k
n-1 n-1 n-1 n-1 b2 _ a2 1 n-1
D XeaAX =D (X +AX ) AX =D X AX + D AXE = +=) Ax
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Natijada (3) tengsizliklar ushbu



b®-a’

22 n-1 n-1
b"-a —EZAXkZSG(f;P;é{k)S +12Axk2
213 2 23

2
ko rinishga keladi. Bu munosabatdan

2 _ a2 n-1
O'(f;P;(fk)—b 2 SEZAka.
2 2o

bo’lishi kelib chigadi.
Ravshanki,

13 13 b-a
EZAXkZ S ip EZAXk :Tlp .
k=0 k=0

2
Demak, V& >0 songa ko'ra 5:b—8 deyilsa, u holda A, <& bo’lgan ixtiyoriy P
—a

bo’laklash va ixtiyoriy &, larda

b -a?| | b®-a’
o(XP;&)— :Zé:k'AXk_ <&
2 = 2
bo’ladi. Bu esa
] . b2 _ a2 . n-1 b2 _ a2
2@0@9@0— 5 —g%hfyA&— >
bo lishini bildiradi. Demak,
b 2 _ a2
dex = b”—a >

SHunday gilib, f(X) funksiyaning aniq integrali ikki xil ta'riflanadi. Bu ta'riflar ekvivalent

ta'riflar boladi. (Qaralsin, [1] 9-bob)
Odatda, [a,b] segment bo‘yicha integrallanuvchi funksiya-lar to'plami  R([a,b]) kabi

belgilanadi:
f (x) e R([a,b]) < f(x) funksiya [a,Db] da integrallanuvchi.

2. Funksiyaning integrallanuvchilik mezoni (kriteriysi)

2.1°. Darbu yig'indilarining xossalari. f(Xx) funksiya [a,b] segmentda berilgan va

chegaralangan bo'lib,
P ={Xy,X(s X5, X4+ X
[a,b] ning biror bo'laklashi boIsin. Ravshanki, bu holda f (x) funksiyaning Darbu yig indilari

n-1
k=0

n-1
k=0

mavjud bo ladi, bunda
me =in{{f(x)}, xelx, Xl |
M k — Sup{f (X)} ) Xe [Xk ) Xk+1] )
AXp =X — X k=012, ..,n-1.



1) [a,b] segmentning ixtiyoriy P bo’laklashiga nisbatan tuzilgan f (x) funksiyaning Darbu
yig indilari uchun
(b—a)- |nf{f(x)}< s(f;P)<S(f;P)<(b—a)-sup{f(x)}
[a,b]
bo’ladi.
<4 Bu munosabat 32-ma‘ruzadagi (3) tengsizliklardan kelib chigadi. »
Aytaylik,
P ={Xo, X1, X2+, X1, X }
[a,b] segmentning biror bo'laklashi bo'lsin. Bu bo'laklashning bo’luvchi  nugtalari
X, (k=0,1,2,...,n) gatoriga yangi bo'luvchi nugtalarni go'shib, [a,b] segmentning boshqa P’
bolaklashini hosil gilamiz. Uni P < P’ kabi belgilaymiz.
2) [a,b] segmentining ixtiyoriy P va P’ bo'laklashlari (P < P") uchun
s(f;P)<s(f;P),
S(f;P)>S(f;P")
munosabatlar o'rinli boladi.
<« [a, b] segmentning ixtiyoriy
P ={Xo, X1, X2 -+, X1, X }
bo’laklashini olaylik. Soddalik uchun P’ bo'laklash P ning barcha bo'luvchi nugtalari hamda
go'shimcha bitta X' nuqtadan yuzaga kelgan bo'lsin. Bu X' nugta X, hamda X,,, nuqtalar orasida
joylashsin:
X < X< Xpyg -
Demak,
P ={Xg, X{s Xo ooy X s X'y Xpaqs oo » Xpy1» Xn 3
Bu bo laklashlarga nisbatan Darbuning quyi yig indilarini yozamiz:
S(f;P) =myAX, + MAX; +... + MAX, +...+ M AX, 4
S(f;P")=myAXx, + mAX, +...
1 1 11 1
+[mk (X=X )+ M (X, — X )]+... +m, - AX,
bunda,
=inf{f(X)} , xel[x,x],
mt =inf{ f (X}, xe[X,X.4].
Endi mﬁ >m, , mil = M, bo lishini e’tiborga olib topamiz:
s(f;P")—s(f;P)=m (X' =X ) + M (X, = X) =
—MAxe 2 my (X=X, ) + My (X, —X) =M Ax, = 0.
Keyingi munosabatdan
s(f;P)<s(f;P’)
bolishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o"xshash,
S(f;P)>S(f;P")
bo"lishi isbotlanadi. »
3) [a,b] ning ixtiyoriy P, va P, (P, € P, € ) bo’lakfgish-larg&hisbatan Darbu yig indilari
uchun
s(f;P)<S(f;R,)



tengsizlik o’rinli bo’ladi.

< P, va P, bo’laklashlarning barcha bo’luvchi nugtalari yordamida [a,b] ning P’
bolaklashini hosil gilamiz. Ravshanki,

PcP', PcP

bo’ladi.

YUqorida keltirilgan 1) va 2) xossalardan foydalanib topamiz:

s(f;P)<s(f;P)<S(f;P)<S(f;R,).»
Natija. [a,b] segmentda chegaralangan ixtiyoriy f (X) funksiya uchun
b

f(x)dx < [ f(x)dx

Q| ey T

bo’ladi.
<« SHartga ko'ra f (x) funksiya [a,b] da chegaralangan. Demak,

f (x)dx=sup{s(f;P)},

SD'—olUm‘ o

f(x)dx=inf{S(f;P)}

integrallar mavjud.

YUqoridagi 3) xossa hamda aniq chegara ta riflaridan
b

T f(x)dx < [ f(x)dx

bolishi kelib chiqadi. »

2.2° Integrallanuvchilik mezoni  (kriteriysi). endi [a,b] segmentda berilgan va
chegaralangan f (X) funksiyaning aniq integralining mavjudligi masalasini garaymiz.

1-teorema. f(X) funksiya [a,Db] da integrallanuvchi bo'li-shi uchun Y& >0 son olinganda
ham [a,b] segmentning shunday P bo’laklashi topilib, unga nisbatan

S(f;P)-s(f;P)<e¢

tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli.

Bu teorema quyidagicha ham ifodalanishi mumkin:

f(x)eR([a,b]) & Ve>0,3Pe{P}:S(f;P)-s(f;P)<e.
<« Zarurligi. Aytaylik, f(x) e R([a,b]) bo’lsin. Ta'rifga binoan
b

f(x)dx= [ f (x)dx:? f (x)dx

Q| e, T

bo"ladi.
Ixtiyoriy musbat & sonni olaylik. Unda quyi va yuqori integrallarning ta'riflariga ko'ra

. ; . & .
P, e{P} !f(x)dx—s(f,P1)<E ;

b
. . T g
P, e{P} : S(1=,F>2)—£f(x)dx<E

bo’ladi.



Endi [a,b] segmentning P, va P, bo’laklashlarning barcha bo’luvchi nugtalaridan [a,b] ning

P bo’laklashini hosil gilamiz.
Ravshanki, P, = P, P, = P bo’ladi. Darbu yig'indilarining 1) va 2) xossalaridan foydalanib

P bo’laklash uchun

Q| ——y T

f(x)dx—§<s(f;Pl)SS(f;P)SS(f;P)sS(f;P2)<
b

<If(x)dx+g

bo’lishini topamiz.
Keyingi munosabatlardan
S(f;P)—s(f;P)<e¢
bo’lishi kelib chigadi.
Etarliligi. Aytaylik,
Ve>0,3Pe{P}: S(f;P)-s(f;P)<e
bo"lIsin. Unda yuqorida keltirilgan natijaga ko'ra

T f(dx <[’ f (x)dlx
bo'lib, )
s(f;P)< T f (x)dx sj:f(x)dxs S(f;P)
bo ladi. Bu tengsizliklardan )
Osﬁf(x)dx—?f(x)dxﬁ S(f;P)—s(f;P)
bolishi kelib chigadi. )

Demak,
b

i b
Ve>0: 0<[f(x)dx—[ f(x)dx<e
a a
Keyingi tengsizlikdan topamiz:

F)dx = [ f (x)dx.

Q| ey, T

Demak, f (X) e R([a,b]) »
(Aniq integralning mavjudligi hagidagi teoremani quyida-gicha ham aytsa bo"ladi:

f(X) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo’lishi uchun V& >0 olinganda ham shunday
0 >0 son topilib, [a,b] segmentni diametri /1p < O bo’lgan har ganday P bo’laklashga nisbatan

S(f;p)-s(f;p)<e
tengsizlikni bajarilishi zarur va etarli)
Avvalgidek f(x) funksiyaning [X,,X,.4] (k=0,1,2,..,n—1) ora-ligdagi tebranishini @,
orgali belgilaymiz.
U holda



n-1 n-1
S(f;P)—s(f;P)=>.(M, —m,)-AX, =D @ AX,
k=0 k=0

bolib, 1-teorema quyidagicha ifodalanadi:
f (x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo'lishi uchun V& > 0 son olinganda ham [a,b]

segmentning shunday P bo’laklashi topilib, unga nisbatan
n-1

Yo A <&
k=0

tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli.

Demak,
n-1
f(x)eR([a,b]) ©VeeO, EIPe{P}: Y - AX <€
k=0
3. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi
3.1%. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchiligi. Aytaylik, f(x) fuksiya [a,b]

oraligda aniglangan bolsin.
1-teorema. Agar f(X) fuksiya [a,b] da uzluksiz bo'lsa, u shu [a,b] da integrallanuvchi,
ya ni
Cl[a,b] = R([a,b])
bo"ladi.
<« Modomiki, f(X) e C[a,b] ekan, u Kantor teoremasiga ko'ra [a, b] oraliqda tekis uzluksiz
bo"ladi. Kantor teoremasining natijasiga ko'ra, V& > 0 olinganda ham shunday ¢ > 0 son topiladiki,
[a,b] oraligni uzunliklari ¢ dan kichik bo’lgan bo'laklarga ajralganda har bir bolakdagi fuksiyaning
tebranishi
b-a
bo'ladi. Unda [a, b] oraligni diametri A, <6 bo’lgan har ganday P bo’laklashda
n-1 n-1
S(f:P)=s(f:P)= Y 0 AX <—— 3 AX, =&
k=0 b —ak=0
bo'ladi. Demak, f(Xx) € R([a,b]). »
3.2° Monoton fuksiyalarning integrallanuvchiligi.
2-teorema. Agar f(X) fuksiya [a,b] segmetda chegaralan-gan va monoton bo'lsa, u shu
segmentda integrallanuvchi bo’ladi.
« Aytaylik, T (X) fuksiya [a,b] segmentda o'suvchi bo'lib, f(a) < f(b) bolsin.
V& > 0 sonniolib, ungako'ra & >0 ni
S £
f(b)-f(a)
deymiz.
U xolda [a,b] segmentning diametri A, <& bo’lgan ixtiyoriy P bo"laklash uchun
n-1 n-1

S(11P)=s(fiP)= X (My = m)- A%, = Z[F () = f (x)]- &, <

=0 k=0



n-1 &
< e 211 () = 1)) =20 [1O) = T @< 2 [FO) - F@)] =2

bo'ladi. Demak, f(X) € R([a,b]). »

3.3 Uziladigan fuksiyalarning integrallanuvchiligi.
3-teorema. Agar f(x) fuksiya [a,b] segmentda chegaralan-gan va shu segmentning chekli

sondagi nugtalarida uzilishga ega bo'lib, golgan barcha nugtalarda uzluksiz bo'lsa, fuksiya [a,b] da
integrallanuvchi bo’ladi.
<« f (X) fuksiya [a,b] da chegaralangan bo’lIsin. Demak,

3dCeR, vxel[ab]: [f(x))<C (C>0)
boladi.
Soddalik uchun, f(x) funksiya [a,b] segmentning fagat bitta X" (Xx* [a,b]) nugtasida

uzilishga ega bo'lib, golgan barcha nugtalarda uzluksiz bo'lsin. V& > 0 sonni olib, unga ko'ra 6 >0
sonni

&

T 16C
deymiz.

X" nugtaning & atrofi (X" —&, X" + &) ni olib, ushbu
[a,b]\ (X" = 8,x" + )
to plamni garaymiz. Bu to'plamda f (X) funksiya uzluksiz bo'lib, Kantor teoremasiga binoan u tekis
uzluksiz bo"ladi. U holda shunday » > 0 son topiladiki,
vx', x" e [a, X" — 5], (VX', X" e [x* + 0, b])
lar uchun |X' = X"| < ¥ bo’lishidan

&
P

[ (x) = f(x") 20 _a)

bolishi kelib chigadi.
Endi [a,b] segmentni diametri A, < min(J, ) bo’lgan ixtiyoriy P bolaklashini olib, unga

nisbatan
n-1

2 o - AX )
k=0

yig indini tuzamiz.

Bu yig'indining har bir hadida [X, , X,,;] (k=012,...,n—1) oraliglarning uzunliklari
AX, lar gatnashadi.

(1) yig'indining ushbu

[X, XN (X" =6,X" +5) =0
munosabat bajariladigan [X, , X, ,;] ga mos hadlaridan tuzilgan yig'indini
zk:' Wy - A%y
bilan, golgan barcha hadlardan (bunday hadlar uchun
[Xe s X JN (X =6,X" +8) =0
yoki



[X X JN{X" =6} #0
yoki

[X¢s Xy JO{X" +63=0
bo’ladi) tashkil topgan yig indini

Zk:"a)k ° AXk

bilan belgilaymiz.
Natijada

n-1
> o A =D o - AX + D "o - AX
k=0 K K

bo'lib, tenglikning 0"ng tomondagi qo shiluvchilar uchun

&
‘o - AX, < - D AX —a)=—
X0 Sy 2 g O
Z"a)k-AxksZC-Z"-Axkgz.c.4gzgc._:f
k k 16 2
bo ladi. Demak,

n-1
Yo Ax <+ f=g

< T2 2

Buesa f (X) fuksiyaning [a,b] da integrallanuvchi ekani-ni bildiradi. »

4. Aniq integrallarning xossalari

4.1%, Integralning chiziglilik hamda additivlik xossalari.
1-xossa. Agar f(x) e R(Ja,b]) va C € R bo’lsa, u holda (C - f (X)) € R([a,b]) bo’lib,

TC - f(X)dx = CT f (x)dx

bo"ladi.
<« f(X) e R([a,b]) va C € R bo’Isin. Aniq integral ta'rifiga ko'ra

lim o(f,P,&) =T f (x)dx

bo ladi.
Ravshanki,
o(C- F(xP;&)) =Co(f;P;&,),
JgrEOG(C f(xP;&)) =C- Jgrﬂoa(f P,&).
Demak,
(C- f(x)) € R([a,b])
va

TC -f(x)dx = CT f(x)dx.»

2-x0ssa. Agar
f(x) eR([a,b]), 9(x) € R([a,b])

bo’lIsa, u holda



(f(¥)+9(x) € R([a,b])
bo'lib,
b b b
[(F()+g09)dx =] f (x)dx+ [ g(x)dx

bo’ladi (additivlik hossasi)
<« Aniq integral ta'rifiga ko'ra

lim o(f,P,&) :T f (x)dx,

b
lim o(f,P.&0) =£9(X)dx
bo ladi.
Ravshanki,

o(f+9,P,&)=0(f,P,§)+0(9,P,&).
Limitga ega bo'lgan fuksiyalar hagida teoremadan foydalanib, ( f (X)+ g(x)) € R([a,b]) va

b b b
[(F () +g())dx =[ f (x)dx+ [ g(x)dx

bo"lishini topamiz. »
3-xo0ssa.Agar
f(x) e R([a,c]). f(x) € R([¢, b])
bo'lsa, u holda
f(x) € R([a,b])
bo'lib,

T f (x)dx :j f (X)dx+ T g(x)dx

bo"ladi.
<« Aytaylik,a<c<b bo'lib, f(x)eR([a,c]) va f(X)eR([c,b]) bo'lsin. U holda
Ve >0 son olinganda ham [a, c] oraligning A, <&, bo’lgan P, bo'laklashi topiladiki

S(fiP)-s(fiP) <7, (1)
shuningdek [c,b] oraligning Ap, < &, bolgan P, bo’laklashi topiladiki,

S(f;Pz)—s(f;P2)<§
bo"ladi.
Endi [a,b] oraligning diametri Ap, <& =min(5,,6,) bo'lgan ixtiyoriy P; bolaklashini olamiz.
Bu P; bo'laklashning bo'luvchi nugtalari gatoriga ¢ nugtani go'shib [a,b] ning yangi P
bolaklashini hosil gilamiz. Unga nisbatan f (X) fuksiya-ning Darbu yigindilari
S(f;P), s(f;P)
bo’lsin.



P bo'laklashning [a,c] va [c,b] dagi bo'luvchi nugtalari mos ravishda ularning P, hamda
P, bo'laklashlarini yuzaga keltiradi. Ravshanki, bu P, va PZ’ bo’laklashlarga nisbatan quyidagi
tengsizliklar o'rinli bo"ladi:

S(f;Pl')—s(f;Pl')<§,

S(f;PZ')—s(f;Pz')<§.
Ayni paytda,
S(f;P)=S(f;R,)+S(f;R,),

s(f:P)=s(f:P)+s(f:P,)
bo’ladi. Bu munosabatlardan

S(f:P)-s(:P)=(s(f:P,) —s(t:R))+

+(S(f;Pz')—s(f;Pz'))<§+§=g
bo"lishi kelib chigadi. Demak, f (X) € R([a,b]).
f (x) fuksiyaning [a,b], [a,c], [c,b] oraliglar bo'yicha P bo'laklashga nisbatan integral
yig indilari
ZHE) M, TG A E (E) M,
bo'lib,
[azb] f(Sk)- A = [azé] f(Sk) - A% +[Czt:)] f(Sk) - A%

bo ladi. Integral ta'rifidan foydalanib topamiz:
b c b
[ £(0dx =] f(x)dx+ [ f(x)dx.
a a C

SHunga o'xshash Cc<a<b, a<b<c bo’lgan hollarda ham xossaning o'rinli bo’lishi
isbotlanadi. »
4-xossa. Agar f(x) € R([a,b]), g(x) € R([a,b]) bo’lIsa, u holda f(x)-g(x) e R([a,b])
bo"ladi.
<« Modomiki, f(X) va g(x) fuksiyalar [a,b] da integral-lanuvchi ekan, unda
£

2M'
. . & _ c
S(9:P)=s(g;P) < (M =supg(x), xe[a,b])

S(f;P)—s(f;P)<

(M'"=sup f(x),xe[a,b])

bo"ladi.
Aytaylik, Vx €[a,b] da f(x)>0, q(x)>0 bo'lsin. U holda VX €[X,;X,.;] uchun
0<m < f(X) <My, m, =inf f(x), M, =sup f(x);
0<m, <g(x)<M,, m =inf g(x), M, =supg(x)
bo'lib, ulardan
0<m,-m < f(X)-g(x)<M, -M_,
bolishi kelib chigadi. Ayni paytda,



me =inf{f(x)-g(x)}, M, =sup{f(x)-g(x)}

lar uchun
m,-m; <m) <M <M, -M,
bo'lib,
M?-ml<M,-M; —m, -m, =
=M, (M —m, ) +m, (My —m;)
boladi.

Endi M >M, , M’ > M)/ ekaninietiborga olib, topamiz;
n-1

S(f-giP)=s(f-g:iP)= X

(M? ~m?)<

n-1 n-1
<M’ -EO(MK —m, )-AX, + M .kgo(w -m; )=
=M'(S(f;P)~s(f:P))+M'(S(g;P)~s(g: P))<
<M iMm--E <o
2M' 2M
Demak, bu holda f (X)-g(x) € R([a,b]) .
Aytaylik, f(x) va g(x) fuksiyalar [a,b] da ixtiyoriy integrallanuvchi fuksiyalar boIsin.
Ravshanki, Vx  [a,b] da

f(xX)—inf f(x)=f(X)—m=>0,

g(x)—inf g(x)=g(x)—m">0
bo"ladi.
Endi f(X)-g(X) fuksiyani quyidagicha yozib olamiz:

f(x)-g(x) =(f(x)—m)g(x) —m’)+mg(x) +m’f (x) —mm'.
Bu tenglikning o’ng tomonidagi har bir go'shiluvchi [a,b] da integrallanuvchi bo'lganligi
sababli f (X)-g(x) ham [a,Db] da integrallanuvchi bo’ladi. »

Natija. Agar f(X) € R([a,b]) bo'lsa, uholda [ f (X)]" € R([a,b]) boladi, bunda

neN.
4.2°, Integralning tengsizliklar bilan bog langan xossalari.

1-xossa. Agar f(x) € R([a,b]) bo’lib, VX €[a,b] da f(x) >0 bo’lsa, u holda
b
[ f(x)dx=0

bo ladi.
<« Integralning ta'rifiga ko'ra

n-1 b
Ao —>0da X (&) Ax, — [ f(x)dx
k=0 .
bo'ladi. U holda, VX €[a,b] da f(x) >0 bo’lishidan
n-1
3 (&) 8% 20

bo’lib, undan



Tf(x)dxzo

bo’lishi kelib chigadi. »
1-natija. Agar f(x) € R([a,b]), g(x) € R([a,b]) bo’lib, Vxe[a,b] da f(x)<g(x)
bo’lsa, u holda

T f (x)dx s? g(x)dx
bo’ladi. ) ’
<« Ravshanki,
f(x) e R([a,b]) , 9(x) € R([a,b]) = (g(x) — T (x)) € R([a,b])
bo’lib,
g(x)— f(x)> O:T(g(x) — f(x))dx> O:>? g(x)dx —T f (x)dx>
> O:>T f (x)dxs? g(x)dx
bo'ladi. »
2-natija. Agar f(x) € R([a,b]), g(x) € R([a,b]) bo'Isa, u holda
T f(x)g(x)dx < \/T f 2(x)dx - \/T g2 (x)dx )
bo"ladi. ) ) )

<« Ixtiyoriy @ € R uchun
b
J(f()-a-g(x)dx>0
bo’lib,
b b b
a’[g?(x)dx—2a| f (x)g()dx+ [ f*(x)dx >0
bo ladi. Kvadrat uchhadning diskriminanti musbat bo Imagan-ligi sababli
b 2y b
(j f (x)g(x)dxj —[ £2(x)dx- [ g*(x)dx <0,
a a a

ya ni,

b
[ f()g(x)dx

< \/T f 2(x)dx-\/?gz(x)dx
bo’'ladi. P ) ;

(2) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deyi-ladi.
2-xossa. Agar f(x) € R([a,b]) bo'lsa, ‘f(X)‘ € R([a,b]) bo'lib,

T f (x)dx

s?\f(x)\dx

bo’ladi.



<« f(x)eR([a,b]) bo’lsin. Integrallanuvchilik mezoniga ko'ra, Y& >0 olinganda ham
[a,b] segmentning shunday P bo"laklashi topiladiki, unga nisbatan

n-1
S(f;P)—s(f;P)=>Y oAx, <¢
k=0

bo'ladi, bunda @, — f (x) funksiyaning [X,, X, ;] dagi tebranishi.
Ravshanki, VX', X"e [a,b] uchun

IO =|F x| <[ f(x)=F(x)

bo’lib, undan

sup|f ()= (x")

<sup f(x')— f(x")

bo’lishi kelib chigadi.
Demak,

Wy < oy

bo'ladi, bunda @, —|f (X)| funksiyaning [X, , X,,,] dagi tebranishi. SHularni e tiborga olib,
n-1 n-1
S(fP)—=s(fP) =20 -Ax <D o -Ax <&
k=0 k=0

bo’lishini topamiz. Demak, \f(x)\ e R([a,b]).
f(X) va ‘f(x)‘ funksiyalarning integral yig indilari uchun

n-1 n-1
> F(E)AX | < Z‘ f (fk)"AXk ’
k=0 k=0

bo'lib, A, — O da limitga otish natijasida

T f (x)dx| < T\ f (x)|dx

bolishi kelib chigadi. »

4.3°, O'rta giymat hagidagi teoremalar. Aytaylik, f(X) funksiya [a,b] da berilgan va
chegaralangan bo'lsin. U holda m=inf{f(x)}, M =sup{f (x)} (xe[a,b]) mavjud va
VX € [a,b] uchun
m< f(x) <M
tengsizliklar o'rinli bo"ladi.
1-teorema. Agar f(x) € R([a,b]) bo’lsa, u holda shunday o°zgarmas z(m < ¢ < M) son
mavjudki,

IJqf(x)dx:u-(b—a)

boladi.
<« Ravshanki,

b b b
m< f(x) <M = [mdx <[ f(x)dx < [Mdx=

:m(b—a)s?f(x)dXSM(b—a).



Keyingi tengsizliklardan

b
[ f(x)dx
m< 2 <M
b-a
bo’lishi kelib chigadi.
Agar
b
[ f(x)dx
_a
# b-a

deyilsa, undan

Tf(x)dx:y-(b—a)

bo’lishini topamiz. »
3-natija. Agar f(Xx) € C[a,b] bo'lsa, u holda shunday @ <[a,b] topiladiki,

b
[f(x)dx=f(6)-(b-a)
a
bo"ladi.
<« Bu tasdiq yuqoridagi teorema va uzluksiz funksiya-ning xossasidan kelib chigadi. »

2-teorema. Agar f(X) € R([a,b]), g(x) € R([a,b]) bo'lib, [a,b] da g(Xx) funksiya o'z
ishorasini 0°zgartirmasa, u holda shunday o°zgarmas (M < # < M) son mavjudki,

b b
J 1 (0g(x)dx = ] g(x)clx @

bo"ladi.
« Aytaylik, VX €[a,b] da g(x) > 0 bolsin. Unda ravshanki,
m< f(x) <M = mg(x) < f(x)-g(x)< Mg(x)
bo"ladi.
Bu munosabatdan hamda aniq integral xossalaridan foydalanib topamiz:

m? g(x)dx < T f(X)g(x)dx <M T g(x)dx.

b
a) [g(x)dx =0 bo'lsin. U holda

b
[f()g()dx=0
bo'lib, ixtiyoriy z(m < < M) da (3) o'rinli boladi.

b
b) [g(x)dx>0 bolsin. U holda



b
[ f(x)g(x)dx

m < <M

b
[ g(x)dx
bo’lib, )
b
[ f()g(x)dx

H="y
[g(x)dx

deyilsa, undan
b b
J 1009 (dx = [ g (x)dx
bo"lishi kelib chigadi. »
4-natija. Agar f(x) € C[a,b] bo’lib, g(x) e R([a,b]) va g(x) funksiya [a,b] da o'z
ishorasini 0"zgartirmasa, u holda shunday @ € [a,b] topiladiki,
b b
J 109(9dx = F(6)f g (x)dx

bo ladi.



MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASHQLAR

1. f(x) funksiyaning [a,b] da chegaralanganligi uning [a,b] da integrallanuvchi bo'lishining
zaruriy sharti ekani isbot-lansin.
2. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] da berilgan va chegaralangan bo’lib, P esa
[a,b] ning ixtiyoriy bolaklashi bo'Isin. Agar ¥x € [a,b] da f(x)< g(x) bo’lsa,
s(f,p)<s(g,p)

S(f,p)<S(g,p)
bo’lishi isbotlansin.

3. [a,b] segmentning ixtiyoriy bo"laklashi uchun
S(a f(X)+ S;P)=a s(f;P)+ p(b-a),
S(af(X)+f;P)=a S(f;P)+ p(b—a)
bolishi isbotlansin, bunda o, f € R
4. Agar f(x) € C[a, b] bo'lsa, u holda [a,b] ning ixtiyoriy bo'laklashi uchun Darbuning quyi
va yuqori yig'indilari f (X) funksiyaning integral yig indilari bolishi isbotlansin.
5. Aytaylik,
F(x) = Sln1 arap O0<x<1
0, arap X=0
bo'Isin. f(x) € R([0,1]) bo'lishi isbotlansin.
6. y= f(X) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo’lib, uning giymatlari [C,d] ga tegishli
bo’lsin. Agar CD(y) funksiya [C,d] da uzluksiz bo'lsa, u holda murakkab funksiya go(f(x)) ning

[a,b] da integrallanuvchi bolishi isbotlansin.
7. Ushbu

J1+cos? xdx < 2= /6

8

NS
IA
BN — NN

tengsizlik isbotlansin.
8. Ushbu
[P
a

tenglik isbotlansin.
9. f(x)eC((~o0,+)) bo'lib, u T (T #0) davrli funksiya bo’lsin. U holda V a e R
uchun

b
i} bl —
ax=p-a

a+T

jf(x)dx jf(x)dx

bolishi isbotlansin.
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