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KIRISh
Noma’lum funksiya, uning turli hosilalari va erkli o’zgaruvchilar
qatnashgan tenglama differensial tenglama deyiladi. Agar noma’lum funksiya ko’p
argumentli bo’lsa va tenglamaga funksiyaning shu argumentlar bo’yicha xususiy
hosilalari gatnashsa, bunday tenglama xususiy hosilali differensial tenglama
deyiladi. Masalan:
X % -y % =0
bunda noma’lum funksiya, ikkita erkli o’zgaruvchilarga bog’liq, ya’ni z = z(X, y).
Agar noma’lum funksiya y=y(x) bitta erkli o’zgaruvchining funksiyasi
bo’lsa va tenglamaga odatdagi hosilalar gatnashsa, bunday tenglama oddiy

differensial tenglama deyiladi, u quyidagicha belgilanadi:
Fy, Y. y") =0 (*)
Yugoridagi tenglama n - tartibli oddiy differensial tenglama.
1-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi deb, biror | oraligda
aniklangan n marta differensiallanuvchi va barcha xel uchun berilgan

differensial tenglamani qanoatlantiradigan, ya’ni y=¢(x) tenglamaga,
y(k) =(p(k)(x) (k=1,2,...,n) larni qo’yganda, uni ayniyatga aylantiradigan
y = @(x) funksiyaga aytiladi. y=¢(x) sillig chizig bunda ¢(x) differensial
tenglamaning yechimi integral chiziq (integral egri chiziq) deyiladi.

2-ta’rif. Biror | oraligda aniglangan parametrik ko’rinishda berilgan
x=x(), y=y() sillig funksiya (*) differensial tenglamaning parametrik
ko’rinishdagi yechimi deyiladi, agar quyidagi ayniyat bajarilsa:

D(X(t), y(t), V'), ..., YV () =0, tel.

3-ta’rif. | intervalda x = x(t), y=y(t) funkwiya (egri chiziq) silliq deyiladi,

agar x(t) va y(t) funksiyalar uzluksiz differensiallanuvchi bo’lib, bir vaqtda ikkalasi

nolga teng bo’lmasa. Differensial tenglamani yechish (integrallash) bu uni barcha

yechimlarini, ya’ni dastlabki tenglamada qgatnashayotgan noma’lum funksiyani,
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yelementar funksiyalar va ularning integrallari orqali ifodalashdir, bu amalni
bajarish mumkin bo’lsa, differensial tenglama kvadraturalarda integrallandi
deymiz.

1-Misol. Ushbu x?+y%?-2cx=0 (—o0,4w) integralda aniglangan
funksiya, quyidagi x?—y? +2xyy’=0 differensial tenglama yechimi yekanini
ko’rsatamiz. Hagiqatdan dastlabki tenglikni differensiallab, hosil gilamiz:

ox—2yy'—2¢=0, y = <%
y

Endi hosilaning topilgan ifodasini berilgan differensial tenglamaga
qo’ysak, unda quyidagicha bo’ladi:
x% —y% +2cx - 2x% = —(x* + y? —2cx) = 0.
Demak, x? + y2 —2cx =0 funksiya berilgan differensial tenglama yechimi

yekan.



| BOB. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALARNING ASOSIY TARIF VA TUSHUNCHALARI

Kvadraturada integrallanuvchi birinchi tartibli tenglamalarning asosiy sinfi:
o’zgaruvchilarga ajraluvchi, chiziqgli, bir jinsli, to’liq differensialli tenglamalar,

Bernulli tenglamasi
1-§. Bir jinsli differensial tenglamalar

Eng avval bir jinsli funksiyaga ta’rif beramiz.
Ta’rif. Agar f(x,y) funksiyada x va y o’zgaruvchilarni mos ravishda tx va ty
ga almashtirganda (bu yerda 0=t eR)
f(tx,ty) =t"f(x,y) (n—o’zgarmas son) (1.1.1)
shart bajarilsa, f(x,y) funksiya n o’lchovli bir jinsli funksiya deyiladi.
Masalan, f(x,y) =x/x’+y’ funksiya ikki o’lchovli bir jinsli funksiya
bo’ladi, chunki

f (X, ty) = tX4[t°X% +t2y% =t°x X2+ Y2 =t2- f(X,Y),

2 2
f(x,y) = )3(§+—‘53y’2 yesa nol 0’Ichovli bir jinsli funksiya, chunki

o) = o2 = 1 (xy)
X+ )
ya’'ni
f(tx,ty) = f(X,y) (1.1.2)

ayniyat o’rinli bo’ladi.
Nol o’lchovli bir jinsli funksiyani (p(%) ko’rinishda yozish mumkin.

Hagigatan ham t parametrni ixtiyoriy tanlab olish mumkin bo’lgani uchun t=1/x

deb olamiz, u holda bo’ladi:
f (x, y)=f(tx, ty)=f(1, y/ X)=¢ (y/x).



Ta’rif. Agar birinchi tartibli y =g(x,y) diffrensial tenglamaning o’ng
tomoni X va y ga nisbatan nol o’lchovli bir jinsli funksiya bo’lsa, bunday tenglama
bir jinsli tenglama deyiladi.

Shunday qilib, bir jinsli tenglamani quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:
v=o2) (L13)

X
Bir jinsli (1.1.3) tenglamani y/x=u(X) o’rniga qo’yish yordamida
o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltirish mumkin, u holda y=x-u(x) bu
yerda u=u(x)-yangi noma’lum funksiya. Keyingi tenglikni differensiallab,
y'=ux+u ni hosil gilamiz, y va y'ning giymatlarini (1.1.3) tenglamaga qo’yib,
quyidagi o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamani topamiz:
u-x=g@()—u= xdu=(p()-u)dx.

O’zgaruvchilarni ajaratamiz:

du  _dx (p(u)—u = 0).
pu)-u X
Integrallab topamiz
I du = %+C .
p(u)-u X

Integrallashdan keyin u o’rniga y/X nisbatni qo’yib, (1.1.3) tenglamaning
umumiy integralini hosil gilamiz.

Aytaylik ¢(u)-u=0 bo’lsin. Agar u=Uy bu tenglamaning ildizi bo’lsa, unda
bir jinsli tenglamaning yechimi y=ugx bo’ladi.

Izoh. Ushbu

M(x,y) dx +N(x,y) dy =0 (1.1.4)

tenglamada M(x,y), N(x,y) lar bir xil o’Ichovli bir jinsli funksiyalar bo’lganda bir
jinsli differensial tenglama bo’ladi.

1-Misol.  (*+y)dy+2xydx=0 fi(x,y)=x*+y* va f(x,y)=2xy differensial
tenglama bir jinslidir, chunki x*+y®va 2xy funksiyalar ikki o’lchovli bir jinslidir:
Hagigatan

fi(tx, ty) = ()" +(ty) =t (C+y)=t" fa(x, y)

fo(tx,ty)= 2(tx) (ty)=t>2xy = t* f,(X, ).
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Endi differensial tenglamani yechamiz, ya’ni u=u(x) funksiya Kiritib y=ux,
dy=u dx+x du. Unda
(¢ + x2 u?) (u dx+x du) + 2xudx =0
yoki ixchamlab,
(1+u?)dx+2ux dx=0
o’zgaruvchilarni ajratib,

dx 2u

X 1+u?

du=0

hosil gilamiz.
Integrallab, Inx+In(1+u®)=InC yoki x(1+u®)=C ni topamiz. u=y/x

almashtirishni hisobga olsak, berilgan tenglamaning umumiy integralini hosil

gilamiz:
X*+y*=Cx.
2-Misol. Ushbu
2 2 2
y':—y+“);_y yoki y’:%+ 1—[%] (x = 0)

bir jinsli tenglamani yeching.

Yechish: O’ng tomoni nol o’lchovli bir jinsli funksiyadan iborat, y/x=u
almashtirish bajaramiz, u holda y=ux, y'=u’x+u, y va y' ning ifodalarini
differensial tenglamaga qo’yamiz:

ux+u=u+vl-u®, ux=+1-u?
o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo’ladi.

Oxirgi tenglikni dx ga ko’paytirib x-v1-u? =0 ga bo’lamiz, 0’zgaruvchilar
ajraladi.

Integrallab, topamiz: arcsinu=Inx+InC. Bu yerdan y = xsin(In Cx).
3-Misol. Ushbu xy’ = ycosln% differensial tenglamani yeching.

Yechish: Berilgan tenglamani x ga bo’lamiz, bo’ladi

y’ =Y cosin Y s(p(lJ :
X X X



Demak, garalayotgan tenglama bir jinsli differensial tenglama, quyidagi
y=zX, z=z (x) almashtirishni bajaramiz. Unda y =z+xz’ bo’lib, berilgan
differensial tenglama, ushbu

Xz'+z=1zcoslnz

yoki
xE =z(cosinz-1)
dx

ko’rinishda bo’ladi. Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama. Unda
o’zgaruvchilarni ajratsak bo’ladi

dx _ dz

= (cosinz =1?)
X  z(cosinz-1)
Integrallaymiz
|n|x|+ |n|c| = I&
cosinz-1
yoki
du du u
Incx = =— =@Uu=Imhz)=Ihcx=ctg—
J‘cosu—l IZsinzg ( ) 92
yoki

|nCX=Ctgln—23|ncx=ctg 1|nXJ
2 2 X

berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi, bunda c ixtiyoriy o’zgarmas.
Endi cos In z=1 tenglikni ko’ramiz, bundan
7=, k=0+1+2,...=> y=xe?™, k=0+£1+2,..

yechim hosil bo’ladi.

y
4-Misol. [xe X — y]dx +xdy =0 simmetrik ko’rinishdagi differensial tenglama

integrallansin.

y

Yechish: Misolda M(x,y)=xex—y va N(xy)=x funksiyalar birinchi

tartibli bir jinsli funksiyalar. Hagigatan,

M (tx, ty) = (tx)e% —(ty) = t(xei - y] =tM(X,y) N(tx,ty) = tx =tN(X,Yy) .



Demak, berilgan tenglama bir jinsli differensial tenglama va uni yechish

uchun %:z almashtirish kiritamiz. Unda y=xz, dy=xdz+zdx ni tenglamaga

qo’ysak, bo’ladi
(x ye’—x z) dx+ x (xdz+ zdx) =0
yoki x= 0 ga qisqartirib ixchamlasak, bo’ladi
x dz + ye* dx =0.
O’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosil bo’ladi, X ye’= 0

deb, topamiz

—efdz = %

Integrallaymiz, bo’ladi
e? = In|x|+In|c| yoki e =In|cx| = z =—In Incx yoki Yo e,
X

bundan y=-x In Incx — differensial tenglamaning umumiy yechimini topamiz,

bunda C — ixtiyoriy o’zgarmas.
Bir jinsli differensial tenglamaga keltiriladigan tenglamalar.

Quyidagi tenglamani garaymiz:

dy ax+by+c (1.1.5)
dx ax+by+c, o

Bunda a,b,c,a;,b,,c, lar hagigiy sonlar.
Agar c=c;=0 bo’lsa (1.1.5) tenglama bir jinsli tenglama bo’ladi. Aytaylik,
lc|+|c,| # 0, unda ikki hol bo’lishi mumkin.

1) Determinant A = 2

b
#0.
c d

X=X +a, y=Yy,+pB deb yangi x; va u; o’zgaruvchilarni Kiritamiz, « va g
lar hozircha noma’lum o’zgarmaslar. Unda quyidagini hosil gilamiz:

dy, _ ax +by, +aa+bf+c (1.1.6)

dx, ax +by +aa+bp+c;




quyidagi tengliklar bajarilsa,

{aa+bﬂ+c=0 (1.1.7)

ao+bp+c =0
ya’'ni «, g lar (1.1.5) algebraik sistemaning yechimi bo’lsa bir jinsli tenglamani
hosil gilamiz:
% _ax, +by,

dx, ax +by,

2) Determinant

:1 bbl‘ =0 bo’lsa, (1.1.5) algebraik sistema yechimga yega

bo’lmaydi, bunday holda %:%:k, ya'ni a;=ak, b;= b k bo’ladi, (1.1.5)

differensial tenglamani dy _ax+by+c ko’rinishda yozish mumkin. z = ax+ by
dx k-(ax+by)+c,

almashtirsak, bu tenglamani o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.
Izoh: (1.1.5) tenglamani integrallashda qo’llanilgan usul
dy _ f( ax+by+c j
dx ax+by+c )’
bu yerda f — ixtiyoriy uzluksiz funksiya tenglamani integrallashda ham

qo’llaniladi.

5-Misol. Ushbu y' = ))((+ 3;_? tenglamaning umumiy integralini toping.

Yechish: Determinant: ‘i j =-2=%0

Quyidagi almashtirishni bajaramiz:
{x =X +a
y=y,+ B

%_xl+yl+a+ﬂ—3
d, X-y+ta—-pg-1

U holda quyidagiga yega bo’lamiz:
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Endi {“*ﬁ ‘f =9 Sistemani yechib, o=2, B=1 yekanini topamiz. natijada bir jins|i
o — —1 =

d_%+y tenglamaga yega bo’lamiz, uni Ny o’rniga qo’yish yordamida

dx X -y X

yechamiz: demak,

B T , _1+u
y, =UX, Y, _ux1+u,uxl+u_1—.
-u

Soddalashtirishlardan so’ng o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil

gilamiz:

2
Xlg_u+1+u oki 1—u2 dx,
X 1l-u 1+u X

Tenglamani integrallab, topamiz:

u —%In(l+ u?) =In|x,| + In|C| yoki Cxl\/m _ gartan

u=Yini o’rniga qo’ysak, quyidagiga yega bo’lamiz:
1

arctgh
CyxZ+y>=e X,
Nihoyat, x; =x — 2, y; = y — 1 almashtirishlarni bajarib, x va y

o’zgaruvchilarga o’tamiz:

y1
X—2

arctg

C=\(x-2)* +(y-1)* =e

2x+y-1

6-Misol. Ushbu vy’ = tenglamaning umumiy integralini toping.
y Ix12y+5 g g y g pIing

X=X+«

: : 2 1 :
Yechish: Determinant: ‘ ‘:0 demak, tenglamani {
4 2 y:y1+ﬂ

o’rniga

qo’yish yordamida yechish mumkin emas. Bu tenglamani 2x+y=z o’rniga qo’yish

yordamida o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiramiz, u holda y'=z'-2
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z-1 yoki 7/= 52+9

22 +5 22+5

desak, tenglama z'-2-= ko’rinishga keladi. Uni yechib

topamiz:

gz+lln|52+9|=x+C
5 25

Endi z=2x+y almashtirish bajarib x va y o’zgaruvchilariga o’tamiz:
10y —5¢ = ¢~ 7In[10x + 5y +9|
Ba’zi tenglamalarni y=:z" almashtirish orgali, bir jinsli differensial

tenglamaga keltirish mumkin. Bunda m — sonini shunday tanlab olish kerakki,

differensial tenglamaning barcha a’zolari bir xil o’lchovli (tartibli) bo’lsin, agar

X - 1 0’lchovli, y - m o’Ichovli, g_y ~m—1 o’lchovli ¢ =const - 0 0’lchovli
X

deb hisoblasak, o’lchovlar, darajalar kursatkichlardek ko’paytirilganda qo’shiladi,
bo’lishda esa ayiriladi.

Masalan, ushbu tenglamada yy’+7xy =5x® birinchi had o’lchovi m+(m-1),
ikkinchi had ulchovi 1+m, uchinchi had ulchovi 3.

Bu sonlarni tenglashtirib, hosil gilamiz.

m+(m-1)=1+m=3.

Bundan m=2. Demak, y=z° almashtirish berilgan differensial tenglamani
bir jinsliga aylantiradi. Hosil bo’lgan bir jinsli tenglama 2z°z'+7xz? =5x°
odatdagidek yechiladi.

Hagigatan:

yW+Txy=5x>, y=2°, y =2z

272%72' +Txz? =5x%°

7-Misol. Ushbu (4x° — y*)dx—2x*ydy = 0 tenglamani yeching.
Yechish: y=2z", dy=mz""dz almashtirish Kkiritamiz, bunda m hozircha
noma’lum son. Yendi y va dy ifodalarini berilgan tenglamaga qo’ysak, bo’ladi
(4x° —z*™Mdx—2x*z™ -mz"'dz = 0.
Bu tenglama bir jinsli differensial tenglama bo’lishi uchun unga qatnashgan

funksiyalarning o’Ichovi teng bo’lishi kerak, ya’ni
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6=4dm=4+m+m-1=6=4m=3+2m

3
2

Bundan m=g kelib chigadi. Aytaylik y=z2, unda berilgan differensial

tenglama ushbu ko’rinishda bo’ladi

ERP!
(4x° —z%)dx—2x"z2 >3 z2dz=0
yoki
(4x° - z°)dx—3x*z%dz =0
Endi z=u-x, dz=udx+xdu deymiz, unda x°- ga gisqartirib hosil gilamiz:
(4 —u®)dx—3u?(udx+ xdu) =0
yoki

(4-3u® —u®)dx—3u’xdu =0.
Bu tenglamada o’zgaruvchilarni ajratamiz:
dx _ 3u’du
X u*+3u®-4°
Integralaymiz, o’ng tomondagi integralda u®=t,dt=3u’du deb, unda

t+5

I I =— bl
nc+In|x| j 1

dt ‘I dt 141 let—;

43t-4 5t-1 t+4

t-D(t+4) 50\t-1 t+4

yoki cx5=%, t=u®> - ni hisobga olsak, ox®-U*-1)=u®*+4 lekin u=2
- X

2

(2 -x%)=z22+4x},  z=y® edi. Demak, o®(y?-x*)=y*+4x® berilgan
tenglamaning umumiy integrali.
Ushbu y'=f(ax+by+c) ko’rinishdagi tenglamalar z=ax+by+c

almashtirish orqali o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga keltiriladi.

8-Misol. Ushbu (x+2y)y’ =1differensial tenglamaning x=0 da y=-1
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish: Yangi z=z(x)ec’ funksiya kiritamiz, z=x+2y deb, unda

y' = % ¢ -1. Yendi y va y’ ifodalarini berilgan differensial tenglamaga qo’yamiz,

bo’ladi:
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%z(z'—l)=1:> 77'-1=2=>171'"=2+2.

O’zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo’ldi. dx ga ko’paytirib

z+2 =0 ga bo’lsak, o’zgaruvchilari ajralgan tenglamani topamiz:

Ldz:dx.
7242

Integrallaymiz

J‘Z+2—2

dz+Injcf=x=z-2In|z+2/+Inc—x
7+2

yoki oldingi funksiya y ga qaysak: x+2y—2In|x+2y+2|+2In|c| = x = ixchamlasak,

yoki x+2y+2=c-e’ tenglamaning umumiy integrali x=0

bo’ladi y = InXT2Y+2
C

da y=-1 boshlang’ich shartdan 0=c-e™* ya’ni ¢=0 ni topamiz.
Shunday qilib, boshlang’ich shartni  qanoatlantiruvchi  yechim:

X+2y+2=0.

9-Misol. Urinma osti urinish nuqtasining absissasi va ordinatasining
yig’indisiga teng bo’lgan egri chiziglarni toping.
Yechish: Masala shartidan ushbu differensial tenglamani tuzamiz:

l,:x+y:> ydx = (x + y)dy.
y

Bu tenglamada x=y-z almashtirishni bajarish qulaydir. U holda

dx = ydz+zdy va tenglama y(ydz+ zdy) = y(z+1)dy = ydz =dy; dz= dy ko’rinishga
y

keladi. Integrallaymiz z=Iny+Inc, = y=ce’ egri chiziglar oilasidan iborat yoki

x
y=c-e’.

10-Misol. y= f(x)egri chiziq (1,1) nugtadan o’tadi. Koordinatalar
boshidan bu egri chizigning ixtiyoriy nugtasida o’tkazilgan urinmagacha bo’lgan
masofa urinish nuqgtasining abssissasiga teng. Ko’rsatilgan egri chiziq tenglamasini

toping.
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Yechish: M(x,y) egri chizigning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsin, bu nuqtadan
0’tuvchi urinma tenglamasini yozamiz:
Y-y=Yy'(X-X),

bunda (X,Y) urinma nuqtalarining o’zgaruvchi koordinatalari, yoki
X —ilY+y—xy’:0
y

urinmaning umumiy tenglamasi. Yendi, nuqtadan to’g’ri chiziggacha bo’lgan
masofani topish formulasidan foydalanib topamiz, (0,0) nuqgtadan urinmagacha

bo’lgan masofa, bo’ladi

bu masofa masala shartiga ko’ra x ga teng. Demak izlanayotgan egri chizigning

differensial tenglamasi bo’ladi:

dy
‘y de
- =X
1+(y)*
yoki
dy yjz (dyjz
Pooaxy L4 x| 2| =xP x| =2,
y Xydx (dx dx
ya’'ni
2xyy:y2—x2
dx

bir jinsli differensial tenglama hosil bo’ldi. Almashtirish kiritamiz y=u-x, unda

ﬂ=u+x%, x> gisqartirib hosil gilamiz:
dx dx

2xud—u+u2+1:0.
dx

O’zgaruvchilarni ajratib topamiz:

22u du+%:0,
u-+1 X

In(u? +1)+In|x| = Inc = (u* +1)x =c.
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Lekin u =% yedi, y*+x*=cx. Masala shartiga muvofiq egri chiziq (1,1)

nuqtadan utadi: 1+1=s, s=2. Shunday qilib, izlanayotgan egri chizig tenglamasi
yZ + X = 2X
yoki
(x-D*+y* =1,

bu markazi (1; 0) nugtada radiusi 1 ga teng bo’lgan aylana.
2-§. Birinchi tartibli chizigli va unga keltiriladigan tenglamalar

Birinchi tartibli chizigli tenglama deb noma’lum funksiya y va uning
hosilasiga y’ nisbatan chizigli bo’lgan tenglamaga aytiladi.

Uning ko’rinishi

Y py =ax), (1.2.1)
X

bu yerda p(x),q(x) lar x ning (a,b) dagi giymatlari uchun uzluksiz funksiyalardir,
xususiy holda bulardan bittasi 0’zgarmas son bo’lishi mumkin.
Agar q(x) =0 bo’lsa, bu holda tenglama quyidagi
ﬂ+ p(x)y =0 (1.2.2)
dx

ko’rinishda bo’ladi va u (1.2.1) differensial tenglamaga mos chizigli bir jinsli

tenglama deyiladi. Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama, uning umumiy
yechimi:

y=c- g P00 (1.2.3)

Teorema. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamaning umumiy
yechimi:

y = e_Jp(X)dX (c+ J'q(x)ejp(x)dxdx) (1.2.4)

formula orqgali ifodalanadi, bunda s — ixtiyoriy o’zgarmas son.

Bu teoremaning isbot yetish uchun bir nechta usullardan foydalanish

mumkin, masalan:
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a) 0’zgarmasni variasiya usuli bilan, bunda (1.2.1) tenglamaning yechimini

y = c(x)~e_IP(X)dX (1.2.5)

ko’rinishda izlaydilar, bunda c(X) — yangi noma’lum differensiallanuvchi funksiya.

1-Misol. Lagranj - o’zgarmasni variasiyalash usuli bilan ushbu
y' —ysin X =sin Xcosx
chiziqli differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish: Avvalo bu tenglamaga mos bir jinsli tenglamani yechamiz:

y'—ysinx=0
ﬂ:ysinx:ﬂzsinxdx
dy y

integrallaymiz:

In|y| = —cosx+Injc| = y=C-e™***
bu bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi, bunda S — ixtiyoriy o’zgarmas.

Endi bu tenglikda S=S(x) deb berilgan differensial tenglamaning yechimini
quyidagi ko’rinishda izlaymiz:
y=C(x)-e “* = y'=C'(x)e" " +C(x)-sin x- e “**
endi berilgan tenglamaga u va y’ ifodalarni qo’yamiz:
C'(x)-e ™ +C(x)sin x-e " —C(x)sin x-e~“** =sin Xxcosx
yoki
C'(x)-e " =sin xcosx = C'(x) = sin xcosxe“**.
Keyingi tenglikdan topamiz:
C(x) = fsin Xcosx-e“* dx+C,

O’ng tomondagi integralda t=cosx deb oson topish mumkin:

CosX

C(X) = —cosxe™* +e“* +C.

Demak, berilgan chizigli differensial tenglamaning umumiy yechimi
y =C(x)-e " =e " (-cosxe™ +e“** +C)

yoki

—COsX

y =Ce —Ccosx+1

17



bo’ladi, bunda C - ixtiyoriy 0’zgarmas.

2-Misol. Ushbu y’—%y: xcosx chizigli tenglamani integrallang.

Yechish: Oldin mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

Y _Y_gdan -
dx x y X

integrallaymiz
Inly|=l|x+InC, C>0=y=C-x,
bunda C — ixtiyoriy o’zgarmas.
Endi C =cC(x) deb, berilgan tenglamaning yechimini y = C(x)-x ko’rinishda
izlaymiz, ya’ni o’zgarmasni variasiya usulini qo’llaymiz:
y'=C'(X)-x+C(x).
u va vy ifodalarni berilgan tenglamaga qo’yib, berilgan differensial

tenglamaning umumiy yechimini

y =Cx+sinx

ko’rinishda topamiz, bunda C — ixtiyoriy o’zgarmas.

3-Misol. Ushbu %—X:x2 chizigli tenglamaning boshlang’ich shartni
X X

y() =% ganoatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish: Oldin mos bir jinsli %_X:o tenglamaning umumiy yechimini
X X

topamiz.

Ravshanki, d—;/:d—):( , bundan u =Cx, C — ixtiyoriy o’zgarmas.
Endi berilgan tenglamaning yechimini
y=C0-x *)
ko’rinishda izlaymiz, C(x) — noma’lum funksiya.
Endi u va y’ ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz:
C'(X)-x+C(x)—C(x) = x*
18



yoki
C'(x) =x

bundan integrallab topamiz

2

C(x) = X? +C,
buni (*) tenglamaga qo’yib, berilgan tenglamaning umumiy yechimini
y =Cx+ % X3,
bunda C — ixtiyoriy o’zgarmas, ko’rinishda topamiz.
2-chi 0’rniga qo’yish usuli
b) (1.2.1) differensial tenglamaning yechimini quyidagi ko’rinishda
izlaymiz
y=u-v (1.2.6)
bunda u=u(x), v=v(x) noma’lum funksiyalar bo’lib, birini aytaylik v ni ixtiyoriy
tanlab olish mumkin.
Almashtirishni  bajarsak, ya'ni y=u-v, y'=uv+u’ lami (1.2.1)
tenglamaga qo’ysak
u'v+uv' + p(x)u-v=q(x)
tenglamani hosil gilamiz. Bundan
u'v+ (v + p(x)v)u = q(x) .
Yugqorida aytib o’tdik v(x) funksiyani ixtiyoriy tanlab olish mumkin deb,

uni v’ + p(x)v = 0 shartdan topib olamiz
v fP0 (1.2.7)

Ikkinchi noma’lum funksiya u(x) ushbu u’~e_jp(x)dx=q(x) tenglamani

integrallash orqali hosil bo’ladi:
u(x) = J'q(x)ejp(x)dxdx+c, (1.2.8)

endi, u(x) va funksiyalar uchun topilgan (1.2.7) va (1.2.8) ifodalarni ko’paytirsak

(1.2.4) formulani hosil gilamiz.
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4-Misol. y’ -3y = 2¢e* tenglamani yeching.

Yechish:  Yechimni  y=u(x)-v(x) ko’rinishda izlaymiz, bunda
u=u(x), v=v(x) hozircha noma’lum funksiyalar, vy sa y'=uv+uv’ larni
tenglamaga qo’yib, topamiz:

u'v+uv’ +3uv = 2e”

u'v+ u(ﬂ —3v) =2e”
dx

v(x) noma’lum funksiyani shunday tanlab olamizki qavsdagi ifoda nolga teng
bo’lsin:
dv dv

— —3v=0=> —=3dx
dx \Y;

integrallaymiz
In[v| =3x+1Inlc|, v=c-e*, c=1 desak,

bo’ladi v(x) =e*.
u(x) noma’lum funksiyani e* 3—” = 2e* tenglamadan topamiz, bo’ladi
X

du =2e7** -dx.
Integrallasak, u(x) =-e® +c.
Endi, u(x) va v(x) funksiyalarning ifodalarini ko’paytirib, berilgan
differensial tenglamaning umumiy yechimini hosil gilamiz

y=c-e¥ —e*,

bunda ¢ — ixtiyoriy 0’zgarmas.

Ba’zi differensial tenglamalar chizigli bo’ladi, agar noma’lum funksiya y

va argument x ning rollarini almashtirsa.

5-Misol, & - - tenglamani yeching.
dx 8x-y

Yechish: Bu tenglamada y — noma’lum funksiya bo’lib, X argument.
Ravshanki bu tenglama y ga nisbatan chizigli emas.
Agar x va y larning rollarini almashtirsak, ushbu
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dx 8 ,
—=—x=y% X(y)=a(y)x+b(y)

dy 'y

chizigli tenglamaga kelamiz. Buning umumiy yechimini, qo’yidagi

x(y)=c- gl | o Jrney jb(Y) : efjamdydy
formula orgali topish mumkin, tenglamamizda a(y) = %, b(y) = -y>.

Natijada, bo’ladi:

[y
X(y)=c-e”? -—e

Demak, tenglamaning umumiy yechimi

X =cy® +%y8 -y exm X =¢y® +%y3 , bunda ¢ — ixtiyoriy o’zgarmas.

Ushbu
y+a(x)y =b(x)y" (1.2.9)

differensial tenglama (bunda m— haqiqgiy son, m=0, m=1) Bernulli tenglamasi
deyiladi.

Bu tenglamani chizigli differensial tenglamaga keltirish oson buning uchun
(1.2.9) ning ikkala tomonini y™ =0 bo’lamiz, bo’ladi

y "y +a()yt " =b(x),
Endi z=2z(x) yangi funksiya kiritamiz y*™ =z deb, unda z’=@1-m)y ™.y’ va
yuqgoridagi differensial tenglama quyidagi ko’rinishga keltiriladi
Z’+(1-m)-a(x)z=(@2-m)b(x)

ya’ni chiziqli differensial tenglamagani hosil qildik.

Izoh. Bernulli tenglamasining yechimini to’g’ridan-to’g’ri y =u(x)-v(x)
almashtirish yordamida ham topish mumkin. Buni misolda ko’rsatamiz.

6-Misol. Ushbu xy’+y = y?In x Bernulli tenglamasini yeching.

Yechish: Bu tenglamani yechish uchun y=u-v, (u=u(x), v=yv(x))
almashtirishni bajaramiz, y’=u'v+uv’ bo’ladi

XU'V+ Xv'U+uv =u?v?Inx,

yoki
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Xu'v+u(xv’' +v) =u®v?In x
xv'+v =0 bo’lishini talab gilamiz.

Unda &= - jnv=—in x+Inc, c=1deb v="1 i topamiz.
X

\Y X

Ikkinchi noma’lum u =u(x) funksiyani xu'v=u?v?Inx tenglamadan topamiz
V= % ni hisobga olsak, bo’ladi

du ,Inx du Inx
u = — =

integrallab hosil gilamiz

1=1¢1x+1+cx::>u= X

—_—, Yy=UuU-Vv
u x Inx+1+cx

ekanligini hisobga olsak, bo’ladi

1
Y I xtliox

bu berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.
Ravshanki, bizning tenglamamiz bundan tashgari y = 0 yechimga yega, bu

yechim ¢ =« da umumiy yechimdan hosil bo’ladi.

7-Misol. Shunday egri chiziglar topilsinki, uning ixtiyoriy nugtasidan
o’tkazilgan urinma, shu nuqtadagi radius-vektor va absissa 0’qining kesmasi bilan
hosil bo’lgan uchburchak yuzi 0’zgarmas a° ga teng bo’lsin.

Yechish: Egri chizigda ixtiyoriy M(x,y) nugta olamiz.

Uchburchak yuzi:

S :%OA-MN

ON =X, MN=Y

O’rinma osti

AN = l,; chizmadan ko’rinadiki
y

OA=ON-AN &m OA=X -2
y

Masala shartiga ko’ra
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ly[x_lj:aZ: yl: y
2 y'
yoki

dx 1  2a°

—=—Xx- *)
dy y y?

X-ga nisbatan chizigli differensial tenglamani hosil gildik.
Bu tenglamani o’zgarmasni variasiya metodi bilan yechamiz, shu uchun

oldin unga mos bo’lgan chiziqli bir jinsli tenglamani yechamiz:

dx X cogr : B
d_y = ; = X=C-y,C— lxtlyorly 0 zZgarmas.

Ushbu x=c(y)-y, bunda c(y) hozircha noma’lum, (*) ko’rinishda

differensial tenglama yechimini izlaymiz:

?=c(y)+y-c'(y)
y

2a?

c(y)+y-c’(y):c(y)—7 = soddalashtiramiz,

2a? a’

bo’ladi: ¢'(y) =-—- , integrallaymiz: c(y):7+c.

Endi c(y) ifodasini x=c(y)-y ga qo’yib, berilgan tenglamaning umumiy
integralini topamiz:
a’ .. 2 2
X= 7+C Yy €Kkua Xy=a +c¢y-,

bunda ¢ — ixtiyoriy o’zgarmas.

8-Misol. Shunday egri chiziglar topilsinki, uning ixtiyoriy nugtasidan
o’tkazilgan urinmaning urinma osti uzunligi urinish nuqtasining o’rta arifmetigiga
teng bo’lsin.

Yechish: Egri chizig tenglamasi y=f(x) bo’lsin, uning grafigida ixtiyoriy
nugta M(x,y) bo’lsin.

X+Yy

Urinma osti: AN = 2. . Masala shartiga ko’ra |AN| =
y

Shunday qilib oxirgi ikkita tenglamalardan, ushbu
23



Y €xu —=
y' 2 dx x+vy
bir jinsli differensial tenglamani topamiz, yoki
dx 1 1
—=—— X4 —
dy 2y 2

X — ga nisbatan chizigli differensial tenglamani topamiz.
Differensial tenglamani yechib, egri chiziq tenglamasini hosil gilamiz

(tenglamani yechish kitobxonga topshiriladi).
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11 BOB. ASOSIY QISM

1-§. Simmetrik ko’rinishdagi differensial tenglamalar

Quyidagi x va vy nisbatan simmetrik ko’rinishdagi birinchi tartibli
differensial tenglamani ko’rib chigamiz:

M&y dx+N&ydy=0 (2.1.1)

Bu yerda M&y va N&y , DcR?sohada uzluksiz differensiallanuvchi

x,y - argumentlarga bog’liq bo’lgan funksiyalardir. Ba’zi hollarda (2.1.1)

tenglama hech bo’lmaganda, birorta quyidagi differensial tenglamalarning biriga

ekvivalentdir:

ﬂ__l\/l((,y: Ki d_X__N(('YZ 212
T ONGyS T dy T My (212)

1 — ta’rif. (2.1.1) tenglamaning yechimi (oshkora ko’rinishda) deb, Y =R
intervalda aniglangan va (2.1.1) tenglamani hamma xeY (yoki hamma yeY)
larda tenglikka aylantiradigan y=y& (yoki x=x€ ) differensiallanuvchi
funksiyaga aytiladi.

Parametrik ko’rinishdagi yechim tushunchasi yanada umumiy bo’ladi.

2 — ta’rif. YR intervalda parametrik berilgan x=x¢_, y=yq sillig
funksiya (1)-tenglamaning yechimi (parametrik ko’rinishda) deb aytiladi, agar
quyidagi tenglik bajarilsa:

M&Cy Cix€CrN&«CyCdyC=0, VLeY

2 — ta’rif uchun gayd. x=x¢, y=yq funksiya (egri) YcR intervalda
sillig deb aytiladi, agar x va y uzluksiz hosilalarga x,y/ ega bo’lsa va bu
hosilalar bir vagtda nolga aylanmasa.

3—ta’rif. €, y nugta (2.1.1) tenglamaning muhim nuqtasi deb aytiladi,
agar

ME,y =N,y =0.
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4—ta’rif. x=x¢€, y=y¢ sillig chizigning grafigi (bu yerda, x€;y(
(2.1.1) tenglamaning yechimi) (2.1.1) tenglamaning integral chizig’i (egri chizig’i)
deb aytiladi.

Misol. x€> —5y2§x+ y€x’ — yzgly:O

Tenglama parametrik  ko’rinishdagi X = cos2tcost, Yy =cos2tsint,
t e Ryechimga ega. Bunga bevosita berilgan funksiyani tenglamaga qo’yib ishonch

hosil gilish mumkin.

Berilgan tenglamaning integral chizig’i 57-chizmada chizilgan. U t=%

yoki t=3T” bo’lganda 0Q,0_ nugta orqali o’tadi. Birinchi holda, urinmaning

burchak koeffisiyenti 1 ga teng, ikkinchi holda esa -1 ga teng. 0@,0  nugta
tenglamaning muhim nugqtasi bo’ladi.

5-ta’rif. Birinchi  tartibli  differensial tenglama  kvadraturada
integrallanuvchi (yoki oddiygina integrallanuvchi) deb aytiladi, agar uning
umumiy yechimi kvadratura va chekli sonli elementar (algebraik) amallar
yordamida olingan bo’lsa.

Aytaylik, M&y va N&y ochig GcR® to’plamda uzluksiz bo’lsin.
Aytaylik, D=G/T bo’lsin, bu yerda T- (2.1.1) tenglamaning maxsus nuqtalari
to’plami M va N - ning uzluksizligidan va ham maxsus nuqtaning ta’rifidan,

ixtiyoriy &,, y, €D nugta uchun shunday uning atrofini ko’rsatish mumkinki,
unda Mé&y »0 va yo N&y »0 ekanligi kelib chigadi. Bu atrofda (2.1.1)

tenglama (2.1.2) tenglamalarning hech bo’lmaganda biriga ekvivalentdir. Agar

boshlang’ich &,, y, nhuqta D- ga arashli bo’lsa, unda Koshi masalasining yechimi

shu nuqtaning ba’zi atrofida (2.1.2) tenglamaning biri Koshi masalasining yechimi
bo’ladi. Bundan quyidagi teorema kelib chiqadi.

1 — teorema. Faraz gilaylik, D - sohada quyidagi shartlardan biri bajarilsin:

- oM ON i - - oM ON
1°) M ¢, 0, — va — mavjud va uzluksizdir; 2°) N, 0 — va —
IM&y #0, = o J ) N&y 20 7 ox
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mavjud va uzluksizdir. U holda D- sohasi (2.1.2) tenglamaning ikkinchi tengligi
uchun 1° holda va birinchi tengligi uchun 2° holda yagonalik sohasidir.

Agar ixtiyorly EcD to’plamda yo M =0 va yo N=0 bo’lib, (2.1.2)
tenglama u yoki bunisi uchun mos ravishda yagonalik sohasi bo’lsa, u holda D
(2.1.1) tenglama uchun yagonalik sohasi deb aytiladi.

6 — ta’rif. (2.1.1) tenglama G - sohada to’liq differensialli tenglama deb
aytiladi, agar differensiallanuvchi Q&y funksiya mavjud bo’lib, (2.1.1)

tenglamaning chap tomoni uchun G - sohada to’liq differensialni hosil qilsa, ya’ni

dQ:@dx+@dy: M &y dx+N &y dy
OX oy

Bunda €,y G ixtiyoriy nugta.

6 — ta’rif uchun gayd. 1) (2.1.1) — to’liq tenglama dQ&,y =0 tenglamaga

teng kuchlidir. Bundan ko’rinib turibdiki, uning umumiy integrali D=G/T- da
Q«&,y =c nishat hosil giladi, bu yerda s - hamma joiz giymatlarni gabul giladi. Bu
nisbat R?- ning tekisligida hamma integral egri chiziglar to’plamini aniqlaydi.

2) Koshi masalasining yechimi (2.1.1) tenglamaning boshlang’ich
giymatlari €, y, uchun Q&y =Q&,,y, nisbatni aniglaydi. Agar &, y, nugta
(2.1.1) to’liq tenglamaning maxsus nuqtasi bo’lmasa, u holda Koshi masalasi
&, Y, boshlang’ich giymatlari bilan, shu nuqtaning atrofida yagona yechimga
ega.

Misol. xdx+ydy=0 tenglama wuchun umumiy integral x*+y*=c

ko’rinishda yoziladi (buni bevosita differensiallab tekshirish mumkin). Bundan
ko’rinib turibdiki, umumiy integral bilan aniglanadigan integral chiziglar, markazi
koordinata boshida joylashgan konsentrik aylanalardan iborat bo’ladi. Tenglama

boshlang’ich shartli y@ =0 yechimga ega emas. ¢,0 nuqta maxsus bo’lsa, ya’ni

0,0 =T, yagonalik sohasi D quyidagi ko’rinishga ega: D= 4,y x=0 6z y#0
Koshi masalasining yechimi boshlang’ich sharti y€=+3 bilan

X +y?=1"+ (/§f yoki x*+y?=4 ko’rinishga ega. c=4 munosabatda aylana

M, €3 / nuqtadan o’tadi.
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2 — teorema. Faraz qilaylik, M&y va N&y_ funksiyalar D- ochig

to’plamda uzluksiz differensiallanuvchi bo’lsin. (2.1.1) tenglama to’liq
differensiallanuvchi bo’lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarurdir:

M_N vey:ED (2.1.3)

oy ox ' —

Agar D-to’plam bir bog’lamli soha bo’lsa, u holda (2.1.3) — shart
yetarlidir.

2 — teorema uchun gayd. D-to’plam bir bog’lamli deb aytiladi,
agarixtiyoriy unda yotuvchi yopiq egrilikni D-to’plamga qarashli bo’Igan nuqtaga
bog’lash mumkin bo’lsa, bog’lash jarayoni mobaynida egrilik D- to’plami
chegaralaridan chiqib ketmasligi lozim.

Isbot. Faraz qilaylik, (2.1.1) tenglama to’liq bo’lsin. U holda, to’liq

tenglama ta’rifidan

Q - 0Q _ - ~
&_M((,y,, Y N(<,y,_V_(<,y,€D (2.1.4)

kelib chigadi. Birinchi tenglikni y- bo’yicha, ikkinchi tenglikni x- bo’yicha

2 2
differensiallab, 29 _M ~ 9Q N

oxoy oy Oyox O
hosilalar uzluksizdir va ular tengdir. Bundan esa, (2.1.3) — shartning to’g’riligi
kelib chigadi.

Aytaylk, D- birbog’lamli to’plam bo’lsin. Bu holda (2.1.3)-shart yetarli

- ga ega bo’lamiz. Darhaqiqat, aralash

ckanligini ko’rsatamiz. (2.1.4)-tenglikdan y- ni doimiy hisoblab, birinchisini x-

bo’yicha integrallaymiz:

Q&Y = [M&yIx+p@ (2.1.5)
bu yerda x, - D yagonalik sohasidan ixtiyoriy nugtasining absissasidir. o€ -y- ga
bog’lig bo’lgan doimiy integrallovchi ¢ - funksiyani shunday tanlab olamizki,

(2.1.4) shartlarning ikkinchisi bajarilsin. Buning uchun, (2.1.5) tenglikda x- ni

doimiy deb, y- bo’yicha differensial olamiz:
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aQ _ o'
oy o

(2.1.3) ni hisobga olsak,

{J'M(( ydx}r(p ¢ = I—dX—H/) ¢ =N&y. (2.1.6)

Xo

ji—')\(l dx+¢' ¢ =N&y YOKi N&y -N&,y +ro' ¢ =N&y .
Xo
Bu yerdan,
-~ . ~ y
o' ¢ =N,y yani p§ = [N&,ydy (2.1.7)
Yo

kelib chigadi. Bu yerda y,-D Yyagonalik sohasiga tegishli ixtiyoriy nuqtaning

ordinatasidir, doimiy ixtiyoriy o’zgarmasni nolga teng deb hisoblaymiz. (2.1.5) va

(2.1.7) tengliklaridan
X y
Q&y = [M&ydx+ [N&ydy
Xo Yo

kelib chigadi.
Shunday qilib, agarD- sohada (2.1.1) tenglamaning maxsus nuqtalari
bo’lmasa va (2.1.3) shart bajarilsa, u holda (2.1.1) tenglamaning umumiy integrali

quyidagi formula bilan ifodalanadi.
X y
[M&ydx+ [N&,ydy=C, €.y, £D (2.1.8)
Xo Yo

Bu yerda S — (2.1.8) tenglikning D- sohada integral chiziglarni aniglovchi
giymatlarini gabul giladi. Shuni gayd etish lozimki, (2.1.8) tenglikda fagat bitta

ixtiyoriy o’zgarmas S-mavjuddir.
2 — misol. (4—i—de+—ydy 0 tenglamani yeching.

Yechim. Bizga ma’lumki, D= 4,y ] x=0 - shu tenglamaning yagonalik

sohasidir.

2
M&y=4-L  Ngy=2
X X

belgilab va (2.1.3) — shartning bajarilishini tekshiramiz.
oM 2y oN_ 2y ., .0M 0N

=-=2 , —=-=ya’ni =—.
oy x° OX N oy  oXx

29



Berilgan tenglama to’liq bo’ladi va uning umumiy integrali (2.1.8)

ko’rinishga egadir. Bu yerda ¢, y, -D sohaning ixtiyoriy nugtasidir. Faraz

gilaylik, x, =1 va y, =0 bo’lsin. Agar €0 & D bo’lsa, u holda

X 2 y
j[4—y—2]dx+ jz—ydy=C.
1 X 0 1

2
Bu tenglikni integrallab, 4x -4+y7— y’+y?=c - ga ega bo’lamiz. c=c, +4

orgali belgilab, berilgan tenglama uchun umumiy integralni topamiz:

2

4x+y—:c.

X

3°. Integrallovchi ko’paytuvchi. Faraz gilaylik, (2.1.3) shart bajarilmasin, u

holda (2.1.1) tenglama to’liq bo’lmaydi. Lekin uni integrallashimiz mumkin, agar
shunday ochiq D, c D to’plamda berilgan &y >0 funksiyani topib, uni (2.1.1)
tenglamaning har bir hadiga ko’paytirganda u to’liq bo’ladi.

1€y M&y dx+ €y N&ydy=0 (2.1.9)

Bu funksiya (2.1.1) tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi deb
aytiladi. (2.1.9) tenglamaning umumiy yechimi (2.1.1) tenglamaning umumiy
yechimi bilan mos tushadi.

Hamma xil (2.1.1) tenglama uchun, bu yerda M va N - uzluksiz
differensiallanuvchi  funksiyalar, integrallovchi ko’paytuvchi mavjudligini
isbotlaymiz.

Faraz gilaylik, (2.1.1) tenglama to’liq bo’lmasin. Mavjudiylik va yagonalik

teoremalariga asosan, (2.1.1) tenglama noma’lum ko’rinishdagi u&y =C

umumiy yechimga ega. Bu tenglikni x- bo’yicha differensiallab, a—u+%%=o
ega bo’lamiz.
(2.1.1) tenglamadan ﬂ:_m kelib  chigadi, u holda
dx N&y
ou ~ ou ~
—M = —IN .
P ¢y o ¢y
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- orgali bu ikkita tenglik nisbatining umumiy kattaligini belgilaymiz, u
holda

H&yM&y %uw(my:N €y (2.1.10)

a_
OX

u¢y =c (2.1.1) tenglamaning umumiy integrali bo’lishidan, biz Z—l:( dx + %u dy=0

ga ega bo’lamiz. Bu yerdan (2.1.10) munosabatni hisobga olsak, to’liq bo’lgan
(2.1.9) ko’rinishdagi tenglamaga ega bo’lamiz. Binobarin, x&y - (2.1.1)
tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisidir.

(2.1.9) tenglama to’liq bo’ladi, (2.1.3) shart natijasida integrallovchi
ko’paytuvchi

6¢‘M/—a(lN’yoki Ma_ﬂzNa_ﬂ+ﬂ(ﬂ_%J:o (2.1.11)

oy X oy o oy o

munosabatni ganoatlantirsa.

(2.1.11) differensial tenglama izlanayotgan u &y - funksiyaga nisbatan

xususiy hosilali tenglama bo’ladi. Uning ixtiyoriy xususiy yechimi integrallovchi
ko’paytuvchi bo’ladi. Lekin, (2.1.11) tenglamani integrallash oddiy differensial
tenglamalarni integrallashga garaganda murakkabdir, lekin (2.1.10) tenglamadan
bir necha xususiy hollarda integrallovchi ko’paytuvchini aniqlash oson. Bu xususiy

hollarni garab chigamiz.

1) _axj /N munosabat fagatgina x bo’yicha g € funksiya bo’ladi. U

holda . € =exp Ig & dx_funksiya integrallovchi ko’paytuvchi bo’ladi.
oM oN . .. - . o
2) (_xj / M munosabat fagatgina y bo’yicha p€ funksiya bo’ladi.

U holda x € =exp l jp(@iy_ funksiya integrallovchi ko paytuvchi bo’ladi.

1 —misol. € —3y? gx-+2xydy =0 tenglamani yeching.

Yechim. Bu yerda M=x*-3y*, N=2xy (2.1.3) shart bajarilishini
tekshiramiz:

aM:_Gy’ ®=2y’ aﬂ;taN

oy oX oy x
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bundan tenglama to’liq emasligi kelib chigadi. Quyidagi nisbatni tuzamiz:

M _oN
oy oX _—6y—2y:—_4

N 2xy X g€

g &« - funksiya fagatgina x bo’yicha bo’lganligi uchun integrallovchi ko’paytuvchi

1€ = exp“(— ;jdx} _p4inx _ y4

ko’rinishga ega. Bu yerda doimiy integrallovchi aniqlik uchun nolga teng deb

olingan. Berilgan tenglamani integrallovchi ko’paytuvchiga ko’paytirib,

2
[%—%de+zldy:0
X® X X

ga teng bo’lamiz. Bu tenglama to’liq bo’ladi (haqiqatdan ham, %/I = 2—': = —6X—32).

Bu tenglamaning yagonalik sohasi D= 4,y :x=0 bo’ladi. x,=1, y,=0 deb, faraz

qilib, (2.1.8) formuladan umumiy integralni topamiz:

X l 3y2 y2y
7—7jdx+ Il—?)dy:C
1 0

2

y

Bu tenglikni integrallab, —%+1+?—y2+y2=c ga ecga bo’lamiz. Bu

tenglikning ikkala tomonini ham x°- ga ko’paytirib, y*=cx®+x*- ni topamiz. Bu
yerdan ¢, =c-1.

2 —misol. (/+xy2§x—xdy:0 tenglamani yeching.

Yechim. (2.1.3) — shart bajarilishini tekshiramiz:

oM ON oM  ON .
—=1+2xy, —=-1, —=#—,
oy OX oy OX

bundan tenglama to’liq emasligi kelib chigadi. Quyidagi nisbatni tuzamiz:

oM ON

ox 1+2xy+1 2 ~
ay = y2 = — = p‘//_
M y + Xy y

Integrallovchi ko’paytuvchini topamiz:

R
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Mos keluvchi to’liq tenglama

[l+xjdx—izdy:0(ﬂ:@:—izj
y y oy OX y

ko’rinishga ega. Bu tenglama uchun yagonalik sohasi D= 4,y iy =0 bo’ladi.
Faraz qgilaylik, x, =0, y, =0 bo’lsin. Umumiy integralni topamiz:

]‘(% + xjdx— i[%dy =C

0 1

2
bu yerdan, tenglamani integrallab, X +X? =c- ga ega bo’lamiz.
y
4°. O’zgaruvchilarga ajraluvchi tenglamalar. Amaliyotda tez-tez uchrab
turadigan (1) tenglamaning ikkita xususiy hollarini ko’rib chigamiz.

7 _— ta’rif. Faraz qilaylik, (2.1.1) tenglamada M va N funksiyalar

fagatgina bitta argumentga bog’liq bo’lsin, ya’ni M=m& _va N =n¢ .

m& dx+ng dy=0 (2.1.12)
ko’rinishdagi tenglama o’zgaruvchilarga ajralgan tenglama deb aytiladi.
(2.1.12) tenglama to’liq tenglama bo’ladi. Hagiqatdan ham, %n - % =0,

ya'ni (2.1.3) — shart bajariladi. (2.1.8)-formulaga ko’ra, (2.1.12) tenglamaning

umumiy integrali

[me@x+ [ngBy=c (2.1.13)

ko’rinishga ega.

8 — ta’rif. Faraz qgilaylik, (2.1.1) tenglamada M va N funksiyalar har biri
fagatgina bitta argumentga bog’liq bo’lgan, ikkita funksiyaning ko’paytmasi
ko’rinishida berilgan bo’lIsin, ya’ni

m& m§ dx+m, & n, ¢ dy=0 (2.1.14)
ko’rinishdagi tenglama o’zgaruvchilarga ajraluvchi tenglama deb aytiladi.

(7) va (8) ta’riflar uchun gayd. (2.1.13)-formuladagi har bir integral

ostidagi ifoda faqatgina bitta argumentga bog’liqdir (x- dan yoki y- dan), ya’ni
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o’zgaruvchilar ajralgan. Bundan esa, (2.1.12) va (2.1.14) tenglamalarning
nomlanishi kelib chigadi.

Umumiy holda (2.1.14) tenglama to’liq bo’lmaydi. Lekin, uni (2.1.12)
to’liq tenglama ko’rinishiga olib kelish mumkin, agar integrallovchi ko’ pytuvchi

sifatida

1&y = (2.1.15)

_
n ¢ o, &_
belgilasak.

Hagigatdan ham, (2.1.15) integrallovchi ko’paytuvchini (2.1.14)

tenglamaga ko’paytirsak,

ga ega bo’lamiz.

Oxirgi tenglama

(2.1.12) tenglama ko’rinishiga ega bo’ladi. Bundan esa, (2.1.14)
tenglamaning umumiy integrali (2.1.13) ko’rinishga ega bo’ladi.

1 —misol. x-yy' =0 tenglamani yeching.
Yechim. Berilgan tenglamani (2.1.1) ko’rinishda yozamiz. y’ =% bo’lsa,

tenglamaning har bir tomonini dx- ga ko’paytirsak, xdx+ ydy =0- ga ega bo’lamiz.
Bu yerda, M =x, N=y, bundan esa, bu tenglama o’zgaruvchilarga ajralgan
(2.1.12) ko’rinishdagi tenglama ekanligi kelib chigadi. x,=0, y,=0 deb, faraz
qilib, (2.1.8) yoki (2.1.13) formuladan umumiy integral

X y
jxdx+jydy=c topamiz. Bu tenglikni integrallab va ikkala tomonini 2-ga
0 0

ko’paytirib, x*+y? =c, topamiz, bu yerda c, = 2c.
2 —misol. x+xy+y ¢+xy =0 tenglamani yeching.
Yechim: Berilgan tenglamani (2.1.1) ko’rinishda yozib olamiz:
x€+y dx+ €+ x ydy =0.

34



Bu tenglama to’liq bo’lmaydi, ya’ni
oM ON oM  ON .
oy

Lekin, bu tenglama (2.1.14) ko’rinishdagi o’zgaruvchilarga ajraluvchi tenglama
bo’ladi, bu yerda

m & =x, Mg =1+y, m,& =1+x, n, @ =y (2.1.15)
formulaga asosan, integrallovchi ko’paytuvchini topamiz:

1 1
Mm@, € C+y L+x_

Tenglamaning har bir hadini &y - ga ko’paytirib, o’zgaruvchilarga

H&y =

ajralgan ﬁdx+ ﬁdy =0 tenglamaga ega bo’lamiz. Bu tenglamaning yagonalik
+ +

sohasi D= 4y x#-1 y=-1 bo’ladi. x,=0, y,=0 deb, faraz gilib, umumiy
integralni topamiz:

X y
XX T Y gy
Jl+x  Jl+y

Bu tenglikni integrallab,
X-Injx+1+y-Inly+1=Inc,
ga ega bo’lamiz, bu yerda Inc, =c. Tamoman, x+y = In €|x +]J|y+]j: ega bo’lamiz.
5°. Birinchi tartibli bir jinsli tenglamalar.

9 —ta’rif. f &y funksiya x va y o’zgaruvchilarga nisbatan n - chi darajali
bir jinsli funksiya deb aytiladi, agar ixtiyoriy r uchun quyidagi tenglik to’g’ri
bo’lsa:

f€x, ry =r"f &€y
Misol, f&y =xy®+x%y? to’rtinchi darajali birjinsli funksiyadir, chunki
fexry = €x €y +€x €y =€ +X°y* =r*f &y .

10 — ta’rif. (2.1.1) ko’rinishdagi tenglama bir jinsli deb aytiladi, agar

M&y va Ny _funksiyalar bir xil n- chi darajali bir jinsli funksiyalar bo’lsa.
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y
X

Umumiy holda, bir jinsli tenglama to’liq bo’lmaydi, lekin x va u== ga

nisbatan (2.1.12) o’zgaruvchilarga ajralgan tenglamaga olib kelish mumkin, agar

integrallovchi ko’paytuvchini quyidagi ko’rinishda tanlasak:

1

M€Y I NEYT , bu yerda y = 4x (2.1.16)

1€y =

Bu tenglikni isbotlaymiz. Ravshanki tenglama bir jinslidir, u holda
Mé€x,z7y ="M &y, Né€xzy =z"N&y .

Faraz qilaylik, 2 :%

va % =n bo’lsin, u holda

M(,n\=x—1nM «y , N(,n}%N((,y: (2.1.17)

—

ega bo’lamiz. (2.1.1) tenglamani ;& y - ga ko’paytirib,

Mé&ydx+N&ydy
M((,yE(+N((,y]/

hosil gilamiz. (2.1.17) munosabatni hisobga olib, oxirgi tenglamani quyidagicha

yozamiz:
M(,n§x+N(,n§y_o
xMEn FNEnn
y =ux, dy = xdu+udx ifodalardan

MCn 3 NCnUdx+xNgndu
xMEn NG -

0

kelib chigadi.
Suratini maxrajga hadma-had bo’lib, x va n - ga nisbatan o’zgaruvchilari

ajralgan tenglamaga kelamiz:

dx N ¢ n du

= \:O-
x MEn +Ng€ny

Bu tenglamaning umumiy integralini (2.1.13) formula bo’yicha u =%- ning

yeyinchi qo’yilishi yordamida topamiz.

Misol. €+ y? dx—2xydy =0 tenglamani yeching.
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Yechim. M€y =x*+y® va N&y =-2xy belgilaymiz. Bu tenglama to’liq

bo’lmaydi, chunki ﬂ:Zx, N _ oy ya’'ni M N Tenglama birjinsli
OX oy ox oy

ekanligini tekshiramiz:

Me€xry =22 € +y> =’M &y

N€x,ty =-2t2xy=7’N&,y .
Shunday qilib, M va N bir xil (ikkinchi) darajali birjinsli funksiyalar bo’lsa,
berilgan tenglama birjinsli bo’ladi. (2.1.16) formula bo’yicha integrallovchi
ko’paytuvchini topamiz:

1
Y= T €1y x+€2xy y

u&,y - —, bu yerda y=ux.

Berilgan tenglamani u &y ga ko’paytirib va bir vaqtning o’zida y =ux,
dy = xdu +udx ifodalaridan foydalanib,

€ +ux? gx—2xqx fdu +udx__ 0
€ + U X+ 2xQx Ox

hosil gilamiz. Soddalashtirishdan keyin d—;—lznd“

=0 ga ega bo’lamiz.

Natijada, (2.1.12) ko’rinishidagi o’zgaruvchilari ajralgan tenglamani hosil
gildik. Uning yagonalik sohasi D= 4,u x#0, u=+1 bo’ladi.

x, =1, u, =2 deb, faraz gilib, umumiy integralni topamiz:

TX : 2udu

1 2

Bu tenglikni integrallab va c=Inc, deb belgilab, In j€?-1=In3c, yoki
x(12—1::c2- ga ega bo’lamiz, bu yerda c, =3c,, u:% ekanligidan y?* —x* =c,x

kelib chigadi.

6°. Birinchi tartibli chizigli tenglamalar.

4 — ta’rif. y' + P& y=Q& ko’rinishdagi differensial tenglamaga birinchi
tartibli chiziqgli tenglama deb aytiladi. Birinchi tartibli chizigli tenglamani quyidagi
ko’rinishda yozish mumkin:

P&« -Q& dx+dy=0 (2.1.18)
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(2.1.18) tenglama (2.1.1) ko’rinishdagi tenglama bo’ladi, bu yerda
M&y =P&y-Q€, Né&y =1.
Ravshanki, umumiy holda (2.1.18) tenglama to’liq bo’Imaydi. Lekin, uning
uchun fagatgina x - ga bog’liq bo’lgan integrallovchi ko’paytuvchini tanlash
mumkin. Quyidagi nisbatni tuzamiz:

oM ©ON ~ - -
(E—&}N e 0-PE g€ .

U holda integrallovchi ko’paytuvchi (2.1.9)
n& =exp g€ ax =exp [Pe€ax.
bo’ladi.
Misol. y’ +§y —=x €=0_tenglamani yeching.
Yechim. Berilgan tenglamani (2.1.1) ko’rinishda yozamiz:
(Z y—dex+dy:O.
X

Bk tenglama to’liq bo’Imaydi, chunki M- -2 N _o M N
oy X  OX oy 0oX

Lekin, berilgan tenglama chiziqli bo’ladi, bu yerda P & = % , Q€ =x.
(2.1.19) formula bo’yicha integrallovchi ko’paytuvchini topamiz.
u& = exp“g dx} —e?™ = x2,
X

Tenglamaning hamma hadini . € = x*- ga ko’paytirib, €xy —x* §x+ x’dy =0

M _ N _
OX

hosil qilamiz. Oxirgi tenglama to’liq bo’ladi, chunki, 2x. Bu

tenglamaning yagonalik sohasi butun x0y tekisligi bo’ladi.
x,=0, y, =0 deb, faraz qgilib, (2.1.8) formula bo’yicha umumiy integralni

topamiz:
X - y
JQxy—x3gx+_[0-dy=c,
0 0
X2
bundan xz(y—Tj =c.
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Bu ifodadan y=%2+%— ni topish oson. Shuni gayd etish lozimki, bu

tenglamaning yagonalik sohasidan x=0 bo’lgan nuqtalar olib tashlanadi. Lekin,
yechim sohasida hech ganday qisqartirishlar bo’lmaydi, chunki berilgan
tenglamada x 0.

7°. Bernulli tenglamasi.

12 — ta’rif.

y' +P&y=Q&Y" (2.1.20)
ko’rinishdagi differensial tenglamaga, bu yerda n>2, Bernulli tenglamasi deyiladi.
Bernulli tenglamasi u=y*" va u’=¢€-ny™y belgilashlar bilan birinchi
tartibli chizigli tenglamaga olib kelinadi. (2.1.20) tenglamaning har bir hadini y"-
ga bo’lib,
Yy +P€Y " =Q€. (2.1.21)
hosil gilamiz.
(2.1.21) tenglamaning hamma hadini €-n - ga ko’paytirib va n=y*"
belgilashdan foydalanib,
u'+€-nP€U=¢-nQ& (2.1.22)
ega bo’lamiz.
(2.1.22) tenglama u- ga nisbatan chiziqli bo’ladi. Uning umumiy
integralini topamiz, keyin u- ning o’rniga y*" ifodani qo’yib, (2.1.20) — Bernulli

tenglamasining umumiy integralini topamiz.
1 —misol. y’ 1 y =-y? tenglamani yeching.
X

Yechim. Bu Bernulli tenglamasi n=2 bo’lganda. Tenglamaning hamma

hadini y?- ga bo’lib va €1 - ga ko’paytirib,
Lo 1
_y/yz_;.ylzl (*)

ega bo’lamiz.

(*) tenglamada n=y™, n’ = €1y?y’ belgilashlarni bajargandan so’ng
/ 1 **
_Zu=1
n' = (**)
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ko’rinishida chizigli tenglamani hosil gilamiz. (**) tenglamaning yagonalik sohasi

D= 4,y. x#0 bo’ladi. Bu tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi
1€ = exp{ J(— ljdx} = exp[ln 1} _1
X x| X
funksiya bo’ladi.

(**) tenglamani integrallovchi ko’paytuvchi funksiyaga ko’paytirib, uni

to’liq differensialli tenglamaga olib kelamiz.

(iz+£)dx—1du:0.
X° X X

Oxirgi tenglamaning umumiy integrali
u 1 4
J(7+;de+{!¢1§u=c

ko’rinishga ega bo’ladi, bundan u=xIn €x_ ekanligi kelib chigadi. u=y™ ifodadan
va oxirgi munosabatdan berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimini

topamiz:

1
xIn €x

y

2 —misol. y'e* = €e* - yZS/ tenglamani yeching.

Yechim. Berilgan tenglamani y’ —xy =—e*y® ko’rinishga olib kelamiz. Bu
n=3 bo’lganda Bernulli tenglamasidir. u=y?, u’ -2y?y’" ifodalardan foydalanib,
u'+2xu=2e* ko’rinishdagi chiziqli tenglamani hosil qilamiz. Integrallovchi
ko’paytuvchi quyidagi ko’rinishga ega:

1€ =exp qZde} e,

Yagonalik sohasi x0u tekisligi bo’ladi. Bu tenglamaga mos keluvchi to’liq

tenglama
Z(exzu —1§x+ex2du =0
ko’rinishga ega bo’ladi.

Bu tenglamaning umumiy integrali

XJ'2(exzu —1Ex+ li[l- du=c
0 0
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ifoda bo’ladi, bu yerdan ue” =c+2x ekanligi kelib chigadi. u=y? ekanligini

hisobga olib, berilgan tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

2 _e~ -
y = /¢+2xz'

2-§. To’liq differensialli tenglama haqida tushuncha

Agar
M (X, y)dx+ N(x, y)dy =0 (2.2.1)

tenglamaning chap tomoni birorta u(x,y) funksiyaning to’liq differensialli, ya’ni
M (x, y)dx+ N (X, y)dy = du(x, y)

bo’lsa, (2.2.1) tenglama to’liq differensialli tenglama deyiladi. Bu holda uni
quydagicha yozish mumkin: du(x,y) =0.
Shuning uchun uning umumiy integrali u(x,y)=c bo’ladi, bu yerda c -

ixtiyoriy o’zgarmas.

1-Misol. Ushbu tenglama integrallansin. (2x - y)dx+ (4y — x)dy =0

Yechish: Bu tenglamani quyidagicha yozamiz.

2xdy + 4ydy — (ydx + xdx) =0
ravshanki tenglamaning chap tomoni u(x,y)=x*+2y®>—xy funksiyaning to’liq
differensiali. Shuning uchun tenglamani d(x*+2y®? -xy)=0 ko’rinishda yozish
mumkin, bundan x*+2y*-xy=c umumiy integralni topamiz, c - ixtiyoriy

0’zgarmas.

2-Misol. y(1+ xy)dx - xdy =0 tenglamani yeching.
Yechish: Bu tenglamani quyidagicha yozib olamiz: ydx — xdy + xy*dx=0

Tenglamaning ikkala tomonini y*>#0 bo’lib olsak, chap tomoni to’la

2 2
differensial bo’ladi YV 4 yax o, d(hx—]:o S XX
y y 2 y 2
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Demak, tenglamaning umumiy integrali 2x+ x*y =cy bo’ladi.

3-Misol. y(+xy)dx—xdy =0 tenglamaning y(1)=1 boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Tenglamani quyidagicha yozib olamiz: ydx — xdy + xy?dx = 0.
Endi buning ikkala tomonini y? =0 bo’lib olamiz

ydx — xdy
2

+xdx=0 = d(£+x—j:0
y

to’la differensial tenglama hosil bo’ldi.

2
Bundan: 5+X7=c, = 2x+x*y=cy umumiy integralni yozib olamiz,
y

bunda c - ixtiyoriy o’zgarmas.
Endi x=1 da y=1 deb olsak, c=3 bo’ladi va izlanayotgan xususiy yechim
hosil bo’ladi
2x+x*y =3y

Teorema. Ushbu
M (X, y)dx+ N(x,y)dy =0
differensial tenglamaning (bu yerda M(x,y) va N(x,y) funksiyalar biror D sohada x

va y bo’yicha uzluksiz hosilalarga yega) to’liq differensialli tenglama bo’lishi

uchun
M _N (2.2.2)
oy  oX
shart bajarilishi zarur va yetarlidir.
(2.2.1) tenglikning umumiy integralini
X y
IM (X, y)dx + jN(xo,y)dy:c (2.2.3)
Xo Yo
yoki
X y
IM (X, Yo )dX + IN(X, y)dy =c (2.2.4)
Xo Yo
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ko’rinishda bo’ladi, bunda €,,y, €D.

4-Misol. Ushbu €xy +3y? dx+ € +6xy —3y? dy =0 tenglama integrallansin.
Yechish: Bu yerda

M (X, y) = 2xy +3y®
N(X,Yy) = x* + 6xy —3y?

ﬂ=@=2x+6y.

oy  ox
(2.2.2) shart bajariladi.

Berilgan tenglama to’liq differensialli tenglama yekan, ya’ni
€xy +3y° dx+ €? +6xy —3y? ?jy = ﬂd)w@dy_
- -y X

Bundan,

ou , ou ) )
— =2Xy+3y°, —=X"+6xy-3
ox Xy +9y oy Xy —oy

oxirgi ikki tengliklardan birinchi tenglikni y ni o’zgarmas deb, X bo’yicha
integrallaymiz:

u(x,y) = [(2xy +3y*)dx+gp(y) = Xy + 3%y + (y),
bunda ¢(y) e ¢’ funksiya y ning hozircha noma’lum funksiyasi. Bu munosabatni y

bo’yicha differensiallab va
ou 2 2
— =X"+6xy—3y
oy

ekanini ye’tiborga olib,
x> +6xy +¢'(y) = X* +6xy — 3y’
bo’lishini topamiz. Demak,
P'(Y)=-3y", o(y)=-y’+c,
bunda c;- ixtiyoriy o’zgarmas.
Shunday qilib, dastlabki tenglamaning umumiy integrali

X’y +3xy’ —y*=C.
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3-§. Integrallovchi ko’paytuvchi

Ushbu
M (X, y)dx+ N(x, y)dy =0 (2.3.1)
tenglamaning chap tomoni biror funksiyaning to’la differensialli bo’lmasin. Ba’zan
holda shunday u(x,y)=0 funksiya tanlab olish mumkin bo’ladiki, tenglamaning
barcha hadlarini  x(x,y) ga ko’paytirishda tenglamani chap tomoni biror
funksiyaning to’la differensialli bo’lib qoladi.

Shu usul bilan hosil gilingan tenglamaning umumiy integrali dastlabki
tenglamaning umumiy yechimi bilan bir xil bo’ladi: x(x,y) funksiya (2.3.1)
tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi deyiladi. Har qganday U(x,y)=C
umumiy integralga yega bo’lgan (2.3.1) differensial tenglama uchun integrallovchi

ko’paytuvchi mavjud, biroq bu uni topish oson degan so’z emas.

Teorema. Ushbu

M _oN
oy  OX
=y(0) (2.3.5)
N2y 00
X oy

shartning bajarilishi (2.3.1) differensial tenglamaning o =w(x,y) funksiyaga
bog’lig bo’lgan u=u(ew) integrallovchi ko’paytuvchisining mavjudligi uchun
yetarli va zaruriy shart, shu bilan birga
p=el” (6)

bo’ladi.

Ba’zi xususiy hollarda, jumladan, integrallovchi ko paytuvchini faqgat x ga,
y ga, Xy ga, x+y ga, X°+y ga, X’+y” ga va h.k. bog’liq deb garab, (2.3.1) tenglamani
integrallash mumekin.

Masalan, a) u=u(x), ya’ni @ =x bo’lsin, unda o =1, »,=0 va (2.3.5)

ifoda soddalashib, quyidagi ko’rinishga keladi:
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Ay (23.7)
Demak,
L(x) = &)™ (2.3.8)
M _oN
shunday qilib, agar 2 N X ifoda fagat x ning funksiyasi bo’lsa, u holda X ga

bog’liq bo’lgan integrallovchi ko’paytuvchi x(x) mavjud bo’ladi va u (2.3.8)

formula bilan aniglanadi.

5-Misol. Birinchi tartibli chizigli tenglama uchun fagat x ning
funksiyasidan iborat integrallovchi ko’paytuvchi mavjudligini isbotlaymiz.
Yechish: Hagigatan,

dy

o TPy =a(x)

birinchi tartibli chizigli differensial tenglamani simvolik ravishda quyidagicha

yozamiz:
P(¥)y-q(x) dx+dy=0.
Oddiy hisoblashdan
M _oN
Y2 by

kelib chigadi. Demak, fagat x ga bog’liq «(x) mavjud va uning giymati (2.3.7) dan
topiladi:

/,l(X) _ e.f p(x)dx

b) = pu(y), ya’ni =y bo’lsin, unda o, =0, o, =0 va (2.3.5) ifoda

oM ON

Y% ) (2.3.9)

ko’rinishni oladi va (2.3.6) dan topamiz:
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u(y) =" (2.3.10)

6-Misol. (2xy? — y)dx+(y? + x+ y)dy = 0 tenglama integrallansin.
Yechish: M(x,y)=2xy> -y, NXxy)=Yy>+x+Yy

aﬂ;[]_xy 1 oN =1 GM¢6N

oy ox oy X
(2.3.9) ni topamiz
oM _oN
_ oy ox _ 4xy -1-1 _ 2(2xy -1) :_g
v ="y —y@xy-1) -y@xy-1) y’

Demak, berilgan tenglama fagat y ga bog’lig bo’lgan integrallovchi

ko’paytuvchiga yega yekan. Bu misol uchun

2
u= eIW(y)dy = e_Iydy e =y = iz
y

1

Ty
Berilgan tenglamani = iz ga ko’paytirsak,

(ZX—ljdx+[l+i2+ley =0
y y -y

to’liq differensialli tenglama hosil bo’ladi.

U holda vy f[2x-2foce 04 yok uty =20 - X0

ou X
bu yerdan —= == +¢'
y -y +9'(y)

Ikkinchi tomondan %u =N(x,y), ya'ni %” :1+i2+l_

y y
U holda

X , x 1 , 1 .
7+¢(y)=1+7+§:>(p(y)=1+§ yoki ¢(y)=y+Iny+C,.
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Demak, x? —§+ y+Iny=C tenglamaning umumiy integrali yekan, bunda C

- iXtiyoriy o’zgarmas.

S) u=u(x-y), yani o=x-y bo’lsin, unda o) =y, o, =x va (2.3.5) ifoda

ushbu ko’rinishni oladi:

M _N
: ﬁyu - XéXM ) (2.3.11)
Demak,
u(x-y) = el (2.3.12)

7-Misol. €*y*+y dx+ €*y? —xdy=0 tenglamani x = u(x-y) ko’rinishdagi
ko’paytuvchiga yega yekanligini ko’rsating.
Yechish: M(x,y)=x*—y*+y, N&y =x°y? —x,

ﬂ:3x2y2+1, Z—N:3x2y2—l, w=X-y, 0,=Y, 0,=X
X
M _oN
~ OX -1 -1
g2 L=
Naﬂ_Maﬂ Xy o
OX oy

Demak, berilgan tenglama uchun u=u(®), @=x-y ko’rinishdagi
integrallovchi ko’paytuvchi mavjud yekan u

1
L= o vt _ e—fgd‘” oo _ o

1
Xy

Dastlabki tenglamani x :X—ly ko’paytiramiz, bo’ladi:
(xy2 +1jdx+[x2y—ljdy =0.
X y

1 1
M (X, y) =Xy’ o N (X, y)=x2y—;
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ravshanki %:%:m, ya'ni to’liq differensialli tenglamani hosil qildik. Bu

tenglamani x,=1, yo=1 olib (2.3.3) formuladan foydalanib umumiy integralini

topamiz

X 1 y 1 X
j(xy2 +—jdx+ I(y--}dy:c:xzyz +In==c, c=const.
1 X y y

1

d) u=pu(x+y?), ya'ni o=x+y? bo’lsin, unda o}, =1 o, =2y va (2.3.5)

ifoda quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

oM _ N
0
Niy_—zy.xM =y (x+Yy*) (2.3.12)
PRl (2.3.13)

8-Misol. €y’ — x§x+ ¢y - 6xy§y =0 tenglamani u = u(x+y?) ko’rinishdagi
integrallovchi ko’paytuvchiga yega yekanligini ko’rsating.
Yechish: Berilgan
M(x,y)=3y* —x, N=2y®-6xy @=x+Yy?,

u holda
oM oN 0w ow
T ey, D gy, P P
oy y OX y OX oy y
bo’lib, (2.3.12) quyidagi ko’rinishni oladi:
6y +6y 12y -3 -3

w(o) = (2y® —6xy)-1- (3y? —x)-2y B —4y® —Axy T X+ y? ary

Demak, berilgan tenglama u = u(o), o = ko’rinishdagi integrallovchi
X

2

ko’paytuvchiga yega yekan.
(2.3.6) formulaga asosan

do
3= 1
J-w — e—3|na) :a)—S — (X+ y2)—3 _

J'(//(w)dw
=e =e =
(x+y°)

7,

Dastlabki tenglamani x = ﬁ ko’paytirib, hosil gilamiz:
X+Yy
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3y? — X 2y(y? —3x) *
dx + dy=0.
D R TS K )

Bundan,
3y? —x 2y(y* —3x)
M(X,y)=———, N(xy)="2—""ldy.
(x,y) X1 y)? (x,y) X1 y2)? y
sopiq: OM 0N , 1 . _
Oson ko’rsatishki > o ya'ni u(x,y)= e tenglamaning integrallovchi
X+y

ko’paytuvchisi yekan. Demak, (*) tenglama to’liq differensialli tenglama, uning

umumiy integralini (2.3.3) yoki (2.3.4) formula orgali topish mumkin.

1-1zoh. uM (x, y)dx+ uN(x, y)dy = du(x,y) dan M(x, y)dx+ N(x,y)dy=—-du=0

_ Rk

kelib chigadi. (2.3.1) tenglamaning yechimi du(x,y)=0 va

=0,
H#(X,y)

tenglamalardan topiladi, ya’ni u(x,v) = c va u(x, y) = <o yechimni beradi. Ayrim
hollarda bu yechimlar maxsus yechim bo’lishi mumkin.
9-Misol. 2,/ydx+dy=0 agar bu tenglama uchun x= x(y) mavjud bo’lsa,

tenglamani yeching.
oM  oN oM 1 oN

Yechish: Bunda M =2,/y, N=-1, EVA chunklazﬁ, ol
oM _oN 1
oy Ox W _ 1 -
Moy VY-

Hagigatan, « = «(y) mavjud yekan, uni topamiz

e
Glvew _ Ty 1

y7i = .
Jy
Dastlabki tenglamani ,u:i ko’paytiramiz, unda 2dx—d—y'=0 hosil
Jy VY
gilamiz. x—./y =c umumiy integralni = 1 _% dan y=0 maxsus yechim kelib

Wy
chigadi.
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2 - lzoh. Integrallovchi ko’paytuvchi usuli yordamida o’zgaruvchilarga
ajraladigan, bir jinsli, birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalarni

integrallash mumekin.

10-Misol. xydx +dy =0 tenglamani yeching.

Yechish: Bu o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama.
oN

M=xu, N=1, M , N
oy OX

Ravshanki uzi ga tenglamani ikkala tomonini ko’paytirsa, to’liq
y

differensialli tenglama hosil bo’ladi:

xdx+1dy:0, aﬂ:a—N:O
y

oy OX
(boshga tomondan bu o’zgaruvchilari ajralgan tenglama)

2 x?

X?+In|y| =lhjc]=>y=c-e ?
dastlabki tenglamaning umumiy yechimi, bunda c - ixtiyoriy o’zgarmas.

,u=%=00 dan y=0 xususiy yechim kelib chigadi, chunki u y=c-e_x7 dan

c=0 da hosil bo’ladi.
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XULOSA

Birinchi mavzularni o’tish soati garib uch marta kamayadi. Ikkinchi

talabalarga to’liq differensialli tenglama ko’rinishini bilgan holda ushbu
e, y) = fM o, y)dx +fN x,. y)dy

yoki
ute,y) = fM . y,)dx +fN . ydy

Tayyor formulalardan foydalanib birinchi tartibli asosiy tenglamalar
(o’zgaruvchilari ajraladigan bir jinsli chiziqli va ularga keltiriladigan) umumiy
integralni yozish mumkin. Uchinchi talabalarning o’zlashtirishi oson bo’ladi.

Bitiruv ishidan matematika, amaliy matematika, fizika, mexanika va

boshqa oliy maskanlar bo’lgan
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