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Kirish.

Masalaning qo’yilishi. H=L,(T") Hilbert fazosida aniglangan h; Fridrixs model
operatorlar oilasining spektrial xossalarini o’rganish.

Mavzuning dolzarbligi. Qattig jismlar fizikasi kvant mexanikasi statistik fizika
matematik fizikaning zamonaviy masalalarini yechishda  Fridrixs modelining
spektrial masalalarini yechishga to’g’ri keladi. Ishda garalayotgan operatorning
muhim spektri o’rni  va muhim spektridan tashqarida yagona X0S giymatga ega
ekanligi ko’rsatilgan.

Ishning maqgsadi va vazifalari. Bitiruv malakaviy ishining maqgsadi h; Fridrixs
modelining muhim spektrdan chapda yagona xos qiymatga ega ekanligini
ko’rsatishdan iborat.

IImiy tadqigot usullari. Funksiyaning nollari chiziqli 0’z-0’ziga qo’shma operatorlar
nazariyasi, h; Fridrixs modeliga mos Fredgolm determinant.

Ishning ilmiy ahamiyati. Bitiruv malakaviy ishiga olingan natijalar referativ
xarakterga ega.

Ishning amaliy ahamiyati.  Bitiruv malakaviy ishida olingan natijalar nazariy
ahamiyatga ega.

Ishning tuzilishi. Bitiruv malakaviy ishi kirish, Il bob, xulosa va foydalanilgan
adabiyotlar ro’yxatidan iborat. Har bir bob bo’limlarga ajratilgan va ular o’zining
ragamlanish va belgilanishlariga ega. Ishning | bobida asosiy natijani bayon gilish
uchun kerakli tushunchalar keltirilgan. II bobida esa masalaning qo’yilishi, olingan
natija va uning isboti bayon gilingan.

Olingan natijalar. Ushbu ishda h; operatorning muhim spektridan chapda
yagona xos qiymatga ega ekanligi ko’rsatilgan va bu xos giymatga mos xos
funksiyaning ko’rinishi topilgan. Bundan tashqari  h; operatorni z = 0 nuqtada

virtual sathga ega ekanligi va virtual holat ko’rinishi ko’rsatilgan.



|. Bob boshlang’ich tushunchalar
Bu bobda biz ushbu malakaviy bitiruv ishini bayon qilishda kerak bo’ladigan eng
asosiy tushunchalar teorema ta’riflarini keltiramiz.

1§.Chiziqli fazo.

Ta’rif 1.1.1. Bo’sh bo’lmagan L to’plam berilgan bo’Isin. Uning elemetlari
x,v,z,... bilan belgilaymiz. Agar L to’plamda elementlarni qo’shish va ko’paytirishga
amallar Kkiritilgan bo’lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsa L ga chizigli fazo
deyiladi.

I. Ixtiyoriy ikkita x,y, € L elementlar uchun ularning yig’indisi deb ataluvchi va
x+y bilan belgilanuvchi uchinchi z €L element mavjud bo’lib, quyidagi shartlar
bajarilsa:

1) Xx+y = y+X.

2) x+(y+z) = (x+y)+z.

3) L da shunagangi o element mavjudki, ixtiyoriy xe L uchun x+0 = x bo’lib
( nol element mavjudligi )

4) ixtiyoriy X € L uchun shunday -x element topilib, X+ (-x) = 0 bo’lsa
( garama-garshi element mavjudligi ).

Il. Ixtiyoriy ¢ € C ( R ) son va ixtiyoriy X € L uchun «-x € L element
aniglangan
bo’lib ( x elementni « songa ko’paytirish )

1) a ( x)=(a B)X.

2) I-x=x  bo’lsa, qo’shish va ko’paytirish amallari distributivlik qonunu.

) (a+p)X=ax+ BX a,f €C(R) vxel

4 a(x+y) =ax+ ay a €C (R)

vXy el

Agar to’plam elementlari uchun faqat haqiqiy songa ko’paytirish amali
aniglangan bo’lsa, u holda L haqiqiy chizigli fazo deyiladi.

Misol 1.1.2. L= |, Fazoni garaymiz. Elementlari hadlarining modullari
kvadratlaridan tuzilgan qator yaqinlashuvchi bo’lgan barcha ketma-ketliklar

to’plami ya’ni

0

|, = x={x }“” Z ‘Xi

i=1 i=1

2<ow |}

Bu fazoda qo’shish va songa ko’paytirish amallarini quyidagicha kiritamiz.

0 o0

X+y={xi } +{yi } ={Xi+yi }

i=1 i=1 i=1

0



ax={a-x }w Xe |
i=1

Hagigatdan ham x,ye |, bo’lsa

Y bl = & 20k 2+ vl =200 Wt r D it ) <o

ae C(R)

2 1

i=1 i=1 i=1
© 0 0

va 2 x|z et izt X fx|?<oo
i=1 i=1 i=1

Demak kiritilgan qo’shish va songa ko’paytirish amallari to’g’ri ekan. Endi chizigli
fazo shartlarini ganoatlantirishini tekshiramiz.

0 0

+{yi } :{yi }

i=1 i=1 i=1 i=1

1) vxye|, uchun x+y={x |

2) vXy,z €|, uchun x+(y+z)= {x }w +(y )+ ) ) =

i=1 i=1

(6 |+ ) )+l ) =0y +2

i=1 i=1 i=1

3) 9= (0,0,._,0,_) €|, vaixtiyoriy xe |, uchun (x+0) = (X, X,, ..., x,, ... ) +
+(0,0,. ,0, )=(x,40,x,+0, ... ,x, 10, ... ) = (X, X,y _,Xp,._ )=X

+

|
X
——

Il

4) Ixtiyoriy xe uchun -x 1x; i mavjud va x+ (-X) = i
|2 i=1 i=1 i=1

= {xi-xi}mze.

i=1

5) Ixtiyoriy Xxe |, elementvaixtiyoriy « + g € C (R)sonlaruchun a (fXx)=

= {px} =lapx} = (ap) W) =(ap)x

6) Ixtiyoriy xe |, vaixtiyoriy elementuchun 1x =1 {x; } T=1=fx)  =x

i=1 i=1

7) vxel|, vaVva,p e C(R)sonlaruchun (a+p)x= (a+p) {x; } T =

i=1

0 0 0

:{(a+ﬂ)xi} "= {axi+ﬂ Xi} - «a {Xi}_l+ﬂ {Xi}_ = aX+ BX

i=1 i=1 i= i=1

8) Ixtiyoriy x,y e |, vaixtiyoriy ae C(R) uchun a (x+y) = a ( {x} _w

i=1

0 0 0

+{Yi} ) - a {Xi} t a {Yi}_ = aX+tay.

i=1 i=1 i=1
Demak biz ko’rdikki |, fazoning elementlari chiziqli fazo ya’rifi barcha shartlarni

ganoatlantiradi. Shuning uchun |, chizigli fazo bo’ladi.
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Ta’rif: 1.1.3. L va L * chizigli fazolar izomarf deyiladi, agar ular elementlari
o’rtasida. Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi o’zaro bir qiymatli moslik o’rnatish
mumkin bo’lsa.

X<—— X* va y—— y*

(xyel, X,*y* e L) ekanligidan x+y «— x* + y* va
aX «—— a X* (« ixtiyoriy son) ekanligi kelib chigsa
Misol 1.1.5. Ixtiyoriy ikkita n o’lchamli haqiqiy chiziqli fazolar izomorfdir.

Hagigatdan ham L va E. n o’Ichamli fazolar, ¢,¢,, ¢, va ¢, €%, ¢

- mos ravishda L va E chizigli fazolarda bazislar bo’lsin.

Ushbu ¢(Yal) = al
i=1 i=1

Formula izomorfizmni aniglaydi, chunki L fazoning ixtiyoriy elementni bu fazo
bazisi bilan ifodalash mumkin, ya’ni
X = Yisq ail;

Xuddi shunday E da ham Demak ixtiyoriy x,y e L x= Zai i y= db ot

i=1 i=1
aeRbolsa, xty = Sa, £+ bl = Ya £+bf, =Y (a+b)¢,
i=1 i=1 i=1 i=1

n

aX= i(agai ) £, bo’ladi shu sababli ¢ (Xx+y) = Z( & +bh )¢, = Zai ¢+
i1

i=1 i=1

+3b t = o (X) oY)
o(ax) =@ )0, =a)d t,= ap(x) demak ¢ chizigli akslantirish
i=1 i=1

bo’ladi. Teskari akslantirishni esa ¢ * ( Zai ¢, )= D a &, formula aniglaydi.
i1 =

Shuning uchun ¢ biyektivdir.

Ta’rif: 1.1.5. Agar L chizigli fazoning x,y, ...,  elementlari uchun hech
bo’lmaganda bittasi noldan farqli bo’lgan «, 3, ..., 4 sonlar topilib

aX+ py +...+1 o =0. (2)
bo’lsa, XY, ..., ® elementlar chiziqli bog’langan deyiladi.

Agar (2) tenglik fagat = g =... =41=0bo’lganda bajarilsa x,y, ..., @

elementlar chiziqli erkli yoki chiziqli bog’lanmagan deyiladi.
Agar X, y, ... cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy qism sistemasi
chizikli erkli bo’lsa u halda x, y, ... sistema chiziqli erkli deyiladi.
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Misol 1.1.6. C[ O, x| fazoda x(z) = cos?2t, 1+ cos 4t ayniyatga

ko'ra a, =2, a,=a, =-1 a X{t)+ a,y{t) + «,z(t) =0 munosabat
o’rinlibo’ladi. C [ 0, z | fazodax() = y(t) =sin’t z(t) cos t funksiyalar
chizigli bog’lanmagan «, #* + a,Y(t) + « 5 z(t) =0 tenglik bajarilsin desak
yanibarcha t € [ 0, # | uchun «a,# + a, sin’t + a 5 cost=0 tenglik

o’rinli bo’lsin. Agar t=0,  t= % , t= 7 debolsak quyidagi « 5= 0,

%2 a,*a, =0, r°a,- a5 =0 tengliklarga ega bo’lamiz. Bu tengliklardan esa
a, =a, = a, =0ekanligi kelib chigadi.

Ta’rif 1.1.7. Agar L chiziqli fazoda n ta chizigli bog’lanmagan element
topilib, bu fazoning ixtiyoriy n+1 ta elementi chiziqli bog’langan bo’lsa, L fazo n

o’Ichovli chiziqli dazo deyiladi va dim L = n kabi belgilanadi. n o’lchovli L
fazoning bazisi deb bu fazoning bog’lanmagan elementlariga aytiladi.

Misol 1.1.8. R " = {x=(X,,X,, ... x,) : X, € R} chizigli fazo n 0’lchamli,

chunki (fazo) n  ¢,=(1,0,..,0), £, =(0,1,0,..,0), ¢, =(0,0,1, ..., 0)

., t,=(0,0,.. 1) vektorlaruchun o, ¢, *+a, ¢, +..+ta ,,6 =86
Tenglik fagat «, = a, =... @, =0 bo’lganda bajariladi. Bu esa ¢, ,, ..., € ,
vektorlar chiziqli bog’lanmaganligini ko’rsatadi.

Har ganday n+1 ta vektordan iborat ¢, =(1,0, ....,0), ¢, =(0, 1,0, ..., 0)
s, £,=(0,0,...,1), €. =(0, .., 1)vektorlar sistemasi uchun
a,t, +ta,l,+..+ta , l, +a«a £

va a, =-a ,, bo’lganda bajariladi. Demak ¢ ,,€¢,,....,0 ,, 0

wautlt,,o=0tnlk a, =a,=...a,,=0

vektorlar

n +1
sistemasi chiziqli bog’langan. R " n o’lchamli chiziqli fazo ekan.
Ta’rif 1.1.9. Agar chiziqli fazoda ixtiyoriy n € N uchun n ta chizigli
erkli element mavjud bo’lsa, u holda L cheksiz o’lchamli chiziqli fazo
deyiladi va dim L = o« kabi belgilanadi.
Misol ~ 1.1.10. L= =0 |, 2 N
i=1 i=1 i
Bu fazo cheksiz o’lchamli, chunki ixtiyoriy n € N uchun bu fazoda
t,=(,0,..0, ..)
t,=01..,0 ..)
t,=(0,0,..10,..0)

elementlar chizigli bog’lanmagan sistemani tashlik giladi. Buning uchun bu

2<oo}




sistemaning ixtiyoriy chekli gismi ¢, ,¢ . ,, ... €, larni chizigli erkliligini

ko’rsatamiz. .onC., ., 0l O’zgarmaslar uchun
{
koordinatalari mos ravishda «

X=a,t,,*ta,,,, t..ta, L, elementning n,n,, ..., n,, nomerli

W @ o ., e @ . ga teng bo’ladi. Demak,
x=0dan a,,a ,,,.., a,, =0kelib chigadi.

Ta’rif 1.1.11. L to’plam L chiziqli fazoning bo’sh bo’Imagan qism
to’plami bo’lsin. Agar L to’plam L da kiritilgan amallarga nisbatan
chizigli fazoni tashkil gilsa L ga L chizigli fazoning gism fazosi deyiladi.

Misol 1.1.12. L= {p: ¢(2) =0, pe C p,; } to’plam C , - [0,2] da
aniglangan uzluksiz funksiyalar fazosining qism fazosi ekanligini
ko’rsatamiz. L to’plam C |, fazoning gism to’plami ixtiyoriy ¢, g € L uchun
(pt+09) (2) = ¢ (2)+9(2)=0.

Bundan ¢ +9g e L. Ixtiyoriy « son vaixtiyoriy ¢ € L uchun
(ag)(2) = ap (2) =0, bundan e pe L. Buesal to’plam C [, fazoning
qism fazosi ekanligini ko’rsatadi.

Ta’rif 1.1.13. L chizigli fazo, L' uning qism fazosi bo’lsin. Agar x,ye L
elementlar uchun x—y element L' ga tegishli bo’lsa, u halda x va y elementlar bitta
qo’shni sinfga tegishli deyiladi. Barcha qo’shi sinflar to’plamini L ning L' bo’yicha
faktor fazosi deb ataladiva L /L' ko’rinishda yoziladi. Agar L n o’lchamli
chizigli fazo va uning L gism fazosi m (m2n) o’lchamga ega bo’lsa, u halda L /L*
faktor fazon—m o’lchamga ega bo’ladi.

Misol 1.1.14. L=R% L,= {xeR®:x}=(0,x,,0) bo’llsin. Agar
a=(a,a,,a,), b(b,b,,b,) elementlarni a-b € L, bo’lishuchun a, = b,,

a, = b, shartning bajarilishi zarur va yetarli , a vektor L/L, fazoning gaysi sinfiga

X = Xg

tegishli bo’lishi a, = a, ga bog’liq ya’ni {Z — to’g’ri chizigning
= <o

hamma nuqtalari bir sinfga tegishlidir va aksinch« a har bir sinf R* fazoda biror

{x=xO
z =12z,

to’g’ri chizigni aniglaydi. Shuning uchun L/L, fazoni elementlari 0Y o’qqa

parallel bo’lgan to’g’ri chiziglar deb qarash mumkin.
Ta’rif 1.1.15. L chizigli fazoning har bir elementiga aniq bir sonni mos
qo’yuvchi ¢ akslantirish funksional deyiladi. ¢ funksional additiv deyiladi. Agar
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ixtiyoriy x,ye L ¢ (x+y) = ¢ (X) + ¢ (y) bo’lsa, ¢ funksional bir jinsli deyiladi.
Agar ixtiyorty X € L vaixtiyoriy aeR son uchun ¢ (ax) = agp(x) bo’lsa additiv bir
jinsli ¢ funksional chizigli funksional deb ataladi.

p?

Misol 1.1.16. €, fazoda aniglangan ¢ (x) = z )2(—" X= (X, X,, ...)e £

n 1
neN

p>1 funksionalni chiziqli ekanligini ko’rsatamiz. A) ¢ (X+y) =Z % =
neN
=), (=) 2ev ) L= p 0+ () ixtiyoriyxy e ¢,
neN 2 2 2 neN 2
B) vxe £, va ixtiyoriy e €R uchun, ¢ (ax)= Z 0;” = a Z ;—gz ap(X).
neN neN

2 §. Normalangan fazo.

Ta’rif 1.2.1. L chiziqli fazo va P unda aniglangan funksional bo’lsin. Agar
P quyidagi 3ta shartni ganoatlantirsa P ga norma deyiladi.
1) P(x) >0. ¥xe L fagat x=0 uchun P(x) =0.
2) P (ax) = |o| P(X), aeC(R)
P x+y) < P(X)+P(y), Xy, eL
Norma kiritilgan L chizigli fazo normalangan fazo deyiladi va x elementning
P (x) normasi odatda |x|| bilan belgilanadi.

Misol 1.2.2. R" fazoda normani || X[ = <[ S>> |7, x= (., x,, ... x,)
i=1
ko’rinishda kiritamiz. Norma shartlarini tekshiramiz.
n
1 x| = [ 2oPxl® 20 weRrr,
i=1
4 2 : 2 2
W= 2ol =0 22060 20 5 %] =0 i= T bundan har bir
i=1 i=1
X, =0, i=1,nm

bundan x=0 kelib chigadi. Agar x=0 bo’lsa x, =0 i=1,n [

n n
S 3 N D 3. T
1= 1=

2)¥xe R"

|2

=0, i=1,n



n n n
el = @S =[S = e
i= = 1=

<
|
I'M:
X
|

3) vx,ye R"
n n n
X[ = le‘xiJ’yi‘z < \/Zl‘,‘xi‘z + ‘/le|yi|2 = [|IX[| + [ v]
1= 1= 1=
0 2
HXH = ;|Xi| uchun normaning uchala sharti ham bajariladi. Demak, R"

chizigli normalangan fazo bo’ladi.

Misol 1.23. P:C®,; >R P(X) = [x(b)—x(a)| + MaX \Xi(t)\ bunda

a<t<b

C (2, — [ab] da aniglangan 1 marta differensiallanuvchi uzluksiz funksiyalar

fazosi P(x) ni norma aniqlash yoki aniglamasligini ko’rsatamiz. Norma
shartlarini tekshiramiz.

1) P(x) >0.

P(x) = [x(b)—x(a)] + TNAX |xi ()| 20. P(x) =0 bo’lsaya’ni [x(b) —x(a)| +

+Max |xi(t)| = 0.

a<t<b

Bu tenglik bajarilishi uchun |x(b) —x(a)|=0 va M&X |x ()= 0 bo’lishi kerak .

a<t<b

Chunki musbat sonlar yig’indisi faqat vq faqat ularning o’zlari nolga teng bo’lganda

nolga teng bo’ladi. Demak, X(b)—x(a) va ‘Xi (t)‘ =0 ekan.

Bundan x(t) = C bunda C — ixtiyoriy o’zgarmas son  X(D) =X(a) va x(t)=c
tengliklardan ko’rinib turibdiki x(tf) = C ekanligi. Bu esa
P(X) =0 <« x =0 shartga ziddir. Demak, yuqorida P(x) funksional normani
aniglamaydi.

Ta’rif 1.2.4. L chizigli normalangan fazo va shu fazo elementlari ketma-
ketliki {x,} berilgan bo’Isin. Agar ixtiyoriy X eL element va Ve>0 son uchun

shunday n, = n, (&) nomer topilib, ¥ n > n, natural sonlar uchun |x,—x|<e
bo’lsa, {x,} ketma- ketlik x elementga yaginlashadi deyiladi.

_ sin nt - .
Misol 1.2.5. C [-7,#] fazoda X, (t) = — ketma-ketligi x(t) = 0 funlsiyaga

sinnt 15 0

n N—

yaginlashadi. Hagigatdan ham Hxn _XH = HXnH = max

te[vy,vi
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Ta’rif 1.2.6. Agar ixtiyoriy £>0 son uchun shunday n, (¢) nomer topilib, barcha

Xn+p - X,

n, =n, (¢) va barcha P natural solar uchun > ¢ tengsizlik bajarilsa

{x,} ketma- ketlik fundamental ketma-ketlik deyiladi.
sin®" t
Misol 1.2.7. C [-z,x] fazoda f ()= on ketma-ketlikni garaymiz.

sin*"t  sin®"t sin“" t
| fon (8) — F,, (tD||=max an on <-nm<t<r7m< an | <<
1 50
4n n—w

|f,—f] >0 n—o «. Demak, {f, (1) } ketma — ketlik C [ 7, 7] fazoda

fundamental ketma-ketlik ekan.

Ta’rif 1.2.8. Agar L chiziqgli fazodagi (normalangan) ixtiyoriy fundamental
ketma — ketlik v yaqinlashuvchi bo’lsa, bu fazoga to’la normalangan fazo yoki Banox
fazosi deyiladi.

2n

sin t

Misol 1.2.9. C [-z,#] fazoda f,(t) = { } fundamental ketma-

ketlikni garaymiz. f, (t) — f, (t) = 0 bo’lishini ko’rsatamiz.

sin®" t
If, - o =, 0] = max, f, (0] = max {T} =-%

te|-7,7 te[-7,7]
I -fo |

Bundan C [z, z| fazo to’la normalangan fazp bo’ladi.
Ta’rif 1.2.10. Normalangan fazoning qism fazosi deganda yopiq qism
fazotushuniladi.

- 0f, > f,.

3§. Evklid fazosi.
Ta’rif 1.3.1. Bizga L haqiqiy chiziqli fazo berilgan bo’lsin. Agar L, x L
dekart ko’paytmada aniglangan P funksional quyidagi to’rtta shartni gqanoatlantirsa.

1) P(x,x)>0 wxeL, P(xXx)=0 < x=0.
2) P(xy)=P(y,x), Wxyel

3) P(axy)=aP(yx), Vx,yelL, VaeR
11



4) P(x,+X,,y) = P(X,.y) + P(x, y) VX, %,, yel
Skalyar ko’paytma kiritilgan chiziqli fazo. Evklid fazosi deyiladi va x,y elementning

X| = V(X X)

skalyar ko’paytmasi (x,y) orqali belgilanadi. Evklid fazosida norma
formula orgali aniglanadi.

Misol 1.3.2. £, = {x=(X,,X,, ... x,) : Z ‘X
k=1

jamlanuvchi ketma-ketliklar fazosi. Bu yerda skalyar ko’paytma quyidagicha

? <oo | kvadrati bilan

k

0

kiritiladi. (y) = 2, Xy,

i=1

I
=N
L

2) Ixtiyoriy Xy e, . (xy)= 2. XYy, =2, Y% =X

i=1 i=1

o0

3) YaeR vaixtiyoriyx € £,. (aXx\y) = Z ax\y, = «a Z Y. X, = a (¥,X).

i=1 i=1
o0

Yryze b ey = 20 (Y)2= 2o X7+ Y 2= (02 02)

i—1 i1
Skalyar ko’paytmaning barcha shartlari bajariladi. Demak, ¢, Evklid fazosiga misol
bo’ladi.

Ta’rif 1.3.3. Cheksiz o’lchamli to’la Evklid fazosi Gilbert fazosi deyiladi.
Shunday qilib ixtiyoriy tabiatli f,g,... elementlarining H to’plami Gilbert fazosi
bo’lib, u quyidagi uchta shartni qanoatlatiradi.

1) H Evklid fazosi, ya’'ni skalyar ko’paytma kiritilgan chiziqli fazo.

2) p(xy) = V(X=Y,X=Y) metrika ma’nosida H to’la fazo.

3) H cheksiz o’lchamli ya’ni unda cheksiz ko’p chizigli erkli elementlar mavjud.

Misol 1.34. |, = {x=1{¢ | . > ‘

| < { fazoni Gilbert fazosi
i=1 i=1 :

ekanligini ko’rsatamiz. Gilbert fazosining birinchi va uchunchi shartlari mos ravishda

1.3.2.va 1.1.10 misollarda ko’rsatilgan, shu sababli metrika ma’nosida ko’rsatish
12



: (n) :
kifoya. {X } - |, fazodagi fundamental ketma-ketlik bo’lsin. Bundan ixtiyoriy
&>0 uchun shunday N topilib ixtiyoriy n,m > N lar uchun

p (X, xm)= 1> (%" —xM)2 <g
n=1

5 (XM, xM) = Z (Xlgn) — Xlgm))z <
i1

bo’ladi. Bu yerda x ™= (x, x{V, ... x{",... 1) dan ixtiyoriy x uchun
(XM-xM) <¢ yaniharbir x uchun {x ™ | ketma-ketlik fundamental, shuning
uchun yaginlashadi: x, = lim x" bo’lsin x ketma-ketlikni (x,, x,, ... x,,...)

bilan belgilaymiz. Quyidagi shartlar bajarilishini ko’rsatish yetarl:.
a) Z x§<oo,xE£2 :
k=1
lim i )=
b) O p(x",x)=0.
M
(1) dan ixtiyoriy fiksirlangan. M uchun Z (X{M-xm)2 <& Yigindida faqat
k=1

chekli hadlar gatnashganligi uchun n ni fiksirlab m — o limitga o’tamiz.
M

Z (xM-xm )y <g  tengsizlik ixtiyoriy M uchun o’rinli bo’ladi. m —>© da
k=1

quyidagiga ega bo’lamiz. Z (xW-xM)y < g (2)
kel

Z (xM? va Z (xW-x, )% qatorlar yaginlashuvchiligidan Z X2
k=1 k=1 k=1

gatorning ham vyaginlashuvchiligi kelib chigadi. £ning yetarli kichikligi va (2)

(xM-x, ) =0yani x"-x.

tengsizlikdan nILFQ p(x®, x) = JLQ;] =
Bundan €, fazoning to’laligi kelib chiqadi.
Ta’rif 1.3.5. McH gilbert fazosining qism fazosi bp’lsin. Barcha fe M

elementlarga ortogonal bo’lgan geH elementlar toplamni M *=HOM orqali
belgilaymiz ya’'ni M*=HOM = { geH (f,g)=0,vfeM }. M* ham H ning gism
fazosi ekanligini isbotlaymiz. Bu to’plamning qo’shish va songa ko’paytirish
amallariga nisbatan yaqinligini ko’rsatamiz. Agar g,,g, € M™ bo’lsa, u holda
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(2,9, ta,9,,f) =, (9,,f) +«, (g,,f)=0. Endi M* to’plamning yaqinligini
ko’rsatamiz. Faraz qilaylik g, € M* elementlar ketma — ketligi geH element
yaqinlashsin . U holda skalyar ko’paytmaning uzunligiga ko’ra

(9hH=(img, fH= M (g f=0.

n—oo
Demak,ge M*,ya’ni M yopiq qism fazo bo’lar ekan. M* qism fazo M gism
fazoning ortogonal to’ldiruvchisi deyiladi.

Ta’rif 1.3.6. Agar H gilbert fazosining ixtiyoriy a<H elementini f= h+h'

heM, h'e M* ko’rinishda tasvirlansa, u holda H fazo o’zaro ortogonal

Mva M~* fazolarning to’g’ri yig’indisiga yoyilgan deyiladiva H=M @ M~
ko’rinishida yoziladi. Sonoqli sondagi H,,H,, ..., H, ... gilbert fazosining to’g’ri
yig’indisi H = ® H, quyigidagicha aniglanadi.
k=1

H={h=(h,. . h ).h eH 2 [h|°<+w } Skalyarkopaytma

quyidagicha kiritiladi. (h,g) = Z (h.,9,) 9=(0,,90,,....,2,...),2,€H,.
n=1

4§.Hilbert fazolari.

Ta’rif: Cheksiz o’Ichamli to’la Evklid fazosi Hilbert fazosi deyiladi.
Shunday qilib inhtiyoriy tabiatli f,d, ... elementlarning H to’plami Hilbert fazosi

bo’lsa u quyidagi uchta shartni qanoatlantiradi
1) H Evklid fazosi, yani skalyar ko’paytma kiritilgan chiziqli fazo.

2) P(Xy)= \/(X_ Y,X—Y) metrik ma’nosida H —to’la fazo.

3) H — fazo cheksiz o’lchamli yani unda cheksiz elementli chizigli erkli sistema
mavjud
Odatda separabel Helbert fazolari qaraladi, ya’'ni H ning hamma yerida zich
bo’lgan sanoqli to’plam mavjud. Bundan keyin biz faqat separabel Helbert
fazolarini garaymiz .

1- misol Cz[a, b] Evklid fazosi tola emas shuning uchun Cg[a, b] Helbert
fazosi bo’la olmaydi.
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2- Misol |2 va Lg[a,b] lar cheksiz o’lchamli to’la Separabel Evklid

fazolaridir.Shuning uchun ular Helbert fazolari bo’ladi.
Kompleks Evklid fazolari.
Hagiyqiy evklid fazolarida skalyar ko’paytmaning 1-4 aksiomalari quydagicha edi.

1) (X,X)=0,VxeE,(X,X)=0=x=46

2) (X Y)=(y, %), v,y e E

3) (X, ¥) =A(X,y),VAeR,VX,yeE

4) (X, + X5, Y) = (X, Y) + (X, ¥), V%, X, y € E

Biz 2 va 3 dan quydagiga ega bo’lamiz.

(X, AX) = A(X, AX) = A(AX, X) = A (X, X) .

Agar A kompleks son bo’lsa, u holda A = i bo’lganda, (IX,iIX) =—(X,X) ya’ni X
va ix vektorlarning skalyar ko’paytmasi bir vaqtda musbat bo’la olmaydi, bu esa 1-
shartga zid ya’ni kompleks chiziqli fazoda holida 1,2, va 3 shartlar bir vaqtda
bajarishi mumkin emas demak kompleks chizigli fazolarda skalyar ko’paytmaning

shartlarini biroz o’zgartirish kerak.
Konpleks chizigli fazoda skalyar ko paytmaning shartlarini keltiramiz

1) (X,X)20,vxeE,(X,X) =0 x=0

2) (X, ¥)=(y,X),Vx,y €E
3) (AX,¥) = A(x,y),VAeC,Vx,yeE

4) (% + %5, ¥) = (X, Y) + (X, ¥), V%, X,y € E
2va3da (X AY)=2(XY) kelib chigadi hagigatan ham.
(X, Ay) = (A, X) = (Y, X) = (¥, X) = (X, Y).

Misol E =C"- kompleks chizigli fazo. Bu fazoda skalyar ko’paytma quydagicha
Kiritiladi.

(X’ y) = Zxk’ yk
k=1

5§. Chiziqli operatorlar.

Ta’rif 1.5.1. E fazoning har bir elementiga E, fazoning yagona elementini

mos qo’yubchi y = Ax (xe E, ye E,) akslantirish operator deyiladi.
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Ta’rif 1.5.2. Agar ixtiyoriy X,y E elementlar va vas<C sonlar uchun
A (ax+py) = a Ax + BAy tenglik o’rinli bo’lsa, A ga chizigli operator deyiladi. A
operator aniglangan barcha x € E lar to’plamini D , bilan belgilaymiz va uni A
operatorning aniglanish sohasi deb ataymiz. Umuman aytganda D, = E bo’lishi shart
emas lekin D, ning chiziqli ko’p xillik bo’lishi talab gilinadi ya’ni agar x,y €D,
bo’lsa, uholda «,feC uchun ax+ gy eD,.

Misol 1.5.3. A: C oy — C - (AX) (t) = x(0) t + x(%) +%x(1)
operatorning chiziqli bo’lishini ko’rsating. Ixtiyoriy X,ye C ;) va ixtiyoriy «,f <R

sonlar uchun (A(ax+ Ay)) () = (« x(0)+ Ay(0)) t +a x(%)+ ,By(%)+

+2 (@ X+ YD) = @ XO+ JYOt+X () +AY )+ > a x(O+ py(L) =

« (KO+X () + 2 M)+ FOOL+YCI+ — YW)= @ (AO + 4 (A

Bundan A operatorning chiziqli ekanligini ko’rsatadi.

1
Misol 1.5.4. ArL, g = C AX) = I constxtdt
2

operatorni chiziglikga tekshiramiz.
vxye L, py va va,peC sonlaruchun

Alax+py) = jconst (a x(t) + 3 y(t) dt :jaconst x(t) dt +'lf/3const x(t) dt =

=aA(X) + 5 Aly) .
Demak, berilgan operator chizigli ekan.

Ta’rif 1.5.5. A;E—E, vax, D,. AXx, =Y, bo’lsin. Agary, = AX,e E, ning
ixtiyoriy V atrofi uchun  x, nugtsning shunday U atrofi topilib, vxeU, Ve D,

lar uchun Ax €V bo’lsa, A operator x = x, nuqtada uzluksiz deyiladi.  Agar
v &>0 sin uchun shunday 6 = 6 (&) > 0 son mavjud bo’lib, |x- x, | <6

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xe D, lar uchun HAX-AXO H < & tengsizlik
bajarilsa A operator x = X, nugtada uzluksiz deyiladi.

Ta’rif 1.5.7. Ax = 0 tenglikni ganoaylantiruvchi xeE lar to’plamini A
operatorning yadrosi deb ataymiz va uni Ker A bilan belgilaymiz. Birorta xe D,
uchun y = Ax tenglik bajariladigan y € E, lar to’plamini A operatorning giymatlar
shohasi yoki obrazi deb ataymiz vauni ImA yoki R(A) bilan belgilaymiz.

Ta’rif 1.5.8. A.lE—E, chiziqli operator bo’lsin. Agar shunday C>0 son
16



topilib, ixtiyoriy xe D, =E uchun |Ax| ¢, < C |x|. tengsizlik bajarilsa A
chegaralangan operator deyiladi. Agar chizigli A:E—E, operator chegaralangan
bo’lsa, |A| =inf {¢>0: |AX| ¢, < C|x|., Vxe D, } son A operatorning normasi
deyiladi.
Teorema 1.5.9. A:E—E, chiziqli operator uzluksiz bo’lishi uchun
chegaralangan bo’lishi zarur va yetarli. Bunda E va E, lar normalangan fazolar.
1 1 1, )

Misol 1.5.10. A: ¢, - ¢,. sz(%, 1 Xar g Koo e

operatorni uzluksizlik va chegaralanglikka tekshiramiz. A operatorning chizigliligini

oX, + 1
ko’rsatamiz. A(aX+ fy) = (1T'Byl ’)Z(axz + L0Y, ., %
1 1
( Oan +/8yn), ): E aXl“"Eﬁ)yl ,
1 1 1
Zaxz-l_ZlByz, %axn +?Igyn = ( % ax, %axz, e %axn, )+

+(%/8y11 %ﬁyz, ) 21n ,Byn, ) = 0(AX+ﬂAy

=1 ., [|[&1.. .
\/nZ_;(Zan) = \/nz_llznx” < 5

Demak, A chizigli || Ax] ,,

=, 1 1
> X =5 |, =C=7.

Bundan A operatorning chegaralanganligi ko’rinadi. Teorema 1.5.9. ga ko’ra A
operator uzluksiz bo’ladi.

Ta’rif 1.5.11. Agar ixtiyoriy yel m A uchun Ax=y tenglama yagona
yechimga ega bo’lsa, u holda A operator teskarilanuvchan operator deyiladi. Agar A
teskarilanuvchan operator bo’lsa, u holda ixtiyoriyyel mA ga Ax=y
tenglamaning yechimi bo’lgan yagona Xe D, element mos keladi. Bu moslikni
o’rnatuvchi operator A operatorga teskari operator deyiladi va A bilan
belgilanadi. A :E,—»E, D, .=ImA, ImA®*=D,.

Misol 1.5.12. A:R°- R®, AXx= (X -X;,X,,X,+X,) operatorning
teskarilanuvchanligini ko’rsatib teskarisini toping. AX =Y. (X -X;,X,,X,+X;) =

=(Y..Y2Ys)-
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X=X, =Y 1,0,—

X, =Y, O,1,0 | =1 = 0.
X, + X3 =V, O.,1,1L
Sistemaga yagona yechimga ega shuning uchun A teskarilanuvchi Y, =X,

X3= Y3~ Yoo X% = Vit Y-y, AT = (y1+y3'yz1 Yo ys'yz)-

Teorema 1.5.13. A chizigli operatorga teskari bo’lgan A~ operator ham
chiziglidir.

Teorema 1.5.14. (Teskari operator hagida Banax teoremasi). A E banax
fazosini E, Banax fazoga biyektiv akslantiruvchi chizigli chegaralangan operator

bo’Isin. U holda A~ operator mavjud va chegaralangan.

Ta’rif 1.5.15. E evklid fazosida A chiziqli operator berilgan bo’lsin. Agar
biror A*: E—E operator uchun va ixtiyoriy x,yeE lar uchun (Ax,y) = (x, Ay)
tenglik o’rinli bo’lsa, A" operator A operatorga qo’shma operator deyiladi.

Ta’rif 1.5.16. H gilbert fazosi va A: H —H chegaralangan operator bo’lsin.
vXx,yeH uchun (Ax)y) = (x, Ay) tenglik o’rinli bo’lsa, A operator 0’z-0’ziga
qo’shma operator deyiladi.

Misol 1.5.17. A: ¢,—>¢,. (a,X,,a,x,..., a,X,, ... ) operatorga qo’shma

n

operatorni toping (Ax,y) = Z ax,y, = Z X, a,y,= Z X, (Ay), =
n=1 n=1 n=1
=X AY). Aly=(ay, &Y, . &Y, -)
Ta’rif 1.5.18. Bizga A, €L (X)Y) (L (X)Y)—XniY ga akslanturuvchi

chizigli chegaralangan operatarlar fazosi) lar berilgan bo’lsin. Agar

Im HA] AH 0 bo’lsa, A, operatorlar ketma-katligi A operatorga

n—>oo

tekis yoki norma bo’yicha yaqinlashadi deyiladi.

: 1 1
Misol 15.19. B : ¢, > {,. B x=( Xus-» ~Xn---)  operatorlar

ketma — ketligi B,= & operatorga tekis yaginlashadi.

- 1
B =[Sm0 oS % = o <) 18 B, | = B = Sup

B Lx||==
|8, =sup 2 x]=
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lim [8, -8, |= lim =0

n—oo n—o N

Ta’rif 1.5.20. H — gilbert fazosi va A unda aniglangan chizigli operator
bo’lsin. Agar vXeD(A) uchun (Ax,x) >0 tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda A ga
mudbat operator deyiladi. Odatda agar A musbat operator bo’lsa, A>0 va agar

A-B >0 bo’lsa, A >B kabi yoziladi.

Ta’rif 1.5.21. Agar ixtiyoriy xeE uchun A . Xx—Ax bo’lsa {A]} operatorlar
ketma — ketligi A operatorga kuchli yoki nugtali yaqginlashadi deyiladi.

Misol 1.5.22. C,:¢,—>¢,. C,x=(00, ...,x,,X,,, ...) operatorlar
ketma — ketligi C, = 6 operatorga kuchli yginlashadi.

Cax—Cx| = [Cx| = 2] % [ 0.
k=1

Ta’rif 1.5.23. Agar vfeY" va vfeE uchun f(A x) — f(AX) bo’lsa,

{A.} operatorlar ketma — ketligi A operatorga kuchsiz yaginlashuvchi deyiladi.
1524. B, :¢,—>(,. B,x=(00, ..., 0, x,,X,, ... ) operatorlar ketma —
ketligi A= 6 operatorga kuchsiz yaqginlashadi. Ixtiyoriy ye ¢, uchun

o0

(Box,¥) = X xey,+= k|Z x® X [V >0, noe. Demak

k=1 k=n+1
B, operatorlar ketma — ketligi 6 nol operatorga kuchsiz ma’noda yagqinlashar ekan.
Teorema 1.5.25. Agar X va Y lar Banax fazolari bo’lsa, uholda L (X,Y)

operatorlar fazosi kuchli yaginlashishga nisbatan to’ladir.
Ta’rif 1.5.26. Agar 41eC soni uchun A- A1 operator teskarilanuvchan bo’lib,

teskari operator E ning hamma yerida aniglangan bo’lsa, A soni A operatorning
regulyar nuqtasi deyiladi.
Barcha regulyar nuqtalar to’plami A operatorning rezolventa to’plami deyiladi va p
(A) orqali belgilanadi.
Ta’rif 1.5.27. C/ p(A) to’plamga esa A operatorning spetkri deyiladi va  T(A)
orgali belgilanadi.

Ta’rif 1.5.28. Agar biror 4 son uchun (A-21) x = 0 tenglama nolmas (x=0)
yechimga ega
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bo’lsa 1 son A operatorning xos giymati deyiladi. A = A" operatorning barcha xos
(A) kabi
belgilanadi. Barcha xos giymatlar to’plami skektrda yotadi, chunki A x0s giymat
bo’lsa, A-A1 operatorning teskarisi mavjud emas. Barcha xos qiymatlar to’plami
nuqtali spektr deyiladi va T  (A) orgali belgilanadi.

qiymatlari to’plamiga shu operatorning diskret spektri deyiladi va T

disc

Spektrning qolgan gismi ya’ni (A-A1)™ operator mavjud ammo chegaralanmagan
A eT(A) lar to’plami A operatorning uzluksiz spektri deyiladi va T, (A) kabi
belgilanadi. Chegaralangan 0’z — o’ziga qo’shma A operator uchun T(A)/ T ,.. (A)
to’plamga A operatorning muhim spetri deyiladi va Tess (A) bilan belgilanadi.
Misol 1.5.29. A: L,[a,b] > L,[ab], Ax(t)=tx(t) operatorning spetri va
rezolventasini toping

— — — 4 _ x()
(A-21) x(1) = (t-2) x(©) =y(1), R, (A)=(A-2D)"X(Y) = ——=
Aelab] daT= [a,b] p(A) =Cl [a,b].

Teorema 1.5.30. Agar AcL(E) bo’lib || > ||A| tengsizlik bajarilsa, u holda
A regulyar nuqta bo’ladi ya’ni 1€ p(A)
Teorema 1.5.31. X to’la normalangan fazo va Mc X bo’lsin. Agar shunday
k>0 topilib barcha x € M lar uchun |x| < k bajarilsa, u holda M to’plamga

chegaralangan to’plam deyiladi.
Ta’rif 1.5.32. Agar M to’plamning ixtiyoriy ketma — ketligidan yaginlashuvchi
qismiy ketma — ketlik ajratish mumkin bo’lsa M to’plamga nisbiy kompakt to’plam
deyiladi.
Ta’rif 1.5.33. Agar Ae L (X)Y) operator X dagi ixtiyoriy chegaralangan to’plamni
Y dagi nisbiy kompakt operator deyiladi.

Teorema 1.5.34. A: C"—> C" chiziqli operator kompaktdir.

Teorema 1.5.35. Agar Ae L (X,Y) va dim R(A) 5 «» bo’lsa, u holda A kompakt
bo’ladi.

A: L,[lab] > L,[ab], (Af)(x) = j(/1+/1x) f(x)

operatorni kompaktlikka tekshiramiz A ikki o’lchamli bo’lganligi uchun teorema
1.5.35. ga asosan kompaktdir.
Teorema 1.5.37. Agar A e L (X)Y) bo’lib, A, kompakt va lim|A —Al=0

bo’lsa, u hoda limitik operator A kompakt bo’ladi.
Teorema 1.5.38. Agar A kompakt operator bo’lsa, u holda 4 - B va B - 4

operatorlar ham kompakt bo’ladi.
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Teorema 1.5.39. A operator kompakt bo’lishi uchun uning qo’shmasi A" kompakt
bo’lishi zarur va yetarli.
Ta’rif 1.5.40. Agar H gilbert fazosida aniglangan A operator har ganday kuchsiz
yaqginlashuvchi ketma — ketlikni kuchli yaginlashuvchi ketma — ketlikga o’tqazsa, u
holda A ga kompakt operator deyiladi.
Tasdig 1.5.41. H komleks gilbert fazosidagi 0’z — 0’ziga qo’shma chegaralangan A
operatorning barcha xos giymatlari hagiqgiydir.

Teorema 1.5.42. (Mynpq Kriteriyasi) Bizga A = A" L (H) operator berilgan
bo’lsin AeTess (A) bo’lishi uchun shunday {g,} ortonormal sistema topilib,

|(A=2¢,| —=—0

bo’lishi zarur va yetarli.
Teorema 1.5.43. (Veyl teoremasi) A, K 0’z - o’ziga qo’shma operatorlar va K
kompakt operator bo’lsa, u holda A operatorning muhim spetri , A + K
operatorning muhim spetriga
teng ya’ni Tess (A) = Tess (A +K)

Teorema 1.5.43 (Fredgolmning analatik teoremasi ) D C komleks
tekisligida soha

bo’lsin. F: D — L (H) funksiya shunday analatik operatorni ifodalovchi funksiya
bo’lsinki  f(z) vzeD uchun kompakt operator bo’lsin, u holda

a) (I-f(z)) * hech ganday z € D uchun mavjud emas;

yoki

b) (I-f(z)) * hamma z €D /S uchun mavjud. Bunda S ¢ D diskret to’plamining D
da limitik

nugtalari mavjud emas. Bu holda (I-f(z)) *D da meramorf D/S da analitik uning
qutblaridagi qoldiglari chekli o’Ichamli operatorlardir va agar XS bo’lsa, u holda
f(z) o= ¢ tenglama H da nolmas yechimga ega.

Natija 1.5.44. (Fredgolm afternativasi) . Agar A operator H da kompakt operator
bol’lsa, (I-A) * mavjud yoki Ap = ¢ tenglama yachimga ega.

11 bob
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Fridrixs modeli va unng spektrial xossalari.
T=(-;7]" orqali T=(-n,x]torning d marta dekart ko’paytmasini belgilaymiz, ya’ni
T —TxTx..xT. LAT% orgali T da aniglangan modulining kvadrati bilan
%/—J

d ta
integrallanuvchi funksiyalarning Hilbert fazosini belgilaymiz, ya’ni

|_2(Td)={f eT?, j|f(q)|2dq<oo}.

C! - bir o’Ichamli kompleks Hilbert fazosi.
Misol: f(x) = i(l—cos x) f(x)= Zd:cos X,
i=1 i=1

L,(T% da quyidagi formula bilan aniglangan Fridrexs moduli deb ataluvchi
operatorni garaymiz.
(1) h, =h, — A0 "®
Bunda
(h, f)(a) = @—cosq) f(q)
D :Ch > L(TY)
@ f, =sindf,
®:L,(TY) —»C*
Of =(sing; )

Ya’ni h,(q) operator L,(T’) fazoda quyidagi ko’rinishga ega: A>0
h, f(a)=(1—cosq) f(q) - Asing [sintf (t)dt
Td

Faraz qilamiz d=1 bo’lsin.
Lemma-1: VA >0va Vvqge(—x 7] uchun h; operator chizigli,

chegaralangan va o’z-o’ziga qo’shma operator bo’ladi.
Isbot Ik, operatorning chegaralanganligini ko’rsatamiz.

Q) (a1 fi + azf; = axy(fy) + axhyfy
tenglikni tekshiramiz: Opertatorni aniglanishidan

hy(ayfi + azfz)(q) = (1 = cosq)(a,f1(q) + ayf2(q))

—Asing j sint(a,f,(t) + ayf2(1))dt =

T,

(1 = cosq)fi(q) — aiAsing J sintf; (t)dt + a,(1 — cosq)f>(q)

Ty
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—a,Asing j sintf,(t)dt = a,[(1 — cosq) f1(q) —

—Asing f sintf; (t)dt] + a,[(1 — cosq)f,(q) — Asing J sintf,(t)dt] =

= a1y (f1) + axhufy
h, operator chizigli ekan.

2 . . 2
b) lh, f||" = ”(1—cos q) f (g) — Asin q_fsmtf (t)dt‘ dg <
T

la— b|2 < 2|a|2 + 2|b|2 tengsizligiga ko’ra

<2f|@—cosq)f (@)|° + A [ |sin of ®|°
<8[|f(@)|*da+A[|[ f(®)dt| dg=
8|+ [|[|f@fdthg=

8 f|"+ 4| [ da =@+ A27)|f[
TL

b fl<M[f]
M =/8+271

h, operator chegaralangan ekan .
C) h, operatorning o0’z —o0’ziga qo’shmaligini ta’rif bo’yicha ko’rsatamiz ya’ni
vf,g eLl,(—z;z] laruchun

(h,f,9),. =(f,h;,09).: tenglik bajarilishini ko’rsatamiz.
(h/lfag):(fah/lg)

(h,f.9)= [ (h, f)(@g(a)da=

= H(l—cos q) f(g)—Asin qjsintf (Hdt |g (9)dq =

= [@~cosq) f (@)g(a)dq — [|Asingsint(f (t)dt fg(a)dq =

= [ £ (@)(T—cosq)g(q)dq - 4 [sintf (t)dt [ sinqg(q)dq =
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[] f @-cos@a(a) - 2sinaf (@) sintg (a)et o =

-l-l

j f (q)[(l— cosq)g(q) — Asin qjsintg (t)dt} =(f,h,q)

-|-1

(hgfig) :(f’hzg)
Lemma isbot bo’ldi. A

Lemma-2: @ ® operator kompakt operator.
Isbot:

Buning uchun @ ® chegaralangan ekanligini ko’rsatamiz.

2
o"f|"dg = [|o"of| dg J‘{sin q[sintf (t)dt} dq <
T! T! T!

‘|

-I—l

Bundan kelib chigadiki |

2

[ fdt| dg=2r [| £ ) dt =22 |
Tt

T!

O°D

<V f]

@ ® bir o’lchamli operator ekanligidan uning kompakt ekanligini hosil gilamiz.
Lemma isbot bo’ldi. A

Tasdig-1: (@Of, f) = (Of @) =|Df ||2 >0 Ya’ni, @ ®operator nomanfiy

operator.

Lemma-3: h, operatorning muhim spektri [0,2] kesmadan iborat

Isbot. Muhim spektr o’rni haqidagi Veyl kriteriyasiga asosan Z € o (h,)

munosabat bajarilishi uchun shunday X ortonormal sistema topilib

Ith, —2) | >0

bo’lihsi zarur va yetarli . Faraz qilaylik z soni [0,2] kesmadagi ihtiyoriy son

bo’lsin L o} ortonormal sistema sifatida quyidagi funksiyalar sistemasini olamiz.
Xg, (Q)

f = % 77
2 (Q) ME.(Q)

Bu yerda

$.(9) ={q eﬂig\l—cosq—z\si}
n+1 n
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x,, €sa v, ning xarakteristik funksiyasi ||(hy — z)fyll P 0 (1) munosabatni
o’rinli ekanini ko’rsatamiz.

Buning uchun (hy — z)f, ning normasini quydagicha baholaymiz.
[th, =2) %, =|—cosq-2)f,(q)| =

= ﬂl— cos g — zﬂ f (q)qu =
Tt

2

Xy (@)

1-cosq— 2 |——42 _
[f-cosa-2 5

TL

- ; :I )

1

=— —> 0
N~ NnN—c

Shunday qilib biz ¥n > N, uchun

1
[Ch, —2) f, ==

tengsizlikni hosil gildik . Bu tengsizlik z € o, (h,) munosabat o’rinli ekanligini

ko’rsatadi. Z € o (h;) sonining ixtiyorligidan [0,2] € o..(h,) munosabat
o’rinli ekanligi kelib chigadi. Bundan esa o.s(hg)=[0,2] ekanligini xosil gilamiz.
Lemma isbot bo’ldi. A

Tasdig-2: Veyl teoremasiga ko’ra h; operatorni muhim spektri h, operatorning

spektri bilan ustma ust tushadi ya’ni:

Gess (hﬂ,) — Gess (ho) — [0’2]

Lemma-4:

h, operator 2 dan o’ngda X0s giymatga ega emas.

Isbot:

h, operatorning o0’z-0’ziga qo’shmaligidan uning spektri haqiqiy sonlar
to’plamining qism to’plami bo’ladi.

@@ operatorning musbatligidan h, < h, kelib chigadi.
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va bundan esa supt(h,) <2 kelib chigadi. Bu esa 74 (h, N (2+x)) =0

ekanligini isbotlaydi.A

Demak biz 0 sonidan chapda joylashgan xos giymatlari bilan gizigamiz.

C \[0,2] daaniglangan quyidagi funksiya (Fredgolm determinanti) ni kiritamiz.
sin’ q

1-cosq—z

A (2)=1-2]

Lemma isbot bo’ldi. A

Lemma-5: z < Osoni h; operatorning xos giymati bo’lishi uchun
A,(z) =0 bo’lishi zarur va yetarli va z xo0s giymatga mos xos funksiyaning
ko’rinishi quyidagicha bo’ladi:

AsinqC
f(a) = d

—cosq—2z
Isbot:

Zarurligi: Faraz gilaylik z <Osoni h; operatorning xos qiymati bo’lsin u holda

h,f =zf nolmas f € L,(T") yechimga ega bo’ladi.
Ya’ni

(1—cosq) f (q) — Asing [sintf (t)dt = zf (q)
bo’ladi. Bunda T
(I—cosq—2z)f(gq)=A4sinqC,
tenglikni xosil gilamiz, bunda

AsingC
f(@)=: d
—Ccosq—z

C, = jsintf ®dt

(1) ga ko’ra-
sintC
Cf=i_[sint !
] l—cost—z
_ sin®t
C. :Cf/118|nt dt
2% l1-cost—z
C, -@—4[sint Sin"t 4y —o
f S 1-cost—z = (2)
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C; =20 chunki C, =0 deb faraz gilsak f (q) =0 ekanligi hosil bo’ladi bu esa
zidlikka olib keladi.
(2) tenglikdan

_ sin® t
1—/1jsmt—dt =0,

o 1-cost-z

ya’ni A, (z) = 0ekanligi kelib chigadi.
Yetarliligi:
Faraz qgilaylik A,(z)=0 bo’lsin u holda z <O soni h; operator uchun xos
qiymat ekanligini ko’rsatamiz.

_ AsintC
1-cosqgq—z

fo funksiyani aniglaymiz.

h, f, — zf, ayirmani garaymiz.

(1—cosq) >ing —ﬂsinqjsint sint dt =
l1-cosq—z ] l1-cosz—-z
. . sin’t . sin’t
=sing—Asin qj—dt =sin q(l—/l_[—) =0
=1-cosz-z nl-cost-z

h, f, = zf, tenglikni xosil gilamiz, Bu esa z <0 soni h, uchun xos giymat
ekanligini bildiradi.
Lemma isbot bo’ldi. A

Lemma-6: VA >0 uchun quyidagi munosabatlar o’rinli.

a) A,(z)=0 funksiya (-,0) oraligda z bo’yicha uzluksiz va monoton
kamayuvchi.

b) ZIi%mooAﬂ(z):l

) IzlLrg A, (2)=1-2Ar

Isbot:

a) z € (—o,0) bo’lgani uchun A,(z) funksiya (—oo,0),yarim o’qda z bo’yicha
uzluksiz (-,0) da A;(z) funksiyanini monoton o’suvchiligini ko’rsatish uchun
2:<z, munosabat bajariladigan Vz,,z, € (—o0,0) larda A;(z;) < Ay(2,)
tengsizlik bajarilishini ko’rsatish yetarli. Faraz qilamiz z;<z,<0 bo’lsin u holda
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1 1
<
o(d)-z, (Q)-1z,

»°(q) ZACII
lo@-5%<lo@-5%
9*(q) )
-z <A w(q)—zqu
I () J‘ ) _27 @) 4,
co(q)—z vo(0) -2,

1-4 RACON dq>1_” 9°(q) dq
no(d) -z, () -z,

Ya'ni A;(z;) > A,(z,) kelib chigadi bu esa A;(z) funksiyaning (—oo,0) da
monoton kamayuvchi ekanligini bildiradi.

sin® q

limA,(z) =lim(l-A | ————dq) = 1
c) A, (2) =lim( T-[l—cosq—z D= o<a<
(1 —cosq)(1 + cosq) J
A 1= cosq A | (14 cosq)dq A

Tl
Lemma isbot bo’ldi. A

Lemma-7: Ushbu

sin?q
1-4 dg=0
rl—cosq—z

tenglama z; = (1 — A — ﬁ) ildizga ega.
Isbot:

sin“q
I=f dq
mnl—cosq—z

integralni xisoblaymiz.

z = —a < 0 belgilash olamiz va quyidagi almashtirishlarni kiritamiz:

1-tg?d 1-¢2
€os = 29 1+ t2
1+tg >
. q_t dx = 2dt
97~ AR
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e 1—t2 14tz
L7 te

0 2\2 (1 +232
:2.“ a+t°) ](-1 2) dt —
wa+¢2f[l—l_t2+a1

1—¢2\
I_f‘” 1-(157r)  2a

+t

_2]‘3 L+t> —1+t*)A+t* +1-t%)
J @+t A+t? —1+t2 ral+t?)]

J' 4t o
L+t*)*|2t> + a(1+t2)J

—00

o t2

:8-[ 1+ tz)z-[Zt2 +a(l+ t2)jdt -

—0o0

Ushbu integralni hisoblashda noma’lum koefitsientlar metodidan foydalanamiz.
t? At+B Ct+D Et+F

= + +
@A+t?)*’[(2+a)t*+a] @+t*)* 1+t*> ((2+a)t’+a

t* = (At + B)[(2 + a)t®* + a)] + (Ct + D)1+ t*)((2+ a)t® + a) + (Et + F)(1+t?)

( C2+a)+E=0
DR2+a)+F=0
AR2+a)+2+a)C+Ca+2E=0
Bla+2)+DR2+a)+aD+2F =1
Aa+Ca+E=0

\ Ba+Da+F =0

( 2D+aD+F =0
Ba+Da+F =0
Ca+2C+E=0
Aa+Ca+E =0

Ba+ 2D +2aD +2F =0

\2Ca+2C+aA+2E=0

2A4+aA+2C+aC+aC—2aC—-2C—aAd =0
aB+ 2B+ 2D+ aD +aD —aB — 2D —2aD =1
2=0 = A=0
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2B =1 B !
= = = —
2

{2D+aD+F=O

= = =1
aB+aD+F =0 = 2D-aB=0 2D=aB D=7a

_ 20—aA =0

{aC+ZC+E—0 N e o~ F=0
aA+aC+E=0 C_T_O
F=-2D—aD = 1 Lo 1.4 +1

= aD =-za—za" = Za(za )
A=0 B—1 C=0 D—1 E=0 F= LA +1

- ) _2) - ) _4ar - ) - Za(za )

1
t2 1 1 a 1 aa+l

(1+t2)2[(2+a)t2+a]=2(1+t2)2 4 1+t> 2 RQ+a)t’+a

- +1f ac___ _
2¢ ) Q+a)ti+a

1+ t2

— 00

j(l dt+ a
(a2 +4a) [ dt

1 t 1

=4(—- + = tt>°_°oo+2 tgt|=, — =
2 1+t2 zarcg | arctgt| 2+4+a £2 4 a

00 a

22+22+2a2+2a§— P

_00—2 a+1)—2anr
( ) Ta

= 2n(a+1)—2m/a2+2a= 27T(a+1—\/a2+2a= 2n(1—z—\/z2—2z)
I=2n(1—z—\/22—22)
1—27tl(1—z—\/22—22)=0

n  2a(a+2) j dt

=2+ 2anr + —

1
1—z—+z2-22=-—
2mA
1 L _ 22
—z- o =Vzt -2z

Endi tenglikning har ikkala tomonini kvadratga ko’taramiz.

=72 -2z

1 1
1—ZZ+ZZ—E(1—Z)+47T2/12
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1 A

L vy i Rl
=7nA 1 1 1
Z_n(nl 4n2/12)
=(1-m . ) 4> -
= T 4 2T

Lemma isbot bo’ldi. A

Ta’rif:  h;f = 0 tenglama nolmas f & L,(T') yechimga ega bo’lsa z=0
virtual sath deyiladi.

Lemma-8: h;f = 0 tenglama nolmas yechimga ega fagat va fagat A(4,0) =0

ACsing

tenglama o’rinli bo’lsa va f(q) = funksiya (1) tenglamani nolmas

1—cosq
yechimi bo’ladi.
Isbot: Zaruriyligi:

(1 —cosq)f = Asing - C C = Jsintf(t)dt

T1
(@) = Asing - C
M) =1= cosq
Asint - C
C = j sint - ——dt
1 — cosq
T1
)
C1-1[, 15_120; dt) =0 A(1,0) =0
Yetarliligi: A(4,0) = Otenglik o’rinli bo’lsin u holda
flq) = is_l::sf, h,f = 0 tenglamaning nolmas yechimi ekanligini ko’rsatamiz.
hf =1 )Asinq-C Asi f ,tlsint-Cdt_
A = cosq 1= cosq sing 1 sin T cost L=
T
Asing - C — A%si J St sing- C- AL O) = 0
sing sing | 7o = 4sing ,0) =

Tl
Lemma isbot bo’ldi. A

Tasdiq: A(4,0) = 0 ekanligidan A = i ekanligi kelib chigadi va aksincha.
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lsmq C

Lemma-9: f(q) = funk3|ya L,(T") fazoga tegishli emas.
Isbot:
A .2 7'[1
2 sin“q j‘ + cosq
= — —d =
I, j 1 — cosq 1—cosq !
—TT -1
‘1 ‘1 r1
+ cos + cos + cos
.[ q J ok dq + J _reor dq
1- cosq 1 —cosq 1 — cosq
-6 -
8
1+ cosq
11 = j
1-— cosq
6
1+ cosq
12 - j
1- cosq
—TT
s
1+ cosq
ls = j 1 — cos
3 q
8 8
1+ cosq 1+ cosq
b= ) Teong =2 Tcng ™
1 — cosq 1 — cosq
-8
s
[
= 0O
1 — cosq 1
0

va fo(s (1+Cosq: . )dq =6 +sind < o
1-cosq 1-cosq
ekanligidan

”f”iz(Tl) =
ekanligi xosil bo’ladi.
Lemma isbot bo’ldi.A

Teorema:
a) 1> i da h, operator yagona z; = 1 — mA — ﬁ < 0 xo0s giymatga ega va bu
X0s giymatga mos xos funksiya

flq) = LomaC ko’rinishga ega.

1-cosq—-z,

by <A< % da h, operator xos giymatga ega emas.
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c) A= % da z = 0 nuqta h; operator uchun virtual sath bo’ladi va virtual holat
ko’rinishi quyidagicha bo’ladi.

F@ =1L e 1,
Isbot:
a) Lemma-1 ga asosan
lim A;=1
Z—00
limA)=1-2Ar <0

z—-0
va Aj(z) ze€ (—,0) da monoton kamayuvchi va uzluksiz shunga asosan
Boltsano Koshining 1-teoremasiga ko’ra A;(z) (—o0,0) da yagona xos giymatga
ega bo’ladi, h; operator (—oo,0) da yagona xos giymatga ega va Lemma-7 ga
ko’ra

=(1—-71nt1l———
%= ( T 4tA

va lemma-5 ga ko’ra bu xos qiymatga mos xos funksiyaning ko’rinishi
quyidagicha bo’ladi, f(q) = —=24<_

1—cosq-z,

sin’ g
A,(2)=1-1[—d - =1 limA,= 1 —
by A.(2) T-[l—cosq—z g lim, ¢, 4;=1 limAy= 1 —2Am < 0

ekanidan va A;(z) ni  (—o,0) da monotonligidan A;(z) =0 (—,0) da
yechimga ega emasligi kelib chigadi.

A, (2)

Bundan esa lemma 5 ga ko’ra  h; operator xos giymatga ega emasligi kelib
chigadi.
33



Asing-C

c) A= % bo’lsa hf=0 tenglama lemma 5 ga ko’ra f(q) = xos funksiyaga

1-cosq
ega va bu xos funksiya Lemma-9 ga ko’ra f & L,(T') bo’lgani uchun ta’rifga
asosan h; operator uchun z = 0 nuqgtada virtual sathga ega ekanligi kelib chigadi.
Teorema isbot bo’ldi. A
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Xulosa

Bitiruv malakaviy ishi h; Fridrixs modelining spektrial xossalarini
o’rganishga bag’ishlangan.

Ishda L,(T") Hilbert fazosida aniglangan h; Fridrixs modeli
garalgan. h; operatorning muhim spektri o’rni va undan tashgari muhim
spektrdan chapda yagona xos qiymatga ega bo’lishi va uning ko’rinishi
teorema sifatida keltirilgan.

Olingan natija kvant mexanikasi orgali gattig jismlar fizikasi,
matematik fizika masalalari o’z-o’ziga qo’shma chiziqli chegaralangan
operatorlarning spektrial nazariyasi fanlarida muhim o’rin kasb etadi.

Bu ish ijodiy xarakterga ega.
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