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KIRISH

Prezidentimiz ILA.Karimovning “Jahon moliyaviy-igtisodiy ingirozi,
O zbekiston sharoitida uni bartaraf etishning yo'llari va choralari” asarida
“...korxonalarni modernizatsiya qilish, texnik va texnologik gayta jihozlashni
yanada jadallashtirish, zamonaviy, moslashuvchan texnologiyalarni keng joriy
etish” inqgirozga qarshi choralardan biri sifatida ko’rsatilgan [1]. Prezidentimiz
I.LA.Karimovning «Vatanimizning kelajagi, xalgimizning ertangi  Kkuni,
mamlakatimizning  jahon  hamjamiyatidagi  obro’-e’tibori,  avvalambor
farzandlarimizning o’nib-o’sib, ulg’ayib, ganday inson bo’lib hayotga kirib
borishiga bog’liqdir. Biz bunday o’tkir haqigatni hech gachon unutmasligimiz
kerak» degan oqilona gaplariga amal qilmog’imiz lozim. Bu vazifalarni zamonaviy
kompyuter texnologiyalarining tadbiqisiz bajarish mumkin emas. IImiy asoslangan
rejalar tuzish, ularni amaliyotga joriy etish eng ilg or axborot-kommunikatsiya
texnologiyalardan foydalanishni tagozo etadi [2, 3]. Prezidentimizning 2002 yil 30
mayda qabul gilingan “Kompyuterlashtirishni yanada rivojlantirish va axborot-
kommunikatsiya texnologiyalarini joriy etish” to‘g‘risidagi farmonida kompyuter
texnologiyalaridan foydalanishning samaradorligini oshirish yo nalishlari belgilab
berilgan [4, 5].

Mavzuning dolzarbligi. Kompyuterning qo’llanilish sohalaridan biri
mexanik jarayonlarni va ob’ektlarning matematik modellarini hisoblash usullari va
kompyuterlarning dasturiy vositalari yordamida tadqiq etish bo’lib golmoqgda.
Hisoblash matematikasi usullari va kompyuterlarning zamonaviy imkoniyatlari
birgalikda mexanik jarayonlar va ob’yektlarning shu paytgacha noma lum
xususiyatlarini ochishga va, shu asnoda, texnologik jarayonlarni
takomillashtirishga xizmat qilmoqgda. Ushbu bitiruv malakaviy ishning mavzusi
ham hisoblash matematikasi va kompyuterning ilmiy tadgigot ishlarda

qo’llanilishiga bog'liq bo’lib, ilmiy va amaliy jihatdan dolzarbdir [6, 14].



Hozirgi kunda fan-texnika rivojlanib borgan sari matematika va
konpyuterning o’rni ortib bormoqgda. Shu jumladan matematikadan fizika,
mexanika, biologiya, kimyo va astronomiya hamda iqtisodiy masalalarni
yechishda, mexanik jarayonlarni tahlil etishda va boshga ko’p sohalarda
foydalaniladi. Bu sohalardagi jarayonlarning matematik modeli oddiy differensial
tenglamalar nomi bilan yuritiladi.

Ushbu ishda oddiy differensial tenglamani Maple va Mathcad dasturlari
yordamida analitik va tagribiy yechish masalasi garaladi. Quyida masalaning
qo’yilishi va uni yechishning ketma-ket algoritmi keltirilgan. Oddiy differensial
tenglamalarni yechish uchun zarur bo’lgan hisoblash usullari tavsiflanadi.

Masalaning qo’yilishi. Quyida ana shunga erishish uchun avvalo oddiy
differensial tenglama, chegaraviy masala, ularning umumiy va xususiy yechimlari,
ularni analitik usulda topish, gay hollarda matematik paketlardan ganday
foydalanish  mumkinligi haqida so’z yuritish. Nochizigli differensial
tenglamalardan iborat bo’lgan bir gator mexanik jarayonlar modellari differensial
tenglamalarini taqribiy yechish masalasi garalib, tagribiy hisob usuli Runge-Kutta
usuli bo’yicha aniq amaliy masalalar yechish.

Ishning magsadi va vazifalari. Ushbu bitiruv malakaviy ishini yozishda
oddiy differensial tenglamalarni, chegaraviy masalalarni analitik va sonli yechish
usullari yordamida Maple va Mathcad matematik paketidan foydalanib, yechish,
aniq amaliy masalalarda bu jarayonni ko’rsatish, masalani yechishning algoritmi
va dasturini yaratish ko’zda tutilgan.

Muammoning ishlab chiqgilish darajasi. Bitiruv malakaviy ishida
nochizigli differensial tenglamalardan iborat bo’lgan mexanikaning bir gator
amaliy masalalarini tagribiy yechish masalasi garalib, tagribiy hisob usuli Runge-
Kutta usuli bo’yicha aniq amaliy masalalar yechish. Tadqigotlar anig misollarda
bajarildi, ular uchun zarur algoritm va dasturlar tuzildi.

Ishning ilmiy vyangiligi. Oddiy differensial tenglamalar, chegaraviy

masalalar, Koshi masalasidagi masalalarni matematik paketlardan foydalanib



yechishda bu bo’limlarda qo’llaniladigan (ba’zaviy) metodlarni bilish zarur. Ular
oliy matematikaning asosiy bo’limlarida qo’llaniladigan elementar almashtirishlar
va hisoblashlarning buyruglaridan (operatorlaridan) foydalanish imkonini beradi.

Amalda ixtiyoriy matematik paket yordamida amalga oshirish mumkin
bo’lgan “elementar” hisoblashlar va almashtirishlar zanjiri murakkab masalalarni
ham yechish imkonini beradi (masalan, oddiy differensial tenglamalar, chegaraviy
masalalarni yechish).

Tadqgigot predmeti. Maple va Mathcad dasturiy paketi oliy matematikaning
maxsus bo’limlaridagi ko pgina masalalarning yechimlarini topishga imkon beradi.
Maple va Mathcad muhitida ishlash texnologiyasi bilan [6, 9, 10, 11, 13] larda
tanishish mumkin.

Ushbu bitiruv malakaviy ishida Maple va Mathcad matematik paketning
oddiy differensial tenglamalar, chegaraviy masalalarning ba’zi turlarini yechish
uchun qo’llash uslubi keltirilgan.

Tadgiqot obyekti. Oddiy differensial tenglamalar, chegaraviy masalalar
bitiruv malakaviy ishining tadgigot obyektidir. Oddiy differensial tenglamalar,
chegaraviy masalalarni aniq usullar bilan yechish [7, 8, 12, 15] adabiyotlarda va
ularni tagribiy yechish usullari esa [6, 14] adabiyotlarda keltirilgan.

Ishning ilmiy ahamiyati. Bu bitiruv malakaviy ishida oddiy differensial
tenglamalar, chegaraviy masalalarni Maple va Mathcad matematik paket
yordamida analitik va taqribiy yechish usullari ko’rsatilgan.

Ishning amaliy ahamiyati. Bitiruv malakaviy ishidan «Differensial
tenglamalar» fanidan bo’ladigan amaliy mashg’ulotlarda, seminar mashg’ulot-
larida, oddiy differensial tenglama va tenglamalar sistemasi, chegaraviy
masalalarni sonli yechish bo’yicha tanlov fanlari mashg’ulotlarida foydalanish
mumkin.

Ishning tuzilishi. Bitiruv malakaviy ishi Kirish gismi, Asosiy gism, Xulosa
va foydalanilgan adabiyotlar ro’yxatidan iborat bo’lib, jami 51 betdan iborat.

Asosiy gism 3 ta bobdan iborat bo’lib, 1- bobda oddiy differensial tenglamalarni



Maple va Mathcad paketi yordamida analitik yechish berilgan va buning
qo’llanilishi misollarda ko’rsatilgan. 2 - bobda oddiy differensial tenglamani
Maple va Mathcad paketi yordamida sonli yechish usullari ko’rsatilgan. 3-bobda
esa mexanikaning nochizigli differensial tenglamalar sistemasidan iborat bo’lgan
bir gator amaliy masalalari differensial tenglamalarini sonli yechish masalasi
garalib, taqribiy hisob usuli Runge-Kutta usuli bo’yicha aniq amaliy masalalar
yechilgan. Xulosa gismida bitiruv ishining asosiy natijalari va uning amaliy
tadbiglari bayon gilingan. Foydalanilgan adabiyotlar ro’yxati 20 ta adabiyotdan
iborat.

Olingan natijalarning gisgacha mazmuni (annotatsiyasi). Bu ishda oddiy
differensial tenglamalarni Maple va Mathcad matematik paketi yordamida analitik
va tagribiy yechish hisob ketma-ketligi keltirilgan. oddiy differensial tenglamalar
tadbiglarining, masalan, mexanik jarayonlar masalalarida qo’llanilishi ko’rsatilgan.
Nochizigli differensial tenglamalardan iborat bo’lgan bir gator amaliy masalalarni
sonli yechish masalasi garaladi. Differensial tenglamalarni yechishning bir gator
tagribiy hisob usullar (Eyler usuli, Runge-Kutta usuli va boshga usullar)dan iborat.
Shulardan Runge-Kutta usuli bo’yicha aniq amaliy masalalar yechilgan, hisob
algoritmi va blok-sxemasi tuzilgan, shunga ko’ra Maple va Mathcad matematik
paketida dastur ishlab chigilgan. Olingan natijalar analitik yechim funksiyasi

ko’rinishida, grafiklarda ifodalanib, tegishli xulosalar chigarilgan.



1-BOB.
ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALARNING ANALITIK YECHIMINI
MAPLE VA MATHCAD DASTURLARI YORDAMIDA TOPISH

Mexanikaning turli masalalarini o’rganish ko’p hollarda oddiy differensial
tenglamalarni yechishga olib kelinadi. Aniq amaliy masala esa ixtiyoriy tartibli
differensial tenglamani yechishni talab etadi. Bunday masalalarni ko’p hollarda
analitik usullar bilan yechib bo’lmaydi. Ana shunday hollarda biz sonli usullarga
murojaat gilamiz. Sonli usullar yordamida taqribiy yechim quriladi va tegishli
xulosalar sigariladi. Mazkur ishda ana shunday masalalarni Maple va Mathcad
matematik paketlari yordamida oddiy differensial tenglamalarni tagribiy yechish

masalalari garaladi.

1.1. Oddiy differensial tenglama va uning umumiy yechimini

Maple dasturida topish

Masalaning qo’yilishi.

Hozirgi kunda fan-texnika rivojlanib borgan sari matematikaning roli ortib
bormogda. Shu jumladan matematikadan fizika, mexanika va astronomiya hamda
igtisodiy masalalarni yechishda, biologik jarayonlarni tahlil etishda va boshqa ko’p
sohalarda foydalaniladi. Bu sohalardagi jarayonlarning matematik modeli
differensial tenglamalar nomi bilan yuritiladi.

Noma’lum funksiyaning hosilasi yoki differensiali gatnashgan tenglama
differensial tenglama deyiladi.

Agar noma’lum funksiya bir argumentli bo’lsa, u holda tenglama oddiy
differensial tenglama deb, agar noma’lum funksiya ko’p o’zgaruvchili bo’lsa, u

holda tenglama xususiy hosilali differensial tenglama deb aytiladi.



Masalan, faraz gilaylik moddiy nugta OX o’qi bo’ylab harakat gilsin. Harakat
funksiyasi f(t) bo’lsin. Bundan tashqari biror t=t; momentda uning absissasi X
giymatni gabul gilsin. Shu moddiy nugtaning harakat gonunini toping.

Bu masalaning matematik modeli ushbu

L 10 o) =0
differensial tenglama va boshlang’ich shart ko’rinish bilan ifodalanadi.

Yana bir misol keltiraylik. Radiaktiv. modda hisoblangan radiyning
parchalanish tezligi uning miqdoriga to’g’ri proporsiolnal. Faraz qilaylik, t
momentda Rog radiy bor bo’lsin. Ixtiyoriy t momentda Rg radiy miqdorini
aniglang.

Agar proporsionallik koeffisiyenti ¢ (c>0) ga teng bo’lsa, u holda masala
ushbu differensial tenglamani yechishga keltiriladi.

oR _
ot
Bu tenglamani t=t, da R=R, ga teng bo’ladigan yechimi
R=Re "y

—cl

funksiya bilan ifodalanadi.

Yuqoridagi masalalardan ko’rinadiki, bitta differensial tenglamani bir necha
funksiyalar qanoatlantirishi mumkin, shuning uchun differensial tenglamalar
nazariyasining asosiy maqsadi berilgan tenglamaning barcha yechimlarini topish
va ularning xususiyatlarini o’rganishdan iborat.

Bu maqgsadga erishish uchun hozirgi kubda bizning qo’limizda maxsus
matematik paketlar mavjud. Bular Maple, Mathcad, MathLab, Mathematica va
hokazo. Ana shu paketlardan foydalangan holda oddiy differensial tenglamalarni
yechishimiz mumkin bo’ladi.

Ammo yana bir masalani oydinlashtirish lozim bo’ladi. Bu ham bo’lsa
shunday savolga javob berish kerak: har ganday differensial tenglamalarni ana

shunday yo’l bilan yechish mumkinmi?



Albatta, yo’q.

Unda nima qilish kerak?

Ana shunday holda bizga tagribiy hisob usullari yordam beradi.

Ulardan unumli fodalangan holda qo’yilgan maqgsadga yetarlicha aniqlikda
erishish mumkin. Bunda albatta masalaning turi, undagi funksiyalarning
xarakteriga qarab har xil taqribiy hisob usullarini go’llash mumkin.

Quyida ana shunga erishish uchun avvali differensial tenglama, chegaraviy
masala, ularning umumiy va xususiy yechimlari, ularni analitik usulda topish, gay
hollarda matematik paketlardan ganday foydalanish mumkinligi haqida so’z
yuritiladi.

Bularni bosgichma-bosqich garab chigaylik.

Chegaraviy masala va uni yechishda Maple dasturidan foydalanish
magqsadi. Birinchi tartibli differensial tenglama oshkormas ko’rinishda

F(x,y,y)=0
kabi va oshkor ko’rinishda esa
y'=f(xy) 1)
[%,,b] kesmada
Y| xro = Yo ¥y

boshlang’ich shart bilan berilgan bo’lsin. X=Db nuqtada noma’lum Yy = y(x)
funksiyaning giymatini taqribiy hisoblash talab gilinsin,

Agar berilgan masalaning y=¢ (X) yechimini topish mumkin bo’lganda,
x=b nugtada, ravshanki, Y|,,, =@(b) ni topishimiz mumkin bo’ladi. Lekin

aksariyat hollarda masalaning umumiy yechimini topib bo’lmaydi. Bunday
hollarda taqribiy (sonli) usullar qo’llaniladi.

Ikkinchi tartibli differensial tenglama berilgan bo’lsin:

F(x,y,y,y)=0 3)



Ikki nuqgtali chegaraviy masala (3) uchun quyidagicha qo’yiladi: [a,b]
kesma ichida (3) tenglamani ganoatlantiruvchi va kesmaning oxirida esa

aly(@), y'(a)]=0}
2, |y(b),y (0)]=0

chegaraviy shartlar ganoatlantiruvchi Y = y(X) funksiyani topish talab gilinadi.

(4)

(3) tenglama va (4) chegaraviy shartlar chiziqli bo’lgan holni qaraylik.
Bunday chegaraviy masala chizigli chegaraviy masala deyiladi. U holda

differensial tenglama va chegaraviy shartlarni quyidagicha yozish mumkin:
y +p()y +q(x)y = f(x) 5)
a,y(@)+ayy (a) = A
Boy(b)+ Ay (b) = B}
bu yerda p(x), q(x), f(x) - [ab] kesmada uzluksiz bo’lgan berilgan

(6)

funksiyalar, o, a4, By, By A B - berilgan o’zgarmaslar bo’lib
|| +|en| %0 va 15|+ %0

shartni ganoatlantiradi.

Agar A=B =0 bo’lsa, u holda (6) chegaraviy shart bir jinsli deyiladi.

Masalani yechish usullari. Masalani yechish usullarini 3 turga bo’lish
mumkin, bular: aniqg usullar, tagribiy-aniq usullar, sonli usullar.

Aniq usullar bu yechimni elementar funksiyalar orgali ifodalash yoki
elementar funksiyalar integrali orqali ifodalashdan iborat bo’lib, bu usullar oddiy
differensial tenglamalar kursida o’rganilgan. Aniq usullar amaliyotda uchraydigan

masalalarning ba’zi bir turlarinigina yechish imkonini beradi. Masalan, ushbu

Sl e

Differensial tenglamaning yechimini elementar funksiyalar orgali ifodalab
bo’lmaydi. Ushbu

10



dx(t)  x(t) -t
dt  x(t)+t

tenglamaning umumiy yechimi
O,5In(t2 + x2)+ arctg(%j =C

Ko’rinishda, ammo bu transendent formulali yechimdan Xx(t) ning t dan bog’liq
iIfodasini chigarish berilgan tenglamani yechisdanda oson emas.

Taqribiy-analitik usullarga x(t) yechim funksiyani biror x(t) — funksiyalar
ketma-ketligi orqgali ifodalash kiradi, bunda xk(t) lar elementar funksiyalar yoki
ularning integrallari orqali ifodalangan bo’ladi. Shunday qilib, cheklangan k
giymat uchun x(t) yechimga ega bo’lamiz. Bu usullarga misol qilib yechimni
umumlashgan darajali gatorlarga yoyish usuli, Pikar usuli, Kichik parametrlar
usulini keltirish mumkin. Bu usullardan masalani yechishning boshlang’ich katta
qismini aniq amalga oshirish mumkin bo’lgandagina foydalanish mumkin. Bunga
fagat soddaroq masalalarni yechishdagina erishish mukin.

Sonli usullarda esa x(t) yechim funksiyaning taqribiy giymatlari to’r tugunlari
deb ataluvchi ty, t,, ..., ty nugtalarda tagribiy hisoblanadi. Bunda yechimlar jadval
ko’rinishida olinadi.

Sonli usullar berilgan sistemaning umumiy Yyechimini topish imkonini
bermaydi, balki qo’yilgan masalaning, masalan, Koshi masalasining, qaysidir bir
xususiy Yyechiminigina topib beradi. Ana shu holar sonli usullarning asosiy
kamchiligi hisoblanadi. Shunga garamasdan bu usullar juda keng sinfdagi
masalalarni yechish imkonini beradiki, keyingi paytlarda amaliyotda bu usullar
samarali qo’llanilib kelinmoqda.

Shularni e’tiborga olib, mazkur ishda sonli usullardan biri Runge-Kutta
yordamida oddiy differensial tenglamalar sistemasini yechishni Maple va Mathcad
matematik paketlari yordamida amalga oshirishni ko’ramiz.

Runge-Kutta usulining g’oyasi:

Faraz gilaylik, ushbu

11



X (t)=f (t,x), te[ab], x(to) =X

oddiy differensial tenglamalar sistemasi va boshlang’ich shartlar bilan berilgan
masalaning taqribiy yechimini h - teng gadamli ushbu
a, ={t;=a+jh, j=01..,N}, h=(b-a)/N

to’r tugunlarida topish talab etilsin. To’rning j nomerli nugtasida masalaning aniq
yechimini x;= X; (t;) orqali, taqribiy yechimini esa y; orgali belgilaylik.

Runge-Kutta usulining o’zgarmas h gadam bilan 4-tartibli aniglikdagi tagribiy
hisob formulasi quyidagicha:

Yirr = ¥j + h(kyj + 2kaj + 2Kgj + Kaj)
bu yerda
kpj = f(t;, %)

h h

h h
Ky j = (t; +§1yj +§k2,j);
k4,j = f(tj +h’yj +hk3,j),

Runge-Kutta usulining qo’llanilish dasturi matematik paketda ko’zda tutilgan,
shuning uchun undan dasturda ko’rsatilgan tartibda foydalanilgan. Runge-Kutta

usulining blok-sxemasi 1.1-rasmda tasvirlangan.

Maple da differensial tenglamalarning analitik yechimlarini topish uchun
quyidagi komanda ishlitiladi:
dsolve(eq,var,options),
bu yerda
eq — differensial tenglama;
var — noaniq funksiyalar;
options — parametrlar.
Parametrlar masalaning yechilish metodini ko’rsatishi mumkin, masalan,

Jimlik qoidasi bo’yicha analitik yechim quyidagicha izlanadi: type=exact.

12



n, h,
X10], YlOJ &
/ X[0], Y[0] /

Y1[0]= l‘(.X[O],\ [0])

i:=1,n

<>
Tamom

kO := h-F(X[i-1], Y[i-1]) @

k1 :=h-F(X[i-1]+h/2, Y[i-1]+k0/2)
k2 == h-F(X[i-1]+h/2, Y[i-1]+k 1/2)
k3 := h-F(X[i-1]+h, Y[i-1]+k2)

X[i] :=X[i-1]+h;
Y[i] = Y[i -1]+(k0+2-k1+2-k2+k3)/6;

/X[i]. Y[ij/

1.1-rasm. Runge-Kutta usulining blok-sxemasi.

Differensial tenglamani Kkiritishda hosilani bildirish uchun diff komanda
ishlatiladi, masalan,
y" +y=X
differensial tenglama quyidagi ko’rinishda yoziladi:
diff(y(x),x$2)+y(x)=x.
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Differensial tenglamalarning umumiy yechimi soni differensial tenglamaning
tartibiga bog’liq bo’lgan ixriyoriy o’zgarmaslarga bog’liqdir. Maple da bunday
o’zgarmaslar qoida bo’yicha C1, C2, va h.k.lar bilan belgilanadi.

Bir jinsli bo’lmagan chizigli differensial tenglamaning umumiy yechimi
hamma vaqt shunday chiqariladiki, ushbu yechimning strukturasi aniq ko’rinadi.
Shu bilan birga bir jinsli bo’lmagan chiziqli differensial tenglamaning umumiy
yechimi unga mos keluvchi bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechim-
lari yig’indisiga hamda berilgan bir jinsli bo’lmagan differensial tenglamaning
xususiy yechimiga teng. Shuning uchun ham bir jinsli bo’lmagan chizigli
differensial tenglamaning yechimini chigarish satri hamma vaqt ixtiyoriy
o’zgarmaslarni o’z ichiga olgan qo’shiluvchilardan iborat (bu mos keluvchi
differensial tenglamaning umumiy yechimi) va ixtiyoriy o’zgarmaslarsiz bo’lgan
yig’indidan iborat (bu bir turli bo’lmagan differensial tenglamaning xususiy
yechimi) bo’lishi mumkin.

dsolve komanda differensial tenglamaning yechimini hisoblanmaydigan
shaklda beradi. Hosil bo’lgan yechim ustidan keyinchalik ishlash uchun (masalan,
yechim grafigini yasash) hosil bo’lgan yechimning o’ng tomonini rhs(%) komanda
bilan ajratish kerak.

Muammoni oydinlashtirishni mashqglarda bajarib ko’raylik va quyidagi

tadbiglarni bajaraylik :

1-misol. Ushbu
y'+yCOSX=SINXCOSX
birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish:
> restart;

> de:=diff(y(x),x)+y(x)*cos(x)=sin(x)*cos(x);

de:= (a_ax y(x)) + y(x) cos(x) = sin( x) cos(x)
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> dsolve(de,y(x));
y(x) =sin(x) —=1+e(SNCN ¢ 1
Demak, izlanayotgan tenglamaning yechim funksiyasi

y(x) =sin(x) —1+eSNK) ¢

Eslatma: Maple da differensial tenglamaning yechimini chigarish satrida

Ixtiyoriy konstanta _C1 kabi belgilanadi.

2-misol. Ushbu
y'-2y'+y=sinx+e™
ikkinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish:
> restart;
> deq:=diff(y(x),x$2)-2*diff(y(x),x)+y(x)
=sin(x)+exp(-x);

deq= (a—iy(x)J -2 200 300 =sh(x) e
OX OX

> dsolve(deq,y(x));

y(X)=_Cle* + C2e*x+ %cos(x) n % a(=x)

Eslatma: berilgan tenglama ikkinchi tartibli bo’lganligi sababli olingan
natijada ikkita ixtiyoriy konstantalar mavjud, ular Maple da _C1 va _C2 kabi
belgilanadi. Yechimda birinchi ikkita qo’shiluvchilar berilgan bir jinsli differensial
tenglamaning umumiy yechimi, qolgan ikkitasi esa bir jinsli bo’lmagan diffe-

rensial tenglamaning xususiy yechimidir.

3-misol. Ushbu
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y"+k?y=sin(gx)
tartibda berilgan differensial tenglamaning g=k va g=k (rezonans) ikki holda
umumiy yechimini toping.
Yechish:
> restart; de:=diff(y(x),x$2)+k"2*y(x)=sin(q*x);

2
de:= [%y(x)} +K2y(x) =sin gx)

> dsolve(deq,y(x));

[_ 1 cos((k+q)x) , 1 cos((k - q)x)jsin( kx)
2 k+q 2 k-g

y(x) = k
Lsin((k=a)x) _ 1 sin((k +Q)x) ) oo
2 k—q 2 k+q

k

+ _Cl1lsin(kx) + _C2cos(kx)

Endi yechimni rezonans holatda izlaymiz. Buning uchun esa dsolve
komandani chagirishdan oldin q=k deb olish kerak.

> g:=k: dsolve(de,y(x));

1 . 1
1 cos(kx)2 sin( kx) (— Ecos(kx) sin(kx) + 5 kx) cos(kx)
y(x) = - % _ =

_ C1sin(kx) + _C2cos(kx)

+

Eslatma: bu ikki holda ham bir jinsli bo’lmagan differensial tenglamaning
ixtiyorly o’zgarmaslarni 0’z ichiga olgan xususiy hamda umumiy yechimlar

alohida qo’shiluvchilar ko’rinishida chiqariladi.

Yechimning fundamental (bazisli) sistema Kko’rinishi. dsolve komanda
differensial tenglama yechimining fundamental sistemali (bazisli funksiyalar)
ko’rinishini topish imkonini beradi. Buning uchun dsolve komandaning

parametrlarida output=basis ni ko’rsatish kerak [17, 19].
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Muammoni oydinlashtirishni mashqglarda bajarib ko’raylik va quyidagi

tadbiglarni bajaraylik:

1-misol. Quyidagi berilgan differensial tenglamaning fundamental sistema
yechimini toping:
y+2y"+y=0.
Yechish:
> de:=diff(y(x),x$4)+2*diff(y(x),x$2)+y(x)=0;

o* 52
de:= [ax_“y(x)} + Z[¥y(x)j +y(x)=0

> dsolve(de, y(x), output=basis);

[cos(x), sin( x), x cos(x), xsin( x)]

Koshi masalasi yoki chegaraviy masalaning yechilishi. dsolve komanda
Koshi masalasi yoki chegaraviy masalaning yechimini topishi mumkin, agarda
berilgan differensial tenglama uchun noaniq funksiyaning boshlang’ich hamda
chegaraviy shartlari berilsa. Boshlang’ich yoki chegaraviy shartlarda hosilalarni
belgilash uchun differensial operator D ishlatiladi, masalan, y"(0)=2 shartni
(D@@2)(y)(0)=2 kabi berishga to’g’ri keladi yoki y'(1)=0 shartni: D(y)(1) =0.
Eslatib o’tamiz, n-chi tartibli hosila (D@@n)(y) kabi yoziladi.

Muammoni oydinlashtirishni mashqglarda bajarib ko’raylik va quyidagi

tadbiqlarni bajaraylik:

1-misol. Koshi masalasining yechimini toping:
y®+y"=2c0sx, y(0)=—2, y'(0)=1, y"(0)=0, y"(0)=0.
Yechish:
> de:=diff(y(x),x$4)+diff(y(x),x$2)=2*cos(x);
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o 02
de = [y y(x)] + [y y(x)j = 2C0S(x)

> cond:=y(0)=-2, D(y)(0)=1, (D@ @2)(y)(0)=0,
(D@@3)(y)(0)=0;

cond:=y(0)=—2, D(y)(0)=1, (D®)(y)(0)=0, (D®)(y)(0)=0
> dsolve({de,cond},y(x));

y(X) = —2c0s(X)—xsin(x)+x

2-misol. Quyidagi chegaraviy masalaning yechimini toping:

T
y'+y=-2x—m, y(0)=0, Y(Ej—o_

Yechim grafigini yasang.
Yechish:
> restart; de:=diff(y(x),x$2)+y(x)= —2*x—Pi;

52
de:= (yY(X)]W(X) =2X-m
> cond:=y(0)=0,y(Pi/2)=0;
cond = y(0) =0, y(gj =0
> dsolve({de,cond},y(x));

y(X)=2X—m+mcos(X)

Eslatma: yechim grafigini yasash uchun hosil bo’lgan ifodaning o’ng tomonini
taxminan ajratishga to’g’ri keladi (1.2-rasm).
» yl:=rhs(%): plot(yl,x=-10..20,thickness=2);
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1.2-rasm. Chegaraviy masala yechimining grafigi.

3-misol. Quyidagi oddiy differensial tenglamaning yechimini turli analitik
usullar yordamida Maple dasturidan foydalanib yeching:
sin(X) y'(x) —cos(x)y(x) =0.
Yechish:

>ode L:=sin(x)*diff (y(x) ,x)-cos(x)*y(x)=0;

ode_L :=sin(x) ((;jx y(x)) —cos(x) y(x)=0

cos(X)
Usin(x) dx]

y(x) =_C1lsin(x)

>dsolve (ode_ L, [linear] , uselnt);

y(x)=_Cle

>value (%) ;

>dsolve (ode_ L, [separable] ,uselnt) ;

y(x)
s g | Lgas croo
sin(x) _a

>value (%) ;
In(sin(x)) —In(y(x))+_C1=0
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1.2. Differensial tenglamaning darajali qatorlar
yordamida yaginlashuvchi yechimlari

Ko’pchilik differensial tenglamalar turlarining aniq analitik yechimi
topilmaydi. Bu holda differensial tenglamalarning yechimini yaginlashuvchi
metodlar yordamida topish mumkin, ya’ni noaniq funksiyani darajali gatorga
yoyish orgali topish.

Differensial tenglamaning yechimini darajali qator ko’rinishida topish uchun
dsolve komandada o’zgaruvchilardan keyin type=series (yoki shunchaki series)
parametrini ko’rsatish kerak. n-chi yoyilma tartibini ko’rsatish uchun, ya’ni daraja
tartibini yoyilma tugaguncha, dsolve komandadan oldin tartibni aniglaydigan
Order:=n komandani qo’yish kerak.

Agar differensial tenglamaning umumiy yechimi darajali gatorlar yoyilmasi
ko’rinishida izlanayotgan bo’lsa, u holda topilgan yoyilmadagi x -chi daraja
oldidagi koeffisiyentlar noanig giymatli noldagi y(0) funksiya va uning hosilalari
D(y)(0), (D@@?2)(y)(0) va h.k.ardan iborat bo’ladi. Chigarish satrida hosil
bo’lgan ifoda Makloren qatorida izlanayotgan yoyilmaga o’xshash bo’ladi X
oldidagi koeffisiyentlar boshqacha bo’ladi. Xususiy yechimni ajratish uchun
boshlang’ich y(0)=ul, D(y)(0)=u2, (D@@2)(y)(0)=u3 va h.k. shartlarni berishga
to’g’r1 keladi. Ushbu boshlag’ich shartlarning soni mos differensial tenglamaning
tartibiga to’g’ri kelishi kerak.

Darajali qatorlarga bo’lish series tipda bo’ladi, shuning uchun ham ushbu qator
bilan yana ishlash uchun convert(%,polynom) komanda yordamida polinomga
aylantirib, keyin esa hosil bo’lgan ifodaning o’ng tomonini rhs(%) komanda
yordami bilan belgilash kerak.

Muammoni oydinlashtirishni mashqglarda bajarib ko’raylik va quyidagi
tadbiqglarni bajaraylik:

1-misol. Koshi masalasining yechimini toping:

y'=y+xe¥ y0)=0
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5-chi tartibli aniqlikda darajali qator ko’rinishida yechimni izlang.
Yechish:
> restart; Order:=5:
> dsolve({diff(y(x),x)=y(x)+x*exp(y(x)),
y(0)=0}, y(x), type=series);

12,13 124 5
X)==X"+=x"+=x" +0O(x
y(X) =2 x5+ X4 (x*)

Olingan natijada O(XS) qo’shiluvchi yoyilish anigligining 5-chi tartibda
bo’lganligini anglatadi.
2-misol. Ushbu
y"(x)-y>(x)=ye cosx
differensial tenglamaning umumiy yechimini 4-chi tartibli darajali gator yoyilmasi
ko’rinishida toping. Yoyilmani quyidagi boshlang’ich shartlar yordamida toping:
y(0)=1, y'(0)=0.
Yechish:
> restart; Order:=4: de:=diff(y(x),x$2)-
y(X)"3=exp(-x)*cos(X):
> f:=dsolve(de,y(x),series);

Fi= Y =Y+ DO+ 307+ 2 e

390?000 ¢ i +0x")

Eslatma: hosil bo’lgan yoyilmada D(y)(0) noldagi hosilani bildiradi: y'(0). Endi

esa xususiy yechimni topish uchun boshlang’ich shartni berish qoldi:

> y(0):=1: D(y)(0):=0:f;

y(x) =1+ X° —% X +O(x4)

3-misol. Koshi masalasining to 6-chi tartibli darajali gator ko’rinishida

yaqginlashuvchi yechimini hamda aniq yechimlarini toping:
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y"—y'=32-x%)sinx, y(0)=1, y(0)=1, y"(0)=1.

Aniq hamda yaginlashuvchi yechimlarning grafigini bitta rasmda yasang.

Yechish:

> restart; Order:=6:

> de:=diff(y(x),x$3)-diff(y(x),x)=3*(2-x"2)*sin(X);

de:=| 2y —[iy(x)j=3(2—x2)sin(x)
=5 a

> cond:=y(0)=1, D(y)(0)=1, (D@@2)(y)(0)=1;
cond:=y(0)=1, D(y)(0)=1, (D@@2)(y)(0)=1;

> dsolve({de,cond},y(x));

y(X)= 271 cos(X) —g x2 cos(X) + 6xsin( x) —12 + % eX + % el

> yl:=rhs(%):
> dsolve({de,cond},y(x), series);

1 -, 13
=1+X+=X"+=X
y(x) > Xt

1.2-rasm. Differensial tenglama qgator
ko’rinishidagi yechimi grafigi.

> convert(%,polynom): y2:=rhs(%):

+lx4 +ix5 +0(x%)
24 120

Eslatma: Differensial tenglamaning
qator ko’rinishidagi yechim tipi series,
uchun

shuning ham  keyinchalik

shunday yechimni ishlatish uchun
(hisoblash yoki grafikni chizish) uni
albatta convert komanda yordamida
polinomga konvertlash kerak (1.2-

rasm).

> pl:=plot(yl,x=-2..2,thickness=2,color=black):

> p2:=plot(y2,x=-2..2, linestyle=3,thickness=2,
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color=blue):
> with(plots): display(p1,p2);
Ushbu rasmda, darajali gator yordamida yechimning eng aniq qiymati

tanlangan —1 < x < 1 intervalda bo’lganligi.

1.3. Oddiy differensial tenglama va uning umumiy yechimini Mathcad

dasturida topish

Mathcad dasturida oddiy differensial tenglamalarni yechish uchun Given
blokiga tegishli odesolve funksiyasi mavjud bo’lib, u quyidagicha yoziladi:
y=odesolve(x,b)
bunda x — integrallash o’zgaruvchisi; b — Yechish.
integrallash intervalining oxirgi nuqtasi; Given
boshlang’ich shartlar quyidgicha
ifodalanadi: y+y i =l
y(@)=y: vay'()=y. =1 yh=>
Oddiy  differensial  tenglamaning « = odesalverx,6)

yechimi [a,b] kesmada aniglangan vy

4 |
funksiya ko’rinishida tiklanadi.

. |
1-misol. Ushbu Y [\_/,
L

y'+y +y=0
oddiy differensial tenglamani y(0)=1 va -1 '; L f
y'(0)=0,5 boshlang’ich shartlar uchun [0:6] 3 - ppsz *
intervalda Mathcad paketi yordamida () = —0.023

yeching.

2-misol. Ushbu Koshi masalasini, ya’ni

X" +x +x=e"+cos (t)
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uchinchi tartibli oddiy differensial tenglamani x(0)=1, x’(0)=0 va x''(0)=0,4
boshlang’ich shartlar uchun Mathcad paketi yordamida yeching.

Yechish.
Given

3
Lx)) +x(0) +x(0) = ¢ '+ cos()
at

x(0)=1 x"(0)=04 x'(0)=0

x := Odesolve(t,6)

)
o

-2.336
-5.338
-1.831
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2-BOB.
ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALARNI MAPLE VA MATHCAD
DASTURLARI YORDAMIDA SONLI YECHISH

2.1. Oddiy differensial tenglamani Maple dasturida dsolve komandasi
yordamida sonli yechish va uning yechimi grafigini odeplot komandasi

yordamida qurish

Differensial tenglama (Koshi masalasi yoki chegaraviy masala)ning sonli
yechimini topish uchun dsolve komandasida type=numeric (yoki sodda qilib
numeric) parametrni ko’rsatish kifoya. Bunday holda differensial tenglamani
yechish komandasi quyidagicha bo’ladi [13, 17, 19]:

dsolve(eq, vars, type=numeric, options),
bu yerda
eq — tenglama;
vars — noma’lum funksiyalar ro’yxati;
options — Differensial tenglamani sonli yechishni ko’rsatuvchi parametrlar.

Maple da quyidagi usullar ishlab chigilgan:

e method=rk2 —Runge-Kuttaning 2-tartibli usuli;

¢ method=rk3 —Runge-Kuttaning 3-tartibli usuli;

e method=rk4 —Runge-Kuttaning 4-tartibli klassik usuli;

e method=rkf45 — jimlik qoidasi bilan o’rnatilgan Runge-Kutta-Felbergning

4-5-tartibli usuli;

e method=dverk78 —Runge-Kuttaning 7-8-tartibli usuli;

e method=classical — Runge-Kuttaning 3-tartibli klassik usuli;

e method=gear — Girning bir gadamli usuli;

e method=mgear — Girning ko’p qadamli usuli.
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Differensial tenglama sonli yechimining grafigini qurish uchun ushbu
odeplot(dd, [x,y(X)], x=x1..x2)
komandadan  foydalanish mumeKin, bu yerda  funksiya  sifatida
dd:=dsolve({eq,cond}, y(x), numeric) — sonli yechish komandasidan foydalanil-
gan, bundan keyin esa kvadrat gavsda o’zgaruvchi va noma’lum funksiya [X,y(X)]
hamda grafik qurishning intervali x=x1..x2 kabi ko’rsatilgan (I.1-rasm).
Muammoni oydinlashtirishni mashqglarda bajarib ko’raylik va quyidagi

tadbiglarni bajaraylik:

1-misol. Quyidagi Koshi masalasining sonli va taqribiy yechimini 6-tartibli
darajali gator ko’rinishida toping:
y"'+xsin(y) =—sinx, y(0)=-1, y'(0) =1,
Yechish: Avvalo Koshi masalasining sonli yechimini topamiz, keyin esa
topilgan yechimning grafigini quramiz:
> restart; Ordev=6:
> eq:=diff(y(x),x$2)+x*sin(y(x))= - sin(x):
> cond:=y(0)=-1, D(y)(0)=1:
> de:=dsolve({eq,cond},y(x),numeric);
de:=proc(rkf45_x)...end proc

Eslatma: Natijani chigarish gatorida rkf45 usuldan foydalanilganlik haqgida
ma’lumot chigadi. Agar satr kerakli ma’lumot bermasa, bu oralig komandani ikki
nuqta qo’yish bilan ajratib qo’yish lozim. Agar x ning biror fiksirlangan giymati
uchun natija olish (masalan, yechimning shu nugtadagi hosilasi giymatini chiga-

rish) zarur bo’lsa, masalan, x=0.5 nuqtada, u holda quyidagilar teriladi (2.2-rasm):

> de(0.5);

[x: 5, y(x) = -.506443608478440388 ,;(y(x) = .954574167168752430 }
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> with(plots):
> odeplot(de,[X,y(x)],-10..10,thickness=2);

1_

2.2-rasm. Koshi masalasi sonli yechimining grafigi.

Endi Koshi masalasining yechimini darajali gator ko’rinishida topamiz hamda
sonli yechim va olingan darajali gatorning grafigini ular mosroq tushishi mumkin
bo’lgan interval uchun yasaymiz (2.3-rasm).

> dsolve({eq, cond}, y(x), series);

y(x)= -1+x+ (ésin(l) —éj X3—112008(1) X4+(1;0—410sin(1)] X% + O(x)

> convert(%, polynom):p:=rhs(%):

> pl:=odeplot(de,[x,y(X)],-3..3, thickness=2,
color=black):

> p2:=plot(p,x=-3..3,thickness=2,linestyle=3,
color=blue):

> display(pl,p2);
Yechimning darajali gator bilan juda yagin giymatlari -1 < x < 1 ekanligi

grafikdan ko’rinib turibdi (buni yuqoridagi 1.3-bandning 3-misoli grafigida ham
ko’rgan edik).

27



2.3-rasm. Koshi masalasi yechimining grafigi.

2.2. Differensial tenglama sonli yechimini grafik ko’rinishda
ifodalashning Maple dasturidagi Detools paketi

Koshi masalasini sonli yechish, yechimning grafigini qurish va fazoviy
portretini chizish uchun Maplda maxsus paket Detools mavjud.

Detools paketning Deplot komandasi sonli usullar yordamida yechimning
grafigini yoki fazoviy portretlarini chizadi. Bu komanda odeplot dan fargli

rafishda, uning o’zi differensial tenglamani sonli yechadi [8, 12, 13].

Deplot ning asosiy parametrlari xuddi odeplot niki kabi:

DEplot(de, vars, range, x=x1..x2, y=y1..y2, cond, ptions),
bu yerda

de — differensial tenglama yoki differensial tenglamalar sistemasi;

vars — noma’lum funksiyalar ro’yxati;

range — erkli o’zgaruvchilarning o’zgarish intervali;

cond — boshlang’ich shartlar;

x=x1..x2 va y=yl..y2 — funksiyalarning o’zgarish diapazoni;

options — go’shimcha parametrlar.
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Eng ko’p go’llaniladigan parametrlar:

linecolor = chiziq rangi;

scene=[x,y] - grafikda qanday bog’lanishlarni chigarish kerakligini
ko’rsatuvchi parametr;

iterations = hisoblashlar anigligini oshirish uchun zarur bo’lgan iteratsiyalar
soni (jimlik goidasiga ko’ra u 1 ga teng);

stepsize = grafikdagi nugtalar orasidagi masofani ko’rsatuvchi son (jimlik
goidasiga ko’ra u (x2—x1)/20 ga teng), bu parametr yechimning grafigini yetarlicha
sillig chigarish uchun zarur;

obsrange=true/false — agar yechimning grafigi ko’rsatilgan intervaldan
tashqarida bo’lsa, yechimni to’xtatish yoki hisoblashlar yo’qgligini ko’rsatish.

n-tartibli differensial tenglama uchun boshlang’ich shartlarni juda qulay
shaklda berish mumkin:

[x0, yO0, y'0, y"0,...],

bu yerda

X0 — boshlang’ich shartlar beriladigan nuqta;

y0 — berilga x0 nugtada izlanayotgan funksiyaning giymati;

y'0, y"0,... — berilga x0 nugtada izlanayotgan funksiyaning birinchi, ikkinchi
va hokazi (n—1)-tartibli hosilalari giymatlari.

Muammoni oydinlashtirishni mashqglarda bajarib ko’raylik va quyidagi

tadbiglarni bajaraylik:

2-misol. Quyidagi chegaraviy masalani yeching va uni analitik yechim bilan
tagqoslang, natijalarning grafigini quring:

Yechish: Masalaning sonli yechimi (2.5-rasm):

> restart; with(DEtools): with(DEtools):

DEplot(diff(y(x),x$2)+2*diff(y(x),x)+2*y(x)=0,y(X),X=-

4..4,[[y(0)=1,D(y)(0)=1]],y=-30..50,stepsize=.005);
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Masalaning analitik yechimi va grafigi: y=e™(cosx+2sinx)
plot(exp(-x)*(cos(x)+2*sin(x)),x=-4..4);

401

404
301

yix)

20+ 20

107
1 2 2 4 a1 1 2 3 4
* ¥
204
a) Sonli yechim grafigi b) Analitik yechim grafigi

2.5-rasm. Sonli va analitik yechimlar grafiklari.

2-misol. Quyidagi chegaraviy masalaning xe<[-45] intervaldagi yechimi

grafigini quring:

y"exyly +x2y =0, y(0)=0, y'(0)=1, y"(0) =1
Yechish (2.6-rasm):
> with(DEtools):
Deplot(diff(y(x),x$3)+x*sqrt(abs(diff(y(x),x)))
+x"2*y(x)=0,y(x),x=-4..4,[[y(0)=0,D(y)(0)=1,(D@@2)(y)(0)=1]].y=-
4..5,stepsize=.05);

-4

2.6-rasm. Chegaraviy masalaning X € [—4,5] intervaldagi yechimi grafigi.
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3-misol. Quyidagi chegaraviy masalaning xe[-4,5] intervaldagi yechimi

grafigini quring:
y+y =./ye’? y(0)=9/4.

Yechish. Masalaning analitik yechimi quyidagicha:
> Eq:=diff(y(x),x)+y(x)=sqrt(y(x))*exp(x/2); ics:=y(0)=9/4;
dsolve({Eq,ics});

Eq = Y00 |+ Y00 = /50 )

ics :=y(0) :Z

2 2
=2 () L ()
Endu shu masalani DEplot yordamida sonli yechamiz (2.7-rasm):
> Eqgs:=diff(y(x),x)+y(X)=sqrt(y(x))*exp(x/2): icsc:=y(0)=9/4:
with(DEtools): DEplot(Egs,y(x),x=-1..2.5,y=0..5,{icsc},

linecolor=black,stepsize=0.05,color=black);
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——— e e e e e TP
;;;;;; L e L A
1 05 05 1 15 7, 25

2.7-rasm. Chegaraviy masalaning X € [—1; 2,5] intervaldagi yechimi

va yo’nalishlari maydoni grafigi.
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2.3. Oddiy differensial tenglamani Mathcad dasturida sonli yechish va

1-misol. Ushbu

uning yechimi grafigini qurish

, 3X-Y

X2 +y

oddiy differensial tenglamanining y(2) = 1 boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi

yechimini [2;3] kesmada h=0,1 gadam bilan Eyler usuli yordamida yechin, hisob

dasturini Mathcad matematik paketida bajaring.

Yechish. Berilgan misolni
Mathcad matematik paketi yor-
damida sonli yechish dasturi matni

va uning natijalari quyidagicha:

Xx nugtadagi yechim xatoligini baholash

uchun h/2 gadam bilan hisoblashlarni

qatta bajarib, natijalarni aniglashtiramiz:

i i:=0..20 1, =1
f(x.y) := 3x—y X Yo
x2+y x]._l::x{]l+i-;
h
a:=2 b:=3 X, =2 Yo =1 h:=0.1 Vi =YI'*EITI(KVYI")
i:=0..10 -
0 1
SO R ; 1_10-295
_ 3 [1.147
Yirt -=.\'i+h‘ftxl~)’]-] 4 [1.193
5 [1.238
6 |1.282
0 7 [1.325
0 1 8 |1.368
1 11 o= [9ra08
2 [1.1961 10f1 449
11]1.489
3 [1.2871 —
4 (1.3738 1311 566
Y=|51|1.4568 14(1.603
6 [15363 15[ 1.64
7 [1.6129 1 676
17)1.712
8 (1.6868 747
9 (1.7583 1ol 781
10|1.8275 20[1.815
11[1.8946
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Xatolik

i:=0..10 RI:=‘)'I2_.l—yI‘

0

0
0.001
0.0031
0.0048
0.0063
0.0076
0.0087
0.0098
0.0107
0.0116
0.0123

Wl ~N|®m|lO]| 2| wW N =CO

=
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2-misol. Ushbu
, 3X-Y

X2 +y

oddiy differensial tenglamanining y(2) = 1 boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi
yechimini [2;3] kesmada h=0,1 gadam bilan Runge-Kutta usuli yordamida
yeching, hisob dasturini Mathcad matematik paketida bajaring.

Yechish. Berilgan misolni Mathcad matematik paketi yordamida sonli

yechish dasturi matni va uning natijalari quyidagicha:

3x—
fix,y) = B
2
X +y
a:=2 b:=3 X, =2 y0=l h:=0.1
0 0
i:=0..10 0] 2 0 !
1] 2 1 [1.0839
‘ 2 (2.1 2| 1.165
x]+| —!(0+1 h 3 (2.2 3 [1.2432
423 4 13186
k1]_:=f(xl,yl) x={5 [2.4 y=[5 [1.3916
6|25 6 [1.4624
h k1. 7 26 7 15312
k2].:=f xl+ 5’yi+ 7 8 (2.7 8 [1.5981
928 9 [1.6632
10[2.9 10[1.7266
h k2.
i 1| 3 11[1.7885
K3.:=f] x + —,y. + —
1 1 2 1 2
k4, =f(xl+h y. + k3]
h-(k1_+2-k2_+2‘k3.+k4_)
_ 1 1 1 1
Yier Y7 6

3-misol. Ushbu
y'=2x%+2y
oddiy differensial tenglamanining y(0) = 1 boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi

yechimini [0;1] kesmada h=0,05 gadam bilan Eyler usuli yordamida yechin, hisob

dasturini Mathcad matematik paketida bajaring.
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Yechish. Berilgan misolni Mathcad matematik paketi yordamida sonli

yechish dasturi matni va uning natijalari quyidagicha:

Boshlang'ich ma'lumotlar

flx,v) = 2-;{: + 2y x =0 y =1 L:=1

Tugunlar soni N =20 Usul qadami b = %

Yechim grafigi

4-misol. Ushbu
y'=2x%+2y
oddiy differensial tenglamanining y(0) = 1 boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi
yechimini [0;1] kesmada h=0,05 gadam bilan Runge-Kutta usuli yordamida
yechin, hisob dasturini Mathcad matematik paketida bajaring.
Yechish. Berilgan misolni Mathcad matematik paketi yordamida sonli

yechish dasturi matni va uning natijalari quyidagicha:
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EBoshlang'ich ma'limotlar fix,y)=2% + Ly

.\”:—il Yo =1 L:=1
Tugunlar som N:=20 -
B Teul qdarm TN
Tordameh funksiyalar o h h \
1][?&.}'}.—11 Kt =¥+ =1f(xy) |
L2 2 J
I I 3
2ix,y) = 1] X x v _1-I'I|:.\,}".I
¥
. = 2 4 G, vy = fx+ by + heB2ixy))
o0 N _ .
=01 xi+l' xn + {1+ 1}:h

ot (i) + 20 )+ 22(53) + B(5v))

i=0._.N

Techitn grafim

1-misolda Eyler usuli bilan olingan natijalar 2-misollarda Runge-Kutta usuli
bilan olingan natijalarga mos ekan. Xuddi shunday 3- va 4-misollar natijalari ham
tagqoslanadi. Bu sodda misollar orgali tagribiy hisob usullari yordamida oddiy
differensial tenglamalarni Mathcad matematik paketi yordamida yechish tartibi

ko’rsatildi. Kelgusida murakkabroh amaliy masalalarni taqribiy yechishni shu

tartibda amalga oshirish mumkin.
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3-BOB.
AMALIY MASALALARNI MATEMATIK PAKETLAR YORDAMIDA
SONLI YECHISH

3.1. Qizigarli tarixiy masalalar yechimlari

1-misol (Nyuton misoli) [14, 11-bet]. Nyuton tomonidan o’rganilgan quyidagi
differensial tenglamani y(0)=0 boshlang’ich shartda darajali qatorlar va Runge-

Kutta sonli usuli bilan yeching.

Q/:1—3x+y+x2+xy

dx
Yechimlarning vektor maydonini quring.
Yechish. Avvalo chegaraviy masalani tuzamiz:
> restart; Order:=10:
de:=diff(y(x),x)=1-3*x+y(X)+x"2+x*y(x); cond:=y(0)=0;
de :=ddxy(x)zl—3x+y(x)+x2+xy(x)

cond =y(0)=0
Masalaning xususiy yechimini topamiz:
> dsolve({de,cond},y(x)); y1:=rhs(%);

2 2
y(X) :[3 ﬁe(lm ﬁerf(@+g]+4 e(7x71/2x )—e(7X71/2X )X—4
x(2+%)
~3./ne"? 2 erf(?)) e[ 2 )
Differensial tenglamaning darajali qatorlardagi yechimi:

> dsolve({de,cond},y(x), series);convert(%,polynom): y2:=rhs(%):

1 1 1 1 1 13 1
— vy w2 T3 TNA L TS 6 7 _ 8 _ 9 10
y(x) =X XTA g X = e Xt gg X2 = e X0t o XD — 20 X — 5075 X +0O(x™)

Ikkala natijani grafiklarda tagqoslaylik (3.1-rasm):
pl:=plot(yl,x=-1..2,y=-2..1,thickness=2,color=black):
p2:=plot(y2,x=-1..2, y=-2..1,linestyle=3,thickness=2,color=blue):
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with(plots): display(p1,p2);
1 -

0.57

0.5+

-1.57

2
3.1-rasm. Tenglamaning analitik va darajali gator ko’rinishidagi yechimlarini

tagqoslash grafiklari.

Endi tenglamani sonli yechib, yechimlarning vektor maydonini quraylik (3.2-
rasm):
> Eqs:=diff(y(x),x)=1-3*x+y(X)+x"2+x*y(x); icsc:=y(0)=0;
with(DEtools): DEplot(Egs,y(x),x=-1..2,y=-2..1,{icsc},
linecolor=black,stepsize=0.05,color=black);

Eqgs :=ddxy(x):1—3x+y(x)+x2+xy(x)

icsc =y(0)=0
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3.1-rasm. Tenglamaning sonli yechimi grafigi va yechimlarning vektor maydoni.

.
S,
!
bl

Bu misolni har xil chegaraviy shartlarda garaylik (3.3-rasm):

> restart;
de:=diff(y(x),X)=1-3*x+y(X)+x"2+x*y(X):
cond:=y(0)=0: dsolve({de,cond},y(x)): y1:=rhs(%):
cond:=y(0)=0.1: dsolve({de,cond},y(x)): y2:=rhs(%):
cond:=y(0)=0.2: dsolve({de,cond},y(x)): y3:=rhs(%):
cond:=y(0)=0.3: dsolve({de,cond},y(x)): y4:=rhs(%):
pl:=plot(yl,x=-1..2,y=-2..1,thickness=2,color=black):
p2:=plot(y2,x=-1..2,y=-2..1,thickness=2,color=black):
p3:=plot(y3,x=-1..2,y=-2..1,thickness=2,color=black):
p4:=plot(y4,x=-1..2,y=-2..1,thickness=2,color=black):

with(plots): display(pl,p2,p3,p4);
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0.5

2
3.3-rasm. Tenglamaning har xil boshlang’ich shartlardagiyechimlari grafiklari:

y(0) =0; 0.1; 0.2; 0.3.

2-misol (Kuchsiz maxsuslikka ega bo’lgan tenglama) [14, 25-bet]. Kuchsiz
maxsuslikka ega bo’lgan quyidagi differensial tenglamanisonli yeching:

Q/:q+bx
dx

Yechish. x = 0 da yechim maxsuslikka ega, ya’ni tenglamaning o’ng tarafidagi

y; y@0)=0

f(x,y) funksiya x = 0 da cheksizga intiladi. Tenglamaning q = 2, b = 1 dagi
yechimlari vektor maydoni 3.4-rasmda tasvirlangan.

> de:=diff(y(x),x)=(g+b*x)*y(x)/x; cond:=y(0)=0;

with(DEtools): DEplot(de,y(x),x=-2..2,y=-5..5,{cond},
linecolor=black,stepsize=0.05,color=black);

(2 +x) y(x)

_d _
de .—&y(x)_ <

cond =y(0)=0
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3.4-rasm. Tenglamaninga) q=2,b=1vab) q=-1/2, b = 1 dagi

yechimlari vektor maydoni.

3-misol (Eyler tenglama) [14, 44-bet]. x=0 da cheksiz ko’p yechimga ega

bo’lgan quyidagi differensial tenglamanisonli yeching:

dy _gq+bx
dx

y

, ¥(0)=0

Yechish. x = 0 da cheksiz ko’p yechimga ega bo’lgan tenglamaning berilgan

boshlang’ich shartdagi vector maydoni 3.5-rasmda tasvirlangan:
> de:=diff(y(x),x)=4*(sign(y(x))*sqrt(abs(y(x)))+max(0,x-

abs(y(x))/x)*cos(Pi*In(x)/In(2)));

cond:=y(0)=0; with(DEtools): DEplot(de,y(x),x=0..1,y=-1..1,{cond},

linecolor=black,stepsize=0.05,color=black);

de ::ddxy(x) =4./[y(x)| + 4 max(O, — y(XX) j cos[

T

In(x)

cond =y(0)=0
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3.4-rasm. Tenglamaning yechimlari vektor

3

aydoni.

3.2. Mexanik tebranishlarga doir masalalar

differensial tenglamalarini sonli yechish

1-misol. Mexanik sistemaning ketma-ket yarim kosinusoidal kuchlar ta’sirida

vertikal tebranishlari quyidagi oddiy differensial tenglama bilan ifodalanadi:

d?x dx
m— + — + kx=|F_ cos(wt)|,

bu yerda x — sistemaning boshlang’ich holatidan chetlashishi; t — vaqt; m —
sistemaning massasi; £ - ishqgalanish koeffisiyenti; k — amortizatorning bikrlik
koeffisiyenti; F, va @ - majburiy kuchning parametrlari.

Misolni quyidagi ma’lumotlar uchun yeching: sistema massasi m = 2 Kg;
iIshgalanish koeffisiyenti # = 1 kg/kuch; amortizatorning bikrlik koeffisiyenti k =4
N/m; F, = 3000 N; @ = 0,1 rad/s. Boshlang’ich shartlar: t = 0 da x=0 va dx/dt =0.
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Sistemaning tebranishi ustivor bo’lgan vaqt oraligi uchun yechimni aniqlang. F(t)
= ‘Fm cos(a)t)\va X(t) funksiyalarning bog’lanishing grafigini quring.

Yechish. Berilgan tenglamani analitik usulda yechib bo’Imaydi:
> restart; m:=2; beta:=1; k:=4; Fm:=3000; omega:=0.1;
de:=m*diff(x(t),t$2)+beta*diff(x(t),t)+k*x(t)=abs(Fm*cos(omega*t));
dsolve(de,x(t));
cond:=x(0)=0, D(x)(0)=0; dsolve({de,cond},x(t));

m:=2
B=1
k=4
Fm := 3000
o =01

de =2 (dtz (t)J [dtx(t)j+4x(t):3000cos(O.lt)

x(t):e(ijsin[mt] C2+e co{ﬂt] Cl+ 6000 (UJBT{

[ o)
oot )

cond :=x(0)=0,D(x)(0)=0

(t)—me(‘t‘]m Jtco J?Tl‘l_zlJco{_zlj (‘de A sin m]

(tjdtsm(mtj

4

31 10

t

[l Dol 3

0

Ammo uni sonli usulda yechsa bo’ladi:
> restart; m:=2: beta:=1: k:=4: Fm:=3000: omega:=0.1:
de:=m*diff(x(t),t$2)+beta*diff(x(t),t)+k*x(t)=abs(Fm*cos(omega*t)):
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with(DEtools): DEplot(de,{x(t)},t=0..50*Pi,[[x(0)=0, D(x)(0)=0]],stepsize=0.1);

1000+
800+
wty 6007
400+

200

o 20 40 B0 g0 100 120 140
1

2-misol. Asbob blokini titrashdan himoyalash uchun unga mxsus elastik
tayanchlar (amortizatorlar) o‘rnatilgan. Uning amortizatorlardagi harakati yonlama

va buralma tebranishlari e’tiborga olinmaganda ushbu

d?x _dx
m—+ f—+kx=0
dt? ﬂdt

A

_x({}

differensial tenglama bilan ifodalanadi,

-

(R

Ty
1na
i

GEET

bunda x — blokning dastlabki holatidan chetlanishi; t — vagt; m — blok massasi;
d*/dt® — tezlanish; B — amortizatorlarning ishgalanish koeffisiyenti; dx/dt —
blokning tebranishidagi harakat tezligi; kx — elastik elementlar (prujinalar)ning
garshiligini ifodalovchi had; k — amortizatorlarning bikrlik koeffisiyenti;
Prujinalarning yig‘indi bikrligi X — deformatsiyadan quyidagicha bogliq: k = ko
(1+ax?). Berilgan oddiy differensial tenglamani tenglamani /4= 0,5 kg/kuch, m =
12 kg, ko = 0,5 N/m, a = 1 1/m’ boshlang¢ich shartlar: t=0 da x(0) = 0 sm va
dx/dt = 1 hamda quyidagi jadval ma’lumotlari bo‘yicha yeching. Tebranishning
kamida beshta davrini o‘zida ifodalovchi yechim nugqtalarini toping va shu oraliq

uchun x(t) bog‘lanishning grafigini chizing.
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Yechish. Avalo bu tenglamaning umumiy yechimini analitik usulda topaylik:
> restart; m:=12; beta:=0.5; k:=0.5;
de:=m*diff(x(t),t$2)+beta*diff(x(t),t)+k*x(t)=0; dsolve(de,x(t));

m:=12
B:=0.5
k=05

de =12 (:22 x(t)j +05 (éjt x(t)j +05x%x(t)=0

X(t)z_Cle[ 4t)smwﬁt]ju_ o co{ﬁtj

48

Tenglamaning xususiy yechimi quyidagicha:

cond:=x(0)=0, D(x)(0)=1; dsolve({de,cond},x(t));
cond :=x(0)=0,D(x)(0)=1

_t
(t)—ggﬁe[ 48]sin(@tj
Endu bu tenglamani sonli yechaylik:
> restart; m:=12: beta:=0.5: k:=0.5:
de:=m*diff(x(t),t$2)+beta*diff(x(t),t)+k*x(t)=0:
with(DEtools): DEplot(de,{x(t)},t=0..50*Pi,[[x(0)=0, D(x)(0)=1]],stepsize=0.1);

A

| A/\/\/\M
MRV
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3-misol. Konsol mahkamlangan bir jinsli balkaning sof og‘irligi ostida

egilishi ushbu

d_2y_|_P_L2 l_l 1+ % 2 3/2—0 g
x> EJ\L L X - X
d 2 2 d 0 >

differensial tenglama bilan ifodalanadi, bunda L - balkaning uzunligi; P —

balkaning solishtirma og‘irligi (uzunlik birligiga mos); EJ — balkaning bikrligi; x —
koordinata (0<x<1); L= 1 m; PL?/EJ = 0,001. Berilgan boshlang‘ich shartlar: x=0
da y=0 va dy/dx=0 hamda jadvalda ko‘rsatilgan parametrlar giymatlari uchun
balkaning butun uzunligi bo‘ylab y(x) yechim nugtalarini toping.
Yechish. Berilgan tenglamani analitik usulda yechib bo’lmaydi:
> restart; a:=0.001; L:=1,;
de:=diff(y(x),x$2)+a*(1/L-x/L"2)*(1+(diff(y(x),x))"2)"1.5=0;
cond:=y(0)=0, D(y)(0)=0; dsolve({de,cond},y(x));
a =0.001
L=1

15

_(d? d ?
de = (dxz y(x)JJrO.OOl (1-x) (1 +(dx y(x)) ] =0

cond =y(0)=0,D(y)(0)=0

X

1
X) = - -2 721+ 721>)d 21
ye) J’M 4 712 -4 71%— 4000000 +_zl4( Ay Ad
0

Ammo bu differensial tenglamaning sjonli yechimi quyidagi natijani beradi:
> restart; a:=0.001: L:=1:
de:=diff(y(x),x$2)+a*(1/L-x/L"2)*(1+(diff(y(x),x))"2)"1.5=0:
with(DEtools): DEplot(de,{y(x)},x=0..L,[[y(0)=0, D(y)(0)=0]],stepsize=0.1);
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3.3. Ba’zi amaliy masalalar differensial tenglamalarini Mathcad dasturi

yordamida sonli yechish

1) Birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan oddiy differensial tenglamalar
yoki tenglamalar sistemasini yechish uchun o’zgarmas qadamli to’rtinchi tartibli
Runge-Kutta usulini ifodalovchi rkfixed funksiyadan foydalaniladi, bu funksiya
yozilishining umumiy ko’rinishi quyidagicha:

rkfixed(y, x1, X2, npoints, D)
bu yerda y — boshlang’ich shartlar vektori; [x1, x2] — integrallash intervali; npoints
— hisoblanadigan nuqtalar soni (boshlang’ich nuqta bunga kirmaydi); D — vektor
(tenglamalar sistemasi 0’ng tomonining vektor-funksiyasi).

1-misol. Mexanik sistema tebranishini ifodalovchi ushbu

ﬂ:sinxjt1

dx y
oddiy differensial tenglamani y(0)=1 boshlang’ich shart uchun [0;6] intervalda
Mathcad paketi yordamida yeching.
Yechish.
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il =1

D, w1 = =it ) + 1
¥n

Z = thfixed(v0,0,6, 100,00

vz W yoz iU

2-misol. Mexanik sistema tebranishini ifodalovchi ushbu
X'+ X + X% = cos(t)
oddiy differensial tenglamani x(0)=2 boshlang’ich shart Mathcad paketi yordamida
yeching.
Yechish.

D(t,x) :== —x — x3 + cos(t)

X := rkfixed(2,0,5,50,D)

il B

..'\--_....._/
-1
0 1 2 3 4 5
L0

2) Birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan oddiy differensial tenglamalar
yoki tenglamalar sistemasini yechish uchun avtomatik tanlanuvchan gadamli
to’rtinchi tartibli Runge-Kutta usulini ifodalovchi rkadapt funksiyadan

foydalaniladi, bu funksiya yozilishining umumiy ko’rinishi quyidagicha:
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rkadapt(y, x1, x2, eps, D, kmax, nt)
bu yerda y — boshlang’ich shartlar vektori; [x1, X2] — integrallah intervali; eps —
hisoblash anigligi; D — vektor (tenglamalar sistemasi o’ng tomonining vektor-
funksiyasi); kmax — natija matritsasidagi satrlar soni (bitta nuqtada hisoblash
uchun kmax=2); nt — integrallash gadamining minimal giymati.

3) Birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan oddiy differensial tenglamalar
yoki tenglamalar sistemasini yechish uchun to’rtinchi tartibli Runge-Kutta usulini
iIfodalovchi Rkadapt funksiyadan foydalaniladi, bu funksiya yozilishining umumiy
ko’rinishi quyidagicha:

Rkadapt(y, x1, X2, npoints, D)
bu yerda y — boshlang’ich shartlar vektori; [x1, x2] — integrallah intervali; npoints —
hisoblanadigan nuqtalar soni (boshlang’ich nuqta bunga kirmaydi); D — vektor
(tenglamalar sistemasi 0’ng tomonining vektor-funksiyasi).
3-misol. Mexanik sistema tebranishini ifodalovchi ushbu
= —x3— %% + cos(5t)

oddiy differensial tenglamani x(0)=3 boshlang’ich shart Mathcad paketi yordamida

yeching.
Yechish.
D(t,x) := X —x+ cos(5t) bRs: |5l DS | st gl
0- 0 3
1 0.1 1612
X := Rkadapt(3,0,5,50,D) 2 0.2 1.217
3 0.3 0.993
3 4 0.4 0.819] .
5 0.5 0.661
6 0.6 0.515
2 : - X=[37 0.7 0.387
g 0.8 0.29
9. 0.9 0.238
K0 10 1 0.235
. \/_\ 11 11 0.277
12 1.2 0.35
0 L N_ \\_7 13 1.3 0.427
14 14 0,485
15 15 0.504
-1
0 1 2 3 4 5
540
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XULOSA

Mazkur bitiruv malakaviy ishining muhim natijalari quyidagilar:
amaliy matematika masalalarini matematik modellashtirish jarayonida oddiy
differensial tenglamalar o’rganildi, ularni Maple va Mathcad paketi yordamida
yechishning muammolari o’rganildi, uni amalga oshirishning bosgichlari ishlab
chiqildi;
oddiy differensial tenglamalarning analitik yechimini Maple va Mathcad paketi
yordamida yechish o’rganildi, hisob algoritmiga oid tushunchalar bilan
tanishildi, amaliy masalalar yechildi;
oddiy differensial tenglamalarning sonli yechimini Maple va Mathcad paketi
yordamida yechish o’rganildi, hisob algoritmiga oid tushunchalar bilan
tanishildi, amaliy masalalar yechildi;
oddiy differensial tenglamalarning sonli yechimining Maple va Mathcad paketi
yordamida grafiklarini qurish, fazoviy portretlarini chizish, har xil boshlang’ich
shartlarda chegaraviy masalani yechishning algoritmi, dasturi, matematik
paketlardan foydalanish bosqichlari bajarildi, har xil amaliy masalalar yechildi;
anig amali masalalar (birinchi va yuqori tartibli oddiy differensial tenglamalar
bilan ifodalanuvchi masalalar) sonli yechildi, yechimlar grafiklari chizilda;
go’yilgan masalani matematik paket yordamida samarali yechishga oid
tavsiyalar ishlab chiqildi, undan foydalanishning mumkin bo’lgan
imkoniyatlari ketma-ket tahlil gilindi;
olingan sonli yechimlar analitik yechimlar bilan tagqoslandi, hisob
jarayonining to’g’ri ekanligi, algoritm va dasturdan samarali foydalanish
mumkinli ko’rsatildi;
ishlab chigilgan hisob metodikasi va yaratilgan hisob dasturiy vositasidan har
xil oddiy differensial tenglamalarga oid amaliy masalalarini yechishda samarali

foydalanish mumekin.
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