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Kirish

Qadim zamonlardan buyon odamlar ekin maydoni yuzalarini o"lchash
uchun ekin maydonini kichik tortburchaklarga ajratib, so ngra ularning yuzalarini
qo shib maydon yuzi kattaligini tagribiy topishgan. Xuddi shu usulni Arximed
geometric figuralarni yuzasi va hajmini topishda go llagan. Nyuton barcha
fizikaviy hodisalar differensiallash va integrallash amallarining ketma-ket
takrorlanish natijasida ro'y berishini kuzatadi. Shu prinsipni qo’llab ko pgina
natijalarga erishadi. Shu sababli ham integral va differensial tushunchalari nyuton
nomi bilan bo"g’lig.

Integral tushunchasi matematik analizning asosiy
tushunchalaridan biri bo’lib matematika, fizika, mexanika va boshga
fanlarning eng kuchli quroli hisoblanadi. Egri chiziglar bilan
chegaralangan yuzlarni, egri chiziq yoylari va uzunliklarini, hajmlarni,
ishlarni, tezliklarni, yo’llarni, inersiya momentlarini va hokazolarni

hisoblashga ishlarining hammasi integral hisoblashga keltiriladi.

[a,b] kesmada y = f(y) uzlusiz funksiya berilgan bo’lsin uning bu
kemadagi eng kichik va eng kata giymatlarini m va M bilan belgilaymiz
[a,b] kesmani

a= Xg,X1,X2, .. Xn_1,X, =D



4

nugtalar bilan n ta gismga ajratamiz . Xog < Xy = Xz = .. Xy
deb hisoblaymiz va
Xy — Xg = Axy, Xo — Xy = Ax,, e Xy, — X, = Ax,
Deb faraz gilamiz. So'ngra f(x) Funksiyaning eng kata va eng kichik
giymatlarini

[x0, x1] kesmada m; va My bilan,

[x:, x,] kesmada m, va M bilan,
[x.—1, x,] kesmada m, va Mn bilan,

belgilaymiz,endi

n
S, = myAx; + myAx, + -+ m,Ax,, = Z m; Ax;
i=1 1)

n
Sn = MiAx; + MsAx; + -+ M, Ax,, = Z M;Ax;
=1 2

yig’indilarni tuzamiz. Sn quyi integral yig’indi deb 5N esa yugori
integral yig’ndi deb ataladi.

Agar f(x) = 0 bo’lsa u holda quyi integral yig’indi son qiymati ichki

- chizilgan zinasimon shaklning

yf Z;r“'"'“'*‘ W2 ACoN1Ci1N,.. .Cnr1 NnBA sinig chizig

bilan chegarlangan yuzaga teng
bo’lib yuqori integral yig’indining
L son giymati esa Tashqgi chizilgan

zinasimon
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AKoC1K.. Ch1Kni1ChBA

Saklning siniq chiziq bilan chegaralangan yuziga teng

Yugori va quyi integral yig’indining ba’zi xossalarini ko’rsatib o’tamiz.
Har ganday i(i = 1,2,...,n) uchun m < Mi bo’lgani sababli, (1) va (2)
formulaga muvofiq

Sn = Sp

F(x) = const bo’lgan holdagina tenglik belgisi bo’ladi
m; =m, m,=m,..,m, =m bo’lgani uchun m(f(x)) funksiyaning
[a,b] kesmada eng kichik giymati)

S, = MyAxy + myAx, + -+ myAx, = mAx; + myAx, + -+

+m,Ax, = m(Ax; + Ax, + -+ Ax,) =m(b — a).
Shunday qilib
Sp Z m(b —a)

My <M ,M,<M,. .M, <M
bo’lgani sababli (m(f(x) funksiyaning [a,b] kesmada eng katta giymati)
Sp = MiAxy + MoAx, + -+ My Ax, = MiAxy + MyAx, + -+
+M,Ax, = M(Ax; + Ax, + =+ Ax,) = M(b — a).
Shunday qilib
s, <M(b—a)
Hosil gilingan tengsizlikni birgalikda yozamiz:

m(b —a) ES_HEEEM(E}—&)
Agar f(x) = 0 bo’lsa bu tengsizliklar soda geometric ma’noga ega

chunki
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m(b —a) va M(b— a) giymatlariga mos tartibda ichki chizilgan

AL;L;B to’g’ri to’rtburchak yuziga tashqi chizilgan AL,,L, B to’g’ri
to’rtburchak yuziga teng



1. Aniq integrallarni hisoblash

1° Aniq integrallarni ta’rifga ko ra hisoblash. Aytaylik, f(x) e R([a,b])

bo'Isin. Unda integral ta’rifiga ko'ra

im nff(ék)Axk :T f (x)dx

/1IP—>0 k=0
bo ladi.
1-Misol. Ushbu

b
jsinxdx
a

integral hisoblansin.
« Ravshanki, f(x)=sinxeCJ[a,b]. Demak, f(x)e R([a,b]). [a,b]

oraligni ushbu

a+ka

a,a+q,,a+2a a+na, =b

N Nt

nuqtalar yordamida, bunda o, = b—Ta’ n ta teng bo lakka bo’lib, har bir

[a+ke,,a+(k+De,] (k=012,..,n-1)
bo'lakda &, nugtani quyidagicha
& =a+(k+De, (k=012..,n-1)
tanlaymiz. U holda f (x) =sin x funksiyaning integral yig indisi quyidagicha

n-1 n-1
o=>Ysin(@a+k+ea,) a, =, > sin(@a+k+1e,)
k=0 k=0

ko rinishga ega bo’ladi.
Ma’lumki,

sin@+(k+De,) =

2sin“—2“sin(a+(k +a,) =
2sin —"
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= la [cos(a+ (k +%)an) —cos(a+(k +§)an):|

2sin "
2
boladi.
Natijada integral yig indi uchun ushbu
n-1
o=—2n Z[cos(a +(k + l)ozn) —cos(a+ (k + §)an)} =
. Oy o 2 2
2sin—~
2
an
2 1 1
= Sinzan (cos(a+§an) —cos( +§a”»

tenglikka kelamiz.

Keyingi tenglikda A, = Ax, =«,, — 0 da limitga o'tib topamiz:
b
[sin xdx = cosa—cosb.
a

2°. Nyuton-Leybnits formulasi. Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda

berilgan va shu segmentda uzluksiz bo'lsin. U holda f (x) boshlang’ich funksiya

F(x) = j f(t)dt

ga ega bo’ladi.
Ravshanki, ®(x) funksiya f (x) ning ixtiyoriy boshlang ich funksiyasi
bo'lsa, u holda
d(xX)=F(Xx)+C (C =const)
boladi.
Bu tenglikda, avval x=a deb
D(a)=C,

so'ngra x =b deb
b
@(b) :j f(x)dx+C

bolishini topamiz. Demak,
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b
j f (x)dx = @(b) — @(a). (1)
a
(1) formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.

Odatda, @(b) —@(a) ayirma @(x)| kabi yoziladi. Demak,

b
a

T f(X)dx =D(x)| =D(b)—D(a).

b
a

Masalan,

b

"1 b
[Zdx=Inx =Inb-Ina=Ih=. (a>0,b>0)
> X a

a
3% O’zgaruvchilarini  almashtirish  formulasi. Faraz qgilaylik,
f (x) e C[a,b] bo’lsin. Ravshanki, bu holda

b
[ £(x)dx

integral mavjud boladi.
Ayni paytda, bu funksiya [a,b] da boshlang ich @(x) funksiyaga ega bo'lib,

T f (x)dx = (b) — D(a)

bo"ladi.

Aytaylik, anig integralda x o zgaruvchi ushbu

x = o(t)

formula bilan almashtirilgan bo’lib, bunda ¢(t) funksiya quyidagi shartlarni
bajarsin:

1) ¢(t) eCle, f] bo'lib, ¢(t) funksiyaning barcha giymat-lari [a,b] ga
tegishli;

2) pla)=a, ¢(B)=b;

3) o(t) funksiya [«, £] da uzluksiz ¢'(t) hosilaga ega bo’lsin.

U holda
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b A
[ £00dx= [ £ (o() - ¢ (1)t ()

boladi.
<« Ravshanki, @(¢(t)) murakkab funksiya [«,f] segmentda uzluksiz
bo’lib,
(D((1)))" = D'(p()) - ¢'(1)
boladi.
Agar @'(x) = f (x) ekanini e’tiborga olsak, unda
(@(p(1))) = f(2(1)) - ¢'(1)
bolishini topamiz. Bu esa @(¢(t)) funksiya [«, 5] da f(e(t))-¢'(t) funksiyaning

boshlang ich funksiyasi ekanini bildiradi. Nyuton-Leybnits formulasiga ko'ra
B
[ (o) - @' (t)dt = D(p(B)) - D(p(a)) =P(b) -P(a)  (3)

bo ladi.

(2) va (3) munosabatlardan
b B
[ £00dx = f(p(t)- 0" (Dt (4)

bolishi kelib chigadi. »
(4) formula aniq integralda o zgaruvchini almashtirish formulasi deyiladi.
2-misol. Ushbu

}Vl—xzdx
0

integral hisoblansin.

<« Berilgan integralda x =sint almashtirishni bajara-miz. Unda

3
1

I i 1—sin tcostdt—jcos tdt =
0 0

T

2
cosZt)dt—( t+1sm o) ="
4 o 4

o—N Y

1
Gt

I\)lH
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bo’ladi. »

4°, Bo'laklab integrallash formulasi. Aytaylik , u(x) va Vv(x)
funksiyalarning har biri [a,b] segmentda uzluksiz u’(x) va v/(x) hosilalarga ega

bulsin. U holda
b b
Ju(x)dv(x) = (u(x) - v(x)) g [v(x)du(x) (5)

bo"ladi.
<« Hosilani hisoblash goidasiga ko'ra

L) -v())" =u’ () -v(x) +u(x)-v' (x)
bo’ladi. Demak, u(x) - v(x) funksiya [a,b] oraliqda
u’ (x)-v(x) +u(x)-v'(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi bo’ladi. Nyuton-
Leybnits formulasidan foydalanib topamiz:
b
X

T(U’ (X) - v(X) +u(x) -V (x))'dx = (u(x) - V()

Keyingi tenglikdan
b
a

b
Ju)dv(x) = u(x)-v(x))

— Tv(x)du(x)

bo lishi kelib chigadi. »

(5) formula aniq integrallarda bo"laklab integrallash formulasi deyiladi.

3-misol. Ushbu

2
jxln xdx
1

integral hisoblansin.

I

| =
o
X

<
R
<
)
I

<« Bu intervalda u(x)=Inx,dv(x)=x deb du(x)

bolishini topamiz. Unda (5) formulaga ko ra:
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2 2 2X2 1

2 2
[xIn xdx = (2= In x) —j—-—dx:ZInZ—ljxdx=2In2—§ bo’ladi. »
1 2 1 2 X 27 4

1

4-misol. Ushbu

J

=
o'—.l\:\é\

integral hisoblansin.
<« Ravshanki,

\JO:

o—nN |y
o‘—.l\)\ﬁ

T
dX:E y ‘]l

n > 2 bo’lganda berilgan integralni

T

Iy =

o'—.w\bl

sin™ xdx (n=021.2,..)

sin xdx = (—cosx)

sin” xdx = jsm x d (= cos x)

i
2

=1.

ko rinishida yozib, unga bo"laklab integrallash formulasini go llaymiz. Natijada

T

= 2
Jy = (—sin”‘lx-cosx)‘g +(n—1)[sin"2 xcos® xdx =
0

72'

=(n=-1)Js

o'—.m\:\

= (n _1)‘]an - (n _1)‘]n
bo’lib, undan ushbu

n-1
J,=—=1
n n n-2

rekurrent formula kelib chikadi.

Bu formula yordamida berilgan integralni n=1,23,......

ket hisoblash mumkin.
Aytaylik, n =2m- juft son boIsin. Unda

72'

sin"? x(1—-sin? x)dx =(n — 1)jsm”2xdx (n— 1)jsm xdx =

bo’lganda ketma-

2m-1 2m-3 5 3 1 @m-pit «
Jom = s Jo=—T—"7—=
2m 2m-2 6 4 2 @2mn 2
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bo"ladi.
Aytaylik, n=2m+1- toq son bo’lsin. Unda
2m 2m-2 642, _ (2m!

J — . —_\= 7"
M om+1 2m-1"""7 5 3 1 @2m+n

bo’ladi. (m!! simvol m dan katta bo'Imagan va u bilan bir xil juftlikka ega bo’lgan

natural sonlarning ko paytmasini bildiradi.) »

59. Vallis formulasi. Ma’lumki, 0 < X < % bolganda

sin®" x <sin®" x <sin®"* x (n=123..)

tengsizliklar o'rinli bo"ladi. Bu tengsizliklarni [O,%] oralig bo’yicha integrallab,

v /a

2 2
sin®"! xdx < fsinZ” xdx < jsinz"‘1 xdx,
0

0

o Ny

so'ngra 4° da keltirilgan formulalardan foydalanib topamiz:
I N — 2\l
(2nm)N - (2n-D" = - (2n-2)N

@n+DIt - @2t 2 (2n-Dnt

Bu tengsizliklardan
enn \* 1 _z [ (2o "1
2n-D1) 2n+1 2 \((2n=-D!') 2n
bolishi kelib chigadi.

Keyingi tengsizliklardan topamiz:

7 _po 1 [ (o ’ ©
2 noo2n+1l (2n-)N|

(6) formula Vallis formulasi deyiladi.
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2. Aniq integralni taqribiy hisoblash

Odatda, aniq integrallar Nyuton-Leybnits formulasi yordamida hisoblanadi.
Bu formula boshlang’ich funksiyaga asoslanadi. Ammo boshlang’ich funksiyani
topish masalasi doim osongina hal bo lavermaydi. Agar integral ostidagi funksiya
murakkab bo’lsa, tegishli aniq integralni tagribiy hisoblashga to g ri keladi.

1° To'g'ri to'rtburchaklar formulasi. Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a,b]

segmentda berilgan va uzluksiz bo'lsin. Demak, f(x) € R([a,b]).
b
Masala J' f (x)dx integralni tagribiy hisoblashdan iborat.
a

[a,b] oraligni a= Xy, X;, Xy ey X, 1, X, =0 nugtalar (x, <X, <X, <...<X,)
yordamida n ta teng bo lakka bo’lib, har bir
[X . X,1] (k=012,..,n-1) boyicha integralni quyidagicha

X1

[ 1 ooaxs £y (L —x) =222 1 (x )
Xk 2 n k+§
tagribiy hisoblaymiz, bunda
b'_'a Xk +-Xk+l 1 b'—'a b'_'a
X, =a+k—— , x , = =a+(k+>)—, XX =" (k=012,..,n-1).
=T X =R = )

Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

Xk +1

Tf(x)dx:lef(x)dx+xff(x)dx+...+ jf(x)dx+...

Xg X1 X¢
o ff(x)dXzBf(xlﬂb_—af(x )28 )+
X1 P n l+E n 24—
b—a b—a b-a
PR )k () = O () +
n 2 "2 2

+ f(X1+1)+"'+ f(xk+1)+...+ f(xn_l)].

Natijada
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b
[ f(x)dx

integralni tagribiy hisoblash uchun quyidagi

__Aan-1

V(X 4) 1)

k+=
k=1 2

b
[ f()dx~ b

formulaga kelamiz.
(1) formula to g ri to rtburchaklar formulasi deyiladi.
Endi (1) tagribiy formulaning xatoligini aniglaymiz.
(1) formulaning xatoligini

° b—ail
=[fOQdx——=> f(x ;) ()
a n o kK
deylik.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz f"'(x) hosilaga ega
bolsin.

Awvalo R, ni quyidagicha yozib olamiz:

:nz_lelf(x)dx—Brff( l) flef(x)dx—
k=0 x, N x=o 5 k=0 x
—kz_zkflf(x 1)ix= ZJ[f(x)—f<x o

Teylor formulasidan foydalanib topamiz:
! 1 1
FO)—T(x 1)=Tx 1) (x=x 1)+ 17 ) (x=X 1)’
5 + + 2 k+E

(bunda &, son x va x sonlar orasida). Natijada

1
+7
2

I M:’

e 1 " _
Xf f(Xk+;)—(X—Xk+;)+§f (§k)-(X—Xk+;)2)dX—

Xk+1 Xk+1

="g(f(x D Joxx l)dx+—jf"(5k> (=%, 1))

bo ladi.
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Xk 41
Ravshanki, | [x—x 1de=0.

k+=
Xk 2
1 n-1%n
Demak, R,==> [ (&) x—x 4 [dx.
220 M k+=

O'rta giymat hagidagi teoremaga binoan

Xk+1 Xk+1

JH(E)-(x=x_1)?de= (&) [(x=x 1)%dx=
Xk 2 Xk 2

— 2 - —a)? * *
= Bea=X)” ey 0= piery (7 ey xa])

12 12n®
bo ladi.
Shunday qilib, R, uchun ushbu
101(b-a)d (b—a)® 112 .
Rn — fH — L fH
20 12n® () 24n? nkZ:%) (<)
ifodaga kelamiz.
Ravshanki,
102 e FU(E)+H(E) ++ F(E
- :E: f (éfk ) — (430 ) (éfl ) (éf 1)
N k=0 n

migdor (&, <[a,b], k=012,..,n-1) f"(x) ning [a,b] oraligdagi eng kichik
m" hamda eng katta M "' giymatlar orasida,

10t .
m’'<=> f"(&)<M
N k=0

bo’ladi.
Shartga ko'ra f"(x) funksiya [a,b] da uzluksiz. Uzluksiz funksiyaning
xossasiga muvofiq (a,b) da shunday ¢ nugta topiladiki,
1nd I
2 (&)
=0

N -

f7(&) =

boladi.
Natijada R, uchun quyidagi
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(b_a')3 r
R, = f
T oan? &)
tenglikka kelamiz.
Demak,
" b-aid (b-a)®
f(x)dx=—-> f(x ,)+——fF"
JToode==E0 10 )+ 5 1)
boladi.

Shunday qilib, [a,b] oraligda ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega bolgan
f (x) funksiyaning

b
[ £(x)dx

integralini (1) tugri to rtburchaklar formulasi yordamida tagribiy hisoblansa, bu
tagribiy hisoblash xatoligi quyidagi

(b-a)°
24n2

R —

n

f"(¢)  (fe(ah)

formula bilan ifodalanadi.

2°, Trapetsiyalar formulasi. f (x) funksiyaning
b
[ £(x)dx
a

integralini tagribiy hisoblash uchun, avvalo [a,b] segmentni

a=Xg, Xy Xpyeres Xpg, Xy =D

n-1’
nugtalar yordamida n ta teng bolakka bo'linadi. So'ng har bir

[X,X.1] (k=022,..,n-1) bo'yicha integralni quyidagicha

f f(X)dXz f(xk)+ f(Xk+1)

(%) (k=012..,n-1)

tagribiy hisoblanadi. Natijada ushbu
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T f(x)dx = le f (x)dx+ Xf f(X)dx+...+ Xjn f (x)dx ~

~ f(XO)+ f(Xl) (Xl_xo)+ f(Xl)+ .I:(XZ)(X2 —X1)+...
2 2
. f(X,q)+ f(X“)(xn _Xn_l):b—a[ f(xo)+ f(x,) N
2 2 2

+F (%) + F(X) + ot T(X,) ]

formulaga kelamiz. Demak,

° b-a f(x)+ f(x,)
{f(x)dx~ . [ , + ‘)

+ E () + F () T (% 0]
(3) formula trapetsiyalar formulasi deyiladi.

Bu tagribiy formulaning hatoligi R/, f (x) funksiya [a,b] da uzluksiz f"(x)

hosilaga ega bo'lishi shartida ,

/__(b_a)3 r c
Ry = on? t(¢) (¢ (ah))

bo ladi.

Demak,

Tf(x)dx: b2 T2 100 ) 4
o n 2

(b-a)’

+ F(X)+ o+ (X, )] — 12n2

£().
3°. Simpson formulasi. Bu holda f (x) funksiyaning

b

[ £(x)dx

a

integralini taqgribiy hisoblash uchun [a,b] segmentni a=X,, X ..., Xok s Xoxu1s
Xoirar - Xor_p1 Xor 1, Xon = b NUqtalar yordamida 2N ta teng bo"lakka bo’lib, har bir

[Xor Xors2]  (k=012,...,n=1) bo'yicha integralni quyidagicha
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X2k +2

[ fumx~ﬁhﬁrﬁﬂﬁw%)+4uamo+fuwﬂﬂ—
X2k

b6na [f (XZk) +4f (X2k+1) + f (X2k+2)] (k — 0’1’“_’ n _1)

tagribiy hisoblanadi. Natijada

X2n

jf(x)dx_ jf(x)dx+ j fO)dx+...+ [ f(x)dx~

Xo X2 Xon-2

Nb_

X)) 4ot (F (Ko p) + 4T (X 1) + T (X0 )] =
=953KHM)+HMJH4U0@+fU9+
ot F Oy )) + 20F () + F(X) 4o f (X))

hosil bo'ladi. Demak,

¢ b-a
{f(x)dXz o
et T (X0 1)) +20F (%) + £(X0) +.o + F(%500))]: (4)

(4) formula Simpson formulasi deyiladi.

Bu tagribiy formulaning hatoligi R/, f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz

f ™ (x) hosilaga ega bolishi shartida,

"_ _ (b a) (iv) c
R 8301 () (fe(ab)

bo ladi. Demak,

Tf(x)dx=b(;—na[f(xo)+ F(X2n) +4(F (X)) + T(Xg) +... + T(Xon4)) +

+afu»+fun+m+fWMQm—§§§%fm%@.

Misol. Ushbu

_l[e_xzdx

0
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integral to'gri to'rtburchaklar, trapetsiyalar va Simpson formulalari yordamida
tagribiy hisoblansin.

<« [0,1] segmentni 5 ta teng bo lakka bo lamiz. Bunda bo'linish nugtalari

Xo =0, % =02, x, =04, Xx;=0,6, X, =08, X; =10

bo'lib, bu nugtalarda f (x) = e funksiyaning giymatlari quyidagicha bo’ladi:

f(x,)=100000
f(x)=096079
f(x,)=085214

f(x;)=0,69768 |
f(x,)=052729
f (x;) = 0,36788

Har bir bo"lakning o’rtasini ifodalovchi nugtalar
X, =01, Xx3=03, x;=05, x, =07, x4=09

2 2 2

bo’lib, bu nuqgtalardagi funksiyaning qiymatlari quyidagicha bo"ladi:
f(x,)=0,99005

f(xz) -0,01393
f(xz) =0,77680
f(x:) ~0,61263
f(x:) = 0,44486

5
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a) To g ri to rtburchaklar formulasi bo’yicha

1
[e™ dx~ % (0,99005 +0,91393 +0,77680 +
0

+0,61263 + 0,44486) = % -3,74027 =~ 0,74805

bo’lib,
Rls—t =1 o003
12-25 300
boladi.
b) Trapetsiyalar formulasi bo'yicha
1
[e dxn (R0 O 4 05079 + 085214 +
0 5 2
+0,69768 + 0,52729 ) = % (0,68394 +3,03790) =
1
= 3,72184 ~0,74437
bo’lib,
Rl =1 <000
6-25 150
boladi.

v) Simpson formulasi bo'yicha
1 2
j e " dx~ %[(1,00000 +0,36788 ) + 4(0,99005 +
0

+0,91393 + 0,77680 + 0,61263 + 0,44486 ) + 2(0,96079 +
+0,85214 +0,69768 + 0,52729 )] = % (1,36788 +4-3,74027 ) +
+2-3,03790) = % (1,36788 + 6,07580 +14,96108 ) ~ 0,74682

bo’lib,
R < L4 =0,7-107°
2880 -5

bo ladi.
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3. Aniq integralning bazi tadbiqglari

Tekis shaklning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, (x,y) juftlik, (xe R,y e R),

tekislikda nugtani ifodalaydi. Koordinatalari ushbu
a<x<b, c<y<d (aeR,beR,ceR,deR)

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi tekislik nugtalaridan hosil bo’lgan D, to plam :
DO :{(X’ y)l Xe [a’ b]! y € [C7 d]}
to'g ri to rtburchak deyiladi (8-chizma)

e
g F-

L

o] o & ax
O-TIII3NMIA

Bu to'gri to'rtburchakning tomonlari (chegaralari) mos ravishda
koordinatalar o°qiga parallel bo’ladi.
D, to'g ri to rtburchakning yuzi deb (uning chegarasining, ya’'ni

Xx=a , X=Db (c<y<d),
y=c , y=d (a<x<h)

to'gri chiziqg kesmalarining D, ga tegishli bo’lishi yoki tegishli bo Imasligidan
qat’iy nazar) ushbu
#(Dy) =(b—a)-(d—c)

migdorga aytiladi.

Aytaylik, tekislik nugtalaridan iborat biror Q to plam berilgan bo’lsin.

Agar shunday D, to'g'ri to rtburchak topilsaki,

Qc Db,

bo’lsa, Q chegaralangan to plam deyiladi.

Har ganday chegaralangan tekislik nuqgtalaridan iborat to plam tekis shakl

deyiladi.
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Agar tekis shakl chekli sondagi kesishmaydigan to'gri to rtburchaklarning

birlashmasi sifatida ifodalansa, uni to g ri ko pburchak deymiz.(9-chizma)

O-qr13Ma

Bunday to'gri ko'pburchakning yuzi deb, uni tashkil etgan to'gri
to rtburchaklar yuzalari yig indisiga aytiladi.

To g ri ko pburchak yuzi quyidagi xossalarga ega:

1) To g'ri ko pburchak yuzi har doim manfiy bo'Imaydi: (D) > 0;

2) Kesishmaydigan ikki D, va D, to'g'ri ko pburchaklar-dan tashkil topgan
to g ri ko pburchak yuzi D, va D, larning yuzalari yig indisiga teng:

#(D; UD,) = u(Dy) + u(D,)
3) Agar D, va D, to g ri ko pburchaklar uchun
D,cD,
bolsa, u holda
#(Dy) < u(Dy)

bo"ladi.

Tekislikda biror chegaralangan Q shakl berilgan bo’lsin. Bu shaklning
ichiga A to'gri ko'pburchak (Ac=Q), so'ngra Q shaklni o'z ichiga olgan B
to g ri ko pburchak (Q < B) lar chizamiz. Ularning yuzlari mos ravishda x(A) va

1(B) bo’lsin.
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Ravshanki, bunday to'g'ri ko pburchaklar ko'p bo’lib, ularning yuzalaridan
iborat { x(A)} va { u(B)} to plamlar hosil bo’ladi.
Ayni paytda, bu sonli to"plamlar chegaralangan boladi. Binobarin, ularning
aniqg chegaralari
sup{u(A)}, Inf{n(B)}
lar mavjud.
1-ta’rif. Agar
sup{u(A)} = inf{(B)}
bo’lsa, Q shakl yuzaga ega deyiladi. Ularning umumiy giymati Q shaklning yuzi
deyiladi va «(Q) kabi belgilanadi:

#(Q) =sup{u(A)} = in{{ 1(B)}
1-teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo'lish uchun Y& >0 son olinganda
ham shunday A (AcQ) va B (Qc« B) togri ko pburchaklar topilib, ular
uchun
((B) —u(A) <&
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

« Zarurligi. Aytaylik, Q shakl yuzaga ega bo’lsin. Unda ta’rifga binoan
sup{u(A)} = inf{x(B)} = 1(Q)
boladi.
Modomiki,

sup{u(A)} = u(Q),
inf{x(B)} = 1(Q)

ekan, unda V¢ > 0 olinganda ham shunday to'g'ri ko pburchak A(A < Q) hamda
shunday to g ri ko'pburchak B(Q < B) topiladiki,

Q- (W<,

u(B)~ (@) <

bo ladi. Bu tengsizliklardan
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u1(B) —u(A)<e
bolishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, A (AcQ) va B (Qc B) togri ko pburchaklar
uchun u(B) — u(A) < & tengsizligi bajarilsin.
Ravshanki,

1(A) <sup{u(A)} ,
w#(B) > inf{u(B) }.

Bu munosabatlardan
inf{44(B)} —sup{u(A)} < u(B) — u(A) <&

bo lishini topamiz.

& -ixtiyoriy musbat son bo"lganligidan

sup{u(A)} = inf{1(B)}

bo lishi kelib chikadi. Demak, Q shakl yuzaga ega. »

Shunga o xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

2-teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo'lishi uchun VY& >0 son olinganda
ham shunday yuzaga ega tekis shakllar P va S lar (P<Q , Q < S) topilib, ular
uchun

H(ES)—u(P)<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2°. Egri chizikli trapetsiyaning yuzini hisoblash. Faraz gilaylik,
f (x) e C[a,b] bo'lib, Vx e[a,b] da f(x) >0 bo’lsin.

Yuqgoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x=a, x=b vertikal

chiziglar hamda pastdan absissa o°gi bilan chegaralangan Q shaklni garaylik. (10-

chizma)
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10-chizma

Odatda, bu shakl egri chizigli trapetsiya deyiladi. [a,b] segmentni ixtiyoriy
P={Xy, X, X5, X} (@=Xy; <X, <X, <..<X, =D)
bo’laklashni olamiz. Bu bo’laklashning har bir [x,, x,.,] oralig ida

inf{f(x)}=m,, sup{f(x)}=M, (k=0212,..,n-1)

mavjud bo’ladi.
Endi asosi Ax, = X,,; — X, balandligi m, bo’lgan (k =012,..,n—-1) to'g'ri
to rtburchaklarning birlashmasidan tash-kil topgan to g ri ko pburchakni A deylik.
Shuningdek,  asosi  Ax, =X,,; —X,, balandligi M, bo’lgan
(k =0,42,..., n=1) to g ri to rtburchaklarning birlashmasidan tashkil topgan to"gri
ko pburchakni B deylik. Ravshanki,
AcQ, QcB

bo’lib, ularning yuzalari

n-1 n-1
H(A) =2 my - AX, u(B) =3 M, -AX,
k=0 k=0

boladi.

Bu yig'indilarni f(x) funksiyaning [a,b] segmentining P bo laklashiga
nisbatan Darbuning quyi hamda yugori yig indilari ekanini paygash giyin emas:

u(A)=s(f;P) ,  u(B)=S(f;P).
f (x) e C[a,b] bo’lgani uchun f(x) funksiya [a,b] da integralla-nuvchi boladi.
Unda integrallanuvchilik mezoniga kora, V& >0 olinganda ham [a,b]
segmentning shunday P bolaklashi topiladiki,
S(f:P)—s(f;P)<e
boladi. Birobarin, ushbu
H(B)—u(A)<e

tengsizlik bajariladi. Bu esa, 1-teoremaga muvofiq, garalayotgan egri chizigli
trapetsiyaning yuzaga ega bo lishini bildiradi. Unda ta’rifga ko ra

sup{u(A)} = inf{u(B)}
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bo’ladi.
Ayni paytda,

b
sup{u(A)} = I f (x)dx,

inf{ (B} = T f (x)dx

bo lganligi sababli Q egri chizigli trapetsiyaning yuzi

b
w(Q) = [ f(x)dx (1)
a
ga teng bo"ladi.
1-misol. Tekislikda ushbu
X2 y2
a—z + b_2 = 1

ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi topilsin.

<«Ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi OX va OY koordinata

X2
f(x)=b- 1-— : 0<x<a
a

chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya yuzi-ning 4 tasiga teng
bo'ladi. (11-chizma).

o glari hamda

3

]
£ =bqﬁ—:—g

-
]

¥

a

[ 1-gam3ria

Unda (1) formuladan foydalanib topamiz:
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a 2 a
y(Q):4jb‘/1—X—2dx:4—bj\/a2 —x2dx=
0 a

any
Xx=asint ,

- o<t<’Z|=
2

dx =acostdt ,

2
:4—b.a2jcosztdt=4ab-£= abz. »
a 5 4

Aytaylik, f,(x) eC[a,b] , f,(x)eC[a,b] bo’lib, ¥x e[a,b] da
0< f,(x) < (%)
bo’lsin.
Tekislikdagi Q shakl quyidagi
y=f(x) , y=f,(x) , x=a , x=b

chiziglar bilan chegaralangan shaklni ifodalasin (12-chizma)

F=F0x

1 2-qmzna

Bu shaklning yuzi
b b b
#(Q) = [ f,()dx— [ f,(x)dx = [[f,(x) - f, ()}

bo ladi.
2-misol. Tekislikda ushbu

2)
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y=4-x* , y=x"-2x
chiziglar (parabolalar) bilan chegaralangan Q shaklning yuzi topilsin.
<« Parabolalarning tenglamalari
y=4-x%,
y = X% —2X
ni birgalikda yechib, ularning kesishish nugtalarini topamiz:
4-x*=x*-2x ,
X =-1,x=2;,y,=3,Y,=0: A(-13), B(20).
(13 -chizma).

y=x'—2x

| 3-aym3ma
Bu shaklning yuzini (2) formuladan foydalanib hisob-laymiz:

2
4+ 2% —2x% ldx = 4x+x2—gx3
[ ix = )

-1

u@ = J[(4-3) - (x* ~ 20~

Eslatma. Agar f(x) eC[a,b] funksiya [a,b] da ishora saglamasa, (1)

integral egri chizigli trapetsiyalar yuzalari-ning yig indisidan iborat bo’ladi. Bunda

OX o gining yugori-sidagi yuza musbat ishora bilan, OX o0°gining pastdagi yuza

manfiy ishora bilan olinadi.

Masalan, OX o°gi hamda f(x) =sinx , 0<x <2z funksiya grafigi bilan

chegaralangan shaklning yuzi
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V4 2

—(—cosx) =4
0

u1(Q) = Tsin X +(—2j”sin xdx) = (—cosXx)
0 V4

bo"ladi.
3%, Egri chizigli sektorning yuzini hisoblash. Aytaylik, AB egri chiziq
qutb koordinatalar sistemasida ushbu
p=p@) , a<0<p (xeR,feR)
tenglama bilan berilgan bo’Isin. Bunda
p0) eCla,B]l, VOela,B] na p(6)=>0.
Tekislikda AB egri chiziq hamda OA va OB radius-vektorlar bilan

chegaralangan Q shaklni garaymiz. (14 -chizma).

14- chizma

[a, ] segmentni ixtiyoriy
P={6,.6,....60,}y (a=6,<6,<..<6,=p)
bolaklashini olamiz. O nuqgtadan har bir qutb burchagi 6, ga mos OA, radius-
vektor o tkazamiz. Natijada OAB -egri chizig-li sektor
OA A, (k=012..,n-1 ; Aj=A, A =B)
egri chizigli sektorchalarga ajraladi.
Ravshanki, p = p(0) € Cla, f]
bo'lganligi uchun [6, ,6,,,] da (k=012,..., n-1)
m, =inf{{p(0)} ., M, =sup{p(6)}

lar mavjud.
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Endi har bir [6,,6,,,] segment uchun radius-vektorlari mos ravishda m,

hamda M, bo’lgan doiraviy sektorlarni hosil gilamiz. Bunday doiraviy sektorlar

yuzaga ega bo’lib, ularning yuzi mos ravishda

TMEAG, L IMEAG (A =0,,-0,)

boladi.
Radius-vektorlari m,  (k =0,1,2,.., n—1) bo'lgan barcha doiraviy sektorlar

birlashmasidan hosil bo"lgan shakini Q, desak, unda Q, — Q bo'lib, uning yuzi

Q)= S a6, ©
k=0
bo"ladi.
Shuningdek, radius-vektorlari M, (k=012,..,n-1) bo'l-gan barcha
doiraviy sektorlar birlashmasidan hosil bo'lgan shakini Q, desak, unda Q c Q,

bo’lib, uning yuzi

n-1
Q) =3 SME A0, (4)
k=0

bo ladi.

(3) va (4) yig'indilar %pz(e) funksiyaning Darbu yig indilari bo ladi. Ayni

paytda, %pz(e) funksiya [«, f#] da uzluksiz bo'lgani uchun u integrallanuvchidir.

Demak, Ve >0 olinganda ham [«,f] segmentning shunday P bo laklashi

topiladiki,
1, 1,
S(E'D (0); P)—S(E/? (0);P)<e

bo’ladi. Binobarin, ushbu
w(Qy)—u(Q) <e

tengsizlik bajariladi. Bu esa, 2-teoremaga muvofiq, garalayotgan egri chizigli
sektorning yuzaga ega bo'lishini bildiradi. Unda ta’rifga ko'ra

SUp{,U(Ql)} =inf {ﬂ(Qz)}
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bo’ladi.
Ayni paytda,

suplu(Qy)} = [ p*(6)do,

R —

inf{1:(Q,)} = [ p*(6)d6

R —I®

bo lgani sababli Q egri chizigli sektorning yuzi

14,
1#(Q) =§Ip (6)do

ga teng bo’ladi.

3-misol. Ushbu

p=p(@)=all—-cosf) (aeR, 0<6<L27)

funksiya grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

<« Bu funksiya grafigi kardioidani ifodalaydi. Ma’lumki, kardioida radiusi r
ga teng bo’lgan aylananing shu radiusli ikkinchi gqo’zg'almas aylana bo ylab
xarakati (sirpanmasdan dumalashi) natijasida birinchi aylana ixtiyoriy nugtasining
chizgan chizig idir. (15-chizma).

| 3-aq113Ma

Kardioida qutb o’giga nisbatan simmetrik bo lganligi sababli yuqori yarim
tekislikdagi shaklning yuzini topib, so'ngra uni 2 ga ko paytirsak, izlanayotgan
yuza kelib chigadi.

6 o zgaruvchi [0, 7] da o'zgarganda p radius-vektor kardioidaning yugori

yarim tekislikdagi gismini chizadi. Shuning uchun
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1£(Q) = z-Eij(e)de =[a’(1—cos8)*d6 =
0 0
:asz— 2c056’+10032«9}d9=
) 2 2

:§7za2
2

=a2(§0—25in¢9+l-lsin 26)
2 22 ;

bo’ladi. »

4. Yoy uzunligi va uni hisoblash

1% Yoy uzunligi tushunchasi. Ma’lumki, tekislikdagi ikki A(x;,Y;)
va B(X,,Y,) nugtalarni birlashtiruvchi to'g ri chiziq kesmasi I, uzunlikka ega

va uning uzunligi

#lo) = (% = %) + (¥, = ¥)°
ga teng bo ladi.
Aytaylik, tekislikdagi | chizig Aj(XpY), A YL) s A, (X,,Y,) nugtalarni
(n e N) birin-ketin to'g'ri chizig kesmalari bilan birlashtirishidan hosil bo’lgan
bo’Isin. Odatda, bunday chiziq siniq chizig deyiladi.
Siniq chizig uzunligi (perimetri) deb, uni tashkil etgan to'g'ri chizig

kesmalari uzunliklarining yig indisiga aytiladi:

u(l) = :z_:J(xk+1 %2+ (Yen - v

Faraz qgilaylik, tekislikdagi AB egri chizig’i (uni AB yoyi deb ham
ataymiz) ushbu
y = f(X) (@a<x<h)

tenglama bilan berilgan bo’lsin, bunda f (x) € C[a,b].
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F A

T P
16-ar3Ma

[a,b] segmentning ixtiyoriy

P={Xy, X s X, } (@a=X%Xy <X <..<X,=b
bo"laklashni olib, bo'luvchi x, (k=0,.2,..., n) nuqtalar orgali OY o°qgiga parallel
to'g’ri chiziglar o'tkazamiz. Bu to’g'ri chiziglarning AB yoyi bilan kesishgan
nugtalari

A (X, (X)) (k=0L12...,n; A=A, A, =B)
bo"ladi.

AB yoyidagi bu A (x,, f(x.)) nugtalarni bir-biri bilan to’gri chizig
kesmalari yordamida birlashtirib, | siniqg chizigni hosil gilamiz. (16-chizma)

Odatda, | siniq chiziq AB yoyiga chizilgan siniq chiziq deyiladi. U
uzunlikka ega bolib, uzunligini (perimetrini) (1) deylik.

Agar P, va P, lar [a,b] segmentning ikkita bo’laklashi bo’lib, P, c P,
bo'lsa, u holda bu bo'laklashlarga mos AB yoyiga chizilgan siniq chizig I, , I,
larning perimetrlari uchun

u(ly) < u(ly)
boladi.

«[a,b] segmentning P, bo laklashi quyidagi

P ={Xos Xp s Xi» Xeaq s Xy ¥
(a=Xg <X, <o <X < Xpyy <. <X, =D)

ko'rinishda bo'lib, P, bolaklash esa P, bolaklashning barcha bo luvchi nugtalari

hamda qoshimcha bitta X e[a,b] nugtani qo’shish natijasida hosil bo’lgan
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bo'laklash bo'lsin. Bu x nugta x, hamda x,,, nugtalar orasida joylashsin:
X, <X <X,y - Demak,
P, ={Xgs X{ yeerr X r X3 Xpsg e Xy +
(A=Xp <X <o <X <XE< Xy <. <X, =D )

Ravshanki, P, < P, bo’ladi.

AB yoyiga chizilgan P, bo'laklashga mos siniq chiziq |1,, shu yoyga
chizilgan P, bo’laklashga mos siniq chiziq I, dan fagatgina bitta bo lagi bilangina
farq giladi: 1, da A, A, bo’lak bo’lgan holda I, da ikkita A, A" hamda A"A_,
bolaklar bo"ladi.

Ammo A A, to'g'ri chiziq kesmasining uzunligi (A A.;), AA
hamda A"A_, kesmalar uzunliklari (A A") , u(A'A.,) yig'indisidan har
doim katta bo’Imaganligi, ya’ni

H(A AL S (AR + (A AL

uchun
w(ly) < udly)
bo'ladi. »
Demak, P bolaklashning bo'luvchi nugtalari sonini orttira borilsa, AB

yoyiga chizilgan ularga mos siniq chiziglar perimetrlari ham ortib boradi.

1-ta’rif. Agar 1, —0 da AB yoyiga chizilgan siniq chiziq perimetri

n-1
#00) = 3 e = %)? + [ (%) = T
k=0
chekli limitga ega bo’Isa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.
Ushbu
J:@O#(l) = 1(AB)
limit AB yoyining uzunligi deyiladi.

Masalan, agar
f(x)=kx+C (a<x<b)
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bo’lsa, unda AB ning uzunligi

_ oo
H(AB) = Tim 3 (xcq = %) +K? (Xrq = %,)7 =

PYk=0
n-1
= lim Y V1+k? - (X, — %) =V1+k? - (b-a)

40420
bo"ladi.
Aytaylik, AB egri chizig ushbu
{X = o(t)
y=y(t)

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo’lsin.

(a<t<p)

(Bu holda egri chizig parametrik ko rinishda berilgan deyiladi). Bunda:
1) () eCla,pl . w(t)eCla,pl;
2) vt t,ela,p] , t #t, uchun (1)

A (X, Y1) =Alet)  w(t))

Ay (X5, Y2) = Ay(o(ty) , w ()

nuktalar turlicha ;
3) t=a ga A nuqgta, t=/ ga B nugta mos kelsin.
[, ] segmentning ixtiyoriy
P={t,.t,...t,} (a=ty <t <..<t,=p

bolaklashni olib, bu bo’laklashning bo’luvchi t, (k=0.12,..,n) nugtalariga

mos kelgan AB yoydagi A, = A (X, Yx) (% =9t Vi =w(t); k=0,.,n)
nugtalarni bir-biri bilan to’g'ri chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, AB yoyga

chizilgan siniq chizig | ni hosil gilamiz. (17-chizma).
Y a
yrite )

A (gl ) w @, )

0 ple) i) p(F)

| 7-am3ma
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Bu siniq chiziq perimetri

u(l) = :;l)J[(p(tkﬂ) C O Iy (o) — v T

boladi.
2-ta’rif. Agar A, — 0 da AB yoyiga chizilgan siniq chizig perimetri (1)

chekli limitga ega bo’Isa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.
Ushbu

lim 4(1) = u(AB)

p
limit AB yoyining uzunligi deyiladi.
Yugorida keltirilgan ta’riflardan yoy uzunligining ( agar u mavjud bo’lsa )
musbat bo lishi kelib chigadi.

Endi yoy uzunligining ikkita xossasini isbotsiz keltiramiz:
1) Agar AB yoyi uzunlikka ega bo’lib, u AB yoydagi nugtalar yordamida
n ta A A, yoylarga (k=012,.,n ; Aj=A,B=A ,) ajralgan bo’lsa, u holda
har bir A A, ,; yoy uzunlikka ega va
H(AB) = Y (A A
boladi.
2) Agar AB yoyi n ta A A, yoylarga ajralgan bo'lib, har bir A A, yoy
uzunlikka ega bo’lsa, u holda AB yoyi ham uzunlikka ega bo’ladi.
2°.  y=f(x) tenglama bilan berilgan egri chizig uzunligini
hisoblash. Faraz gilaylik, AB egri chizig ushbu
y=Ff(x) , a<x<b
tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz
va uzluksiz f'(x) hosilaga ega.
[a,b] segmentning ixtiyoriy

P={Xy, X, Xp} (@=X, <X <..<X,=Db)
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bo'laklashini olib, unga mos AB yoyiga chizilgan | siniq chizigni hosil gilamiz.

Bu siniq chizigning perimetri

u(l) = EJ(XM X2+ () — T )T

boladi.
Har bir [x,,X,,;] segmentda f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo llab

topamiz:

#() ZEJ (e~ %0)2 +LF(20) - (et~ X T =

n-1 n-1
=D 1+ flz(fk) (X1 — X)) = 241+ f’z(fk)AXk ,
k=0 k=0

bunda 7, €[X,, X, ]

Bu tenglikdagi yig'indining /1+ f'?(x) funksiyaning integral yig indisidan
farqi shuki, integral yig'indida &, €[x,,X,.;] nuqgta ixtiyoriy bo’lgan holda

yuqoridagi yig'indida esa r, nuqta Lagranj teoremasiga muvofig olingan tayin

nugta bo’lishidadir. Ammo +/1+ f'?(x) funksiya integrallanuvchi bo’lganligi

sababli &, =7, deb olinishi mumkin. Natijada
) = 3 T76) -
bo'lib, undan
;!!Toﬂ(l) =J:r20:z::: 1+ F%(&) - AX, :i 1+ f'%(x)dx

bolishi kelib chigadi.
Demak, AB yoyining uzunligi

11(AB) :? 1+ f'2(x)dx @)

bo ladi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
1-misol. Ushbu
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X X

f(x):%(ea+e_a) (a>0 , —a<x<a)

tenglama bilan berilgan AB egri chizig ining uzunligi topilsin.
Bu tenglama bilan aniglanadigan chiziq zanjir chizig'i deyiladi.
<« Ravshanki,

X X

1+ f'2(x) =%(ea +e 2)?
12 1 : -
V1+ £9(%) :E(eél +e ?)
bo’ladi. (2) formuladan foydalanib, zanjir chizig ining uzunligini topamiz:

u(AB) = [L (e +e a)dx=2(e —e 2) =a(e—-). B
"2 2 _a e
3°. Parametrik ko'rinishda berilgan egri chizig uzunligini hisoblash.
Faraz qgilaylik, AB egri chiziq ushbu
{X = p(t),
y=w(t)

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo’lib, (1) shartlar-ning bajarilishi bilan birga

(a<t<p)

o(t), w(t) funksiyalari [a, ] da uzluksiz ¢'(t) hamda w'(t) hosilalarga ega
bo’lsin.
[e, ] segmentning ixtiyoriy
P={ty,ty, t,} (a=t, <t <..<t, = f)
bo'laklashini  olib, ularga mos  AB  vyoyiniig A =A (X, VY)
(X, =o(t,), Y =¢(t,)) nugtalarini bir-biri bilan to'g'ri chizig kesmasi

yordamida birlashtirishdan hosil bolgan | siniq chiziq perimetri

u(l) = kz Joten) ot + v (te) — v O’

ni garaymiz.
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Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

u(l) = 2\/(/2(%) (g _tk)z +‘//’2(6’k) (s _tk)z =

n-1
= kZé\/(D'Z(Tk) +'//'2(‘9k) - At, (Atk =1t _tk)

bunda
7 €[t bl O €[ty b1l

Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

u(l) = ng(ﬁk) Sy (G Aty +

n :zj)wco'z(m 02 (00) — o (E) v R (ED]- A,

bunda,
Sk €t bl
Modomiki,

Vo2 () +y'2 (1) eCla, A]
ekan unda

Jo2 () +y'2 () e Rla, f]
bolib,

.= 2 2 g 2 2
lm 3o (@) +ur* (60 At = [No O +y Ot

bo ladi.

Ixtiyoriy a, b, ¢, d haqgigiy sonlar uchun ushbu

‘\/a2 +h? —+/c? +d2‘ <la—c|+p—d|

tengsizlik o’rinli bo’ladi.
<« Hagigatan ham,

(*)

©)
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(@2 —c?)+ (b2 —d?)|

Ja? +b? +\/cz+d2‘
b+d|

JaZ +b? +4/c?+d?

<la—¢|-

‘\/a2+b2 —\/cz+d2‘:

la+c|
Ja? +b? ++/c? +d?
<|la—c/+b—d. »

+|b—d|-

Bu tengsizlikdan foydalanib topamiz:

2)” 02 () 12 (0) — o' (E) +w A (E)IM | <

< :zja(rk) (I + z V'(0,) - v (1AL, <

n-1 n-1
< o (@) At+ D o (v') - At.
k=0 k=0

') eRle, fl,  y'(t) eR[a, p]
bo’lganligi sababli

i S 1o (r) + v (0) -
pPYk=0

— (&) + v (E)1At, =0

(4)

boladi.
(3) va (4) munosabatlarni e’tiborga olib, 4, — 0 da (*) tenglikda limitga

0'tsak, u holda AB yoyining uzunligi uchun

_ B
H(AB) = [o* )+ ()ct (5)
bolishi kelib chigadi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
2-misol. Ushbu
X =a(t—sint)
y = a(l—cost) 0<t<n)

tenglamalar sistemasi bilan berilgan AB egri chizigning (sikloidaning) uzunligi

topilsin.
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<« Ravshanki,
x'(t)=a(—cost) y'(t)=asint
X'2(t) + y'?(t) =a®(1—cost)? + a®sin®t =a?2(1—cost) ,

JX2 (@) + Y2 (t) = ay2(L— cost)

bo’ladi. (5) formulaga ko'ra izlanayotgan egri chizigning uzunligi

2

2
#(AB) = [a,/2(1— cost)dt =2a [sin % dt =—4a- (cos %)3” =8a
0 0

bo'ladi. »
4°, Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizigning uzunligini
hisoblash.

Faraz qgilaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida quyidagi
r=p0), (a<0<p)
tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda p(8) € Cl[«, ] bo’lib, u uzluksiz p'(6)
hosilaga ega bo’lsin.
Kutb koordinatalari (p,8) dan Dekart koordinatalari (X,y) ga o'tish
formulasiga binoan

X = p(0)-cosd ,
y=p(@)-sind (x<6<p)

bo'ladi. Natijada AB parametrik korinishda
@(0) = p(0)-cosb ,
w(0) = p(6)-sind  (a<0<p)

berilgan egri chiziq sifatida ifodalanadi, bunda ¢(6), w(8) funksiyalari 3° da
keltirilgan shartlarni bajaradigan funksiyalar bo"ladi.

(5) formuladan foydalanib AB egri chizigning uzunli-gini topamiz:

1(AB) = f\/(p(e) .c0s60)"% +(p(0) -sin0)'?do =

g 2 2
= [0+ p*(O)d0.

Bu formula yordamida egri chizigning uzunligi hisoblanadi.
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3-misol. Ushbu

.20
—a-Sin® 2
P 3

tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
<« 0 o'zgaruvchi 0 dan 3z gacha o'zgargandan (p,6) nugta

chizmada tasvirlangan | egri chizigni chizib chigadi:

4 S

|
|
[
7]
|
|
|
|
|
|

\_g

18-am3n1a

(2) formuladan foydalanib I chizigning uzunligini topamiz:

3z . 0.2 .02
1) = asin®>) " +(asin®>) do =
u(l) g ( 3) ( 3)

3z
= j\/a2 -sin“gcos2 Q+a2 sin® Qd@ =
) 3 3 3

3
:ajsinZQdezsﬁ.b
AR 2

59. Yoy differensiali. Aytaylik, tekislikdagi AB egri chizig ushbu

{X = o(t) ,

y=p(0) (ast=p)

18-

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo'lib, bunda ¢(t) hamda w(t) funksiyalari

[, ] da uzluksiz ¢'(t) hamda w'(t) hosilalarga ega bo'Isin (19-chizma)
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19-q11301a

Ma’lumki, t 0'zgaruvchining t =« qiymatiga AB egri chiziqgda A nugta
mos keladi.

Endi ixtiyoriy t e[, ] ni olib, unga mos AB egri chizigdagi nugtani C
bilan belgilaylik:

Cle(t) ,w() as<t<p.

Ravshanki, AC yoyining uzunligi C nugtaning AB egri chiziqdagi holatiga
garab o'zgaradi va ayni paytda t ning har bir tayin giymatida yagona AC
yoyining uzunligiga ega bo’lamiz. Binobarin AC yoyining uzunligi z(AC) t
0 zgaruv-chining funksiyasi bo ladi:

4 (AC)  (a<t<p)

(5) formuladan foydalanib topamiz:

1,(AC) = [ ©) +y " (t)dt.

Modomiki, ~/¢'2(t)+y'2(t) eCla, B] ekan, unda g (AC)  funksiya

hosilaga ega bo'lib,

(14 (AC)) =\@* )+ 1)
boladi.
Keyingi tenglikning kvadratini dt® ga ko paytirib, ushbu
(14 (AC))® - dt* = o> (t)dt® +y'* ()dt* ,
ya’'ni

d(z (AC))? = A + dy?
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munosabatga kelamiz. Bu munosabat yoy differensialining kvadratini ifodalaydi.

Demak, yoy differensiali  dg, (AC) yugoridagi  x=¢(t) ,y=w(t)
funksiyalarning differensial-lari dx hamda dy lar orqgali ifodalanadi. Binobarin,
(5) formula, uzluksiz hosilaga ega bo’lgan x(t) , y(t) funksiyalar yordamida egri

chiziqg yoyining turli usullarda parametrlash-tirishda o'z ko rinishini saglaydi.
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Xulosa

y=f(x) tenglama bilan berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash. Faraz

gilaylik, AB egri chiziq ushbu
y=f(x) , a<x<b

tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz
va uzluksiz f'(x) hosilaga ega.

[a,b] segmentning ixtiyoriy

P={Xy, X, X,} (@=X%, <X <..<X,=b)

bo’laklashini olib, unga mos AB yoyiga chizilgan | siniq chizigni hosil gilamiz.

Bu siniq chizigning perimetri

u(l) = EJ(XM %2 L (o) — FOOT

boladi.
Har bir [x,,X,,,] segmentda f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo'llab

topamiz:

u(l) = nZ_lJ(Xm =X )2 +[ (1) Ky =X =

=S ) (=) = 2 ) A

bunda 7, €[X,, X, ]

Bu tenglikdagi yig indining m funksiyaning integral yig indisidan
farqi shuki, integral yig'indida &, €[X,,X,,,;] nugta ixtiyoriy bo'lgan holda
yuqoridagi yig'indida esa r, nuqta Lagranj teoremasiga muvofig olingan tayin
nugta bolishidadir. Ammo m funksiya integrallanuvchi bo'lganligi

sababli &, =7, deb olinishi mumkin. Natijada
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u(l) = :g:x/u £2(5,) A%,
bo'lib, undan
Jgrgoﬂ(l)zjirgog 1+ £2(2) - A, =i 1+ £ 2(x)dx

bolishi kelib chigadi.
Demak, AB yoyining uzunligi

11(AB) :T 1+ f2(x)dx

bo’ladi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
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