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AHHOTANUA

YmOy maructpnuk nuccepramusicu “TypryH KOHYHJAp y4yH JIOKaJl JIMMHUT Teopemanap’’ned
HOMJIAHTaH Ba OXTHUMOJIJIAp HA3apUSACHMHUHI JIOKAJ JUMHUT TeopeMajapura OaruIlJIaHraH Ba M1y
HyHanumra ouj 1oa3ap0 MyaMMOJIApHM XaJl 3TUIITra OaFuIlJIaHraH.

Huccepramus 68 caxudana 6aén stunran 6ynu0, Kupum Ba typrTa 600120 nbopar. Kupumn
KHCMU/Ia TAHJIAHT'aH MaB3YHHUHI JOJ3apOJIMIH, aXaMHUATH, HYHAIMIIHUHT YPraHWITaHIUK Japaxkacu,
nry WyHanumaa v onud GopraH oJmmiiap Ba SPHUIIWITAH HaTHKalap XaKuaa yMyMUNH MabIyMOTIap
KEJITUPUJITaH.

Huccepranustauar 1-600u «bornukmac Tacoguduii MUKAOpIap HUFUHANCH YUYH JIOKAJ JTUMHT
TeopeMaiap» 1e0 HOMJIaHIaH Ba YHJAA TacoAM(UIA MUKIOpIap KeTMa-KETIUTHHUHT Xap Oup
KYIIMTYBYUCH YerapajiaHTaH 3UWINK QYHKIUATa 3ra OYIraH XoJ1, MaHXapacCuMOH TaKCUMJIaHTaH
Tacoau(uil MUKIOpJIAp yUyH JIUMUT TEOpEMa, Xap XU TaKCUMJIaHTaH Tacoqu(pHi MUKIOpIap yUyH
JMMHUT TeopeMaiap Ba Oy TeopemMaiap yuyH SKUHJIAIIUII TE3IMTMHUHT 0axojgapu KypuO YMKWIraH,
OJIMHIaH HaTH>)KaJApHUHT 0030pH KEITHPWIraH, alpuM MyXUM TeOpeMalapHUHT UCOOTIIapH
OepwiiraH, IIyHUHTIEK Xap XWJI TAKCUMJIAHTaH TacoIuuil MUKIOpIap HHFUHINCH Y9yH HCOOTIaHTaH
KYIu1ab TeopeMaIapHUHT OUp XM TAKCUMJIAHTaH Tacoauduil MUKaOpIap OniIaH aloKacu KypcaThuo
YTUITaH.

HuccepranussHuHr 2-600u “TypryH KOHyHIIap” 1e0 HOMJIaHTaH Ba YHAA TYpPFYH
KOHYHJIAPHUHT XapaKTEPUCTHK QYHKIUSIAPH Ba YIApPHUHT XOCcaJapd Xama TYPFyH KOHYHIIap
XapaKTePUCTUK (PYHKIUSUIAPUHUHT OLIKOP KYPUHUIIY OaéH 3THITaH, ’bHU YOy Teopema UcOoT
KUJIMHTaH.

HuccepranusHuHr 3-600u “TypFyH KOHYHJIAp y4yH JOKall JJUMHUT TeopeManap” ae0 aTtanaiu.
Ymby 606xa TypryH KOHYHJIAp y4yH WHTETpajl JUMHUT Teopemanap, TypFyH KOHYHJIAp y4yH JIOKaj
JUMHUT TeopeMaiap, EpJlaMud TeopemMaliap Ba acOCHi TeopeMaaapHUHT UCOOTIapH KeITUPUIITaH.

Acocuil KUCMHUHI OXHMpHJAa MaruCTPaHTHUHI XyJocajapyu Ba MYJOXa3alapd KEJITHPHITaH.
Huccepranusaunr “UMnoBamap” KUCMHAA CEKWH y3rapyBuM (QyHKOMSIAp XaKuaard 3apyp
MabJIyMOTIIap Ba MaruCTpaHTHUHT WIMHH MaKoJiacu KoM OJITaH.



KIRISH

Ma'lumki, O°‘zbekiston Respublikasi mustaqillikka erishgan kunlardan boshlaboq
Respublikamiz Prezidenti Islom Abdug’aniyevich Karimov mamlakatimzdagi kadrlar tayyorlash
masalasiga asosiy e'tiborni qaratib kelmoqda. Xususan, 1997 yilning 29 avgustida O‘zbekiston
Respublikasi Oliy majlisining 9 sessiyasida ta'lim to‘g‘risidagi qonunga asoslangan “Kadrlar
tayyorlash milliy dasturi” qabul gilindi. Bu dastur uch bosgichdan iborat:

1-bosqich: 1997-2001 yillar. Bunda kadrlar tayyorlash milliy dasturining amalga oshirish
uchun zarur shart sharoitlar yaratish.

2-bosqich: 2001-2005 vyillar. Bunda xuqugiy me'yoriy Xujjatlar asosida barkamol avlodni
Davlat ta'limi standartiga javob beradigan qilib tayyorlash magqsad qilib qo‘yilgan.

3-bosgich: 2005 yil va undan keyingi yillar. Bunda davr talabiga mos bo‘lgan barkamol
avlodni jamiyatimizning rivojlanishi darajasida tarbiyalab voyaga yetkazish maqsad qilib qo‘yilgan.

Xozirgi paytda Respublikamizda “Kadrlar tayyorlash milliy dasturi’da nazarda tutilgan barcha
rejalar muvaffagyat bilan amalga oshirildi va davom ettirilmoqda.

Tabiiyki, bu magsadlarni yuqori saviyada amalga oshirish uchun oliygohlar, kollej va
litseylarning bitiruvchilari har tomonlama yetuk kadrlar bo‘lib yetishmogi — zamon talabidir.
Oliygohlarda magistrlar tayyorlashni yuqori saviyada tashkil etish ham shu programmaning bir
gismidir.

Muxtaram Prezidentimiz I.A.Karimov, muntazam ravishda yosh avlodning bilimli, barkamol
bo‘lib yetishishi va mustaqil O‘zbekistonimizning fidoyi kadrlari bo‘lmog‘i uchun sharoitlar yaratib
bermoqdalar, o‘zlarining har bir nutqlarida yoshlarning ta'lim tarbiyasi, bilim saviyasi, dunyoqarashini
shakllantirish kabi dolzarb muammolarga alohida e'tibor garatmoqgdalar. Biz quyida Prezidentimiz
[.A.Karimovning turli paytlarda so‘zlagan nutqlaridan iqtiboslar keltiramiz.

O‘zbekiston mustaqillikka erishgach butun ta’lim tizimini tubdan isloh qilish rejalari ishlab
chigildi, bunda asosiy e'tibor Respublika uchun ilmiy kadrlar tayyorlashni kengaytirishga garatilgandir.
Bu hagda Prezidentimiz I.A.Karimovning quyidagi fikrlarini keltirish joizdair:

- “Yoshlarni zamonaviy fan - tehnikaning, umuman ilm - fanning yutuglaridan
bahramand qgilmasdan turib, ularga yuqori malakali mutaxassislar bo‘lib yetishishga sharoit
tug‘dirmay turib, biz respublikamiz xalq xo‘jaligini, sanoat ishlab chiqarish sohalarini tubdan
o‘zgartira olmaymiz, buni har doim yodda tutish kerak. Chunki ishsizlik, maosh kamligi,
mutaxassislar yetishmasligi va boshqa ko‘p yetishmovchiliklar ana shundan deb o‘ylayman.
..Demak, xalq saylab qo‘ygan deputatlarning birinchi navbatdagi vazifalaridan biri -
yoshlarimiz tarbiyasi. Milliy siyosatni, harakat dasturini ishlab chigish masalasidir.”

Yoshlarni ilm — fanga qiziqtirish, respublikamiz hayotidagi dolzarb masalalarni hal etishga
tayyorlab borish zarurdir.

- “Ayniqgsa, o‘sib kelayotgan avlod taqdiriga hyech kim befarq qaray olmaydi. Bunda
oliy o‘quv yurtlarining ahamiyati kattadir. Yoshlarni qay usulda o‘qitish, ularni tarbiyalash,
mustaqil mamlakatning yetuk mutaxassislari bo‘lishiga qayg‘urish har birimizning muqaddas
burchimizdir. Bunda oliy va o‘rta maxsus ta'lim tizimi saviyasini jahon andozalari darajasiga
yetkazish, xalq xo‘jaligida kadrlarga bo‘lgan talab va ehtiyojlarni ilmiy tahlil asosida aniqlash,
xorijiy mamlakatlar tajribasidan oqilona foydalanish shu kunning dolzarb vazifalaridandir...” —
deb ta'kidlagan muxtaram Prezidentimiz .A.Karimov. ([2]. “Ilm — ziyo salohiyati — yurt boyligi”
nutqidan. “Ma'rifat” gazetasi. 1993 yil, 21 iyul).

Kasb — hunar kollejlari, litsey talabalari, oliy o‘quv yurtini tamomlayotgan har bir yosh
mutaxassisni 0‘z kasbining bilimdoni va jonkuyar qilib tayyorlash shu kunning eng birinchi talabidir.
Bu o‘rinda Prezidentimiz [.A.Karimovning ushbu so‘zlarini keltirish joizdir:

- “Hukumatimiz fan, ma'rifat va madaniyat sohasiga jiddiy e'tibor bilan garamoqda.
O‘tish davrining eng giyin va murakkab paytida ham davlat maorifni takomillashtirish, bilimli
va har tomonlama barkamol avlodni voyaga yetkazish uchun hech narsani ayamayapti.

Axir, o‘ylab ko‘raylik, birodarlar, biz bugun ne — ne mashaqggatlar bilan qurayotgan
davlatimiz, mustaqil va har jihatdan mustahkam mamlakatimiz ertaga kimning qo‘lida qoladi?



Bugungi katta islohotlar evaziga qo‘lga Kkiritayotgan yutuqlarimizni ertaga
farzandlarimiz davom ettirishga qodir bo‘ladimi — yo‘qmi?...

Islohotning taqdiri, uning qay darajada amalga oshirish, birinchi navbatda kadrlarning
malakasiga, ularning o‘z ishlarini qay darajada o‘zlashtirib olganligiga, yurtparvarligi va
fidoiyligiga bog‘liq”. (I.A.Karimovning xalq dasturlari Samargand viloyati kengashi sessiyasida
so‘zlagan nutqidan, “Ma'rifat” gazetasi. 1995 yil 29 noyabr).

Oliygohni bitirayotgan talabalarimiz o‘zlari egalagan mutahassislik bo‘yicha malakali
mutaxassis bo‘lishlari, ilm — fanning, xalq xo‘jaligining turli jabxalaridagi o‘rnini anglab olgan
bo‘lishlari kerak. Bu o‘rinda I.A.Karimovning ushbu so‘zlarini keltirish joizdir:

- “Zero, ilmu tafakkur odamlar galbiga nur, ongiga ziyo, xonadoniga fayz — baraka
keltiradigan buyuk mo‘jizadir. Ana shu nuqtai nazardan qaraganda, barkamol tashkilotchi va
zukko kadrlarni tayyorlash ishiga alohida ahamiyat berishimiz kerak. Binobirin, savodli xalg va
ilmli rahbarlar bilan ishlash ham oson, ham zavqli...” (I.A.Karimov. “Istiglol imkoniyatlaridan
oqilona foydalanaylik”, xalq deputatlari Qashgadaryo viloyati kengashi sessiyasida so‘zlangan nutq.
“Ma'rifat” gazetasi. 1995 yil, 6 dekabr).

Oliygohlardagi ta'lim va tarbiya jarayonini shunday tashkil etish lozimki, yosh kadrlar mustaqil
ravishda ish yurita oladigan, o‘z fikriga ega bo‘lishi, 0‘zi egallagan mutaxassislik bo‘yicha olgan
diplomlarni oglashlari lozim.

- “Universitet diplomi darajasi va obro‘sini oshirish zarur. Buning uchun o‘quv
muassasalari moddiy bazasini mustahkamlash, ularni zamonaviy o‘quv va kompyuter texnikasi
bilan jihozlash, zarur o‘quv adabiyotlar bilan ta'minlash, o‘quv dasturining turli shakllarini
kengaytirish, o‘qituvchilarning mehnatga rag‘batini kuchaytirish kerak” — deb ta'kidlaydi
Prezidentimiz I.A.Karimov. (“Islohotlar izchilligi — inson mafaatlari omili”, “Ma'rifat” gazetasi. 1997
yil, 1 mart).

Oliygohda talabalarga bilim berish jarayonida zamonaviy ilm — fan yutuglariga katta e'tibor
berish bilan birga o‘tmishdagi tarixiy merosimizni yaxshi o‘rganishimiz va buyuk ajdodlarimizning
ishlarini davom ettirishimiz lozim. Bu borada so‘z yuritganda Prezidentimizning quyidagi fikrlari
hamma vaqt yodimizda bo‘lmog‘i kerak:

- “Olimlarimiz eng yaxshi an'analarni o‘zlashtirib, tarixiy merosimizni chuqur o‘rganib,
buyuk ajdodlarimizning ishlarini munosib davom ettirmoqdalar. llmiy ziyolilarimizning
munosib fazilati hamma vaqt bilimga, ilg‘or ilmiy tafakkurning oldingi marralarida bo‘lishga
intilishdan iborat.

O¢zbekiston innavatsion rivojlanish turining xozirgi zamon modeliga o‘tish uchun
hamma zarur sharoitlarga ega. Bu model vujudga keltirilgan ilmiy — texnikaviy salohiyatdan
keng va samarali foydalanishga, fundamental va amaliy fanning yutuglarini chuqur talab
giladigan texnolagiyalarni amaliyotga keng joriy etishga, yugori malakali, igtidorli ilmiy kadrlar
sonini ko‘paytirishga asoslanadi. Bu - mamlakatimiz jahondagi iqgtisodiyoti va sanoati
rivojlangan mamlakatlar qatoriga kirib borishning zarur sharti va mustahkam poydevori bo‘lib
xizmat qiladi.” (O‘zbekiston XXI asr bo‘sag‘asida: xavfsizlikka tahdid, barqarorlik shartlari va
taraqqiyoti kafolatlari. I. A.Karimov. Toshkent. “O‘zbekiston’ nashriyoti 1997 yil).

Prezidentimizning kadrlar hagidagi ushbu fikrlari katta ahamiyatga ega:

- “Biz hayotimizning turli jabhalarida, xalq xo‘jaligining barcha sohalarida tub
islohotlarni amalga oshirib, yangilanish sari borar ekanmiz, ushbu islohotlarning turmush
tarzimizni ijobiy tomonga o‘zgartirishi, ma'naviy yuksalishimizga ko‘mak berishi hamda milliy
g‘urur va iftixorlarimizning kuchaytirish ko‘p jihatdan har tomonlama yetuk kadrlarga bog‘liq
ekanini unutmasligimiz kerak. Respublikamizning iqtisodiy, siyosiy va ma'naviy jihatdan
ravnaqg topishida, bu sohalardagi muammolarni hal gilishimmizda ham milliy kadrlar bosh
omillardan biri bo‘ladi” (“Zamonaviy kadrlar tayyorlash — islohotlar muvaffaqiyatining asosi”
nutqidan. “Ma'rifat” gazetasi. 1998 yil 28 yanvar).

Respublikamizda amalga oshirilayotgan barcha islohotlarda ilm — fanning yutuglardan
foydalanish nazarda tutilgandir. Oliygohda ta'lim olayotgan barcha yoshlar asosiy e'tiborni fan



asoslarini egallashga qaratmog‘i kerak. Bu borada prezidentimiz I.A.Karimovning ushbu fikrlari
dasturul — amal bo‘lmog‘i shart:

- “Umuman men, fanni ilg‘or taraqqiyot, progress degan so‘zlar bilan yonma — yon gabul
gilaman. Fanning vazifasi kelajagimizning shakl - tamoyilini yaratib berish, ertangi
kunimizning yo‘nalishlarini, tabiiy qonuniyatlarni, uning qanday bo‘lishini ko‘rsatib berishdan
iborat, deb tushunaman. Odamlarga mustaqillikning afzalligini, mustaqil bo‘Imagan millatning
kelajagi yo‘qligini, bu tabiiy qonuniyat ekanini isbotlab, tushuntirib berish lozim. Fan jamiyat
taraqqiyotining olg‘a siljituvchi kuchi, vositasi bo‘lmog*i lozim”. (I.A.Karimov. “Tarixiy Xotirasiz
kelajak yo‘q”. “Munojot” jurnali, 1998 yil 5 - son).

“Shundan kelib chiqqan holda, bizning yaqin istigbolimizdagi eng muhim vazifamiz,
boshlagan ishlarimizni izchil davom ettirish — iste'mol talabini kengaytirish magsadida sotsial
sohani rivojlantirish, mehnatga haq to‘lashni yanada oshirish, xizmat ko‘rsatish sektorini,
infratuzilma ob’'ektlarini rivojlantirishga, transport va komunikatsiya loyihalari amalga
oshirishga alohida e'tibor berishdir”. (“Mamlakatimizda demokratik islohotlarni yanada
chuqurlashtirish va fuqarolik jamiyatini rivojlantirish konsepsyasi”, O‘zbekiston Respublikasi
Prezidenti Islom Karimovning O‘zbekiston Respublikasi Oliy majlisi qonunchilik palatasi va
Senatining qo‘shma majlisidagi ma'ruzasi, Norin ovozi gazetasi, 2010 yil 19 — noyabr, Ne46(6747) —
chi son.)

Yurtboshimiz 1.A.Karimovning yuqorida keltirilgan chagiriglariga amal gilgan holda har bir
magistr ham 0’z izlanishlari bilan mamlakatimiz taraqqiyotiga munosib hissa qo’shmog’l kerak. Men
ham ana sunday maqsadlarni amalga oshirishda 0’z hissamni qo’shish maqgsadida ushbu magistrlik
dissertatsiyasini yozdim.

Ushbu magistrlik dissertatsiyasi ehtimolliklar nazariyasining asosiy bo’limlaridan biri — lokal
limit teoremalar nazariyasiga bag’ishlangan.

Magistrlik ishining I bobida panjarasimon tagsimlangan va uzluksiz tasodifiy miqdorlarning
oddiy yig’indilari uchun lokal limit teoremalar ko’rilgan, bir xil taqsimlangan va har xil taqsimlangan
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun mavjud natijalar yoritilgan.

Magistrlik ishining II bobida Turg’un qonunlar va ularning xarakteristik funksiyalarining
xossalari, xarakteristik funksiyalarining oshkor ko’rinishi haqida so’z yuritiladi.

Magistrlik ishining III bobida Turg’un qonunlar uchun local limit teoremalar. Yordamchi
teoremalar hamda yangi olingan natijalar keltiridi. Ishning so’ngida xulosalar va takliflar berildi.

Ma’lumki, ehtimollar nazariyasi va matematik statistikaning ko’plab masalalarini hal etishda
tasodifity miqdorlarning yig’indilari, qo’shiluvchilar soni kattalashib borganda, ganday qonunga
intilishini aniglash muhim masala bo’lib qoladi; shunday masalalarni hal etish jarayonida, masalaning
mohiyatiga qarab turlicha — markaziy limit teoremalar, lokal limit teoremalar va global limit
teoremalar isbot etiladi. Biroq, bunday teoremalarning isbotlanishi bilan muammolar to’la hal bo’lib
golmaydi, chunki bu teoremalarda qo’shiluvchilar soni n - ganday bo’lganda bu teoremalarni qo’llash
samarali bo’lishini oydin-lashtirish lozim bo’ladi.

Bunday savollarga javob berish uchun, isbotlangan lokal limit teoremalarda yaqinlashish
tezligini aniqlash, olingan baholarning tasodifiy miqdorlarning sonli harakteristikalariga  va
o’zgaruvchi x - ga ganday aloqadaligini ko’rsatish, qolaversa olingan tengsizliklarda gatnashuvchi
0’zgarmas ¢ — konstantalarning optimal(minimal) qiymatlarini topish eng muhim masalalardir.

Ushbu magistrlik ishim Prezidentimiz Islom Abdug’aniyevich Karimovning quyidagi fikrlariga
mos keladi degan fikrdaman. Prezidentimiz Ehtimollar nazariyasi haqida aytgan so’zlarini yodda
tutishimiz lozim:

- “ ... Respublikamizda quyidagi yo’nalishlar bo’yicha jahon darajasidagi ilmiy
maktablar yaratilgan bo’lib, ularda tadqiqotlar muvafaqqiyatli olib borilmoqda. Jumladan,
matematika, ehtimollar nazariyasi, tabiiy va ijtimoiy jarayonlarni matematik modellash,
informatika va hisoblash texnikasi sohasidagi tadqiqotlar. Matematika fanining ehtimollar
nazariyasi va matematik statistika, differentsial tenglamalar va matematik fizika, funktsional
tahlil sohasidagi yutuqlari respublikadan ancha uzoqda ham mashhur”. (“O’zbekiston XXI asr
bo’sag’asida: xavfsizlikka tahdid, barqarorlik shartlari va taraqqiyot kafolatlari” nomli kitoblaridan).



MAGISTRLIK ISHINING MAQSAD VA VAZIFALARI.

Magistrlik ishining asosiy maqsadi matematik tahlildagi funksiyalarni qatorga yoyish, qoldiq
hadni baholash, absolyut integrallanuvchi funksiyalar va ayrim klassik tengsizliklarni ehtimolar
nazariyasi va matematik statistikaning bo’limlaridagi muhim muamolarni hal etishga tadbiq etishni
ko’rsatishdan iborat.

Bizning vazifamiz matematik tahlil apparatidan foydalanib ehtimollar nazariyasi va matematik
statistikadagi muhim yo’nalish lokal limit teoremalar sohasida, hususan, turg’un qonunlarga oid lokal
limit teoremalar sohasida olingan natijalarni kengaytirishdan iboratdir.

AMALIY AHAMIYATI.

Ehtimollar nazariyasining muhim qismi — limit teoremalar bo’limida erishilgan yutuglarni xalq
x0’jaligi, zamonaviy texnika, avtomatik liniyalar, kosmik tadqiqotlarga oid masalalarda qo’llashning
imkoniy va foydali yo’nalishlarini ko’rsatishdan iborat.

Bu sohada dunyoning mashhur matematiklaridan tortib yosh izlanuvchilarning hissalari ham
muhim. Moskvalik, Ukrainalik, Litvalik, O’zbekistonlik va boshqa horijiy davlatlarning olimlari juda
muhim ishlarni amalgam oshirganlar. A.N.Kolmogorov, B. V. Gnedenko, V.M.Zolotaryov,
I.A.lbragimov, Yu.V.Linnik, A.A.Mitalauskas, V.V.Petrov, Yu.V.Proxorov, V.A.Statulyavichus, S. H.
Sirojiddinov, M. Mamatov, T. Azlarov, N. Shohaydarova, M. G’ofurov, A. Jomirzaev, R. Ibragimov,
V.Hojiboyev, A. Mashrabbayev, D. Otaqo’ziyev, M. Holmuradov va boshqa yuzlab matematiklar bu
sohada izlanishlar olib borganlar va juda muhim natijalarga erishganlar.

ILMIY YANGILIGI.

Magistrlik dissertatsiyasida tanlangan sohaga oid Turg’un qonunlar uchun lokal teoremalardagi
yaqinlashish tezligini aniqlovchi teoremalar isbot gilingan.

TADQIQOT OB’EKTI VA PREDMET!I.

Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika va unga qo’shni boshqa sohalarga oid ilmiy
izlanishlarni davom ettirish.

Ushbu magistrlik dissertatsiyasi Kirish, Asosiy qism, Xulosa, Foydalanilgan adabiyotlar
ro’yxati va Ilovadan tashkil topgan. Asosiy qism uchta bobdan iborat bo’lib, birinchi va ikkinchi
boblar tegishli mavzularning obzoriga bagishlangan, uchinchi bobda esa asosiy natijalar va ularning
isbotlari keltirilgan. Internet ma’lumotlarida dissertatsiya mavzusiga oid eng yangi natijalardan
namuna keltirilgan. Dissertatsiyaning ilova qismida asosiy qismda foydalanilgan faktlar haqida
ma’lumotlar, dissertantning chop etgan maqolasi joy olgan. Shuningdek, ilovada dissertatsiya
mavzusiga oid internetdan olingan maqolalardan ham namunalar keltirilgan.

Magistrant tomonidan olingan natijalar matematika fakultetidagi professor R. Ibragimovning
ilmiy seminarida Namangan Davlat universiteti ilmiy — nazariy konferensiyalarida (2010 — 2011 yy.)
muhokama qilingan va natijalar NamDU IQTIDORLI TALABALAR ILMIY AXBOROTI
to’plamining 2011 yil Ne 2 sonida chop etilgan.



I BOB
BOG’LIQMAS TASODIFIY MIQDORLAR YIG’INDISI UCHUN LOKAL LIMIT
TEOREMALAR

1-§. Masalaning qo’yilishi

Ma’lumki, juda ko’p masalalarni hal etishda ehtimollar nazariyasidan foydalaniladi. Ko’plab
nazarly va amaliy masalalarni echish jarayonida tasodifiy miqdorlarning yig’indisi sifatida
ifodalanadigan harakteristikalar bilan ish ko’rishga to’g’ri keladi. Aksariyat hollarda qo’shiluvchilar
soni katta bo’lgani sababli bunday yig’indilar uchun limitik tagsimotni izlanadi.

Masalan, tajribalar soni n unchalik katta bo’lmaganda biror hodisaning n marta tajriba
o’tkazilganda k marta ro’y berish ehtimoli quyidagi binomial qonun bilan topiladi:

Pn(k)=CK pKgn, (1.1.1)

bu erda p - garalayotgan hodisaning ro’y berish ehtimoli,

q=1-p.
Ammo n va k lar etarlicha katta bo’lganda (1.1.1) formuladan foydalanish juda ham
murakkab hisob-kitoblarni talab etib, amaliyotda qo’llanishi samarali natijalarga olib kelmaydi.
(1.1.1) formuladagi n va k lar etarlicha katta bo’lgan hol uchun tegishli asimptotik formula
topilib, bunga Muavr — Laplasning lokal teoremasi orqali erishilgandir.
Teorema. A hodisaning har bir tajribada ro’y berish ehtimoli p ga teng bo’lsa, u holda A

hodisaning n ta tajribada aniq k marta ro’y berish ehtimoli quyidagicha ifodalanadi:

_x2
F’n(k)=—1 e 2 (l+ep) (1.1.2)
2/mpq
bu erda
g=1-p, x= K=np va r!Im en =0

P (k)~ 1 o2 (1.13)

" 27 npg

(1.1.3) formuladan foydalanish uchun standart normal qonunining zichlik funksiyasi deb ataluvchi
quyidagi funksiyaning giymatlarini bilish talab etiladi.

(p(X):%-e 7.

Bu funksiyaning muhimligini e’tiborga olib, uning qiymatlarini topish uchun maxsus jadvallar
tuzilgan bo’lib ehtimollar nazariyasi va matematik statistikaga oid adabiyotlarda ilova sifatida
keltiriladi.

Ehtimollar nazariyasi va matematik statistikaning keng qamrovli tadbiglarini amalga oshirish
uchun masalani umumiyroq tarzda qo’yib, zarur natijalarga ega bo’lish muhimdir. Ehtimollar
nazariyasining ushbu yo’nalishdagi masalalar har tomonlama o’rganilgan, ya’ni bir xil tagsimlangan
o’zaro bog’ligmas tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun, o’zaro bog’liq tasodifiy miqdorlar ketma-



ketligi uchun ma’lum shartlar o’rinli bo’lganda tasodifiy miqdorlarning momentlariga turli xil shartlar
go’yib lokal limit teoremalar isbotlangan va ulardagi yaqinlashish tezliklarini aniglangandir.

Juda ko’plab mualliflarning ishlarida 5 tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi P(X) ning

chegaralangan bo’lishi, ya’ni P(X) < A < oo shartning bajarilishi talab etiladi, bu esa garalayotgan
masalalar sinfining torayishiga sabab bo’ladi. Biroq, lokal limit teoremaning o’rinli bo’lishi uchun
P(X) < A shartning bajarilishi zarur bo’Imasdan, biror Ny > 1 nomerdan boshlab

&+ & +...+§nO

yig’indining zichlik funksiyasi Pno (X) ning chegaralangan bo’lishi zarur bo’ladi. Bu yo’nalishdagi
teoremalar ham o’rganilgan, tegishli baholar olingan. Tabiiyki, bu yo’nalishdagi natijalar
o’rganiladigan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi sinfining kengayishiga olib keladi va Ny, =1

bo’lganda avvalgi natijalar hosil bo’ladi.

Texnikada, meditsinada, statistikaning turli masalalarini echishda, xalq xo0’jaligining xilma-Xil
muammolarini hal etish jarayonida olingan limitik teoremalardan N ning ganday gqiymatlaridan
boshlab foydalanish etarlicha effekt berishini bilim muhimdir. Ushbu savolga javob berish uchun esa
lokal limit teoremalardagi yaqinlashish tezligini aniqlashga imkon beruvchi formulalarni topishning
ahamiyati kattadir.

Y Aqinlashish tezligini aniqlash masalasi ham ko’p qirrali bo’lib, bular — X ga nisbatan

notekis baholar, momentlarga nisbatan tekis baholar, olingan baholardagi C - koeffitsient qiymatini
mini-mallashtirish, momentlar tartibini pasaytirish kabi o’nlab yo’na-lishlar mavjud.
Endi shu yo’nalishlarda erishilgan natijalar bilan tanishib chigamiz.
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2-§. PANJARASIMON TAQSIMLANGAN TASODIFIY MIQDORLAR UCHUN LOKAL
LIMIT TEOREMA

Ta’rif. Agar shunday @ va h > O sonlar mavjud bo’lib,
> P(é=a+kh)=1
k:—OO

tenglik bajarilsa, u o’olda /;: tasodifiy miqdor h gadamli panjarasimon tagsimotga ega deyiladi.

/: esa panjarasimon tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi.

P (k) = Crlf P “ q Nk - binomial gonun

va

k
P (k) = % e - Puasson qonun

bilan taqsimlangan tasodifiy miqdorlar panjarasimon tagsimlangan tasodifiy miqdorlarga misol bo’la
oladi.

Lemma. f panjarasimon tagsimlangan tasodifiy miqdor bo’lishi uchun biror t # 0 da f
tasodifiy miqdor harakteristik funksiyasining moduli birga teng bo’lishi zarur va etarlidir.
Agar hech bir b (— w<b< OO) va hl > h da f tasodifiy miqdorning barcha giymatlarini

b+ kl’h ko’rinishda ifodalab bo’lmasa, u holda N son tagsimotning maksimal qadami deyiladi.

(fl, 52, ey fn, ... 0’zaro bog’ligmas panjarasimon taqsimotga ega bo’lgan va bir xil
tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo’lsin.

U holda
S, =& +&, +...+ &,

yig’indisi ham panjarasimon tagsimotga ega bo’lib, uning qiymatlarini {na+kh} ko’rinishda
ifodalash mumkin.

Aytaylik,
P.(x)=P(S, = na+kh)
bo’lsin.
Ushbu belgilashlarni kiritamiz.
Zy="—g " A=MS, BI=DS,=nD&.
n
1.2.1-teorema (B.V.Gnedenko). Agar 0 < D§1 < 00 bo’lsa, u holda N —» o0 da
B _Zr%,k

1
21p (k)——=—-e 2 —0
S R(k) Nor

munosabat K ga nisbatan tekis bajarilishi uchun h ning maksimal qadami bo’lishi zarur va etarlidir.

Eslatma. Ushbu bobda olingan natijalarni isbotsiz keltiramiz. Ularning hammasi harakteristik
funksiyalar metodi bilan isbotlangan. Etarlicha ma’lumot olish uchun tavsiya etilgan adabiyotlarga
murojaat etish mumkin.
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Endi ushbu teoremadagi yagqinlashish tezligini aniqlashga doir teoremalarni keltiramiz.
Umumiylikka halal bermagan holda, h =1 deb olamiz.

951’ §2 ) 63 yoery fn y.+» 0°zaro bog’ligmas butun qiymatli, maksimal qadami 1 ga teng bo’lgan
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo’Isin.

U holda
S, =& +&, +..+ &,

yig’indi ham butun qiymatli bo’ladi.
Faraz qilaylik

ME =a, D& =o?, B, =nc?, & =(S, —an)/o/n.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz.

k—ah 1

Y=Y = 7 , ol ):Ee 2,
k —an

Pl = B —pls, =)=R.(K)

1.2.2-Teorema. Agar M ‘51‘3 = ,33 < 00 bo’lsa, u holda

BnPn(k)—%-ey: :o(%j.

Quyidagi teoremada ,BB < 00 talab o’rniga ,82 5 <00 (0 <o Sl) deb olib, natija
umumlashtirilgan:

1.2.3-Teorema. (M.Mamatov). Agar & i tasodifiy miqdorlar 2+0 (O <0< 1) tartibli
absolyut markaziy momentga ega bo’lsa, u holda

BnPn(k)_—'e

2+0
1.2.4-Teorema. (M.Mamatov). Agar M‘él‘

munosabat o’rinli

<o (O <o< l) bo’lsa, quyidagi

—(k-na)?
e M | <o,

21 1
Z 1-5 P{Sn :k}_—

n=1 2o

n 2
Bu teoremadan, etarlicha katta N larda quyidagi ifoda kelib chiqadi:

12



2
Zn,k o

o/nP{S = k}——\/;_ e 2 =q|n?
T

YUgorida keltirilgan teoremalarda gl tasodifiy migdorning momentlari chekli bo’lishi talab
etiladi. Bu natijalar quyidagi teoremalarda yanada umumlashtirilgandir.
g(X) [O, OO) da nomanfiy, juft va kamaymovchi funksiya bo’lib, lim g (X) = 00 bo’lsin.

X—>0

1.2.5-Teorema. (N.SHohaydarova, T.Zuparov). Ushbu

max%P( k)- (a:—khj o(g*(vn)

munosabat o’rinli bo’lishi uchun

1) ijdF(x): O(g ‘1(2));

[x|>Z

2) h - maksimal gadam shartlarning bajarilishi zarur va etarlidir.
YUqorida keltirilgan teoremalar uchun 5 1 - tasodifiy migdorning momentlashga nisbatan tekis

baholar olingan bo’lib, ushbu yo’nalishi juda mukammal o’rganilgandir.
Tegishli ma’lumotlar olish uchun ro’yxatda keltirilgan adabiyotlarga murojaat etishni tavsiya
etamiz.
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3-§. UZLUKSIZ TASODIFIY MIQDORLAR YIG’INDISI UCHUN LOKAL LIMIT
TEOREMALAR

51’ 52’ 9531 ey fn,

uzluksiz tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo’lib, ular P(X) umumiy zichlik funksiyaga
va chekli o’rta qiymat hamda dispertsiyaga ega bo’lsinlar.
1.3.1-Teorema. (B.V.Gnedenko). {f n} bog’liq bo’lmagan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

umumiy F(X) tagsimot funksiyaga ega bo’lsin va ularning o’rta qiymatlari hamda dispertsiyalari

n—A” yig’indi P (X) zichlik funksiyaga ega
JnD¢&;

chekli bo’lib, biror Ny - nomerdan boshlab n

bo’lsin.

munosabat N —> 00 da X (—OO <X< OO) ga nisbatan tekis bajarilishi uchun Pno (X) <00

tengsizlikni qanoatlantiruvchi Ny sonning topilishi zarur va etarlidir.
{gn} — bog’ligmas, bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo’lib, F(X)
ularning tagsimot funksiyasi va M§1 =0, Détl =0 2 < 00 bo’lsin.

Quyidagi yig’indilarni tuzamiz.
S
Sn:§1+§2+§3+'"+§n; fn: \/n_
o+n

Sn va é n yig'indilarning zichlik funksiyalari (agar ular mavjud bo’lsa) Pn (X) va P. (X)
kabi belgilaymiz.
1.3.2-Teorema. (D.Otaqo’ziev). {fn} bog’ligmas bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar
ketma - ketligi bo’lib, F(X) ularning tagsimot funksiyasi bo’lsin. Agar shunday N son topilsinki,
Sup Pno (X) < A o’rinli bo’lsa, u holda N > 2n0 nomerlar uchun quyidagi tengsizlik o’rinli:
X

Sc‘ﬁ‘ﬂsmb; (0 nOA)BJ

sup|Py () p(x) b l

bu erda ﬂz =M ‘51
Ny = 1va Ny > 1 bo’lgan hollarni alahida — alohida ko’rib o’tamiz.

‘3

4-§. Ny = 1 HOLDA YAQINLASHISH TEZLIGINI BAHOLASH

Ushbu paragrafda zichlik funksiyalari chegaralangan tasodifiy miqdorlar uchun lokal — limit
teoremalardagi yaqinlashish tezligini aniglashga doir teoremalarni keltiramiz.
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, é: ny +-- bog’ligmas bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo’lib,

11 G
bir xil P(X) zichlik funksiyaga ega bo’lsin, hamda
Mg =0, D& =1 M <o, supP(x)<A

shartlar o’rinli bo’Isin.
(Grg et

Sn n

tasodifiy yig’indining zichlik funksiyasi P, (X) bo’lsin.
sup P(X)< A< oo shart ancha og’ir shart bo’lib, barcha zichlik funksiyalar ham bunday
X

shartni qanoatlantiravermaydi.
Quyida bu shartga bo’ysunuvchi tasodifiy miqdorlarga misol keltiramiz.
1) Mél =0, M§12 =1 shartni ganoatlantiruvchi normal qonun bilan tagsimlangan

2

tasodifiy miqdorlar uchun
_x
e 2.

¥
N

P(x)=p(x)=
Bu funksiya uchun
sup|P(x ) = sup E S
X x N2
2) f tasodifiy miqdor Koshi tagsimotiga ega bo’lsa uning zichlik funksiyasi quyidagi

ko’rinishga ega:
1
(—o0 < x< ).

" )
1 1

3) Agar f tasodifiy miqdor ikki yoqlama Laplas qonuni bilan tagsimlangan bo’lsa unga mos

U holda
=A

zichlik funksiya

X

P(x) %e%'x'
ko’rinishda bo’ladi.
Bu hol uchun:
A A a0 A
sup P(X)=sup —e =—-e =—=A,
P (x) P , )

15



buerda A - tagsimot parametri.
Bunday misollarni ko’plab keltirishimiz mumkin.

Sup P(X) < A shart bajarilmaydigan, ya'ni Sup P(X) = 00 bo’lgan holni keyingi II , III
X X
boblarda ko’rib o’tamiz.

Endi SUP P(X) < A bo’lgan hol uchun olingan natijalarni keltiramiz:
X

14.1-Teorema (S.H.Sirojiddinov, M.Mamatov). {5 n} bog’ligmas bir xil tagsimlangan
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi P(X) zichlik funksiyaga ega bo’lib,
2 3
M& =0, ME =1 ME =a, <o

bo’lsin.

2
P(x)——=—e 2/dx=—"2_.|1+4e ? — .
JR®-2e =g | 1% P

1.4.2-Teorema. (N.SHohaydarova). {5 n } bog’ligmas bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi P(X) zichlik funksiyaga ega bo’lib,
ME =0, ME =1 MIE| =, <o, supP(x)<A
bo’lIsin. '
U holda

X2

_ 1 = C .. A3
Sup Pn(x)—Ee 2 s%-max(l; A)

va barcha X lar uchun

2
B _i Xt C~,832m‘1max(1; A2m+1)
P.(x) Norh < \/ﬁ(lﬂx\m) ,

buerda M=2; 3, C -absolyut 0’zgarmas son.

5-§. HAR XIL TAQSIMLANGAN TASODIFIY MIQDORLAR YIG’INDISI UCHUN
LOKAL LIMIT TEOREMALAR

Endi umumiyroq holga o’tamiz. {gg n }- bog’ligmas har xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi bo’lsin.

M&, =0, D& =of va & ning zichlik funksiyasi P, (X), k =1,2,3,... bo’lsin.

3
Har bir tasodifiy miqdorning uchinchi tartibli momenti ﬂ3k =M ‘f k‘ mavjud bo’lsin deb faraz

gilamiz.
Quyidagi yig’indini tuzamiz
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E+E .+,

Sy
bu erda
n
2
Sn = Z Ok
k=1
Pn (X) - orqali yuqoridagi yig’indining zichlik funksiyasini belgilaymiz.
n g3
_ . —_“n
B3n - Zﬂ?)k ! T3n -
k=1 4 BSn
deb olamiz.
2
1 X
P(X)<A <o, ¢(x)=—=e 2
N 27
bo’lsin.

Umumiylikka halal bermasdan quyidagicha yozish mumkin:

A<A <. <A <.

Ushbu belgilashlarni kiritamiz:

. A < oo, 1=12,
0 g max Sy,

.y ——>C-———-InS_,
a1 Aoy Ok,

bu erda Cl gandaydir musbat son (Cl >16rx 2 / Ck ), o k2n - esa barcha dispertsiyalarning eng

kichigi, o, #0.

1.5.1-Teorema. (N.SHohaydarova). {én} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun | va |l
shartlar o’rinli bo’lsin. U holda N —> 00 da X- ga nisbatan tekis holda quyidagi tengsizlik o’rinli

bo’ladi:

B
|25 a
s> S

, xe(-

n

1.5.2-Teorema. 1.5.1-teoremaning shartlari biror musbat C

; o0).

son bilan o’rili bo’lib,

‘gk‘ <L= lnSn tengsizlik k ga nisbatan tekis bajarilsa, u holda 0< /InX < (3— \/E)/ 4

tengsizlik o’rinli bo’lganda
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] IR Zn:ﬂsk
EA) A )

PX) _ g (ﬁj[lwl/lnx 116, L+t

»(x) | SR

Jn

qator, 91 va 92 lar absolyut sonlar bilan chegaralangan miqdorlar.

X
munosabat o’rinli bo’ladi, bu erda ﬂn — 0, ﬂ(—j - garalayotgan intervalda yaqinlashuvchi

Agar {gn} - bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo’lsa, 4 teoremadan
quyidagi natija kelib chigadi:
n

In/n

Natija. Agar C, A? p 2 < bo’lsa, u holda N —> o0 da

P, (x)—p(x) < %maX(l; A),  xe(—o; o)

{f n} - tasodifiy miqdorlarning momentlari o’rniga quyidagi “kesilgan” momentlarni qarab,

yuqorida olingan natijalarni yaxshilash mumkin. Bu yo’nalishda M. G’ofurov tomonidan olingan
quyidagi natijalarni ko’rib o’tish mumkin.
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

S? :Zn:akz; A =sup [ x*P, (x)dx;
k=1

220 |y>7

z>0

pi =sups| [ X*P (x)dx|+ 2z [x*R (x)dx .

|X|>2

Faraz qilaylik, P, (X)< A, <00 bo’lsin.
Ushbu tengsizlik o’rinli:

272 1
o A= —.
12
Tabiiyki, o, < ﬁ3k o’rinli bo’lgani uchun, ushbu shartlar bilan olingan teoremalar avvalgi
natijalarni yaxshilaydi.

in (K) A _ Aln)
min ©' A; = A"

1<j<n

orqali Al’ AZ""’ An sonlar ichida K - chi eng kichigini belgilaymiz.
- (1 .
Xususan, MIN ®) A . =min A..
<j<n ) Kj<n )
Quyidagi shartlarni Kiritamiz:

A) Aén)<oo;
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B) AA(fn) <0
V) shunday & va ,8 0’zgarmas sonlar mavjud bo’ladiki, barcha N lar uchun

n
Y pcsan, _n—mlnak>,8k>0
k=1 1<k<n

Teoremalardagi C lar bir xil bo’lmagan 0’zgarmas sonlar bo’lishi mumkin.
1.5.3-teorema. (M.O’.G’ofurov). Agar {5 n} - bog’ligmas tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

uchun A, B shartlar o’rinli bo’Isa, u holda quyidagi tengsizlik X - ga nisbatan tekis bajariladi.

P (x)—olx)<C. n+a-(wk+A2“)
(0= olof<C- ) £

bu erda

k
B a? n 3 noo1
w, =2 = |, /In:E /S;, AI’IZE—,
“ ol g ") et ") a Aoy

K -ixtiyoriy musbat son.
Ko’rinib turibdiki, yuqoridagi natija A(n) ga bog’liq. Buni e’tiborga olsak quyidagi teorema
o’rinlidir:
max ,o2
1.5.4-teorema. Agar biror absolyut CO konstanta uchun A( ) C 1<k<n Iog S va
n
A  shart orinli bo’lsa, u holda quyidagi baho X —ga nisbatan tekis bajariladi

n
‘Pn (h) 4 (X)( <C /l(n) + AZ— . Ushbu teorema 3-teoremani yaxshilaydi, chunki 3-
S
n
teoremada 3-chi tartibli momentning chekli bo’lishi talab etilgan.

1.5.5.-teorema. {f n} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun O, B shartlar o’rinli bo’lsa, u
holda

- s 2 A

An)+ :
1+ Xx° B2 (n)A (n)
Bu natijalarda {gn} - bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar bo’lib, ularning zichlik
funksiyasi P(X) bo’lsa, va

(o(x)( <

M& =0, D& =1 p=supq|[x°P(x)dx +2z [x*P(x)dx < oo

>0 ||, |X[>2

shartlar o’rinli bo’lsin. U holda quyidagi teorema o’rinli:
1.5.6-teorema. Agar P(X) < A bo’lsa, quyidagi tengsizliklar o’rinli bo’ladi:
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Il — Bob. Turg’un qonunlar
1 — §. Masalaning qo’yilishi

&L & & 1)
tasodifiy migdorlar ketma — ketligi berilgan bo’lsin. Ushbu
Sn:§1+§2+é-+§n_Ar1 (2)

n
yig’indini tuzamiz. S - yig’indining taqsimot funksiyasi F (X) bo’lsin, A, va B, lar normallovchi
koeffitsientlar.
(1) — tasodifiy miqdorlar ma’lum shartlarni qo’ymasdan, umumiy holda, F,(x) funksiyaning
asimptotik tahlili juda mushkul masaladir.

(1) — tasodifiy miqdorlar ketma — ketligi bir xil tagsimlangan va o’zaro bog’liq bo’lmagan hol
juda ham batafsil o’rganilgan, ya’ni (1) o’zaro bog’ligmas tasodifiy miqdorlar ketma — ketligi uchun

M¢& =a, D& =o° mavjud bo’lsa, u holda (2) yig’indining ko’rinishi
Z §k -M [z gkj
S — k=1 k=1
5
k=1

n

kabi bo’ladi.

Ushbu holda F,(x) funksiya n—o da N(a,o) normal gonunga intiladi. Ushbu holni | —
bobda batafsil o’rganib chiqildi.

(1) — tasodifiy migdorlar ketma-ketligi har xil tagsimlangan bo’lsa, ya’ni M&, =a,, D&, =o7/,
k=1,2,... — bo’lgan hol ham ancha yaxshi o’rganilgan, mos markaziy va lokal teoremalar isbotlangan,
bu teoremalardagi yaginlashish tezliklari ham aniglangan, bu holda jamlovchi (limitik) funksiya
normal qonundan iborat bo’ladi. Birog, A, va B, koeffitsientlarning ganday aniglanishiga garab, (2) —
yig’indining F, (x) tagsimot funksiyasi normal tagsimotdan boshga tagsimotlarga intilishi mumkin.

O’zaro barqaror bog’langan (xususan, o’zaro bog’ligmas va bir xil tagsimlangan) tasodifiy
miqdorlarning (2) — yig’indisi, limitik funksiya sifatida, fagat turg’un qonunlarga intiladi.

Bu aytilganlardan kelib chiqadiki, (2) yig’indilar tagsimot funksiyasining limiti bo’lmish —
turg’un qonunlarni har tomonlama tahlil etish magsadga muvofiqdir.

2 —§. TURG’UN QONUNLARNING HARAKTERISTIK FUNKSIYALARI VA ULARNING

XOSSALARI
Ta’rif. Agar ixtiyoriy a, >0, b,, a, >0, b, —lar uchun
F(a,x+b,)*F(a,x+b,)=F(ax+Db) (3)

tenglik o’rinli bo’lsa, u holda F(x) tagsimot funksiya turg’un taqsimot deyiladi, bu yerda a>0 va b

— lar gqandaydir o’zgarmas sonlar.
F(x) tagsimot funksiyaga mos harakteristik funksiyani f(t) orgali belgilaymiz va ixtiyoriy

a, >0, a, >0 sonlar uchun

f(Lj - f [ij =f [lj .gibt (4)
8 a, a
tenglikka ega bo’lamiz, bu yerda a >0 va b — lar gandaydir o’zgarmas sonlar.
O’zaro bog’ligmas &, — tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun quyidagi tasdiq o’rinli:

2.1. — Teorema. F(x) tagsimot funksiya o’zaro bog’ligmas bir xil tagsimlangan &, tasodifiy
miqdorlarning (2) ko’rinishdagi yig’indilariga limitik funksiya bo’lishi uchun F(x) ning turg’un

tagsimot bo’lishi zarur va yetarlidir.
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1
Bu yerda (2) dagi B, o’zgarmaslar B, =n“h(n) — ko’rinishga ega bo’lib, 0<a <2, h(n) —
sust o’zgaruvchi (Karamat ma’nosida) funksiya.
Zarurlikning isboti: B, — normallovchi koeffitsientning ko’rinishini keyingi punktlarda

n

aniglashtiramiz. F(x) tagsimot funksiyaga mos harakteristik funksiyani ¢(t) — deb belgilaylik, & —
tasodifiy migdorning harakteristik funksiyasini esa f (t) — deylik.

. . B
lim B, =oo lim L =1 (5)

n—o0 n-»o B

munosabatlarni isbotlaylik.
(5) munosabatlarning birinchisi o’rinli emas, deb faraz qilaylik. U holda B,
ketma — ketlikdan shunday B, — qismiy ketma — ketlik ajratib olish mumkin,
l!im B, =B#x
munosabat o’rinli bo’ladi.
Teorema shartiga ko’ra barcha t lar uchun k — oo da

f[BL] o)L+ o),

) =[-8, | -+ o)

(p(t] =1 bo’lgandagina bajariladi, ya’'ni

demak, barcha t lar uchun

tenglik |f(t] =1 bo’lganda, demak,
F(X) — xosmas taqsimot bo’lganda bajariladi. Bunday bo’lishi mumkin emas, chunki F(X) — Xo0s

tagsimot funksiya deb garalmoqda.
Demak, lim B, = bajarilmaydi deb gilgan farazimiz noto’g’ri ekan.

n—o0

Endi, (5) dagi ikkinchi munosabatni isbot gilamiz.
Yugorida isbotlangan lim B, = munosabatga asosan, barcha t lar uchun

Bn-¢—1

=lp(t)-L+0(1)),

n

lim

N—o0

e
()

Bu tengliklarning birinchisida t ni %-t bilan, ikkinchisida esa t ni B, -t bilan almashtirib,

n n+1l

=1,

va demak, n — oo da

=|p(t)- L+0(1)).

quyidagilarni isbotlaymiz:
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%-t
[ il 1
m =1
n—o Q t
I. q)( Bn+1 t 1
m =1.
n—o |(p(tx

Agar, % va BB” ketma — ketliklardan xech bo’lmaganda, bittasi uchun

n n+l
Iimh;tl
n—o0 BI’]
bo’lsa, u holda, bu ketma — ketliklardan B <1 songa intiluvchi gismiy ketma — ketlikni ajratib olish
mumkin.

Ushbu olingan ketma — ketliklarda (6) — bo’yicha limitga o’tib, |g(t) =‘¢(B”t] tenglikka ega

bo’lamiz, bu jarayonni n marta takrorlansa, barcha n lar uchun
[olt) =[p(B"t]—5tel0) =1
munosabat hosil bo’ladi. Ammo, xosmas tagsimotlar uchun oxirgi munosabatning bo’lishi mumkin

emas. Demak, % va B, ketma — ketliklardan B <1 ga intiluvchi gismiy ketma — ketlik ajratib

n n+1
olish mumkin, — degan farazimiz noto’g’ri, shuning uchun (6) — dagi ikkinchi munosabat ham o’rinli.
Shunday qilib, (6) — dagi ikkinchi munosabat ham isbotlandi.
Endi, agar F(x) — xos tagsimot funksiya bo’lsa, uning turg’un bo’lishini isbotlaymiz.
a, <a, — ixtiyoriy musbat sonlar, b, , b, — lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo’lsin.
(6) — o’rinli bo’lgani uchun m=m(n) ketma — ketlikni shunday tanlash mumkinki, n—co da
quyidagilar o’rinli bo’ladi:

Quyidagi yig’indini qaraymiz:

Bn §l+§2“'+§n Bm §n+1+§n+2"'+§n+m §l+§2'“+§n+m
—n | S TEz O A _p |4 ~A, b, |= ~A, (7
B[ 5 AT 3 Ay =B, S ™
bu yerda
g_5n A:%.(BnAnJerAneranerzBm).
&

Teoremada talab gilingan shartlarga asosan (7) — ning chap tomonidagi yig’indilar, mos
ravishda, F(a1X + bl) va F(azx + b2) tagsimot funksiyalarga intiladi. Demak, (7) ning o’ng tomonidagi
yig’indi ham yaqinlashadi va uning tagsimot funksiyasi ~ F(a,x+b, )*F(a,x+b,) kompozitsiyadan
iborat bo’ladi.

Ammo, oxirgi yig’indi quyidagi ko’rinishga ega

Gt+&t B
n+m _ Zn+m —(A+ )
5 S A —(A+AL)
Demak, uning tagsimot funksiyasi F(ax+b) ko’rinishda bo’ladi, u holda

F(a,x+Db,)*F(a,x+b,)=F(ax+b),
ya’ni F(x) — taqsimot funksiya turg’un tagsimot ekan (ta’rifga asosan).
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Yetarlilikning isboti. F(x) — turg’un tagsimot bo’lsin. Tagsimot funksiyalari F(x) dan iborat
bo’lgan

étl’ 52, vy &y e

tasodifiy miqdorlar ketma — ketligini garaymiz. (3) — tenglikka asosan & +&, +...+ &, yig’indining
tagsimot funksiyasi F(a,x+b,) ko’rinishga ega bo’ladi, demak

bty
a

n
normallangan yig’indining taqsimot funksiyasi F(X) bo’ladi.
Teorema isbot bo’ldi.
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3—§. TURG’UN QONUNLAR HARAKTERISTIK FUNKSIYALARINING OSHKOR
KO’RINISHI
Endi turg’un taqsimot qonunlar harakteristik funksiyalarining oshkor (aniq) ko’rinishini
topishga harakat gilaylik.
2.2. — Teorema. F(x) tagsimot funksiya turg’un tagsimot bo’lishi uchun — uning chegarasiz
bo’linadigan bo’lishi zarur va yetarli, f(t) — harakteristik funksiyaning
logarifmi uchun Levi formulasi quyidagi ko’rinishda bo’lishi kerak:

. o itu 2w itu
Inf(t)=|'7/-t+_[o[et —1—1+u2de(u)+!(et —1—1+u2)dN(u), (8)
bu yerda
M(u)=-2, N(u)=-2, O<a<2,
i u
c, 20, c,20,c +¢, >0,
yoki
t2
In f(t):i-y-t—crz? . (9)

Isboti. F(x) tagsimot funksiyaning chegarasiz bo’linuvchiligi avvalgi teoremadan kelib
chigadi. Shuning uchun In f(t) — ni quyidagicha yoza olamiz:

|nf(t)=i-y-t—?+f(e““ —1—1itu2de(u)+T(e“” —1—1'+t“ de() (10)

+u 0

(e o

tenglikni logarifmlab, quyidagini yozishimiz mumkin:

Inf(tj Inf[ ]+Inf(tJ +ibt (11)
a a, a,

(10) va (11) munosabatlarni taqqoslab quyidagilarni yozish mumkin:

[ o1 G e 1o Jon(au)-

Quyidagi

0 1+u
i 73 to 0'2'[2 . j.(eitu _1_ itu JdM (a1u)+T(eitu _1- itu JdN(&lU)-F
2a2 3! 1+u2 . 1+u?
_ 02'[2 ¢ it itu of i itu
=G (e e (e 1 (e

bu tenglikdan, chegaramz bo linuvchi qonunning Levi formulasi yordamida yagona ko’rinishda
ifodalanishiga asosan, quyidagilar kelib chigadi:

o (L-L-L)eo )

a a &

M (au) = M(a,u)+M(a,u), u<o, (13)
N(au)=N(a,u)+N(a,u), u>0. (14)

(13) va (14) funksional tenglamalarni yechishga o’tamiz. Ularning bittasini, masalan, (13)
tenglamani o’rganish yetarli.

M (u)= 0 deb faraz gilamiz.

Ushbu belgilashni garaymiz:
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m(x)=M(-e*), (~oo<x<o).
(13) tenglamadan kelib chigadiki, m(x) funksiya quyidagi funksional tenglamani ganoatlantiradi:
m(x+2)=m(x+ 4, )+m(x+ 4,),
bu yerda 4,, 4, — lar ixtiyoriy sonlar, 1=A4(4,,4,).
Bu tenglikdan esa, 4,,4,,...,4, — sonlar har qanday bo’lganda ham ushbu tenglik o’rinli bo’lishi
kelib chigadi:

m(x+4)=m(x+ A4 )+m(x+ 1, )+..+ m(x+ 4, ). (15)
Xususiy holda, 4, =4, =...= 4, =0 deb olsak, ushbu tenglikka ega bo’lamiz:
m(x+2)=n-m(x), (16)

bu yerda 4= A4(n).

Agar ﬁ(lj =—A(n) deb olsak, (16) — dan %m(x)z m(x + A[ED bo’lishini topamiz.
n n

p

Agar — —ratsional son bo’lsa, u holda

i e o) o)

M(u) funksiya (—oo<x<0) da kamayuvchi bo’lgani uchun m(x) funksiya (—oo,+c0) intervalda
o’smaydi. U holda, (17) tenglikdan kelib chiqadiki, ratsional sonlar to’plamida aniqlangan /”{Ej

funksiya kamayuvchidir. Demak, barcha s — larda quyidagi limitlar mavjud:

A(s—0)= lim /1(3],

P50 GI
q

A(s+0)= lim ﬂ{ﬁj,

P is+0 q
q
va (17) ga asosan, barcha s >0 sonlar uchun
As—0)=A(s+0)=A(s).
m(x) funksiya barcha x — larda chapdan uzluksiz bo’lgani uchun, (7) munosabatdan kelib chigadiki,
barcha s >0 larda m(x) funksiya ushbu tenglamani ganoatlantiradi:
s-m(x) =m(x+ A(x)), (18)
bu yerda A(s) funksiya s — ning uzluksiz funksiyasi.
Bundan tashgari, (18) tenglikdan s 0 —dan o — gacha o’zgarganda A(s) — butun hagigiy
o’qni kezib chiqishini ko’rish qiyin emas.
M (u)=0 deb faraz gilgan edik, demak, m(x)=0.
Umumiylikka halal bermasdan, m(0)=0 deb hisoblash mumkin (aks holda koordinatalar
boshini siljitishga to’g’r1 keladi).
ml(x):% deb faraz gilamiz. x, va x, lar ixtiyoriy sonlar bo’lsin. s, va s, — larni shunday
m
tanlaymizki: A(s,)=%,  A(s,)=%,  bo’lsin. U holda
s,-m(0) =m(x,), s, -m(0) =m(x,), S, -m(x,) =m(x, +X,)
tengliklarga asosan, ml(x) funksiya uchun quyidagi funksional tenglamaga ega bo’lamiz:
M, (%, +%,) =my (%) -m,(X,) (19)
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m,(X) — manfiymas, aynan nolga teng bo’lmagan kamayuvchi funksiya bo’lgani uchun, (19)
tenglamadan barcha x — lar uchun m,(x) =0 kelib chigadi.

m, (x)=Inm,(x) deb faraz gilamiz. m,(x) — monoton va ushbu tenglamani ganoatlantiradi:

m, (%, +X,) =M, (%) + M, (X,) . (20)

Ma’lumki (qarang. I'. Xapau, J.JIurtasyn, I'.ITonua. HepaBenctsa, UJI, 1948 1),
bu tenglamaning yagona monoton yechimi m, (x)= a - X ko’rinishda bo’ladi. M (—oo): 0
bo’lishini e’tiborga olib, yuqoridagi tenglikdan ushbularni topamiz:

m,(x)=m,(0)-e™*, a>0,

: a>0, ¢ >0.

0 1
J‘usz (u)zcla I u“du integral yaqinlashuvchi bo’lishi uchun o <2 bo’lishi kerak. Va nihoyat,
-1 0

ushbuni hosil gilamiz:

M(u)=|c|1a, ¢, >0, O<a<2. (21)
u
Xuddi shunga o’xshash
N(u)=—-2, ¢, >0, O<a'<2 (22)
u

funksiyani ham topish mumkin.
(13) va (14) tengliklarda a =a, =1 deb olib, (21) va (22) lar yordamida quyidagicha
bo’lishini topamiz:

—=—=2. (23)
Shunday qilib, o =«a'. So’ngra (12) da a, =a, =1 deb olib

1
02 = (a—z - ) =0
tenglikka ega bo’lamiz.
Agar xech bo’lmaganda, M(u) va N(u) funksiyalarning bittasi noldan farqli bo’lsa, u holda

L _ 2, demak, M(u)=N(u)=0.

7=

a
Shunday qilib, harakteristik funksiyaning Levi formulasidan, yoki
M(u)= Cla, N(u):—c—i, ¢, >0, c, >0,
i u
¢, +¢, >0, O<a<?2, o=0,
yoki M(u)=N(u)=0.

Teorema isbot bo’ldi.

(8) formulaning o’ng tomonidagi integrallarni elementar funksiyalar bilan ifodalash
mumkinligidan, olingan natijalarni quyidagicha ifodalash mumkin.

2.3. — Teorema. F(x) tagsimot funksiya turg’un tagsimot bo’lishi uchun uning harakteristik

funksiyasining logarifmi quyidagicha ifodalanishi zarur va yetarlidir:
Inf(t):i-7/-t—c|t|a(1—i,6’-|:—|-a)(t,a)J, (24)

buyerda a, S, y, ¢ — lar o’zgarmas sonlar (¥ — ixtiyoriy haqgiqiy son, c>0, O<a <2, -1< <1)
va
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a)(t,a) »
T

Bundan tashqari, (24) formuladagi « son (8) formuladagi bilan bir xildir (albatta, « =2
bo’lganda).

Isboti. (8) formulaga murojaat gilamiz va uchta holni alohida garab chigamiz.

1-hol. 0<a <1. Bu holni quyidagi

In‘t‘, a=1.

]’- u®  du va T’ u  du
_001+u2 |u|1+a Ol+u2 u1+a
integrallar chekli va (8) formuladan quyidagi kelib chigadi:
0 +00
L [ R 3
ol u 0

Agar t >0 bo’lsa, u holda

In f(t)=i .y'.t+a.t“(clT(e“” —1):151 +c2+w(e““ —1)%].

0 0 u

iu

e" -1

I+a

funksiya manfiy yarim o’qdan tashqari kompleks tekislikda analitikdir. Bu

funksiyani yopiq kontur bo’yicha ((r,R) — haqiqiy interval, markazi koordinata boshida va radiusi R
bo’lgan aylana yovyi, (ir, iR) — mavhum o’q kesmasi va markazi koordinata boshida, radiusi r bo’lgan
aylana yoyi (1-chizmaga garang)) integrallab va R — o, r — oo da ushbularni topamiz:

bu yerda

Shunga o’xghash:

Shuning uchun, t >0 bo’lganda
Inf(t)=i-y t+a-Lla)t* -((cl+c2)cos%a+i(cl—cz)sin%a):i-y'-t—c-t"‘ -[1—iﬁ-tg%aj,

bu yerda c=-a-L(a)-(c,+¢,)cos Za >0, p=2"%2, FZESS
2 ¢ +c,

t <0 bo’lganda
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Inf(t)=Inf(-t)=-p"t—c-t| -(1—iﬁ-tg%a),
va demak, barcha t— lar uchun
Inf(t)=i-y t—cft" -(1_iﬂ.|t_|.tg%a]_

2 —hol. 1<a < 2. Endi (8) formulani quyidagi ko’rinishda qaytadanyozib olishimiz mumkin:
du

ta
u

Inf(t)=i-y t+a-c }(e““ —1—itu)%+a-c2+f(e““ “1-itu )
u

—o0 0
Bundan esa, t >0 da quyidagini topamiz:

Inf(t)=i-y t+a-t* '[ClT( 1+|u)u0I +c2+f(e‘“ —1+iu)u?i}

0 0

M _1+iu

I+a

funksiyani yuqoridagi 1- chizmada ko’rsatilgan kontur bo’yicha integrallab,

quyidagi ifodalarni hosil gilamiz:

_[( - l+|u)udu "2 M(a),
+f(e —1—|u)uoIu 2 .M(a),

bu yerda

't ydu  1(2-a)
M(a)= _([(e L) o= e >0.

Birinchi holdagi kabi ishlarni bajarib, quyidagi munosabatga ega bo’lamiz:

Inf(t)=iy-t—cft|" ~[1—iﬁ-|:—|-tg%a}

bu yerda c=—a-M(a)-(cl+c2)cos%a20,
p=9"% 15 <1.
Cl+C2
3 —hol. & =1 bo’lsin. Ushbu
jl—cgsudu 7z
u 2

0
ayniyatni e’tiborga olib, quyidagilarni hosil qilamiz:

N itu Ydu ‘Fl—costu T ut \du
e™ —1— — =—=—du+i- ||sintu— — =
-([( 1+u2ju2 -[ u? I[ 1+u2ju2
V/4 . mtu
=—_t+itlim
2 H( J’uil+u J
et
:—£t+i-lim —t- szudu+t-j szu— 1 >y (du | =
2 -0 u - u u(1+u)

&

=——t+|tj iU L gy ittim [ - T it it
2 (1+u ) £20+ U 2

bu yerda
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““sinu 1
I'= ![ u? _u(l+u2)]du'

Uzil-kesil quyidagi munosabatga ega bo’lamiz:
nf@)=i-7t—ct-|1-ip- L 2|,
=

_6 =6

, ES®

T
bu yerda c=(c, +c,) =, =
y (l 2) 2 ¢ +c,

Teorema isbot bo’ldi.

2.3. — Teorema yordamida B, — normallovchi koeffitsientlarning ko’rinishini aniqlashimiz
mumkin. Shu magsadda quyidagi teoremani isbotlaymiz.

2.4. — Teorema. Agar o’zaro bog’ligmas, bir xil tagsimlangan &, &,, ..., &, ...
tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligidan tuzilgan
R .
" B

yig’indining tagsimot funksiyasi F,(X) « —ko’rsatkichli turg’un qonunga yaqinlashsa, u holda

n

1
B, =n*-h(n), (25)
bu yerda h(n) — sust 0’zgaruvchi funksiya.
Isboti. Hagigatan ham, barcha t — lar uchun:

(e

k >1 — ixtiyoriy butun son bo’lsin. U holda

(. (BL] e (L40f1)

o) la)
kn kn

shuning bilan birga, (26) va (27) ifodalardagi goldiqg hadlar har bir chekli intervalda
t — ga nisbatan tekis nolga intiladi.

= (1+0(1)). (26)

k

B

n

_lt % =" L+ot), (27

k

va shu paytning o’zida

n

B I L .
Avvalo, { : } ketma-ketlikning chegaralanganligini ko’rsatamiz.
kn

Hagigatan ham, bu ketma-ketlik chegaralangan bo’Imasa, shunday {n j} ketma-ketlikni tanlab
olishimiz mumkinki,

B,
(27) tenglikdan t=—"" deb faraz qilib va n; — ni cheksizlikka intiltirib, hamda (26) ni
B
e’tiborga olib, mumkin bo’lmagan

e—Ck :1
tenglikni hosil gilar edik.
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Shunday qilib, {BBH} ketma-ketlik chegaralangan. Bu holda (26) va (27) tengliklar

kn
quyidagilarni yozishga imkon beradi:

. —cm“[ﬁ

el = o) (1+0(1)).

1
Iim{%} =k«
N—o0 Bn
bo’lgandagina o’rinli bo’ladi.
Shunday qilib, (25) tenglik isbotlandi.

So’nggi tenglik esa, fagat

111 - BOB. TURG’UN QONUNLAR UCHUN LOKAL LIMIT TEOREMALAR
1-§. TURG’UN QONUNLAR UCHUN INTEGRAL TEOREMALAR
Endi turg’un qonunlar uchun limitik teoremalar va ularning yaqinlashish tezligi haqidagi ayrim
natijalarni keltiramiz.
&, &, ..., &, ... —0’zaro bog’ligmas bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

bo’lib, ularning F(x) tagsimot funksiyasiga mos harakteristik funksiyasi

3, (0)=en 1" - Q+issign(t)- oft,a))]

ko’rinishda bo’lgan « parametrli turg’un qonunning tortilish sohasiga tegishli bo’lsin, bu yerda

tgza, 0<a<?2, «a=#l
B <1 va  olta)= )
—* In|t|, a=1.
V4
d, (t) harakteristik funksiyaga mos taqsimot va zichlik funksiyalarni mos ravishda, G_(x) va
g,,(x) kabi belgilaymiz.
Ushbu belgilashlarni kiritamiz:

u(m)= [x"d(F(x) -G, (),

2(m) = [|X"d(F(x) -G, (x): m=12,...

ifodalar m — chi tartibli psevdomomentlar va absolyut psevdomomentlar bo’lsin.

7 =§l+éjzt...+§n= 1 anfk

n

ne ne
yig’indini qaraymiz.
Z, — ning tagsimot va zichlik funksiyalari mos ravishda, F,(x) va P, (x) bo’lsin.
D, =(0;2], D,=(021)U@x2], r=[a]+1 bo’lsin.

Ushbu shartlarni Kiritamiz:

a) y(r)<wo va pu0)=..=u(r-1), aebD,;

b) yA+a)<wo va u@)=..=u(r), aeDbD,;

V) P(X)<A<oo, Xe(—oo;+0);

1
9) r(=—)<x,
o
bu yerda P(x) — &, tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi.
3.1.—Teorema. &, &,, ..., &,, ... — tasodifiy miqdorlar ketma — ketligi uchun
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a) shart o’rinli bo’lsin. U holda, « € D, uchun

SUIOIFn(X)—Ga(X)|SCl(a)-maxiz(r),z(r)r”J-n “

bu yerda
r 1 1
A =supG,(x), cl(a):g-za -F(Lj+24—Al-max(16“ ,16'“].
X o o T
3.2. — Teorema. ¢, &,, ..., &,, ... — tasodifiy migdorlar ketma — ketligi uchun b) shart

o’rinli bo’lsin. U holda, & € D, bo’lganda
1 1

suplF, (X) =G, ()| < C, () max( y(1+ @), y(1+a)?*)-n =,

Cz(a)zg-(l-Zi -F(H—aj+12Al]

bu yerda

T (04 a

3.1. va 3.2. Teoremalarning isbotini (I.1.Banis. Otsenka skorosti sxodimosti v integralenoy
teoreme, Lit. mat. sb., 1972, 12, N1, str. 41- 46) magoladan topish mumkin.

2 —-§. TURG’UN QONUNLAR UCHUN LOKAL LIMIT TEOREMALAR
1 — § dagi belgilashlar va shartlardan foydalanamiz.

3.3.—Teorema ¢, &,, ..., &,, ... — tasodifiy migdorlar ketma — ketligi uchun
a) va b) shartlar o’rinli bo’lsin. U holda, « € D, bo’lganda

r-a

SUPIP,(\) -9, (x| <Cy(@ A B, 2(r)-n « .

3.4. — Teorema. ¢, &,, ..., &,, ... — tasodifiy migdorlar ketma — ketligi uchun b) va V)

shartlar o’rinli bo’lsin. U holda, o € D, bo’lganda
1

SUPIP.() -9, ()[<Cy(er A B, 2(A+a))-n =

Keltirilgan teoremalarni isbotlashda zarur bo’ladigan yordamchi teoremalar — lemmalarni
keltiramiz.
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3-§. YORDAMCHI TEOREMALAR
3.1.— Lemma. Agar M|&|" <o bo’lsa, uholda

f (t)‘ < m!,( \/ﬁ)’“ p f[a%/ﬂ

buyerda p, ='B%m

Isboti. Isbotni matematik induksiya metodi yordamida bajaramiz.
m =1 bo’lsin. Ushbu formulani garaylik:

n—m

m=1,2,...;.  (28)

0 foD ey, £ L) t )
t)= Za,k o () f (o\/ﬁ] (f(a\/ﬁﬁ , (29)
bu yerda
g odn’
k— 1( k — 2)
a2k 1_— *
’ o 2n (297)

a =

(G\/_) -(n-6(j.k)-6,(i. k))

o(.k) <k, |6 (jk)<k’.

(29) munosabatning isboti [5] (T.3ymapos. O nmpodieme Bapunra ¢ pacTymim 4uciIioM cliaraeMbix, c0,
CJL. TIPOLIECCHI M CMEKHBIE Bompockl, Tamkent,«Pany, 1971,11, ¢.36-45) da keltirilgan.

U holda
f(#j
ovn

Faraz gilaylik, (28) munosabat barcha m =1,k lar uchun o’rinli bo’Isin, m =k +1 uchun to’g’ri
bo’lishini isbot gilamiz.
(29) formulaga asosan:

- k+1
fn( +) (t)‘ < zaj,kﬂ ’
j=1

Qilingan farazni e’tiborga olsak:

189 < S ay, (e 1- jpvn) Do f[ . f“’( t j
" =t I ot on ovn

n-1

|fn'(t] < \/ﬁpl :

£

f (k+1-j) (t)‘

e

<

n—(k+1)

t k+1 . K+1- ﬂ 'ﬁk+l—'
5+f[;7ﬁJ .;;ame(k+1—J}@G) s (30)

Quyidagi tengsizlikdan foydalanamiz (garang: [6], c.15):
,Bj 'ﬂkﬂ—j Sﬂkﬂ'
U holda (30) tengsizlikdan quyidagi tengsizlik kelib chigadi:

(k+1) ¢ n—(k+) | 4 - (\/—)k+1—j
(1<ﬁk+l O'—\/ﬁ 'jz_l:aj,kﬂ'(k"‘l_l)!' n :

Endi (30) munosabatlarni e’tiborga olib, quyidagilarni hosil qilamiz:
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(v <Ler-(Vnf |1

(=

<(k+DHn )" oy

n—(k+1) 2 k
-k!{1+1+(k—+lj + +(k—+1j jg
n n n

f(Lj n—(k-+1)
on
bu esa yuqoridagi lemmani isbot etadi.
3.2. — Lemma. Harakteristik funksiyasi f(t) bo’lgan & tasodifiy migdor uchun quyidagi
shartlar o’rinli bo’lsin:
P(X)S A<, Xe(—w+x), M|§|”’1 =p, <®©, a, € (0;2].
U holda quyidagi tengsizliklar o’rinli bo’ladi:

f(t)<ep A"(‘y 2782,
21
|f(t)|£exp(%) t<z- B,

Eslatma: ¢, =2 bo’lganda Survila lemmasi hosil bo’ladi (qarang [7]).

Isboti. Lemma isboti [7] dagiga o’xshash tarzda amalga oshiriladi.

Lemmaning shartlariga ko’ra & tasodifiy miqgdor P(X)S A zichlik funksiyaga ega va
f3,, <oo. Shuning uchun ¢ va 7 lar bog’ligmas va bir xil tagsimlangan va P(x) zichlik funksiyaga

ega bo’lganda & —7 ayirma ham zichlik funksiyaga ega va q(x)< A va M|&—7[* <2%-M|&“.

U holda
f ) =g (t) _fq cosb<dx:1—4jq(x)-sin2%dx. (31)
0
gl(t)z gl(—t) bo’lgani uchun musbat t — larni garash yetarli.
T‘gg( gl( ) gl(to):1_7 (32)
o’rinli bo’Isin. U holda
[a(x)-sin’ %de -z (33)

0
(0,+oo) to’plamni quyidagicha ikkita to’plamga ajratamiz: (0,+oo) =R, UR,
bu yerda

R, ={x:x>0;sin2t°7ng} :
1 l
. @ . ain2 foX o . in2 foX W [R®

R, =x:0<x<ag;;sin 7<g Uixix>ag, ;sin’ 7<g =R;”UR,”.
(34)
Bu yerda a>1, 0<é& <1 bo’lib, ularni keyinchalik tanlab olamiz.
Quyidagi tengsizlik o’rinli

jsinzt()%-q(x)dngjq(x)dXZg-Q(Rl). (35)

0 R,

(33) va (34) munosabatlarga asosan:

e
QR,)=< -
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Q(RZ):%_Q(Rl) va
QR,)=QRY )+ QRP )= [amdx+ [a(x)dx (36)
o’rinli bo’lib, 2 2

1
R{ c{x: X > aﬂf}

bo’lgani uchun

Q(RZ‘Z)): Iq(x)dxs jq(x)dxs
R i

u holda (36) tenglikdan foydalanib, quyidagi tengsizlikni hosil gilamiz:

@) _ A2 1 oe@)s1_r 1 _1fa®-1 y
QlR?)- 0(R,)-ClR)- 2 -olr)-olr?): 2- 2 L AL 7]

1
2a“

Ma’lumki,
lsinz| > 2 (2),
T
bu yerda, (z) — orgali butun va 7 ga karrali songacha bo’lgan eng gisqa masofa belgilangan, ya’ni
(2)= min|z —kz].
Shuning uchun, [sin z| < Je bajarilsa, hamma vaqt

E(z)(<\/z.

V4
Shunday qilib, ushbuga ega bo’lamiz:

1
RY cix:0<x<aB;|x- 2|  7e k=012,..p =R{.
: t, |t
Demak,
QRY)<QRY). (38)

1
Ammo, 0<x<ap;" bo’lgani uchun, quyidagi tengsizlik o’rinli bo’ladi:
1

at, ™
Osksﬂ+£.
27 2

Shu boisdan, t, >b bo’lganda Ifiz(l) to’plamdagi intervallar soni quyidagi sondan ko’p emas

i{(ﬂa)ﬁ;‘;-towz\/% va

27
2kz 7ie
ty ty i
R e
ﬁz(l) &77[\/2 to -ﬂalal
ty to
Faraz gilaylik,
1
ty Zﬂ'ﬂalal =b
bo’lsin. U holda
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1
QR® )< AVe - B (a+2). (39)
(37), (38) va (39) tengsizliklardan quyidagi tengsizlikka ega bo’lamiz:

o 3 1

yoki y>2:-2 "2 _az2. g% A (a+2). (40)

o

a 1
Je =u deb olib, (40) tengsizlikdan ushbuni hosil gilamiz:

O<u<1

o 1
yZmax{Zuz-a — 1—4a3Aﬁ;‘1(a+2)}.
a” '

Bu ifodaning maksimum giymati
a” -1

u= T (41)
3ABa“(a+2)
nuqtaga mos kelishini ko’rish qiyin emas. U holda
3
2la” -1
o e
2TA’ B a* (a+2)
Ushbu tengsizlikni ko’rsatish qiyin emas:
1
Y R (42)
4.2%
U holda (41) — (42) tengsizliklardan ushbuga ega bo’lamiz:
1
Gedelan)
3a*(a+2)
agarda quyidagi tengsizlik o’rinli bo’lsa:
1
a>a, - 4.2%
3
Shunday a — ni hamma vaqt topish mumkin, chunki uni ixtiyoriy tanlab olinadi. Shu sababli
o 3
.2 (a —1) _ Cole)
y2—— max 3a 7 = 5 -
P 1(a+2) 2 pay
2TA° B A B

¢, (e, )> 0 bo’lishi ravshan.
1

(32) munosabatdan, so’nggi tengsizlik yordamida, |t|27z- ,8;1‘71 oralig uchun quyidagi
tengsizlikni hosil gilamiz:

1 <1- %)

3
A*B
Yoki
(1) <exp —Lalz)
Azﬂ;f
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Shunday qilib, lemmaning birinchi qismi isbot bo’ldi.
Lemmaning ikkinchi gismining isbotini quyidagi tasdiq yordamida hosil gilamiz (garang: [6],

c.21):
Agar [t| = b da |f(t] <c o’rinli bo’lsa, u holda
t]<1—1 ey it <b
8-b?

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Shunday qilib, lemma to’la isbot etildi.

33.—Lemma. b) va y(1+@)=>1 shartlar o’rinli bo’lib,
1

<t =0
6- y(1+a)
tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda
_ t Itoa t a
HAO—QOMssgza+ayUT_eﬂ)_g;
n o
1

*N% oraligda o’rinli bo’ladi.

ol

(A +a) <1 bo’lganda, yuqoridagi tengsizlik ‘t‘ <T, =

4 — §. ASOSIY TEOREMALARNING ISBOTI.
3.1. Teorema va 3.2. Teoremalarning isbotini [10] dan topish mumkin.
3.3. Teoremaning isbhoti.
n>2 bo’lganda quyidagi munosabat o’rinli:

@}memw

bu yerda f, ( Zf yig’indining harakteristik funksiyasi.
ng =
U holda
27-|P,(x)- g, (x) < ﬂf G, (t)dt=1,+1,+1,, (43)
bu yerda

j|f g, (t)dt,

[t]<en Ve

JIt®

t}>en
5. (e,
M>g-n a
1
H r > 1!
e
1
12%7&) , ;((r)21.

|, integralni baholashda 3.3.Lemmadan foydalanamiz va quyidagi tengsizlikka ega bo’lamiz:
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1.« 1—1 ra
= 160-5, 02 | e dtSE-Z“-z(r)-F[r_ﬂj'” “ . (44)
e’ ne |g<en a a

Endi |, integralni baholashga o’tamiz. Shu magsadda 1, integralni quyidagicha ikkita

integralning yig’indisi sifatida ifodalab olamiz:

1 1
L= [If.@dt=| f(t-n aJ dt=n- [|f(t)"dt <
[t}>en [t)>en/e [t)>e
kS 1 ;o
<ne- [IfE) dt+ne - IF@E) dt=1, +1, (45)

edtjsrp, o,
Ma’lumki (qarang [11]), F(x) tagsimot funksiya a (0<a <2) parametrli turg’un qonunning
normal sohasiga tortilsa (intilsa), u holda ixtiyoriy 6 <« (5 > 0) uchun

+00

Bs = I|x|5dF(x)<m.

Shu sababli, 1, va I, larni baholash jarayonida 3.4. Lemmadan foydalanish mumkin. Natijada
quyidagi tengsizliklarga ega bo’lamiz:

1 .12
I, <n<. J' exp(—c(i)zt -njdté

gs\t\s;;-ﬁ;/?
2r-avt) 2 2rmel) e
<c-(12 y(r))ate) B A = n (46)

2
Endi 1 ni baholaymiz. 3.4. Lemmaga asosan:

" 1 C((Z)-(I’]—Z) T 2
I;<n“.-exp -—— | f(t) dt
0.2 e

2

Ma’lumki (Parseval tengligi):
[If @) dt = 27 [ P*(x)ox.

Bu tenglikdan foydalansak:

1 +00
17 <27-n” -exp _ta)h-2)| IPZ(x)dxs

2
A2.gla |2,
P
2-(r—az+l)+1 4(r-a+l) r-a
<c-A @ B« e (47)

(45), (46) va (47) munosabatlardan quyidagi tengsizlikka ega bo’lamiz:

2-(I’—0(+1) 2-(I’+1}a 2-(I’—a+l)
I, <c-12 *(=) -max(l; A @ j max[]; 2(r) alra) )x

2 4(r-a+l) r-a
xmax(ﬁa“;ﬁa o J-n “ (48)
2 2

I, integralni bevosita baholaymiz:
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. 24_Z(r).r(r—a+1j

b= Joplh=2. [ 2o e SID
t}<en/ o |2f<en/ a-ne

(44), (48) va (49) natijalarni (43) ga qo’yib, mos shakl almashtirishlarni bajarsak, teoremaning
isbotiga ega bo’lamiz.

Eslatma. 3.4.Teoremaning isboti ham, avvalgi paragrafda keltirilgan lemmalarga asoslangan
holda, 3.3.Teoremadagi kabi harakteristik funksiyalar metodiga binoan isbotnanadi. Ishning hajmi
kattalashib ketmasligi uchun bu isbot jarayonini keltirib o’tirmaymiz.
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XULOSA VA TAKLIFLAR
Shunday qilib, o’zaro bog’ligmas bir xil tagsimlangan &, &,, ..., &, ... tasodifiy migdorlar

ketma — ketligi uchun

Zn:§1+§2+é-+§n_ph (50)

normallangan va markazlashgan yig’indilarning F, (x) tagsimot funksiyalari va P, (x) zichlik

funksiyalari A =M (ka], B, = D(ngj bo’lganda N(0;1) — standart normal
a a

tagsimotga intilishini ko’rdik va mos teoremalarning yaqinlashish tezliklarining baholari bilan tanishib
chiqdik. Bu hol (50) yig’indilar tagsimotlari uchun eng batafsil o’rganilgan hol bo’lib, unda
B.Gnedenko, S.X.Sirojiddinov, N.Shohaydarova, M.Mamatov va boshqa ko’plab olimlar yaxshigina
natijalarga erishganlar.

&, &, ..., &, ... tasodifiy miqdorlar har xil tagsimlangan, ya’ni P(ék < X): F.(X),

k=12,... bo’lgan holda ham, M¢&,, D&, , k=12,.. momentlar chekli bo’lgan holda mos integral,

lokal va global teoremalar olingan, yaqinlashish tezliklari aniglangan. Bu yo’nalishda ham Rossiya,
Litva va O’zbekiston olimlarining xizmatlari kattadir.
Mazkur ishning Il — III boblarida ko’rdikki, & k=12,... — tasodifiy miqdorlarning

momentlari, psevdomomentlari, absolyut momentlari va zichlik funksiyalariga tegishli shartlar
qo’yilganda (50) ko’rinishdagi yig’indilarning tagsimot funksiyalari F,(x), zichlik funksiyalari P,(x)
a (0<a <£2) parametrli turg’un qonunlarga intilar ekan.

Ushbu sinfga oid olingan natijalar juda umumiy bo’lganligi uchun, tasodifiy miqgdorlarga
go’yiladigan talablar ham ancha og’ir va olingan natijalarning ko’rinishlari ham ixcham emas.

Shunisi e’tiborga sazovorki, @ =2 bo’lganda, bu olingan natijalardan 1 — bobdagi natijalar
kelib chigadi.

Mazkur yo’nalishda global teoremalarni, asimptotik yoyilmalarni olish va olingan baholardagi
¢ —o’zgarmas koeffitsientlarni minimallashtirish masalalarini ko’rish magsadga muvofiqdir.

Yuqorida ko’rilgan masalalar har xil taqsimlangan tasodifiy miqdorlar uchun ko’rilgan, u
teoremalarda ham turli xil baholarni olish, asimptotik yoyilmalarni topish
masalalari aktualdir.

Xulosa qilib aytadigan bo’lsak, ehtimollar nazariyasining limit teoremalar sohasi juda yaxshi
o’rganilgan, ajoyib natijalar olingan soha bo’lib, unda qo’yilgan masalalar hayotiy muammolarni
yechish jarayonida paydo bo’lgani digqatga sazovordir.

Ushbu sohaga oid ishlar bilan tanishish jarayonida shu narsa ma’lum bo’ldiki, bunday
natijalarni tasodifiy miqdorlarga ancha kuchsiz shartlar qo’yib natijalarga erishish, olingan natijalarni
boshqa fazolarga ko’chirish kabi muammolarning ko’p qismi yechimini kutib yotmoqda ekan,
keyinchalik, 0’z ilmiy izlanishlarim jarayonida bu yo’nalishda sezilarli darajada natijalarga erishishga
harakat gilishni 0’z oldimga maqsad qilib qo’ydim va uni amalga oshirish yo’lida harakat qilaman.
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V. ILOVALAR
TypFyH KOHYHJIAp Y4YH JIOKAJ JIMMHUT TeopeMaJiap
Kypaes U (HamlY 2-Kypc MarucTpaHTH)

{f h } — ¥3apo 6oFIMKMac OMp X1 TAKCUMIIAHTaH Tacoau (Uil MUKIOpap KeTMa — KETIUTH

OYJICHH Ba YHUHT F(X) TaKCUMOT (PYHKIMSICUTA MOC XapaKTEPUCTUK (PYHKIMSICH

~ o - -

ga(t)zexp{—|t| -(1+I,BSIgn(t)-co(t,a))}
KYpUHUIIA OYIraH @ mapaMeTpiu TyPFYH KOHYHHUHT TOPTUJIHMII COXACUTa TETUILIN OYJICHH, Oy
epra

tg %a, O0<a<?2, a=#l
|ﬂ|$1 Ba a)(t,a)z 5

—-In|t|, a=1.

/4

~

d. (t) XapaKTEPUCTHK (QYHKIMATA MOC TAKCHUMOT Ba 3HunuK GpyHkuusnapan G, (X) Ba §, (X) Kabu

OenrunaiMus.

wu(m)= [x"d(F(x) -G, (x),

2(m) = [IX"d(F() -G, (¥),
m=0,1,2, ...-udogamap M — yu TapTUOIHN IICEBAOMOMEHTIIAP Ba aOCOIIOT IICEBJJOMOMEHTIIAP
OyicHH.

Z

n

:§1+§2J§...+§n _ 1 ié:k

ne ne
WAFUHINHYA KapaiMu3.

Z , INFUHAMHAHT TaKCUMOT Ba 3nwiiK Qynknusiapu F, (X) Ba P, (X) 6yacun.
D, =(02], D,=01)U®2], r=[a]+1 6yncun.
YOy mapTiapHu KHPUTAMU3:
a) y(r)<owo Ba p(0)=..=u(r-1), aeDbD,,;
0) yA+a)<wo Ba u)=..=u(r), aeDbD,;
B) P(X)<A, Xe&(—x+x);

1
r) y(——)<oo.
a
Oy epma — P(x) &,— tacommduii MUKIOPHUHT 3HWINK QYHKIHSCH.

1 - Teopema. {(fn }— Tacoau(uii MUKIOpJIap KeTMa — KeTJIUTU ydyH a) Ba 0) maptiap

Yypunmu 6yncun. Y xonga, o € D, 6ynranna

SUPIP, 09—, 00| <C,(e A B, 7)) —=

2 n «
2 — Teopema. {fn }— Tacoau(uii MUKIOpIap KeTMa — KETIUTH ydyH ©0) Ba B) HIapTiap

Yypunmu 6yncun. Y xonga, o € D, 6ynranna
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1
SUPIR. () -9, (| <Cy(a, A B, x(l+a))-— .
X 2 n -

1 Ba 2 Teopemanap Kyiuaru jemMManapra acocaHud ucOOT KMIMHAAN:

m
1—-Jlemma. Arap M‘ﬁl‘ <00 Qyica, y xoiaa

m m t
f ( )(t)‘Sm!(\/ﬁ) D, - f(ﬁj

Oy epma P :ﬂ%_m :

2 — Jlemma. Xapaxrepuctuk pynknuacu f(t) 6ynaran & Tacoamuduii MUKIOp ydyH Kyiugaru
HmiapTiaap YpuHiIu OYICHH:
P(x)< A<, xe(-w+o), M|E]" =8, <o, a € (0;2].

VY xonaa Kyiuaara TeHrCU3IMKIap YpUHIN Oynaau:

n-m

-C/(x 1

(1) <exp ﬁ(%i) | =78,
2 1

(1) <exp %j t|<z B8,

dcnamma: o, =2 6ynranga Cypsuiia qeMMacu Xocui 0ymamu (kapasr [1]).
1

L
6- y(l+ )

3—Jlemma. 6) Ba y(1+ )>1 mapraap ypuru 6y1uo0,

TEHTCU3JIMK YpHUHIHU OYIica, y Xonaa

EER t|”
\fn(t)—g(t)\£31(1+a).n “\t\l -exp —%

Q|+

1
y(@+a) <1 6ynca, yxonaa OKOPHAATH TEHICH3ITHK M <T,= E ‘N% opamukna ypuram

Oynanu. YOy JeMMaHUHT UCOOTH [2] fa KeTTUPUITaH.
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