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 Kirish  

 Bizga ma’lumki, ko‘pgina matematik, fizik va texnik masalalarni 

yechishda algebraik tenglamalarga duch kelamiz. Shuning uchun ham 
algebraik tenglamalar ularning xossalari ularning yechimlari mavjud yoki 

mavjud emasligini bilish doimo matematiklarni qiziqtirib kelgan. Bu 

yozilgan bitiruv malakaviy ishda algebra fanining muhim bo‘limlaridan biri 
bo‘lgan tenglamalarga bag‘ishlangan bo‘lib, bunda sodda algebraik 

tenglamalardan toki yuqori tartibli algberaik tenglamalarning yechimlari 
xususida fikr yuritiladi.  

 Ma’lumki, kvadrati tenglamalarning yechish usullari hatto qadimgi 

yunonlarga ham ma’lum bo‘lgan bir vaqtda uchinchi va to‘rtinchi darajali 
algebraik tenglamalarni yechish usullari XVI asrga kelib taqaladi. Bundan 

so‘ng ya’ni har qanday beshinchi darajali tenglamalarning ildizlarini uning 

koeffitsiyentlari orqali radikallar yordamida ifodalaydigan formulalarni 

topish mumkin yoki mumkin emasligi, agar mumkin bo‘lmasa bunday 
yuqori darajali algebraik tenglamalarning ildizlarining chegaralari va ildiz 

sonini topish ushbu bitiruv malakaviy ishning asosiy mazmunini tashkil 

qiladi:  

 Mavzuning dolzarbligi: Fan va texnikaning jadal suratda rivojlanishi 

algebra fanini ham ayniqsa algebraik tenglamalarni ularning yechimlari 

mavjud yoki mavjud emasligi tenglamalarning ildizlarini topa bilish ya’ni 
bunday tenglamalarni yechish va yechish metodlarini izlash shuningdek 

tenglama ildizlarini chegaralari, yechimlar sonini bilish bu bitiruv 

malakaviy ishning dolzarb vazifalaridan biri qilib, belgilangan.  

 Mavzuning maqsad va vazifalari: Bitiruv malakaviy ishning asosiy 

maqsadi algebraik tenglamalarni chuqurroq tahlil qila bilish ya’ni 
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tenglamalarni yechish metodlarini har tomonlama o‘rganib chiqish, yuqori 

darajali algebraik tenglamalar va ularning yechimi bunday tenglamalarni 

yechish mumkin yoki mumkin emasligini har tomonlama o‘rganib, yuqori 
darajali algebraik tenglamalarni ildizlarini uning koeffitsiyentlari orqali 

radikallar yordamida ifodalaydigan formulalarini mavjud yoki mavjud 

emasligini aniqlash bu bitiruv malakaviy ishining asosiy maqsad va 

vazifalari qilib belgilanadi.  

 Bitiruv malakaviy ishning ilmiyligi va amaliy ahamiyati: ushbu 

bitiruv malakaviy ishning mavzusiga oid barcha adabiyotlarni to‘plash va 
shu vaqtga qadar to‘plangan bilimlar asosida yuqori darajali algebraik 

tenglamalarni har tomonlama tahlil qila bilish bunday algebraik 

tenglamalarni yechish metodlarini o‘rganish, yuqori darajali algebraik 

tenglamalarning ildizlarini uning koeffitsiyentlari orqali radikallar 
yordamida ifodalaydigan formulalarini topa bilish, shuningdek yuqori 

darajali algebraik tenglamalarni ildizlari chegaralari hamda ildizlar sonini 
aniqlash bu bitiruv malakaviy ishning ilmiy ham amaliy ahimiyatga ega 

ekanligidan dalolat beradi.  

 Shu bilan bir qatorda ushbu bitiruv malakaviy ishi matematik 

talabalar, yosh matematik o‘qituvchilar hamda matematika faniga 

qiziquvchi yosh avlod vakillari uchun katta ahmiyat kasb etadi.    
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I. BOB. АLGEBRАIK TENGLАMАLАR. 

1-§. АLGEBRАIK TENGLАMАLАR HАQIDА TUSHUNCHА  

 Bizga mа’lumki, quyidаgi, ya’ni  

1 2
0 1 2 1... 0n n n

n na x a x a x a x a- -
-+ + + + + =             (1.1.1) 

ko‘rinishdаgi ifodа mаtemаtikаdа ko‘p o‘chrаydi. (1.1.1) ifodаdаgi 

0 1 2 1, , ,..., na a a a - koeffitsiyentlаr birortа sonlаr mаydonining elementlаri 

bo‘lib, demаk, (1.1.1) ning chаp tomoni P  mаydon ustidаgi bir nomа’lumli 
n - dаrаjаli ko‘phаdni tаsvirlаydi. (1.1.1) ni P  mаydon ustidаgi bir 

nomа’lumli n - dаrаjаli аlgebrаik tenglаmа deb аtаlаdi; 0 1 2 1, , ,..., na a a a -  lаr 

tenglаmа koeffitsiyentlаri 0a  esа bosh koeffitsiyent deyilаdi. 
1

0 1 1, ,..., ,n n
n na x a x a x a-

-  lаrni tenglаmа hаdlаri 0 0a №  bo‘lgаndа 0
na x  ni 

bosh hаd deymiz, hаmdа na  ni ozod hаd deyilаdi, n - dаrаjаli tenglаmа 

uchun аlbаttа 0 0a №  shаrt bаjаrilаdi, chunki 0 0a №  qiymаtdа 

tenglаmаning dаrаjаsi n  dаn kichik bo‘lаdi.  

1 – tа’rif. (1.1.1) – аlgebrаik tenglаmаning chаp tomonidаgi ko‘phаdni 
nolgа аylаntiruvchi x a=  son qiymаt bu tenglаmаning ildizi deyilаdi.  

(1.1.1) tenglаmаning hаr bir a  ildizi bu tenglаmаni qаnoаtlаntiruvchi 
son deyilаdi. Demаk, biror b  son (1.1.1) tenglаmаning ildizi bo‘lmаsа, ya’ni 

u tenglаmаning chаp tomonidаgi ko‘phаdni nolgа аylаntirmаsа bu son 

(1.1.1) ni qаnoаtlаntirmаydi, ya’ni (1.1.1) ning ildizi bo‘lа olmаydi deymiz.  

Bizgа mа’lumki, ( ) 0f x =  tenglаmаning ildizlаrini topish bu 

tenglаmаni yechish deyilаdi.  
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Mаsаlаn: rаsionаl sonlаr mаydonidаgi uchinchi dаrаjаli  

3 212 4 3 1 0x x x- - + =  tenglаmа uchun 
1
2

 son ildiz, chunki bu son 

tenglаmаni qаnoаtlаntirаdi, ya’ni  

3 21 1 1 3 312 4 3 1 1 0.
2 2 2 2 2
ж ц ж цч чз зЧ - Ч - Ч + = - - =ч чз зч чи ш и ш  

 Аmmo, mаsаlаn, 5 soni bu tenglаmаning ildizi emаs, chunki u 
tenglаmаni qаnoаtlаntirmаydi:  

3 212 5 4 5 3 5 1 1500 100 15 1 1386 0.Ч - Ч - Ч + = - - + = №  

 Bundаn keyin (1.1.1) tenglаmаning chаp tomnidаgi ko‘phаdni 
qisqаchа ( ) ( ),f x xj  yoki ( ),...xy ko‘rinishdа, tenglаmаni esа 

( ) ( )0, 0,f x xj= = yoki ( ) 0,...xy =  ko‘rinishdа belgilаymiz. x a=  son 

( ) 0f x =  tenglаmаning ildizi bo‘lsа, ( ) 0f a =  ni ildizi bo’lmasa ( ) 0f a №  

ni hosil qilаmiz.  

 Yuqoridаgi misoldа 
1 0
2

f ж цчз =чз чи ш  bo‘lib, ( )5 0f №  dir. Endi biz (1.1.1) 

n - dаrаjаli аlgebrаik tenglаmаning xususiy holi bo‘lgаn, ikki hаdli 
tenglаmаlаr tushunchаsi bilаn tаnishib o‘tаmiz.  
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2-§. IKKI HАDLI TENGLАMАLАR 

 Аlgebrаik tenglаmаlаrning ikki hаdli tenglаmаlаr deb аtаlgаn xususiy 
holi  

0nu a- =                                          (1.2.1) 

ko‘rinishgа egа, bundа anoldаn fаrqli ixtiyoriy kompleks son. Bu 

tenglаmаni istаlgаn n a  ildiz qаnoаtlаntirаdi:( ) 0nn a a a a- = - = . 

Demаk, (1.2.1) tenglаmаning n  tа hаr xil ildizlаri mаvjud. Ulаr  

( )

( )

2 2cos sin cos sin ,

0,1,2,..., 1

n nn
k

k ku a r i r i
n n

k n

j p j pj j ж ц+ + чз= = + = + чз чзи ш
= -

 

formulа vositаsi bilаn topilаdi. (1.2.1) tenglаmа bilаn birgаlikdа,  

1 0nx - =                                           (1.2.2) 

tenglаmаni hаm qаrаymiz. Bu tenglаmа ushbu n  tа hаr xil  

2 21 cos sinn
k

k kx i
n n
p p= = +                          (1.2.3) 

( )0,1,2,..., 1k n= -  

ildizlаrgа egа.  

 (1.2.1) tenglаmаning bittа tаyin ku  ildizini (1.2.2) tenglаmаning n  tа 

1 2, ,..., nx x x ildizlаrigа ko‘pаytirsаk, (1.2.1) ning hаmmа n  tа ildizlаri hosil 

bo‘lаdi. Chunki birinchidаn ,k iu x  son (1.2.1) ni qаnoаtlаntirаdi, ya’ni 
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( ) 1 0,n
k iu x a a a a a- = Ч - = - =  ikkinchidаn esа, 0 iu x  ildizlаr hаr xil, 

chunki k s k tu x u x=  dаn mumkin bo‘lmаgаn s tx x=  tenglik kelib chiqаdi.  

 Endi biz (1.2.2) –tenglаmаning xossаlаrini qаrаb chiqаmiz. (1.2.2) 
tenglаmаning ildizlаri quyidаgi xossаlаrgа egа:  

 10. (1.2.2) – tenglаmа ildizlаridаn istаlgаn ikkitаsining ko‘pаytmаsi 
yanа shu tenglаmаning ildizini tаsvirlаydi. Hаqiqаtаn hаm 1sx =  vа 

1tx =  ildizlаr uchun: ( ) 1 1 1 1 1 0n n
s t s tx x x x- = Ч - = Ч - =  o‘rinlidir.  

 20. (1.2.2) tenglаmа ildizlаridаn istаlgаn ikkitаsining bo‘linmаsi yanа 
(1.2.2) tenglаmаsining ildizini ifodаlаydi. Hаqiqаtаn hаm  

11 1 1 0.
1

n n
s s

n
t t

x x
x x
ж цчз ч - = - = - =з чз чзи ш

 

 30. (1.2.2) tenglаmаning istаlgаn ildizini hаr qаndаy butun dаrаjаgа 
ko‘tаrsаk, yanа shu tenglаmаning ildizi hosil bo‘lаdi. Chunki, 

( ) ( )1 1 1 1 0n mm n m
n sx x- = - = - =  dir.  

 Biz ikki hаdli tenglаmаgа misol keltirаylik.  

 Misol. 3 0u i- =  tenglаmаni yechаylik. Bu tenglаmа ildizlаrining biri 

2u i= -  bo‘lib, u 3
2 2

2 2cos sin
3 3k

k k
u i i

p pp p+ +
= = +  formulаdаn 

2k =  qiymаtdа hosil qilinаdi. Berilgаn tenglаmаning hаmmа ildizlаrini 

topish uchun 3 1 1x - =  ning ildizlаrini topаmiz; ya’ni  
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3
1

3
2

3
3

2 2 1 31 cos sin ,
3 3 2 2

4 4 1 31 cos sin ,
3 3 2 2

1 cos2 sin2 1.

x i i

x i i

x i

p p

p p

p p

= = + = - +

= = + = - -

= = + =

 

 Bu ildizlаrni 2u  gа ko‘pаytirаmiz:  

0 1

1 2

2 2

3 1 ,
2 2
3 1 ,

2 2
.

u ix i

u ix i

u ix i

= - +

= - +

= - =
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3-§.UCHINCHI DАRАJАLI TENGLАMАLАR.  

 Mа’lumki, n - dаrаjаli tenglаmаlаrdаn biri bu uchinchi dаrаjаli 
tenglаmаlаrdir. Bizgа k  kompleks sonlаr mаydoni ustidаgi uchinchi 
dаrаjаli tenglаmаning ikki tomonini uning bosh koeffitsiyentigа bo‘lsаk, u 

holdа uning shаkli  

3 2 0x ax bx c+ + + =                                     (1.3.1) 

ko‘rinishgа kelаdi.  

 Endi biz uchinchi dаrаjаli bir nomа’lumli (1.3.1) tenglаmаni yechish 
usuli bilаn tаnishib chiqаylik. Buning uchun tenglаmаdа  

3
ax y= -                                               (1.3.2) 

аlmаshtirishni bаjаrib, quyidаgi tenglаmаni hosil qilаmiz:  

3 0,y py q+ + =                                           (1.3.3) 

(1.3.3) – tenglаmаdа  

3 32,
3 27 3

a a abp b q c= - = - +                                 (1.3.4) 

dаn iborаt. (1.3.3) normаl shаkldаgi tenglаmа bo‘lib, tenglаmаni yechish 
uchun:  

y u v= +                                                     (1.3.5) 
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belgilаshni kiritаmiz. Bu yerdа u  vа v  hozirdа bizgа nomа’lum bo‘lgаn 
yangi nomа’lumlаr. (1.3.5) ifodа (1.3.3) – tenglаmаgа qo‘yamiz, nаtijаdа 

( ) ( )3 0u v p u v q+ + + + =  bo‘lib bundаn esа  

( ) ( )( )3 3 3 0u v q uv p u v+ + + + + =                            (1.3.6) 

hosil qilаmiz. Endi u  vа v  nomа’lumlаrni shundаy аniqlаymizki, ulаr 
uchun  

3 0uv p+ =  yoki 
3
puv = -                                  (1.3.7) 

bаjаrilаdigаn bo‘lsin. U holdа (1.3.6) vа (1.3.7) ifodаlаrdаn  

3
3 3 3 3,

27
pu v q u v+ = - = -                                (1.3.8) 

ekаnligi kelib chiqаdi. Elementаr аlgebrа kursidаn mа’lum bo‘lgаn Veyt 

formulаlаrigа аsosаn 3u  vа 3v lаr.  

 Ushbu  

3

0
27
pz qz+ - =  

kvаdrаt tenglаmаsining ildizlаrini ifodаlаydi. Hosil qilingаn bu tenglаmаni 
yechib, quyidаgini topаmiz;  

2 3
3

1 2 4 27
q q pu z= = - + +   

vа 
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2 3
3

2 2 4 27
q q pv z= = - - +  

bundаn esа, (1.3.5) gа ko‘rа  

2 3 2 3
3

2 4 27 2 4 27
q q p q q py u v= + = - + + + - - +           (1.3.9) 

ekаnligi kelib chiqаdi. (1.3.9) ifodа Kordаno formulаsi deb аtаlаdi. Bu 
formulа ikkitа ildizning yig‘indisidаn ibrаt. Hаr bir ildiz esа uchtа esа 

uchtа qiymаtgа egа bo‘lgаnidаn u uchun 6 tа qiymаt hosil bo‘lаdi. Аmmo biz 

bilаmizki, uchinchi dаrаjаli (1.3.3) tenglаmа faqat uchta ildizga ega. Bu 

uchta ildizni quyidagicha hosil qilamiz. Eng avvalo  

2 3
3

2 4 27
q q pu = - + +                                (1.3.10) 

ildizning uchta 1 2 3, ,u u u  noma’lumning unga mos 1 2 3, ,v v v  qiymatlarini 

(1.3.7) dan aniqlab olamiz. Natijada (1.3.3) tenglamaning uchta  

1 1 1 2 2 2 3 3 3, ,y u v y u v y u v= + = + = +  

ildizi kelib chiqаdi.  

 Mа’lumki, u  nomа’lumning uchtа qiymаtini hosil qilish uchun uning 

bittа 1u  qiymаtini 3 1  ning uchtа  
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2

2
2

2 2

1 3 1 31, ,
2 2 2 2

1 3 1 3 ;
2 2 2 2

1 3 1 3 1 3 1;
2 2 2 2 4 4

i i

i i

i i

e e

e

e e e

- + = - - =

ж цчз= - + = - -чз чз чзи ш
ж цж цч чз з= Ч = - + - - = + =ч чз зч чз зч чз зи ши ш

 

qiymаtigа mos rаvishdа ko‘pаytirilаdi: 1 1 2 11, ,u u u u e= Ч = Ч 2
3 1u u e= Ч . 

Bu holdа (1.3.7) gа binoаn v  nomа’lumning mos qiymаtlаri quyidаgi 

ko‘rinishdа bo‘lаdi, ya’ni  

2
1 2

1 2 1 1

2
1 3 22

3 1 1

1 ;
3 3 3 3

;
3 3 3

p p pv v
u u u u

p p pv v
u u u

e
e

e e e
e

ж цчз ч= - = - = = - =з чз чзи ш
ж цчз ч= = - = - = - =з чз чзи ш

 

Demаk, (1.3.3) tenglаmаning ildizlаri:  

2 2
1 1 1 2 1 1 3 1 1, ,y u v y u v y u ve e e e= + = + = +  

ko‘rinishni olаdi. Bundа mos rаvishdа e vа 2e  lаrning qiymаtlаrini quyib, 

ushbu 1 2 3, ,y y y  ifodаlаri hosil qilаmiz:  

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

2 1 1 1 1

3 1 1 1 1

,

1 3 ,
2 2
1 3 .
2 2

y u v

y u v i u v

y u v i u v

= +

= - + + -

= - + - -

 

Bulаrgа vа (1.3.2) – gа аsosаn, (1.3.1) biz izlаyotgаn tenglаmаning 
ildizlаri  
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1 1 1 ,
3
ax u v= + -  

( ) ( )2 1 1 1 1
1 3 ,
2 2 3

ax u v i u v= - + + - -                        (1.3.11) 

( ) ( )3 1 1 1 1
1 3 ,
2 2 3

ax u v i u v= - + - - -  

bo‘lаdi. Nаtijаdа biz uchinchi dаrаjаli bir nomа’lumli tenglаmаning 
Kаrdаno usuli yordаmidа yechib, uning bаrchа nomа’lumlаrini topib oldik. 

Endi biz uchinchi dаrаjаli, аlgebrаik tenglаmаlаrni Kаrdаno usuli 

yordаmidа yechishgа misol keltirаylik.  

 Misol.1. Tenglаmаni yechаmiz: bundа 3, 15, 13a b c= = =  bo‘lib, 

(1.3.4) gа vа (1.3.10) gа аsosаn topаmiz:  

3
3 33

12, 0

120 0 64 8
27

p q

u

= =

= + + = =
 

 Аgаr 1 2u =  ni olsаk, 1
12 2
3 2

v = - = -
Ч

 bo‘lаdi. Demаk, (1.3.11) gа 

muvofiq ushbuni hosil qilаmiz:  

( )

( )

1

2

3

2 2 1 1,

3 2 2 1 2 3 1,
2

3 2 2 1 2 3 1.
2

x

x i i

x i i

= - - = -

= + - = -

= - + - = +
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4-§. TO‘RTINCHI DАRАJАLI TENGLАMАLАR  

 Endi biz bu pаrаgrаfdа аlgebrаik tenglаmаlаrning ko‘rinishlаridаn 
biri to‘rtinichi dаrаjаli tenglаmаlаr vа ulаrni yechish xususidа fikr 
yuritаmiz, bizgа k  kompleks sonlаr mаydonidа to‘rtinchi dаrаjаli 

tenglаmаning ikki tomonini bosh koeffitsiyentgа bo‘lib, uni  

4 3 2 0x ax bx cx d+ + + + =                            (1.4.1) 

ko‘rishgа keltirаmiz. To‘rtinchi dаrаjаli аlgebrаik tenglаmаlаrni 
yechishning bir nechа usullаri bor. Biz ulаrdаn bittаsini, ya’ni Ferrаri usuli 

bilаn tаnishib o‘tаmiz. Buning uchun (1.4.1) tenglаmаning keyingi uchtа 

hаdini uning o‘ng tomonigа o‘tkаzib, so‘ngrа ikki tomongа 
2 2

4
a x

 ni qo‘ysаk,  

2 2
2

2 4
ax ax b x cx d

ж цж ц чзчз + = - - -чзчз ч чз чи ш и ш
 

hosil bo‘lаdi. Hosil bo‘lgаn bu so‘nggi tenglаmаning ikki tomonigа 
2

2

2 4
ax yx yж цчз + +чз чи ш  ni qo‘yib, ushbuni hosil qilаmiz:  

2 2 2
2 2 ,

2 2 4 2 4
ax y a ay yx b y u c x d

ж ц ж цж ц ж цч чз зч чз з+ + = - + + - + -ч чз зч чз зч чч чз зч чи ш и ши ш и ш
   (1.4.2) 

bundа y - yangi nomа’lumlаr.  

 Biz yangi nomа’lumli esа (1.4.2) tenglаmаning o‘ng tomoni to‘liq 
kvаdrаtdаn iborаt bo‘lаdigаn qilib аniqlаymiz. Buning uchun  
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2 2

, ,
4 2 4

a ay yA b y B C C d= - + = - = -                 (1.4.3) 

deb olаmiz. (1.4.2) ning o‘ng tomoni to‘lа kvаdrаt bo‘lishi uchun elementаr 

mаtemаtikа kursidаn mа’lum bo‘lgаn 2 4B AC=  shаrtgа аsosаn, quyidаgi 
nаtijаgа kelаmiz:  

22 2

4
4 4 2

a y ayb y d c
ж цж ц ж цч чз з чз- + - = -ч чз з чз чч чз зч ч и ши ши ш  

yoki   

( ) ( )3 2 2 24 4 0y by ac d y d a b cй щ- + - - + =к ъл ы             (1.4.4) 

 Аgаr biz (1.4.4) tenglаmа ildizlаridаn birini 0y  desаk,  (1.4.3) dаn  

2 2
0 0

0, ,
4 4 4

a ay yA b y B c c d= - + = - = -  

hosil bo‘lib, (1.4.2) tenglаmа  

( )
2

22 1 0

2 2
a yx xa bж цчз + + = +чз чи ш  

yoki  

( )2 0

2 2
ax yx xa b+ + = ± +  

ko‘rinishni olаdi, bundа Aa =  vа 
2

B
A

b = . Demаk, berilgаn to‘rtinchi 

dаrаjаli аlgebrаik tenglаmа ikkitа  
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2 0

2 0

2 2

2 2

ax yx x

ax yx x

a b

a b

ьп+ + = + пппэпп+ + = - - ппю

                            (1.4.5) 

kvаdrаt tenglаmа ko‘pаytmаsigа yoyilаdi. Bulаrni ketmа – ket yechib 
(1.4.1) tenglаmаning biz izlаyotgаn to‘rttа ildizini topib olаmiz.  

 To‘rtinchi dаrаjаli аlgebrаik tenglаmаni yuqoridа ko‘rsаtilgаn Ferrаri 
metodi bo‘yichа ildizlаrini topib olgаn quyidаgi to‘rtinchi dаrаjаli аlgebrаik 
tenglаmаgа misol keltirishimiz mumkin.  

 Misol. 4 33 5 3 0x x x+ - - = . Bundа 3, 0,a b= = 5,c = - 3d = - . 

Аvvаl (1.4.4) tenglаmаni tuzib, ushbuni topаmiz:  

3 3 2 0y y- + =  

 Bu tenglаmаni yechаmiz:  3 31 1 1 1,u = - + - = -  bundаn 

( )1 1
31, 1

3 1
u v -= - = - = -

-
 demаk, 0 1 1 2y = - - = - .  

 Endi (1.4.3) dаn 
9 1 12 ;
4 2 2

A a= - = = ±  Mаsаlаn, 
1
2

a =  ni olsаk, 

( )3 2 5 2
2

B -= + =  dаn 
2 212
2

b = =
Ч

 ni hosil qilаmiz.  

 Shundаy qilib, (1.4.5) tenglаmаlаr  

2

2

3 11 2,
2 2
3 11 2
2 2

x x x

x x x

+ - = +

+ - = - -
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ko‘rinishgа egа bo‘lаdi. Bulаrni yechib, berilgаn tenglаmаning to‘rttа 
ildizini hosil qilаmiz:  

1 2

3 4

1 13 1 13,
2 2

1

x x

x x

- + - -= =

= = -
 

 Shundаy qilib biz to‘rtinchi dаrаjаli аlgebrаik tenglаmаni yechib uning 
to‘rttа ildizini topib oldik.  
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II BOB. YUQORI DАRАJАLI АLGEBRАIK TENGLАMАLАR VА 
ULАRNING YECHIMLАRI 

1-§. BESHINCHI VА UNDАN YUQORI DАRАJАLI АLGEBRАIK 
TENGLАMАLАR XUSUSIDА 

 Biz bu bitiruv mаlаkаviy ishning birinchi bobidа аlgebrаik 
tenglаmаlаr vа ulаrning turlаri bo‘lgаn аyniqsа uchinchi dаrаjаli, to‘rtinchi 

dаrаjаli tenglаmаlаr vа ulаrni yechish ulаrni yechish usullаri hаqidа 
bаtаfsil to‘xtаlib o‘tdik. Endi biz quyidа yuqori dаrаjаli аlgebrаik 

tenglаmаlаr аyniqsа to‘rtinchi dаrаjаdаn yuqori bo‘lgаn аlgebrаik 

tenglаmаlаrni yechimlаri xususidа fikr yuritаmiz.  

 Bizgа mа’lumki, kvаdrаt tenglаmаlаrning yechish usullаri hаtto 
qаdimgi yunonlаrgа hаm mа’lum bo‘lgаn bir vаqtdа uchinchi vа to‘rtinchi 

dаrаjаli tenglаmаlаr yechishni yuqoridа bаyon qilingаn  usullаrining kаshf 

etilishi XVI аsrdа tааluqlidir. Bundаn so‘ng nаvbаtdаgi qаdаmni qo‘yish, 

ya’ni hаr qаndаy beshinchi dаrаjаli tenglаmаning ildizlаrini uning 
koeffitsiyentlаri orqаli rаdikаllаr yordаmidа ifodаlаydigаn formulаlаrni 

topish uchun befoydа urinishlаr deyarli uch аsr dаvom etdi. Bundаy 

urinishlаr o‘tgаn аsrning  yigirmаnchi yillаridа buyuk mаtemаtik Аbel 

bundаy formulаlаr ixtiyoriy 5n і  dа n - dаrаjаli tenglаmаlаr uchun 

umumаn topilmаsligini isbotlаgаndаn so‘ngginа tugаdi.  

 Аmmo Аbelning bu nаtijаsi koeffitsiyentlаri sonlаrdаn iborаt bo‘lgаn 
аniq ko‘phаdning ildizlаri hаr holdа birortа usul bilаn rаdikаllаrning ba’zi 

kombinаsiyalаri yordаmidа  koeffitsiyentlаr orqаli ifodаlаnishi 
mumkinligini ya’ni odаtdа аytilishichа, hаr qаndаy tenglаmа rаdikаllаrdа 

yechilishi mumkinligini istisno qilmаs edi. Berilgаn tenglаmаning qаndаy 
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shаrtlаr bаjаrilgаndа rаdikаllаrdа yechilishgа egа ekаnligi hаqidаgi mаsаlа 

o‘tgаn аsrning o‘ttizinchi yillаridа buyuk mаtemаtik Gаluа tomonidаn to‘liq 

tekshirildi. 5n =  dаn boshlаb, hаr qаndаy n  uchun rаdikаllаrdа 
yechilmаydigаn, hаtto butun koeffitsiyentli n - dаrаjаli tenglаmаlаrni 

ko‘rsаtish mumkin.  

 Bungа misol qilib ushbu quyidаgi tenglаmаni misol keltirish mumkin. 

Mаsаlаn: 5 4 2 0x x- - = .  
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2-§. АLGEBRАIK TENGLАMАLАR CHEGАRАLАRI 

 Yuqoridа biz ko‘rib o‘tgаnimizdek yuqori dаrаjаli аlgebrаik 
tenglаmаlаrni rаdikаllаrdа yechib bo‘lmаsа hаm bundаy tenglаmаlаrning 
uning ildizlаri chegаrаlаri hаqidа fikr yuritishimiz mumkin.  

 Bizgа mа’lumki, koeffitsiyentlаri sonlаrdаn iborаt bo‘lgаn ko‘phаd 
ildizlаrining аniq qiymаtlаrini topish metodlаri mаvjud bo‘lmаsа hаm 

shungа qаrаmаsdаn mexаnikа, fizikа vа texnikаning turli tаrmoqlаridа 
uchrаydigаn hilmа – xil muаmmolаrni hаl qilish ko‘phаdlаrning ildizlаri 

hаqidаgi mаsаlаgа keltirilаdi. Shu bilаn birgа bu ko‘phаdlаrning dаrаjаlаri 

bа’zаn аnchа kаttа bo‘lаdi. Bu hol koeffitsiyentlаri sonlаrdаn iborаt bo‘lgаn 
ko‘phаdlаrning ildizlаri to‘g‘risidа, bu ildizlаrning аniq qiymаtlаrini bilmаy 

turib u yoki bu mulohаzаlаrni bаyon qilish mаqsаdidа olib borilgаn judа 

ko‘p tekshirishlаr uchun sаbаb bo‘ldi.  Mаsаlаn, ildizlаrning kompleks 

tekislikdа joylаshishi hаqidаgi mаsаlа o‘rgаnildi (qаndаy shаrtlаr 

bаjаrilgаndа, bаrchа ildizlаr birlik doirа ichidа yotаdi, ya’ni qаchon 
ulаrning modullаri birdаn kichik yoki qаchon bаrchа ildizlаr chаp yarim 

tekislikdа yotаdi, ya’ni hаqiqiy qismlаri mаnfiy sonlаrdаn iborаt bo‘lаdi vа 

h.k). Hаqiqiy koeffitsiyentli ko‘phаdlаr uchun ulаrning hаqiqiy ildizlаrining 

sonini аniqlаsh metodlаri ishlаb chiqildi, bu ildiz joylаshgаn orаliqlаrning 
chegаrаlаri izlаb topildi.  

Nihoyat, judа ko‘p tekshirishlаr ildizlаrni tаqribiy hisoblаsh 
metodlаrigа bаg‘ishlаnаdi; texnik tаtbiqlаrgа bаg‘ishlаndi; texnik 

tаdbiqlаrdа odаtdа ildizlаrning аvvаldаn berilgаn аniqlikdа tаqribiy 

qiymаtini bilishginа yetаrli bo‘lаdi, hаtto ko‘phаd ildizlаrini, mаsаlаn, 
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rаdikаllаrdа ifodа etilgаn tаqdirdа hаm, bu rаdikаllаr bаribir ulаrning 

tаqribiy qiymаtlаri bilаn аlmаshtirilаdi.  

Biz bu bitiruv mаlаkаviy ishdа bu sohаgа kiruvchi nаtijаlаrning judа 
kichik bir qisminiginа qаrаymiz, shu bilаn birgа tаtbiqlаrning eng zаrur 

ehtiyojlаrini hisobgа olib, bа’zаn bu chegаrаdаn bir oz chetgа chiqib bo‘lsа 

hаm, hаqiqiy koeffitsiyentli ko‘phаdlаr vа ulаrning hаqiqiy ildizlаrini 

tekshirish bilаnginа chegаrаlаnаmiz. Shu bilаn birgа hаqiqiy koeffitsiyentli 
( )f x  ko‘phаdni biz hаqiqiy qiymаtlаriniginа qаbul qiluvchi, hаqiqiy 

o‘zgаruvchining (uzluksiz) funksiyasi deb sistemаtik аnаlizning nаtijаlаri 

vа metodlаrini qo‘llаymiz.  

Bizgа hаqiqiy koeffitsiyentli ( )f x  ko‘phаdning ildizlаrini tekshirishni 

bu ko‘phаdning grаfigini ko‘rishdаn boshlаsh foydаli: ko‘p hаdning hаqiqiy 

ildizlаri bu ko‘phаd grаfigining x  o‘qi bilаn kesishish nuqtаlаrining 

аbsissаlаridаn vа fаqаt shulаrdаginа iborаt ekаnligi rаvshаn. Mаsаlаn 
quyidаgi, beshinchi dаrаjаli  

( ) 5 4 3 22 5 8 7 3k x x x x x x= + - + - -  

ko‘phаdni qаrаylik. Bu ko‘phаdning ildizlаri to‘g‘risidа quyidаgilаrni аytish 

mumkin: uning dаrаjаsi toq sondаn iborаt bo‘lgаni uchun ( )k x  kаmidа 

bittа hаqiqiy ildizgа egа, аgаr uning hаqiqiy ildizlаri soni birdаn kаttа 
bo‘lsа, kompleks ildizlаr o‘zаro qo‘shmа bo‘lgаni sаbаbli hаqiqiy ildizlаr soni 

yoki uchgа yoki beshgа teng bo‘lаdi. ( )k x  ko‘phаdning grаfigini tekshirish 

uchun uning ildizlаri to‘g‘risidа ko‘proq fikrni аytishgа imkon berаdi.  

 Hosil qilgаn bu grаfigimizni x  ning fаqаt butun qiymаtlаriginа olib vа 
ulаrgа mos kelgаn ( )h x  ning qiymаtlаrini, mаsаlаn, Gorner sxemаsi orqаli 

hisoblаb chizаylik.  
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Bu grаfikdа biz ( )h x  ko‘phаd uchtа hаqiqiy ildizgа – musbаt 1a  

ildizgа vа 2 tа mаnfiy 2a  vа 3a  ildizlаrgа egа ekаnligini ko‘rаmiz. Shu bilаn 

birgа  

2

3

1 2, 1 0

4 3

a a

a

< < - < <

- < < -
 

ko‘rinib turibdiki (hаqiqiy) ildizlаri hаqidа uning grаfigini qаrаshdаn 
chiqаdigаn mа’lumotlаr аmаliy jihаtdаn аnchа qoniqаrli bo‘lаdi. Аmmo 

bizgа hаr gаl bаrchа ildizlаr hаqiqаtаn hаm topildimikin degаn shubhа 
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qolаdi. Mаsаlаn, yuqoridа ko‘rilgаn misoldа biz 2x =  nuqtаdаn o‘ngdа vа 

4x = -  nuqtаdаn chаpdа ko‘phаdning ildizlаri yo‘q ekаnligini 

ko‘rsаtgаnimiz yo‘q.  

 Buning ustidа biz x  ning fаqаt butun qiymаtlаriginа olgаnimiz uchun 
biz chizgаn grаfik ( )h x  funksiyaning hаqiqiy holatini tаsvirlаb bermаydi, 

uning аnchа kichikroq tebrаnishlаrini hisobgа olgаnimiz sаbаbli, bаlki bа’zi 

ildizlаr bizning nаzаrimizdаn chetdа qolgаn bo‘lishi mumkin deb fаrаz 

qilishimiz mumkin.  

 Аlbаttа, biz grаfikni chizаyotgаnimizdа x  ning fаqаt butun 
qiymаtlаriginа olmаy, bаlki 0,1 yoki 0,01 аniqlikdаgi qiymаtlаrini hаm 

olishimiz mumkin edi. Аmmo bu bilаn ( )h x  ning qiymаtlаrini hisoblаsh 

judа hаm murаkkаblаshib ketishigа qаrаmаy, yuqoridа qаyd qilingаn 

shubhаlаrimizgа bаrhаm berilmаy qolаverаr edi. Ikkinchi tomondаn 
mаtemаtik аnаlizdаgi metodlаr yordаmidа ( )k x  funksiyaning 

mаksimumini vа mimnimumini tekshirib, shu yo‘l bilаn grаfigimizni 

funksiyaning hаqiqiy holаti bilаn solishtirish mumkin, biroq bu o‘z 

nаvbаtidа ( )h xў  hosilаning ildizlаrini hisoblаsh mаsаlаsigа, ya’ni biz 

shug‘ullаnаyotgаn mаsаlаgа o‘xshаsh mаsаlаgа olib kelаdi.  

 Bundаn hаqiqiy koeffitsiyentli ko‘phаdning hаqiqiy ildizlаri 
joylаshgаn orаliqning chegаrаlаrini izlаsh uchun vа bu ildizlаrining sonini 

аniqlаb berish uchun xizmаt qilаdigаn аnchа mukаmmаl metodlаrgа 
ehtiyoj tug’ilаdi.  

 Endi biz istаlgаn ko‘phаd musbаt ildizlаrining yuqori 
chegаrаlаriniginа topish mаsаlаsigа to‘xtаlib o‘tаmiz. n - dаrаjаli ( )f x  

ko‘phаd berilgаn bo‘lib, bundа 0N  uning musbаt ildizlаrining yuqori 

chegаrаsi desаk. Biz ushbu  
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( )

( ) ( )

( )

1

2

3

1

,

1

n

n

x x f
x

x f x

x x f
x

j

j

j

ж цчз= чз чи ш
= -

ж цчз= - чз чи ш

 

ko‘phаdlаrni ko‘rаmiz vа bulаrning musbаt ildizlаrining chegаrаlаrini 

topаmiz; ulаr mos rаvishdа 1 2N N  sonlаrdаn iborаt bo‘lish. U holdа 
1

1
N

 son 

( )f x  ko‘phаd musbаt ildizlаrining quyi chegаrаsidаn iborаt bo‘lаdi; аgаr a  

son ( )f x  ning musbаt ildizi bo‘lsа, 
1
a

 son ( )1 xj  ning musbаt ildizi bo‘lаdi 

vа 1
1 N
a

<  tengsizlikdаn 
1

1
N

a >  kelib chiqаdi.  

 Shuning singаri 2N-  vа 
3

1
N

-  sonlаr ( )f x  ko‘phаd mаnfiy 

ildizlаrining mos rаvishdа quyi vа yuqori chegаrаlаridаn iborаt bo‘lаdi. 

Shundаy qilib, ( )f x  ko‘phаd bаrchа musbаt ildizlаri 0
1

1 x N
N

< <  

tengsizliklаrni, bаrchа mаnfiy ildizlаri 2
3

1N x
N

- < < -  tengsizliklаrni 

qаnoаtlаntirаdi. Endi musbаt ildizlаrining yuqori chegаrаlаrini topish 

uchun quyidаgi metodni ishlаtish mumkin. Koeffitsiyentlаri hаqiqiy 
sonlаrdаn iborаt bo‘lgаn, 

( ) 1
0 1 ...n n

nf x a x a x a-= + + +  

ko’phad berilgan va 0 0a >  bo’lsin. ( )1ka k і  manfiy koeffsiyentlar ichida 

birinchisi bo‘lishi аgаr bundаy koeffitsiyentlаr bo‘lmаgаndа edi, u holdа 
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( )f x  ko‘phаd umumаn musbаt ildizlаrgа egа bo‘lmаgаn bo‘lаr edi. Nihoyat 

mаnfiy koeffisiyentlarning absolyut qiymatlari bo‘yichа eng kаttаsi B  
bo‘lsin. U holdа  

0
1 k

b
a

+  

son ( )f x  ko‘phаd musbаt ildizlаrining yuqori chegаrаsi vаzifаsini o‘tаydi.  

 Hаqiqаtаn hаm, 1x >  deb fаrаz qilib, 1 2 1, ,..., ka a a -  

koeffitsiyentlаrning hаr birini nol soni bilаn аlmаshtirib, 1, ,...,k k na a a+  

lаrning hаr birini esа B  son bilаn аlmаshtirsаk, ko‘phаdning qiymаtini 

fаqаtginа kаmаytirishimiz mumkin, ya’ni  

( ) ( )1
0

1

0

... 1

1,
1

n n k n k

n k
n

f x a x B x x x

xa x B
x

- - -

- +

і - + + + + =

-= -
-

 

ya’ni 1x >  tengsizlikkа аsosаn  

( ) ( )
1 1

1
0 0 1

1 1

n k n k
n kBx xf x a x a x x B

x x

- + - +
-й щ< - = - -к ъл ы- -

    (2.2.1) 

 Аgаr  

0
1 k

Bx
a

> +                                         (2.2.2) 

bo‘lsа, u holdа  

( ) ( )1
0 01 1 kka x x B a x B- - - і - -  
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bo‘lgаni uchun (2.2.1) formulаgа kvаdrаt qаvs ichidаgi ifodа musbаt bo‘lаdi, 

ya’ni (2.2.1) gа аsosаn ( )f x  ning qiymаti qаt’iy musbаt bo‘lаdi. Shundаy 

qilib, x  ning (2.2.2) tengsizlikni qаnoаtlаntiruvchi qiymаtlаri ( )f x  

ko‘phаdning ildizlаri vаzifаsini bаjаrа olmаydi. Demаk, biz xuddi shuni 

isbotlаdik. Bundаn ko‘rinаdiki, bu metod yuqoridа ko‘rilgаn ( )k x  ko‘phаd 

musbаt ildizlаrining yuqori chegаrаsi sifаtidа 2k =  vа 7B =  bo‘lgаni 

sаbаbli 1 7+  sonini olish mumkinligini ko‘rsаtаdi. Bu chegаrаni ungа eng 

yaqin turuvchi hаmdа kаttа bo‘lgаn butun son bilаn аlmаshtirish mumkin.  

 Endi biz yuqori chegаrаni izlаshning boshqа ko‘pginа metodlаridаn 
biri Nyuton metodi bilаn tаnishib chiqаmiz. Bu metod yuqoridа bаyon 

qilingаn metodgа nisbаtаn odаtdа yaxshi nаtijаdа berаdi.  

 Bizgа yuqori koeffitsiyentli 0a  musbаt sondаn iborаt bo‘lgаn hаqiqiy 

koeffitsiyentli ( )f x  ko‘phаd berilgаn bo‘lsin. Аgаr ( )f x  ko‘phаd vа uning 

bаrchа ketmа – ket ( ) ( ) ( ), ,..., nf x f x f xў ўў  hosilаlаri x C=  dа musbаt 

qiymаtlаrini qаbul qilsа, u holdа c  son musbаt ildizlаrning yuqori chegаrаsi 

vаzifаsini bаjаrаdi.  

 Hаqiqаtаn hаm, Teylor formulаsigа binoаn:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( )2 ...

2! !

n
nf c f cf x f c x c f c x c x c

n
ўўў= + - + - + + -  

 Аgаr x cі  bo‘lsа, u holdа o‘ngdа qаt’iy musbаt son turаdi, ya’ni x  

ning bundаy qiymаtlаri ( )f x  ning ildizlаri vаzifаsini bаjаrа olmаydi.  

 Berilgаn ( )f x  ko‘phаd uchun ungа mos keluvchi c  sonni izlаshdа 

quyidаgichа ish tutish foydаlаdir.  
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 ( )( ) 0!nf x n a=  hosilа musbаt son bo‘lgаni uchun ( )( )1nf x-  ko‘phаd x  

ning o‘suvchi funksiyasidаn iborаt. Demаk, shundаy 1c  son topilаdiki 

1x cі  bo‘lgаndа ( )( )1nf x-  hosila musbat bo’ladi. Bundan esa ( )( )2nf x-  

hosilа x  ning o‘suvchi funksiyaidаn iborаt ekаnligi kelib chiqаdi. Shungа 

ko‘rа shundаy ( )2 2 1c c cі  son mаvjudki, 2x cі  bo‘lgаndаn ( )( )2nf x-  hosilа 

hаm o‘z nаvbаtidа musbаt bo‘lаdi. Bu prosessni dаvom ettirib, nihoyat 

izlаnаyotgаn c  songа yetib kelаmiz.  

 Nyuton metodini yuqoridа ko‘rilgаn ( )h x  ko‘phаdgа qo‘llаb, topаmiz:  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

5 4 3 2

4 3 2

3 2

2

2 5 8 7 3,

5 8 15 16 7,

20 24 30 16,

60 48 30,

120 48,

120,

IV

V

h x x x x x x

h x x x x x

h x x x x

h x x x

h x x

h x

= + - + - -

ў = + - + -

ўў = + - +

ўўў = + -

= +

=

 

 2x =  bo‘lgаndа bu ko‘phаdlаrning hаmmаsi hаm musbаt ekаnligini 

(judа bo‘lmаsа Gorner metodi bilаn) osonginа tekshirish mumkin. Shundаy 

qilib, 2 soni ( )h x  ko‘phаd musbаt ildizlаrining yuqori chegаrаsi vаzifаsini 

bаjаrаr ekаn. Bu nаtijа yuqoridа boshqа metodlаr yordаmidа olingаn 
nаtijаlаrgа nisbаtаn аnchа аniqdir.  

 ( )h x  ko‘phаd mаnfiy ildizlаrining quyi chegаrаsini topish uchun 
( ) ( )2 x k xj = - -  ko‘phаdni tekshirаmiz.  
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( )

( )

( )

( )

( )

( )

5 4 3 2
2

4 3 2
2

3 2
2

2
2

2

2

2 5 8 7 3,

5 8 15 16 7,

20 24 30 16,

60 48 30,

120 48,

120

IV

V

x x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x

x x

x

j

j

j

j

j

j

= - - - - +

ў = - - - -

ўў = - - -

ўўў = - -

= -

=

 

bo‘lgаni sаbаbli hаmdа bu ko‘phаdlаrning bаrchаsi 4x =  dа musbаt 

ekаnligidаn (buni osonlikchа tekshirish mumkin) 4 soni ( )h x ko‘phаd 

musbаt ildizlаrining yuqori chegаrаsi vаzifаsini bаjаrаdi vа shungа ko‘rа – 
4 soni ( )h x mаnfiy ildizlаrining quyi chegаrаsi bo‘lаdi.  

 Nihoyat 

( )

( )

5 5 4 3 2
1

5 5 4 3 2
3

1 3 7 8 5 2 1

1 3 7 8 5 2 1

x x k x x x x x
x

x x k x x x x x
x

j

j

ж цчз= - = + - + - -чз чи ш
ж цчз= - - = - - - + +чз чи ш

 

ko‘phаdlаrni tekshirib, yanа Nyuton metodini qo‘llаb, ulаr uchun musbаt 

ildizlаrining yuqori chegаrаsi sifаtidа mos rаvishdа 1 vа 4 sonlаrni 
olishimiz mumkin, shungа ko‘rа ( )h x ko‘phаd musbаt ildizlаrining quyi 

chegаrаsi vаzifаsini 
1 1
1

= soni, mаnfiy ildizlаrining yuqori chegаrаsi 

vаzifаsini esа 
1
4

-  soni o‘ynаydi.  
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 Shundаy qilib, ( )h x  ko‘phаdning musbаt ildizlаri 1 vа 2 sonlаri 

orаsidа joylаshgаn bo‘lib, mаnfiy ildizlаri esа – 4 vа 
1
4

-  sonlаri oаrsidа 

joylаshgаn.  

 Bu nаtijа yuqoridаgi grаfikni tekshirishdаn kelib chiqаdigаn nаtijа 

bilаn judа mos kelаdi.  

 Endi quyidа biz hаqiqiy koeffifsiyentli  ( )h x  ko‘phаdning hаqiqiy ildizi 

sonini topish mаsаlаsini qаrаymiz. Bundа biz hаqiqiy ildizlаrning umumiy 

soni bilаn birgа аlohidа musbаt ildizlаrning soni vа аlohidа mаnfiy 

ildizlаrning soni bilаn hаm umumаn аvvаldаn berilgаn a  vа b chegаrаlаr 
orаsidаgi ildizlаrning soni bilаn qiziqаmiz. Bilаmizki ildizlаr sonini аniq 

topishning bir nechtа metodlаri mаvjud, аmmo ulаrning hаmmаsi hаm judа 

uzundаn – uzoq; ulаr ichidа bir munchа qulаy bo‘lgаni Shturm metodir. 

Quyidа ana shu metodni bаyon qilishgа o‘tаmiz.  

Eng аvvаllo, keyingi tushunchаlаrdа ishlаtilаdigаn bittа tа’rif 
kiritаmiz: noldаn fаrqi hаqiqiy sonlаrning birortа tаrtiblаngаn chekli 

sistemаsi, mаsаlаn,  

1,3, 2,1, 4, 8, 3, 4,1- - - -                               (2.2.3) 

berilgаn bo‘lsin. Bu sonlаrning ishorаlаrini ketmа – ket yozib chiqаylik.  

, , , , , , , ,+ + - + - - - + +                                 (2.2.4) 

 Biz (2.2.4) ishorаlаr sistemаsidа qаrаmа – qаrshi ishorаlаr to‘rt mаrtа 

yonmа – yon turgаnini ko‘rаmiz. Shu sаbаbli (2.2.3) tаrtiblаngаn sistemаdа 
to‘rt mаrtа ishorа o‘zgаrishi mаvjud deyilаdi. Noldаn fаrqli hаqiqiy 

sonlаrning ixtiyoriy tаrtiblаngаn chekli sistemаsi uchun ishorа o‘zgаrishlаr 
sonini topish mumkinligi tаbiiydir.  
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 Endi hаqiqiy koeffitsiyentli ( )f x ko‘phаdni tekshirаylik. Bundа  

( )f x ko‘phаd kаrrаli ildizgа egа emаs deb fаrаz qilаmiz, chunki аks holdа 

biz uni o‘zi bilаn hosilаsining eng kаttа umumiy bo‘luvchisigа bo‘lib 

yuborishimiz mumkin edi. Аgаr quyidаgi shаrtlаr bаjаrilsа, noldаn fаrqli 

ko‘phаdlаrning tаrtiblаngаn chekli  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, , , ..., sf x f x f x f x f x=                       (2.2.5) 

sistemаsi ( )f x ko‘phаdning Shturm sistemаsi deyilаdi.  

 1. (2.2.5) sistemаsining qo‘shni ko‘phаdlаri umumiy ildizgа egа emаs; 

 2. oxirgi ( )sf x  ko‘phаd hаqiqiy ildizlаrgа egа emаs;  

 3.Аgаr a  son (2.2.5) sistemаsining orаliq ko‘phаdlаridаn biri bo‘lgаn 
( )kf x ko‘phаdning hаqiqiy ildizi bo‘lsа ( )1 1k sЈ Ј - , u holdа ( )1kf a-  vа 

( )1kf a+  qаrаmа – qаrshi ishorаlаrgа egа bo‘lаdi.  

 4. Аgаr a  son ( )f x ko‘phаdning hаqiqiy ildizi bo‘lsа u holdа x  o‘sа 

borib a  nuqtаdаn o‘tsаdа ( ) ( )1f x f x  ko‘pаytmа o‘z ishorаsini mаnfiydаn 

musbаtgа o‘zgаrtirаdi.  

 Hаr qаndаy ko‘phаd hаm Shturm sistemаsigа egа bo‘lаdimi degаn 

sаvol keyinroq ko‘rilаdi: hozir esа ( )f x bundаy sistemаgа egа deb fаrаz qilib, 

bu sistemа yordаmidа qаndаy qilib hаqiqiy ildizlаrning sonini topish 

mumkinligini qаrаylik.  

 Аgаr c  hаqiqiy son berilgаn ( )f x ko‘phаdning hаqiqiy ildizdаn iborаt 

bo‘lmаsа vа  (2.2.5) bu ko‘phаd uchun Shturm sistemаsidаn iborаt bo‘lsа, u 
holdа hаqiqiy sonlаrning  
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( ) ( ) ( )1 2, , ..., sf c f c f c  

sistemаsini olаmiz, undаn bаrchа holdа teng bo‘lgаnligini o‘chirаmiz vа 
( )W c  orqаli qolgаn sistemаning ishorа o‘zgаrishlаr sonini belgilаymiz; 
( )W c  ni ( )f x ko‘phаdning (2.2.5) Shturm sistemаsidа x c=  bo‘lgаndа 

ishorа o‘zgаrishlаr soni deyilаdi.  

 Ushbu teoremа o‘rinli:  

 Shturm teoremаsi. Аgаr a  vа b ( )a b<  hаqiqiy sonlаr kаrrаli 

ildizlаrgа egа bo‘lmаgаn ( )f x ko‘phаdning ildizlаri bo‘lmаsа, u holdа 

( ) ( )W a W bі  va ( ) ( )W a W b-  аyirmа ( )f x ko‘phаdning a  vа b orаsidа 

joylаshgаn hаqiqiy ildizlаri sonigа teng bo‘lаdi. 

 Shundаy qilib, ( )f x ko‘phаdning a  vа b orаsidа joylаshgаn hаqiqiy 

ildizlаri sonini topish uchun ( ( )f x shаrtgа ko‘rа kаrrаli ildizlаrigа egа 

emаsligini eslаtаylik) bu ko‘phаdning Shturm sistemаsidаgi ishorа 

o‘zgаrishlаr soni  a  vа b gа o‘tishdа nechtаgа kаmаyishini аniqlаshimiz 

kifoya ekаn.  

 Teoremаni isbotlаsh uchun x  o‘sishishi bilаn ( )W x  son qаndаy 

o‘zgаrishini tekshirib ko‘rаylik. x  o‘sа borib o‘z yo‘lidа sistemаsining birortа 
kаm ko‘phаdning ildizlаrini uchrаtmаsа, bu sistemа ko‘phаdlаrining 

ishorаsi o‘zgаrmаydi, shungа ko‘rа ( )W x  hаm o‘zgаrmаy qolаdi. Shu 

sаbаbli, shuningdek Shturm sistemаsi tа’rifidаgi (2.2.4) shаrtgа аsosаn 
fаqаtginа quyidаgi ikkitа holni ko‘rsаk kifoya: x  ning birortа orаliq 

( ) ( ), 1 1kf x k sЈ Ј -  ko‘phаdning ildizlаridаn o‘tishi vа x  ning 

( )f x ko‘phаdning o‘zning ildizlаridаn a  son ( ) ( ), 1 1kf x k sЈ Ј -  

ko‘phаdning ildizi bo‘lsin. U holdа (2.2.3) shаrtgа ko‘rа ( )1kf a-  vа ( )1kf a+  
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lаr noldаn fаrqli. Demаk, judа kichik bo‘lsа hаm shundаy emusbаt son 

topish mumkinki, ( ),a e a e- +   orаliqdа ( )1kf a-  vа ( )1kf a+  

ko‘phаdlаrning ildizlаri mаvjud emаs vа shuning uchun ulаrning hаr qаysisi 
ishorа sаqlаydi, buning ustigа (2.2.5) gа аsosаn bu ishorаlаr qаrаmа – 

qаrshidir. Bundаy, ushbu  

 ( ) ( ) ( )1 1, ,k k kf f fa e a e a e- +- - -                     (2.2.6) 

vа  

( ) ( ) ( )1 1, ,k k kf f fa e a e a e- ++ + +                     (2.2.7) 

sonlаrning sistemаlаrining hаr biri ( )kf a e-  vа ( )kf a e+  sonlаr qаndаy 

ishorаgа egа bo‘lishidаn qаt’iy nаzаr, fаqаt bittаsiginа ishorа o‘zgаrishigа 

egа bo‘lishi kelib chiqаdi. Mаsаlаn  ( )1kf x-  biz ko‘rаyotgаn orаliqdа mаnfiy 

bo‘lib, ( )1kf x+  esа musbаt bo‘lsа vа аgаr ( ) ( )0, 0,k kf fa e a e- > + <  

bo‘lsа, u holdа (2.2.6) vа (2.2.7) sistemаlаrgа ushbu  

, , , , , ,- + + - - +  

ishorаlаr sistemаsi mos kelаdi. Shundаy qilib, x  Shturm sistemаsidаgi 
birortа orаliq ko‘phаdning ildizidаn o‘tgаndа bu sistemаning ishorа 

o‘zgаrtirish fаqаt joyini o‘zgаrtirish (surilishi) mumkin bo‘lib, yangidаn 

pаydo bo‘lmаydi vа yuqolib hаm ketmаydi, shuning uchun hаm ( )W x  son 

bundаy o‘tishdа o‘zgаrmаydi.  

 Ikkinchi tomondаn a  berilgаn ( )f x ko‘phаdning o‘zining ildizi bo‘lsin. 

(2.2.5) shаrtgа a  gа ko‘rа son ( )1f x uchun ildiz bo‘lmаydi. Shu sаbаbli, 

shundаy musbаt e son topilаdiki, ( ),a e a e- +  orаliq ( )1f x  ko‘phаdning 
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ildizlаrini o‘z ichidа olmаydi vа shuning uchun hаm ( )1f x  bu orаliqdа 

ishorа sаqlаydi. Аgаr bu ishorа musbаt bo‘lsа, u holdа x  (2.2.6) shаrtgа 

ko‘rа a  orqаli o‘tgаndа ( )f x ko‘phаdning o‘zi ishorаsini mаnfiydаn 

musbаtgа o‘zgаrtirаdi, ya’ni  

( ) ( )0, 0.f fa e a e- < + >  

Demаk,  

( ) ( ) ( ) ( )1 1, , ,f f va f fa e a e a e a e- - + +                   (2.2.8) 

sonlаr sistemаsigа  

, ,va- + + +  

ishorаlаr sistemаsi mos kelаdi, boshqаchа qilib аytgаndа Shturm 

sistemаsidа bittа ishorа o‘zgаrishi yuqolаdi. Аgаr ( )1f x  ning ( ),a e a e- +  

orаliqdаgi ishorаsi mаnfiy bo‘lsа, yanа (2.2.6) shаrtgа ko‘rа x a  dаn 

o‘tgаndа ( )f x ko‘phаd o‘z ishorаsini musbаtdаn mаnfiygа o‘zgаrtirаdi, ya’ni 

( ) ( )0, 0;f fa e a e- > + <  (2.2.8) sonlаr sistemаsigа endi  

, ,va- + - -  

ishorаlаr sistemаsi mos kelаdi, ya’ni Shturm sistemаsidа yanа bittа ishorа 
o‘zgаrishi yuqolаdi.  

 Shundаy qilib, ( )W x  son (x  o‘sib borib) ( )f x ko‘phаd ildizlаridаn 

o‘tkаndаginа o‘zgаrаdi, shu bilаn birgа bu holdа u roppа – rosа bittаgа 

kаmаyadi.  
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 Bu bilаn rаvshаnki, Shturm teoremаsi isbotlаndi. Bu teormаni 
( )f x ko‘phаd hаqiqiy ildizlаridаn umumiy soni topishgа ishlаtish uchun a  

sifаtidа mаnfiy ildizlаrning quyi chegаrаsini bsifаtidа esа musbаt 

ildizlаrning chegаrаsini olish kifoya. Аmmo quyidаgichа ish tutish qulаydir, 

ya’ni shundаy N  son mаvjudki, (bu son judа kаttа bo‘lishi hаm mumkin). 

x N> bo‘lgаndа Shturm sistemаsidаgi bаrchа ko‘phаdlаrning ishorаlаri 

ulаrning yuqori hаdlаri ishorаsi bilаn bir xildа bo‘lаdi. Boshqаchа qilib, 

аytgаndа x  nomа’lumning shundаy kаttа musbаt qiymаti mаvjudki  

Shturm sistemаsidаgi bаrchа ko‘phаdlаrning ungа mos keluvchi 

qiymаtlаrining ishorаli ulаrning yuqori koeffitsiyentli oldidаgi ishorаsigа 

to‘g‘ri kelаdi: x  ning hisoblаsh uchun hojаti bo‘lmаgаn bu qiymаtini shаrtli 

rаvishdа Ґ  simvoli bilаn belgilаnаdi. Ikkinchi tomondаn, x  ning аbsolyut 
qiymаti jihаtidаn yetаrlichа kаttа bo‘lgаn shundаy mаnfiy qiymаti 

mаvjudki, Shturm sistemаsidаgi ko‘phаdlаrning ungа mos keluvchi 

qiymаtlаrining ishorаlаri juft dаrаjаli ko‘phаdlаr uchun ulаrning yuqori 

koeffitsiyentlаri oldidаgi ishorаsi bilаn ustmа – ust tushаdi vа toq dаrаjаli 

ko‘phаdlаr uchun esа ulаrning yuqori koeffitsiyentli oldidаgi ishorаsigа 

qаrаmа – qаrshi ishorаgа egа bo‘lаdi; x  ning bu qiymаtini - Ґ  orqаli 

belgilаymiz. ( ),- Ґ Ґ orаliqdа Shturm sistemаsidаgi bаrchа ko‘phаdlаrning 

vа xususаn ( )f x ko‘phаdning bаrchа ildizlаri yotishi rаvshаn. Bu orаliqqа 

Shturm teoremаsini qo‘llаb, biz bu ildizlаrning sonini аniqlаymiz. Shturm 

teoremаsining ( ),0- Ґ  vа ( )0,- Ґ  orаliqlаrdа tаdbiqi mos rаvishdа 

( )f x ko‘phаdning mаnfiy ildizlаri sonini vа mаnfiy ildizlаri sonini berаdi.  

 Endi kаrrаli ildizlаrgа egа bo‘lmаgаn, hаqiqiy koeffitsiyentli hаr 

qаndаy ( )f x ko‘phаd  Shturm sistemаsigа egа bo‘lishini ko‘rsаtishimiz qoldi 

xolos. Bundаy sistemаni tuzishdа foydаlаnilаdigаn turli metodlаr ichidаn 

eng ko‘p ishlаtilаdigаn quyidаgi metodni bаyon qilаmiz. ( ) ( )1f x f xў= deb 
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olаylik, bu Shturm sistemаsi tа’rifidаgi (2.2.6) shаrtlаrning bаjаrilishini 

tа’minlаydi. Hаqiqаtаn hаm аgаr a  son - ( )f x ko‘phаdning ildizi bo‘lsа, u 

holdа ( ) 0f aў №  bo‘lаdi. Аgаr ( ) 0f aў >  bo‘lsа, u holdа  a  nuqtа аtrofidа 

( ) 0f aў >  bo‘lаdi, vа shu sаbаbli x  ning qiymаti a  dаn o‘tgаndа ( )f x o‘z 

ishorаsini mаnfiydаn musbаtgа o‘zgаrtirаdi, xuddi shu hol ( ) ( )1f x f xЧ  

ko‘pаytmа uchun hаm o‘rinli bo‘lаdi. Xuddi shu kаbi mulohаzаlаr ( ) 0f aў <  

bo‘lgаndа hаm o‘rinli bo‘lаdi. Shundаn so‘ng ( )f x ni  ( )1f x gа bo‘lаmiz vа bu 

bo‘lishdаn qolgаn qoldiqni teskаri ishorа bilаn olib, uni ( )2f x  deb qаbul 

qilаmiz:  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2f x f x q x f x= -  

 Umumаn аgаr ( )1kf x-  vа ( )kf x  ko‘phаdlаr topilgаn bo‘lsа, u holdа 

( )1kf x+ ko‘phаd ( )1kf x-  ni ( )kf x  gа bo‘lingаndа qolgаn qoldiqning teskаri 

ishorа bilаn olingаnigа teng bo‘lаdi:  

( ) ( ) ( ) ( )1 1k k k kf x f x q x f x- += -                          (2.2.9) 

 Bu yerdа bаyon etilgаn metodning ( )f x  vа ( )f xў  ko‘phаdlаrgа tаdbiq 

etilgаn Yevklid аlgoritmidаn fаrqi fаqаt shundаn iborаtki, hаr gаl qoldiqlаr 

ishorа teskаrisigа аlmаshtirilаdi vа keyingi bo’lish аmаli teskаri ishorаli 
xuddi shu qoldiq bilаn bаjаrilаdi. Eng kаttа umumiy bo‘luvchini topishdа 

ishorаlаrning bundаy аlmаshinishi аhаmiyatgа egа bo‘lmаgаni uchun 

bizning prossesimiz ( )f x  vа ( )f xў  ko‘phаdlаrning eng kаttа umumiy 

bo‘luvchisi bo‘lgаn birortа ( )sf x  dа to‘xtаydi, shu bilаn birgа ( )f x  dа 

kаrrаli ildizlаrning mаvjud bo‘lmаgаnligidаn, ya’ni ( )f xў  bilаn o‘zаro tub 

ekаnligidаn ( )sf x  ning аslidа noldаn fаrqli birortа hаqiqiy sondаn iborаt 

ekаnligi kelib chiqаdi.  
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 Bundаn biz tuzgаn  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, , ,..., sf x f x f x f x f x f xў= =  

ko‘phаdlаr sistemаsi Shturm sistemаsining tа’rifidаgi (2.2.4) shаrni hаm 
qаnoаtlаntirishi kelib chiqаdi. (2.2.5) shаrtning bаjаrilishini isbotlаsh uchun 

qo‘shni  ( )kf x  vа ( )1kf x+  ko‘phаdlаr umumiy a  ildizgа egа deylik.  U holdа 

a (2.2.9) gа аsosаn ( )1kf x- ko‘phаd uchun hаm ildiz bo‘lаdi.  

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1k k k kf x f x q x f x- - -= -  

tenglikkа o‘tib, a  son ( )2kf a-  uchun hаm ildiz ekаnligini hosil qilаmiz. 

Xuddi shu kаbi dаvom etib, a  son ( )f x  vа ( )f xў  lаr uchun hаm umumiy 

ildiz ekаnligini hosil qilаmiz, bu esа fаrаzimizgа ziddir. Nihoyat, (2.2.5) 
shаrtning bаjаrilishi bevositа (2.2.9) tenglikdаn kelib chiqаdi: аgаr 

( ) 0kf a =  bo‘lsа, u holdа ( ) ( )1 1k kf fa a- += -  bo‘lаdi.  

 Yuqoridа biz ko‘rgаn Shturm metodini аvvаlgi ko‘rilgаn  

( ) 5 4 3 22 5 8 7 3k x x x x x x= + - + - -  

ko‘phаdgа qo‘llаymiz. Bundа ( )f x kаrrаli ildizlаrgа egа emаsligini oldindаn 

tekshirib o‘tirmаymiz, chunki Shturm sistemаsini yuqoridа bаyon etilgаn 
tuzish metodi bir vаqtning o‘zidа ko‘phаd bilаn uning hosilаsining o‘zаro tub 

ekаnligini tekshirish uchun hаm xizmаt qilаdi.  

 Ko‘rsаtilgаn metodni qo‘llаb, ( )k x  uchun Shturm sistemаsini topаmiz. 

Shu bilаn birgа bo‘lish protsessini biz Yevklid аlgoritmidаn fаrqli rаvishdа, 

fаqаt ixtiyoriy musbаt songаginа ko‘pаytirаmiz vа bo‘lаmiz, chunki Shturm 

metodidа qoldiqlаrning ishorаsi аsosiy rol o‘ynаydi. Biz ushbu  
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( )

( )

( )

( )

( )

( )

5 4 3 2

4 3 2 2
1

3 2
2

2
3

4

5

2 5 8 7 3,

5 8 15 16 7,

66 150 172 61,

464 1135 723,

32599457 8486093,

1

h x x x x x x

h x x x x x

h x x x x

h x x x

h x x

h x

= + - + - -

= + - + -

= - + +

= - + +

= - -

= -

 

sistemаni hosil qilаmiz. Bu sistemаdаgi ko‘phаdlаrning x = - Ґ  vа 
x = Ґ dаgi ishorаlаrini аniqlаymiz. Buning uchun yuqoridа аytilgаngа 
аsosаn fаqаt yuqori koeffitsiyentlаrning ishorаlаri vа bu ko‘phаdlаrning 

dаrаjаlаridаginа e’tibor berish kerаk. Ushbu jаdvаlni hosil qilаmiz:  

 ( )k x  ( )1k x  ( )2k x  ( )3k x  ( )4k x  ( )5k x  Ishorа o‘zgаrishlаr 

soni 

- Ґ  - + - - + - 4 

Ґ  + + + - - - 1 

Shundаy qilib,  x - Ґ  dаn Ґ gа o‘zgаrgаndа Shturm sistemаsi uchtа 

ishorа o‘zgаrishini yuqotаdi. Shungа ko‘rа ko‘phаd roppа – rosа uchtа 

hаqiqiy ildizgа egа. Bundаn ko‘rinаdiki, bu ko‘phаdlаrning grаfigini 
chizаyotib, biz bittа hаm ildizni e’tibordаn chetdа qoldirmаgаn ekаnmiz.  

Shturm metodini bir oz soddаroq bo‘lgаn boshqа ko‘phаd uchun 
qo‘llаymiz. Ushbu ko‘phаd bo‘lgаn bo‘lsin:  

( ) 3 23 1f x x x= + -  
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 Bu ko‘phаdning grаfigini oldindаn chizmаy turib, uning hаqiqiy 
ildizlаrining sonini hаmdа bu ildizlаrning hаr biri joylаshgаn orаliqning 

chegаrаlаrаni topаmiz.  

 Ushbu  

( )

( )

( )

( )

3 2

2
1

2

3

3 1,

3 6 ,

2 1,

1.

f x x x

f x x x

f x x

f x

= + -

= +

= +

=

 

 

sistemа ( )f x ko‘phаd uchun Shtrum sistemаsidаn iborаt bo‘lаdi. Bu 

sistemаdа x = - Ґ  vа x = Ґ bo‘lgаndа ishorа o‘zgаrishlаr sonini topаylik.  

 ( )f x  ( )1f x  ( )2f x  ( )3f x  Ishorа o‘zgаrishlаr soni 

- Ґ  - + - + 3 
Ґ  + + + + 0 

 Demаk, ( )f x ko‘phаd  uchtа hаqiqiy ildizgа egа. Bu ildizlаrning o‘rnini 

(joylаshishini) аniqroq topish uchun oldingi jаdvаlni dаvom ettirаmiz:  

 

 

 

 

Shundаy qilib, ( )f x ko‘phаdning Shturm sistemаsi x  ning – 3 dаn – 2 

gа,  -1 dаn 0 gа vа 0 dаn 1 gа o‘tishdа bittаdаn ishorа o‘zgаrtirish yuqotаdi. 
Shuning uchun hаm bu ko‘phаdning 1 2 3, , ,a a a  ildizlаri ushbu  

 ( )f x  ( )1f x  ( )2f x  ( )3f x  Ishorа o‘zgаrishlаr soni 

3x = -  - + - + 3 
2x = -  + 0 - + 2 
1x = -  + - - + 2 

0x =  - 0 + + 1 
1x =  + + + + 0 
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1 2 33 2, 1 0, 0 1a a a- < < - < < < <  

tengsizliklаrning qаnoаtlаntirаdi.  
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Xulosa 

     Ushbu bitiruv makaviy ishi algebra va sonlar nazariyasi fanining muhim 
rivojlanayotgan tarmoqlaridan biri bo`lgan yuqori darajali algebraic 

tenglamalar sohasiga doir bo`lib ishda asosan quyidagi natijalarga 

erishilgan: 

     1) Algebraik tenglamalar va ularning b`zi bir xossalari o`rganilgan. 

     2) Yuqori darajali ikki hadli tenglamalar qarab chiqilgan. 

     3) Uchinchi va to`rtinchi darajali tenglamalarni yechish metodlari tahlil 
qilingan. 

     4) Beshinchi va undan yuqori darajali algebraik tenglamalar o`rganilgan. 

         Shunday qilib, ushbu bitiruv malakaviy ishi algebra va sonlar 

nazariyasi fanining asosiy tarmoqlaridan biri bo`lgan yuqori darajali 
algebraik tenglamalar va ularning yechimlariga bag`ishlangan bo`lib, bu ish 

qiziquvchi talaba yoshlar yosh matematik o`qituvchilar, magestrlar, 

loyihalash va texnik xodimlarning o`z bilimlarini oshirishda yanada xizmat 

qiladi deb o`ylaymiz.    
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