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Q regulyar sirt =r(u,v) vektor tenglamasi orgali berilgan bo’lsin. P(u,v) nugtada

[u'v]¢0¢l_dr (1)
ifodaga sirtning birinchi kvadratik formasi deyiladi. Ko’ramizki, sirtning birinchi kvadratik
formasir - to’la differentsialiningkvadratiga teng. df = r/du + f,;dv bundan

dF? = F,”du? + 2(F/F)dudv + T, *dv?
r/du? +2(F/, F/)dudv + F*dv? (2)
(2) sirtning har bir nuqta5|da du Ba dv larga nishatan kvadratik formani ifodalaydi. dr'? = ds?,
ds = vdF'? ni e'tiborga olsak,
ds? = r” +2(F/,F/)dudv + F*dv? 3)

(3) ni sirtning chiziqgli elementi deyiladi va uni birinchi kvadratik forma desa bo’ladi. quyidagi
belgilashlarni kiritaylik.

E=r, F=(7.%), G=F’ (4
(9, =779, = (F,F),0,, =F,") belgilash ham mumkin. ¢, = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
Bundan
EG-F*>0 (6)

hagigatan ham, F,°F? —(F,F,)? =[F,F, ] >0. Ko’ramizki ¢, musbat ishorali va F” >0. Q-
sirtga qarashli » chiziq u =u(t), v = v(t) parametrik tenglama orqali berilgan bo’lib, t, <t <t.
y chizigning vektor tenglamasi

F=ru(t),v(t) (7)
ko’rinishga ega. y chizigning M (t,) vaN(t,) nuqtalari orasidagi yoy uzunligini xisoblaylik.

= [dF] =[F"(u@®).vO)dt = Vdr? = o, =\/5(2—‘:j +oF U ﬂm(dvj dt

dt dt dt
Bundan

N(t)

b
st)= [ Joudt=[Eu” +2Fuy +GVdt  (8)

M (to) t
(8) Q sirtga qarashli  sillig chizigning M (t,) Ba N(t,) nugtalari orasidagi yoy uzunligining
hisoblash formulasidir.
Q regulyar sirtda 7 silliq chizigdan tashqari ushbu chiziq bilan kesishuvchiL  sillig
chizig u=u(zr), v=v(r) tenglama orqali [laniglangan bo’lsin. y va L chiziglar P(u,v) e Q
nuqtada kesishsin.

Ta'rif: Q regulyar sirtga qarashli y val silliq chiziglar tashkil etgan burchak deb,
ularning kesishish P nuqgtasiday val chizigqlarga o’tkazilgan urinmalar tashkil etgan eng kichik
burchakka aytiladi. y chiziqqa o’tkazilgan urinma vektor

dr _ du dv
—=F —+T
dt v odt v odt
L chizigga P nuqgtada o’tkazilgan urinma vektor
A R (10
or or or
dr =r/du+rdv , & =r/du+rov
vektorlarni skalyar ko’paytrnasidan

(dror

ﬁr ()

(9)

COS @ =



kelib chigadi.
df % = Edu® + 2Fdudv + Gdv? ()

F 2 =EN® +2Fud +Cov*(B)
(dFoF) = F2dudu + (F/F))(dudv + dvéu) + F 2 dvdv =
= Edudu + F(dudv + dvéu) + Gdvov(y)

formuladan foydalansak, 27-chizma
Edudu + F(dudv + dvou) + Ddvov (12)

VEdu? + 2Fdudv + Gdv? v ESU? + 2F UV + GV
formulaga ega bo’lamiz. Q sirtga garashli koordinat chiziglar kesishib tashkil etgan burchak
formulasini yozaylik.

CoS@ =

u=t u = const
y :{ L :{ (13)
v = const v=t
y uchundv =0, L uchundéu =0 bo’lgani uchun (12) dan
cos g = Fduov F (14)

JEdu*JGs?  VEG

(14) dan quyidagi teorema kelib chi?adi.
Teorema: Q sirt koordinat chiziqlari ortogonal bo’lishi uchun F =0

shartning bajarilishi zarur va etarlidir.

Endi ¥ =r(u,v) vektor ko’rinishda berilgan Q silliq sirt sohasining yuzini hisoblash

formulasini yozaylik.

Sirtning silliq chiziglar gism yoylari bilan chegaralangan @ sohasini ajrataylik. ® sohani u ,v

parametrlarining o’zgarish sohasi deb qarash mumkin. @® sohaning har bir nugtasiga u ,v

parametrning fiksirlagan qiymatlari mos keladi va aksincha.® soxani"u™ va "v" koordinat

chiziglar oilasi orqali egri chiziqli parallelogrammlarga ajratamiz. garama-garshi tomonlar

juftlaridan biri "u" chiziglar bilan, ikkinchisi"v" chiziglar bilan chegaralanadi.

2-chizma
Chizmada PP, P,P, ogri chizigli parallelogramm tasvirlangan bo’lib, uchlari P(u,v),

P(u+Au,v), P, (uv+Av), P,(u+Au,v+Av) koordinatalarga ega. N -sirtning P nugtadagi

normal vektori bo’lsin. "u" va"v" chiziglargaP nuqtada urinmalar o’tkazamiz. PP, P,P, egri

chizigli parallelogrammni N ga parallel ravishda urinma tekislikka proektsiyalaymiz. Urinma
tekislikda PQSR to’?ri parallelogramm hosil bo’ladi. Uni f, Au var, Av vektorlar bo’yicha
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ko’rilgan urinma tekislikka tegishli parallelogramm bo’lishidan PP, P,P, parallelogramm
o’rniga olish mumkinligi kelib chiqadi.
PQSR parallelogramm yuzini G(g)orqali belgilaylik. @& sohadagi egri chizigli
parallelogrammlarning yig’indisi G = Z G(g) bo’lsin.
Ta'rif: Sirt sohasi ® ning yuzi deb, g soha o’Ichov bo’yicha cheksiz
kichrayganda

S=I AiumOZG(g) (15)

Av—0 9
songa aytiladi.

G(g)=[[rau rav] = 7 |avav (16)

r,r, hosilalarning uzluksizligidan (15) limit mavjud bo’lib, ikki karrali integral ta'rifi

bo’yicha
S = [[[[F,7 Jdudv (17)
D
ga tengdir.
Shunday qilib,
S = lim > G(9)
I
[Er ] + Ry = (18)

(4) dan foydalanib, (18) dan
(77 )=VEG-F? (19)
tenglikni keltirib chigarish mumkin.
$=|[VEG-F? dudv (20)
s

(20) Q sirtdsohasi yuzini hisoblash formulasi bo’lib, ¢, forma koeffitsientlari orqali

ifodalanadi.

Misol:
R radiusli sfera yuzi hisoblansin. Sferaning parametrik tenglamasi
x=Rcosucosv, y=Rsinucosv, r=Rsinv

D= (u,v)(03u327z,—zsvsz
2 2

F/=—Rsinucosv-i +Rcosucosv- J, I/ =—Rcosusinv-i —Rsinusinv- j,
E=r"(u)=R?cos’v, G=F"*(v)=R?, F=(FF/)=0,

VEG —F? =R?cosv,
27 %
S :H\/EG — F?dudv = Rjdu jcosvdv:47zR2
@ 0 %
Agar sirt z=g(x,y) tenglamasi orqali berilgan bo’lsa, uning yuzini hisoblash

formulasi
S:J.J.1/1+gf+g§ dx dy (21)

(@)
ko’rinishda yoziladi. Isbotlashni o’quvchiga tavsiya etamiz.
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Sirtda yotuvchi chiziglar orasidagi burchak

Agar sirtning birinchi kvadratik formasi va sirt ustida bir-biri bilan kesishgan
chiziglarningtenglamalari berilgan bo"lsa, bu chiziglar orasidagi burchakni aniglash mumkin.

Sirt ustidagi chiziglarning kesishgan nugtasini M bilan belgilaylik. Chiziglarning bu
umumiy nuqtadagi urinma vektorlarn dr =rdu+r,dv va Sr=rou+rov bo'lsin. r, va r,

giymatlar sirtning tenglamasilan topiladi. Shu sababli, ikkala dr va or vektor uchun ham, r'; va
r'v giymatlar bir xildir. dr va or vektorlar orasidagi burchakni chiziglar orasidagi burchak deb
gabul gilamiz. Vektorlar orasidagi ¢ burchakni aniglash uchun bu vektorlarni o zaro skalyar

(dr-or) |
|dr|-|sr]’
|dr| = ds = \[Edu? + 2Fdudv + G dv? ;

|5t| = ds, = | E U + 2FSUSV+GSV?
Chiziglar orasidagi burchak uchun
E dudv+F (dudu+dvév)+Gdvsy
JEdu? +2Fdudv + G dv? - \[E 5U% + 2F 5U 6V +G 6v2

formula hosil bo’ladi. Bundan du:dv va yo nalishdagi chiziglarning ortogonalligi quyidagini
beradi:

kopaytiramiz: (dr - 5r) =|dr|-|or|-cos¢. Bundan: cos ¢ =

CoS@ =

Edudu+F (dudv+dvéu)+Gdvév=0

Demak, sirtning M nuqtasidagi ye, F, G koeffitsientlar topilsa va chiziglar urinmalarining

yo nalishlari (du:dv va du:dv yoki du OI\/5—U§—) aniglansa, chiziglar orasidagi
(

dt’ dt dt
burchakni topish  mumkin. Xususiy holda, egri chizigli (u va v) koordinata chiziglari
orasidagi burchakni topaylik. Buning uchun u bo'yicha olingan differentsiallarni du, dv bilan, v
bo'yicha olingan differentsiallarni ou, dv bilan belgilaymiz. u chizig bo'yicha du=0, dv=0 va

v chizig bo'yicha éi = 0, do # 0. Shu sababli, (1) formulaning ko rinishi quyidagicha boladi:

L
,/EG

Koordinata chiziglarnning ortogonallik sharti F=0 dir; demak, differentsiallar
ko paytmasining nolga tengligi koordinata chiziglarining ortogonalligini bildiradi va aksincha.

CoS @ =

. . . . 1 1 .
Misol. x=1i+v; u=u-v;z=uv sirt ustida u=t, V:_E va u=t, V:Et—l chiziglar

berilgan. Bu chiziglar orasidagi burchak topilsin.
Berilgan chiziglarning kesishgan nugtasini aniglaymiz. Chiziglarning berilgan
tenglamalaridan t parametrni yo'qotish bilan hosil gilingan u + 2v=0, u—-2v-2=0

sistemani yechib, Mo (1,—%) kesishish nugtasinn topamiz. Bu yerda to ning giymati 1 ga teng
bo’ladi.
E, F, G koeffitsientlarni chiziglarning kesishgan Mo(l,—%) nuqtasi uchun
hisoblaymiz:
Xi =1, xv=1, E =2 +V? E:%

yi: 1! yV = '11 F=1-1+ uv, F :%
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zZv=Uu, zu=Vv, G=2+u% G=3.

Birinchi chizigning tenglamasidan du =1, av = 1 :
dt dt 2
T . ou ov 1 . . .
Ikkinchi chizigning tenglamasidan m =1, praatt Topilgan giymatlarni (1)

3

2 3
T
4 4

Ortogonal traektoriyalar

formulaga qo'yamiz: cos¢g =

Sirt ustidagn Mo (uo, Vo) nugtaning atrofida bir parametrli ¢(u,v)+c=0 chiziglar oilasi
berilgan va Mo(Uo ,Vo) nugtada ¢/* +¢/> #0 bo’lsin. Bu oilaga ortogonal bo'lgan ikkinchi

oilani topamiz. Birinchi oilaning yunalishini ¢y : @u bilan va ikkinchi oilaning yo nalnshini
dv : du bilan belgilab, ortogonallik shartini yozamiz:

Eg,du+F(p,dv—¢,du)-Gg,dv=0
yoki
(E@,—Fg@,)du+(Fp,-Gg,)dv=0. (1)
Ana shu tenglik ikkinchi oilaning differentsial tenglamasidir. Differentsial tenglamalar

nazariyasidan ma’lumki, (1) ni p (u, v) integral kupaytuvchiga ko pantirganda, uning
chap tomoni gandaydir y (u, v) funktsiining to’liq differensialiga aylanadi:

H{(E@,~Fp,)du+(Fo,~Gg,)j=dy .
Berilgan oilaga ortogonal oilaning tenglamasi
w(u,v)+c, =0

shaklda bo’ladi. Hagigatan, topilgan oila chizigining yunalishi
v, -y, dir.

v,=u(Ep,-Fq,); w,=u(Fe,-Gg,)
bo'lganidan  u{(Eg, —~F @, )w, +(Fe, -G, )w,}=0. Bu esa ¢ : @u va u,:y,
yo nalishlarning ortogonallik shartidir. Endi Mo (uo, Vo) nuqta atrofida eski u va v koordinat
chiziglarini ¢(u,v)+c=0, w(u,v)+c, =0 dan iborat chiziglarga almashtiramiz. Matematik
analiz kursidan ma’lumki,
b P
Yo V.,
shartida, bu almashtirishni bajara  olamiz. Bizning misolimizda —
o, +ow, =E@? —2Fpp, +G¢’ #0. Shunday qilib, sirtning har bir nugtasi atrofida

ortogonal koordinata chiziglari doimo mavjud bolib, birinchi oiladagi chiziglarni ixtiyoriy
ravishda tanlashi-miz mumkin.

#0

Sirt ustidagi sohaning yuzini aniglash

Sirt ustida sodda yopiq chizig bilan chegaralangan W soha berilgan bolsin. W sohadagi
nuqgtalardan soni chekli koordinata chiziglarini o’tkazamiz. Bu soha egri chizigli ikki xil
to'rtburchak- ka ajraladi. 1) To liqg to rtburchaklar (bunday to'rtburchaklar-ning ikki
tomoni u chiziglar bilan va golgan ikki tomoni v chiziglar bilan chegaralangan). 182-chizmada

bunday to'rtburchaklardan biri (J MNPQ) katta qilib korsatilgan.
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2)To ligsizto rtburchaklar. Bukorinishdagi to rtburchaklar-ning har biri sirt
ustidagi sohani chegaralaydigan chizigni ham gisman gqoplaydi. To rtburchaklarning har biri
kichrayib borganda, to'ligsiz to'rt - burchaklar sohani chegaralaydigan chiziqga yaginlashadi va
bu to rtburchaklar-ning hammasini eni  nolga intiladigan yopiq tasma ichiga joylashtirish
mumkin bo’ladi. Shu sababli ikkinchi ko rinishdagi to rtburchaklarni e'tibor - siz goldiramiz.

\ 182-chizma.

chizmadagi egri chizigli to'rtburchakni tekshiraylik. Bunda MN va PQ tomonlar u
chiziglarga garashli. NP va MQ tomonlar esa v chiziglarga garashlidir. To rtburchak uchlarining

koordinatalari: M (u,v), N(u+Ju,v), Q(u,v+lv), P(u+Ju,v+lv). Shuning uchun
OM =r(u,v), ON =r(u+lu, v),
OP =r(u+u, v+1v), OQ=r(u, v+Iv) bo'lib,
MN =r(u+u, v)-r(u,v).
Chekli orttirmalar teoremasiga asosan, MN =Ju-r, [u+61u,v].

Agar birinchi tartiblidan yuqori cheksiz kichiklarni e’tiborga olmasak. W;ruDu
bo'ladi.  Xuddi shunga o'xshash ~ MQ=r,lv,MN ;‘W‘;MDU
va MQ;‘W}‘;MDV bo’lgani uchun, egri chizigli to'rtburchakning yuzi o'rniga tomonlari
r.0u va r,lv vektorlardan iborat to'g'ri chizigli parallelogramm - ning yuzini olamiz, ya'ni egri

chizigli MNPQ to'rtburchakning yuzi deb r0u va r[v vektorlardan yasalgan

parallelogrammnpng yuzini gabul gilamiz. Bu parallelogramm sirtning M nugtasidagi urinma
tekislikda bo'lib, uning yuzi ushbuga teng:
[, ]

Uo = ullv

yoki

DO-:\/(r“ru)'(rVrV)_(rurv)'(rurv)DUDV: EG —F?[Jullv.

Demak, yuzning [lo ifodasi sirtning birinchi kvadratik formasidagi E, G, F koeffitsientlar
orqali ifodalanadi.

JEG - F? giymat |(rr,)

nugtada u noldan fargli).

Shunday qilib, har bir egri chizigli to'rtburchakning yuzi o'rniga to'g'ri chizigli
parallelogrammning yuzini olamiz. Sohaga tegishli bo’lgan hamma parallelogrammlar
yuzlarining yig indisini tuzaylik:

ga teng bo"lgani uchun, u hamma vaqt noldan kattadir (oddiy



> o= VEG-F?Iulv. 1)

Har bir [Ju va [Jv giymatlarni nolga intiltiramiz. Bu holda egri chizigli to rtburchaklarning
soni cheksizlikka intilib, har birining yuzi nolga intiladi. (1) dan limit olamiz. Sirt ustidagi W
sohaning yuzi deb (1) yig indining limitiga aytamiz:

S=Ilim» o =lim> VEG-F20ulv.
Karrali integrallar nazariyasiga asosan, Iimz CulJv ning giymati sirtdagi egri chizigli
koordinat  sistemasiga bog'lig bo’lmasdan, fagat sohaning shakliga bog’lig  bo’lib,

JEG-F2?dan olingan ikki o’lchovli integralga teng;

jj\/EG—deudv )
W
Natija. Sirt ustidagi egri chiziq oyining uzunligini, sirt ustidagi chiziglar orasidagi
burchakni va sohaning yuzini aniglash uchun sirt ustidagi egri chizigli koordinat sistemasiga
nisbatan E, F va G giymatlarni u, v orgali aniglash kifoyadir. E, F va G larni aniglash uchun,
sirtning shaklini va tenglamasini bilish shart emas.
Sirt oshkor z=f (X, u) oshkor tenglama bilan berilgan holda tegishli W sohaning yuzi uchun

ushbu formula hosil gilinadi:
S ='U«/1+ p® +q°dxdy.
W

Misollar. x=R cosu cosv, u=Rcosu sinv, z=Rsinu sfera va uning ekvatori bilan
chegaralapgan sohaning yuzi aniglansin.

Ye ch i sh. Sirtning tenglamasidan sohaning M nugtasi uchun E, F va G giymatlarni
aniglaymiz: E=R?, F=0, G=RZ%cos?u. Bularni (2) formulaga qo’yib, ikki o'Ichovli integralni
hisoblaymiz. Birinchi integralning chegaralari 0 dan 2n gacha va ikkinchi iitegralning

chegaralari 0 dan % gacha bolgani uchun:

2z %
S :”\/EG—FZdudv: Idvj\/Rz-Rcoszu—OZdudv:ZﬂR2
w 0 0

Buning to'g riligi elementar geometriya kursidan ma’lum.

Sirt ustidagi yoy, uning uzunligi (birinchi kvadratik forma), sohaning yuzi tushunchalari
sof geometrik xarakterga ega bo’lgani uchun, ular sirt ustida egri chizigli koordinatalarni
tanlashga, chizigga ganday ichki siniq chizig chizilishiga yoki sohani parallelogrammlarga
bolish usuliga bog’lig emas. Bu tasdiglarning isbotiga biz to"xtamaymiz. N normal-vektor ham
invariant xarakterga egadir.

Endi 74-paragrafda garalgan sirtlarga gaytamiz:

Tekislik: r = xi +yj, dr=dxi + duj

0, = ds? = dx* + 2cos wdx dy + dy?,
E=1 F=cosw, G=],

w:% da F=0, ds®=dx*+dy’.
Qutb koordinatalarida:
r=pe(p),dr= dpe(¢)+pe((p+%Jd(p
bundan

ds’ =dp’ + p°de”.
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Sfera: r=a[cosfe(p)+sinok .

dr :a{—sin de(p )d9+C0896(qD+ jdngrCOSHde }

A

0, =ds* =a* [cos2 0dg’ +d02]
Demak,
E=a’cos’d, F=0,G=a’,
bunda F=0, ya'ni meridianlar va parallellar tikdir.
Aylanmasirt: r=g(u)e(v)+y (u)k.

dr =[¢'(u)e(u)+y'(u)k]du+g(u e(wj
L=¢'(u)e(v)+y'(u)k, r= e(v+ j

0, =ds® =[ ¢* (u)+y " (u )]du 2 (u)dv?,
E=¢?(u)+y?(u), F=0, G=¢"(u).
z=y(u)=u, x=¢(z) bo’lgan xususiy holda, ya'ni profil chiziqg x=¢(z) shakldagi

tenglama bilan berilganda:
r=gp(u)e(v)+uk,

(=g (u)e(v)+k, r‘vzgo(u)e(v+%J
bo’lib, bulardan:
E=1+¢%(u), F=0, G=¢"(u).
Masalan, p(= X)=a'0h§— zanjir chizigni  z(= i) o'gi atrofida aylantirishdan hosil
gilingan

r :a-chge((p)+uk
a
katenoid uchun birinchi kvadratik forma

0, = ds? = ch? %duz +aZch? %dq)z. 3)
Aylanma sirt z=f(p) tenglama bilan berilsa, x=u=p faraz gilamiz, u vaqtda:

r=pe(v)+f(p)k,

r,=e(v)+f'(p), r, :pe(v+%)
E=1+ f'z(p), F=0 G =p2,
0, =ds? :[1+ f’? (,o)]dp2 + pPdv,
Ikkala holda ham F=0, ya ni koordinat chiziglari (parallellar va meridianlar) ortogonaldir.
Oxirgi tenglikka diggat gilaylik. Agar
[1+ fr? (,0)]d,02 =du’®.

deb faraz gilinsa, u holda di — profil chiziqg, z=f(p) ning yoyi uzunligi differentsialini tasvirlaydi,
bu yoy biror paralleldan boshlab hisoblanadi: p g sonst ga u=const mos kelib, u=cosnt ham
parallellarni ifodalaydi. Demak,

ds® = du® + p°dv®

10



ya’'ni
E=1 F=0 G=p.

al = = z
p=—|e*+e? |=a-ch—
2[ J a

zanjir chizigni o'z asosi atrofida aylantirishdan hosil gilingan katenoid uchun p>= a? + u? bo’lib,
uning birinchi kvadratik formasi quyidagi shaklni oladi:

ds? = du® +(a2 +u2)dv2

Masalan,

demak,
E=1, F=0, G=a’+ u2
Gelikoid: r=ue(v) +avk.

r,=e(v), T, :ue(v+%J+ak,
E=1 F=0 G=a’+U?
ds? = du? +(a2 +u2)dv2.

Mashqglar
Quyidagi sirtlarning birinchi kvadratik formalari topilsin:

1) Doiraviy silindr r=ae(¢)+vk.

2) Doiraviy konus r ={cosae(¢)+sinak}v.
3) Uchi qutbdagi konus r=vlI(u).

4) Tor r=(a+bcosu) e(v)+bsinuk.

5) Psevdosfera r = a{sin ue(v) {cosu +Intg %} k} :

6) To'g'ri chiziglisirt r=p(u)+vi(u).
Jumladan, yuqoridagi mashqgda garalgan urinmalar, bosh normallar, binormal-
lar cirtlarn uchun: p(u)+c7(u), p(u)+vi(u), p(u)—vB(u), bunda u—tabiiy parametr.
7) r=sinue(u)+uk.
Javob: 1) ds? =a’dg?® +dv?; 2) ds?=(vcosa)’ dg? +dv?;
2 22 2 2. > ofcCOSTU 5 2 |.
3) ds’ =b’du®+(a+bcosu) dv*; 4) ds*=a (S_Tdu +sin“udv J
in“u
5) ds® =(p" +2p'ev+V:I”)du® +2e p' dudv+I°dv;
Uchta xususiy holda: ds? :(1+ kzvz)du2 +2dudv +dv?;
ds’ :[1+v2 (k2 +02)}du2 +dv?’;  ds® :(1+v202)du2 +ave.
6) ds® =(1+cos’u)du® +sin® udv®.
1. Sirtning birinchi kvadratik formasi: ds® = du® +sh®udv?bo’lib, shu sirt ustida u— v =0
chiziq berilgan. Bu chiziq yoyining uzunligi topilsin.

Javob: s = sh uz — shua.
2. Katenoid ustida u=v =0 chiziglar berilgan. Ular orasidagi burchak topilsin.

Ko rsatma.Katenoid uchun ds? =du? +(a2 +u2)dv2.
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Javob: cosep=

1+a?
3. r=ue(v)+avk gelikoid ustida yotuvchi In(u +x/u2+a2)+v=const,

In(u ++Ju +a’? )—v =const chiziglaring ortogonalligi isbotlansin.
4. r=ay1+u’i+au j+avk sirt va uning ustida ugshv chiziq berilgan. Bu chizigning
tabiiy tenglamalari yozilsin.
5. Chiziglar oilasi (cji_v: f (u,v) berilgan, bunda f (u, v) — uzluksiz funktsiya. Shu
u

oilaga “ortogonal” oila topilsin.
E chish. Ortogonallikning
Edudu+F(dusv+dvéu)+Gdvéu=0

shartidan
5v__E+F-f(u,v)
Su  F+G-f (u,v)
yoki
oV
S0 f.(u,v).

Bu esa birinchi tartibli differentsial tenglamadir. Uni integrallab berilgan onlaning
ortogonal traektoriyalarini topamiz.

6. Sirtdagi i chiziglar (v=const ) va v chiziglar (u = const) ning ortogonal traektoriyalari
topilsin.

Javob: ESu+Fov=0, Fou+Gdv=0.

7. Gelikoid ustida yotuvchi In(u +JaZ+u? )—v — 4 chiziq koordinata chiziglari orasidagi

burchakni har bir nugtada teng ikkiga bo’ladi. Buni isbotlang.
8. lzotermik koordinatalar. Aylanma sirtning birinchi kvadratik formasi
uchun yugorida ushbu formulani bergan edik;

ds? :[qo’z (u)+y” (u)]du2 +¢” (u)dv?
Bu formuladagi birinchi qo'shiluvchi — meridian yoyi differentsialining kvadratini
ifodalaydi, uni dl2 bilan belgilaymiz:
[¢7 (u)+y™(u) |du® =dI?
u holla:

di?
ds® =dI” + ¢* (u)dv® = *(u {—ervz}.
) =07(0) 2o

Agar

deb faraz qgilsak,
ds® = ¢* (&)[ d&* +dn” |
boladi.
Sirtning bu ko'rinishdagi birinchi kvadratik formasi tekislikning to'g ri burchakli Dekart
sistemasidagi chizigli elementdan ko paytuvchi bilangina farglanadi; & va m — sirtning

izotermik parametrlari deyiladi. Masalan, katenoidning (3) kvadratik formasini izotermik
shaklga keltirish oson:
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ds? =a’ch?s(d&? +dn?).

bunda fzg, n=ao.
a

9. To'g'ri chizigli r=p(u)+vl(u) sirtning chizigli
ds® :(,5'2 +2v|’,5’+v2I'2)du2 +21 p'dudv+dv®
elementini olib va unda i ni tabiiy parametr sifatida gabul qgilib, ushbu
b=I'p, c*=1", | p'=cosd
belgilashlarni kiritsak, u holda
ds? = (1+2bv+c*v? )du® +2cos O du dv + v,

Sirtning chizigli elementi bu sirtdagi (u, v) va (u+ du, v+dv) nuqtalar orasidagi masofaning
kvadratini beradi. Uni quyidagi shaklda yozish mumkinligi isbotlansin:

ds? =(dv+cosddu)’ +(sin2 0+ 2bv+c2v2)du2 .

Agar dv+cos@du=0 va b*+c’v=0 bo’lsa, ds?> minimumga erishadi (nega?).
2

Demak, yasovchidagi qisilish nugtasining v parametri v:—b—2 dan aniglanadi. Bundan
C

nuqgtalarning geometrik o'rni qisilish chizig'idir;b=pI"'=0 bo’lsayv = 0 dan iborat
yo naltiruvchi gisilish chizig'ini ifodalaydi (nega?).

10. To’g'ri chizigli sirtning hamma yasovchilari tayin (yo naltiruvchi) tekislikka parallel
bo'lsa, u Katalan sirti deyiladi. To g ri chizigli sirtning Katalan sirti bo'lish sharti topilsin.
Bunday sirtning tola anig-lanishi uchun, unda yotuvchi ikkita (yo naltiruvchi) chizig bo’lishi
kerakmi?

Yo naltiruvchilari ikkita:

X +72-2ax=0, y=0,
y2+22-2ay=0, x=
aylanalardan iborat Katalan sirtining tenglamasi topilsin.

Ko'rsatma. I(u) yasovchi normal-vektori n dan iborat tekislikka doimo parallel bo’lsa, pl(i)

=0, pl'()=0, pl" (i) = 0 shartlar bajariladi. Bulardan:

I (u)l"(u)l"(u)=0.
Javob: Sirt ikki bo"lakdan iborat:
(x% + y?)2 + 22 -2a(x +y) = 0 (elliptik tsilindr),
4 22 [(x -y )?> — 2a(x + y)] + 4aZ xy= 0.

11. Katalan sirtining! hamma yasovchilari ma’lum bir to’g’ri chiziqg bi-lan kesisha borsa,
bunday sirt konoid deniladi. Bu to g ri (yo naltiruvchi) chizig yo naltiruvchi tekislikka tik bo’lsa,
u holda konoid to” g  ri konoiddeb ataladi. Gelikoid to"g'ri konoid bola oladimi? Uning
striktsion chizig’i nimadan iborat? Giperbolik paraboloid konoidmi?

Konoidning shaklini aniglash uchun yonaltiruvchi to'g’ri chizigni, tekis-likni va yana

bitta yo naltiruvchi chizigni berish kerak. Masalan, a) yo naltiruvchi to'g ri chiziq u=0, z=h,
2 2

yo naltiruvchi tekislik YOZ va yo naltiruvchi chiziqg X—2+§:1, z=0; b) yo naltiruvchi
a

0
0.

tog’ri chiziq x= a, y= 0, yo naltirunchi tekislik z = 0, yo naltiruvchi chiziq y?> =2pz, x = 0.

xXV(z ) P
Javob: a) [1—;}(5—1) 7 =1; b) a%?=2pz(x-a)’

Foydalanilgan adabiyotlar

! Katalan sirti adabiyotda bazan silidroid deyiladi.
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