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Кирисиў  

 Теманың актуаллығы. Механиканың, физиканың, биологияның ҳәм 

тағы басқада тәбияттаныў илимлериниң, сондай-ақ, экономиканың ҳәм 

техниканың оғада көп санлы мәселелери дифференциаллық теңлемелерди 

изертлеўге алып келинеди. 

 Дифференциаллық теңлемелерди изертлеўдеги тийкарғы мақсетлердиң 

бири оның шешими ҳаққында мағлыўматларға ийе болыў, элементар 

функциялар арқалы анықлаў мүмкин болмаған дәл шешимди, керекли болған 

жағдайларда жуўық шешимлер менен алмастырыў болып табылады. 

Сонлықтан бундай жуўық шешимлерди табыў усылларын ислеп шығыў 

дифференциаллық теңлемелер теориясындағы тийкарғы мәселелердиң бири 

болып есапланады. 

 Дифференциаллық теңлемелерди жуўық шешиўдиң пайда болған 

аналитикалық методлары ишиндеги ең нәтийжели усыллардың бири 

асимптотикалық усыллар болып, ол XVIII әсирде Лагранждың, Лапластың 

мийнетлеринде пайда бола баслады. Бул теориядағы киши параметр 

проблемасы тербелислер теориясы ушын Линдштедтиң, Гюльденниң жаңа 

методларын ислеп шығыўға алып келди.  

 Илимниң ҳәр қыйлы тараўлары менен таныса отырып, тәбияттың 

бақлаў мүмкин болған барлық қубылысларын үйрене отырып, тербелис -бул 

ең көп тарқалған қозғалыс түрлериниң бири екенлигине исенемиз. 

Қурылыслардың ҳәм машиналардың вибрациялары, радиотехникадағы ҳәм 

оптикадағы электо-магнитлик тербелислер, сеслик ҳәм ультрасеслик 

тербелислер, булар ҳәр қыйлы ҳәм бир бирине уқсамайтуғын тербелислер 

болып, булар математикалық ҳәм физикалық методлар менен улыўма 

тербелислер ҳаққындағы тәлийматқа биригеди  [3,4,5,6,12,13]. 

 Тербелис процесслерин үйрениў илимниң көпшилик тараўларын 

үйрениў ушын оғада үлкен әҳмийетке ийе. Тербелис процесслери улыўма 

жағдайда  оғада  қурамалы  болып,  оларды сүўретлеў ушын ҳәмме ўақыт дәл  



математикалық моделин дүзиў мүмкин бола бермейди ҳәм сол себепли 

әпиўайыластыратуғын уйғарыўлар жасаўға туўра келеди. 

 Киши тербелислер теориясы Лагранждың мийнетлеринде-ақ 

қәлиплескен еди. Келеси раўажланыўында бул теория сызықлы тербелислер 

теориясы, яғный турақлы коэффициентли сызықлы дифференциаллық 

теңлемелер менен сүўретленетуғын тербелислер теориясы деп атала баслады. 

 Тәбияттағы ҳәм техникадағы көпшилик тербелис қубылыслары 

сызықлы емес дифференциаллық теңлемелер менен сүўретленеди. Бундай 

тербелислерди сызықлы емес тербелислер деп атайды. Сызықлы емес 

тербелислер теориясының раўажланыўына,  сызықлы емес тербелислер 

системаларындағы жаңа қубылысларды ашыўға ҳәм оларды изертлеўге  

А.Пуанкаре, А.М.Ляпунов, Ван-дер-Поль, А.Андронов, Н.М.Крылов, 

Н.Н.Боголюбов ҳәм тағы басқалар үлкен үлес қосты [9,10,15].  

 Дифференциаллық теңлемелер теориясында айрықша орынлардың 

биринде сызықлы емес дифференциаллық теңлемелердиң жуўық 

шешимлерин дүзиў методлары болып табылады. Дара жағдайда әдеттеги 

дифференциаллық теңлемелер ушын шегаралық мәселелерди жуўық 

дүзиўдиң санлы–аналитикалық усылы ҳәм сызықлы емес механиканың 

асимптотикалық методлары болып табылады [1,2,7,8,11,14,16]. 

 Изертлеў объекти. Екинши тәртипли квазисызықлы толқын 

теңлемелериниң периодлы шешимлери үйрениледи.  

 Жумыстың мақсети. Екинши тәртипли квазисызықлы  толқын 

теңлемелери ушын периодлы шешимлерди изертлеўдиң санлы–

аналитикалық ҳәм асимптотикалық методларын үйрениў.  

 Илимий жаңалығы. Жумыста квазисызықлы екинши тәртипли толқын 

теңлемелериниң базы-бир классларының периодлы шешимлери изертленеди. 

Бунда периодлы шешимлерди дүзиўдиң жуўық алгоритмлери алынып, бул 

алгоритмлердиң жыйнақлылығы дәлилленеди ҳәм қәтеликлери баҳаланады.  



 Жумыстың жәрияланғанлығы. Магистрлик диссертация жумысының  

тийкарғы нәтийжелери Бердақ атындағы Қарақалпақ мәмлекетлик 

университети “Алгебра ҳәм дифференциаллық теңлемелер” ҳәм 

“Математикалық анализ” кафедраларының биргеликтеги семинарларында 

(Нөкис, 2010-2011 жыллар) [17], Өзбекстан Республикасы ғәрезсизлигиниң 

20 жыллық байрамына бағышланған “Математиканың ҳәзирги заман 

проблемалары” атлы илимий конференциясында (17 март 2011 жыл) [18], 

Магистрантлардың Республикалық илимий-әмелий конференциясында (30 

апрель 2011 жыл) [19] ҳәм “Илим ғумшалары” атамасындағы Республикалық 

илимий-әмелий конференциясында (30-31 май 2011 жыл) баянат етилди. 

 Жумыстың көлеми ҳәм дүзилиси. Магистрлик диссертация кирисиў 

бөлими ҳәм еки баптан турады. Ҳәр бир бап үш параграф көлеминде 

жазылған. Жумыстың соңында жуўмақлаў бөлими ҳәм пайдаланылған 

әдебиятлар дизими берилген. Әдебиятлар дизими 19 атамадан ҳәм 

диссертация көлеми 54 беттен ибарат. 

 Биринши бап  „Екинши тәртипли квазисызықлы  толқын 

теңлемелериниң периодлы шешимлерин жуўық изертлеўдиң избе-из 

жуўықласыўлар усылы”  деп аталып, онда екинши тәртипли квазысықлы 

толқын теңлемелери периодлы шешимлерин изертлеўдиң избе-из 

жуўықласыўлар усылының айырым вариантлары қарастырылады. 

Биринши баптың биринши параграфы  „Екинши тәртипли сызықлы 

биртекли емес толқын  теңлемелериниң периодлы шешимлери” деп аталып, 

онда  

                                      )(2
2

2

tfx
dt

xd
  

түриндеги биртекли емес толқын  теңлемелериниң периодлы шешимлерин 

изертлеў, периодлы шешимге ийе болыў шәртлери ҳәм бул периодлы 

шешимлерди жуўық дүзиў мәселелери қарастырылады. 



 Биринши баптың екинши параграфы  „Квазисызықлы толқын 

теңлемелери ушын Т1  периодлы шешимлер” деп аталып, онда  

                                              ),(2
2

2

xtfx
dt

xd    

түриндеги екинши тәртипли квазисызықлы теңлемелердиң параметрге 

ғәрезли болған базы-бир периодлы шешимлерин дүзиў мәселелери  

қарастырылады. 

 Биринши баптың үшинши параграфы  „Квазисызықлы толқын 

теңлемелери ушын Т2 периодлы шешимлер” деп аталып, бул  параграфта да 

алдынғы параграфтағы мәселе қарастырылады, бирақ басқаша шәртлердиң 

орынланыўы талап етилгенликтен, бул параграфта периодлы шешимди дүзиў 

схемалары өзгертиледи. 

          Екинши бап  „Екинши тәртипли автономлы квазисызықлы  толқын 

теңлемелериниң периодлы шешимлери”   деп аталып, онда екинши тәртипли  

автономлы квазисықлы толқын теңлемелериниң периодлы шешимлерин 

асимптотикалық усыллар жәрдеминде изертлеў мәселелери қарастырылады. 

Екинши баптың биринши параграфы  „Екинши тәртипли автономлы 

толқын  теңлемелериниң периодлы шешимлери” деп аталып, онда  

                                      ),(2
2

2

dt
dxxfx

dt
xd

  

түриндеги автономлы толқын теңлемелериниң периодлы шешимлерин дүзиў 

мәселелери қарастырылады. Онда қарастырылып атырған автономлы 

теңлеме белгилеўлер жасаў арқалы автономлы емес теңлемеге алып келинеди 

ҳәм оған орталандырыў усылы қолланылады. 

Екинши баптың екинши параграфы  „Екинши тәртипли киши 

параметрге ийе автономлы толқын теңлемелердиң периодлы шешимлери” 

деп аталып, онда  

                                      ),(2
2

2

dt
dxxfx

dt
xd    



түриндеги автономлы киши параметрге ийе толқын теңлемелериниң 

периодлы шешимлерин дүзиў мәселелери қарастырылады 

 Екинши баптың үшинши параграфы  „Квазисызықлы толқын 

теңлемелери ушын киши параметрлер методы” деп аталып, онда алдынғы 

параграфтағы мәселениң периодлы шешими киши параметрлер усылы 

жәрдеминде изертленеди.  



I-БАП. Екинши тәртипли квазисызықлы  толқын теңлемелериниң 
периодлы шешимлерин жуўық изертлеўдиң избе-из жуўықласыўлар 

усылы 
 

Дифференциаллық теңлемелер теориясында жетекши орынлардың 

биринде сызықлы емес дифференциаллық теңлемелердиң жуўық 

шешимлерин дүзиў методлары болып табылады. Дара жағдайда бундай 

усыллардың бири әдеттеги дифференциаллық теңлемелер ушын периодлы 

шешимлерди жуўық дүзиўдиң санлы–аналитикалық усылы болып табылады. 

      Бундай усыллар жәрдеминде                 

                                ),(2
2

2

xtfx
dt

xd    

түриндеги квазисызықлы толқын теңлемелериниң периодлы шешимлерин 

изертлеў, шешимниң параметрге ғәрезли жуўық мәнислерин дүзиў ҳәм оның 

қәтелигин баҳалаў барысындағы усылдың қолайлылығы, оның жуўық 

методлар теориясындағы әҳмийетлилигин көрсетеди.    

  Бул усылды қолланыў барысында сызықлы биртекли  

                                     )(2
2

2

tfx
dt

xd
  

түриндеги дифференциаллық теңлемелердиң периодлы шешимлери 

ҳаққындағы мағлыўматлар, оның периодлы шешимлерге ийе болыў 

шәртлери, периодлы шешимлерди дүзиў схемалары тиккелей 

пайдаланылады. Соның ушын квазисызықлы толқын теңлемелериниң 

периодлы шешимлерин изертлеў, жоқарыда келтирилген сызықлы биртекли 

емес дифференциаллық теңлемелерди үйрениўге алып келинеди.  

Бул бапта усы айтылған мәселелер избе-излиги қарастырылған болып, 

дәслепки  параграфта  екинши  тәртипли сызықлы биртекли емес толқын 

теңлемелериниң периодлы шешимлери ҳаққындағы мағлыўматлар 

үйрениледи ҳәм алынған нәтийжелер квазисызықлы толқын теңлемелердиң 

периодлы шешимлерин изертлеўге  қолланылады. 



§1.  Екинши тәртипли сызықлы биртекли емес толқын  
 теңлемелериниң периодлы шешимлери 

 Мейли екинши тәртипли турақлы коэффициентли сызықлы биртекли 

емес дифференциаллық теңлеме менен берилген 

)(2
2

2

tfx
dt

xd
                                                         (1) 

толқын теңлемесин қарастырайық, бул жерде )(tf  функциясы, айтайық базы-

бир интервалда ямаса пүтин сан туўрысында анықланған,  берилген функция. 

Бул теңлемениң улыўма шешимин табыў усылларының бири ерикли 

турақлыларды вариациялаў усылы болып табылады. Буның ушын дәслеп 

биртекли  

 02
2

2

 x
dt

xd                                                      (2) 

теңлемениң 
 
 tCtCtx  sincos)( 21   

улыўма шешими табылады ҳәм ерикли турақлыларды вариациялаў усылына 

муўапық, биртекли емес  (1) теңлемениң шешими  

 ttCttCtx  sin)(cos)()( 21   

көринисте изленеди ҳәм )(),( 21 tCtC ларға қарата 
.  

   







)(cos)(sin)(
0sin)(cos)(

21

21

tfttCttC
ttCttC



 

системасы пайда болады. Бул системаны  шешип )(1 tС , )(2 tС  туўындыларына 
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мәнислерин анықлаймыз.  
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tcos  лар нолге айланбайды. Онда буннан (8) ниң орынланыўы зәрүр 

болады. 



 (7)  формула менен анықланатуғын шешимниң дүзилисинен көринип 
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 Солай етип жуўмақлап айтқанда төмендеги теорема орынлы болады. 

 Теорема 2. Мейли (1) теңлемениң оң жағы, яғный  )(tf  функциясы Т 
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 Мейли енди )(tf  функциясы Т периодқа ийе үзликсиз функция 
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теңлемениде қанаатландырады. Ҳақыйқатында да 



dsstsf
T

dsstsf
T
tdsstsf

dt
dx TTt

 
22

02020

)(sin)(1)(cos)()(cos)( 




 

  dsstsf
T

dsstsftf
dt

xd Tt 2

020
2

2

)(cos)(1)(sin)()(   

 

dsstsf
T

dsstsf
T
t TT

 
22

0202

)(cos)(1)(sin)( 
 

Буннан 

                dsstsf
T

tfx
dt

xd T

 
2

02

2
2

2

)(cos)(2)(   
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теңлемелер системасының орынланыўы зәрүр болады. 

 

 

 



§2. Квазисызықлы толқын теңлемелери ушын 
Т1  периодлы шешимлер 

 Мейли екинши тәртипли квазисызықлы дифференциаллық теңлеме 

менен берилген 

),(2
2

2

xtfx
dt

xd                                                           (1) 

толқын теңлемесин қарастырайық, бул жерде ),( xtf  функциясы t  аргумент 

бойынша Т периодлы ҳәм соның менен бирге айтайық  

                                       axt  ,                                                         (2) 

областында  үзликсиз, берилген функция, 00   . Параметр    ның бундай 

айырым мәнислеринде шешим бул параметрге ғәрезли болады да, ал бул 

шешимниң периоды   ға ғәрезли болмай қалады. Биз бул параграфта 

усындай периодқа ийе шешимди жуўық дүзиў ҳәм оның қәтелигин баҳалаў 

мәселесин қарастырамыз.  

 Мейли ),( xtf  функциясы (2) областта  оң M саны менен 

шегараланған ҳәм оң K саны бойынша Липшиц шәртин қанаатландыратуғын 

функция болсын, яғный 

                                          Mxtf ),(  

                                   1212 ),(),( xxKxtfxtf   

шәртлерин қанаатландыратуғын функция болсын.  

 Мейли ),( xtf  функциясының Т периоды ушын 1)(cos Tm  

теңлигин қанаатландыратуғын m саны бар болсын. Онда биринши 

параграфта келтирилген мағлыўматлар бойынша TmT 1  саны (1) теңлемениң 

периодлы шешиминиң ең киши оң периоды болады ҳәм бул периодлы 

шешим  биринши параграфтағы  (9) формулаға тийкарланған ҳалда  
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интеграллық теңлемесин шешиў арқалы анықланады, бул жерде TmT 1  ҳәм 

m саны 1)(cos Tm  теңлигин қанаатландыратуғын  натурал санлардың ең 

киши мәниси. 

 Бул интеграл теңлемениң шешими Т1  периодқа ийе болатуғынлығы 

ҳәм  (3) интеграллық теңлемениң шешими (1) теңлемени 

қанаатландыратуғынлығы бизге биринши параграфтан мәлим. Сонлықтан (1) 

теңлемениң периодлы шешимин табыў мәселеси (3) интеграллық теңлемени 

шешиўге алып келинеди. 

 Мейли дәслепки жуўықласыў ретинде  00 x  болсын деп уйғарайық 

ҳәм (3) интеграллық теңлемени 
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 (3) формула бойынша биринши жуўықласыў 
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ҳәм үшинши жуўықласыўдың 

dsstsxsfdsstsxsftx
Tt

 
1

0
2

0
23 )(sin)),(,(

2
)(sin)),(,(),( 





  

түринде анықланатуғынлығы келип шығады. Процессти усылайынша даўам 

етсек, онда келеси жуўықласыўлардың  ҳәр бири 
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түринде анықланатуғынлығы келип шығады, бул жерде ,...2,1,0n  

 Енди жоқарыдағы көринислерде анықланатуғын  жуўықласыўларды 

баҳаласақ 
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яғный, барлық жуўықласыўлар ушын 
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теңсизликлери орынлы болады. Буннан егер,  

                                        aMT 



2  



болса, онда избе-из жуўықласыўшы функциялардың ҳәр бири (2) областтан 

шығып кетпейди. 

Биринши ҳәм екинши жуўықласыўлар арасындағы болатуғын 

айырманы баҳаласақ 
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Енди  екинши ҳәм үшинши жуўықласыўлар арасындағы болатуғын 

айырманы баҳаласақ 
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Тап усындай процессти даўам етсек онда 
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 Бул алынған нәтийжелерди пайдаланып төмендеги теңсизликке ийе 
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Буннан   n  шексизликке умтылғандағы шекке өтсек  ҳәм    параметриниң 
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шәртин қанаатландыратуғын мәнислерин пайдалансақ, онда 
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болып, буннан 
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болатуғынлығы келип шығады, яғный (4) избе-изликтиң n  шексизликке 

умтылғандағы шеги базы бир функцияға умтылады. Егер бул функцияны 

),(0 tx   деп белгилесек 

                 ),(),( 0  txtxLim nn



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онда  бул  ),(0 tx  функциясы  (3) интеграллық теңлемениң шешими болып 

табылады, яғный 
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ҳәм сонлықтанда бул ),(0 txx   функциясы (1) теңлемениң Т1 периодлы 

шешими болып табылады. 

 Егер дәл шешим менен жуўық шешим арасындағы қәтеликти 

баҳалайтуғын болсақ, онда (5) ден k шексизликке умтылғандағы шек алып 

ҳәм (6) ны есапқа алсақ 
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яғный 
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теңсизлиги менен баҳаланады. 

 Солай етип, алынған нәтийжелерди жуўмақлай отырып төмендеги 

теореманың орынлы болатуғынлығына исенемиз. 

 Теорема. Мейли екинши тәртипли квазисызықлы (1) 

дифференциаллық теңлемеде ),( xtf  функциясы t  аргумент бойынша Т 

периодлы ҳәм (2) областында  үзликсиз функция болсын ҳәм соның менен 

бирге бул функция 

                                 Mxtf ),(  

                                   1212 ),(),( xxKxtfxtf   

шәртлерин қанаатландыратуғын функция болсын.  

 Мейли ),( xtf  функциясының Т периоды ушын 1)(cos Tm  

теңлигин қанаатландыратуғын m саны бар болсын ҳәм соның менен бирге   

параметриниң базы бир мәнислеринде  
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теңсизликлери орынлы болсын. 

 Онда  (4) избе-излик пенен анықланатуғын ),( txn  функциялар избе-

излиги m шексизликке умтылғанда (1) теңлемениң TmT 1  периодлы 

шешимине умтылады ҳәм дәл шешим менен жуўық шешим арасындағы 

қәтелик (7) формула менен анықланады. 

 

 

 

 



§3. Квазисызықлы толқын теңлемелери ушын 
Т2 периодлы шешимлер 

 
 Мейли екинши тәртипли квазисызықлы дифференциаллық теңлеме 

менен берилген 

),(2
2

2

xtfx
dt

xd                                                           (1) 

толқын теңлемесин қарастырайық, бул жерде ),( xtf  функциясы t  аргумент 

бойынша Т периодлы ҳәм  айтайық  

                                       axt  ,                                                         (2) 

областында  үзликсиз, берилген функция, 00   . Алдынғы параграфтағы 

сыяқлы, бул параграфта  периоды   ға ғәрезли болмаған  периодқа ийе 

шешимди жуўық дүзиўдиң басқаша схемаларын  ҳәм оның қәтелигин 

баҳалаў мәселесин қарастырамыз.  

 Мейли ),( xtf  функциясы (2) областта  оң M саны менен 

шегараланған ҳәм оң K саны бойынша Липшиц шәртин қанаатландыратуғын 

функция болсын, яғный 
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 көплиги бос емес 

көплик болсын. 

 Онда  (4) избе-излик пенен анықланатуғын ),( txn  функциялар избе-

излиги m шексизликке умтылғанда (1) теңлемениң TnT 2  периодлы 



шешимине умтылады ҳәм дәл шешим менен жуўық шешим арасындағы 

қәтелик (7) формула менен анықланады. 

 

 

 

 

 

 

 

 



             II-БАП. Екинши тәртипли автономлы квазисызықлы  толқын  

   теңлемелериниң периодлы шешимлери 
 

  Дифференциаллық теңлемелерди жуўық шешиўдиң пайда болған 

аналитикалық методлары ишиндеги ең нәтийжели усыллардың бири 

асимптотикалық усыллар болып, бул теориядағы киши параметр проблемасы 

тербелислер теориясы ушын жаңа методларlы ислеп шығыўға алып келди.  

 Тербелис процесслери улыўма жағдайда  оғада  қурамалы  болып,  

айырым ўақытлары оларды сүўретлеп математикалық моделин дүзиў 

                                 ),(2
2

2

dt
dxxfx

dt
xd    

түриндеги  киши параметрге ийе автономлы толқын теңлемесине алып 

келинеди. Бундай мәселелердиң айырымларында теңлемениң оң тәрепи басқа 

ағзаларға салыстырғанда жетерли дәрежеде киши деп есаплаўға болатуғын 

базы-бир ағзалар топарын ажыратыў мүмкиншилигине ийе болады. Бул ағза 

қарастырылып атырған мәселе ушын айтарлықтай дәрежеде мағанаға ийе 

емес деп есапланылып, теңлемеден алып тасланады ҳәм нәтийжеде 

қарастырылып атырған теңлемеге салыстырмалы әпиўайы болған теңлеме 

пайда болады. 

 Бул усыл периодлы шешимлерди табыўдың Пуанкаре усылының 

тийкарына жатады. Қарастырылып атырған физикалық системаның 

математикалық қойылыўына дәл ерсисиў ушын Пуанкаре „киши параметр” 

түсинигин киритеди. Дәслеп шешимниң периодына сай белгилеў жасаў 

арқалы теңлеме автоном жағдайынан қутқарылады ҳәм периодлы шешим 

жоқарыда айтылған схема менен изертленеди. 

 Бул усылды оң жағы киши параметрге анық түрде ғәрезли болған 

                             ),(2
2

2

dt
dxxfx

dt
xd    

түриндеги теңлемелерге қолланыў айтарлықтай нәтийже береди. 

 



§1.  Екинши тәртипли автономлы толқын теңлемелериниң  
периодлы шешимлери 

 Мейли екинши тәртипли автономлы  

),(2
2

2

dt
dxxfx

dt
xd

                                                         (1) 

толқын теңлемесиниң  

                                          )()( txTtx                                                               (2) 

шәртин қанаатландыратуғын периодлы шешимин табыў мәселесин 

қарастырайық, бул жерде ),( yxf  функциясы, айтайық базы-бир интервалда 

ямаса пүтин сан туўрысында анықланған,  берилген функция. Бул 

теңлемениң периодлы шешимин табыў усылларының бири, оны автономлы 

болмаған теңлемеге алып келиў ҳәм пайда болған теңлемениң периодлы 

шешимин белгили усыллар жәрдеминде анықлаў болып табылады. Усы 

мақсетте  (1) теңлемеде  

                             constaaat  ,1),1(



 

белгилеўин киритемиз. Онда  

 


 d
dxa

dt
d

d
dx

dt
dx )1(1

  

                 2

2
2
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2

2
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)1(1)1(1)1(1



 d

xda
dt
d

d
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d
dxa

dt
d

dt
xd







   

болып, буннан (1) теңлеме 

                           )
1

,(1)1(
2

2
2

2



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dx

a
xfaxa

d
xd








 

  

ямаса 

                              ),(~)1( 2
2

2

 d
dxxfxa

d
xd

                                                        (3) 

түриндеги теңлемеге ийе боламыз, бул жерде 



                          )
1

,(1),(~ 2



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dx

a
xfa

d
dxxf








 

  

 Енди (3) теңлемениң 2  периодлы шешими  

                            ,sin)(cos)()(   ux  

                            cos)(sin)()(
 u

dt
dx

 

формуласы бойынша табылады. 

  Соңғы қатнасты ҳәм (3)  теңлемени есапқа алсақ, онда 

 0sin)(cos)(
 







d
d

d
du

, 

  ),,,,(sin)(cos)()2(cos)(sin)( 2 




 uaFuaa

d
d

d
du

  

              )cos)(sin)(,sin)(cos)((~),,,(   uufuaF  

теңликлерине ийе боламыз. 

 Соңғы теңликти  



d
du )(  ҳәм  




d
d )(   ларға қарата шешсек 

         ,sin),,,(sin)(2sin)(
2
1)2()( 22 


 uaFuaa

d
du





   

         

 cos),,,(2sin)(

2
1cos)()2()( 22 uaFuaa

d
d





   

системасына ийе боламыз. 

 Бул системаны қысқаша 

                                ),,( yaP
dt
dy                                                                       (4) 

түринде де жазыўға болады, бул жерде y ҳәм  P лар еки өлшемли векторлар 

ҳәм соның менен бирге  

                            ),,(),,2( yaPyaP    



 Солай етип (3) автономлы толқын теңлемесиниң 2   периодлы 

шешимин изертлеў мәселеси, автономлы болмаған (4) системаның  2  

периодлы шешимин табыў мәселесине алып келинди. 

 Енди соңғы автономлы (4) системаның периодлы  шешимин 

изертлеўде орталандырыў усылын қолланамыз. 

 Мейли 

                        






2

0

),,(
2
1),,( daPaP  

деп белгилейик ҳәм 

                                 ),(0  aP
dt
d

                                                                  (5) 

системасын қарастырайық. Соңғы система (4) система ушын 

орталандырыўшы система деп аталады, бул жерде 

                                       ),,(),(0  aPaP   

 (5) системаның  

                                         0),(0 aP                                                                   (6) 

системасын шешиў арқалы анықланатуғын  0   квазистатистикалық 

шешими деп аталатуғын шешими үш  21 ,, a   белгисизлерге қарата 

берилген еки теңлемеден ибарат (6) системадан анықланады.  (6) система 

анық сайлап алынған параметр a  ның  10  aa    мәнисинде  0   

квазистатистикалық шешимге ийе болыўы мүмкин. Сонлықтан параметр a  

ның  10  aa    мәниси берилген автономлы (1) системаның изленип атырған 

периодлы шешиминиң    

)1(2
0aT 


  

периодын анықлайды. 

 (6) система және бир характерли айрықшалыққа ийе. Мейли  ),( 21    

болсын. (6) системаны кең мағанада жазсақ 



                                 ,0sin),,,()2(
2
1

212
2   aFaa  

                                 0cos),,,()2(
2
1

211
2   aFaa  

болып, буннан  02   десек, онда   1, a  белгисизлерине қарата төмендеги 
 

                                  ,0sin)0,,,( 1  aF  

                       0cos)0,,,()2(
2
1

11
2   aFaa                                      (7) 

системасына ийе боламыз. Егер (7) система ),( 0
0

1 a   шешимине ийе болса, 

онда усының менен бирге  ),(0 aP   сәўлелендириўиниң  жекеленген точкасы 

анықланады. Дара жағдайда, (7) системаның биринши теңлемеси параметр a  

ның қәлеген мәнисинде  00
11    шешимге ийе болса, онда бул системаның 

екинши теңлемеси излениўши  

 )1(2
0aT 




 

периодты табыў ушын керекли  a  параметрин анықлайды. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



§2.  Екинши тәртипли киши параметрге ийе автономлы толқын 
теңлемелердиң периодлы шешимлери 

 
 Мейли екинши тәртипли киши параметрге ийе  автономлы  

),(2
2

2

dt
dxxfx

dt
xd                                                           (1) 

толқын теңлемесиниң  

                                          )()( txTtx                                                                 (2) 

шәртин қанаатландыратуғын периодлы шешимин табыў мәселесин 

қарастырайық, бул жерде ),( yxf  функциясы, айтайық базы-бир интервалда 

ямаса пүтин сан туўрысында анықланған,  берилген функция. Бул 

теңлемениң периодлы шешиминиң аналитикалық функциялар классында бар 

болыўы Пуанкаре усылы жәрдеминде, ал тегис функциялар классында болса 

Крылов-Боголюбов-Митропольскийдиң асимптотикалық усыллары 

жәрдеминде, сондай-ақ Самойленконың санлы-аналитикалық усыллары 

жәрдеминде жеткиликли дәрежеде үйренилген.  

 Биз бул параграфта  автономлы толқын теңлемелердиң периодлы 

шешимлерин изертлеўдиң алдынғы параграфтағы қолланған усылларын 

пайдаланып (1) теңлемениң  периодлы шешимин изертлеў мәселелерин 

қарастырамыз. Буның ушын (1) системаның соныңдай периодлы шешимин, 

яғный 0  ушын биртекли   

                            02
2

2

 x
dt

xd   

теңлемениң периодлы шешимине айланатуғын периодлы шешимлерин 

изертлеймиз. Бундай периодлы шешимниң периодлары улыўма алғанда 

 параметрге ғәрезли болады: 

                        ,
)(

2)(

  TT     





)(

0
Lim                                              (3) 

бул жерде )(  ны периодтың жийилиги деп есаплаймыз. Усы мақсетте  

)(  ны  



                             1,
1

)( 


 

  

түринде аламыз ҳәм (1) теңлемеде  

                                 
 )1( 

t  (4) 

белгилеўин жасаймыз. Онда (1) теңлеме 

                      )
1

,()1()1( 222
2
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


 d
dxxfx

d
xd


                            (5) 

түрине ийе болады.  Бул жағдайда бурынғы өзгериўшиниң  Tt    мәнисине 

жаңа өзгериўшиниң   2  мәниси сәйкес келеди, яғный (5) теңлемениң 

изленип атырған периодлы шешиминиң периоды жаңа өзгериўши аргументке 

қарата фиксирленген ҳәм ол 2  болады. 

 Алдынғы баптың соңғы үшинши параграфында қарастырылған усыл 

үйренилип атырған теңлеме автономлы болған жағдайда да, автономлы 

болмаған жағдайда да орынлы болады. Соның менен бирге бул усыл 

жәрдеминде табылған период сәйкес биртекли теңлемениң шешиминиң 

периоды менен сәйкес келеди. Сонлықтан соңғы (5) теңлемени  
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 d
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ямаса 

                     ),(2

2

 d
dxxPx

d
xd

                                                                       (6) 

көринисте жазып аламыз, бул жерде 

         )
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 d
dxxfx
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
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 Бизге мәлим биртекли  
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2

 x
d

xd
  



теңлемениң шешиминиң   бойынша периоды 2   ге тең. Сонлықтан  (5) 

теңлемениң периодлы шешимин изертлеў мәселеси (6) теңлемениң 2  

периодлы шешимин дүзиў мәселесине алып келинеди ҳәм бул периодлы 

шешим алдынғы баптың соңғы үшинши параграфына муўапық 
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интеграл теңлемеси жәрдеминде әмелге асырылады, бул жерде   

                                    sincos)( 210 CCx   

 Енди (5) теңлеме ушын сәйкес биринши тәртипли стандарт системаны 

дүземиз. Оның ушын (5) теңлемеге алдынғы параграфтағы сыяқлы 

                            ,sin)(cos)()(   ux  
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белгилеўин киритемиз ҳәм нәтийжеде 

                             0sin)(cos)(
 







d
d

d
du

, 

       ),,,(sin)(cos)()2(cos)(sin)( 2 





 ufu

d
d

d
du

  

бул жерде 

))cos)(sin)((
1

,sin)(cos)(()1(),,,( 22 

 


  uufuf

Бул соңғы системадан 

    ),,,(sin),,,(sin)(2sin)(
2
1)()(

1
2 


 uPufu

d
du





   



    ),,,(cos),,,(2sin)(
2
1cos)()()(

2
2 


 uPufu

d
d





   

ямаса қысқартылған формада  
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d
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деп жазыўға болады, бул жерде  

                                  2)( 2     

ҳәм  Py,  лар еки өлшемли векторлар,   ),( uy  ,  ),( 21 PPP  . 

 Мейли (7) система   дың базы-бир 0    мәнисинде 2  периодлы 

шешимге ийе болсын. Онда автономлы (1) теңлеме    

                                   )1(2
0




T  

периодқа ийе болған шешимге ийе болады ҳәм бул шешим  
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ttttutx  

көринистеги шешимге ийе болады. 

 Теорема. Мейли (7) система   дың базы-бир 0    мәнисинде 

b
dt
dxbaxa  ,   областында 2  периодлы шешимге ийе болсын. 

 Онда (1) теңлеме 0  диң жеткиликли дәрежеде кишкене дөгерегинде 

 нан үзликсиз ғәрезли болған   
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


T  

периодлы шешимге ийе болыўы ушын   дың базы-бир 0    мәнисинде 

орталандырыўшы  
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системасы  
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                                    bb   cossin 0201  

шәртин қанаатландыратуғын 0    теңсалмақлық жағдайына ийе болыўы 

зәрүрли. 

 Мысал ушын  
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dxxx
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xd )1( 2
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                                                                (8) 

 
түриндеги Ван-дер-Пол теңлемесин қарастырайық. Бул жағдайда алдынғы 

биринши параграфтағы  (7) теңлемелер системасы  (8) теңлеме ушын  
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00  tt   

 
көриниске ийе болады. 

 Енди орталандырыўды пайдалансақ  
 

    0)
4
11( 2

11    

  0)2( 00    

теңлемелер системасына ийе боламыз. Ал  010    ушын (8) түриндеги Ван-

дер-Пол теңлемеси ноллик шешимге ийе болатуғын болғанлықтан,  

0,0,2 0210     ушын бул теңлемениң бирден бир 2  периодлы 

шешимине ийе боламыз. 

 
 
 
 
 



§3. Квазисызықлы дифференциаллық теңлемелер ушын 
киши параметрлер методы 

 Мейли келеси ўақытлары мысал сыпатында пайдаланыўға болатуғын, 

сыртқы әззи күштиң тәсири изленип атырған шешимге пропорционал болған 

xx
dt

xd   2
2

2

                                                        (1) 

толқын теңлемесин алып, анықлық ушын айтайық 

                                          0)0(,)0( 
dt

dxAx                                                      (2) 

басланғыш шәртин қанаатландыратуғын шешимди изертлеў мәселесин 

қарастырайық, бул жерде     киши параметр. 

 Егер берилген (1),(2) Коши мәселесин тиккелей шешетуғын болсақ, онда 

шешим  

                                      tAtx   2cos)(   (3) 

болады. Шешимниң бул көринисинен сериппелилик коэффициентиниң 

өзгериўи менен, яғный   киши параметрдиң өзгериўи менен тербелис 

жийилигиниңде өзгериўин көриўге болады.  

 Егер (1), (2) мәселеге киши параметрдиң стандарт усылын қоллансақ, 

яғный шешимди 
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10  txtxtxtxtx n
n  (4) 

түринде излесек, онда (4) ни (1),(2)  ге қойыў арқалы  )(0 tx   ға қарата 
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Коши мәселесине ийе болып, буннан 
 
 tAtx cos)(0   

шешимге ийе боламыз,  ал )(1 tx   ға қарата 
 



 tAtxx
dt

xd  cos)(01
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                              0)0(,0)0( 1
1 

dt
dxx  

Коши мәселесине ийе болып, буның шешими 

 ttAtx 


sin
2

)(1   

түрине ийе болады. 

 Егер табылған )(0 tx   ҳәм )(1 tx  лардың бул жоқарыдағы мәнислерин (4) 

деги орынларына  апарып қойсақ, онда кишкене қәтелик пенен 

 ttAtAtx 


 sin
2

cos)(   (5) 

түриндеги жуўық шешимге ийе боламыз. Бул алынған (5) нәтийжени (1), (2) 

мәселеге избе-из жуўықласыўлар усылын қолланған ўақытта биринши 

жуўықласыўдан соң ақ алыўға болады. 

 Бул жерде тийкарынан айта кететин нәрсе, бизди  )(tx  шешимниң шексиз 

ўақыт интервалындағы, айтайық  t  дағы  жағдайы қызықтырады. Соңғы 

(5) жуўық шешим бул жағдай ҳаққында улыўма дурыс емес, салыстырмалы  

)(0 tx  дан да жаман болған нәтийже береди. Ҳақыйқатында да (5) ниң оң 

жағындағы екинши ағза кишкене  0  ушын ҳәм t  да амплитуда 

бойынша шексиз өседи ҳәм сонлықтан ол биринши ағзаны басып кетеди. 

Бундай ағзалар тербелислер теориясында секулярлық ағзалар деп аталады. 

Нәтийжеде қарастырылып атырған (1), (2) мәселеде резонанс аўҳал 

болғандай болып сезиледи, ал бирақ оның (3) шешими резонанстың жоқ 

екенлигин көрсетеди. 

 (4) деги келеси жуўықласыўларды есапласақ, онда  
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болып, бул бурынғыданда бетер жаман нәтийжени көрсетеди. Ҳақыйқатында 

да t  да бул )(1 tx  ға салыстырғанда бир қанша тезирек өседи. 

 (4) деги шешимди (3) дәл шешимди    ның дәрежелери бойынша қатарға 

жайыў арқалыда алыўға болады. Буның ушын 

                                             2  

белгилеўин жасаймыз ҳәм    ны 0  дөгерегинде қатарға жаямыз 
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Онда 
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55334422 ttttAtttA   

болып,   ның орнына оның (6) дағы мәнислерин қойсақ, нәтийжеде (4) деги 

шешимге ийе боламыз. Буннан резонансты еслеўши секуляр ағзалардың 

пайда болыўы түсиникли болады:  tcos  ҳәм tsin  функциялары ушын 

Маклорен қатарларының дара қосындылары шекли интервалдағы t  ушын 

бул функцияларды жақсы сүўретлейди, ал t  ушын улыўма жарамсыз 

болады. 

 Жоқарыда қарастырылған (1),(2) мәселеге салыстырғанда қурамалырақ 

мәселелердиң шекли көринистеги дәл шешимин көрсетиў қыйын, сонлықтан 

секулярлық ағзалардың себебинен пайда болатуғын резонанс ҳаққында қыял 

жүритиў қыйын болады. Бундай ағзалар тийкарынан автономлы 

системалардың тербелисин киши параметрлер усылының анаў ямаса мынаў 

варианты менен изертлеў барысында пайда болады. Әсиресе бул жағдай 

ноллик жуўықласыў ретинде надурыс анықланған жийиликти алған ўақытта 

пайда болады. Буның себебин  0  қаншелли киши болса да 

            tt  cos)cos(   



айырмасының  t  да киши болмайтуғынлығынан сезиўге болады. 

 Енди усы қарастырылған мәселеге тийкарланған ҳалда улыўма болған 

 ),(2
2

2

dt
dxxfx

dt
xd    (7) 

теңлемесин қарастырайық,    киши параметр. 

 Шешимди (4) көринисте  
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10  txtxtxtxtx n
n  (8) 

түринде иззертлеймиз ҳәм (8) ни (7) ге қойып, алынған бирдейликтен   ның 

дәрежелери бойынша салыстырыў арқалы 
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 Бул методты қолланыўда жоқарыда айтылған секулярлық ағзалардың  

шешимде пайда болатуғынын жеңил көриўге болады. 

 Жоқарыда қарастырылған мысалды анализлей отырып, биз )(tx  ның 

киши параметрдиң дәрежелери бойынша қатарға жайылмасы жәрдеминде 

жуўық шешимлерди алыўдың бул усылының ўақыттың тек оғада киши 

аралығы ушын жарамлы екенлигин көремиз. 

 Усыған байланыслы  сызықлы емес дифференциаллық теңлемелердиң 

шешимлериниң үлкен ўақыт аралықлары ушын ямаса шексиз ўақыт аралығы 

ушын изертлеўге жарамлы болған усыллар ислеп шығылған. Солардың бири 

Линдштедт_Пуанкаре усылы болып табылады. Бул метод жағдайында (7) 

теңлеме өзгериўшилерди алмастырыў жәрдеминде 2  периодқа ийе 



периодлы шешимге ийе болатуғын автоомиялы емес теңлемеге алып 

келинеди ҳәм соннан кейин шешим (8) формула жәрдеминде изленеди. 

 Изленип атырған шешимниң периоды алдын ала бизге белгисиз 

болғанлықтан бул периодты 
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
 

2T  

түрине ийе болады деп қабыл етиўге болады, бул жерде  )(   белгисиз 

болған    киши параметрдиң функциясы ҳәм ол 0  ушын нолге айланады.  

Онда соңғы периодты  
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түринде таңлап аламыз ҳәм 
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белгилеўин киритемиз. 

 Онда (7) теңлемениң (9) түриндеги периодлы шешимине 
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теңлемесиниң   нан ғәрезсиз 2  периодқа ийе болған периодлы шешими 

сәйкес келеди. Бул шешимди  

 ...)(...)()()()( 2
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10   n
n xxxxx  (12) 

түринде излеймиз. Ал енди бул шешимниң периоды   нан ғәрезсиз 2  

периодқа ийе болғанлықтан  барлық ,...2,1,0),( itxi  коэффициентлер   

бойынша 2  периодлы функциялар болады, соның менен бирге изленип 



атырған периодлы шешимниң туўындысы 0t  де нолге айланатуғын 

болғанлықтан  
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болады. 

 (12) ни  (11) ге қойып,   ның бирдей дәрежелери алдындағы 

коэффициентлерди салыстырсақ, онда биз ,...2,1,0),( itxi  функцияларын 

табыў ушын бирқатар теңлемелерге ийе боламыз. Дәслеп 

 002
0

2

 x
d

xd
  

теңлемесине ийе боламыз, буннан (13) ни есапқа алсақ 

                                           cos)( 00 Mx   

шешимине ийе боламыз, бул жерде 0M   ерикли турақлы. Енди )(1 tx  ға 

қарата 
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теңлемесине ийе боламыз. Бул теңлеме периодлы шешимге ийе болыўы 

ушын   
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шәртиниң орынланыўы зәрүрли ҳәм жеткиликли.  

 Бул теңлемелердиң бириншисинен 0M   ерикли турақлының мәниси 

анықланады, ал екиншисинен 1h   ди анықлаўға болады. Табылған 0M   ҳәм 1h  

диң мәнислерин пайдаланып, жоқарыдағы теңлемеден )(1 tx   ны анықлаўға 

болады: 



   sincos)()( 1111 NMx   
 
бул жерде  )(1   базы бир белгили 2  периодлы функция. Ал 1M  ҳәм 1N  

ерикли турақлылар. Бул турақлылар (13) шәрттен ҳәм  )(2 tx  ның периодлы 

болыҳ шәртлеринен анықланады. Булар менен бирликте 2h   де анықланады. 

 Процессти усылайынша даўам етип биз (11) теңлемениң (12) түриндеги  

тек бир қатар менен анықланатуғын шешимине ийе боламыз 

 Мысал ушын мейли ламполы генератордың автотербелис нызамын 

беретуғын 

                               dt
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xd )( 222
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   (14) 

теңлемесин  қарастырайық, бул жерде   ҳәм    лар базы-бир турақлы 

шамалар. Бул теңлемениң периодлы шешимин табыў ушын берилген 
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 Енди cos  ҳәм  sin  лардың алдындағы коэффициентлерди нолге 

теңлестирип, төмендеги теңликлерге ийе боламыз 
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бул жерде жазылмай қалған ағзаларда  cos  ҳәм  sin  лар қатнаспайды. 
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Шешимниң бул соңғы көринисинен ҳәм (18) ден периодтың 
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түринде анықланатуғынлығы келип шығады. 
 



Жуўмақлаў 

Дифференциаллық теңлемелер теориясында айрықша орынлардың 

биринде сызықлы емес дифференциаллық теңлемелердиң жуўық 

шешимлерин дүзиў методлары болып табылады. Дара жағдайда әдеттеги 

дифференциаллық теңлемелер ушын шегаралық мәселелерди жуўық 

дүзиўдиң санлы–аналитикалық усылы ҳәм сызықлы емес механиканың 

асимптотикалық методлары болып табылады. 

 Бул магистрлик диссертация жумысы екинши тәртипли квазисызықлы 

толқын теңлемелери ушын периодлы шешимлерди жуўық дүзиў усылларын 

үйрениге арналған болып, онда тийкарынан периодлы шешимлерди 

изертлеўдиң избе-из жуўықласыўлар усылының айырым вариантлары 

қарастырылған. 

 Қарастырылып атырған мәселелерди үйрениў   барысында төмендеги 

бир қатар нәтийжелер алынды: 

-Екинши тәртипли сызықлы биртекли емес толқын теңлемелери ушын 

айырым периодлы шешимлердиң бар болыў шәртлери алынды;  

     -Алынған нәтийжелер қосымша шәртлердиң қойылыўы менен усындай 

типтеги квазисызықлы теңлемелер ушын периодлы шешимлерин дүзиўге 

қолланылды; 

    -Екинши тәртипли квазисызықлы толқын теңлемелериниң периодлы 

шешимлерин санлы-аналитикалық усыл жәрдеминде жуўық дүзиў алгоритми 

ҳәм бул алгоритмниң жыйнақлылығы дәлилленип, қәтелиги баҳаланды; 

-Екинши тәртипли автономлы квазисықлы толқын теңлемелериниң 

периодлы шешимлери асимптотикалық усыллар жәрдеминде изертленип, 

нәтийжелери конкрет мәселелерди шешиўге қолланылды. 

 Бул жумыстың айырым нәтийжелери Бердақ атындағы Қарақалпақ 

мәмлекетлик университетиниң «Алгебра ҳәм дифференциаллық теңлемелер» 

кафедрасының семинар мәжилислеринде, илимий конференцияларында, 

соның менен бирге ғәрезсизлигимиздиң 20 жыллығына арналып, 



Қарақалпақстан Республикасында  болып өткен зийрек студент қызлардың 

илимий семинарларында  баянат етилди. 
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