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ANNOTATSIYA
Umumlashgan funksiya klassik funksiya tushunchasini umumlashmasidir. Bu
umumlashma, masalan, moddiy nuqta zichligini, nugtaviy zaryad zichligini

matematik formada ifodalashga imkon beradi.

Birlik massaga ega bo’lgan moddiy nuqtani zichligini hisoblaymiz. Birlik massani
U, = {x eR": x| .9} sharga teng tagsimlaymiz, natijada
3

f.()=14m""
0, | X|> &

| x|< e

o’rtacha zichlikka ega bo’lamiz.
f.(x) o’rtacha zichlikni &—0 dagi nugtali limitini izlayotgan zichlik &(x)
sifatida qabul gilamiz, ya’ni

5(x)=lim f,(x)=

>0

{+ o, X=0, )

0, X # 0.

5(x) zichlik funksiyasi uchun

[o(x)dx =

{l, OeV
Vv

0, 0¢V

munosabat o’rinli bo’lishi kerak, bunda V —R". (1) munosabatga ko’ra, bu
tenglikning chap tomoni nolga teng bo’ladi, demak f,(x) ketma- ketlikni & —0
dagi nugtali limitini 8(x) zichlik funksiya sifatida qabul qgilib bo’Imaydi.

Endi f_(x) ketma- ketlikni &£ -0 dagi sust limitini hisoblaymiz ya’ni R" da
ixtiyoriy ¢(x) uzluksiz funksiya uchun [ f,(x)p(x)dx sonli ketma- ketlikni & —0
da limitini hisoblaymiz

lim [, (x)p(x)dx = »(0)

&c—0

bo’ladi. Haqigatan ham, (p(x) funksiya uzluksizligidan V7 >0 uchun
dey >0, | X|<gy shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x larda |@(x)—¢(0)|<n

bo’ladi, bundan Ve < g, larda



[ (o(x) - @(0))dx

[x|<e

3 3
Sy leco(X) ~p(0)dx<n, . |X|j< =7

[ 1. (p(x)dx—0(0) =,

Demak, f.(x) ketma- ketlikni & —0 dagi sust limiti har bir uzluksiz ¢(x)
funksiyaga ¢(0) sonini mos qo’yuvchi funksionallardan iborat ekan, ushbu
funksionalni 5(X) zichlik funksiya ta’rifi sifatida qabul qilamiz, bu Dirakning & —

funksiyasidir.

Ixtiyoriy ¢(x) uzluksiz funksiya uchun ¢ —0 da f_(x)— 5(x):

[ £.()p(x)dx — (5,9), €0

bo’ladi, bunda (5,¢) & funksionalni ¢ funksiyadagi ¢(0) giymati.
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Kirish
Umumlashgan funksiya klassik funksiya tushunchasini umumlashmasidir. Bu
umumlashma, masalan, moddiy nuqta zichligini, nugtaviy zaryad zichligini

matematik formada ifodalashga imkon beradi.

Birlik massaga ega bo’lgan moddiy nuqtani zichligini hisoblaymiz. Birlik massani
U, = {x eR": x| .9} sharga teng tagsimlaymiz, natijada
3

f.()=14m""
0, | X|> &

| x|< e

o’rtacha zichlikka ega bo’lamiz.
f.(x) o’rtacha zichlikni &—0 dagi nugtali limitini izlayotgan zichlik &(x)
sifatida gabul gilamiz, ya’ni

5(x)=lim f,(x)=

>0

{+ o, X=0, )

0, X # 0.

5(x) zichlik funksiyasi uchun

[o(x)dx =

{l, OeV
Vv

0, 0¢V

munosabat o’rinli bo’lishi kerak, bunda V —R". (1) munosabatga ko’ra, bu
tenglikning chap tomoni nolga teng bo’ladi, demak f,(x) ketma- ketlikni & —0
dagi nugtali limitini 8(x) zichlik funksiya sifatida qabul gilib bo’Imaydi.

Endi f_(x) ketma- ketlikni &£ -0 dagi sust limitini hisoblaymiz ya’ni R" da
ixtiyoriy ¢(x) uzluksiz funksiya uchun [ f,(x)p(x)dx sonli ketma- ketlikni & —0
da limitini hisoblaymiz

lim [, (x)p(x)dx = »(0)

&c—0

bo’ladi. Hagigatan ham, (p(x) funksiya uzluksizligidan V7 >0 uchun
dey >0, | X|<gy shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x larda |@(x)—¢(0)|<n

bo’ladi, bundan Ve < g, larda



[ (o(x) - @(0))dx

[x|<e

< I¢(X)—¢(0)d><<774;3 Jdx=7

[X|<e X|<&

[ 0lx)ex—p(0) = >,

Demak, f.(x) ketma- ketlikni & —0 dagi sust limiti har bir uzluksiz ¢(x)
funksiyaga ¢(0) sonini mos qo’yuvchi funksionallardan iborat ekan, ushbu
funksionalni 5(X) zichlik funksiya ta’rifi sifatida qabul qilamiz, bu Dirakning & —

funksiyasidir.

Ixtiyoriy ¢(x) uzluksiz funksiya uchun ¢ —0 da f_(x)— 5(x):

[ £.()p(x)dx — (5,9), €0

bo’ladi, bunda (5,¢) & funksionalni ¢ funksiyadagi ¢(0) giymati.

Endi birlik massani hosil gilish uchun &(x) funksionalni ¢(x)=1 funksiyadagi
giymatini hisoblaymiz: (5,1)=1(0)=1.

Agar x=0 nugta m massaga ega bo’lsa, u holda zichlik m-5(x) ga teng
bo’ladi, agarda m massa X, nuqtada bo’lsa zichlik m-&(x — X, ), umuman har xil

X, k=12,...,N nugtalarga m, massa qo’yilgan bo’lsa, zichlik funksiya

N
mk5(x - Xo)
k=1

ko’rinishda bo’ladi.

Moddiy nuqgtadagi zichlik klassik funksiya tushunchasi orgali ifodalanmas ekan, u
chizigli uzluksiz funksionallar (umumlashgan funksiyalar) yordamida ifodalanar
ekan [2].

Ushbu Bitiruv malakaviy ishida umumlashgan funksiyalar (§ 1), ularning
xossalari (§ 2), ular ustida amallar (§ 3) o’rganilgan. Oxirgi § 5 da esa musbat

umumlashgan funksiyalar va o’lchovlar orasidagi munosabat o’rganilgan.



1-§. Asosiy funksiyalar fazosi.

Kirish qgismida keltirilgan misoldan ko’rinadiki & —funksiya uzluksiz
funksiyalar orgali chizigli uzluksiz funksional sifatida aniqlandi, ya’ni uzluksiz
funksiyalar 6 — funksiya uchun asosiy funksiya hisoblanadi. Umumlashgan
funksiyalarni chizigli uzluksiz funksiyalar sifatida aniglash magsadida asosiy

funksiyalar fazosini aniglash zarur.

G cR" soha va unda ¢(x) funksiya aniqlangan bo’lsin. Agar biror G, c G
sohadan tashqarida ¢(x)=0 bo’lsa, ¢(x) funksiya G sohada finit deyiladi.

(D(X)i 0 nugtalar to’plamining yopilmasi (p(x) funksiyaning tashuvchisi deyiladi:

ya Y

suppe(x)=1x:xeR", p(x)=0;

R" fazoda aniglangan cheksiz marta differensiallanuvchi finit funksiyalar asosiy
funksiyalar to’plami deyiladi. Asosiy funksiyalar to’plamini D= D(Rn) bilan
belgilaymiz.

D to’plamda yaqinlashish tushunchasini quyidagicha kiritamiz: D dan olingan
o, ,,... funksiyalar ketma —ketligi ¢ € D funksiyaga yaqginlashadi deyiladi, agar
1) 3R >0: suppe, U,

2) har bir a =(ay,a,,...,a, ) multiindeks uchun
"0, (X) = 0%p(x), k > o0,
1) va 2) shartlar bajarilganda D da ¢, (x)— ¢, k — oo kabi yoziladi.
Chizigli D to’plam yuqorida kiritilgan yaqinlashish tushunchasi bilan birgalikda

asosly funksiyalar fazosi deyiladi.

Asosiy funksiyalar fazosida 6”¢(x) differensiallash amali D dan D ga

uzluksiz akslantirish bo’ladi.Haqgiqatan ham, agar ¢, — 0, k — o0, bo’lsa, u holda

1) Biror R>0 uchun |x|> R da ¢, (x)=0,

2) Har bir & uchun 8%¢,(x)=0, k—o.



Demak, suppd”e, (x)cU, va 0°[0° ¢, (x)|=0""¢,(x)—>0, k —>o, ya’ni
o (x) >0, k>,

Xuddi shunday ¢(Ay +b) va a(x)- ¢(x), a(x)eCw(R”) amallar ham D dan D ga

uzluksiz akslantirish bo’ladi.

Tashuvchisi biror G < R" sohaga tegishli bo’lgan asosiy funksiyalar to’plamini

D(G) orgali belgilaymiz.
D(G)<=D(R")=D (ta’rifga ko’ra).

Noldan farqli asosiy funksiyaga quyidagi “shapkacha” funksiya misol bo’ladi:

SER]
w,(x)=4C, e’ N xke
0, | X|> &

bunda C, o’zgarmas son

Ico dxl

shart bilan tanlangan, ya’ni

1

T
C.e" [e VI de=1.
U1

Lemma 1. Ixtiyoriy GcR" soxa va >0 son uchun Eln(x)eC”(R”)

0<n(x)<L n(x)=1 xeG,; n(x)=0 xgG,,, bunda G,=JU(x,e)-G
xeG

sohaning ¢ atrofi.

Teorema 1.1. D(G) to’plam L,(G) fazoda zich.

Isbot. f €L, (G) va Ve >0 son berilgan bo’lsin. Lebeg integralining absolyut
uzluksizlik xossasiga ko’ra 3G'c G
2

[ 1f(x |dx<——

G\G'



Ko’phadlar to’plami L,(G) da zichligidan 3P :

2

j|f X)|? dx<€

G"< G' sohani shunday tanlaymizki,

2

[ 1PG)P dx<85.

G\G"

Lemmaga ko’ra 37e D(G'):0<7<1 5(x)=1 xeG". U holda P, e D(G) va

[t =P, =11 —P, 12 de+ [ITP dxs

G G\G'

2
<—+2j|f—P| dx+2j|P P, |’ dx<> 2 42 [IP} dx<e?
5 5 G"\G"

Teorema ishotlandi.



2-§. Umumlashgan funksiyalar fazosi va umumlashgan funksiyalar ustida

amallar.

Umumlashgan funksiyalar fazosi.

Ta’rif 2.1. Asosiy funksiyalar fazosida aniglangan chizigli uzluksiz
funksional umumlashgan funksiya deyiladi.
f funksionalning ¢ asosiy funksiyadagi giymati (f,p) bilan belgilanadi yoki

f (x) kabi belgilanadi. (x, ¢ asosiy funksiya argumentlari).

Umumlashgan funksiyalar fazosi D'= D'(R”) bilan belgilanadi.
1- ta’rifga asosan
1) f umumlashgan funksiya D dagi har bir ¢ ga (f ,@) (kompleks) sonni mos
qo’yadi.
2) f umumlashgan funksiya D da aniglangan chiziqgli funksional, ya’ni agar
peD,yeD va A,ueC bo’lsa,
(o +uy)=A(f,0)+ u(f,y).

3) f umumlashgan funksiya D da aniqlangan uzluksiz funksional, ya’ni agar
D dagi ¢, =0, k — oo, ketma - ketlik uchun (f,¢, )—0,k — .
Agar D' da f wva g umumlashgan funksiyalarni Af + g chizigli
kombinatsiyasini quyidagicha aniglasak D' chiziqli to’plam tashkil qiladi :

(Af + 10,0)=Af,0)+ 14(9.0), @<D.
Af + g funksionalni D da chizigli va uzluksizligini tekshiramiz, ya’ni D' ga

tegishliligini. Hagigatan ham, agar ¢ € D, w € D va Ve, 8 €C bo’lsa, u holda

(/1f + 10, ap+ ﬂl//)zl(f yoaQ+ ,Bl//)+ﬂ(9,0“ﬂ+ ,3'//):
=a(A(f,0)+ u(9,0)+ BT v)+ u(9.w)) = a(Af + 19,0)+ B(Af + 19,v)

10



ya’ni bu funksional chiziqli.
f va g uzluksizligidan D dagi ¢, —0, k —> o ketma - ketlik uchun
(Af + 19,0, )=A(f, 0 )+ u(g,(pk)—>0, K — oo,
bo’lib, Af + £g funksionalning uzluksizligi kelib chigadi.
D' da sust yaginlashish tushunchasini aniglab olamiz:

f,,f,,.... D' da aniglangan ketma - ketlik wuchun V@peD da
(f.,9)—> (f,@), k>0, bo’lsa f, umumlashgan funksiyalar ketma — ketligi
f e D' umumlashgan funksiyaga yaginlashadi deyiladi va f, —> f, k—oo kabi
yoziladi.

Ushbu yaginlashish tushunchasi bilan birgalikda D' umumlashgan funksiyalar

fazosi deyiladi.

Umumlashgan funksiyalar fazosining to’laligi.

Teorema 2.1. D' dan olingan f,, f,,... ketma - ketlik uchun VpeD da

(f.,¢) sonli ketma - ketlik yaginlashuvchi bo’lsa, u holda

(f.p)=lim(f,.p) peD,

tenglik bilan aniglangan f funksional D da chizigli va uzluksiz bo’ladi.
Isbot. (f,ap+ fy)= L|<im(fk,05go+ﬂt//): allim(fk,(p)+ﬂll(im(fk,l//):

o f,0)+B(f,w)

munosabatdan f funksionalning chizigliligi kelib chigadi. Uni uzluksizligini
Isbotlaymiz, ya’'ni D dagi ¢, >0,v—>o ketma - Kketlik uchun
(f,p,)—0, v—> o0, bo’lishini isbotlaymiz.

Teskari faraz qilamiz, ya’ni barcha v=12,... uchun Ja>0 bo’lib,

f.p/>2a
bo’lsin.

(f’¢v):1m(fk’¢k)

11



munosabatdan har bir v uchun shunday k, topilib, >a bo’ladi, ikkinchi

f,
tomondan teorema shartiga ko’ra (f,,p )—0, k—>c. Demak, farazimiz
noto’g’ri.

Teorema isbotlandi.

Izoh. Teorema shartini ganoatlantiruvchi f, f,,... ketma - ketlik uchun D dan
olingan ¢,,¢,,... nolga intiluvchi ketma - ketlik uchun (f ¢, )—0, k>
ekanligi quyidagi lemmada isbotlangan.

Lemma 2.1. Teorema shartlarini ganoatlantiruvchi D' dan olingan f, f,,...
funksionallar ketma — ketligi bo’lib, D dan olingan nolga intiluvchi ¢, @,,...
ketma - ketlik bo’lsa, u holda (f,,¢, )—0, k — o, bo’ladi.

Umumlashgan funksiya tashuvchisi.
Umumlashgan funksiyalar umuman aytganda alohida olingan nuqtada giymatga

ega bo’lmaydi. Lekin uni biror sohada nolga tengligi haqida mulohaza yuritish

mumkin.

Ta’rif 2.2. f umumlashgan funksiya G sohada nolga teng deyiladi, agar
Ve D(G) uchun (f,p)=0 bo’lsa.
Agar (f,p)=0, peD(G) bo’lsa f =0, xeG yoki f(x)=0, xeG ko’rinishda
yoziladi.
Ushbu ta’rifga asosan G sohada f va g umumlashgan funksiyalar teng deyiladi,
agar f —g=0, xeG bo’lsa: xususan agar V¢ e D uchun (f ,(p)z(g,(p) bo’lsa.
f umumlashgan funksiya G sohada nolga teng bo’lsa, u holda G sohaning
ixtiyoriy nuqtasini biror atrofida ham nolga teng bo’ladi. Teskarisi ham o’rinli.

Lemma 2.2. Agar f umumlashgan funksiya G sohani ixtiyoriy nugtasi

atrofida nolga teng bo’lsa, u holda G sohada nolga teng bo’ladi.

Isbot. Ixtiyoriy @< D(G) ni fiksirlaymiz. Aniglanishiga ko’ra suppp — G.

12



suppe kompakt to’plam ekanligidan Geyne — Borel” lemmasiga ko’ra uni chekli
sondagi U(x,,r, ), k=12,...,N(@) sharlar bilan goplash mumkin. Lemma shartiga
ko’ra bu sharlarda f nolga teng.U(x.,r' ).r' <r,, sharlarni shunday tanlash
mumkinki, ular suppe ni qoplaydi. Asosiy funksiyalar haqidagi lemmaga ko’ra
h(x): h(x)=1 xeU(x.,r\), supph cU(x,r), funksiyalar mavjud. Bu

funksiyalar orgali

1

funksiyalarni quramiz. Qurilishiga ko’ra suppe atrofida h(x)>1.

Demak,
7, £ DU va ol0)= 3, ()
Bundan
(f wp){l‘é%j:g(f #)=0.

Lemma isbotlandi.

f eD' bo’lsin. f =0 atroflar birlashmasi Q; ochiq to’plam f umumlashgan
funksiyani nollik to’plami deyiladi.

Q; to’plamni R" gacha to’ldiruvchisi f ni tashuvchisi deyiladi. suppf yopiq

to’plam bo’ladi. Agar suppf chegaralangan to’plam bo’lsa, u finit deyiladi.

Regulyar umumlashgan funksiyalar.
f (x) funksiya R" da lokal integrallanuvchi bo’lsin.
(f.9)=] f (X)p(x)dx, p D (*)

funksionalni garaymiz. Integralning chizigliligidan
(f, Ap+ )= [ £ (xNAp(x) + payr(x))lx =

Af £ (e(x)dx + p[ T (x)dx = A(F, @)+ pu( £,y ),
13



Integral belgisi ostida limitga o’tish haqidagi teoremaga asosan ¢, — 0, k — oo,

¢, € D asosiy funksiyalar ketma — ketligi uchun

(f.0)= [ F(X)p ()dx >0, k—>co.

bo’ladi. Demak, (f,¢) chizigli uzluksiz funksional.

Ta’rif 2.3. R" da lokal integrallanuvchi funksiyalar orgali aniglangan (*)
umumlashgan funksiyalar regulyar umumlashgan funksiyalar deyiladi.

Lemma 2.3. (Dyu Bua - Reymon). G sohada lokal integrallanuvchi f(x)
funksiya umumlashgan ma’noda G da nolga teng bo’lishi uchun f(x) funksiya G

sohada deyarli nolga teng bo’lishi zarur va yetarli.

(*) munosabatga asosan R" da lokal integrallanuvchi funksiya regulyar

umumlashgan funksiyani aniglaydi. Dyu Bua — Reymon lemmasiga ko’ra regulyar
umulashgan funksiya R" da lokal integrallanuvchi funksiya orgali yagona ravishda

aniglanadi. Demak, R" da lokal integrallanuvchi va regulyar umumlashgan

funksiyalar orasida o’zaro bir giymatli moslik mavjud. Bu moslik (*) munosabat
orqali amalga oshiriladi. Shu ma’noda R" da lokal integrallanuvchi funksiyalar
regulyar umumlashgan funksiya bo’ladi.

Ta’rif 2.4. f umumlashgan funksiya C P (G) sinfga tegishli deyiladi, agar u

G sohada CP(G) sinfga tegishli fg(x) funksiya bilan ustma — ust tushsa, ya’ni
VpeD(G)

(f.9)=] T (x)p(x)dx

Singulyar umumlashgan funksiyalar.

Ta’rif 2.5. Regulyar bo’lmagan umumlashgan funksiyalar singulyar
umumlashgan funksiya deyiladi.
Ushbu ta’rifga ko’ra singulyar umumlashgan funksiyani lokal integrallanuvchi

birorta ham funksiyaga mos qo’yib bo’Imaydi.
14



Singulyar umumlashgan funksiyaga oddiy misol Dirakning 6 — funksiyasidir.
(6,0)=9(0), 9D,
ma’lumki SeD', 8(x)=0, x=0, supps ={0}  &(x) singulyar umulashgan

funksiya ekanligini isbotlaymiz. Teskari faraz qilamiz, ya’ni shunday R" da lokal

integrallanuvchi f(x) funksiya mavjud bo’lsinki, V¢ e D uchun

J f(x)e(x)dx=(0)
bo’lsin. X, - ¢(x)e D ekanligidan

J.f dX X1(0( )‘ O=(X1-f,(p)

Bundan ko’rinadiki, R" da lokal integrallanuvchi x, - f(x) funksiya umumlashgan

ma’noda nolga teng bo’ladi. dyu Bua — Reymon lemmasiga ko’ra deyarli barcha

nugtalarda x, - f(x)=0, ya™i f(x)=0
Bu esa I f (x)p(x)dx = (0) ekanligiga ziddir. Demak, farazimiz noto’g’ri.

£ —>+0 da o,(x)—5(x) ekanligini ko’rsatamiz.

Hagigatan ham D' da yaqinlashish tushunchasiga asosan
lim [, (x)p(x)dx=¢(0), 9 D.
¢(x) uzluksizligidan | x|< &, uchun \go(x)— (p(o)\ <n tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Demak Ua) (X )oo(x dx — oo ‘ [o,(x) (0)dx < n[ e, (x)dx=7.

Endi Soxotskiy formulalarini keltirib chigaramiz.

(Qi,q)j_ij%x)dx_mo(f foj dx, < D(R).

—o0 &

— funksional D da uzluksiz. Hagigatan ham, D da ¢, —0, k —> o, ketma -
X

ketlik berilgan bo’Isin. U holda

15



<

oot

R
j‘wk ){dx<2Rmax\(pkx)(—>O k — .

IXI<R

_ %/p T 9, (0)+ ¢, (X) dx

X

Shunday qilib.’/’l e D'
X

x=0 da f/’E umumlashgan funksiya 1 bilan ustma — ust tushadi. &
X X

X | =

umumlashgan funksiya 1 funksiya integralining bosh gismi (Vp) deyiladi.
X

lim ﬂdx:—iw(o)wq@dx, peD
e—>+0Y X+ 1&g X

tenglikni isbotlaymiz.

Hagigatan ham, | x|> R da ¢(x)=0 ekanligidan

—l&
r 2 o(x)x =

R
lim de — lim

£—>+0 X+l £—>+0 RX

R

X—lg
¢(0) !ET)O md +!I_fDO 2 +82((P(X)_¢(O))dxz

—2ip(0) lim argtg + j(p(p(o)dx:—iw(o)+vp_[¢g(x)dx.

£—>+0 X

Ushbu tenglik &—+oo da ketma- ketlikni D' da limiti mavjudligini

X+ie
ko’rsatadi. — ni ¢ > +0 dagi limitini — bilan belgilasak,
X+lg X+10
1 ol
=—im —
X+i0 ( ) X
L im(x)+ e
—1i0 X

bo’ladi. Bu formulalar Soxotskiy formulalari deyiladi.
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Umumlashgan funksiyalar ustida amallar.

Umumlashgan funksiyalarda o’zgaruvchini chizigli almashtirish. f(x)

funksiya R" da lokal integrallanuvchi va x= Ay+b, det A=0 bo’lsin. VpeD

uchun

(F(y+D)p)= [ 1Ay +Dloly)dy = o £ (bl (x )=

~(t.plat(x-D))

| det Al

Demak, Vf(x)e D' uchun f(Ay+b) umumlashgan funksiya

(f(Ay+ b),co)—(f ,¢(A_1(X - b))], peD

| det Al

formula orgali aniglanadi.
Xususan, agar A'= A~ bo’lib, b=0 bo’lsa,
(f(Ay)p)=(f,p(AX));

A=cl, ¢c<0, bo’lib, b=0 bo’lsa,
1 X
c" I( C

(fey)o)=
(f(y+b).o)=(f p(x-b)).

f (x +b) umumlashgan funksiya f(x) umumlashgan funksiyani b vektorga surish

A=1 bo’lsa,

deyiladi. Masalan
(6(x =X ),0)= (8, (X + %)) = p(o)-
Umumlashgan funksiyalarni ko’ paytirish.
f(x) R" da lokal integrallanuvchi funksiya va a(x)e C°°(R”) funksiya
berilgan bo’lsin. V¢ € D uchun
(af )= [a(x)f (X)p(x)dx=(f ap)

munosabat o’rinli bo’ladi.
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Bu tenglikni f D' bilan aeCw(R”) funksiyalar ko’paytmasi sifatida qabul
gilamiz:
(af ,(p)z(f ,a(p), peD.

D da acC*(R") funksiyaga ko’paytirish amali chiziqli va uzluksizligidan
af € D' bo’ladi.
Xuddi shunday aeCOO(R”) funksiyaga ko’paytirish amali D' da ham chizigli va
uzluksiz bo’ladi:

a(Af +19)=Aaf )+ u(ag), f,geD';
agar D' da f, >0, k > D'da afy, >0, k—>oo.

Agar f eD' bo’lib, neC"O(R”) funksiya f ni tashuvchisida birga teng
bo’lsa, f =7 f tenglik o’rinli bo’ladi.
Hagigatan ham, V@< D uchun f va (1—7)p larni tashuvchilari umumiy nugtaga
ega bo’lmaydi va
(f =7 f,0)=(f,(1-n)p)=0

Misollar.
1. a(x)5(x)=a(0)s(x).
Y@ e D uchun

(ad,p)=(5,a0)=a(0)(0)=(a(0)s, ).

)

2. X-&
X
V¢ < D(R) uchun

(xﬂ’% , goj - (9% , X(p) =ijX¢T(X)dX = [ o(x)dx = (1. )
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3-§. Umumlashgan funksiya hosilasi va uning xossalari.

Umumlashgan funksiya hosilasi. f eCp(R”) funksiya berilgan bo’lsin.
Va,|a|<p,va VoeD uchun bo’laklab integrallash formulasiga asosan
07 .0)= [0 f (X)p(x)dx = (-1 [ f (x)o“oler) = (- 1) ,0%¢)

tenglik o’rinli bo’ladi.

Ta’rif 3.1. f € D' umumlashgan funksiyani 6“ f hosilasi deb

(0 f.0)=(1)(f,00) peD
ifodaga aytiladi.
0“ f € D' ekanligini isbotlaymiz. Hagigatan ham,

1)  Chizigliligi:

(@ . A+ )= (-1)(8,0% (Ag+ )= (~1)"!(£, 20%p + 0" )=

= A1) (,0%0)+ u(— 1) (f, 0%y )= 40" £, )+ (6% 1)
2)  Uzluksizligi:
Agar D da ¢, >0,k >0, va 0“¢p, >0, K — o, bo’lsa, u holda
(0“ f.0,)=(-1)"(,6%¢, ) >0, k > .

1. Umumlashgan funksiya hosilasining xossalari.
1°. 6“ differensiallash amali D' dan D' ga chiziqli va uzluksiz, ya’ni D' ni D' ga

chizigli va uzluksiz akslantiruvchi:

0“(Mf +19)=A0"f + uo*g, f;9eD;
Agar f, 50, k >, f_ €D bo’lsa, u holda
0“f, >0, k>,
Haqigatan ham, hosila ta’rifiga ko’ra Ve € D uchun

(06 f,.0)=(=1)"(f,,0°0) >0, k > .
Bundan D' da k >« 0 f, — 0 ekanligi kelib chigadi.

0” chiziqliligi bevosita ta’rifdan kelib chiqadi.
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2°. Ixtiyoriy umumlashgan funksiya cheksiz marta differensiallanuvchi.

Hagigatan ham, f e D'= ie D'= ofa e D' va hokazo.
OX; OX; \ OX;

3% feD'vaae Cw(R”) uchun Leybnits formulasi o’rinli bo’ladi.

Masalan:

o(af) oa of
= f+a
oX,  OX 0%,

Hagigatan ham, Y@ € D uchun

(26) ) {ar.20) {1020 )-{ 12002 )

OX, OX, OX, oX,  0X
A G (e ()
OX, OX, 0%, X, X, OX,
of oa
a_—+f,p
(o)

4%, f Umumlashgan funksiya VxeG da f(x)=0 bo’lsa, uholda ¥xeG uchun

0“f =0 va suppo“f csuppf.

Hagigatan ham, ¢ e D(G) bo’lsa, 6“¢ € D(G) bo’lib,
0“f.0)=(-2)" (f.0°p)=0, Vp<D(G)

bo’ladi, ya’ni 8“f =0, xeG.

2. Umumlashgan funksiyaning boshlang’ich funksiyasi.

n=1 bo’lsin. Matematik analiz kursidan ma’lumki, har qanday uzluksiz f(x)
funksiya f(x) boshlang’ich funksiyaga ega:

FAx)=[f(E)de+C, (FPX)=f(x)
ta’rif. e D'(R) umumlashgan funksiya f e D'(R) umumlashgan funksiyani
boshlang’ichi deyiladi, agar ()= f ya’ni (f?,¢')=—(f,p), oD bo’lsa.

Ta’rifdan ko’rinadiki, f(— 1) funksiyaning barcha asosiy funksiyalarda emas, fagat
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ularning hosilalarida aniglangan. f Y funksionalni D fazoga chizigli va uzluksiz
davom qildirishga harakat gilamiz.
Faraz gilamiz f € D' ni f™ e D' boshlang’ichi mavjud bo’Isin V¢ € D(R)
funksiyani quyidagi ko’rinishda ifodalaymiz
o(x) =y (x)+ o, (x)] pl¢

bunda @, (x)—"shapkacha” funksiya va

~ o) -o. 0 oleriche

Endi  w(x)eD(R) ligini isbotlaymiz. Hagigatan ham y eC*(R) va
p(x)=0, x<—max(R,&), agar ¢(x)=0,|x|>R x<max(R,&) bo’lsa,
= ol o, ()i [ole)az =0
Demak, | x|>max(R,&) bo’lsa, y(x)=0 bo’ladi, ya’ni e D.
(f,0)=(f @0 (%) + 0, ()] @)= (£ 2,5 (0)+ (2, 00, (%) )
(1, p)=—(f.y)+C[p(E)dE, peD
bunda C =(f ¥, ,).

&

Demak, agar f umumlashgan funksiya f ' boshlang’ichga ega bo’lsa, f Y
(£, 0)=~(f.p)+Clp(&)de,

o(x)=y'(x)+ @, ()] p(£ )<,
formula orgali hisoblanadi va aksincha VC o’zgarmas son uchun ushbu formula
orgali aniglangan f f ni boshlang’ichi bo’ladi. Hagiqatan ham, f chiziqli
funksional. Uni uzluksizligini isbotlaymiz.
D da ¢ —0 k—>ow berilgan bo’lsin, yani ¢, (x)=0, |x|>R, va
(0,5“) —0, k>0 yani D da w,(x)> , k—>ow, bo’ladi. f ni D

uzluksizligidan

(f(71)’¢k):_(f’l//k)+cj¢k(§)d§_)o’ k—>o0.
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Demak, f™eD',
Endi w(x) ni ifodasida ¢ funksiyani ¢' funksiya bilan almashtirib, J'go'(g)déj:O

ekanligini e’tiborga olsak,

(f™.p)=—(f.p) peD
bo’ladi.
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4-§. Umumlashgan funksiyalarning to’g’ri ko’paytmasi va o’ramasi.

1. To’g’ri ko’paytma ta’rifi. f(x) va g(x) funksiyalar mos ravishda R" va R™
fazolarda lokal integrallanuvchi funksiyalar berilgan bo’lsin. f(x)-g(x) ham

R™™ fazoda lokal integrallanuvchi bo’lib, (x,y)e D asosiy funksiyalar fazosida
aniqlangan regulyar umumlashgan funksiyani aniglaydi:
jf xydxdy [0 a(ye(x, y)dxdy =
(f(X),( ) lx, =Ig )J £ (), y)dxdy = (g(y).(F (x)e(x, y)))

Ushbu tenglikni f(x)e D'(R”) va g(y)e D'(R”) umumlashgan funksiyalarni
to’g’ri ko’paytmasi sifatida gabul gilamiz.

To’g’ri ko paytmani D(R”””) da aniglangan chizigli uzluksiz funksionalligini
ko’rsatamiz. Shu magsadda quyidagi lemmani isbotsiz keltiramiz.

Lemma 4.1. Ixtiyoriy geD'(Rm) va pe D(R””“) funksiyalar uchun
w(er)=(g(y).@(x,y)) funksiya D(R") fazoga tegishli bo’lib, barcha ¢ larda
oy (x)=(g(y)ela.y))
o’rinli bo’ladi. Agar D(R™™) da k >0 da g, —0 bo’lsa, r holda D(R") da
v (x)=(a(y). (%, ¥)) >0, k=0, bo’ladi.
Ushbu lemmaga asosan barcha ¢ e D(R””") uchun w(x)=(g(y).e(x,y))e D(R”)

ekanligidan

(f(x)-9(y). )= (T (x).(a(y). o(x ))

tenglikning o’ng tomoni barcha f va g umumlashgan funksiyalar uchun ma’noga

ega bo’ladi va D(R”*m) fazodagi funksionalni aniglaydi.
f va g funksionallarning chizigliligidan uning chizigliligi kelib chigadi. Uni

D(R””“) da uzluksizligini isobotlaymiz. D(R”*m) da k —>o da ¢ —0 bo’lsin. T
holda lemmaga ko’ra D(R”) da (9(y).@(x,y)—0, k>, va f funksionalni
D(R”) da uzluksizligidan (f(x),(g(y).@.(x,y)))—0, k = oo kelib chigadi.
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Demak, f(x)-g(y)e D'(R”+m) ya’ni umumlashgan funksiya bo’ladi.
2. To’g’r1 ko’paytmaning xossalari.
19, Kommutativligi. f e D'(R”), ge D'(Rm) umumlashgan funksiyalar uchun
f(x)- g(y) kabi g(y)- f(x) to’g’ri ko’paytma aniqlanadi:

(a(y)- f(x)@)=(a(y)(f(x). o(x,¥))) @ DR™").
f(x)-a(y)=g(y)- f(x)
tenglik o’rinli.

Hagagatan ham, ¢ e D(R”””):

N

CD(X’ y):ZUI(X)\/I(y)’ U, e D(Rn)’ V) € D(Rm)

1=1

asosiy funksiya D(R”””) fazoda zichligidan

(f(x)- QJ(X),(p):(f,IZi“UI(g,vI )j:

=310 e W)= 8310 )= a(4) (o)
2°. f(x)-g(x) to’g’ri ko’paytma f va g larga nisbatan chizigli va uzluksiz, ya’ni
masalan:

(4 (x)+ 22 £,(x))- 9(y) = A(F (x)- 9(y))+ £(£,(x)- 9 (y)),
f,f,eD'(R") geD'(R"} D'(R")da k-0 f, —0 bo’lsa, uholda D'(R™") da
k >o0 da f (x) g(x)—0.

Hagigatan ham, ¢e D(R”””) bo’lsin.  Yuqoridagi lemmaga asosan

w(x)=(9(y),¢(x y))e D(R") bolib,
(f.(x):9(y).@)=(f(x)(a(y) e(x,y)=(f.»)=0, k—>co.
3. Assosativligi. Agar f e D'(R") g eD'(R") va he D'(R) bo’lsa, u holda
f(x)-(a(y)-h(2))=(f(x)- a(y))- h(z).
Hagigatan ham, agar ¢ D(R“*””") bo’lsa,

(f(x)-(a(y)- h(@)p)=(f (x).(a(y)- h(z).0))=
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=(f(x)-9(y). (h(z).2))=((f(x)-g(y))-h(z).0)

4°, Hosilasi.

o5 (f(x)-g(y))=2; f(x)-9(y)

Hagigatan ham, ¢ e D(R”””) bo’lsa,

@2 (f(x)-a(y))h @)= (-1 (£ (x)- g(y) o2 o(x, y))= (1) (g(y) (f (x).o20(x y)) =
=(g(y) (@2 f (x)0))= (02 F (x)- a(y).0)

3. Umumlashgan funksiyalarning o’ramasi va uning xossalari.

f(x) va g(x) funksiyalar R" da lokal integrallanuvchi bo’lsin, u holda

h(x)=[19(y) f (x—y)dy

funksiya ham R" da lokal integrallanuvchi bo’ladi.

f *g o’rama deb
(f*g)x)=] f(y)a(x—y)dy=[g(y)f(x—y)dy=(g* f \x)
funksiyaga aytiladi.
Ta’kidlash lozimki, f*g va | f|*|g|=h o’ramalar bir vaqtda mavjud bo’lib,
(f*g)<h bo’ladi, ya'ni f*g R" da lokal integrallanuvchi bo’lib, regulyar
umumlashgan funksiyani aniglaydi:

‘v’(oeD( )uchun
(f*g,0)=[(f *gX&)p(e)de = [ ([ aly)f (£ - y)dy (&) =
= [g(YN[ £ (&~ y)e(&)d& )y = [g(yX] F(y)e(x+y)dx)y.

(f*g.0)= f(x)g(y)e(x+ y)dxdy, peD(R").
Xossalari
19, Chizigliligi.

f *g o’rama f va g larga nisbatan D' da chizigli, masalan
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(Af +uf)*g=2(f*g), f,f,geD;
agar f*g va f,*g o’ramalar mavjud bo’lsa. z(f,*g)
2°. Kommutativligi.
Agar f *g o’rama mavjud bo’lsa, g * f o’rama ham mavjud bo’lib,
f*g=g*f

bo’ladi.
3% O’ramaning hosilasi.
Agar f*g o’rama mavjud bo’lsa, 0“f *g va f *0“g o’ramalar ham mavjud
bo’lib,

o*f*xg=0"(f *g)=f *0°g
bo’ladi.
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5-§. Musbat umumlashgan funksiyalar va o’lchovlar.

Ta’rif 5.1. Ixtiyoriy ¢@(x)eD(G), 9(x)>0,G<R", uchun (f,p)>0
munosabat o’rinli bo’Isa, f € D'(G) musbat umumlashgan funksiya deyiladi.

Musbat umumlashgan funksiyalar bilan o’lchovlar orasidagi bog’lanishni

o’rganish uchun o’Ichov ta’rifini keltirib o’tamiz.

Ta’rif 5.2. G eR" sohaning barcha gism to’plamlarida aniglangan sanoqgli
additiv, nomanfiy to’plam funksiyasi G sohada aniglangan o’lchov deyiladi.

Ma’lumki G da lokal integrallanuvchi f(x) funksiya regulyar

umumlashgan funksiyani aniglaydi.
(f.0)=[ f(x)e(x)dx, eD(G)
G
G sohada aniglangan & o’lchov quyidagi

(e1.0) = [ p(x)du(x), @< D(G)

funksionalni aniglaydi. Ushbu tenglik bilan aniglangan (u,¢) D(G) da chizigli
uzluksiz funksional bo’ladi. Dirakning ¢ — funksiyasi bunga misol bo’ladi.

VY@>0 asosiy funksiya uchun (,u,(p)ZO bo’ladi, ya’ni u o’lchov orqali
aniglangan funksional musbat umumlashgan funksiya bo’ladi. Teskarisi ham

o’rinli, ya’ni har qanday f e D'(G) musbat umumlashgan funksiyaga G sohada

aniglangan yagona g, o’lchov mos keladi, ya’ni
(f.0)=[o(xHe, <D(G)
G

Ushbu paragraf so’ngida subgarmonik funksiyalar haqida to’xtalib o’tamiz.
G < R" sohada u(x) funksiya berilgan bo’lib, yuqoridan yarim uzluksiz ya’ni
1) —o< u(X)<+oo

2) ¥xeG uchun lim u(x)<u(x,) bo’lsin.

X—XQ
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Ta’rif 5.3. G  R" sohada aniglangan u(x) funksiya G da subgarmonik
deyiladi agar u G sohada yuqoridan yarim uzluksiz bo’lib, Vx, € G nuqta uchun

shunday yetarlicha kichik r >0 son mavjud bo’lib,

uxg)=——— [u(xlo,

W, S(xg.r)

tengsizlik o’rinli bo’lsa, bunda S(x,,r)= {X eR™ X —X| < r} w,, — birlik sfera
sirt yuzasi, do, — S(X,,r) sferaning yuza elementi.
G sohada subgarmonik funksiyalar sinfida Sh(G) orqali belgilaymiz.
Ixtiyoriy u(x)e C?(G) funksiya uchun Laplas operatori quyidagicha
aniglanadi:
U 9%
AU = .;%
C?(G) sinfga tegishli subgarmonik funksiyalar uchun Au >0 bo’ladi, ya’ni
quyidagi teorema o’rinli bo’ladi.
Teorema ([3]). u(x)eC?(G) funksiya G sohada subgarmonik bo’lishi

uchun Au >0 bo’lishi zarur va yetarli.
Ixtiyoriy subgarmonik funksiya umuman aytganda ikki marta uzluksiz

differensiallanuvchi bo’lmaydi, lekin Au ni umumlashgan ma’noda garash

mumkin, ya’ni Vo € D(R”) uchun umulashgan funksiya xosilasi ta’rifiga ko’ra

(Au,p)=(u,Ap)
Ma’lumki (garang[3]) Au musbat umumlashgan funksiya bo’ladi. Yuqorida
ta’kidlanganidek, har bir musbat umumlashgan funksiya shu sohada aniqlangan

o’Ichov mos keladi, ya’ni

(AU, )= [ g,

Demak, Au = g, bo’ladi.
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