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KiRISIT

Funksiyani polinomlar yoki umumiyroq aytadigan bo’lsak ratsional
funksiyalar ko’rinishida ifodalash nazariyasi juda katta tushuncha hisoblanad;.
Ushbu bitiruv malakaviy ishda analitik funksiyalarni maxsusliklarini oldindar
berilgan ratsional tfunksiyalar ko’rinishida ifodalanishi o’rganiladi. Ushbu ishdz
Teylor qatorlari asosiy vaziri"ani bajaradi; chunki ular almashtirish vz
yaginlashtirish xossalariga ega.

Bernshteyn birincht bo’lib (/) kvarzianahitik funksiyaiar sinfint kiritdi. Bu st

funksiyalari eng yaxshi yaqinlashish xossasi bilan xarakterlanadi, ya'm

B(A) = {/‘ ¢ CA):limafe, (/) < }

bu erda €,(f) = ian.f - P, | va A= [abl.

A.A. Gonchar ishlarida quyidagi funktsiyalar sinfi
R(A) = {f e CAY: limyfp, (1) <
analitik funksiyalar sinfining ajoyib xossasiga cga bo'iadi, agarda

lim%/ o, (/) <1
L1 R 3+
bo'lib lagarifmik sig’im musbat bo'lgan biror /2 < A to'plamda f(x) ¢ bo'isa,

u holda Ada £(x)=0 bo’lishi isbotlangan.

Ushbu bitiruv malakaviy ishi uch paragrafdari iborat bo’lib uning birinch:
paragrafida analitik funksiyalarni ratsional funksiyalar yordamida yaginlashtirisi:
hagtda to’lig ma’lumot keltirilgan. ikkinchi paragraida  Gonchar ma’nosic:
kvarzianalitik funksiyatar sinfiga ta’rif berilgan va uchinchi paragrafda Gonceha-

ma’nosida kvazianalitik funksiyaiar uchun yagonalik teoremasi keltirilgan,

Lad
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1-§. Analitik funksiyalarni ratsionol funksiyalar yordamida yaqinlashtirish

Ushbu paragratda polyusléri oldindan berilgan ratsional funksiyalar ket
ketligining yaqinlashishi va yaginlashish tartibi, hamda ratsional funksiyaiar
vordamidagi eng yaxshi yaginlashtirish o’rganiladi.

Birlik aylanada o’rta kvadratik m#a’noda yaginlashtirish.

lz/=1 birlik aylanada ko’phadiar yordamida o¢’riz kvadratik ma’node
vaqinlashtirish Teylor qatorlari bilan juda yagin bog’langan. Ratsional funksiyaiar
yordamida o’rta kvadratik ma’noda yagqinlashtirish ham ratsional funksiyalarning,
polyuslari bilan bog’liq bo’lishi mumkin. Quyidagi tcorema ushbu masalaga biror.

oydinlik kiritadi.

Teorema 1.1. /(z) finksiva ¢:| I birlik aylanada analitik bo’lsin 1/
holda

r (,.) bnz_” i b;—?'” Y h”

e No-a) s a)

( bu yerda «, mahsusliklar oldindan berilgan) ko 'rinishdagi yagona ()

> 1. (1)

4

n

Junksivaga C to'plamda o’rta kvadratik manoda eng vaxshi yaginlashadigan v
1z) funksiyani

11 1 . . . : . oo g
U= oom weven= nugtalarga almashtiradigan ratsional funksivalar bo 'ladi.

o r. 6;3 e
(1) ko’rinishdagi ixtiyoriy funksiya ushbu

BB, B .
S N R g (7

o S X

z o, £ o« o
Funksiyalar toplami uchun ortogonailashtirish usulidan foydalanamiz.

Lemma 1.1. Agar o(z) funksiva C:|z- U birlik aylanada analitik ho'lit

nugtada nolga teng bho'lsa, u holda o} funksiva ¢ toplamdc

lad > 1 funksivaga ortogonal Ho ladi.



Isbot. jtp( )_k’i A j (z)-—--—'?-l- tenglikda kelib chigadi. Tenglikning o’np

24
tomonida turgan ifoda Koshining intcgral fo’rmulasiga ko’ra 0 ga teng.

Lemma 1.2. Agar ¢(z) funksiva C:|z::1 birlik aylanada analitik bo lsa v

koordinatalar boshida nolga teng bo'lsa, u holda (.} funksiya ¢ da (1,

1 .
funksivaga ortogonal bo’ladi. Agar o¢lz} funksiva z. ~ nugtada K- tartibli noi:

[#4
bo’lsa, u holda ¢(z) funksiva ¢ da
1 1 I

i e R G oa

Junksiyalarning har biri bilan ortogonal boladi.

‘af‘ )

LLemma 1.2. da a=o bo’lganda ham o’rinli bo’ladi. Agar  ¢(:) funksiye
koordinatalar boshida - tartibli nolga teng bo’lsa, u holda () funksiya ¢ de
| z*! funksiyalarning har biri bilan ortogonal bo’ladi.  Endi tcorema 1.7

ishotiga  o’tamiz. Agar r(z) (1) ko'rinishdagi  f(x) [unksiyan:

11 1 L o . N .
0,2, =,....=—nuqtalardagi interpolyatsiyasidan olingan funksiya bo’lsa , u heige
r, &

e}, (z) ayirma ushbu nuqtalarning har birida ¢ga teng , shuningdek ¢
to’plamda (3) ko’rinishdagi har bir furnksiyaga ortogonai. 3undan kelib chigadiki,
r,(z)-- f(z) funksiyaning ('da o’rta kvadratik ma’noda ¢ng, yaxshi yaqinlashadipar
(2) ko’rinishdagi chizigli kombinatsiyasi ckan. Teorema isbot bo’ldi.

Natija 1.1. Agar teorcma 1.1. dagi f{} funksiya yopiq birlik doirada analitik
bo’lishi shart bo’lmasa, ammo ¢ ning ichkarisida uni

e I )

2 /
( bu yerda ¢'da 7,(z)}c /') integral ko rinishida ifodalash mumkin bo’lsa, u holde

(1) ko’rinishdagi funksiya f(z) funksiyaning ¢ da o’rta kvadratik ma’noda eng

yaxshi yaginiashish bo’ladi va f,{-) funksiya (=) funksiyaning 0. o

1 L

nuqtalardagi interpolyatsiyas) bo’igan {1} ko’rinishdagi funksiya bifan ustma sl
5



tushadi. Xususan , (4) fo’rmula o’ricli bo’lishi uchun f{:} funksiyaning /7,
sinfdan bo’lishi va ¢ da f,{z)= 7(z)bo’lishi yetarli.

Ushbu holni qaraymiz. f(z)e 77,, va Cda f,(z)= f(z) bo’lsin. Bu yerda (4) ga mos
quyidagi fo’rmulani o’rinli ckanligini ko’ramiz. |

2 f(z)= Dot fi(e)dr

2ni (j -z

LA

’ 2,

m>0va z nuqta ¢('ni ichida joylashgan. Bu fo’rmula guyidagi tenglikdan kelibs
chiqadi.

" f(e) - AT JE (1)

27 t—z 200 f-

. (

; (6

bu yerda z nuqta ¢ to’plam ichidan olingan. (6)- fo’rmulaning o’ng tomonidag;
ifoda teorema 2 ga ko'ra nolgé teng . tecorema 1 va lemmalarni xususiy holda
isbotlashda ¢(z)vaz"p(z) lar uchun Koshining integral fo’rmulasidan {oydalanild:.

Endi f,(z) funksiya ¢'da 17 sinfdan bo’lgan umumiy holni garaymiz. f{:}
funksiyani C('ning deyarli hamma joyida 7/, va ¢, sinflar funksiyalarining
yig’indist ko’rinishida yozish mumkin. Bizga ma’lumki, ¢, sinlga tegishis
funksiyalar Cda //,sinfning f{unksiyalariga ortogonol bo’ladi, shuningdek (3’
ko’rinishdagi har bir funksiyaga ortogonal bo’ladi. Demak, teorema i, n
1sbotlashdagi fikrimiz ushbu natija uchun ham o’rinli ckan. Agar «, nuqtalar t:-
xil bolmasa isbotda f,(z) funksiyaning 7’ sinfdan bo’lishi talab gilinmaydi. z,{:;
funksiyaning ¢ da [.cbek ma’nosida intcgrallanuvchi bo’lishi va (=) funksiyan:
¢ da {(4)- ko’rinishda bo’lishi yetarii. f.ekin ushbu holda (1) ko’rinishdag;
interpolyatsiyalangan funksiya< da  f{:) funksiyaning ortoganal funksiyaiar
yoyilmasidan olinadi. Bunda o’rta kvadratlik xassasi bajarilmasligi mumkirn,
chunki 7,(z)" funksiya ¢ da integrallanuvchi bo’lishi shart cmas.

Teorema 1.2. f(z) fumksiva €:: | aylanada analitik  bo’lsin, ok

umumiyroq qilib aytsak ¢ da (4) fo'rmula orqali ifodalansin va bunda [
Junksiva ' sinfdan bo'lsin. U holda « da o'rta kvadiratik ma’noda |-

6



funksivaga eng yaxshi yaginlashishini amalgam oshiruvchi o, maxsusliklari bilar

berilgan
n-1 =21
[ gt +¢0z + i +-¢ N Ly . . . . .
‘ ‘ St e s 1 ko rinishdagi funksiva f(z) funksivaning
(Z_al)(z—al)““(z—an)

nugtadagi interpolyatsiyasida joylashgan.
al

Teorema 1.1 yuqoridagi lemmalarning to’gridan-to’gri natijasi hisoblanad:
Agar «, nuqtalarning cheksiz ketma-ketligl berilgan bo’lsa, u holda tcorema 2.1,
ularni interpolyatsion qatorga olib keladi va birinchi » 11 1a hadining yig’idisi /1.

- . ] ] ] | ] . .. ) . ) .
funksiyani 0, © . . ... nuglalardagi interpolyatsiyasida joylashgan {1}
) X2 X3 &y

s

ko’rinishdagi funksiyalardan iborat bo’ladi ;

JE)=ay+ Ty ayzl-az) o all ey a, >1
z—o, (Z-aXz-a,) (& oWz -a, N )

Teorema 1.3. f(z) funksiva ::z-laylanada analatik bo'lsin,  yok:

umumiyrog qilib aytganda C da (4) ko rinish integral orqali ifodalansin va bunde:

/=) funksiva I7- sinfdan bo'lsin. U holda 1(z) funksiyaning 0. Por

28] ‘l’l"_ !().'_‘\ ..........
nugtalardagi interpolyatsiyasi (7) ko rinishdagi yoyilmasiva /() funksivaning ¢
dagi ortogonal funksiyalar (7) ko rinishdagi yoyilmasi o zaro teng.

Teorema 1.3. ning isboti to’g’ridan 10’gri lemmalardan kelib chigadi. {7/,

interpolyatsiyalangan qatorning dastlabki {1 1)ta hadning yig’ndisi S (=) 7(

funksiyani 0, : , 1 . ! nuqlalarda interpolyatsiyalaydi. Shuningdek,
) 2 & (247

lemmalarga asosan f,(z)- S, (z) funksiya ¢ da (3) ning har bir funksiyasi bifar
ortogonal. Demak, har bir

z ol —a,z) (1 az)....... 0w, )

..................

funksiyalar bilan ortogonal. Shunday ¢iiib, (7) interpolyatsiyalangan qater /(=
funksiyaning ¢ da ortogonal funksiyalar: be’yicha yoyilpan gator bilan ustma ¢
tushar ekan.  (7) ni ortogonal funksiyaning yoyilmasj sifatida garashdan quyidag:

7



natijaga kelamiz.
Natija 1.2. Teorema 1.3. pa ko’ra quyidagilarga erishamiz:

e, _I £, (1 o =yl a, z)

dz (n>0)
(z e M= a@rd. (z-~an)

aan_l .‘

o,

o~ (= -ax, W= oy ). (z «,)
'[f() 2 ey (- z)

r, oo bo’lganholda o, «, - 1 ko’paytima | ga almashtirtiad:
Agar (3) ko’paytmadagi funksiyalar to’plami orqali cmas balk:,

............... a, >1 ftunksiyalar to’plami orgali berilsa, u holda qismiy

yig'ndilari (5) ko’rinishda bo’lgan quyidagi interpolyatsiyalangan qatorga cpee

bo’lamiz:

()= %o ol - e,z) + a (] (»ﬂ) :
.f(~) z—a (Z-—(_ZI)(Z'—CZ':,) (Z'Oﬁi’\-v rx)( ) ....... .

Birlik aylana; yaqinlashish teoremalari
Endi biz (1) ko’rinishdagi ketma - ketliklarni va (6) ko’rinishdagi gatorlarr:
«, nuqgtaga har xil shartlar berilganda  yaqinlashishini o'rganamiz va oldinips

ushbu maxsusliklarga faqat gecometrik sinart qo’yamiz.

Teorema 14. «, .a,..a, - moduli A>1 dan nugtaga ega bo’lmagar

it

to plam bolsin va f(x) funksiva |z 1< 1 > da analitik bo 'lsin,

nl "

bhoa'vh " h
Iz (:): nil
" (: ('rnl X (xu.']. )"'(" (xm:)

C:z =1 aylanada o'rvta kvadiratik ma’'noda f(z) funksivaga eng yaxsh:

yvaginlashadigan ratsional funksiyalar bo’lsin. U holda r

i

() ketma ketlik 1%

Junksiyaga |z|< ((21/171*141; 2::)) (o lganda  yaginlashadi = <7 < ((;/L }l ’:{ i : jj\’
bo’lganda tekis yaginlashadi.
Teorema 1.4. ni isbotini quyidagi lemmani isbotidan boshlaymiz.

Lemma 1.3. [j=7>1 |«|z4>iva |z Z>1, Z<.A lar uchun quyivsg!

tengsizliklar o’rinli:
8



t—a o A+T ozl A .
< . < .
at-1 1vAT = a A 4

N

o~

cel —1 . .. . . 1 P T
2 (( )) akislantirish fiksirlangan « da birlik aylanani o’ziga akisiantirad: v=
1

. : : 1 .

(=oonugtani w=a ga /=« nuglani @ o ga /=0 nuqtani e=: ga o’tkazadi,
[#4

+ T aylana ¢ dan tashqarida yotibdi, shuningdek, u ' aylanadan tashqaridag) ¢

: . ] _ _
aylanaga o’tadi. Bundan tashqari «: « va w. - nuqlalar ¢ aylanaga nisbatar
24

qo’shma hisoblanadi. Agar 7>« bo’lsa, u holda - 7aylana 1~a v 1+ =
nuqtalarni ajratadi, shuning uchun ¢ aylana o - o va w o nugtalarni ajratadi,
Demak, w=« nuqta (" aylana ichida joylashga. Agar 7 <« bo’lsa, u hoids
|f=7Taylana t=a va = nuqtalarni ajratmaydi, shuning uchun ( aylans
w=wn va o=¢ nuqtalarni ajratmaydi. Shuningdek, » « (aylana ichida

joylashmaydi. r=0,a,0 nuqtalardan o’tuvchi /- tekislikdagi to’p’ri chizigae
] . . . .

o= ,o,c.nuqtqlardan otuvchi yani koordinatalar boshi va o .-« nuqtalardan
¢4

o’tuvchi tenglik mos kelishi kerak. Ushbu to’g’ri chizigq ¢ aylananing ikk:

nuqtasidan o’tadi, yani koordinatalar boshiga eng yagin va eng uzoq nugtalardan

Shuningdek, ushbu ¢’dagi nugtalar r- 7% ve v 7% nugtalarga mos kelish
[#4 [#4

(?'rxa - (z) {'."m:af f 0:)

kerak. (" aylananing ushbu nuqtalarga o )nuqlalar mos

('z"(z o ) “ {T(Z boex ex
hisoblanadi.  Mos nuqtalarni tagqosiasih shuni ko’rsatadiki, ikkinchi nugtalarda
I e« dan katta, kichik yoyi teng bo’lishidan qatiy nazar absalyut giymat jihatdar
kichik. Shunday qilib,

af -1l vl AT 4
> >

t~a ol AT
tengsizlikka ega bo’lamiz. Lemma 1.3. isbot bo’ldi.

Teorema 1.4, ning isboti endi oson kelib chiqadi, yant yetarlicha katta » lar uchun

§] -



_[Z'('-afnl-: l)....{u“,.,._—: lx.f (xul)....{f a, ) {Odi (10

M

y el l -
‘f(z)m’”(é)_ 27 7 f‘(;x',,u -—l)..[am,! - lxg —(x,, ( «o,, )({- ;,;)

bu yerda z /7:fff=7"<T aylana ichidan olingan. Yetarlicha katta » larde
i | 2 A" < 4, A" >1 tengsizlikga egamiz. (10) tenglikning o'ng tomoni (9) tenglikge

AT Az ]
1+ 47T A=z

all

ko’ra ‘zizz, z< A", z<T",

<1, bo’lganda nolga tekis yaqinlashadi,
ya'ni

(vt o)
(2774 47 11)

(10

shartlar bajarilganda nolga intiladi. Ushbu oxirgi kattalik har doim A’ va 77
lardan kichik. Agar A" va 7" lar 4 va 7 limitlariga monoton intilsa, u holde

(11) ning o’ng tomoni o’sadi va mos limitlarga intiladi. Teorema isbot bo’ldi.

uchun 7 va g‘%) mos ravishda limit bo’ladi. 4: « holda r(z) funksiyalar

ko’phad bo’lishi shart ecmas, fagat «,, to'plam chekli limit nutqaga cga bo’lmasiip)
talab qilinadi. Teorema 2.4. dagi yaqinlashish radiusi uchun chegara qo’yish tabiiy

hol hisoblanadi. Agar |z| uchun limitning qandaydir katta limitga almashtirsak,

teorema o’rinli bo’lmay qoladi. Ilagiqatan ham, 7(z) funksiya va «,, 4

(1 7)

deb qarasak,

. (A7) (42 1) .
iy {z)e - J 2zl 12
1le)=r.) T(AT 1 1) (z+ 7Yz - A (
AT+T+24
2AT + 47 +1

(A '!')(/1‘:5 ~1)
(Ar v1X: 4)

ga cga bo’lamiz. :z

tl

qiymat uchun I opa cpe

bo’lamiz.
Bundan kelib chigadiki, (12) ning ong tomoni limitga ega emas.
Natija 1.3. Tcorema 1.4. uchun quyidagi tengsizlik o’rinli:
_li_m_[max‘f(z)- -zﬁf(:f:}f{, Z e C]}I} < At }
n-3 1+ A
Ushbu natija (9) va (10) lardan kelib chigadi, chunki Cda - uchu

10



- g N
o’'rinli. (12) dan esa I?m[max‘,/’(z) r”(:], ZL(]"]AEL” ga cga bo’lamiv.

Shuning uchun natijada keltirilpan banolashni yaxshiiab bo’imaydi. Shunday
baholashni

AT T 24
el >

=< 7

aylanadagi z uchun ham olishimiz mumkin,
lim[max|f(z)—-r

AT Az ]
»m ) -2 = VAT A 2

Birlik aylana, boshga metrikaiar 5o yicha yaqiniashish.

Lemma_1.4. Agar maxsusliklari |2 p-r>r  aylanada yoki aylanc

tashqarisida yotgan p(z)-ratsional funksiva uchun |2|-.r da |Pz)<1 tengsizlik

o rinli bo’lsa, u holda |z|=rR. 1< R <p da

PR ]
PR,

\P() <1 (13)

tengsizlik o 'rinli bo’ladi.
Lemma 1.4. ni r-:1 bo’lgan ho! uchun isbotlash yetarli. Aniglik uchur
@&y, lar, ms<n P(z) funksiyani |z 1 aylana tashqarisida yotpar

maxsusliklari bo’lsin.

funksiya |z >1 da analitik va |z|>1 da uziuksizdir. |5 { da, shuningdek [|>! de

Ofz) uchun [O(z)< L tengsizlik o’rinli. Lemma 1.3. ga ko’ra (chunki |, |> p) |2 %

uchun

| 7
. A e
JORN 74

PR
o R,



o’rinli. Bundan csa (13) kelib chigadi.

Teorema 1.5. «, .¢,,...«, lar moduli A>1 dan oshmaydigan limit nuqtage

bo 'Imagan to ‘plam va [(z) funksiya || <1 > da analitik bo lsin.

G n-1
7 () L P O (14
(2 (’rul }(: (In.".) """ (Z (qu )
Ratsional funksiyalar ketma-ketligi c:|-|-:1 aylanada Chebishev manosida, ya'ni

o'rta p(p>0) daraja ma'nosida f(:) funksivaga eng yvaxshi yaginlashadigar
ketma-ketlik bo'lsin. Yoki har bir ushbu hollarda mushat, wiluksiz vesli funksiye
Z\s1 fo'plamda o'rta  p(p>0) daraja ma'nosida f{:) funksiyaga eng yaxshi
yaginlashadigan ratsional funksiyalar kerma-ketligi bo lsin. U holda

A 17424
PAT AT

m(z): |7 <
da f(z) funksivaga yaginlashadi va

AT T 24
< 1
24704 011

da tekis yaqinlashadi, hamda har bir hol uchun ushbu tengsizlik o rinli:

o . . (A
i}igllnax!_/ (z) Jr”{:-:}, Z e (,Jn : .-11_/}},,

7,{z) C da Chebishevy ma’nosida #(z) 0<n <n(z)<N vesli funksiyasi bilan 7{-;

(417)
(1r A7}

u holda teorema 1.4 ning 1.3-natijasiga ko’ra r,(z) uchun

funksiyaga eng yaxshi yaginlashish bo’lsin. Agar ¢ > son ixtiyorly bo’ise,

‘f(z) r, (Z} <Mg", zc( (16

tengsizltk o’rinli. Shuningdek,

12



n(z]f(z)--— r, (Z] <SMNg", zcC

n(z}f(z)—ﬂ,,(ZX<MNq”, ze(C (375

2MN
Syt

= ‘;‘” (_)m 7, ;;} <
H,

o (.

Yetarlicha katta »n larda |o,| ixtiyoriy /4 < 4. A’>1 sondan oshadi, shunig uchur
lemma 1.4 gako'ra
2MN L (ARTY
rlz)—m =z}~ ¢” ' .oz SR <A <A R >
‘n( ) u( X .”III 1’ (At R] ] [ ‘ I |

Bundan kelib chiqadiki, r,(z)- 7,(z) ketma-ketlik nolga tckis yaginlashadi, agards

AR ~1 . ! . - C e . . . .
—{wd yoki R, < A+g tengsizliklardan birt bajarilsa. Bizendi 4° nt 4 e
A —R] 1+A!q
: : e AT T 24
va ¢ ni {(4+T)/(1+A4T) ga intiltirishimiz mumkin. IA 'lf“ ning limiti ; ;}*‘+ !!, ‘
+ Ay 2AT 4 A7 v

pa teng. Bizga r (z) ketma-ketlikning tckis yaginlashish radiusi ma’lum bo’lgan’
uchun 77 (z) ketma-ketlikning tekis yaqginlashish radiusini topamiz. (15) tengsizlik
(16) va (17) lardan kelib chigadi. T'corema 2.5 ning boshqa tasdiglari ham shu

metod bo’yica isbotlanadi.

Natija 14. o, .a,,....a, lar moduli jihatdan 4>1 dan oshmaydigan lmi:
nuqtalariga ega bo’lmagan to’plam va /{z) funksiya |1<7>1 da analitik, ¢
birlik aylana va R (z) - shunday {14) ko’riniéhdag% ratsional funksiyai:,
(iksirlangan ¢, uchun
‘ AT

’lil’rﬂ[max’f(z)—--- R, (} sl <q, > Doar g <1.

U holda \zl<£—t§ﬁ— da R (z)-> f(z) ga yaginlashadi,
1+ Ag,



2| <z < A4, da R () > 7=}

14 Ay,

ga tekis yaginlashadi. Bundan tashgqari,

llm[max‘f( )R }1,

" /i
o A=z =a,

tenglik o’rinli.

Natija 1.5. «,,,«,,......,, lar moduli jihatdan 4>1 dan oshmaydigan limj:
nuqtalariga ega bo’Imagan to’plam bo’lsin. ¢ birlik'aylanaga va R (z) Vn larde

_ !
antglangan va lim[max]lf'(z R”{ ZC C]n <g<l. flz}cC tengsizlikns

n o

qanoatlantiruvchi (14) ko’ranishdagi ratsional funksiyalar ketma-ketligi bo’lsin. u

holda
_1. ]
2] <{A+q"}/(l+Aq"}

bo’lganda R, (z)- ratsional funksiyalar ketma-ketligi yaqginlashadi,

i I
|Z|<Z<{A ! {;"J/[] +- /Iq-’}

bo’lganda tekis yaqinlashadi va £{z) funksiya
= :
|z‘ {/H q" J [liAq"J

O>¢ V son bo’lsin. oldindan tanlangan A uchun quyidagicha olamiz.

bo’lganda analitik bo’ladi.

1F(2)-R, () = M1+ 0)0". |F(z)- R, (2] <MQ" .z Q



tenglikka egamiz. Lemma 1.1 ga asosan, yetarlicha kata » tarda

R (z)- R, ()< Mm(+0)" [ﬁ.’."i_;_"_l J

A —R,
Tengsizlik o’rinli. Shuningdek, R (z) R _,(z)  darajali, mahsusliklari A
aylana tashqarisida bo’lgan. :-:--o‘xgaruvchi bo’yicha patsiénal funkstyz

R, (Z ) —tekis yaqinlashadi, agarda

‘ ! [
QAR -1)/(A" R)<t, R < [Aq 0’ Mi , /;'ij

bo’lsa.
A" va Q larni mos ravishda 4 va ¢ larga intiltirgan holda natija 1.5 ga crishamiz.

Ushbu natija bizni yanada kuchliroq natijaga -olib keladi, agarda -, ~«, » g2
bog’liq bo’lmasa, chunki R {(z) R, (-} ushbu holda maxsusliklari «, ...«

T

nuqtalarda bo’lgan, »+1 darajali ratsional funksiya hisoblanadi.

Natija 1.6. o, =a, nugtalar » ga bog’lig bo’lmasin va {«, ) to’plam
moduli jihatdan 4>1 dan kichik bo’lgan limit nugtaga cpa bo’lmasin. Bundar;
tashqari, C - birlik aylana va ,(z) v» larda aniglangan va

1

m[max‘f(z)w R (z], Z e C]Ji <g<l, f(#)cC

tengsizlikni qanoatlantiruvchi (14) ko'rinishdagi ratsional funksiyalar kctinz

ketligi bo’Isin. U holda |z} < (44 ¢)/A! + 4¢) ga (2} ketma-ketlik yaginlashadi,

<z <(4+g)/(1+A¢q) ga R,(z) tekis yaginlashadi va [ <{4 1 ¢)/(t v 2¢) da f{-

{unksiya analitik bo’ladi.

Teorema 1.6. w=(5:_z—l)/(z~-a)._ o> 1 kasr chizigli akslatirishga nisbatar
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invariant hisoblanadi.

Natija L7. a,.a,..q, to'plam [z 1)z @)<4>1le/>1, doira ichide
limit nuqtalarga ega bolamiz. /(=) funksiya ‘(fx'- I),f(_—a uj<’;'>l da analitik bo’lse
va I7,(z) (14) ko’rinishdagi (:]z]:=1 birlik aylanada 7{z) funksiyaga Chebishev
ma’nosida eng yaxshi yaqinlashadigan ratsional funksiya bo’lsin. U holda /7 (;}
ketma-ketlik

oz 1 - AT 424
z—u  2AT+ A4 +1

bo’lganda f{«) ga yaginlashadi va ushbu doira ichida yotgan ixtiyorly yopiq

toplamda tekis yaqginlashadi.
Natija 1.8. Agar - /(z) ratsional funksiyalar ketma-ketligi (' sohade
yaqinlashsa, shuningdek

H[max)f(:-:} rn(z], :/:('C:]fl? 0

-

bo’lsa, (bu yerda f(z} fagat da aniglangan) u holda r(z) ketme-ketlix
yaqinlashuvchi va f(z) funkstya r (z) ning maxsusliklarining limit nuqtalaridan
lashqari kengaytirilgan tekislikning barcha P nuqtalarida analitik bo’ladi. Bundar:
tashqari, ixtiyoriy r(z) ketme-ketlikning maxsusliklarining limit nuqtalarini

saqlamaydigan P nuqtalarning yopiq ¢, to’plamda tekis yaginlashadi va

ﬁ[max}f(z)- r(z) ze C]f: =0

it
11—

o’rinh bo’ladi.



2-§. Gonchar kvaziaaalitik funksiyajar sinfi.

/- R haqiqiy o’qning A=-|a,b] kesmasida aniglangan va uziuksiz
funksiya bo’lsin. o, (f) - orqali  f funksiyani A kesmada darajasi m dar

oshmaydigan ratsional funksiyalar bilan eng kichik farqini belgilaymiz:

pm(f)_mr”f m”A1

Vi S

Bu erda H”A — tekis norma va quyi limit quyidagi ko’rinishdagi barcha ratsiona:

funksiyalar sinfi bo’yicha olinadi:

Odatda e, (/) - orgali f/ funksiyani A kesmada darajasi m dan oshmaydigar
ko’phadlar bilan eng kichik farqini belgitaymiz. Ko’rish qiyin emaski thtiyoriy
m=0,1,2,.... larda p, (f)<e,([)

Gonchar tomonidan isbotlangan quyidagi tcorema shuni ko’rsatadik:,
P, (f) ning ihtiyor tezlikda kamayishi f(x) funksiyaning |«,b] segmentde
qandaydir yaxshi differensial xossalarga cga bo’lishini ta’minlay olmas ckan:

Teorema 2.1. @(m)>0 va «wid)>0 - ihtiyoriy monoton funksiyalar
bo'lsin, shuningdek m > da op(m} >0 va & >0 da o{6) >0 bo'lsin
|a, b segmentda shunday uzluksiz [(x) funksiya mavjudki,

- '/ (0 )

' I
P ) <@(m), 500 ¢ m(é)

tengsizliklar o'rinli bo’ladi. Bu erda @(0) - f(x} funksiyaning {a,b
segmentdagi uzluksizlik moduli .+
Hagqiqatan ham, yuqoridagi shartizri qanoatlantiruvehi funksiya mavjud:

_ o0 Ne 1‘1“, k
1(x) = Z_M x ol . & 8 § ok

k=02k(xk~—X), 7k v

Bundan, hususiy holda ¢,,( /') kophadlar bilan cng yaxshi yaginlashis notge

m
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qanchalik sekin intilsa, p,, (/) ratsional funksiyalar bilan eng yaxshi yaginlashish:
nolga shunchalik tez intiladigan funksiyaning mavjudligi kelib chigadi.

A.Gonchar ishlarida quyidagi deyarli barcha joyda differensiallanuvehilik
haqidagi teoremalar isbotlangan:' | ' ‘

Teorema 2.4. Agar

1

l4e’

pm (/) <
m

(hunda & > 0 ixtiyoriy) bo lsa,u holda j{x) funksiya |a,b | segmentning deyardi
barcha joyida differensiallanuvchi bo’'ladi.
Teorema 2.5. Agar

pﬁ? (f) <

o )f')‘f'ﬁ' '

(bunda p- butun, € >0 ixtivoriy) bo'lsa, u holda [(x) funksiva |a,b

segmentning deyarli barcha joyida p-inchi asimptotik hosilaga ega bo ladi.
Gonchar ishida ratsional funksiyalar bilan eng yaxshi yaginlashish nolga te

intiladigan funksiyalar sinfi analitik funksiyalaming asosiy xossalaridan biri

yagonalik xossasiga ega bo’lishi ko’rsatilgan:

Teorema 2.6. Agar
lim %/ p, (/) <1

B 1l Qo]
va logarifmik sig’imi musbat bo'lgan 1. |a,b]| to 'plamda [(x): 0bo'lsa, u
holda [a,b] kesmada f(x)=0 bo’ladii

(f,U), U :{.Z:|ZJ<1} / analitik funksiyaning clementi  bo’isin.
BetiepmitpaccoBy ectecTBeHHylo oluiacth  cymectsoBanvs  GynknmMu - dyjiew
oboznavath yepes W ;- orqali / funksiyaning Veyershtrass mavjudlik sohasin:
belgilaymiz. Us = {z:|z| <&} orqali ixtiyoriy kichik &, 0<d <1 radiusk

yopiq doirani fiksirlab olamiz.



Quyidagi teorema o’rinli:
Teorema 2.7. Agar

lim inf 2}/ 6, p, = p, ([ Us)

m—>o0
bo'lsa, u holda [ - funksiya o'zining Veyershtrass mavjudlik sohasi W, da

birgiymatli analitik funksiya bo ladi.
Ushbu teoremadan bitta oddiy natijani ajratib olamiz. I - - birqiymath yok’
ko’pqiymatli xarakterda bo’lgan, chckli sondagi maxsusliklarga cga bo’igan

analitik funksiyalar sinfi bo’lsin.
Agar  (f,U) - [ € F andalitik funksiyaning elementi bo'lsa, u holdc
quvidagi shartlar ekvivalent:

1) [ - birgiymatli funksiyva (W, daj.

2) lim pl/™ =0

M—>ro

3) lim inf p}/™ =0.

H—>00
E.Poletski va J.Vigerinklar ishida quyidagi tcorema isbotlangan:

Teorema 2.8. [ - funksiva V < { sohada golomorf va U <<V -V dagi

yopiq doira bo’lsin. {1} - darajasi m ga teng va qutblari V da bo’lmagan
ratsional  funksiyalar ketma-ketligi  bolsin.  Bundan tashgari, m >0 da

. 1/ ) . .
”f —Fm“Um — 0 bo'lsin. U holda O da shunday & - plyurisubgarmonik
funksiya mavjudki, {8 =—-0} NV xC):=1"y bo'ladi, ya'ni, [ - funksivaning

grafigi - I / V xC to'plamga nisbatan ic 'la plyuripolvar 1o plam bo ladi
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3-§. Gonchar kvazianalitik funksiyalari uchun yagonalik teoremasi.

f- C" kompleks fazoning K kompakt to’plamida aniglangan va uziuksiv
funksiya bo’lsin. p,,(f) -orqali f funksiyaning K kompakida darajasi m dar

oshmaydigan ratsional funksiyalar bilan eng kichik farqini belgilaymiz:

VARSI VA

tps

Ly
gara

bunda ||”K —tekis norma va quyi che

‘(z‘.<m

ko’rinishdagi  barcha  ratsional funksiyalar  sinfidan  olingan  vs

a ={0q,05,....,, ) —multiindeks.

~ . fan - u ] - - S
Ushbu paragrafda biz K ¢ " kopmaktda Gonchar ma’nosida kvazianalitix

tunksiyalar sinfini o’rganamiz, ya’ni

]
R(K)={f eC(K): lim p,(f,K)" <
it »on
sinfni o’rganamijz.
_]
1_an pm{.f{‘aK)”? : {)

=0

va



i
H—h:l pm(./.aK)m = 0

m—r>w
bo’igan hollarda ushbu sinflar mos ravishda Ry (K ) n R“(K} orgli belgilanadi.

Teorema 3.1. K < C” phuripolyar bo Imagan kompakt to plam bo lsin
Agar [ € Ry(K) funksiya plyuripolyar bo’lmagan I ¢ K gismito plamda no lgc
teng bo'lsa, u holda [(2)=0 ayniyat K ning gandaydir phyuripolvar qismidan
tashgari barcha joyvida o 'rinli bo’ladi.

Ushbu teoremani isbotlashda bizga quyidagi yordamchi [emma kerak
bo’ladi: | |

_oan

Lemma 3.1. Kc " - phuripolyvar  bo'imagan  kompakt  va

{q"u (2)};., (deg 9, (z)=m,) |qu (z )||K =1 bo'lgan ko 'phadlar ketma

ketligi bo'Isin. U holda,

0. 1/ my,
A={zcC"lim g, (z)] 0}
k »oo
to ‘plam plyuripolyar to 'plam bo 'ladi.
Lemma isboti. Teskarisini faras gilamiz. A - plyuripolyar bo’lmagar

to’plam bo’lsin, ya’ni plyurisubgarmonik sig’im cap(A) > 0 bo’lsin.
Quyidagi plyurisubgarmonik funksiyalar ketma-ketligini qaraymiz:

e (z)  lim & (2, zc C",
="

bunda

Jl fm,

% (z) =sup , ke N

Qm_s. (Z)
§2k

- * - x 1 - T 4 -
Ravshanki, ‘gk (z)  ketma-ketlik  lokal tekis  chegaralangan  (ya'ni,



* v z.K }
0< ‘9}( (z)<e ( )) va monoton o’smaydigan. Bundan tashqari, & —» o0 dz
A to’plamning
o0

F=J{zeC": 9(z) <% ()}
k=1

plyuripolyar gismto’plamidan télshqarida .9;(‘2) -—-—)10, chunki /1 to’plamning,
aniqlanishiga ko’ra '9k (Z) ketma-ketiik A4 da no’lga intiiadi.

-9; (z) ketma-ketlikning monoton ckanligidan Ixtiyoriy
£:0< g <cap(A) uchun shunday Ve, (cap(U.}<¢) ochiq to’plam
mavjudki, = A\ U to’plamda 19;; (Z) ketma-ketlik tekis yaginlashadi.
Bundan esa, shunday A4y < A, , cap(A4y) >0 kompakt mavjudki, 19; (73

plyurisubgarmontk funk31yalar ketma-ketligi /10 da nol ea tekis yaginlashishi kelit

i/ my

chiqadi. Shuningdek, ketma-ketlik ham 4, kompaktda nolga tckis

e
yaqinlashadi.

Endi biz A.Sadullaem tomonidan kiritilgan 7 - sig’imdan foydalanamiz.

r—sig’im. K — qandaydir U < C" polidoiradagi kompakt to’plam

bo’lsin. ||T ”U =1 shart bilan normallangan va ushbu ”lm” . norma barche

ko’phadlar ishida eng kichik bo’lgan 7,(z), (degT, (z)<m) ko’phadni

qaraymiz. U holda
lim \|1m||m r(K,U), (1)

limit mavjud va barcha m € N lar uchun



I7,, j{ > (K, U) | o)

Tengsizlik o’rinli. Bundan tashqari,

7(K,U) = expi—supV " (z,K)}. (

A4 e)

e
S’

Bu erda
V¥ (z,K)- _'_E'i%;V(z',K},
bunda
Vi(z,K) = s;p{’:?m |p,}?(%)| :1|_;§,?,||K. <

— Grinning ekstremal funksiyasi.

sedld

a— cxp{-v-sup V*(z, K)}

bo’lsin.

L(n|T, ()~ In[|7,] ) <0

tengsizlik K da o’rinli ekanligidan va ckstremal funksiya ta’rifiga ko’ra barcha

meN va zeC” lar uchun
Ll G- infry )< )

Tengsizlik o’rinli. Bundan esa

sup{o. (In[7,,(2)] - in|[7,, )} <supl” (2, )

zell . Mc:-U
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ekanligy, shuningdek

|7, | <~Ina

va barcha m € N lar uchun

|n > a (4)

ekanligi kelib chiqadi.

N

Endi ”Tm . ketma-ketlikri d  pa intlishinl ko’rsatami. Agar

T

.'??0

qandaydir #%, uchun norma 0 bo’isa, u holda barcha m > my la:

K
uchun norma ”Tm”K = () bo’ladi. Ravshanki, ushbu holda K kompaki gandaydis

analitik to’plamning gismto’plami bo’ladi. Bundanesa, ¢ 0 va

llm ” . ”m =
m -

ckani kelib chigadi.

Endi esa ”Tm“K #0, Vmc N bo’lgan holni garaymiz. Vi(z,K)
funksiyaning aniglanishiga ko'ra, ixtiyoriy & >0 son uchun shunday P, 9

]
| <l va- - A <& tengsizliklar gandaydir
K

pmo (Z{))

ko'phad mavjudki, |p,,,

H_?U

Zy € oU nuqtada o’rinli bo’ladi. Quyidagi ke’phadni qaraymiz: -
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Bu ko’phad normalangan U : Do)y, i
“pﬂ'i"“ | - ]
A m
H H?O ” ------ < ( ) “
Hpm(, H ‘pm( (ZU)‘
ekanligidan
i L.
ar iy " -
HI””U o <‘qm0 ”K <aleg

munosabatga ega bo’lamiz. Bundan esa, ixtiyoriy 71 = km{}, k ¢ N Jar uchun

g

il <l <l 56010
' K

munosabatga ega bo’lamiz. Ixtiyoriy 7 > Bg: m= kmy t s, k¢ N, 0<s<my,

son olamiz. U holda,

g
kg +s
=17 K Ny
HT;?’?HK _”7;’011[)1-.\' P TW——--(Q i-é}
” kﬁ'?(} K
T,, . ketma-ketlikning monoton o’smovchiligidan
' . km” .
”T T ku?“ S« ( Ve );"(m R .
km s K - 2 ’ (5

m= kmo +s, keN, 0<s< my - ] munosabatga cga bo’lamiz. (4), (5)

tengsizliklarni birlashtirishdan va limitpa o’tishdan

1 1
a< lim "1 m < llm ||T m<agilE,

=0




tengsizlikka ega bo’lamiz va bu tengsizlik £ — 0 da-

1
lim ”I ||m' - q
T
- 00 K

tenglikni beradi. CootHoirerius (1), (2} va (3) munosabatlar isbot bo’ldi.

Ushbu munosabatlardan

1 |

w sl [

M > " g
) k

4 >T(K,Uy>0 bunda U :>> K, (6)

/

quk K

1 va

R ]qu ”l, >1. (6) tengsizlikdar

ekani kelib chigadi, chunki Hc]mk

L
q i, (Z)‘mk ketma-ketlik 4y to’plamda nolga tekis yaginlashmasligi kelib

chigadi. Shunday qilib biz garama-qarshilikka keldik. Bu csa A to’plamning,
polyarligini isbotlaydi, Lemma isbot bo’ldi.

Teorema 3.1 isboti. I'araz qgilaylik F={ze K: f(2): -0} va K\l / O

bo’lsin. Teorema shartiga ko’ra m, - naturai sonlar ketima ~ ketligi va unga mos

ratsional funksiyalar ketma-ketligi mavjudki,

)
> {3

P () ||f ..... o

K

bo’ladi. Umumiylikka ziyon keltirmasdan shuni faraz qilishimiz mumkinki,

Bernshteyn — Uolsh tengsizligiga ko’ra, ixtiyoriy z ¢ C”, k ¢ N uchun
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S em;‘V (Z,K)

VL Ky
pnik (:) CI’”R (:)l < (3."??/\ ( )

't

tengsizliklar o’rinli. Quyidagi yordamchi plyurisubgarmonik {unksiyalar ketma

ketligini kiritamiz:

,zeC"

1
Uy (2) :;ln‘pmk (2)
k

Ravshanki, #,(z)< v (z,K) - yuqoridan lokal chegaralangan va

ze K.

I i | P (2)
w(z)=—"Injg,, (z)| t-—In _”"'* "\ ’
My l Ly qu (}f)

f(2)#0, ze K\NE va f(2)=0, zc E ckanligidan quyidagi

lim |20 I, zeK\E
kol g, (z)
va
]
- (Z) i,
lim Py i 20, zek

3

k—yo0 qu ()
munosabatlarga ega bo’lamiz. Bundan
u(z)= limu, (z), zcC"

tunksiya uchun quyidagi

u(z) = H-JJH I, (z)l‘, ze K\FE : ()

k- > mk

va

u(z) o, zel; (8

munosabatlarga ega bo’lamiz. I ning plyuripolyar cmasligidan va (8) ko'rs

27



u(z) =—o tenglik gandaydir plyuripolyar to’plamdan tashqari butun C7ode

o’rinli bo’ladi. Ikkinchi tomondah, lemma 3.1 ga asosan

.

A={zeK\E:lim “-Inlg,, () o}
k- > my, K

to’plam plyuripolyar. agar K \ /£ (o’plam plyuripolyar bo’lmasa, u holda, (7} pe
ko’ra u(z)=—o0 tenglik qandaydir plyuripolyar to’plamdan tashqari butun C”
da o’rinli bo’ladi. Shuning uchun K\ E to’plam plyuripolyar to’plamdir

Teorema isbot bo’ldi.
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