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KIRISH 

 

Chiziqlimas massa almashinish masalasida Stefan masalasining sonli echimi 

ancha muhim sanaladi va o’znavbatida ancha murakkabdir. Biz qarayotgan filtrlash 

masalasida qattiq zarra bilan aralashma o’rasidagi chegaraning o’zgarishini hosil 

bo’ladigan chegarani qoyish uchun qullaniladigan sonli usul bu chekli ayrimalar 

metodidir. Masalani echishning murakkab tomoni shundan iboratki, har vaqt 

qadamida, yoki, har ko’chish qadamida shablon tanlab borishimiz kerak. Ana shu 

hususiyat chiziqlimas tekis o’zgaruvchili masalaga nisbatan ancha qiyin bo’ladi. 

Qo’zg’aluvchang chegaraga ega masalasi ikki hil usulda echiladi:  

- Fazolar chegarasi tanlab olingan metod. Bu metod variable domain methods 

metodi deb yuritiladi.  

- Chegara tanlab olimagan metod yoki bir fazadan ikkinchi fazaoga o’tish 

(fixed domain methods) metodi deb yuritiladi.  

Birinchi metodlar qo’zg’aluvchang chegara vaqtning yoki koordinataning har 

bir qatlanida hisoblanib boradi. Butun sonli hisoblash jarayonida har bir vat yoki 

koordinataga mos xos chegara topilib boradi, ya`ni hisoblash dinamik chegaraning 

o’zgarishida noma’lum chegara topilib boradi. Bunday metod ya`ni vaqt har bir 

qadamida o’zgarishida koordinatalarni topish – koordinata to’rining frontini ushlash 

metodi ham deb yuritiladi.  

Ikkinchi metodda esa dinamik to’r fazalar chegarasiga maxkamlangan deb 

hisoblanadi. Umuman qo’zg’aluvchang chegara to’g’rlanadi.  

Malakaviy birituv ishida  ikki metodlarni xususiy hol keng qaralib o’tilgan va 

ulardan foydalanib masalalar echilgan  
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I §. QO’ZG’ALUVCHANG CHEGARAGA EGA  YOKI STEFAN 

TIPIDAGI MASALALARNING MATEMATIK MODELLARI 

 

Kvazistasionar Stefan masalasi. 

Qo’zg’aluvchang chegaraga ega klassik Stefan masalasini qaraylik. 

Chegaralanmagan   soxada issiqlik o’tkazish jarayonini qaraylik. Issiqlik o’tganda 

harorat *u  erish temperaturasiga erishganda, erish 0v  tezlik bilan  harakatlanadi, 

ya’ni S  erish soxa chegarasi o’zgarib boradi. Bu jarayon qo’zg’aluvchang chegaraga 

ega deb ataladi. Agar jarayonni aniq masala bilan tushuntirish uchun payvandlash, 

idel gidrodinamik va filtrasiya masalalarini qaraymiz.  

 

1.1  Tekis plastinkani payvandlash masalasi 

 

Payvandlash masalasi. Cheksiz tekis qalinligi h  bo’lgan plastikaga payvandlash 

asbobni ta’sir qildirsak. Issiqlik manbasi berilgan soxa vaqt o’tishi bilan kengayib 

boradi, ya’ni  0v  tezlik bilan harakatlanayotgan issiklik soxasiga ega bo’lamiz. Erish 

temperaturasi *u  dan katta bo’lgan soxani   soxa, *u  dan kichik bo’lgan soxani 

  deb olsak. Issiqlik manbasi berilgan soxa asta-sekinlik bilan chegarasini 

o’zgartirib boradi. Natijada S  fazoviy o’tish chegarasi harakatlanadi. Bunday 

masala qo’zg’aluvchang chegaraga ega kvazistasionar masala deb nomlanadi. 

Issiqlik sig’imini, zichlikni va issiqlik o’tkazuvchanglik koeffisentlarini mos 

ravishda    uuc ,  va  uk  deb olsak. *uu   no’qtada    uuc ,  va  uk  

funksiyalar o’zilishga ega bo’ladi.  

 Bu masala mos issiqlik o’tkazuvchanglik masalasi quyidagi ko’rinishda 

bo’ladi: 

         xuukuvucu ,0     (1.1) 

Plastikaning yuqori chegarasida berilayotgan issiqlik oqimida   soxaning 

chegarasi: 
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    hxxQ
N

u
uk 



2,       (1.2) 

Bu yerda N -normal. Plastikaning pastki soxasida  xu  issiqlik saqlanib turadi va 0u

ga teng:  

  0uxu  , 00 x .      (1.3) 

Soxaning S  chegarasida issiqlik uzluksiz: 

      Sxxuxuu   ,0      (1.4) 

Bu yerda  'lim

'
'

xuu

x
Sxx




  . 

Soxalarni chegarasida issiqlik oqimi uzilishga ega bo’ladi, ya’ni Stefan 

masalasiga mos xarakterlanadi: 

    SxNv
N

u
uk 












,0     (1.5) 

Bu yerda  -fazaviy o’tishning entalpiyasi. 

Bu (1.1)-(1.5) malalar kvazistasionar Stefan  masalasi ifodalaydi. 

 

1.2. Idel gidrodinamik qo’zg’aluvchang chegaraga ega masala. 

 

Idel gidrodinamik masala. Kanalda silliq bo’lmagan dunglikdan o’tayotgan suvning 

oqishini qaraylik. Idel siqilmaydigan suyuqlik tenglamasi (Eyler tenglamasi) 

quyidagi ko’rinishda bo’ladi:  

  0u ,       (1.6)  

    .,, 21  xxxpuu    (1.7) 

Bu yerda  21,uuu  -tezlik, p -bosim.  tok funksiyasi mos ravishda  

2

1
x

u






, 

1

2
x

u






,     (1.8)  

Ko’rinishda kiritamiz va u (1.6) siqilmaslik shartini qanoatlantiradi. Tezlikning 

yuqori qismini   orqali belgilasak, u 

2

1

1

2

x

u

x

u









 .      (1.9) 
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Tenglikni qanoatlantiradi. 

(1.8) va (1.9) lardan ko’rish mumkinki,  










 x

xx
,

2
2

2

2
1

2




 .  (1.10) 

(1.7) ni yoyib yozsak 

12

1
2

1

1
1

x

p

x

u
u

x

u
u














,     (1.11) 

12

2
2

1

2
1

x

p

x

u
u

x

u
u














, x .   (1.12) 

(1.11) ni 2x  bo’yicha, (1.12) ni 1x  bo’yicha differensiallasak va natijalarni bir-biriga 

qo’shsak, 

 
 

0
,

,

21


xxD

D 
,      (1.13) 

ni olamiz. 

Bu yerda 

 
  1

2

2

1

2

2

1

1

21

21

,

,

x

y

x

y

x

y

x

y

xxD

yyD

















      

Yakobian. 

(1.13) dan  va   lar funksional bog’lanishga ega 

   .       (1.14) 

(1.17) ni (1.10) ga qo’ysak okim   soxasida  tok funksiyasi uchun quyidagi 

chiziqlimas Puassan tenglamasini olamiz: 

   x, .     (1.15)  

Oddiy xolda yuqori bo’lmagan oqim potensialida   0  bo’ladi,  

0,0  x       (1.16) 

tenglikka ega bo’lamiz. 

Endi (1.15) va (1.16) tenglamalar uchun chegaraviy shartlarni qaraymiz. h  

balandlikdagi kanalning chiqish va kirishida suyuqlik tezligi o’zgarmas va berilgan 

deb olsak.  U holda 
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   hxxuxu ,0,, 210  .    (1.17) 

(1.8) va (1.17)lardan  

   hxxconstxux ,0,, 2120     

ni olamiz, va masalan  

   hxxxux ,0,, 2120  .   (1.18) 

Agar   dunglik qattiq bo’lsa, chegaraviy shart o’tkazuvchang bo’lmaydi 

   xuN ,0 , 

(1.8) ni e’tiborga olsak,  





x,0




       

ni olamiz. 

Bu yerda 



-  dan urinma bo’yicha hosila. (1.18) ni e’tiborga olsak,  

   xx ,0 .       (1.19) 

olamiz. 

Endi noma’lum chegara S  dagi shartni qaraymiz. Bu chegarada 

  Sxhux  ,0       (1.20) 

ga teng bo’ladi. 

S  chegara tok chizig’i deb hisoblasak, Bernulli integrali o’zgarmaz qiymatga 

erishadi. Atmosfera bosimi 0p  orqali ifodalasak,  

  ghupgxuup   2
002

2
2

2
10

2

1

2

1
,   (1.21) 

olamiz. Bu yerda  -zichlik, g -esa erkin tushish tezlanishi. (1.20 va (1.21) larda 

quyidagi olamiz 

  Sxxhgu
N













,2 0

2
0

2
2




.    (1.22) 

Bu yerda N - S  chegaraga o’tkazilgan normal. 

Shunday qilib  (1.16), (1.18)-(1.20), (1.22) lar qo’zg’aluvchang chegarda masalasi 

bo’ladi. 
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1.3. Stasionar qo’zg’aluvchang chegaraga ega filtrasiya masalasi. 

 

Stasionar filtrasiya.  G’ovak muhitda suyuqlikning oqish masalasi qaraylik. 

Boshlang’ich shartdan filtrasiya tezligi u  noldan boshlanadi deb olamiz. Agar  p -

bosim, 2gx -gidrostatik bosim,  -zichlik, g -erkin tushush tezlanishi deb olsak va 

to’liq bosimni P  orqali belgilasak, u 

2gxpP          

ga teng bo’ladi. 

Darsi qonuni bo’yicha filtrasiya jarayonni quyidagicha yozish mumkin: 

 2gxpku  .     (1.23) 

Bu yerda k -filtrasiya koeffisiyenti, umuman chiziqli emas. 

Agar suyuqlikni siqilmaydigan deb qabul qilsak, uzluksizlik tenglamasi quyidagi 

ko’rinishda bo’ladi: 

  0u .       (1.24) 

(1.23) va (1.24) lardan filtrasiya koeffiyenti k  o’zgarmas bo’lsa, u holda bosim 

uchun tenglama quyidagi ko’rinishga keladi: 

0p        (1.25) 

(1.25) tenglama filtrasiya jarayonini o’rganish uchun asosiy tenglama hisoblanadi.  

 Damba orqali suyuqlikning filtrasiya masalasining qo’yilishi qaraylik. 

Atmosfera bosimini e’tiborga olmaylik, ya’ni havoda 0p  deb qabul qilamiz. 

Qattiq   asosda   0uN  bo’ladi va (1.23) shartdan  

  



xgxp

N
,02     (1.26) 

ni olamiz. 

Dambadan oldingi va keyingi suyuqlikning tezligini hisobga olmasak va to’liq 

gidrostatik bosimni tenglashadi. Shuning uchun dambaning   chegara soxasida 

12 ,  xgHgxp      (1.27)  

ekanligi olamiz. Bu shartga Hx 2  dan 0p  bo’lishini ham qo’shamiz. 

Xuddi shunday 



 11 

22 ,  xgHgxp      (1.28) 

  chegarada ega bosim atmosfera bosimiga teng va masala shartiga ko’ra 

  3,0  xxp       (1.19) 

Qo’zg’aluvchang chegara S  na shart quyidagicha bo’ladi: 

  Sxxp  ,0 .      (1.30) 

Ikkinchi shartni esa 

  Sxgxp
N





,02     (1.31) 

ga  teng. 

Shunday qilib, qo’zg’aluvchang chegaraga ega masasi (1.25)-(1.31) lardan 

iborat bo’ladi. 
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II  §.  QO’ZG’ALUVCHANG CHEGARAGA EGA MASALALARDA 

CHEKLI AYIRMALI SXEMALARLAR. 

 

2.1. Differentsial operatorning chekli ayirmali (ChA) approksimatsiyasi.  

ChA masalaning qo`yilishi.  

 

Berilgan differentsial tenglamani taqribiy ifodalovchi ayirmali sxemalarni 

yozish uchun quyidagi ikkita amal bajarilishi kerak. 

1.  Argumentning uzluksiz o`zgarish sohasini uning diskret o`zgarish sohasiga 

almashtirish kerak; 

2.  Differentsial operatorni qandaydir chekli ayirmali operatorga almashtirish, 

bundan tashqari chegaraviy shartlar va boshlang`ich ma`lumotlar uchun ayirmali 

almashtirishlar tuzish kerak. 

Bu jarayon amalga oshirilgandan keyin algebraik tenglamalar sistemasiga 

o`tamiz. 

 Uzluksiz argumentning barcha qiymatlari uchun ayirmali masalani echib 

bo`lmaydi. Shuning uchun bu sohada qandaydir chekli sondagi nuqtalar to`plami 

olinadi va faqat shu nuqtalarda taqribiy echim izlanadi. Bunday nuqtalar to`plamiga 

to`r deyiladi. Nuqtalarning o`zi esa to`r tugunlari deb ataladi.  

 To`r tugunlarida aniqlangan funktsiyaga to`rli funktsiya deyiladi. 

 Shunday qilib differentsial tenglama echimlari fazosini to`r funktsiyalar fazosi 

bilan almashtirdik. 

 Kesmada tekis to`r.  1,0  kesmani N  ta teng bo`lakga bo`lamiz. 

Nxxh ii 11    to`r qadami deb ataladi. Bo`linish nuqtalari ihxi   - to`r tugunlari 

deyiladi. Barcha tugunlar to`plami  1,1,  Niihxih  to`rni tashkil qiladi. Bu 

to`plamga 1,00  nxx  chegaraviy nuqtalarni qo`shish mumkin, ya`ni  

 Niihxih ,0,   deb belgilaymiz. 

 Tekislikda tekis to`r.  TtxD  0,10  sohada aniqlangan ikki 

o`zgaruvchili  txu ,  funktsiyalar to`plamini qaraymiz. 
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x o`qining  1,0  va t  o`qining  T,0  kesmalarini mos ravishda 1N  va 2N  ta 

bo`laklarga bo`lamiz. 21 ,1 NTNh    bo`lsin. Bo`linish nuqtlaridan o`qlarga 

parallel to`g`ri chiziqlar o`tkazamiz. Natijada bu to`g`ri chiziqlar kesishishidan 

 
ji tx ,  tugunlarni hosil qilamiz, ular    Dtx jih  ,  to`rni tashkil qiladi. 

(xi, tj) 

xi 1 

x 

tj=j 

T 

t 

0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bu to`r x  va t  yo`nalishlar bo`yicha  h  va   qadamlarga ega. 

 SHunga o`xshash kesmada yoki tekislikda notekis to`rni qurish mumkin. 

  21, xxx   tekislikda   chegarali murakkab ko`rinishli G  soha berilgan 

bo`lsin. 

 

G 

0 x1 

x2 

 

,jhx,ihx ji 2211  0210 21  h,h,...,,,j,i  to`g`ri chiziqlar o`tkazamiz. U 

holda  21, jhih  to`rni hosil qilamiz. «» bilan ichki, «» bilan esa tashqi nuqtalar 

belgilangan. Ichki nuqtalar to`plamini h  bilan, chegaraviy nuqtalar to`plamini h  
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bilan belgilaymiz. Shunday qilib h  to`r 21, oxox  yo`nalishlar bo`yicha tekis, ammo 

G  soha uchun  hhh    to`r esa chegara yaqinida notekis. 

 Uzluksiz Gx  argumentli )(xu  funktsiyalar o`rniga )( ixy  to`r funktsiya 

olinadi. )( ixy  to`r funkiyani vektor ko`rinishda berish mumkin. 

 Odatda  h  to`r to`plami h  qadamga bog`liq bo`ladi. Mos ravishda )(xyh  

to`r funktsiyalar ham h  parametrdan bog`liq bo`ladi. Agar to`r notekis bo`lsa h  

sifatida  nhhhh ,...,, 21  vektor qaraladi. 

 Uzluksiz argumentli Gxxu ),(  funktsiyalar qandaydir 0H  funktsional fazo 

elementlaridan iborat. )(xyh  to`r funktsiyalar esa hH  fazoning elementlari. SHunday 

qili chekli ayirmalar usuli 0H  fazoni )(xyh  to`r funktsiyalarning hH  fazosiga 

o`tkazadi. 

 0H  fazodagi 
0
  norma kabi hH  chiziqli fazoda 

h
  norma kiritiladi. 

 Bir qator normalarni keltiramiz 

1) C  da normaning to`r ko`rinishi: 

)(max xyy
hxc 

  yoki  i
Nic
yy



0
max . 

2) 2L  da normaning to`r ko`rinishi: 

2
1

1

1

2








 





N

i

i hyy  yoki 
2
1

1

2








 



N

i

i hyy . 

 Taqribiy usullar nazariyasining asosiy e`tibori hy  ning )(xu  ga yaqinligini 

baholashga qaratiladi. Biroq hy  va )(xu lar turli fazolarning vektorlaridir. 

Baholashning ikkita imkoniyati mavjud: 

1.   Gh  da berilgan hy  funktsiya G  sohaning barcha nuqtalarida aniqlanadi 

(masalan, chiziqli interpolyatsiya yordamida). Natijada Gx  uzluksiz argumentli 

 hxy ,~  funktsiyani olamiz.   )(,~ xuhxy   ayirma 0H  ga tegishli bo`ladi. hy  ning u  

ga yaqinligi  
0

)(,~ xuhxy   bilan xarakterlanadi, bunda  
0
 -  0H  dagi norma. 

2.  0H  fazo hH  ga akslantiriladi. Har bir 0)( Hxu   funktsiyaga mos  hh xxu ),(  to`r 

funktsiyaga o`tkaziladi, ya`ni  hhh Huu  . Bunda h  - 0H  dan hH  ga 
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o`tkazuvchi chiziqli operator. Bu moslikni turli yo`llar bilan amalga oshirish 

mumkin ( h  turli operatorlarni tanlash bilan). Agar )(xu  uzluksiz funktsiya 

bo`lsa, )()( xuxuh   deyish mumkin, bu erda hx  . Ba`zan hix   tugunda )( ih xu  

berilgan hix   tugunning qandaydir atrofi bo`yicha )(xu  ning o`rta integral 

qiymati bilan aniqlanadi. Bundan keyin )(xu  - uzluksiz funktsiya va barcha hix   

lar uchun )()( iih xuxu   bo`ladi deb faraz qilamiz. 

hu  to`r funktsiyaga ega bo`lib, hH  fazoning vektori bo`lgan hh uy   ayirmani 

hosil qilamiz. hy  ning u  ga yaqinligi 
hhh uy   bilan xarakterlanadi, bunda 

h
 - hH  

dagi norma. Bunda hH  fazodagi norma 
0
  normani barcha 0Hu  vektor uchun  

approksimatsiyalaydi 

00
lim uu

hh
h




 

deb faraz qilish tabiiydir. Bu shartni hH  va 0H  fazodagi normalarning o`zaro 

kelishganlik sharti deb ataymiz. 

Biz bundan keyin ikkinchi yo`ldan foydalanamiz. 

1.  dxdvLv  . 

x  nuqtani fiksirlaymiz va hxhx  ,  nuqtalarni olamiz, bu erda 0h . Lv  

approksimatsiya qilish uchun quyidagi ifodalardan biridan foydalanish mumkin 

 
   

xh v
h

xvhxv
vL 


 ,       (2.1) 

 
   

xh v
h

hxvxv
vL 


 .      (2.2) 

(2.1) ifoda o`ng ayirmali hosila, (2.2) esa chap ayirmali hosilani tasvirlaydi. 

Ayirmali ifodalar ikki nuqtada aniqlangan.  

Yana quyidagi ifodani olish mumkin 

 
xxh vvvL   1 , 

bunda   - ixtiyoriy haqiqiy son. Xususiy holda 5,0  bo`lganda markaziy ayirmali 

hosilani olamiz 

      
h

hxvhxv
vvv
xx

x 22

1 
 .     (2.3) 
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 (2.1), (2.2), (2.3) approksimatsiyalarda qanday xatolikga yo`l qo`yildi va x  

nuqtada 0h  da      xLvxvLx h   ayirma qay holda o`zini tutadi kabi savollarga 

javob berish muhimdir.  x  miqdor x  nuqtada Lv  ayirmali approksimatsiya 

xatoligi deyiladi. 

  xv  ni Teylor qatoriga yoyamiz 

         3
2

2
hOxv

h
xvhxvhxv  . 

 Bu ifodani (2.1), (2.2), (2.3) larga qo`yamiz 

)()(
2

)( 2hOxv
h

xvvx  ,   )()(
2

)( 2hOxv
h

xvv
x

 ,   )()( 2hOxvv
x

 . 

 Bundan ko`rinib turibdiki 

   hOxvvψ x  ,     hOxvvψ
x

 ,      hOxvvψ
x

  . 

 V  -  hL  ayirmali operatorning 0hh   o`lganda ),( hxШ  shablondan iborat x  

nuqtaning ),( 0hxШ  atrofida berilgan etarlicha silliq funktsiyalar Vv  sinfi bo`lsin. 

 Agar  

       mh hOxLvxvLx   

bo`lsa hL  operator L  differentsial operatorni x  nuqtada 0m  tartib bilan 

approksimatsiyalaydi deymiz. 

 Endi 
2

2

dx

vd
vLv   ni misol sifatida  approksimasiyalash masalasini qaraylik 

 Uch nuqtali shablonda  

     
2

2

h

hxvxvhxv
vLh


 . 

   hxvxv
xx  ,  

   
      xvxvhxv

hh

xvxv
vL

xxxx

xx

h 



1

. 

 Ushbu holda approksimatsiya tartibi ikkiga teng bo`ladi, ya`ni 

     2hOxvxv
xx

 . 

 Besh nuqtali shablonda 

 hxhxxhxhx 2,,,,2         (2.4) 

 4vLv   hosila uchun  
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      

          hxvhxvxvhxvhxv
h

hxvxvhxv
h

vvL
xxxxxxxxxxh





4642
1

2
1

4

2

 

olinadi. 

 Approksimatsiya tartibi ikkiga teng, ya`ni 

     46
2

4

6
hOv

h
vv

xxxx
 . 

h  daraja bo`yicha LvvLh   approksimatsiya xatoligi yoyilmasidan 

approksimatsiya tartibini oshirish uchun foydalanish mumkin. SHunga binoan  

     4
2

44
2

1212
hOv

h
hOv

h
vv

xxxxxx
  

ga ega bo`lamiz. 

 Bundan (4) shablonda aniqlangan  

xxxxxxh v
h

vvL
12

2

  

operator vLv   ni to`rtinchi tartib bilan approksimatsiya qilishi kelib chiqadi. 

 

 Lemma. Agar   hxhxCv  ,2  bo`lsa 

     
  1,,

2
2




  hxv
h

hxvxvhxv
v
xx

, 

va agar   hxhxCv  ,4  bo`lsa 

     1,,
12

11

4
2

  hxv
h

xvv
xx

, 

formulalar o`rinli bo`ladi. 

 Isbot. Integral shakldagi qoldiq hadi bilan olingan Teylor formulasidan 

foydalanamiz 

        
      xRav

r

ax
avaxavxv r

r

r

1
!

... 


 ,   (2.5) 

bunda  

     
 

     


 







1

0

1

1

1

1 1
!!

1
dsaxsavs

r

ax
dvx

r
xR rr

rx

a

rr

r  . 

 Integral uchun o`rta qiymat haqidagi teoremani qo`llaymiz  



 18 

 
 
 

  1

1

1
!1









 r

r

r v
r

ax
xR , 

bunda   -  xa,  kesmada x  ning o`rta qiymati, 

    


1

0
1

1
1,10,

r
dssaxa
r

 . 

 (2.5) da x  ni hx   va a ni x  bilan almashtirib, 1r  va 3r  uchun mos 

ravishda quyidagilarni olamiz 

           

1

0

2 1 dsshxvshxvhxvhxv ,    (2. 6) 

                

1

0

43
432

1
662

dsshxvs
h

xv
h

xv
h

xvhxvhxv .  (2.7) 

 Bu erda h  ni h  ga, s  ni s  almashtirib 

          




0

1

2 1 dsshxvshxvhxvhxv ,    (2.8) 

               




0

1

43
432

1
662

dsshxvs
h

xv
h

xv
h

xvhxvhxv  (2.9) 

formulalarni olamiz. 

 (2.6), (2.8) dan quyidagini olamiz 

     
   








1

1

22

2
dsshxvsg

h

hxvxvhxv
v
xx

, 

bunda  

 









.ss

,ss
sg

да10агар1

да01агар1
2  

   02 sg  bo`lganligidan o`rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanish 

mumkin, natijada 

        11,

1

1

2  


 vxxvdssghxvv
xx

, 

bu erda   -  hxhx  ,  kesmada o`rta nuqta. 

 (2.7) va (2.9) dan 

      




1

1

4

4

2

6
dsshxvsg

h
xvv

xx
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hosil qilamiz, bu erda 

 
 

 










,ss

,ss
sg

да10агар1

да01агар1

3

3

4  

 




1

1

4
2

1
dssg . 

   04 sg  va   xv 4  uzluksizligidan, o`rta qiymat haqidagi teoremani qo`llab 

 
 

 hx
h

xvv
xx


12

4

, 1  

ni olamiz va shu bilan lemma isbotlanadi. 

 
2

2

x

v

x

v
Lv









 ,  txvv ,  ni ChAS ga yoyaylik. 

  tx,  - tekislikda nuqta bo`lsin. Shablonni aniqlaymiz. U to`rtta nuqtadan 

tashkil topgan bo`lsin (a rasm). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(x, t+) 

(x+h, t) (x-h, t) (x, t) 

a) 

(x, t+) (x+h, t+) (x-h, t+) 

(x, t) 

б) 

(x+h, t) (x-h, t) 

(x, t+) (x+h, t+) (x-h, t+) 

(x, t) 

в) 

 

hL  ni quyidagicha aniqlaymiz  

           
2

0 ,,2,,,

h

thxvtxvthxvtxvtxv
vLh










 . 
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 Quyidagi belgilashlarni kiritamiz 

       txvvtxvvtxvv ,,,,,


. 

 Unda 

   


 vvtxvtxv
vt








,,

 

va 

  
xxth vvL 0

 .      (2.10) 

 b rasmdagi shablondan foydalanilganda, t  momentda 
xx
v  olinsa, u holda 

  
xxth vvL


1

 .      (2.11) 

 (2.10) va (2.11) larning chiziqli kombinatsiyasini olib, 0  va 1  

bo`lganda oltinuqtali shablonda (v rasm) aniqlangan chekli operatorlarning bir 

parametrli oilasini hosil qilamiz 

    
xxxxth vvvvL 

  1


.    (2.12) 

 0
hL  operatorlar  1

hL  ning approksimatsiya tartibiga ega, (2.12) esa 50,  

bo`lganda  2hO , 5,0  bo`lganda  22 hO  approksimatsiya tartibiga ega. 

 Endi  

2

2

2

2

x

v

t

v
Lv









  qaraylik. 

 Quyidagi shablonlardan foydalanilamiz 
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(x, t+) (x+h, t+) (x-h, t+) 

(x, t) 

(x, t-) 

(x, t+) 

(x+h, t-) (x-h, t-) 

(x, t) 

(x, t-) 

(x, t+) 

(x+h, t) (x-h, t) 
(x, t) 

(x, t-) 
(x+h, t-) (x-h, t-) 

(x, t+) (x+h, t+) (x-h, t+) 

(x, t-) 

(x+h, t) (x-h, t) 
(x, t) 

а) 

b) 

v) g) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 Approksimatsiyalardan biri (v rasm) 

 
xxtth vvL  ,     (2.13) 

bunda  

       2,,2,   txvtxvtxvv
tt

. 

 a) shablonda: 

 
xxtth vvvL


 .     (2.14) 

 To`qqiznuqtali shablonda (g rasm) ayirmali operatorlarning ikkiparametrli 

oilasini yozish mumkin 

 
    

xxxxxxtth vvvvvL

2211

,
121 

  .   (2.15) 

 (2.15) dan 021   bo`lganda (2.13), 1,0 12    bo`lganda esa (2.14) 

kelib chiqadi. 

 (2.13), (2.14), (2.15) ayirmali operatorlar  22 hO  approksimatsiya tartibiga 

ega. 
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2.2. Kvazichiziqli issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi 

Yuqori temperaturada o’tuvchi jarayonlar uchun, masalan plazmada, issiqlik 

o’tkazuvchanlik koeffisiyenti temperaturaning chiziqlimas funksiyasi bo’ladi 

(zichligi ham), bir qator masalalarda esa temperatura gradiyenti funksiyasi ham 

chiziqlimas funksiya bo’ladi. Bundan tashqari yana issiqlik manbalari (issiqlik 

o’tkazuvchanlik tenglamasining o’ng tarafi) temperaturadan bog’liq bo’lishi 

mumkin, masalan issiqlik ximyaviy reaksiya natijasida ajralsa. Muhitning issiqlik 

sig’imi ham temperaturadan bog’liq bo’lishi mumkin. 

Shu tarzda biz chiziqlimas issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasiga kelamiz: 

 
 ,u,t,xf

x

w

t

u,t,x










 

bunda issiqlik oqimi ( - ichki energiya) quyidagicha bo’ladi 















x

u
utxww ,,,  

va u ham  i  temperatura va uning hosilasining chiziqlimas funksiyasi bo’ladi. Agar 

issiqlik oqimi di/dx  hosiladan chiziqli bog’liq bo’lsa va Furye qonuni bajarilsa 

  ,,,
x

u
utxkw



  

u holda biz kvazichiziqli issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasini hosil qilamiz 

     

    .0,,,0,,

,,,,,,,

























utxkutxc

utxf
x

u
utxk

xt

u
utxc

 

Bu holda issiqlik sig’imi s, issiqlik o’tkazuvchanlik koeffisiyenti k va o’ng 

taraf f (issiqlik manbalari zichligi) i(x,t) temperaturadan bog’liq. Birjinslimas 

muhitda k, s, f  lar x va t ning uzulishli funksiyalari bo’lishi mumkin (har xil 

moddalar uchun k, s, f  lar i temperaturadan har xil bog’liq bo’lishi mumkin). 

k=k(u), c=c(u), f=f(u) funksiyalar faqat i temperaturadan bog’liq hol tipik hol 

sanaladi: 

     .uf
x

u
uk

xt

u
uc 





















                                  (2.16) 
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Yangi o’zgaruvchi kiritsak 

 
u

dkv
0

,  

(2.16) tenglama ushbu ko’rinishga keladi 

 
     








 u

dcvvf
x

v

t

v

0

2

2

.,ˆ 


 

Agar o’zgaruvchini  

 

deb kiritsak, u holda (1) o’rniga quyidagi tenglamani hosil qilamiz 

   ,vf
~

x

v
v

xt

v






















  

shunday qilib 

    

uv

duukdvv
00

  

tenglik bajariladi (bu  x  bo’yicha differensiallab tekshiriladi). 

Ko’pincha s(i) va k(i) temperaturaning darajali funksiyasi ko’rinishida bo’ladi 

    ., 00

 ukukucuc   

Bu holda  

 
1

1

0

0





 


u
cdcv

u

 

o’zgaruvchini kiritamiz va  

x

v
v

cc

k

x

v
u

c

k

x

v

uc

k

x

u
k











 





















 1
1

00

0

0

0

0

1











, 

ekanligini hisobga olib (1) tenlamani quyidagi ko’rinishga keltiramiz 

  ,,vf
~

x

v
v

xt

v

1
0






























 

 

 
u

dcv
0

,
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1

1

00

0
0











 







cc

k
. 

 

2.3. Ayirmali sxema. Nyutona usuli 

Agar k(u), s(i), f(i) lar temperaturaning tez o’zgaruvchi funksiyalari bo’lsa 

kvazichiziqli issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi uchun oshkor sxemalarni qo’llash 

maºsadga muvofiq emas. 

Oshkor sxemaning turg’unlik sharti  

)(max

)(min

2

1
2 uk

uc

h



 

bo’lib, vaqt bo’yicha kichik qadamni talab etadi, k, s funksiyalar qiymatlari 

ko’pincha katta bo’lmagan tugunlar sonida aniqlanadi. Shuning uchun shartsiz 

turg’un oshkormas sxemalar qo’llaniladi. Avval ushbu tenglamani  

,10,
)(

2

2










x

x

u

t

u
                                  (2.17) 

quyidagi boshlang’ich va chegaraviy shartlar bilan qaraymiz  

           .,1,,0,0, 210 ttuxtuxuxu    

yj+1 ga nisbatan chiziqsiz ayirmali sxemani qo’llaymiz 

   
.1,0,,1

1


 



hNNiihxxy
yy

i

j

xx

jj




           (2.18) 

yj+1 yechimni yangi qatlamda topish uchun biz chiziqlimas tenglamaga ega 

bo’lamiz 

 

Uni yechish uchun Nyutona iterasion usulini qo’llaymiz 

      .yyyyyy j

xx

kkkkk

 






 
 11

                              (219) 

,)y(f,yx,)y()x(,fx)x(F jj

xx

j    110
 

,
fx

xx,
)x(F

)x(F
xx k

kk

k

k

kk
1

11






 




 

   .11 jj

xx

j yyy   
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,fx))(xx( kkk   11  

fx)xx( kkk   11   - (4) bilan solishtiring. 

 

Bu yerda 
1k

y  ni aniqlash uchun  

   12

1

11

1

0 , 







 j

k

Nj

k

tyty  ,                                         

chegaraviy shartlarda progonkani qo’llash mumkin va progonka 

  0
k

y  

shart bajarilsa turg’un bo’ladi.  

Agar tenglamalarni quyidagi ko’rinishda yozsak 

 

,1,...,2,1

,
2

1

1

2

1

21

1

2





















Ni

Fy
h

y
h

yy
h

i

k

i

k

i

kk

i

k 




 

      ., j
kkk

i

k

yyyyyyF    

Turg’unlik sharti haqiqatdan ham yuqoridagi kabi bo’lishini ko’rishimiz 

mumkin. 

 

2.4. Kvazichiziqli issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi uchun har xil 

oshkormas sxemalar 

 

Endi oddiy ko’rinishdagi kvazichiziqli issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi 

uchun ikki tipdagi sof oshkormas sxemani qaraymiz ( 1  holdagi)  

   

           ,,1,,0,0,

,0,10,

210 tutuxutuxuxu

Ttxuf
x

u
uk

xt

u

























 

bunda k(i) > 0.  

a) sxema: 
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     .
ˆˆˆˆ1ˆ

11

1 i

ii

i

ii

i

ii yf
h

yy
ya

h

yy
ya

h

yy








 











             (2.20) 

b) sxema: 

     .ˆ
ˆˆ

ˆ
ˆˆ

ˆ
1ˆ

11

1 i

ii

i

ii

i

ii yf
h

yy
ya

h

yy
ya

h

yy








 











             

 (2.21 

bunda  

   ,,,,ˆ
1

1

iiii

j

ii

j

ii
vvavayyyy



   

masalan, 

      .5,0 1 iii vkvkva                                            

  ,
2

1







 
  ii

i

vv
kva                                               

 
   

   
.

2

1

1

ii

ii
i

vkvk

vkvk
va







                                               

 vai  ni hisoblash yo’lidan temperatura to’lqinini hisoblash aniqligi kuchli 

bog’liq. 

(2.20) va (2.21) sxemalarni taqqoslaymiz. Bu sxemalarningapproksimasiya 

xatoligi  2hO  . Ularning ikkalasi ham absolyut turg’un.  

a) sxema yj+l ga nisbatan chiziqli va uning qiymatlarini yj funksiyaning 

qiymati bo’yicha topish mumkin, masalan progonka usuli bilan.   qadam faqat 

aniqlikni talablari asosida tanlanadi. b) sxema yj+l  ga nisbatan chiziqlimas va uni 

topish uchun iterasiya usuli qo’llaniladi. Iterasiya jarayoni quyidagi tarzda quriladi: 

 

 
 

   

 
 

   

 
 

.
1

1

1

111

1
1

1
s

i

s

i

s

i
s

i

s

i

s

i
s

i

s

i yf
h

yy
ya

h

yy
ya

h
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


































              (2.22) 

 1s

iy  ga nisbatan ayirmali sxema chiziqlidir. Boshlang’ich iterasiya sifatida 

vaqt bo’yicha avvalgi qadamdagi u  funksiya olinadi: u(0)=yj.  
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(2.21), (2.22  iterasion sxema bo’yicha hisoblashda yoki iterasiya soni yoki 

iterasiya yaqinlashishi aniqligi   beriladi va quyidagi shart bajarilishi talab etiladi 

   

.max
1

1 




s

i

s

i
i

yy  

(2.21), (2.2) sxemaning kamchiligi shundan iboratki a) sxema bilan 

taqqoslaganda iterasiyani hisoblashda mashina xotirasi yacheykalarini egalagan 

sonlar ikki marta oshadi, shunday qilib 
 1s

y  ni hisoblash uchun 
 s

y  va u larni «eslab 

qolish» kerak. a) sxema bo’yicha yj+l  ning qiymati birdaniga topiladi. 

Madomiki ikkala sxema ham absalyut turg’un va bir xil tartibli 

approksimasiyaga ega ekan, u holda bu munosabatdan a) sxema b) sxemadan afzal 

ko’rinadi. Ammo bunday emas. a) va b) sxemalar bo’yicha bir xil aniqlikda olib 

borilgan hisoblash natijalari ko’rsatdiki b) sxemani vaqt bo’yicha yetarlicha yirik 

qadamlar bilan qo’llash mumkin ekan. Bu esa b) sxemada iterasiya zarurligiga 

qaramasdan hisoblash ishlari hajmining kamayishiga olib keladi. 

Tenglama kvazichiziqliligi kuchsiz bo’lgan holda, masalan k=k(x,t), f=f(u), 

c=c(x,t) bo’lganda, ba’zan aniqligi  22 hO   bo’lgan prediktor-korrektor deb 

ataluvchi sxemalar qo’llaniladi. c=k=1,  f=f(u) bo’lganda bunday sxemaga misol 

keltiramiz: 

     .yfyy
yŷ

,tyy,yfy
,

yy
xxxx

j
xx 
























 2

1

50
2

1  

Shuni ta’kidlaymizki (2.22) masalani yechish uchun Nyuton usulini qo’llash 

mumkin. 
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III. §.  QO’ZG’ALUVCHANG CHEGARAGA EGA MASALALARNI 

SONLI ECHISH  USULLARI. 

 

3.1. Koordinata to’r qo’zg’aluvchang front tugunini elib olish metodi. 

 

Masalaning quylishi 

Bu metodni qullash uchun bir o’lchivli Stefan masalasini qaraylik.  

 1,0  kesmani qaraylik, kesma  tx   nuqtada (qo’zg’aluvchang 

chegara),   00   da ikkita yarim sohaga ajratilgan:  

         .0,0   xtxttxxt   

Sodda hol uchun chegarada fazoviy almashinish nolga teng deb hisoblaymiz 

yaki  0* u . Shuning uchun qattiq zarra fazosini   bilan, yani     0, txu ,suyuq 

fazani esa   bilan yani   0, txu   deb qaraymiz. 

U holda suyuq fazoda bir o’lchovli massa almashinish tenglamasi quyidagicha 

bo’ladi (bir o’lchovli sohada):  

  Tttx
t

u

t

u









  0,,0
2

2

.     (3.1) 

(3.1) tenglamaga mos boshlang’ich shart 

     txxuxu  ,00, 0       (3.2) 

ko’rinishda berilgan bo’lsin. 

Kesmaninga chap tomonida massa ko’chishi : 

  Tttgtu  0,0)(,0        (3.3) 

shartni qanoatlantirsin. 

Fazoviy ko’chish quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 

Tttxtxu  0),(,0),(  ,       (3.4) 

Tttx
dt

d
tx

x

u





0),(,),( 


 .     (3.5) 

Bu erda    - fazoviy almashinish entalpiyasi deb yuritiladi. 
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(3.1)-(3.5) tenglamalar bosh’ang’ich va chegaraviy shartlar bilan berilgan 

Stefan masalasi formulasini beradi. Fazoviy o’tish chegara tezligi musbat (
dt

d
vn




) va u suyuq fazoga qarab oshib boradi.   

)(t  monotong o’suvchi funksiya va parabolik tenglama uchun maksimumlik 

shartini qanoatlantiradi. 

Endi (3.1)-(3.5) tenglamalar uchun sonli metodlarning bir nechtasini qullab 

ko’ramiz. 

Bir o’lchamli (3.1) – (3.5) tenglamalarni sonli echish masalasini qaraylik. 

Qo’zg’aluvchang chegara suyuq fazoga qarab harakatlansin.  

  sohaga h  tekis qadamli to’r keritamiz : 

 1,,...,1,0,  NhNiihxxx i . 

va  - ichki tugunlar to’plami bo’lsin. Vaqt bo’yicha esa notekis to’r kiritamiz  

 TtNnttttt Nnnn   ,,...,2,1,0, 01   

0n  o’zgaruvchang vaqt qadami.  

1n  vaqt qadamini quyidagicha tanlab olinadi: bu vaqt intervalida ( nt dan  1nt  

gacha) qo’zg’aluvchang chegara koordinata to’rida bir qadamga siljiydi, yani vaqt 

bir qadamga siljiganda koordinata qadamining keyingi qadami topib olinadi. 

Bu jarayonni quyidagicha ko’rsatish mumkin, boshlang’ich soha )0(    

to’rning bir qismini egallasin va bu sohani biz   
00  bilan belgilaymiz. nt  

uxtiyoriv vaqt momentida qo’zg’aluvchang soha )( nt
  

n   deb belgilab boriladi, 

va hakoza har bir to’r 


  1nn   shart ko’rinishida tanlab borilaveradi. Bu to’rning 

dinamik tuguni   hitx nn   ko’rinishda aniqlanadi.  

(3.1) tenglamaga mos oshkormas chekli ayirma sxemasi quysak quyidagi 

ko’rinishda bo’ladi: 

,1,0,,0 11

1

1 
 





 nxy
yy

nn

n

nn 


    (3.6) 

bu erda   
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xxyy  . 

(3.2) boshlang’ich shart approksimatsiyasi quyidagicha bo’ladi: 

 000 ),()( xxuxy .       (3.7) 

(3.3), (3.4) chegaraviy shartlardagi funksiyalarni  quyidagi to’r funksiyalar bilan 

almashtiramiz: 

 ,)0( 11   nn tgy        (3.8) 

.,0)( 11 hixxy nn          (3.9) 

Endi esa faqatgina (3.5) shart qoldi. Bitta tugunning o’zgarish fronti qabul 

qilingan metodga mos quyidagicha tanlab olamiz:  

1


n

h

dt

d




. 

 (3.5) shart approksimatsiya echimini h  ning ikkinchi tartibini saqlab qolib 

quyidagi tanglamani hosil qilamiz: 

 
.,0

)()(5,0)()(
1

1

11 hix
xyxyh

h

xyxy
n

n

nnnn




 








    (3.10) 

Shunday qilib, (3.1)-(3.5) ayirmali sxema (3.6)-(3.10) differernsial 

tenglamani   2hO   aniqlik bilan appoksimatsiyalaydi.  

Shunday qilib (3.6), (3.7)-(3.10) tenglamalarning echini yangi vaqt 

qatlamlarida topilga 1ny  va vaqt qadami 1n  bo’yicha topilib boradi. Berilgan 1n  

bo’yicha ayirmali echimlar (3.6), (3.7), (3.8) chegaraviy shartlardan yoki   aralash 

chegaraviya masalalar (3.1), (3.9), (3.10) dan topiladi .  

 Chiziqlimas (3.6)-(3.10) algebraik tenglama echimlari uchun har bir yangi 

vaqt qatlami 1 ntt  da iteratsiya jarayonita topilib boradi. Vaqt qadami oldingi 

qadam bilan iteratsiaya ko’rinishida 1n  lar topiladi.  

Agar 0
1n  boshlang’ich yaqinlashish berilgan bo’lsin (masalan, nn  

0
1 ga 

teng desak). Berilgan k
n 1  ga mos taqribiy echim 1ny  uchun quyidagi chiziqli 

ayirmali masalani echishga to’g’ri keladi:  



 31 

,1,0,,0 11

1

1 
 





 nxy
yy

n
k
nk

n

k
n

k
n 


   

),()0( 11   n
k
n tgy          (3.12) 

.,0)( 11 hixxy n
k
n    

Bu masalani echish algoritmi uch deoganalli progonka metodi yordamida 

echiladi.  

 (3.10) ayirmali munosabatdan vaqt qadamini  aniqlash mumkin. Soddda 

ko’rinishda quyidagicha bo’ladi:  

   .,
)()(

)()(5,0 1

1

11
1

1
1 hix

h

hxyxy
xyxyh n

k
n

k
nk

n
k
n

k
n 







 









 
    (3.13) 

Bunday taqribiy ketma-ketlikni topilshda relaksion parametrli iteratsidan 

foydalanil topamiz. 

Frontni elib olish metodi har bir to’rning fiksirlangan koordinatasi amalgam 

oshirilib boradi 

 

3.2. Frontni to’g’irlash metodi 

 

(3.1)-(3.5) bir o’lhamli masala uchun x  o’zgaruvchi o’rnida yangi bog’liq 

bo’lmagan   ni qo’yamiz. Bu kiritilgan yangi o’zgaruvchi fiksirlangam sohaga 

o’tkazadi deb faraz qilamiz.  (3.1)-(3.5) masalani quyidagi almashtirish olamiz  

 tx  .       (3.14)  

Yangi o’zgaruvchi    fiksirlangan kesma 0 dan (kesmaning chap tomoni 

0x  )  1 gacha  (fazoviy o’tish chegarasi  tx  ) o’zgaradi.  

(3.1)-(3.5) Stefan masalasi yangi  t,  o’zgaruvchi kiritganda   quyidagi 

ko’rinishga keladi. Agar  

   tvtxu ,,  , 

U holda (3.14) ga asosan   

    







 
























 v

ttt

v

t

uv

tx

u
,

1
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ni olamiz. 

(3.1) tenglama esa quyidagi ko’rinishga keladi  

    .0,10,0
2

2
2 Tt

vv

t
t

t

v
t 























    (3.15) 

Boshlang’ich shart  (3.2)  

    ,00, 0  uv         (3.16) 

ko’rinishga keladi. 

(3.3), (3.5) chegaraviy shartlarni esa quyidagi ko’rinishda yozish mumkin  

    0,0  tgtv ,       (3.17) 

  Tttv  0,0,1 ,      (3.18) 

    Tt
dt

d
tt

v





0,,1





.    (3.19) 

Olingan (3.15)-(3.19) chegaraviy masalaladagi  tv ,  va  t  lar chiziqli emas, 

lekin  berilgan (3.15)-(3.19) masaladan o’rilgan 10   fiksirlanga sohada 

qaraladi.  

 (3.15)—(3.19) masalalarni sonli echish uchun yangi o’rgaruvchi bo’yicha 

ariymasi metoddan foydalanamiz (3.15)  tenglamani notekis  

 1,,...,1,0,  NhNiihi  

tor’da appoksimatsiyalaymiz va quyidagicha yozib olamiz  

   
0

22
1

1111
1 








 n

nnnnnn
n y

h

hyhyyy 







 ,  (3.20) 

,...,1,0,  n  

bu erda )(2 t  .  

Ayirmali  (320) tenglamaning qo’shimcha shartlari  

    000  uy  ,    ,      (3.21) 

   11 0   nn tgy ,   ,..,1,0n      (3.22) 

0)1(1 ny , ,...1,0n       (3.23) 

ko’rinishda ayniqlanadi. 

(3.15) va (3.19) larda 1  da quyidagi tenglik bajariladi 
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  Tt
v

dt

d

t

v
t 




















0,1,0

4 2

2
2

2
2 




 . 

(3.20) tenglamaning echimini chegaraviy shart h  ning ikkinchi tartibi bo’yicha 

approksimatsiyalash mumkin  

   
0

422

2

11
1

111 


















 








 
















 nnnn
n

nnnn yyh

h

hyy
   (3.24) 

1 ,  ,...1,0n  

Bu oligan ohirgi tenglikni husoblash masalani echish mumkin 
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3.3. Aralashmani filtrlashda hosil bo’ladigan cho’kmaning chiziqlimas 

siqilishi masalasini sonli yechish 

 

Aralashmani filtrlash texnikaviy jarayonlardan ancha murakkab hisoblanadi 

va bu jarayonlar ko’p miqdordagi mikro va makro faktorlardan bog’likdir. 

Aralashmalarni filtrlashni modellash fundamental ko’p fazali mexanik tenglamalar, 

ko’p kompanentali muhitdan va filtrlash konsoldasiya nazariyasidan bog’liq bo’ladi. 

Cho’kma qatlamida bosimning tarqalishi masalasi qo’zg’aluvchang chegaraga ega 

parabolik tipdagi klassik tenglamalarning yechimidan kelib chiqadi. Umumiy holda, 

Aralashmani filtrlashda real fizik shartlart cho’kmaning tuzilish strukturasi, filtrlash 

siqilishi bosim ta’sir farqidagi bir jinslimas muhit holati va boshqa konsolidasiya 

kuchlardan bog’liq bo’ladi. Shunday qilib, konsolidasiya koeffiyenti o’zgaruvchang 

bo’ladi va osadka qalinligidagi bosimning tarqalishidan bog’liq bo’ladi. Shuning 

uchun aralashmani filtrlashda hosil bo’ladigan cho’kmaning analiz qilish uchun 

konsolidasiya koeffisiyentini o’zgaruvchi qilib olamiz.  

Tekis filtrlanuvchi elementni qaraylik. Filtrlash  jarayonida aralashmaning 

yo’nalashga teskari ravishda filtr qatlami qandaydir 
0

z   bo’lsin. Vaqt o’tishi 

davomida filtr qatlami bosimning ta’sir farqidan qatiy nazar o’zgarmas bo’lsin. 

Aralashma filtrga tushgandan so’ng o’zluksiz  th  cho’kma qatlami chiziqli 

bo’lmagan holda o’sib boradi, ya’ni cho’kma – aralashma chegarasi ko’chib boradi. 

U hoda bu soxalarni ikkita soxashga ajratish mumkin:  01 ,0 z  - filtrlanuvchi qatlam 

soxasi va  )(,02 thz  - cho’kma soxasi, bu yerda albatta  thz   - qo’zg’aluvchang 

chegara. Bu shartlarda  jarayon xuddi Stefan masalasiga mos keladi.  

Agar p - umumiy bosim, 210 ,, ppp  - suyuqlikning boshlang’ich momentdagi, 

cho’kma qatlamiga suyuqlikning kirishdagi va chiqishdagi bosimlari deb olsak, 

filtrlash jarayonining matematik modeli quyidagi ko’rinishda yozamiz [1,2] 

 
2

2

z

p
pb

t

p









,    Tt 0    , 2z ,        (3.25 

   zpzp 00,  ,    1z ,        (3.26) 

  2,0 ptp               Tt 0 ,      (3.27 
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   1, ptthp  ,          Tt 0 ,      (3.28 

dt

dh
l

z

p





,       Tt 0 ,      (3.29 

Bu yerda  1

00 )(,)0(
pp

ebpbzh



  - konsolidasiya  koeffisiyenti, 

 

0

21
20

z

ppz
pp


 ,   

00 zz   
u

r
l


 ,  r  - cho’kmaning solishtirma qarshiligi   - qovushqoqlik 

koeffisiyenti,  u - cho’kma sirtida qatlamning hosil bo’lish koeffisiyenti,   - 

parametr.   

Bu (3.25)-(3.29) tenglamalar chiziqlimas tenglamalar bo’lgani uchun Yangi 

o’zgaruvchi kiritamiz. 

Yangi o’zgaruvchi quyidagi qabul qilamiz:   

 1
)(

0

 


p

p

ea
b

d
v 




,   

1

0

1
p

eb
a

 


        

Bundan  









 1ln

1

a

v
p


        (3.30) 

ekanligi olamiz. 

U holda (3.25) tenglama almashtirishlardan so’ng quyidagi ko’rinishga 

keladi 























z

pv
vk

zt

v )(
)( ,  

 av
vk





1
)( .      (3.31) 

Xudi shunday bu almashtirishdan foydalanib (3.26)-(3.29) lar quyidagi 

ko’rinishga keladi:  

    1| 0

00 




zp

t eazvv
 ,      (3.32) 

   1| 2

20 




p

z eavv
 ,        (3.33) 

 1| 1

1)( 




p

thz eavv
 ,            (3.34) 

   
dt

dh
l

z

pv
vk 



 )(
)( .       (3.35) 

(3.31) – (3.35) masalaning yechimini chekli ayirmalar metodi bilan yechamiz. 
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z  o’qi bo’yicha f  qadam bilan notekis to’r tanlaymiz   

 jmiifzz ii  ,...,1,0,|21  , vaqt bo’ficha notekisch to’r hosil qilamiz 

 TtNmmjttttt Nmjjj   ,,...,2,1,0,| 1   

 0j -vaqt o’zgaruvchi qadami. Vaqt qadami  1, jj tt  intervalda so’rilganda 

qo’zg’aluvchi chegarra ham bita qadamga so’riladi. Qadamlarni bunday ko’rinishda 

izlash tugunni ilib olish metodi deb nomlanadi. To’rning dinamik tuguni 

  fitfz jj   ko’rinishda tanlab olamiz.  

 (3.31) tenglama oshkor bo’lmagan sxema ko’rinishda approksimasiya 

qilinadi 










 





 










f

vv

f

vv

f

vv j

i

j

i
i

j

i

j

i
i

j

i

j

i

1

1

111

1
1

1
1




,        1,...2,1  Ni ,   (3.36) 

Bu yerda 

    j

i

j

ii
vkvk

1
5,0


  . 

Approksimasiya nachalnogo i granichnыx usloviy boshlang’ich va chegaraviy 

shartlar (3.32)-(3.34) approksimasiya qilib 

 1exp 00  ii pav   ,   
 

mf

ppif
ppi

21
2

0 
   ,         mi ,...1,0  ,  (3.37) 

2

1

0 vv j  ,                     (3.38) 

1

1 vv j

i  , 11hiz j                     (3.39) 

tengliklarni olamiz. 

 (3.35) shartnida esa  
1


j

f

dt

dh


 ekanligi e’tiborga olib quyidagicha 

diskerizasiya qilamiz: 

 
0

1

1

1

1

1

1




 









j

j

i

j

i

j

i

f
l

f

vv

av 
,     fiz j 1 .               (3.40) 

 (3.36) tenglamani  

i

j

ii

j

ii

j

ii
FvBvCvA  







1

1

11

1
 ,    ji ,1  ,         (3.41) 

ko’rinishga olib kelamiz. 

Bu yerda  
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2f
A i

i


  ,   

2

1

f
B i

i

  ,   
2

1

2
1

ff
C ii

i

  ,    j

ii
vF  . 

(3.36) - (3.41) chiziqli bo’lmagaan ayirmali masalani yechish uchun xar bir 

yangi 
1


j

tt  vaqt qatlamida iterasiya jarayonidan foydalanish mumkin bo’ladi. 

Oddiy iterasiyada bu sxema vaqt qadami 1j  topilib davom ettiriladi. Boshlang’ich 

shartda taxminiy 0

1j
  qadam beriladi. Berilgan yangi vaqt qadami s

j 1
  dan  1j

iv  

uchun quyidagi chiziqlimas ayirmali masalaning yechimi topiladi 

i

js

ii

js

ii

js

ii
FvBvCvA  







1,

1

1,1,

1
 ,     ji ,1  ,           (3.42) 

2

1,

0
vv js  ,                (3.43) 

fiz ji 1   tugunda 
1

1, vv js

i
 .                  (3.44) 

Bu maslani yechish uch no’qtali progonka usuliga keltiriladi. (3.40) 

munosabatdan   foydalanib oddiy holda vaqtning qadamini topish mumkin 

  fiz ji 1  tugunda 
 

1
11

1

1

1

1

1










 








 




f

vv

av
lf

j

i

j

i

j

i

s

j


 .             (3.45) 

Endi  (3.42)-(3.44) ayrimali masalani yechish uchun teskari progonka 

metodian foydalanamiz. Bu yerda  )(0, thmmi   - ichki tugunlar. mi 0  soxada 

malalani yechish uchun to’g’ri progonka metodi formulasidan foydalanamiz 

1

1,

11

1,







  i

js

ii

js

i vv        0,1,...,2,1  mmi  ,          (3.46) 

bu yerda 

iii

i
i

AC

B





1  ,   1,...,2,1  mi   ,         01   ,                     (3.47) 

iii

iii
i

AC

BAF







1  ,   1,...,2,1  mi   ,         21 v ,                             (3.48) 

)(thim   soxada esa chap progonka metodi qullaymiz 

1

1,

1

1,

1 







  i

js

ii

js

i vv   ,      1,...,1,  Nmmi ,          (3.49) 

bu yerda 

1


iii

i
i

BC

A


  ,         mNNi ,...,2,1  ,            0N ,                   (3.50) 

1

1










iii

iii
i

BC

BF




 ,      mNNi ,...,2,1  ,      0vN  .         (3.51) 
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(3.49), (3.46) larni  mi   tugunda birlashtirak 

mm

mmmjs

mv









1

1,                                    (3.52)  

ga kelamiz. 

Shundan qilib masalani sonli yechib filtra va cho’kmada bosimning tarqalish,  

 th  qo’zg’aluvchang chegara  grafiklarini olamiz. (1-4 rasmlar). Bu grafiklardan  

cho’kma qatlamining o’sishi va bosimning tarqalishni baholash mumkin bo’ladi.   

qiymatning oshishi bilan mos ravishda konsolidasiya koeffisiyenti ham oshirb borar 

ekan. O’z navbatida cho’kma qatlami va bosimning tarqalishi ham ortib boradi.    

qiymatning ortishi bilan   th ning dinamik o’sishi  kuzatish mumkin.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0,0011

0,0031

0,0051

0,0071

0,0091
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1-rasm.   ning har xil qiymatlarida cho’kma qatlamining o’zgarishi қийматларида  
610  Па-1  (            );

710  Па-1 (            ); 
810  Па-1  (             ).  350t  с. 

t ,с 

)(th ,м 
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0,0011 0,0031 0,0051 0,0071 0,0091

p, МПа 
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 2-rasm.    ning har xil qiymatlarida cho’kma qatlamida bosimning tarqalishi 

  
610  Па-1   (              );

710  Па-1 (            ); 
810  Па-1  (             ). 350t  с. 
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XULOSA 

 

Xulosa qilib shuni aytish kerakki, qo’zg’aluvchang chegaraga ega sizish 

masalasini sonli echimi ancha murakkab masala bo’lib, ularni faqatgina sonli echim 

olib taqribiy echimlar olish mumkin. Biz bu masalalarni sonli echishning bir nechta 

metodlarini ko’rdik.  Sonli echimlar olib quyidagi  xulosalarga ega bo’ldik: 

1. Sonli echishda qaralayotgan itatsiya qadami oldingi qadamga nisbatan topilib 

borar ekan. 

2. Go’vak muhitlarda chiziqli bo’lmagan Stefan masalasini qarab, 

qo’zg’aluvchang chegara monotong oshib borar ekan. 

3. Chiziqli bo’lmagan filtrlash masalasini sonli echib cho’kmaning oshib borishi 

ham monoton ortib borishi ko’rsatildi.. 

4. Chiziqli bo’lmagan filtrlash masalasini sonli echishda cho’kmaning o’stidagi 

bosim bir xil bo’lib, to’siq ustidagi bosim esa vaqt o’tishi bilan oshib borar 

ekan. 

5. Cho’kma oshib borishi bilan to’siq ostidagi bosim esa kamayib borar ekan. 

6. Suyuqliklar biri ikkinchisini itarayotganda vaqt o’tishi bilan parametrlar ham 

koordinataning keyingi qadamlarida kamayib borar ekan. 
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