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KIRISH

Masalaning qo‘yilishi. Ushbu bitiruv malakaviy ishi Lebeg integrali, Riman
integrali, Stiltes integrali va integrallarning xossalari va ehtimollar nazariyasiga

tadbiglari hamda ular yordamida masalalar yechishga bag ‘ishlangan.

Mavzuning dolzarbligi. Respublikamiz prezidenti I.A. Karimov o0°‘zining
"Barkamol avlod - O‘zbekiston taraggiyotining poydevori" deb nomlangan asarida
ta'kidlaganidek "Bugungi kunda oldimizga go‘yilgan buyuk maqgsadlarimizga,
ezgu niyatlarimizga erishishimiz, jamiyatimizning yangilanishi, hayotimizning
taragqgiyoti va istigboli amalga oshirilayotgan islohotlarimiz, rejalarimizning
samarasi, taqdiri - bularning barchasi, avvalambor, zamon talablariga javob
beradigan yugori malakali, ongli mutaxassis kadrlar tayyorlash muammosi bilan
chamabarchas bog‘ligligini barchamiz anglab yetmogdamiz. Shu bilan birga,
hammamiz yana bir haqgigatni anglab yetmoqgdamizki, fagatgina chinakam
ma'rifatli kishi, inson qadrini, millat qgadriyatlarini, bir so‘z bilan aytganda,
o‘zligini anglash, erkin va ozod jamiyatda yashash, mustaqil davlatimizning jahon
hamjamiyatida o‘ziga mos obro‘li o‘rin egallashi uchun fidoyilik bilan hissa
go ‘shishi mumkin".

Matematika fani yoshlarning mantiqgiy fikrlash gobiliyatini o‘stiruvchi vosita
sifatida maktablarda gadimgi Yunonistonda o‘gita boshlangan. Yangi era
boshlarida Xitoyda sonlar nazariyasi, Hindistonda o ‘nli sanoq sistemasi, O‘rta Yer
dengiz sohillarida trigonometriya yaratila boshlagan. VII -V 111 asrlardan boshlab
iIlm-fan taraqqiyotining markazi O ‘rta Osiyoga ko‘chdi. O‘z ilmiy ishlari bilan
butun dunyoga tanilgan Muhammad Muso al-Xorazmiy, Ahmad Farg‘oniy, Abu
Rayhon Beruniy, Abu Ali ibn Sino, Abu Nasr Forobiy, Ismoil Buxoriy, Umar
Hayyom, Ulug‘bek va boshgalar shu O ‘rta Osiyoda yashab ijod gilganlar.

Sharq mamlakatlari olimlarining gilgan ishlari XIV - XVI asrlar Yevropadagi

ilm-fan rivojiga asos bo‘ldi desak, hech ham mubolag‘a bo‘lmaydi. Keyingi



yillarda bu olimlarning davomchilari sifatida Respublikamizdan ko‘plab
matematiklar yetishib chigdi. Ular matematika fanining asosiy yo‘nalishlari
bo‘yicha maktablar yaratdilar. Masalan, ehtimollar nazariyasi maktabi -
S.X.Sirojiddinov, T.A.Sarim-soqov, T.A.Azlarov, matematik fizika va differensial
tenglamalar maktabi - Sh.A.Alimov, M.S. Salohiddinov, T.J.Jo‘rayev,
N.Yu.Satimov, algebra va analiz maktabi - T.A.Sarimsoqov, J. Xojiyev, Sh.
Ayupov, A. Sa’dullayev, matematika tarixi - G.P.Matviyevskaya, S.A.Ahmedov

maktablariga asos solindi.

Ishning magqgsadi va vazifalari. O‘quvchilar yoki talabalarda Riman
integrali, Lebeg integrali va Stiltes integrallari ular orasidagi bog‘lanishlar hamda
ular bilan ishlash mahoratini paydo qilishga yordamlashishdan iborat. Shu
maqgsadda har xil tipdagi integrallarni keltirish va ularni yechish (hisoblash)

namunalarini berishdan iborat.

IImiy tadgiqot metodlari. Bitiruv malakaviy ishini bajarishda cheksiz
kichik miqdorlar, ularning xossalari, limitlar va gatorlar nazariyasi elementlari va

hisoblash usullaridan foydalanildi.

Ishning ilmiy ahamiyati. Bitiruv malakaviy ishi referativ xarakterga ega.
Ishni bajarish jarayonida cheksiz kichik miqgdorlar, ketma-ketliklar, gatorlar ular
ustida amallar, limitlarning xossalaridan foydalanilgan. Keltirilgan ma'lumotlardan
ilmiy magolalarni bayon qilishda hamda ularning isbot usullaridan foydalanish

mumKkin.

Ishning amaliy ahamiyati. Bitiruv malakaviy ishida to‘plangan

materiallardan qizigarli matematika fanini o‘qitish jarayonida, tugaraklarda,



matematik kechalarda va vektorinalarda foydalanish mumkin. Lebegning jamlash

usulidan esa bir gator hisob-kitoblarda foydalanish mumkin.

Ishning tuzilishi. Bitiruv malakaviy ishi kirish gismi, Il bob, 8 paragraf,
xulosa hamda foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatidan iborat. | bobda o‘lchovlar
nazariyasi, o‘lchovli funksiyalar, Lebeg intagrali va uning xossalari hamda ular
bilan bog‘liq masalalar keltirilgan. 11 bobda cheksiz o‘lchovli to‘plamlarda Lebeg
intagrali, integral belgisi ostida limitga o‘tish, Lebeg va Riman integrallarini
taggoshlash haqidagi masalalar garalgan. Bu bobda integralning tadbiqlariga ham
keng o‘rin berilgan. Belgilashlar ikki sonli bo‘lib, ular orasi nuqta bilan ajratilgan.
Birinchi ragam paragraf nomerini bildiradi, ikkinchi son esa tartib nomerini
bildiradi. Masalan, 1.2-teorema yozuvi - birinchi paragrafning 2-teoremasi
ekanligini bildiradi, yoki (2.3) belgilash 2-paragrafdagi 3-formula ekanligini

anglatadi.

Olingan natijalarning gisgqacha bayoni. Bitiruv malakaviy ishida Lebeg,
Riman va Stiltes integrallari va ularning xossalaridan foydalanib masalalar yechish
namunalari berilgan. Lebeg intagrali va Riman integrallari xossalari solishtirilgan.
Har ganday o‘lchovli funksiy biror tasodifiy migdorni aniglashi, sodda funksiya
esa diskret tasodifiy miqdorga mos kelishi ko‘rsatilgan. Agar garalayotgan A

to‘plamning o‘Ichovi fi(A) = 1 bo‘lgan holda
fAf(x)dfi ()

Lebeg integrali f ga mos tasodifiy migdorning matematik kutilmasi bilan ustma-
ust tushishi ko‘rsatilgan. Xususan f sodda integrallanuvchi funksiya bo‘lgan holda
(1) integral diskret tasodifiy migdorning matematik kutilmasi bo‘ladi. Turli tipdagi
integrallarni hisoblashga oid 25 dan ortiq misollar keltirilgan va ulardan 6 tasi

yechib ko ‘rsatilgan.



I.bob. O‘lchovli to‘plamlar va o‘lchovli funksiyalar
1-8. Sonlar o‘gidagi to‘plamning Lebeg o‘lchovi
1.1-ta’rif. Aniqglanish sohasi yarim halga bo‘lgan 4: — M+ to‘plam

funksiyasi additiv bo‘lsa, ya’ni o‘zaro kesishmaydigan ixtiyoriy

AltA2, ..., An E to‘plamlar uchun ul=iAk E bo‘lganda

tenglik o‘rinli bo‘lsa, 4: — Mt ga o‘Ichov deyiladi.

Boshqgacha aytganda, g to ‘plam funksiyasi quyidagi
1) aniglanish sohasi yarim halga, 2) qiymatlari hagiqiy va manfiymas,
3) additivlik shartlarini ganoatlantirsa, unga o ‘Ilchov deyiladi.

1.2-ta’rif. Agar m o‘lchovning aniqglanish sohasi S m ikkinchi g o‘lchovning

aniqlanish sohasi da saglansa (Sma SM va ixtiyoriy A E Smto‘plam uchun

() ()

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda g o°‘lchov m o‘lchovning davomi deyiladi.

1.3-ta’rif. Agar Sm sistemada anigqlangan m o‘lchov va ixtiyoriy o ‘zaro

kesishmaydigan sanoqglita Alt A2,..., An, ... E Sm bo‘lganda

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda m o‘lchov sanoqgli additiv yoki a —additiv o‘lchov
deyiladi.
Sodda to‘plam o‘lchovi. Aytaylik a va b lar ixtiyoriy sonlar bo‘lsin. Sonlar

o‘gida a<x<b a<x<b a<x<b a< x<b

tengsizliklarning istalgan biri bilan aniglangan to ‘plamlar sistemasi berilgan

bo‘lsin. Bu to‘plamlarni oraliglar deb ataymiz. Xususan, agar yugoridagi



shartlardan birini ganoatlantiruvchi nugtalar mavjud bo‘lmasa (masalan a > b),
ya’ni 0 to‘plamni ham oraliq deb ataymiz. S bilan sonlar o‘gidagi barcha oraliglar
sistemasini belgilaymiz.

Lebeg o‘Ichovi. Dastlab E = [0,1] birlik kesmada saglanuvchi to ‘plamlar bilan

chegaralanamiz.

1.4-ta’rif. Ixtiyoriy A a E to‘plam uchun

son A to‘plamning tashqi o ‘lchovi deyiladi.

Bu yerda anig quyi chegara A to‘plamni qoplovchi oraliglarning barcha chekli
yoki sanoqgli sistemalari bo‘yicha olinadi. Shuni ta’kidlaymizki, ixtiyoriy A a E
to‘plamning tashqi o‘lchovi mavjud. Chunki infimum belgisi ostidagi ifoda
Xm(Pk) manfiymas, shuning uchun u quyidan nol bilan chegaralangan. Quyidan
chegaralangan to‘plam esa anig quyi chegaraga ega. Endi A a E to‘plam o‘Ichovi
ta’rifini beramiz.

1.5-ta’rif. Bizga A a E to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy £ > 0 uchun
shunday B a E elementar to‘plam mavjud bo‘lib, g*(AAB) < £ tengsizlik

bajarilsa, u holda A Lebeg ma’nosida o‘Ichovli to‘plam deyiladi.

Agar A Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, uning o‘lchovi deb tashqi
o‘lchovini gabul gilamiz. Fagat o‘lchovli to‘plamlar sistemasida aniglangan g*

to‘plam funksiyasi Lebeg o‘lchovi deyiladi va u g bilan belgilanadi.

2-8. O‘Ichovli funksiyalar va ularning xossalari

O‘Ichovli funksiyalar va wular ustida amallar. Bu bo‘limda uzluksiz
funksiyaga «gaysidir» ma’noda yaqin bo‘lgan (Luzin teoremasiga garang)
o‘Ichovli funksiya tushunchasini kiritamiz. O‘lchovli funksiyalar Lebeg integrali

tushunchasini kiritishda asosiy manba hisoblanadi.



Bizga E a M Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam va unda aniglangan haqiqgiy
giymatli f funksiya berilgan bo‘lsin.

2.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ E Muchun *x E E:f(x) <c+:=E(f <c) to‘plam
o‘lchovli bo‘lsa, f funksiya E to‘plamda o‘Ichovli deyiladi.

2.1-teorema. Agar f va g funksiyalar E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda
ularning yig‘indisi f + g ayirmasi f —g va ko‘paytmasi f g o‘lchovli bo‘ladi.
Agar barcha x EE lar uchun g(x) » 0 bo‘lsa, u holda f /g funksiya ham E da

o‘lchovli bo‘ladi.
2.1-lemma. Agar f funksiya E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
a,b EM lar uchun quyidagi to ‘plamlarning har biri o‘lchovli bo‘ladi:
) ( ) ) ) ) ) ) ) ) )
2.2-lemma. Agar ixtiyoriy a,b EM lar uchun 2.1-lemmadagi 1), 2), 4), 5)

ko‘rinishdagi to‘plamlarning birortasi o‘lchovli bo‘lsa, u holda f funksiya E

to‘plamda o‘lchovli bo‘ladi.
2.3-lemma. Agarf vag lar E dao‘lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda
*x EE:f (x) >g(x)+ = E(f >g) to‘plam o‘lchovli bo‘ladi.

2.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday n0 > 0 mavjud bo‘lib, barcha
n> novax EE larda |fn(x) —f(x)l < £bo‘lsa, u holda {fn} funksiyalar ketma-

ketligi E to‘plamda f funksiyaga tekis yaginlashadi deyiladi.

2.3-ta’rif. Agar har bir x EE da lIimn—eofn(x) = f(x) bo‘lsa, u holda {fn}
funksiyalar ketma-ketligi f ga nugtali yaginlashadi deyiladi.

2.2-teorema. Agar {fn+o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x EE da

f (x) gayaqginlashsa, u holda limitik funksiya f o°‘lchovli bo‘ladi.

3-8. O‘Ichovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaqginlashishlari



Bu paragrafda biz ekvivalent funksiyalar, ularning ayrim xossalari va o‘lchovli
funksiyalar ketma-ketliklarining turli yaqginlashishlari orasidagi bog‘lanishlarni
o0 ‘rganamiz.

3.1-ta’rif. E o‘lchovli to‘plamda aniglangan f va g funksiyalar uchun

A(*x EE:f(x) ®@g(x)+) = 0bo‘lsa, f va g lar ekvivalent funksiyalar deyiladi va
f ~g shaklda belgilanadi.

3.2-ta’rif. Agar biror xossa E to‘plamning nol o‘lchovli gism to‘plamidan
boshga barcha nuqtalarida bajarilsa, bu xossa E to‘plamda deyarli bajariladi
deyiladi.
Agar ikkita funksiya deyarli teng bo‘lsa, ular ekvivalentdir.

3.1-teorema. Agar f funksiya E o‘lchovli to‘plamda aniglangan bo‘lib,
o‘lchovli g:E — M funksiyaga ekvivalent bo‘lsa, u holda f ham E da o‘Ichovli

funksiya bo‘ladi.
Deyarli yaqginlashish.

3.3-ta’rif. Agar E to‘plamda aniglangan {fn} funksiyalar ketma-ketligining f
funksiyaga yaqinlashmaydigan nuqgtalari to ‘plamining o°‘Ichovi nol bo‘lsa, u holda
{fn} funksiyalar ketma-ketligi E to‘plamda f funksiyaga deyarli yaqinlashadi
deyiladi, ya’ni

7]ij_r>noofn(x) = f(x)
tenglik E dagi deyarli barcha x lar uchun o ‘rinli, yoki
A= {x: limfn(x) =f(x)} , A(E\A) =0.
n->co J

3.2-teorema. Agar E to‘plamda {fn+o°‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi f ga

deyarli yaginlashsa, u holda limitik funksiya f ham o ‘lchovlidir.

3.3-teorema (Egorov). E chekli o‘lchovli to‘plamda {fn} funksiyalar ketma-
ketligi f ga deyarli yaqginlashsin. U holda ixtiyoriy S > 0 uchun shunday Es a E

to ‘plam mavjudki, uning uchun quyidagilar o ‘rinli:

9



1) a(E\Es) <S,
2) Es to‘plamda {fn} funksiyalar ketma-ketligi f ga tekis yaqinlashadi.

O‘lchov bo‘yicha yaginlashish. Bizga E to‘plamda aniglangan {fn} o‘lchovli

funksiyalar ketma-ketligi vaf o‘lchovli funksiya berilgan bo‘Isin.
3.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy S > 0 uchun
7]ii_>rr(;o,c|,(*x EE:W¥n(x) - f(x)\ > S+) =0
tenglik bajarilsa, u holda {fn+funksiyalar ketma-ketligi E to‘plamda f funksiyaga
o‘lchov bo‘yicha yaginlashadi deyiladi.
Deyarli yaginlashishdan o‘lchov bo‘yicha yaginlashish kelib chigadi. Quyidagi
teorema shu haqda.

3.4-teorema. Agar {fn} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E (ji(E) < 0)
to‘plamdaf funksiyaga deyarli yaginlashsa, u holda {fn+ketma-ketlik E to‘plamda

f gao‘lchov bo‘yicha ham yaginlashadi.

3.5-teorema (Luzin). [a b] kesmada aniglangan f funksiya o‘lchovli bo‘lishi
uchun ixtiyoriy £ > 0 son uchun [a, b] da uzluksiz bo‘lgan shunday @ funksiya
mavjud bo‘lib, a(*x E [a,b]:f(x) ® g(x)+) < £ tengsizlik bajarilishi zarur va

yetarli.
Il1.bob. Lebeg integrali
4-8. Sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali
Biz dastlab sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali tushunchasini Kiritishda

o‘lchovli E yoki A to‘plamda aniglangan, o‘lchovli f funksiyani garaymiz va

() deb faraz gilamiz.
4.1-ta’rif. Agar f :E — M o‘lchovli bo‘lib, uning giymatlari to‘plami ko‘pi
bilan sanogli bo‘lsa, u holdaf sodda funksiya deyiladi.

4.1-teorema. Ko‘pi bilan sanoqlita har xil y1,y2, =, yn, mm qiymatlarni gabul

giluvchi f funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun
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An = {xE E:/(x) = yn]
to‘plamlarning o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. f funksiya E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, An to‘plamlarning
o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Bunda E(f =y) to‘plamlarning har birini

o‘Ichovli ekanligini ko ‘rsatishda quyidagi tenglikdan foydalanamiz.

co

EF =y) =Q e(y <f <y+1).
71—

Bu yerda har bir to‘plam o‘lchovli bo‘lganligidan bu to‘plamlarning kesishmasi

ham o‘Ichovli bo‘ladi. Demak An to‘plamlar o‘Ichovli bo‘lar ekan.

Yetarliligi. An to‘plamlarning har biri o‘lchovli ekanligidan f funksiyaning

o‘Ichovli ekanligini keltirib chigaramiz.

E(f<c)=Y An

yn<c
tenglikdan va o‘Ichovli to‘plamlarning birlashmasi o‘lchovli ekanligidan f ning E

da o‘lchovli funksiya ekanligi kelib chigadi.

4.2-teorema (O dchovlilik mezoni). f :E -> M funksiya o‘lchovli bo‘lishi
uchun unga tekis yaqginlashuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud

bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Yetarliligi. */n} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligining har bir x E E
da f (x) ga yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda limitik funksiya f o‘lchovli bo‘lishini

ko‘rsatamiz. Shartga ko‘ra, ixtiyoriy x EE uchun Htn- fn(x) =f (x) o‘rinli

Ef <o=*%fX)<ct=Y ¥ Q {xi* (X)<c- (4.1)

K=1n=1T>n
bo‘ladi. Teorema isboti (4.1) tenglikdan kelib chigadi, chunki, sanogli sondagi

o‘Ichovli to‘plamlarning birlashmasi va kesishmasi yana o‘lchovli to‘plamlardir.

11



Zaruriyligi. f - o‘lchovli funksiya bo‘lsin. Unga tekis yaginlashuvchi *fn}
sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjudligini ko‘rsatamiz. Ko‘rishimiz

mumkinki har bir uchun

[ ()]
fnbut(x) = { Lﬁ-Jl (Am)

sodda funksiya bo‘ladi. Bundan tashgari

nf(x)- [nf(x)] *nf(x)+ " 1
n n ~n

) - fnut(x) | = i - [”fn(X)]

tengsizlik o‘rinli. Demak, fn ketma-ketlik f ga tekis yaginlashadi.

Dastlab biz cheklita y1,y2, myn giymatlarni gqabul giluvchi f sodda funksiya

uchun Lebeg integrali tushunchasini kiritamiz. Ixtiyoriy k E *1,2, man+uchun
Ak = *x EA :f (x) = yk+ (A.3)
belgilash olamiz.

4.2-ta’rif. Bizga y1,y2, myn qiymatlarni gabul qiluvchi f sodda funksiya
berilgan bo‘lsin. U holda

n

Y ykKAK)

k=1
yig‘indi f sodda funksiyaning A to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladi
va

n

j f)d[i =y ykKAK)

A k=1
kabi belgilanadi.

Endi bizga sanoglita y1,y2, myn qiymatlarni gabul giluvchi f :A — M sodda

funksiya berilgan bo‘lsin. f funksiya uchun quyidagi formal gator

Cco

Y yk(AK) (AA)

k=1

12



ni garaymiz, bu yerda Ak lar (4.3) tenglik bilan aniglanadi.

4.3-ta’rif. Agar (4.4) qator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda f sodda
funksiya A to‘plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi. (4.4) gatorning
yig‘indisi f funksiyaning A to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladi va
quyidagicha belgilanadi

co

Bu ta'rifda yn laming har xilligi talab gilingan. Lekin yn laming har xilligini
talab gilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali ta'rifini keltirish

mumkin. Bu quyidagi lemma yordamida amalga oshiriladi.

4.1-lemma.

K

va har bir Bk to‘plamda f funksiya fagat bitta ck qiymat gabul qgilsin. f sodda

funksiya A to ‘plamda integrallanuvchi bo‘lishi uchun

k=1
gatorning absolyut yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Osongina ko‘rish mumkinki, har bir
An=*X EA:f(X) = Wt
to‘plam ck = yk bo‘ladigan Bk to ‘plamlarning birlashmasidan iborat, ya'ni

An= Y Bk

CK=YK

Shuning uchun

yn(An) = kK BK) =  CkA(BK).
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O‘Ichovning manfiymasligidan

Y lynlKAn) =Y |¥Ynl ¥ KBK) =Y ICKIK"k).

n
ya'ni
Y ynKAn) va Y CkKBK)

n K
gatorlar bir vaqtda absolyut yaqinlashadi yoki uzoglashadi.
Sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining ba'zi xossalarini isbotlaymiz.
A) Additivlik xossasi. Agar f va g sodda funksiyalar A to‘plamda

integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f +g sodda funksiya ham A to‘plamda

integrallanuvchi va
] F(xx)+g(x)1dfi= j f(x)dju+ j g(x)dfi
JA Ja Ja

tenglik o‘rinli.
Isbot. Integrallanuvchi f sodda funksiya f giymatni Ai a A to‘plamda, g

sodda funksiya esa gj giymatni Bj a A to‘plamda gabul gilsin. U holda

j fdli = "2"YrM110m), j o gx)dM =Y gjrl(Bj)
[ J

gatorlar absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi. O‘lchovning a — additivlik xossasiga

ko‘ra, quyidagi tengliklar o‘rinli

H(Ad =Y n(AiP Bj), )i(Bj) = Y H(AIQ Bj).
j i
U holda quyidagi musbat hadli gatorlar
Yy ¥y -~ (Ai P Bj), Yy y ~rr"A(CAP BN
i i

yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak,
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X X (f+0:MAiQ B0

gator absolyut yaqginlashuvchi. Bundan f + g sodda funksiyaning integrallanuvchi

ekanligi kelib chigadi. 4.1-lemmaga ko ‘ra,

I I/M +a0(xX)]p =X ~(f +a0)a(AiQ B)=X f X AAIQ B) +
A iy i ]

*X BX A@IQ bY)= X fitmai)+ X gM(BY) =
= I f(x)ig + | g(x)ing.
LY -Th
B) Agar f sodda funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

ixtiyoriy k E [, o‘zgarmas uchun k »f funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi

va quyidagi tenglik o‘rinli

| kK of (xX)ig = k | f(x)ing.

M /m

Isbot. Sodda funksiya integrali ta’rifiga ko‘ra
| ko (x)p =X kuf*(Ai) = kX fAAI) = kK| f(XNe

C) Ato‘plamda chegaralangan f sodda funksiya integrallanuvchidir. Agar A
da |f (x)] < M bo‘lsa, u holda quyidagi tengsizlik o‘rinli

| Ax)ing < M m(A).

JA

Isbot. Sodda funksiya integrali ta’rifidan
LfA)N = X fiKAJ)
Ja i
5 -8. Ixtiyoriy funksiyalar uchun Lebeg integrali

va uning xossalari
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Bu paragrafda Lebeg integralining asosiy xossalari o‘rganiladi. Biz doim
chekli o‘lchovli A(ii(A) < +0) to‘plam va unda aniglangan f o‘lchovli

funksiyani garaymiz.

5.1-ta’rif. Agar A to‘plamda f funksiyaga tekis yaginlashuvchi
integrallanuvchi sodda funksiyalarning {fn} ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, u holda f

funksiya A to‘plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi va uning integrali

(5.1)

tenglik bilan aniglanadi.

Bu ta'rif korrekt, ya'ni kamchiliklardan holi bo‘lishi uchun quyidagi shartlar

bajarilishi kerak:

1).Har qganday tekis yaginlashuvchi va A to‘plamda integrallanuvchi sodda

funksiyalar ketma-ketligi uchun (5.1) limit mavjud bo‘lishi kerak.

2).Berilgan f funksiya uchun (5.1) limit {fn} ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘lig

emas.

3).Agar f funksiya sodda funksiya bo‘lsa, bu ta'rif sodda funksiyalar uchun

berilgan 4.1-ta'rif bilan usma-ust tushishi kerak.
1)-3) shartlarning bajarilishini ko ‘rsatamiz.

1) Sodda funksiyalar uchun integralning A,B va C xossalaridan

fn(x)d\i- I fmWdn \fn(x) - fm(x)\dfi <
A A

< n(A) sSUp\fn(x) - fm(x)\
tengsizlik kelib chigadi. Bu esa (5.1) limitning mavjudligini isbotlaydi.
2) (5.1) limitning {fn} ga bog‘lig emasligini isbotlaymiz. Faraz gilaylik, f ga
tekis yaqinlashuvchi ikkita {fn} va {f*} ketma-ketliklar uchun (5.1) limit har xil

giymatlar qgabul gilsin. U holda ft,fi, f2%>mam>n>fn mketma-ketlik f ga tekis
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yaginlashadi, lekin bu ketma-ketlik uchun (5.1) limit mavjud emas. Bu esa

hozirgina isbotlangan 1) shartga zid.
3) shartni isbotlash uchun ixtiyoriy da () ( ) deb olish yetarli.
Endi 5.1-ta'rifga teng kuchli bo‘lgan quyidagi ta'rifni keltiramiz.
5.2-ta’rif. Agar har bir nEPJ uchun (4.2) tenglik bilan aniglanuvchi

sodda funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya A to‘plamda Lebeg

ma'nosida integrallanuvchi deyiladi va uning integrali

Lebeg integralining asosiy xossalarini keltiramiz.

. () sodda funksiya integrallanuvchi va

A
Il. Birjinslilikxossasi. Agar f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa,

u holda ixtiyoriy kK ER o‘zgarmas uchun kf funksiya ham A to‘plamda

integrallanuvchi va

tenglik o‘rinli.

Bu xossaning isboti sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining B)
xossasidan limitga o‘tish natijasida va o‘zgarmasni limit belgisi ostidan chigarish
mumkin degan goidadan kelib chigadi. Ya'ni, agar {/n) integrallanuvchi sodda
funksiyalar ketma-ketligi f funksiyaga tekis yaqginlashsa, u holda {k wn)
integrallanuvchi  sodda funksiyalar ketma-ketligi k ®f  funksiyaga tekis

yaqginlashadi. Demak, k o funksiya integrallanuvchi va
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| ko (X)ng = lim | kwn(x)ng = kmlim | /n(x)ug = kK | f(x)ng

na hAceng nA oo A
tenglik o‘rinli.

I1. Additivlik xossasi. Agar f va ™ funksiyalar A to‘plamda
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f + g funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi
va

I [/(x) +a(x)]ng = 1 /(x)iapg + 1 ag(x)ia
n n

L]

tenglik o‘rinli.

Isbot. Agar {/n) integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi f funksiyaga,
{gn) integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi g funksiyaga A to‘plamda
tekis yaginlashsa, u holda {/mn + gn) integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-
ketligi f + g funksiyaga A to‘plamda tekis yaginlashadi. Demak, f + g funksiya
integrallanuvchi va sodda funksiyalar uchun integralning A) xossasiga ko ‘ra

| [/(x) + a(x)]iapg = lim I [/n(x) + an(x)]ing =
Th n"°° Ja

= lim I /n(x)"4+ lim | gn(x)ug = | f(xX)ing + 1 g(x)ng
nAcen 4 nr°°n 4 na na
tenglik o‘rinli.
Shuningdek quyidagi tenglik o‘rinli
I f(x)ng =1 Ffxug+ | /(x)ing, A= AxUA< A*A 2=0. (5.2
aM -M 2

IV. Ato‘plamda chegaralangan va o‘lchovli f funksiya integrallanuvchidir.

Isbot. Agar f funksiya A to‘plamda chegaralangan bo‘lsa, u holda (4.2)
tenglik bilan aniglanuvchi sodda funksiya ixtiyoriy da cheklita giymat
gabul qiladi. Demak, /n(x) integrallanuvchi. 5.2-ta'rifga ko‘ra f ham

integrallanuvchi.

V. Agar f (x) > 0 funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
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| f(x)dii > 0.

da
Isbot. Bu xossa Lebeg integralining monotonlik xossasi deyiladi. Uning
isboti sodda funksiyalar uchun to‘g‘ridan-to‘g‘ri ta'rifdan kelib chigadi. Agar f
manfiymas funksiya bo‘lsa, u holda unga tekis yaqginlashuvchi f£ul sodda
funksiyalar ketma-ketligi ham manfiymas. Shunday ekan
| frou*(x)di =- 1 [nf(x)]di > 0.
JA 7L 34
Bu yerdann — o da limitga o ‘tib, V-xossaning isbotiga ega bo‘lamiz.
Integralning monotonlik xossasidan quyidagi tasdiq kelib chigadi. Agar
f(x) > g(x) bo‘lsa, u holda
I f(x)di > 1 g(x)di
Fa JA
tengsizlik o ‘rinlili. Shuningdek, agar m < f(x) < M,x E A bo‘lsa, u holda
mi(A) < I f(x)di < Mi(A)
JA
tengsizliklar o‘rinli.
VI Agari(A) = 0 bo‘lsa, u holda ixtiyoriy f :A -> LLluchun
j f(x)di = 0.
JA
VI. Agar deyarli barchax E A uchunf(x) = g(x) bo‘lsa, u holda
I f(x)di = 1 g(x)di.
JA JA
Bu integrallardan birining mavjudligidan ikkinchisining mavjudligi kelib
chigadi va aksincha.

Bu tasdiqlar Lebeg integralining ta'rifidan bevosita kelib chigadi.
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VII. Agar p funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib, deyarli barcha
XE A lar uchun W¥(x)\ < p(x) bo‘lsa, u holda f funksiya ham A to‘plamda

integrallanuvchi bo‘ladi.

Isbot. Haqgigatan ham, agar f va p sodda funksiyalar bo‘lsa, u holda A
to‘plamdan o‘Ichovi nol bo‘lgan A+ = {x E A:\f(x)\ > p(x)} to‘plamni chiqarib
tashlab, qolgan A' to‘plamda \f(x)\ < p(x) tengsizlikni hosil gilamiz. A’
to‘plamni chekli yoki sanogli sondagi An to‘plamlarning birlashmasi ko ‘rinishida
shunday tasvirlaymizki, har bir An to‘plamda f va p funksiyalar o‘zgarmas

bo‘lsin, ya'ni
() ()

Shartga ko‘ra \an\ <bn tengsizlik bajariladi. p funksiya integrallanuvchi

bo‘lganligi uchun (5.2) va VI xossadan foydalanib

A \an\i(An) <™ bni(An) =J p(x)di =
=1 =1 A
=1 p(x)di+ I p(x)di= 1p(x)di
Ja' -Mi 'a

ni olamiz. Shuning uchun f ham integrallanuvchi va

Ja Ja

LEO)di = 1 f(x)di =/ ani(An) '
AN <
= 1 \f(x)\di < | p(x)di.

Endi umumiy holni garaymiz.

i bEf = L7701

sodda funksiya ixtiyoriy n EM da

Ifnut(x)l < p(x) +1, XxEA'
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tengsizlikni ganoatlantiradi. Demak, uc(x) sodda funksiya integrallanuvchi. 5.2-

ta'rifga ko‘ra f funksiya ham integrallanuvchi.

VIII. Quyidagi integrallar bir vagtda mavjud yoki mavjud emas

h = 1/ (x)ng, 2=11/(x)Na.

Isbot. VII xossadan foydalanib, ko‘rsatish mumkinki, /2 ning mavjudligidan

ning mavjudligi kelib chigadi. Teskari tasdig f sodda funksiya bo‘lganda
bevosita ta'rifdan kelib chigadi. Umumiy holni garaymiz. f funksiya A da
integrallanuvchi bo‘lgani uchun, unga tekis yaqinlashuvchi {/n) integrallanuvchi,

sodda funksiyalar ketma-ketligi mavjud. U holda

[/ (x)1- In()[] < IF (x) -/n(x)
tengsizlikka ko‘ra , {|/nl) - integrallanuvchi, sodda funksiyalar ketma-ketligi |f |
funksiyaga tekis yaginlashadi. Shunday ekan, ta'rifga ko ‘ra /2 integral mavjud.

Lebeg ma'nosida integrallanuvchi  funksiya Riman  ma'nosida

integrallanuvchi bo‘lishi shart emas.

5.1-misol. Dirixle funksiyasini [0 ,2] kesmada Lebeg va Riman ma'nolarida

integrallanuvchanlikka tekshiring.

Yechish. IDsodda funksiya bo‘lib uning Lebeg integrali

() a«¢ 1 )y a€ 1)

Dirixle funksiyasani [0,2] kesmada Riman ma'nosida integrallanuvchi
emas. Buni ko‘rsatish uchun [0,2] kesmani 0 = X0< XX< X2< ...< XN_TI <
xn = 2 nuqtalar yordamida teng n bo‘lakka bo‘lamiz. Ma'lumki, Dirixle
funksiyasining [xk_ ,xK] bo‘lakchadagi anig yuqori chegarasi Mft barcha KE
{1,2,...,n) uchun 1 ga teng, Dirixle funksiyasining bu bo‘lakchadagi anig quyi

chegarasi mftesa 0 ga teng. Bu bo‘linishga mos Darbu yig‘indilarini garaymiz:
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fc=I k=1 k=1 k=1

Bu yerdan,

lim Mn = 2, liman =20

tengliklarga kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasani [0,2] kesmada Riman

ma'nosida integrallanuvchi emas.

VI, VIl va VIII xossalar Lebeg integrali uchun xos. Bu xossalar Riman

integrali uchun o‘rinli emas. Hozir bularga misollar keltiramiz.

2.2-masala. VI-xossa Riman integrali uchun o‘rinli emasligiga misol
keltiring.
Yechish. [0,2] kesmada Dirixle ©(x) va nol 0(x) = 0 funksiyalarni

garaymiz. Ular [0 ,2] kesmada deyarli teng, shuning uchun

Lekin nol funksiya Riman ma'nosida integrallanuvchi, Dirixle funksiyasi ©

esa Riman ma'nosida integrallanuvchi emas

Lebeg integralining VII va VIII xossalari ham Riman integrali uchun o‘rinli

emas. Bunga quyidagi misollarda ishonch hosil gilish mumkin.

agar X £Q

() agar x £ M\Q.

Barcha [0,2] lar uchun |/(x)| < <p(x) tengsizlik o‘rinli. Lekin / funksiya
[0,2] kesmada Riman ma'nosida integrallanuvchi emas. Bu tasdig © ning Riman

ma'nosida integrallanuvchi emasligiga o ‘xshash ko ‘rsatiladi.

| funksiya [0,2] to‘plamda integrallanuvchi emas, ammo |/(x)| =1
funksiya esa Riman ma'nosida integrallanuvchi. Demak, VIII-xossa Riman

integrali uchun o‘rinli emas.

Lebeg integralining cr- additivlik va absolyut uzluksizlik xossalari
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Yuqorida biz Lebeg integralining xossalarini tayinlangan A to‘plam
bo‘yicha keltirdik. Endi
F(A) = j /(x) d/i
da
ifodani o‘lchovli to‘plamlar sistemasida aniglangan, A to‘plamning funksiyasi

sifatida garab, Lebeg integralining ayrim xossalarini isbotlaymiz.

5.1-teorema (Lebeg integralining o — additivlik xossasi). O°‘lchovli A
to‘plam o‘zaro kesishmaydigan A1,A2 ...,An,. .. o‘lchovli to‘plamlarning

birlashmasidan iborat bo‘Isin, ya'ni
Co

A=JJAn AipAj=0i"j

71=1
va / funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsin. U holda har bir An to‘plam
bo‘yicha/ funksiyaning integrali mavjud,

Cco

Ao (x) di

71=1 An

gator absolyut yaginlashadi va

i) di =~ j 1(x) di. (5.3)
A 71=1 An

tenglik o‘rinli.

Isbot. Avvalo teoremani yl,y2>..,yn, -mgiymatlarni gabul giluvchi sodda/

funksiya uchun isbotlaymiz. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Bk = {xE A:/ (x) =yk],

Bnk * EAn: (x) yk+ Bk Ar> Bk JJ Bnk.

7
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f funksiya integrallanuvchi bo‘lgani uchun £ kYky(5k) gator absolyut

yaqinlashuvchi bo‘ladi. U holda quyidagilar o ‘rinli:

Jf(x)dy = X YY-(BK) = X YkX Y([Bn" =
A k=1 k=1 7i—
=X X YkY*Anr = X X YkY™nr = X J f(x)dy- (5.4)
k=171=1 71=1 fe=1I 71=1

To‘plam o‘lchovi manfiymas bo‘lgani uchun (5.4) tengliklar zanjiridagi barcha

gatorlar absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi.

Endi f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lgan ixtiyoriy funksiya
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy £ > 0 son uchun A da integrallanuvchi shunday sodda g
funksiya mavjudki, barcha x £ A larda |f (x) —g(x)| < £yoki |f(X)| < |[g(Xx)] <

£ tengsizlik bajariladi. Yugorida isbotlanganiga ko‘ra g uchun

Jg(x)dy = X J g(x)dy (5.5)
N 71=1 An

tenglik o‘rinli va g har bir An da integrallanuvchi hamda (5.5) gator absolyut
yaqginlashuvchi. g ning An to‘plamlarda integrallanuvchi ekanligidan va |f (x)| <
lg(x)| + £ tengsizlikdan f ning ham har bir An to‘plamda integrallanuvchi

ekanligi kelib chigadi hamda

@

X |3 f(x)dy —J g(x)dy =<
71=1 A

co

< X J X)) —g(x)My < X £y(An) = £y(A).

71=1 An 71=1

Bu esa (5.5) bilan birgalikda

X 3 ()

71=1 An
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gatorning absolyut yaginlashuvchi ekanligiga va quyidagi bahoga olib keladi:

Ay I(x)di —j g(x)di
71=1 An An

[e]e]

Mo I)die =) g(x)di +§ o g(x)di —j /(x)di <

71=1 An 71=1 An
00}
— /1 () di—j g(x)di + j/(x)di—jg(x)di —2£i(A).
J J a Ja

71= 1 \1JAar’1’
Bu yerda £ > 0 ixtiyoriy bo‘lgani uchun (5.3) tenglik o‘rinli.

5.1-natija. Agar / funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda /
funksiya A to‘plamning ixtiyoriy o‘lchovli A' qismida ham integrallanuvchi
bo‘ladi.

Endi ma'lum ma'noda 5.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi

teoremani keltiramiz.

5.2-teorema. O‘Ichovli A to‘plam o°‘zaro kesishmaydigan A1tA2,..., An, ...,
o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasidan iborat bo‘Isin, ya'ni
A=jJA m AiPAj =0, i
71=1
Har bir An to‘plamda/ funksiya integrallanuvchi va

co

A M(x)\di (G

71=1 An

gator yaqinlashuvchi bo‘lsin. U holda / funksiya A to‘plamda integrallanuvchi va

(5.3) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun / funksiyaning A to‘plamda

integrallanuvchi ekanligini ko‘rsatish yetarli. U holda (5.3) tenglik esa 5.1-
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teoremadan kelib chigadi. Avvalo isbotni Bj to‘plamlarda fj giymatlarni gabul

giluvchi f sodda funksiya uchun kiritamiz :
Bj = *x £ A:f (x) = fj, A”™ = An M B;.
U holda quyidagilar o‘rinli

JJAn=Bj va J [f(x)|dy = X Ifily (Am).

n

(5.6) gatorning yaginlashuvchiligidan

X X 1 C )

n i
gatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Yaginlashuvchi musbat hadli gator

hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy tartibda almashtirish mumkin. Shuning uchun

XXifjly(A»p)=X "fj'X y*j)= Xifiy(Bj)
, , :

n I 1 n

Oxirgi gatorning yaqinlashuvchiligi
J f(x)dy = X fy (B )

integralning mavjudligini bildiradi.

Umumiy holda ixtiyoriy sonva funksiya uchun shunday sodda funksiya

mavjudki, barcha x £ A uchun
If (x) —g(x)1< £ (5.7)

tengsizlik o‘rinli. U holda VIlI-xossaga ko‘ra har bir AT to‘plamda g funksiyaning

integrali mavjud va

J lg(x)|[dy< J MM(x)!dy + £y (A

JAN JAN

tengsizlik o‘rinli. (5.6) gatorning yaginlashuvchi ekanligidan, hamda
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Afi(A = fi(A)

=1
tenglikdan

co

A \g(x)\ dvi

7= AD
gatoming yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. Bundan g sodda funksiyaning A

da integrallanuvchi ekanligi, (5.7) tengsizlikdan esa f funksiyaning A to‘plamda

integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi.

5.3-teorema (Chebishev tengsizligi). A o‘lchovli to‘plamda manfiymas p

funksiya va ¢ > 0 son berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tengsizlik o‘rinli

Isbot. Aytaylik, Ac = *x EA\p(x)> c+bo‘lsin. U holda

I p(x)d/i = j px)d/i + j p(x)d/i > j p(x)d/i > c Hi(Ac)
a JAC Ja\ac Jac

Bundan

tengsizlik kelib chigadi.

5.2-natija. Agar

bo‘lsa, u holda deyarli barcha x E A uchun f(x) = 0 bo‘ladi.

Isbot. Chebishev tengsizligiga ko ‘ra ixtiyoriy n uchun

munosabatga egamiz. Bundan tashqari
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X EA:/(X) ®0+= Y {x EA:~(x) > -}
71=1

tenglik o‘rinli. O‘lchovning yarim additivlik xossasiga ko‘ra,

co

I{XEA:// (x) @0) <X Y{XEA:|l (xX)1>-}) =0
=1

ga ega bo‘lamiz. Bu esa natijani isbotlaydi.

5.4-teorema (Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi). Agar /
funksiya A (i(A) < oo) to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
£> 0 son wuchun shunday S > 0 son mavjudki, fi(D) < S tengsizlikni
ganoatlantiruvchi har ganday D ¢ Ato‘plam uchun
| /(x)ihpg < ¢
D
tengsizlik o‘rinli.
Isbot. Agar / funksiya A to‘plamda M soni bilan chegaralangan bo‘lsa,

teoremani isbotlash uchun S = rdeb olish yetarli chunki

| /(x)hg < Mm(D)<M-S = M--£ = £,

Jd

Endi / ixtiyoriy o‘lchovli va integrallanuvchi funksiya bo‘lsin. Quyidagicha
belgilashlar kiritamiz:

N
An= {xXEA:n < |/[(x)| < n+ 1), bn=Y an, = A\fw
7=0

U holda 5.1-teoremaga ko ‘ra,

co

| V(x)|p =X | [[(x)]erl
n 7=0

tenglik o‘rinli. Berilgan £ > 0 son uchun N ni shunday tanlaymizki,
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co

m . \Mf(x)\di =) \f(x)\di<-
n=N+1 An Cn

tengsizlik bajarilsin va

£
0 < S <
( )
bo‘lsin. Agari(D) < S bo‘lsa, u holda
I f(x)di — I\f(x)\di= 1 \f(x)\di+ | \f(x)\di —
<D <D FDHBjy k051001

: _ N £
—(N+1Di(D)+ J.CN\f(x)\d|<(N + I)ZENrrl-) I-2<£l

6 -8. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tish
Integral belgisi ostida limitga o‘tish yoki gatorlarni hadma-had integrallash
masalasi ko‘plab muammolarni yechishda uchraydi. Integral belgisi ostida limitga

o‘tishning yetarli shartlaridan biri berilgan ketma-ketlikning tekis yaqinlashish

shartidir.

6.1-teorema (Lebeg). Agar {fn+ ketma-ketlik A to‘plamning har bir
nuqtasida f funksiyaga yaginlashsa va barcha nE N lar uchun \n(x)\ —p(x)

tengsizlik bajarilib, p funksiya A to ‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda limitik

funksiyaf ham A da integrallanuvchi bo‘ladi va
Mm | fn(x)di = | f(x)di
n >0 JA Ja
Isbot. Teorema shartidan limitik funksiya f wuchun \fn(x)\ —p(x)
tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Lebeg integralining VIl-xossasiga ko‘ra f
integrallanuvchi funksiya bo‘ladi. Endi - > 0 ixtiyoriy son bo‘lsin. Lebeg

integralining absolyut uzluksizlik xossasiga (5.4-teoremaga garang) ko‘ra shunday

S > 0 son mavjudki, agar i(B) < S bo‘lsa, u holda

29



|'B (x No < £ (6.1)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Egorov teoremasiga ko‘ra, B to‘plamni shunday tanlash

mumkinki, {f } ketma-ketlik C = A\B to‘plamda f funksiyaga tekis

yaginlashadi. Demak, shunday N mavjudki, ixtiyoriy n> N lar va ixtiyoriy xe C

uchun

[/(x) - I'n(x)] <-"(c) (6.2)

tengsizlik bajariladi. U holda
I /(x)p - I/n(xX)p= 1 [/(X)-/In(x)]do+ 1 /(x)p- I/n(x)dp

bo‘ladi. Endi
F(x)| < <p(x), |/M(x)| < <p0O
ekanligidan hamda (6.1) va (6.2) lardan

L/ X)0 - 1inx)d < LX) -/nx)d+ Tx)e +

Jb

+]|B¥n(xNe <211(cyl(C)+ £+ £=£-

6.1-natija. Agar |/I(x)| < M = const va limn?oo/l1(x) = /(x) bo‘lsa, u
holda integral belgisi ostida limitga o‘tish mumkin, ya’ni
lim I /M)~ = 1/(xX)py
nA° oA n4
6.1-eslatma. Nol o‘lchovli to‘plamda funksiyaning giymatini o°‘zgartirish
integral qiymatiga (VI-xossaga garang) ta'sir gilmaydi, shuning uchun 6.1-
teoremada { ) ketma-ketlikning funksiyaga deyarli yaginlashishini va | ( )]
<p(x) tengsizlikning ham deyarli barcha x lar uchun bajarilishini talab qilish

yetarli.
6.2-teorema (Levi). A to‘plamda monoton
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fl(x) —f2(X) —eee —fN(X) — oo,
Integrallanuvchi {fn} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, barcha n EM lar
uchun
I fn(x)di —K
Ja
tengsizlik bajarilsin. U holda A to‘plamning deyarli hamma yerida
Iimn” o, fn(x) = f(x) chekli limit mavjud hamda f funksiya A da integrallanuvchi
va integral belgisi ostida limitga o ‘tish mumkin, ya’ni
lim I fn(x)di = 1 f(x)di
4 Ja
Isbot. Faraz qilaylik, ~(x) > 0 bo‘lsin. Umumiy hol fn(x) = fn(x) —

f-i_(x) almashtirish yordamida” (x) > 0 holga keltiriladi.

n= {x EA:7]|1:»ré10fn(x) = oo}

to‘plamni garaymiz. Agar biz I'Ifra =*x EA:fn(x) > r] to‘plamni kiritsak, u
holda quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

n =P nW nv) =Y n(r).
r=1 n=1

Chebishev tengsizligiga (5.3-teoremaga garang) ko‘ra,
i(n(d —j:j fnx)di —K-

Har bir tayinlangan r da MN® a Tl a eea 1" a e munosabat o°rinli.

O‘lchovning uzluksizlik xossasiga ko ‘ra

Har bir r uchun M a I'Itr)\ ekanligidan i(n) _k ekanligi kelib chigadi va r

ixtiyoriy bo‘lgani uchuni(n) = 0 bo‘ladi.
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Shu bilan monoton */I(x)) ketma-ketlik deyarli barcha x E A larda chekli

/(x) limitga ega ekanligi kelib chigadi.
Endi () [C) { () ) A ()

1),r = 0,1,... deb olamiz. Agar / bul funksiyaning A to‘plamda integrallanuvchi
ekanligini ko‘rsatsak, u holda <p(x) = / buc(x) + 1 funksiya ham A to‘plamda

integrallanuvchi bo‘ladi va 6.1-teoremadan 6.2-teoremanint tasdig‘i kelib chigadi.

Endi / bub funksiyaning A to‘plamda integrallanuvchi ekanligini ko ‘rsatamiz.

S

B =Y Ar
r=0

deymiz. Bs da /I'1 va / funksiyalar chegaralangan va har doim / buc(x) < /(x)
bo‘lgani uchun 6.1-natijaga ko‘ra

| / bC(x)iy < j [(x)ing = lim j /MXx)" < K.

oo
n/\ N

Ikkinchi tomondan,

S

I /buc(x)p =X ri(An) < K.
r=0

Bu yig‘indining chegaralanganligi

X rl(Ar)
r=0

gatorning yaginlashuvchiligini bildiradi. Demak,

co

I / buc(x)iny = X r I(Ar).
r=0

Shunday qilib, / buc ning A da integrallanuvchi ekanligi isbotlandi.
Teoremani monoton o ‘smaydigan ketma-ketliklar uchun ham isbotlash mumkin.

6.2-natija. Agar #n(x) > 0 bo‘lib,

32



X 1 ()

71=1 A

bo‘lsa, u holda A to‘plamning deyarli barcha nuqtalarida

co

X*"nM

=1

gator yaqinlashadi va gatomi hadlab integrallash mumkin, ya’ni

( Cco \ Cco

X *n(x)W =X 1 ~n0O0o®

71=1 / =1 A
tenglik o‘rinli.
6.3-teorema (Fatu). Agar manfiymas, o‘lchovli {/[1) funksiyalar ketma-

ketligi A to‘plamning deyarli barcha nuqtalarida/ funksiyaga yaginlashsa va

I/n(x)p < K
Ja
bo‘lsa, u holda/ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi va

I /(x)ng < K

Ja
tengsizlik o‘rinli.

Isbot. qn(x) = inficn/ ¢(x) deb belgilaymiz. n o‘Ichovli, chunki

K:<P(x) <c)=Y {x:/,(x) <c).

k>n

Bundan tashgari 0 < qn(x) < /T1(x) bo‘lgani uchun gn integrallanuvchi va

| <Pn(xX)p < I/n(x)p < K

Ja Ja

Nihoyat, g, (X) < 92(X) < eee< qm(X) < eeeva deyarli barcha x lar uchun

Al <pni(x) = /(x).

33



Shuning uchun 6.2-teoremani *pn} ketma-ketlikka qgo‘llab, 3.3-teoremaning

isbotiga ega bo‘lamiz.

7 -8.Cheksiz o‘lchovli to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali. Lebeg

va Riman integrallarini tagqoslash

Shu paytgacha biz faqgat chekli o‘lchovli (ii(A) < +0) to‘plamlarda Lebeg
integrali va uning xossalarini ko‘rib chiqdik. Lekin ko‘plab masalalarni yechishda
cheksiz o‘lchovli to‘plamda berilgan funksiyaning integralini qarashga to‘g°‘ri
keladi. Masalan, to‘g‘ri chiziqda berilgan funksiyaning Lebeg integrali bilan
ishlashga to‘g‘ri keladi. Biz sanogli sondagi chekli o‘lchovli Xn to‘plamlarning

birlashmasi ko ‘rinishida tasvirlanishi mumkin bo‘lgan hol bilan chegaralanamiz.

7.1-ta’rif. Agar X to‘plamda i o‘lchov berilgan bo‘lib, X to‘plamni sanoqli
sondagi chekli o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlash

mumkin bo‘lsa, u holda X dai o‘lchov o —chekli o‘Ichov deyiladi.

0 —chekli o‘lchovlarga sonlar o‘gidagi va tekislikdagi Lebeg o‘lchovlari

misol bo‘la oladi.

0 —chekli bo‘lmagan o‘lchovga misol sifatida sonlar o‘gidagi i o‘lchovni
quyidagicha aniglaymiz. Har bir nugtaning o‘lchoviga birni mos qo‘yamiz, ya'ni
fi{x] = | .U holda >XXning barcha gism to ‘plamlari o‘Ichovli bo‘ladi va agar A c |
to‘plam chekli bo‘lsa, uning o‘lchovi chekli, qolgan hammasi cheksiz o‘lchovli

to‘plamlar bo‘ladi.

7.2-ta’rif. X to‘plamni goplovchi ketma-ketlik deb, har ganday monoton
o‘suvchi (Xn ¢ Xn+1) {Xn} ketma-ketlikka aytiladiki, u quyidagi ikkita shartni

ganoatlantiradi:

co

1) Y Xn=X, 2)i(Xn) <00, VnE M
71—
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7.3-ta’rif. X to‘plamda o —chekli i o‘lchov va X da aniglangan f o‘lchovli
funksiya berilgan bo‘lsin. Agar f funksiya ixtiyoriy chekli o‘lchovli A ¢ X
to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib, har ganday qgoplovchi {Xn} ketma-ketlik uchun

1im 1 f(x)di
n'>* Jxn

limit mavjud bo‘lsa, hamda bu limit ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘liq

bo‘lmasa, u holda f funksiya X to‘plamda integrallanuvchi deyiladi va bu limit

| f (x)di = Lim | f(x)di
% nAee

uning X to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.
Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog‘lanishni isbotlaymiz.

7.1-teorema. Agar [a, b] kesmada

Riman integrali mavjud bo‘lsa, u holda f funksiya [a,b] kesmada Lebeg
ma'nosida ham integrallanuvchi bo‘ladi va

(L) . f(x)di =(R) . f(x)di
Jah] Ja
tenglik o‘rinli.

Isbot. [ ] kesmani
K
xk =a+— (b—a), k E{OlI,...,2n}

nuqtalar yordamida 2n ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bu bo‘linishga mos

2n 2n
b —asr’ b —asr'’

Mn " | ,*nk, *n o/, ™k,
k=1 k=1

Darbu vyig‘indilarini garaymiz, bu yerda Mnk —f funksiyaning [xk_1,xk]
kesmadagi aniq yuqori chegarasi, mnk esa shu kesmadagi anig quyi chegarasi.
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Riman integralining ta'rifiga ko ‘ra,

/= lim Mn= lim wn
M~>00 71-2CO

chekli limit mavjud. Har bir n E N da /I va /I sodda funksiyalarni quyidagicha
aniglaymiz:

YI(x) = Mnfe agar x E [x,_*x*), K E *1,2,...,2n), /Tl(b) = /(Db),

/M(x) = rfnk, agarx E [x,_xX,,), K E*12,...,2n), /T(b) = /(D).

Sodda funksiya integrali ta'rifiga ko ‘ra,

| yn)e=*n, 1 |/ = 6
Aot ()@ ="n A[a,ﬁ]ﬂ(X)do

tengliklar o‘rinli. (/1) ketma-ketlik o*‘smaydigan ketma-ketlik, ya'ni
N0o0 > /200 > eee> TR(X) > oee

{/n} esa kamaymaydigan ketma-ketlik, ya'ni
000 < /2(X) < eee< [TIOO < oo

bo‘lgani uchun, deyarli hamma yerda

chekli limitlar mavjud. 6.2-Levi teoremasiga ko‘ra

I /MOONY = lim2Zh=/= lim & = | [M(x)Ky.
m\W] n @ n @ Ja,ft] —

Shuning uchun

I / -/ = | 100 - /(x)/ = 0.
A[a’ﬂ]l (x) - 1(x) | ® A[&ﬂ]( (x)/ @

Bundan, deyarli hammayerda /(x) - /(x) = 0 ekanligi kelib chigadi, ya'ni

[(x) =1/(x) = /(x). Demak,
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i f(x) d[i=1
Jab\

Bu xossadan foydalanib, Lebeg integralini hisoblash qulaydir.
I11.bob. Lebeg integralining tadbiqlari
8 -8. Lebegning anigmas integrali va uni differensiallash

Bu bo‘limda biz sonlar o‘gida aniglangan funksiyalarning Lebeg
integralini garaymiz, va bu integralni tayinlangan f da to‘plam funksiyasi

sifatida o ‘rganamiz.

Agar f funksiya X ¢ ! o‘lchovli to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda integral
f(x)d/i
Ja
barcha o‘lchovli A ¢ X lar uchun mavjud va u tayinlangan f da o‘lchovli
to‘plam funksiyasi bo‘ladi. Bu integral Lebegning anigmas integrali
deyiladi. X sonlar o‘gidagi oralig bo‘lishi ham mumkin. Bu holda A
to‘plam X dagi kesmadan iborat bo‘lsa, yugoridagi integral kesma chetki
nugtalarining funksiyasi bo‘ladi. Bu holda A kesma chap chetini tayinlab,
f(t)dfi
[ax
integralning xossalarini o‘rganamiz. Bu masala bizni sonlar o‘gida
aniglangan funksiyalarning ba’zi muhim sinflarini garashga olib keladi.
Matematik analiz kursidan ma’lumki, differensiallash va integrallash
amalllari orasida quyidagi bog‘lanish mavjud. Agar f —uzluksiz funksiya,

F —uzluksiz hosilaga ega funksiya bo‘lsa, quyidagi tengliklar o ‘rinli.

(8.1)

b
F'(t)dt = F(b) —F(a), ()

a
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Quyidagicha savollar tug‘iladi:

. Lebeg ma’nosidagi integrallanuvchi funksiyalar uchun (8.1) tenglik
o‘rinlimi?

. Qanday funksiyalar sinfi uchun (8.2) tenglik o ‘rinli?

Bu savollarga quyidagi teoremalar orgali javob olishimiz mumkin

Lebegning anigmas integralidan hosila. 7-paragrafda ko ‘rsatdikki,

Lebeg integrali x ning funksiyasi sifatida deyarli hamma yerda chekli hosilaga ega.
Lekin bu hosilani integral ostidagi funksiya bilan bog‘lanishini tekshirmadik.
Quyidagi tasdiqg o ‘rinli.

8.1-teorema. [a,b\ kesmada integrallanuvchi har ganday f funksiya uchun

deyarli barchax £ [a b\ larda

tenglik o‘rinli.
Bobning boshida go‘yilgan ikkita savoldan birinchisiga biz javob berdik.

Endi ikkinchi savolga o‘tamiz, ya’ni uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar

uchun o‘rinli bo‘lgan Nyuton-Leybnits formulasini

X

a
Lebeg integrali uchun ganday umumlashtirish mumkin? Ya’ni (8.3) tenglik ganday
funksiyalar sinfi uchun o‘rinli? Biz deyarli barcha nuqtalarda chekli hosilasi
mavjud bo‘lgan funksiyalar sinfi bilan chegaralanamiz. Bizga ma’lumki, o°‘zgarishi
chegaralangan funksiya deyarli hamma yerda chekli hosilaga ega. lIkkkinchi
tomondan, (8.3) tenglikning o‘ng tomoni o°‘zgarishi chegaralangan funksiya.

Shuning uchun (8.3) tenglik o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar sinfidan kattaroq
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to‘plamda o‘rinli bo‘lishi mumkin emas. Har ganday o°‘zgarishi chegaralangan
funksiya ikkita monoton kamayuvchi funksiyalar ayirmasi ko‘rinishida
tasvirlanadi. Shuning uchun monoton funksiyalar uchun (8.3) tenglik o‘rinlimi

degan savolni qo‘yamiz.

8.2-teorema. Agar f funksiya [a,b\ kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda

F(x) = f(Od[i
JnA

funksiya [a.b\ da absolyut uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. *(ak,bk)}i a [a, b\ o‘zaro kesishmaydigan va uzunliklarining

yig‘indisi S > 0 oshmaydigan ixtiyoriy intervallar sistemasi bo‘lsin. U holda

n n
TIF(bk) —F (ak)|=y [ f(t)dn <
hi hi "J[n"*\
n
< A~ Ne(t) W = \ AtydfKE
kkM - [TKbR\ JVk=i [nk oK\

Oxirgi tenglik Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi (5.4-teoremaga

garang) dan kelib chigadi.

8.3-teorema (Lebeg). F —[a, b\ da absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsin. U
holda () ( ) funksiya [ \ da integrallanuvchi va ixtiyoriy [ \da
quyidagi tenglik o‘rinli

i f(t)dli = F(x) —F(a).
'InXA

8.3-teorema isbotida quyidagi lemmadan foydaliniladi.

8.1-lemma. Agar f — kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya bo‘lib,

f '(x) = 0tenglik deyarli barcha x lar uchun o‘rinli bo‘lsa, u holdaf (x) = const.
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8.3-teoremaning isboti. Teoremani /(t) > 0 bo‘lgan holda isbotlash

yetarli. Bu holda F *) kamaymaydigan funksiya bo‘ladi.
d(x) =FM - | [(t)dy
[ 1]

funksiyani garaymiz. ® ham kamaymaydigan funksiya. Hagigatan ham, x' < x"'

bo‘lsin, u holda

d(x")- d(xH) =F" ") - F(x") - | /(t)di > 0.
/[x'x"]

F(x) val [ ( t)dy lar absolyut uzluksiz funksiyalar bo‘lganligi uchun ® ham

absolyut uzluksiz funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari, deyarli barcha x lar uchun

®'(x) = 0. Bobning boshida qo‘yilgan 1-savolgajavob berganda

d I /@dy=/(x), ®x)=/x)--~1 [(0dy =0
d™ ax] dx Max]

tengliklarni  ko‘rsatgan edik. 8.1-lemmaga ko‘ra, ®(x) = const. Ikkinchi

tomondan
®d(a) =F(a) - | /(t)dt=F(a)
tenglik o‘rinli. Demak, (6.16) ko‘ra,

F(x) = F(a) + | /(1) di
Nax]

tenglik o‘rinli.

9-8§. LEBEG INTEGRALINING TADBIQLARI

Lebeg-Stiltes integrali. [a, b] kesmada aniglangan va kamaymaydigan,
o‘ngdan uzluksiz F funksiya yordamida hosil gilingan yF Lebeg-Stiltes o‘Ichovi
berilgan bo‘lsin. Bu o‘lchov bo‘yicha [a, b] kesmada Lebeg ma’nosida

integrallanuvchi funksiyalar sinfini gqaraymiz va har bir funksiyaga uning
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f f (x)dfiF

Ja
Lebeg integrali mos go‘yamiz. [iF o‘lchov bo‘yicha aniglangan bu integral
Lebeg-Stiltes integrali deb ataladi va uning uchun
f f(x)dF(x) (9.1)
Ja

belgilashdan foydalaniladi.
Lebeg-Stiltes integralining ba’zi xususiy hollarim garaymiz.

l. Bizga [a, b] kesmada aniglangan, o‘ngdan uzluksiz, kamaymaydigan
sakrashlar funksiyasi F berilgan bo‘lsin. U holda /iF diskret o‘lchov bo‘ladi. Agar
xt £ [a,b] nuqgtalar F ning uzilish nuqgtalari va h sonlar F funksiyaning xt
nugtadagi sakrash bo‘lsa, u holda

'b

f f(x)dF(x)
Jn

integral £ f (xO h yig‘indi teng bo‘ladi.

Il. Agar F funksiya [a,b] kesmada anigqlangan kamaymaydigan absolyut
uzluksiz bo‘lsa, u holda

f f(x)dF(x)

Ja

Lebeg-Stiltes integrali f (x)F'(x) funksiyaning odatdagi
f f(x)F'(x)dx
Ja
Lebeg integraliga teng bo‘ladi, ya’ni
rb rb
j F(X)dF(x) = j f(x)F'(x)dx. (9.2)
Integralning o —additivlik xossasiga ko‘ra, (9.2) tenglikni yF o‘lchov bo‘yicha

integrallanuvchi sodda funksiyalar uchun ham umumlashtirish mumkin. Bizga f
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funksiyaga tekis yaqinlashuvchi, integrallanuvchi {fn} sodda funksiyalar ketma-
ketligi berilgan bo‘lsin. Umumiylikni chegaralamasdan *n} ketma-ketlikni
kamaymaydigan deb hisoblashimiz mumkin. U holda *(x)F'(x)} -
kamaymaydigan ketma-ketlikni deyarli hamma yerda () ( ) funksiyaga
yaqginlashadi. Demak, *fn mF'} ketma-ketlik 5.2-teorema (Levi teoremasi)
shartlarini ganoatlantiradi.

fn(x)dF(x):\r fn(x)F'(x)dx ( )
a

tenglikdan oo limitga o‘tib,

tenglikni hosil gilamiz.

Agar F kamaymaydigan funksiya sakrashlar funksiyasi va absolyut uzluksiz
funksiyalar yig‘indisidan iborat bo‘lsa, u holda ixtiyoriy f integrallanuvchi (/af
o°‘lchov bo‘yicha) funksiya uchun uning Lebeg-Stiltes integrali gator (yoki chekli
yig‘indi) va odatdagi Lebeg integralini hisoblashga keltiriladi. Agar F
kamaymaydigan funksiya singulyar komponentani ham saqlasa, yuqoridagi

tasdigni aytish mumkin emas.

Lebeg-Stiltes integrali tushunchasini F kamaymaydigan funksiya bo‘lgan
holdan @ o°‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lgan holga umumlashtirish
mumkin. Aytaylik, [a b\ kesmada o‘zgarishi chegaralangan & funksiya berilgan
bo‘lib, v esa uning [a,x\ kesmadadagi to‘la o‘zgarishi bo‘lsin. v(x), [a,b\ da
kamaymaydigan, o‘ngdan uzluksiz funksiya bo‘ladi. Bundan tashgarig = v —®
funksiya ham kamaymaydigan, o‘ngdan uzluksiz funksiya bo‘ladi. Ya'’ni &
funksiya ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi ® =v —g

ko‘rinishda tasvirlanadi.

Agar f funksiya uchun
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rb rb
j f(x)dv(x) va | f(x)d,<7(x)
Ja Ja

Lebeg-Stiltes integrallari mavjud bo‘lsa, u holda f funksiyaning ® funksiya
bo‘yicha Lebeg-Stiltes integrali

|r f (x)d® (x) = : f (x)dv(x) ) f (x)d,<7(X)

m'a Ha LB}

tenglik yordamida aniglanadi.

Aytaylik, @ o°‘zgarishi chegaralangan funksiya yana boshqga usulda XX va h

kamaymaydigan funksiyalarning ® = W —h ayirmasi ko‘rinishida tasvirlansin.

Agar f (x)d®(x) Lebeg-Stiltes integrali mavjud bo‘lsa, u holda

|r f(x)dv(x) —|r f(x)d,<7(x) = |r f(x)dW(x) —|r f(x)dh(x)

tenglik o‘rinli.
Shunday qilib, f funksiyaning ® o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘yicha

Lebeg-Stiltes integralini hisoblash uchun @ funksiyaning ikki kamaymaydigan

funksiyalar ayirmasi ko ‘rinishidagi istalgan tasviridan foydalanish mumekin.

Shuningdek, f(x) funksiya uzluksiz va chegaralangan bo‘lsa, (9.1) integral
integrallash oralig‘i chekli bo‘lganda ham, cheksiz bo‘lganda ham mavjudligini
isbotlash qiyin emas. Ba’zi hollarda f (x) funksiya chegaralanmagan bo‘lganda
ham Lebeg-Stiltes mavjud bo‘ladi. Bunday integrallarni garash nafagat, funsional
analizning balki, ehtimollar nazariyasi uchun matematik kutilma, dispersiya,
momentlar va boshgalarni o‘rganishda muhim ahamiyatga egadir. Bundan keyin
hamma yerda |f(x)| funksiyaning F(x) funksiya bo‘yicha olingan integrali
mavjud bo‘lgandagina f (x) funksiyaning F(x) funksiya bo‘yicha olingan integrali

mavjud deb garaymiz.
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10-8. Lebeg integrali va uning tadbiglariga doir misollar.

1.1. Kantorning zinapoya funksiyasi 4 ning Kn to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg

integralini hisoblang.

Yechish. Malumki, Kn —Uf<7|=_11 Knk to‘plamning Kk —qo*‘shni intervali Knk da A

funksiyayk — (2k —1) m2~n, (k —1,2,3,..., 2n~1) giymatini gabul giladi, ya’ni
Ak = {XEKn:A(x) —yk+ = Knk, K =1,2,3,..., 2n~1.

Bundan tashqari barcha k E *1,2,3,...,2n~" lar uchun /i(Knk) = 3~n ekanligini

hisobga olsak, sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali ta’rifidan

2n-i 2n-1
f sri2k —1 1 1
j oa(x)yut=~» » — .- =2 N (2k—1) =
nn k=1 k=1
1 1+ 2n — 1 1 2n
. .9n_1 — — =
2n m3n 2 4 3n

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yig‘indini hisoblashda arifmetik progressiyaning

dastlabki n ta hadi yig‘indisi uchun Sn = a®ann formuladan foydalandik.

1.2. Kantorning zinapoya funksiyasi A4 dan [0,1]\K to‘plam bo‘yicha olingan
integralni hisoblang. Bu yerda K —Kantor to ‘plami.

1.3. Quyidagi sodda funksiyalarning [0,1] to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg
integralini hisoblang.

fr\ a9ar x EK rn—I
J(x) —{n, agor x E Kn, N(x) ~ {2~n, x EKn,

14. Kantorning zinapoya funksiyasi A4 ga [0,1] da tekis yaqinlashuvchi va
cheklita giymat gabul giluvchi sodda funksiyalar ketma-ketligini quring.
2. 2.1-2.7-misollarda berilgan J:A->M funksiyani sodda ekanligini ko ‘rsatib,

uning Lebeg integralini hisoblang.

21. A —*(x,y):x2+y2<S+ da berilgan sodda f (x) —(—1)x2+y2-

funksiyaning integralini toping.
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Yechish. f (x) funksiyaning ko‘rinishini yozib olamiz:

()

(1 A= (XY):"0< x2+y2< 1?2 < x2+y2< 3+{4<x2+y2< 5+
(1 Ai=(Xy){1<x2+y2< 24{3<x2+y2<4+{x2+y2= 5+

bunda har bir holat uchun Ai va A_i to‘plamlarning o‘lchovlarini topamiz.
() )
Lebeg integrali ta’rifiga asosan quyidagicha bo‘ladi:
2
j f(x)dy = X yfcMAR) = 1-37T—1m27T=TI.
A k=1
22.f(x) = [x], A= 1[0,2).
2.3. f (x) = si#nx, A= [1,3].
2.4. f (x) = /[o,"]\ %), A= [—,3].
2.5. f (x) = [x] + si#nx, A= [,2].
2.6. f(x) = si#nx + /[oi](x), A= [14].
2.7.

~

—r nEM, A= (0,1]

1

1
jf(x) =n, XEA, = (—.37
3. 3.1-3.-misollarni Lebeg integrali ta’rifi va xossalaridan foydalanib hisoblang. Bu
yerda !D—Dirixle, 5 —Riman, A4 —Kantor funksiyasi.
31. / oi] x/(«\Q)(x) dy integralni hisoblang.
Yechish. Integral ostidagi /(a\q)(x) funksiya harakteristik funksiya hisoblanadi.

f. (@1 x£R\WOQ
yoAQ)x) = {0 XxEC

{8 2 ol 218 *F CReb 8

Bundan ekvivalent funksiyalar ta’rifiga ko‘ra y(A-)= 0, f (x) ®#(x), #(x)

Aj
A2

funksiyani quyidagi ko‘rinishda tanlab olsak bo‘ladi ~(x) = x. Bundan kelib

chigadiki
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X 1

xdx = —
1[0 2 2
32, S[Oi2)(1 + 2x) dIi. 35. jALX(1—Q(x))d[i.
3.3. JP2)(3x 2 + 1) di. 3.6. JO M (2x + 2) dii.
37.7040x(1 —K(x)) di. 38. 01(x +&(x))di.

4. Quyidagi limitlarni integral belgisi ostida limitga o‘tish hagidagi teoremalardan

foydalanib yeching.

4.1.
lim | exp(—x2)di
n-CQJI0]]
Yechish. Bunda () ( ) ga teng. Ketma-ketlikni da limitga
0‘tamiz
i * ! N _
n-oglm fn(x) —0, *x @ O+ \fn(x)\ exp(—nx2)<l (P(x)

demak 3.1-Lebeg teoremasiga ko‘ra 1) deyarli yaginlashadi, 2) to‘lamda

integrallanuvchi p(x) funksiya topildi, u holda quyidagicha bo‘ladi:

Iim | exp(—x2)di — | lim exp(—x2)di — 1 0di —0.
n-o J[0J] J[01]n-0 J[0/]]

42 Hhn-oo0”™"-di

5.1. Integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi teoremalardan foydalanib

quyidagi limitlarni hisoblang.

i [ n X
o JR T+ X

Yechish. Bunda fn(x) — " IfsinK ga teng. Ketma-ketlikni n — oo da limitga

0 ‘tamiz
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1 Sl.nji| X |

dm 0 Ummnd e WX g e
n
f L i X i
Ol = T577%4 n 1+x4 n 1+xz

Demak, Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tish hagidagi 3.1-(Lebeg)
teoremaning shartlari bajariladi

+00

X | I x 1m0 gy n
dx = 2 dx = —- 7= arctgxz%m:
1+X4 1+X4 . i + X4

0

5.2.

lim f exp(—x2+y2)) cos(—x wy) dx dy.
nNee JR2 Vn /

6.1-6.5 misollarni quyida f(x) va F(x) funksiyalar berilgan. Lebeg-Stiltes

integrali

ff(x)dF(x)
[ ]

ni hisoblang.

6.1. f(x) = x, F(x) = cosx, x E [0,4] Lebeg-Stiltes integrali uchun ham
bo‘laklab integrallash formulasi o‘rinli. Bu misolda bo‘laklab integrallash

formulasidan foydalanamiz.

xd cosx = X cosx|o — ] cosx dXx = —h —sinx |q = —.
j,ﬂ] /[04]
6.2. () () || [ |
63. () () [1] [ ]
64. () () [ ]

65. () () ) () [ ]
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Xulosa

Ushbu bitiruv malakaviy ishida Lebeg integrali va tadbiqglari, ya’ni ehtimollar
nazariyasi faniga tadbiqlari qgaralgan. Masalan funksional analizdagi quyidagi
tushunchalar ehtimollar nazariyasida quyidagi tushuniladi: a) A — to’plamning
o’Ichovi y(A), A —hodisaning ehtimoli P(A) bilan, b) E —dagi barcha o’lchovli
to’plamlar sistemasi 51(E), o —algebra, elementar hodisalar I ning barcha gism

to’plamlari sistemasi F —o —algebra,
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