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KIRISH

Matematik ahalizning eng muhim nazariyalaridan biri cheksiz ko’paytmalar nazariyasi
bo’lib, funksiyalarni o’rganishda shuningdek kompleks analizning ba’zi bir masalalarini hal
etishda keng qo’llash mumkin.

Kompleks analizda golomorf funksiyalarni, butun funksiyalarni hamda meromorf
funksiyalarni cheksiz ko’paytmalarga yoyish hamda bu funksiyalar yordamida ba’zi bir
masalalarni hal etish hozirgi zamon matematikasining muhim nazariyalaridan biri
hisoblanmoqgda. Shuning uchun cheksiz ko’paytmalar nazariyasini o’rganish muhim nazariy
va amaliy ahamiyaga egadir.

Mazkur bitiruv malakaviy ishda cheksiz ko’paytmalar va ularni analitik funksiyalarga
tadbiglari o’rganiladi. Bu yo’nalish bo’yicha kerakli natijalarni [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]
adabiyotlardan topish mumkin.

Bitiruv malakaviy ishning mavzusining dolzarbligi shundaki, cheksiz ko’paytmalar
haqiqiy va kompleks analizda qatorlar nazariyasi bilan birga cheksiz ko paytmalar nazariyasi
ham funksiyalarni tasvirlashda, ularni o’rganishda maxsuslikdan qutilishda keng
go’llaniladigan muhim matematik apparat hisoblanadi. Bunday mavzuni o’rganish
matematika yo’nalishi talabalari uchun dolzarb hisoblanadi.

Bitiruv malakaviy ishning magsadi esa analitik funksiyalarni cheksiz ko’paytmalar
orqali ifodalanishini, butun va meromorf funksiyalarni ko’paytmalarga yoyilishini o’rganish.
Shunindek cheksiz ko’paytmalarning yaqinlashish va uzoqlashishini, cheksiz ko’paytmalar
yordamida hal etiladigan ba’zi bir masalalarni o’rganishdan iborat.

Bitiruv malakaviy ishning ilmiyligi va ahamiyati. Mavzuga oid barcha adabiyotlar
to’plandi. Shu adabiyotlardan foydalanib, chersiz ko’paytmalar nazariyasi va uning tadbiglari
chuqur o’rganildi hamda shu o’rganishlar asosida BMI yozildi. Ushbu BMI mavzu juda
amaliy ahamiyatga egadir.

Bitiruv malakaviy ish kirish gism, ikki bob, xulosa va adabiyotlar ro’yxatidan iborat.

Kirish gismda o’rganilayotgan mavzu haqida umumiy ma’lumotlar beriladi.

I bobda cheksiz ko’paytmalar haqida umumiy tushunchalar va ularning yaqinlashuvchi
va uzoqlashuvchiligi o’rganilgan. Bu bob 2 ta paragrifdan. Cheksiz ko’paytmalarni ikki holda
o’rganilgan, ya’ni haqiqiy qiymatlarda va kompleks giymatlarda yaqinlashishini o’rganildi.
1,2-§ larda quyidagilar keltirildi.



Faraz qilaylik, biror {Cn }Z C,,C,,...,C, ... hagigiy sonlar ketma — ketligi berilgan

bo’lsin. Ular yordamida ushbu

c,&, U.& 4. (0.1)
ifodani tuzamiz.
I
(0.1) ifoda cheksiz ko’paytma deyiladi vau X C, kabi belgilanadi:
n=1

r
Xc, =c, %, 4., Y.

n=1

bunda C,,C,,...,C,,... sonlar cheksiz ko’paytmaning hadlari, C

Gy e esa ko’paytmaning

n

umumiy yoki N - hadi deyiladi.
Ushbu

P=c% 4% (O=123.))
ko’paytma (0.1) cheksiz ko’paytmaning N - qismiy ko’paytmasi deyiladi.
0.1-ta’rif. Agar n — oo da {Pn} ketma-ketlik noldan fargli chekli P songa intilsa

(yaginlashsa), (0.1) cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi deyiladi, P esa uning giymati
deyiladi:

n®T

I
limP, = P, P=Xc,
n=1

Agar {Pn} ketma-ketlik limiti mavjud bo’Imasa (yoki uning limiti 0 bo’lsa) (0.1) cheksiz

ko’paytma uzoglashuvchi deyiladi.
0.1-teorema. (0.1) cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi bo’lishi uchun N - hadi
N ® 1 dal gaintilishi yetarli.

Cheksiz ko’paytma hadlarining logarifmlaridan ushbu
r
e Inc, = Inc, + Inc,+ ..+ Inc, + ... (0.2)

n=1
gatorni hosil gilamiz.
0.2-teorema. (0.1) cheksiz ko’paytmaning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun (0.2)
qatorning yaqinlashuvchi bo’lishi zarur va yetarli.
Ixtiyoriy 7 ta sonning ko’paytmasidan tuzilgan Pn ko’paytmani qaraylik. Bu ko’paytmani

mos ravishda



@+u)@+u,)...@+u,)

ko’paytuvchilardan tuzilgan bo’lsin. Bu erda U,U,,...,U, - kompleks sonlar ma’nosida

n
garaymiz.
P, =(@+u)Yl+u,)4..Yl+u,) (0.3)

n ga 1,2,3,... qiymatlarni berib, noldan farqli P,,F,,...,P,,... kompleks sonlar ketma —
ketligini hosil qilamiz. Bunda uchta hol bo’lishi mumkin.

1) P,P,...,P,,... sonlar ketma — ketligi noldan fargli chekli P songa intiladi,
ya’'ni

limP,=P (P=#0).

n—»0

2) B,P,,...,P,,... sonlar ketma — ketligi nolga intiladi, ya’ni
lim P, = 0.

n—o0
3) P,B,...,P ... sonlar ketma —ketligi uzoqlashuvchi, ya'ni hech qanday chekli
songa intilmaydi.
0.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy yetarlicha kichik @ >0 son uchun, shunday N =N (&)
son topiladiki, barcha n > N lar uchun

o
Pn

<e€

tengsizlik o’rinli bo’lsa, (0.4) cheksiz ko’paytma P soniga yaginlashadi deyiladi.
0.3-ta’rif. Ushbu

(1+u)(1+u,)...(1+uy,)... (0.4)

cheksiz ko paytma absolyut yaqinlashuvchi deymiz, agar
(1 +Juy ) (2 +|uy])-.- (1 + u,])-- 04)

cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi bo’lsa.
II bobda cheksiz ko’paytmalarning analitik funksiyalarga qo’llanishi o’rganildi. Bunda
golomorf funksiyalarni cheksiz ko’paytmalar orqali ifodalanishi hamda butun va meromorf

funksiyalarni cheksiz ko’pyatmalarga yoyilmasi o’rganildi.
Ushbu

[1+u, @] -[1+u, D]-...-[1+u, @]-... (05)



cheksiz ko’paytmani qaraylik. Bunda barcha U, (Z) lar Z kompleks o’zgaruvchining

funksiyasi va ular biror G (G c [ ) sohada golomorf bo’lsin. Faraz qilaylik, barcha N

lar va G sohaning qandaydir Z nugtalari uchun
u, @] <a, (0.6)
tengzislik o’rinli bo’lsin. Hamda ushbu
a +a, +...+a, +... 0.7)
sonli qator yaqinlashuvchi bo’sin. Bu holda (0.5) ko’paytma G sohaning ixtiyoriy Z
nuqtasida yaginlashuvchi va Z kompleks o’zgaruvchining biror f (Z) funksiyasini
ifodalaydi.
G sohning hech bir nugtasida nolga teng bo’lmagan ushbu f (Z) funksiyaning G

sohada golomorf funksiya bo’lishini isbotlaymiz.
0.4- ta’rif. Ushbu cheksiz

T
X {1+ f @}
k=1

ko’paytma D sohada yaqinlashuvchi bo’ladi, agar bu sohaning har bir
T

Z, nugtasida X {1 + fn (Z0 )} sonli cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi bo’lsa.
k=1

0.3-teorema. f @) butun funsiyaning logarifmik hosilasi Ad ga nisbatan tez

o’smasin, bunda P 1 1 - butun son. U holda f () funksiya uchun

%an e |

(0.8)

fay=1z eg‘z’Xgll

ko’rinishdagi yoyilma o’rinli. Bu erda M 1 O - T @) funksiya Z = O dagi nolining
tartibi, @) J P tartibli biror ko’phad va 8,8,,...,8,,...- ketma-ketlik f @)

funksiyaning nollari.
Bu formula Veyershtrass formulasi deyiladi.

0.4-teorema (K. Veyershtrass). Shunday g (Z ) butun funksiya

va butun sonlar Py, Py, ..., Py, ... ketma-ketligi mavjudki, buning uchun

f(Z): Zmega)kg %an 2%:3 g\+ +1)Kzi (0.9)

9



formula o’rinli va aksincha.

0.5-teorema (K. Veyershtrass). Cheksizlikka yaginlashuvchi {an } kompleks sonlar

ketma-ketligi uchun, {pn } sonlar ketma-ketligi topiladiki, (9) cheksiz ko’paytma T @)
butun funksiyaga yaginlashadi va &,, sonlar shu funksiyaning nollari bo’ladi.
0.6-teorema (K. Veyershtrass). Shunday ¢ (Z) butun funksiya va butun sonlar

Py Poyevy Py - ketma-ketligi mavjudki, buning uchun

I K 7 . ;§{+ ot 1)Kzi
f@>= 20X 11 - —%‘an o ey
n=1 a‘n

formula o’rinli va aksincha.

(0.10)

0.7-teorema (K. Veyershtrass). Cheksizlikka yaginlashuvchi {an } kompleks sonlar

ketma-ketligi uchun, {pn } sonlar ketma-ketligi topiladiki, (9) cheksiz ko’paytma f @)

butun funksiyaga yaginlashadi va @, sonlar shu funksiyaning nollari bo’ladi.

(0.9) va (0.10) formulalar Veyershtrass formulasining umumlashmasi deyiladi.

10



| BOB.
Cheksiz ko’paytmalarning yaqinlashish kriteriylari

1 - §. Cheksiz ko’paytmalar hagida umumiy tushunchalar.

Faraz qgilaylik, biror {Cn }: C,,C,,...,C,,... hagigiy sonlar ketma — ketligi berilgan

bo’lsin. Ular yordamida ushbu

¢, &, U. %, .. (1.1)

ifodani tuzamiz.

T
(1.1) ifoda cheksiz ko’paytma deyiladi vau X C, kabi belgilanadi:
n=1

I
Xc, =%, 4.% Y.,

bunda C;,C,,...,C,... sonlar cheksiz ko’paytmaning hadlari, C, esa ko’paytmaning umumiy
yoki N — hadi deyiladi.

Quyidagi
P=¢%49.% ((n=123,.)

n
ko’paytma (1.1) cheksiz ko’paytmaning 7 — qismiy ko’paytmasi deyiladi.
Demak, (1.1) cheksiz ko’paytma berilganda har doim uning qismiy ko’paytmalaridan

iborat ushbu {P } :

P, P, Ps,....,P

RERRE

ketma-ketlikni hosil gilish mumkin.

gi- Ziz%'i 3%%? nizﬁ. G =23,..)

cheksiz ko’paytmaning 7 — qismiy ko’paytmasi

1
=il
g @ it zq; 0-28.)
3 3 2 n

2 2 n n
bo’lib, ulardan tuzilgan {P } . ketma-ketlik

Masalan,

n

11



32 453 1 E +1
413’3’8,5,---,2 n yuous
bo’ladi.
1-ta’rif. Agar n — oo da {Pn} ketma-ketlik noldan fargli chekli P songa intilsa

(yaginlashsa), (1.1) cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi deyiladi, P esa uning giymati
deyiladi:
limP,=P,  P=[]e,

n—oo
n=1

Agar {Pn} ketma-ketlik limiti mavjud bo’lmasa (yoki uning limiti 0 bo’lsa) (1.1)

cheksiz ko’paytma uzoglashuvchi deyiladi.

Masalan, yuqorida keltirilgan

Cheksiz ko’paytma uchun

limP, =lims.2¥1_1

n—w n—w 2 n 2

r
1 1
bo’ladi. Demak, x %{Ii - —Zﬁ cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi va uning qiymati E
= n

Endi yaqinlashuvchi cheksiz ko’paytmalarning bir qator xossalarini keltiramiz.
Aytaylik biror

0

ch =C C et Cp e (1.1)

n=1
cheksiz ko’paytma berilgan bo’lsin.

Ushbu

I
X C,=Cpy Epr U (1.2)

m+2
n=m+1

cheksiz ko’paytma (bunda m —tayinlangan natural son) (1.1) cheksiz ko’paytmaning qoldig’i
deyiladi.
1°. Agar (1.1) cheksiz ko’paytma yaginlashuvchi bo’lsa, (1.2) cheksiz ko’paytma ham
yaqinlashuvchi bo’ladi va aksincha.
Isboti. Cheksiz ko’paytmaning qismiy ko’paytmasi
P =c-c,-...-c,

(1.1) cheksiz ko’paytmaning qismiy ko’ paytmasi
12



(m) _
Y =C

m+1

C ,..-C

m+k

lar uchun
Pn = Pm ) Ql(em) ’
bunda, n =m+ k& bo’ladi. Bu munosabatlardan 7 — oo da P, ning chekli limitga ega

bo’lishidan & —> oo da @™ ning ham chekli limitga ega bo’lishi, shuningdek, & —> oo da

,im) ning chekli limitga ega bo’lishidan, 72 — oo da P, ning chekli limitga ega bo’lishi

kelib chigadi. Xossa isbotlandi.
2. Agar (1.1) cheksiz ko’paytma yaginlshuvchi bo’lsa, u holda

lim (C,.,*C,,,, 4.."C,,,, 1..)= 1

m+2 m+k
bo’ladi.

Ishoti. Aytaylik, (1.1) cheksiz ko’paytma yaginlashuvchi bo’lib, uning qiymati P
bo’lsin. Unda

Pp-C.,C _Co.=P
bo’lib, undan m — o da
P P
Cm+l . Cm+2 Ceelt Cm+k = P—m —> F =1

bo’lishi kelib chiqgadi. Xossa isbotlandi.
3% Agar (1.1) cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

IimC, =1

n—so
bo’ladi.

Aytaylik, (1.1) cheksiz ko paytma yaginlashuvchi bo’lib, uning giymati P bo’lsin:
limP, = r!|®rrr1 C,w,u.Cc, )= P.

n®T

P
Unda Pn = Pn_ 1 tEn, ya’ni Cn = —2 bo’lib,

n-1

IimC, =lim £ _P =1
n—»w n—o Pn—l P

bo’ladi. Xossa isbotlandi.
Yugorida keltirilgan xossalardan quyidagi xulosalarni chigarish mumkin:
Cheksiz ko’paytmaning yaqinlashishida, ularning dastlabki chekli sondagi hadlarining

ta’siri bo’Ilmaydi.

13



Agar cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi bo’lsa, unda n —> o da C, ® 1 bo’lgani

sababli, uning biror hadidan boshlab keyingi hadlarini musbat deb olish mumkin bo’ladi.

Bu xossalar yaqginlashuvchi cheksiz ko’paytmalarda ularning hadlarini musbat olish
imkonini beradi.

1-teorema. (1.1) cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi bo’lishi uchun N - hadi
N ® 1 dal gaintilishi yetarli.

Isboti. (1.1) cheksiz ko’paytma yaginlashuvchi va P giymatga ega va noldan fargli

: : C
bo’lsin. U holda iM P, , = lim P, = P NeO. Modomiki C, = —*— bo’lsa,
neT ne®T Cr. 1

lim ¢, mavjud va 1 ga teng.
n®T

Cheksiz ko’paytmalar bilan qatorlar orasida bog’lanish bor.

Faraz gilaylik,
ﬁcn =C,*Cy et Cp e (c,>0,n=12,..)
-1
cheksiz ko’paytma berilgan bo’Isin. Bu cheksiz ko’paytma hadlarining logarifmlaridan ushbu
r
e Inc, = Inc, + Inc,+ ...+ Inc, + ... (1.3)
n=1

gatorni hosil gilamiz.
2—-teorema. (1.1) cheksiz ko’paytmaning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun (1.3)
gatorning yaqinlashuvchi bo’lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Aytaylik, (1.1) cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi bo’lsin:
limP. = I!@rp C%,49.%,)="P ( P - chekli son)
n

n®T
Unda (3) gatorning qismiy yig’indisi uchun
n
S, =¢e Inc,=Inc,+Inc,+ ...+ Inc,=In(c, £, 4.7,
k=1
bo’lib,
n
limS, = lime Inc, = limin(c,%®,4..¢, )= InP
n®r n®T ke=1 k n®T (1 2 n)
bo’ladi. Demak, (1.3) gator yaginlashuvchi.
Yetarliligi. Aytaylik, (1.3) qator yaqginlashuvchi bo’lsin:

n

nlg@nrw S, = nlg@ng kezllnck = nlg@rp In(c, ®,4..%,)=S

14



Unda (1) cheksiz ko’paytmaning qismiy ko’pytmasi uchun
P, =c &, 4. &, = "Gt
n " n
bo’lib,

lim P, = lime"@%%%) = g9
n®r " n®T

bo’ladi. Demak, (1.1) cheksiz ko’paytma yaginlashuvchi. Teorema ishotlandi.

Ko’pincha, ch cheksiz ko’paytmani o’rganishda uning umumiy hadi ¢, ni

n=1
quyidagi
c,=1+a,
ifodalash qulay bo’ladi. U holda (1.1) cheksiz ko’paytma

o]

[[0+a,),

cheksiz gator esa

ko’rinishlarga ega bo’ladi.

Faraz qilaylik, n ning (neN) yetarlicha Kkatta
a,>0 (yoki a, < O) bo’lsin.

3—teorema. Ushbu

o]

[[1+e,)

n=1

cheksiz ko’paytmaning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun

gatorning yaqinlashuvchi bo’lishi zarur va yetarli.

o]

giymatlarida

Isboti. Ravshanki, H(l + an) cheksiz ko’paytma va Zan gatorni yaginlashuvchi

n=1 n=1
bo’lishi uchun avvalo

lima, =0

n—>0
bo’lishi kerak. Shu munosabat bajarilsin.
Keltirilgan teoremaning isboti uchun

15



lima, 1n<1 + an) 4
n—0 a,

munosabat hamda 1-teoremaning qo’llanishidan kelib chigadi. Teorema isbotlandi.
Masalan, bu teoremadan foydalanib ushbu

I 1 1
XH+ ol @ i Sl ol e

cheksiz  ko’paytmaning @ >1  bo’lganda  yaginlashuvchi  bo’lishini  (chunki,

[ee]

Z—a (a > 1) gator yaginlashuvchi), @ =1 bo’lganda

! 1 1
X%I’_‘H n—agl: a+ 1)§+ E§i+ %g(% + %%

n=1

1
cheksiz ko’paytmaning uzoqlashuvchi bo’lishini (chunki, Z — uzoglashuvchi) topamiz.

n=1

2-§. Yaqinlashuvchi va uzoqlashuvchi

cheksiz gatorlar.

Uzoqlashuvchi va yaqinlashuvchi cheksiz ko’paytmalarning ba’zi bir xossalarini
o’rganamiz.

Cheksiz qatorlar hamda cheksiz ko’paytmalar funksiyalarni tasvirlashda eng muhim
analitik apparat hisoblanadi. Bu apparatdan golomorf funksiyalarni tasvirlashda foydalanish

uchun cheksiz ko’paytmalar nazariyasi haqida ba’zi bir tushunchalar keltirib o’tamiz.

16



Ixtiyoriy n ta sonning ko’paytmasidan tuzilgan Pn ko’paytmani qaraylik. Bu

ko’paytmani mos ravishda
@+u)@+u),...,@Q+u)

ko’paytuvchilardan tuzilgan bo’lsin. Bu erda u,U,,...,1, —kompleks sonlar ma’nosida
garaymiz.
P, =(@Q+u)4l+u,)4..Yl+u,) (2.1)
n ga 1,2,3,... giymatlarni berib, noldan farqli P,,P,,...,P, ,... kompleks sonlar ketma —
ketligini hosil qilamiz. Bunda uchta hol bo’lishi mumkin.
1) P,P,,...,P,,... sonlar ketma — ketligi noldan fargli chekli P songa intiladi,
ya’'ni

limP,=P (P=#0).

Nn—»0

2) P,P,,...,P,,... sonlar ketma — ketligi nolga intiladi, ya’ni
lim P, = 0.

n—>0
3) P,P,....,P ... sonlar ketma —ketligi uzoglashuvchi, ya’ni hech ganday chekli
songa intilmaydi.
Birinchi holda

@+ u)9l+ u,)4..91+ u,)Y.. (2.2)

cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi deyiladi, P son esa (2.2) ko’paytmani giymati deb gabul
gilinadi, qolgan ikki holda ham (2.2) gator uzoglashuvchi deyiladi. Masalan,

2 2 2
10l g3 g gy,
27-13°-1 n’-1

cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi, shuningdek

Bu holda
22 32 42

. . . .

" (2+1)(2-1) 3+1)(3-1) (4+1)(4-1)

(n-1° n? . 2n
n(n-2) (n+1)(n-1) n+1

egamiz va lim P, =2 bo’lishi kelib chigadi.

n—0

17



Ushbu

D
2 3 n
va
2. 13t
2 3 4
cheksiz ko’paytmalarning ikkalasi ham uzoqlashuvchi. Birinchisida
L1111
I R
va

IlimP, =0 (2-holgako’ra).

n—o

n+3
Ikkinchisida, agar n — juft bo’lsa, P, =1 yoki n— toq bo’lsa, P, :T. 3 -holga

ko’ra P, sonlar ketma — ketligi uzoglashuvchi.
Cheksiz ko’paytmalarning yagqinlashish tushunchasini tengsizliklar yordamida ham

ifodalash mumkin. Hagigatan ham, (2.2) cheksiz ko’paytma P songa yaginlashsin:
P=@+u)4l+ u,)4.91+ u,)Y.. (2.3)

P
Bu holda — munosabat chegaralanmagan n da 1 ga intiladi, shuning uchun

im—=—F P _1 ¢ m0)
n®T Pp lim P P
n®T

. P -
egamiz. Teskarisi o’rinli, ya’ni P_ munosabat chegaralanmagan N da 1 ga intilsa (2.2)

n
ko’paytma P songa yaginlashadi. Boshgacha gilib aytganda:
1-ta’rif. Agar ixtiyoriy yetarlicha kichik € >0 son uchun, shunday N =N (&)
son topiladiki, barcha n > N lar uchun

2
n

<e

tengsizlik o’rinli bo’lsa, (2.2) cheksiz ko’paytma P soniga yaginlashadi deyiladi.
Cheksiz ko’paytmalarning yaqinlashuvchiligini asosiy kreteriysini keltiramiz. Cheksiz
ko’paytmalar nazariyasining asosiy masalasi uning ko’paytuvchilarini bilgan holda uni

yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligini bilishdir.
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Cheksiz ko’paytmalarni yaqinlashuvchiligini tekshiradigan bitta umumiy teoremani
keltiramiz.
1-teorema. Agar
u, +u, +...+U, +... (2.4)

qator absolyut yaqinlashuvchi bo’lsa va
(1+u)-L+uy)-..-(LT+u,)-... 2.2)

qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi.

Isboti. Teorema shartiga ko’ra
|+ Ju, |+ 4 |u |+ 2.4)
gator yaginlashuvchi. Teoremani ishotlashda barcha U lar moduli bo’yicha 1 dan kichik,

deb faraz gilamiz. Chunki, (2.4°) gatorning yaginlashuvchigidan lim |un | =0 bo’lishi kelib

n—oo

chigadi. Demak, U sonlar ichida cheklita U, 1 dan katta bo’lishi mumkin. Ko’paytmaning

yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligini buzmasdan chekli sondagi ko’paytmalarni tashlab
yuboramiz.

U, sonlarning barchasi haqiqiy sonlar bo’lsin deb faraz gilamiz. Ularni d, orqali

n
belgilaylik.
Shunday qilib,
|+ [, |+ [as| + -+ A + - (2.5)
gator yaginlashuvchi deb faraz gilamiz va

(1+a,)-(1+a,)-...-(1+a,)-... (2.6)

cheksiz ko’paytmaning yaqinlashuvchiligini isbotlaymiz.

d. . sonlar orasida musbat va manfiy sonlar ham bo’lishi mumkin. Musbat sonlarni

n

manfiy sonlarni esa
_Cl,_Cz,...’ _CI,...

orgali belgilaymiz.

Endi quyidagi ikkita

(1+b)-(1+b)-...-(1+b,)-... @2.7)
(1-¢)-(1-¢,)-...-(1-c,)-... (2.8)
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ko’paytmalarni alohida-alohida garaymiz. Agar biz bu ko’paytmalarni yaqinlashuvchigini

ko’rsatsak, (2.6) ko’paytmani yaqinlashuvchiligini ko’rsatgan bo’lamiz.

b +b, +...+b +... @.7)

va
C, +C, +...+C  +... (2.8)

qatorlarning shartiga ko’ra ular yaqginlashuvchi. Buning uchun
In(1+h,)<h, (b, <1)
egamiz. Shartga ko’ra

In(1+b)+In(1+b,)+...

gatorning yaginlashuvchiligidan

In(1+b)+In(1+b,)+...+In(1+b,) =
~In[(L b)) (L+D,)]

ifodani N —> o0 da chekli limitga ega bo’lishi kelib chigadi.

Demak,

(L+b)(1+b,)...(1+b,)

ko’paytma N —> o0 da noldan fargli chekli songa intilar ekan va (2.7) ko’paytmani
yaginlashuvchiligi isbotlandi. Xuddi shunday (2.8) ko’paytmaning ham yaqinlashuvchiligi

isbotlanadi. Bunda ham umumiy hadi In (1 —Cn) bo’lgan gatorni yaginlashuvchiligidan

foydalanamiz.

Hagigatdan ham,

In(l—cn)z—l_C# 0 <q<1)

bo’lishidan umumiy hadi C,; bo’lgan qatorning yaqinlashuvchi bo’lishi kelib chigadi.
Endi teoremamizning U, kompleks son bo’lgan holi uchun isbotlaymiz.
P,=(1+u)-(1+u,)-...-(1+u,)
kompleks sonning N —> o0 da noldan farqli chekli limitga ega bo’lishini isbotlashimiz
kerak. Agar |Pn| noldan fargli chekli limitga ega bo’lsa, arg Pn ham chekli limitga ega
bo’ladi. Boshqacha qilib aytganda, birinchidan
L+u|-L+u,|.-L+uy-... (2.9)
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ko’paytmani, ikkinchidan

arg(1+u,)+arg(l+u,)+...+arg(l+u,)+.. (2.10)
Qatorni yaginlashuvchi bo’lishini isbotlashimiz kerak bo’ladi. Shuningdek
Pl =1+u|-L+u,|-...-[L+u,)
va
argP, =arg(l1+u,)+arg(1+u,)+..+arg(1+u,)
egamiz.

2
Umumiy hadlari 1 +U_| va |1+U bo’lgan cheksiz ko’paytmalar bir vaqtda

yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi. Shuning uchun (9) ko’paytmani yaqinlashuvchi bo’lishi

uchun
L+u, Lru,[ Ly - 2.9

ko’paytmaning yaqinlashuvchi bo’lishi yetarli. Bu ko’paytmaning yaqinlashuvchi bo’lishi
teoremaning birinchi qismida ko’rinib turibdi.

Shunga ko’ra
1+u,[=L+a, +ib,[ =(1+a,) +b? =
=1+(al +b’ +2a,)

egamiz va umumiy hadi ‘aﬁ + bﬁ +2an

bo’lgan qator shartga ko’ra yaqinlashuvchi va

@2 +b? +2a,| <|u,[ +2]u,|

tengsizlik o’rinli bo’lishi kelib chiqadi. Nihoyat, umumiy hadi

arg(1+u, ) =arcsin Dy

\/(1+a§)+bf

bo’lgan (2.10) gatorning yaqginlashuvchiligi umumiy hadi |bn| (|bn| < |un|) bo’lgan
gatorning yaginlashuvchiligidan va

b, |
\/(1 +al)+b}

arcsin D, < % <plb,|

\/(1+a§)+bf

tengsizlikdan kelib chigadi.
(1+u)-L+uy)-..-(LT+u,)-...
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cheksiz ko’paytmada barcha U, lar bir xil ishorali hagiqiy son bo’lsin.

Bunda

2.

n=1
gatorning yaqinlashuvchi bo’lishi cheksiz ko’paytmaning yaqinlashuvchi bo’lishi zarur bo’lib
golmay balki yetarli hamdir.

Agar U, sonlar musbat va cheksiz ko’paytmamiz yaqinlashuvchi bo’lsa,
P,=(1+u)-(1+u,)-...-(1+u,)
sonlar ketma-ketligi o’sadi va biror M musbat sondan kichik bo’lib qolishi kerak. Pn

ifodada gavslarni ochib chigamiz;
u, +u, +...+U,

gator va berilgan gandaydir N ga ko’ra, M dan kichik bo’ladi. Bu esa Zun gatorning
n=1

yaginlashuvchiligini bildiradi.

Agar U, = —C_ son manfiy bo’lsa, ch gatorni uzoglashuvchi deb faraz qilib,
n=1

(1 —C, ) ko’paytmaning uzoglashuvchiligini isbotlaymiz.

n=1
Hagigatdan ham,
InP, =In(1-¢,)+In(1-c,)+...+In(1-c,)
U o : Cy :
Yig’indi N —> 00 da —o0 ga intiladi. Shuningdek In (1 —C, ) = ———— hadli qgator

1_qcn
uzoglashuvchi. (Bunda biror N dan boshlab C, <1 deb hisoblaymiz: teskari holda

ko’paytmaning uzoqlashuvchiligi ko’rinib turibdi, chunki P. sonlar orasida cheksiz ko’p

n
musbat va manfiy sonlar to’plami bo’lgani uchun.) Bundan kelib chigadiki, 1 —> o0 da Pn

nolga intiladi. Demak, cheksiz ko’paytma uzoqlashuvchi

2—ta’rif. Ushbu
(1+u)(L+u,)...(1+uy,)... 2.2)

cheksiz ko’paytma absolyut yaqinlashuvchi deymiz, agar
(1 +u ) (L +]uy ). (T +]u,])- (2.2°)
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cheksiz ko’paytma yaqinlashuvchi bo’lsa.

(2.2°) cheksiz ko’paytmani yaqinlashuvchiligi
|+ u, |+ 4 |u | + - 2.4

gator yaginlashuvchiligiga ekvivalentdir.

Bundan kelib chigadiki, (2.2) cheksiz ko’paytmaning absolyut yaqinlashuvchiligi
ta’rifida (2.2”) ko’paytmaning yaqinlashuvchiligi o’rniga (2.4”) qatorning yaqinlashishi bilan
almashtirish mimkin.

Yugqorida isbotlangan teoremadan ko’rinadiki, har ganday absolyut yaginlashuvchi
ko’paytma yaqinlashuvchi bo’ladi. Agar teskari hol bo’lsa, ya'ni ko’paytma yaginlashuvchi
bo’lib, absolyut yaginlashuvchi bo’lmasa, bunday ko’paytmalar shartli yaqinlashuvchi

deyiladi. Shartli yaginlashuvchi gatorlarga misol sifatida

oonfo-3oeo-3o-Bo-3)

ko’paytmani qarash mumkin. Haqigatdan ham, bu gator yaginlashuvchi, chunki, buning

n+1 _

uchun N — juft bo’lsa, P, = , N — toq bo’lsa, P, =1 ga egamiz. Demak,

n
limP, =1. ikkinchi tomondan,
N —o0

1 1 1

l+—+—+...+—+..

2 n

gator uzoglashuvchi.
11 Bob.

Chekrsiz ko’paytmalarning analitik funksiyalarga tadbiqlari
3-§. Golomorf funksiyalarning cheksiz ko’paytmalar ko’rinishida ifodalanishi
Ushbu
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[1+u,@]-[1+u, D] ...-[1+u, @]-... (3.1
cheksiz ko’paytmani qaraylik. Bunda barcha U, (Z) lar Z kompleks o’zgaruvchining

funksiyasi va ular biror G (G c [ ) sohada golomorf bo’lsin. Faraz qilaylik, barcha N

lar va G sohaning qandaydir Z nugtalari uchun
|Un (Z )| <a, (3.2)
tengzislik o’rinli bo’lsin. Hamda ushbu
a +a, +...+a, +... (3.3)
sonli gator yaginlashuvchi bo’lsin. Bu holda (3.1) ko’paytma G sohaning ixtiyoriy Z
nuqtasida yaginlashuvchi va Z kompleks o’zgaruvchining biror f (Z) funksiyasini
ifodalaydi.
G sohning hech bir nuqtasida nolga teng bo’lmagan ushbu f (Z) funksiyaning G
sohada golomorf funksiya bo’lishini isbotlaymiz.
Hagigatdan ham, qatorlarning yaqinlashishi hagidagi Veyershtrassnig birinchi
teoremasiga asoslanib

f@=[1+u, @] [1+u, @] ...-[L+u, @]

funksiyalar ketma-ketligini G sohada golomorf hamda shu sohada biror f@ funksiyaga

tekis yaginlashishini isbotlashimiz yetarlidir. Ushbu
(1+a,)(1+a,)...(1+a,)=P,, (1+a,)(1+a,)...=P
belgilshlarni Kiritramiz.

f (z) —f, (z) ayirmaning modulini baholaymiz:

f @
f, @

f @
f, @

n

f @ —f, @)|=|f, @)

—1‘<P

— 1‘, (3.4)

bunda
f, @|<[1+u, @] [1+u, D] ...-[L+u, @] <
<(1+a;)(1+a,)...(1+a,)="P

n

Boshga tomondan, YN lar uchun hamda VYZ € G uchun

<—-1 (3.5)

tengsizlik o’rinli. Hagigatdan ham,
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fn+k ()
f, @
=U ., @D+U,, @D +..+U _, @ +U _, @DU ., @)+

—1=[1+u,,, @D]-[1+u,, D] ...-[1+u,,, @]-1=

o+ U L DU, @), @),

Bundan esa
f @)
. -1<a,, +a,,+...+a,, +
, (2)
_ I3n+k 1
+an+1an+2 +... +an+1an+2an+3"'an+k - =) -

n
bo’lishi kelib chigadi. Bu oxirgi tengsizlik barcha K lar uchun o’rinli. K — o0 da limitga
o’tib (3.5) tengsizlikni hosil gilamiz. (3.5) tengsizlikka ko’ra (3.4) tengsizlikdan
¥Yn >N (&), VZ €G laruchun

f @) —f, @)| <P, Pi_l =P -P, <e (3.6)

n

bo’lishi kelib chigadi. Bu oxirgi tengsizlik esa fn (Z) golomorf funksiyalar ketma-ketligi G

da f (Z) funksiyaga tekis yaginlashishini isbotlaydi.

Cheksiz ko’paytmalarni butun funksiyalar nazariyasiga ham tadbiqlarini o’rganimiz.

Algebraning asosiy fundamental masalalaridan biri butun ratsional funksiyalarni
chiziqli ko’paytuvchilarning ko paytmasiga yoyish haqida savoldan iborat.

Ixtiyoriy butun funksiyani qaraylik. Bu funksiyani ko’paytuvchilar ko’paytmasi
ko’rinishda ifodalash haqida masala qo’yamiz. Bu funksiyaning barcha nollari ma’lum
bo’lsin. Bu masala bilan Koshi ham shug’ullangan, lekin Veyershtrass algebraning asosiy
teoremasini ixtiyoriy butun funksiyalar uchun ham har doim o’rinli bo’lishini isbotlab bergan.

Moduli bo’yisha o’sish tartibiga ega bo’lgan

a;,d,,...,a,,... (3.7)
kompleks sonlar ketma-ketligi berilgan bo’lsin. Uning hadlari
.1
lim— =0 (3.8)
n—oo |an |

munosabat o’rinli bo’lsin.

Agar (3.7) dagi sonlarning ba’zilari bir xil modulga ega bo’lsa, biz bu sonlarni

ixtiyoriy tartibda joylashtiramiz. Limitni ta’rifi va (3.8) ga ko’ra, yetarlicha katta R lar uchun
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chekli sondagi @ sonlarfning moduli R dan kichik bo’ladi, ya’ni

n

a,| <R, n =1,2,....k, k <n. bundan ko’rinadiki biz quyidagini isbotladik.

1-teorema. G (Z ) butun funksiyasi fagat va fagat a,, nollariga ega bo’ladi.
Agar @, sonlarning ba’zilari bir-biriga teng, nol karrali bo’lsa, bu teng sonlarni @,
bilan belgilaymiz. ‘Yuqoridagi teoremani isbotlash uchun @, sonlar ichida nolga teng

bo’lganlari bo’lmasin deb faraz gilamiz.

Ushbu

un —11-= ean 2\ a, n-1{a, (3.9)
an

ifodani qaraylik. [Z]| < |an| deb faraz qilib, ushbu

n-1

2
Z Z 1( z 1 Z
Inu, =In|1-— +_+§ — +...+—1 —
a a a n-1\a

n n n n

Z
ifodaga ega bo’lamiz. Bunda In| 1 — — | funksiya markazi koordinata boshida radiusi
a

n

|an | bo’lgan doirada bir qiymatli golomorf funksiyava Z =0 da nolg teng. U holda

n n+1

1( z 1 Z

Ihu, =——| —| ————| — —... (3.10)
nia n-1\{a

n

EIEA NS b
Up _p "an n+1\ap

egamiz. Bundan esa

3.9
bo’lishini topamiz.

Biz endi

cheksiz ko’paytma kompleks tekislikning ixtiyoriy Z (Z #a, ) nugtasida yaginlashuvchi

va a,,a,,...,a,,... nollarga ega bo’lgan G (Z) butun funksiyani ifodalashini
ko’rsatamiz. Shu magsadda (3.11) ko’paytma C doirada golomorf funksiyani ifodalashini
isbotlaymiz. Bu erda C doira markazi nol nugtada radiusi |an| ga teng. Butun funksiyaning

nollari uchun
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s < o)
tengsizlik o’rinli bo’lishi ko’rinib turibdi.
Chekli sondagi ko’paytuvchilari
u,u,,...,Uy_,

C, doiraga tegishli va

© n n+1
- —— | =] — +...
r[n a, n+1{ a,

u U, -.=€" , 1zl < fa,] (3.12)
egamiz.
Bizning tasdig’imiz
n n+1
P 11( z 1 4
o=l — 1 + — +... (3.13)
n=nln{an n+1{ap

Qator [Z]| < |an| da biror golomorf funksiyaga yaqinlashuvchi bo’lishini ko’rsatsak
isbotlanadi.

(3.13) gatorning har bir hadi funksiya, Cn doiraning ichida golomorfdir. Agar (3.13)

qator ixtiyoriy 12| < (1 — e)|an| (bu erda € (e > 0) yetarlicha kichik son) doirada tekis

yaqinlashuvchi bo’lsa, uning yig’indisi Veyershtrassning birinchi teoremasiga ko’ra Cn

doiraning ichida golomorf bo’ladi.

Hagigatdan ham, 12| < (1 —e)la,| da

n n+1 n n+l
1( z 1 A 1|z 1 |z
—| — | + — +... | < —|—] + — +...<
nia, n+1{a, nia, n+1ja,
1 1-e)
<Z(1-¢) + (1—e)”+1+...<u
n n+1 ne
o (1-e) NN
egamiz. Shuningdek ——— umumiy hadli sonli gator
ne

yaqinlashuvchi bo’lsa, (3.13) gator |Z| < (1 — e)|an| bo’lganda tekis yaqinlashuvchi
bo’ladi.
Shuning uchun biz ko’rdikki, (3.13) qator Cn doirada golomorf funksiyani

ifodalaydi. Demak, (3.11) cheksiz ko’paytma ham Cn doirada golomorf funksiyani
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ifodalaydi. Bu funksiya Z =4, -a, -...-da,_; danolga teng va bu doirada bundan boshga

nollarga ega emas. Natijada quyidagi xulosaga kelamiz. Butun son N ni yetarlicha darajada

katta son sifatida olganimizda ham (3.11) ko’paytma butun funksiyani ifodalaydi va 4,

lardan boshga nollarga ega bo’lmaydi.

U, ko’paytuvchi boshlang’ich faktor deyiladi, boshlang’ich faktor chiziqli

n

Z
ko’paytuvchi | 1 — — | hamda ko’rsatkichli faktordan boshqa ifodalarga teng bo’ladi.
a

n

(3.7) ko’rinishda berilgan sonlar orasida nollari bo’lmasin deb faraz qilgandik.

Z = 0 izlanayotgan butun funksiyaning | tartibli noli bo’lgan holda (3.11) ko’paytmani

tuzishda Z' ko’paytuvchini ham qo’shamiz.
Natijada

*)

formulaga ega bo’lamiz. Bu formulaga Veyershtrass formulasi deyiladi.
Bu formulaga kelish uchun biz (3.7) sonlar ketma-ketligini 1 ® 1 da cheksizlikka
intilsin deb faraz qildik. Ba’zi xususiy holda

boshlang’ich faktorlarning soddaroq ko’rinishlaridan foydalaniladi.
p

Faraz qilaylik, umumiy hadi |—/ , (bu erda P - biror o’zgarmas natural son)

n

bo’lgan qator yaqginlashuvchi bo’lsin. Bu holda U, sifaida

2 -1
z | 1%z 1 %z
x oz %azgﬁgxpli
a,

1- (3.9")
ifodani olish mumkin.
Yugqoridagi savolni analiz gilingani kabi bunda ham [Z| J (1- e)|an| da
T %7 1 %z r
§Ia g{a + . I (3.13")
. e

qatorning tekis yaqinlashuvchiligini isbotlash talab etiladi. Ushbu tengsizlikka ko’ra
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+1
1 Xz 1 Xz 1
R R

- P P P
_14-e .| |1

P e a

n

(3.13”) qator tekis yaqginlashuvchi yoki
_ p Por

10 Rl [

p e n=n a

p

n

sonli gator yaqinlashuvchi bo’lishi talab etiladi.

4-§. Butun va meromorf funksiyalarni cheksiz ko’paytmalar orgali ifodalash

Biz oldingi paragrifda (3.7) sonlar ketma-ketligi (3.8) shartni ganoatlantirganda
G @) butun funksiya mavjudki, u (*) Veyershtrass formulasi orgali ifodalanishini
ko’rsatgan edik. Bunda (3.7) sonlar butun funksiyaning nollari bo’ladi.

Teskarisi, agar cheksiz ko’p nollarga ega G @) butun funksiya berilgan bo’lsa,
uning nollarini moduli bo’yicha o’sish tartibi a,,da,,...,a,,...keta-ketlik 01 ® 1 da
cheksizlikka intilsin.

(*) Veyershtrass formulasi bo’yicha G @) butun funksiyani tuzish mumkin. Bu

funksiya yugoridagidek nollarga ega. Ushbu

] @@= (4.1)

munosabat ] (Z) butun funksiyani ifodalaydi, nolga aylanmaydi. Chunki,

i i | Y&>
J (an ) = |Imj (Z). Bu shartlarga ko’ra J Y
I®a, j @

ham butun funksiya bo’ladi. Demak,

] @= eH® ga ega bo’lamiz. Bu erda H @) biror butun funksiya.
Natijada (1) tenglikdan
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G, @=e""G@ (4.1)
yoki

- Z+1>‘<Z{+ +1"<2i1
eH(Z)ZIX 1 - z %am 2%t n-1%a, (*%)
topamiz.

Amaliyotda berilgan G, @) funksiyaga ko’ra H @) funksiyani

aniglash bir muncha qiyinlik tug’diradi. Masalan, Gl @)= SINZ bo’lsin. SINZ

funksiyaning nollari Z = NP, N - butun sondan iborat. Demak, (**) formulaga ko’ra bu

funksiyani

sinz = e“‘”zX%{IfL- Z
np

ko’rinishda yozishimiz mumkin. Bu yerda ko’paytma N ning manfiy va musbat giymatlari
bo’yicha yoyilgan. Bu yerda biz boshlang’ich faktor sifatida soddaroq ko’rinishni olamiz,

shuning uchun

1 p

65—6

1 p

np

gator P = 2 da yaqinlashuvchi bo’ladi.

SINZ uchun oxirgi formulani yana ham soddaroq ko’rinishini olishimiz mumkin.
Ikkita boshlang’ich faktor bo’yicha guruhlaymiz, yani N ning mos giymatlari bo’yicha ya’ni
teng va teskari ishorali giymatlari bo’yicha guruhlaymiz. Bu guruhlash N nollarning

moduli bo’yicha o’sish tartibida olingan bo’lib, u
p.,- P.2p,- 2p,...,Np,- Np,...

ketma-ketlikni tashkil etadi.
Shunday qilib,

ni hosil gilamiz.
H @) butun funksiya quyidagi ko’rinishda aniglanadi. Oxirgi formulaning ikki

tomonidan logarifmik hosila olamiz.
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Insinz W= ctar = H +1+r 21
(Insinz)Y= ctgz = HY@) S neﬂm
Ushbu munosabatni Ctgz funksiyani sodda kasrlarning cheksiz
yig’indisi ko’rinishida ushbu

ctgz = E+ er —22
Z L2 + k*p®
formulasi bilan solishtiramiz.

U holda H¥@) = 0 bo’lishini topamiz. Bundan esa H ) = const. Bu formulaga

ko’ra SIN Z funksiya uchun

sinz=Cz Xil- — Zg
n=1 n p
ko’rinishga kelamiz.
C o’zgarmasni aniqlash uchun ushbu
2
sinz z- 1
ook
n2p2
munosabatdan Z ® O da limitga o’tamiz. U holda C = 1 bo’lishini topamiz. Demak,
2
Z 1l
sinz funksiyasini cheksiz ko’paytmalar ko’rinishini sinz = ZX%I]. - Zg
n-p

ko’rinishdan iborat bo’ladi.

Liuvill teoremasiga ko’ra har qanday chegaralangan funksiya o’zgarmasdir. Agar

butun funksiya f @) n- tartibli cheksiz qutbga ega bo’lsa, u n darajali ko’phad bo’ladi. Agar

ga@=c¢cz+ C222 + ...+ CnZn - f@ funksiyaning cheksizlikda

yoyilmasining bosh gismi bo’lsa, shu teoremaga ko’ra T @)- Q@)= 0 o’zgarmas
bo’ladi.
Algebra kursidan ma’lumki, n- darajali ixiyoriy ko’phad N ta nolga ega, bu nollarga

mos chiziqli ko’paytuvchilarning ko’paytmasi ko’rinishda ifodalanadi.

n X
f@a =A¥z- a))z- a,)...(z- a,)= AXél- aig (4.2)
k=1 n
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u yerda - o’phadning nollari, va Y- biror o’zgarmas son. Butun
Bu yerda @, - f @) ko’phadni llari, A va AY- b B

funksiyalar umuman nollarga ega bo’lmasligi mumkin (masalan, e’ ) yoki cheksiz ko’p
nollarga ega bo’lisi mumkin (masalan, Sinz ).
Umuman nollarga ega bo’Imagan butun funksiya f @)

f @)= e (4.3)
ko’rinishda ifodalanadi. Bu yerda ¢ (Z) butun funksiya.

fy .
O {In f @>}y ham butun, u
)]

Agar f @) butun funksiya nollarga ega bo’lmasa

xolda bu butun funksiyani integrallab IN f &> = g @) butun funksiyani hosil gilamiz.

Agar f @) butun funksiya d,,a,,...,a, chekli sondagi nollarga ega bo’lsa, uni (2)

n
ko’rinishda ifodalash mumkin va

n

X 11
f@=e"*E- a)..z- a,)= Aeg‘DX;l- ig (4.4)
k=1 a

ega bo’lamiz.
Nollarni soni cheksiz ko’p bo’lgan butun funksiyalar cheksiz ko’paytmalar yordami
ifodalanadi va ularning yaqinlashish masalasi o’rganiladi.

1- ta’rif. Ushbu cheksiz
I

X{1+ f, @}

k=1
ko’paytma D sohada yaqinlashuvchi bo’ladi, agar bu sohaning har bir

Z, nugtasida

T
X{l + fn (ZO )}

k=
sonli cheksiz ko paytma yaqinlashuvchi bo’lsa.

bl,bz,...,bn... sonlar ketma ketligi f@ funksiyaning nollari bo’lsin va ular

moduli bo’yicha o’sish tartibida jaylashgan bo’lsin. M - orqgali bn nolning tartibini

belgilaylik, Q;,a,,... ketma-ketlik orqali uning oddiy nollarini belgilaylik. f@
funksiyaning logarifmik hosilasini topamiz.
f'a@y _

G@r = ——= —{I f @}
f @
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Bu hosila fagat bn nugtalarda birinchi tartibli qutblarga ega va qoldig’i (chegirmasi) M ga
teng. Demak G @) funksiya meromorf funksiya. G @) fuksiyaning sodda kasrlarga
yoyilmasi T @) funksiyaning cheksiz ko’paytmali yoyilmasi bilan bog’liq bilan bog’lig.
Ushbu teorema o’rinli bo’ladi.

1-teorema. f @D butun funsiyaning logarifmik hosilasi Al ga nisbatan tez

o’smasin, bunda P 1 1 - butun son. U holda f () funksiya uchun

fae =1z egQ’Xal %a“ Zg‘a g;+ +1>KZ" (4.6)

ko’rinishdagi yoyilma o’rinli. Bu erda M 1 O - f @) funksiya Z = O dagi nolining
tartibi, Q@) J P tartibli biror ko’phad va a,;,a,,...,a,,...~ ketma-ketlik f@
funksiyaning nollari.

Isboti. Birinchidan Z = O nuqta f@ funksiyaning noli bo’lmasin deb faraz

gilamiz. U holda uning logarifmik hosilasi G @)

p-1 I u

m m

G@=¢e ¢z +e§ -+ L H+
k=0 anZ b}%

i, edy
a§~-&i§

ko’rinishda yoyiladi. Yoki G @) ning Teylor yoyilmasidagi bosh gismi

m _om 1 _ om B oz ougp L

—_=- — = - {§_+—+§b— + o

z-h b1 2 B F b b, !
b

ko’rinishda bo’ladi. G @) ning tekis yaginlashuvchiligidan Z = O nuqtani ixtiyoriy Z

bilan tutashtiruvchi chiziq bo’yicha (f () funksiyaning nollari yotmaydi) integrallaymiz:

C
Inf@)=Inf Q)+ —kzk+1+
©) f:_lk+1

4.7

i= |
e [Clersey



topamiz.

N - yig’indini bo’lakka ajratib (4.7) ni ushbu ko’rinishda

1Kz 1%z
Inf@>=g@+ 6 In%- Z% 25%{ pgﬁn{%

a

yozamiz. @)>- J P- darajali ko’phad. Bundan esa cheksiz ko’paytmani f @)

funksiya yaginlashishi kelib chigadi.

X
z AL

f@)= eg(Z)XglK ai%\af;iang? +;§;§ “8)

- f @ _
Agar Z =0 f @) funksiyani M Kkarrali noli bo’lsa, — funksiya uchun
Z

yuqoridagilarni qo’llasak, (4.5) formulaga kelamiz. Teorema isbotlandi.
Yugoridagi isbotlangan teoremani ixtiyoriy butun funksiya uchun quyidagicha

ifodalash mumkin.

2-teorema (K. Veyershtrass). Shunday g (Z ) butun funksiya

va butun sonlar Py, Py, ..., Py, ... ketma-ketligi mavjudki, buning uchun

I K +, +1)KZ
f(Z): Zmeg(Z)X% %‘an 23@ gi (4.9)

formula o’rinli va aksincha.

3-teorema (K. Veyershtrass). Cheksizlikka yaginlashuvchi {an } kompleks sonlar

ketma-ketligi uchun, {pn } sonlar ketma-ketligi topiladiki, (4.9) cheksiz ko’paytma T @)
butun funksiyaga yaginlashadi va @, sonlar shu funksiyaning nollari bo’ladi.

Veyershtrass formulasining eng asosiy tadbiglaridan biri f &) meromorf funksiyani
butun funksiyalar yordamida ifodalashdan iborat.

2-ta’rif. Agar T @) funksiya qutb maxsus nugtadan boshga yakkalangan maxsus
nuqtaga ega bo’lmasa meromorf funksiya deyiladi.

f @D butun kompleks tekislikda bir giymatli funksiya va qutb maxsus nuqtadan

boshga yakkalangan maxsus nugtalarga ega bo’lmasin. Biz f Z) meromorf funksiyaning
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qutblari  biror G @) butun funksiyaning nollari bo’ladigan butun funksiyani tuzishimiz

mumkin.

G, @= f @B @) ko’paytma G; @) butun funksiyani ifodalaydi, agar
f @) funksiyani ixtiyoriy & qutbi uchun
G, @ = limG, @

z®a
deb faraz gilsak.
Demak,
G, @
fay= =
G

ega bo’lamiz.
Shunday gilib, meromorf f () funksiya ikkita butun funksiyaning nisbati
ko’rinishida ifodalanar ekan.

Masalan, meromorf 19z va CtQz funksiyalar ikkita butun funksiyaning nisbati

ko’rinishda ifodalanadi:

sinz COSZ
tgz = —, ctgz = ——.
COSz SIinz
Meromorf funksiyalarning cheksiz ko’paytmalar orqali ifodalash yordamida Mittag —
Leffler masalasi yechilgan. Ushbu masalani o’rganib chigamiz.
Quyidagi maxsus nuqtalar (qutb va o’ta muhim maxsus nugqtalar)

a;,ay,...a.,... Ig@r? a, =T )

berilgan bo’lsin va mos ravishda har bir @, maxsus nuqtaga noma’lum f @) funksiyaning

K 1 1
bosh gismi Gn% E bo’lsin. Bunda G (X) butun funksiya. @, nugtalarda
z- a

maxsuslikka ega, butun tekislikda bir qiymatli bo’lgan T ) funksiyani aniglash talab etilsin
va bunda
X 1 1
f@- G, % ﬁ
Z- a,

ayirma @, nuqtada golomorf funksiya bo’lsin. Ushbu masalaga Mittag — Leffler masalasi

deyiladi.
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Bu masalani xususiy holda Veyershtrass formulasi yordamida o’rganamiz. Bu holda

barcha @,, lar sodda qutb maxsus nuqtalar va chegirmasi 1 ga teng bo’Isin. U holda

x 1§ 1
Gngrz- angl_ Z- a,

Veyerstrass formulasi yordamida barcha nollari @, nugtalardan iborat bo’lgan G @) butun

ol

car- K- Lp R

funksiyani aniglaymiz.

Bu G @) funksiyadan logorifmik hosila olamiz va

d ruog z 77 A
fao = —InG@= ¢ K—+—+—2+ S+ ——F
dz =1 ¥-a, a a a,

ega bo’lamiz.

Hosil bo’lgan ushbu qator ratsional funksiya @ sodda qutbga ega bo’lgan f @)

n
meromorf funksiyani ifodalaydi va mos ravishda chegirmasi 1 ga teng bo’ladi.

Shunga o’xshash cheksiz ko’paytmalarni analitik funksiyalarning  ko’pgina
masalalarini hal etishda tadbig gilish mumkin. Masalan, analitik funksiyalar uchun yagonalik
teoremasini isborlashda ham va bu teoremaning umumlashgan holda cheksiz ko’paytmalarni

qo’llash ancha osonlik yaratadi.

Xulosa

Ushbu bitiruv malakaviy ishni o’rganish jarayonida quyidagi xulosalarga kelindi.
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. Cheksiz ko’paytmalar nazariyasini ikki holi ya’ni haqiqiy sonli ko’paytmalar va
ularning xossalari o’rganildi.

. Cheksiz ko’paytmalarning yaqinlashuvchi va uzoqlashuvchiligi o’rganildi hamda
yaginlashuvchiligining yetarli shartlari tekshirildi.

. Hadlari funksiyalardan iborat bo’lgan cheksiz ko’paytmalarni haqiqiy hamda
kompleks o’zgaruvchi bo’lgan hollarini yaqinlashuvchiligi o’rganildi.

Cheksiz ko’paytmalar bilan cheksiz qatorlar orasidagi bog’lanishlar o’rganildi.
Qatorlarning  yaqinlashuvchi  bo’lishi  bilan cheksiz ko’paytmalarning ham
yaqinlashuvchi bo’lishi o’rganildi.

. Hadlari funksiylardan iborat cheksiz ko’paytmalarning yaqinlashuvchiligi o’rganildi.
Hamda absolyut yaqinlashuvchiligi va tadbiqlari o’rganildi.

. Cheksiz ko’paytmalarning tadbiqlaridan golomorf funksiyalarning ko’paytmalar orqali
ifodalanishi o’rganildi. Hamda bu ko’paytmaning ham golomorf bo’lishi tekshirildi.

. Kompleks o’zgaruvchili butun funksiyalarning ham cheksiz ko’paytmalar orqali
ifodlanishi o’rganildi. Ular uchun Veyerstrass teoremalari o’rganildi.

. Meromorf funksiyalarni cheksiz ko’paytmalar orqali ifodalanishi o’rganildi. Hamda

ularni golomorflikka tekshirildi.
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