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UDK 581.01 (07)
O.Pardayev, N.Qosimov, N.Eshqobilov, U.Saydullayev
Nazariy mexanikadan masalalar yechish (uslubiy ishlanma). Samarqand,SamDU
bosmaxonasi,2012,-      b.,

                                     Annotatsiya

       Ushbu    uslubiy    ishlanma    Samarqand
universiteti   fizika fakultetining    2-bosqich
talabalari   uchun   nazariy   mexanika fanidan
o’tiladigan      amaliy      mashg’ulotlarda
yechiladigan masalalarni o’z ichiga oladi.Unda
namunaviy o’quv dasturida o’tilishi ko’zda tutilgan
mavzular bo’yicha masalalar tanlab olingan va har
bir amaliy mashg’ulot biror mavzuga bag’ish-
langan.Mavzuning muhimligiga qarab  2 mashg’u-
lotda tahlil qilinadigan masalalar ham tanlangan.
       Har bir mashg’ulotda berilgan mavzu bo’yicha
o’tiladigan darsning maqsadi,unga oid nazariya
bo’yicha  qisqacha nazariya yoritilgan,namuna
uchun 2-3 ta masala batafsil yechib ko’rsatilgan,shu
tipdagi bir necha masalalar talabalarga mustaqil
ishlash uchun qo’ldirilgan.Bu masalalarning bir
qismini darsxonada,ulgurmagan taqdirda uyda
ishlashga topshiriq tariqasida berilgan va ularning
javoblari keltirilgan.Har bir mashg’ulot oxirida
masalalarni mustaqil ishlash uchun uslubiy
tavsiyalar ham keltirilgan.
        Fizika fakultetida tahsil olayotgan
talabalar,shuningdek nazariy mexanikadan dars
beruvchi yosh o’qituvchilar uchun     mo’ljallangan.

Taqrizchi-  fizika –matematika fanlari nomzodi
 Samarqand davlat chet tillar instituti
                                        dotsenti  Amonov A.K.
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1- MASHG’LOT
Mavzu: «Koordinatalar sistemasi .Dekart va silindrik koordinatalar»

Darsning maqsadi:Talabalar bu darsda ortlari harakatchan bo’lgan
koordinatalr sistemasi bilan tanishadilar va ularda moddiy nuqtaning vektorli
parametrlarining qanday tasvirlanishini o’rganishadi.
     Qisqacha tushuncha.Dekart,silindrik va sferik koordinatalar sistemalari
qaraladi.Skalyar funksiyalarni yangi o’zgaruvchilarga almashtirish talabalarga
tanish bo’lsada,ko’pgina fizk kattaliklar vector kattaliklar hisoblanganliklari tufayli
bu yerda o’zgaruvchilarga almashtirishdan tashqari ularni  yangi ortlarga
proyeksiyalashga ham to’g’ri keladi.Topshiriqlarning mazmuni shundan iborat
bo’ladiki,eng soda fizik kattaliklar bo’lgan radius –vektor rr ,tezlik- vr , tezlanish- wr

larni Dekart va silindrik koordinatalar sistemasi ortlariga proyeksiyasini topishdan
iborat bo’ladi.

Dekart koordinatalar sistemasi: o’zgaruvchilar bo’lib radius-vektorning 3
ta o’zaro orthogonal yo’nalishlarga bo’lgan zóx ,,  proyeksiyalari hisoblanishadi
(1-rasm). zóx nnn rrr ,, ortlar o’ng uchlikni hosil qilib,moddiy nuqta harakati mobaynida
qo’zg’almas bo’lib qoladi (vaqtga bog’liq bo’lmaydi).Umumiy holda nuqta radius-
vektori

zóx nznónxr rrrr
++=

ko’rinishidagi 3 ta nolga teng bo’lmagan zóx ,,  proyeksiyalarga ega bo’ladi.
Vaqt bo’yicha radius –vektor rr ni  differensiyallab tezlik- vr  ni olamiz:

=vr zóx nznónxr r
&

r
&

r
&&r ++=

Xuddi shunday yo’l bilan tezlanishni olamiz:
=== rvw &&r&rr

zóx nznónx r
&

r
&

r
& ++

      Silindrik koordinatalar sistemasi: bu yerda o’zgaruvchilar bo’lib
hisoblanishadi:radius-vektorning yx  tekisligiga proyeksiyasi bo’lgan r
uzunlik,bu uzunlikning x -o’qi orasidagi brchak j  hamda radius-vektorning z -
o’qiga proeksiyasi bo’lgan .z (2-rasm) znnn rrr ,, jr  ortlar o’ng uchlikni hosil qilib, rnr

yx tekisligida yotuvchi r  uzunlik bo’ylab, jnr yx tekisligidagi rnr ga tik yo’nalgan
va znr yx tekislikka tik va z-o’qi bo’ylan yo’nalgan bo’ladi. jr nn rr , ortlar

zyx nnn rrr ,, dekart ortlari bo’yicha quyidagicha ifodalangan bo’ladi:

.
;cossin

;sincos

zz

yx

yx

nn
nnn

nnn

rr

rrr

rrr

=

+-=

+=

jj

jj

j
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    (1)

Nuqta harakati vaqtida j  burchak o’zgarib turganligi tufayli jr nn rr , lar vaqtga
bog’liq bo’ladi. znnn rrr ,, jr larning vaqt bo’yicha hosilalari quyidagicha bo’ladi:
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Radius-vektorni znnn rrr ,, jr  ortlar bo’yicha yoyib yozsak

znznr rrr
+= rr                                                    (3)

ko’rinishga ega bo’ladi.Shunday qilib radius-vektor nol bo’lmagan ikkita
proyeksiyaga ega bo’ladi.

Masalalar

1-1. Zaryadlangan zarra doimiy birjinsli elektr va magnet maydoni ( HE
rr

^ ) da
kichik chziqli qarshilik ko’rsatuvchi ( vkF rr

-= )  muhitda harakat qiladi.Zarraning
elektr maydon yo’nalishidagi tezligi hisoblansin.

Yechish.Masala shartiga ko’ra elektr va magnet maydonlari o’zaro tik
yonalishda berilgan va ular quyidagicha yo’nalgan bo’lsin:

),0,0(),0,0,( 0 HHEE ==
rr

Zarraning harakati uch o’lchamli fazoda yuz beradi va
uning harakat tenglamasi

[ ] EeHv
c
evkrm

rrrr&&r +´+-=

Bu tenglamani koordinata o’qlari bo’yicha proyeksiyalaymiz

0

,0

,0

0

0

=+

=++

=--+

z
m
kz

Hx
cm

ey
m
ky

eEHy
cm

ex
m
kx x

&&&
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Agar biz
cm

eH
m
k 0, == wl  belgilashlar kiritsak harakat tenglamalari quyidagi

ko’rinish oladi:

0
,0

,0

=+
=++

=-+

zz
xyy

m
eEyxx

&&&

&&&&

&&&&

l
wl

wl

Bu tenglamalarni yechish uchun yixu && +=  almashtirish o’tkazamiz va yuqoridagi
tenglamalarning dastlabki ikkisi uchun umumiy tenglamaga kelamiz

m
Eeuiuu 0=++ wl&

Bu tenglama birjinsli bo’lmagan tenglama bo’lib,uning ikki yechimi mavjud
bo’ladi

21 uuu += .Bunda 1u  yechim
0111 =++ uiuu wl&

Birjinsli tenglamaning xususiy integrali, 2u  esa
m
Eeui 0

2)( =+ wl

Tenglamaning yechimi hisoblanadi va bu yechimlar quyidagi ko’rinishga ega
bo’ladilar:
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1-2.Nuqtaning harakat tenglamasi qutb koordinatalari
)(,)( tt jjrr ==

orqali berilgan bo’lsa,uning tezligi va tezlanishi topilsin.
Yechish.Qutb koordinatalar sistemasi silindrik koordinatalar sistemasining

xususiy holi hisoblanib,unda 0=z  bo’ladi.Bu sistemada nuqta tezligi va
tezlanishini toppish uchun Dekart koordinatalari yx ,  larning qutb koordinatalar

jr ,  bilan bog’lanishini yozamiz
jrjr sin,cos == yx

Bu koordinatalardan vaqt bvo’yicha birinchi hosila nuqta tezligini,ikkinchi hosila
tezlanishini berishini bilamiz

jjrjrjjrjr cossin,sincos &&&&&& +==-== yvxv yx

Bulardan nuqta tezligining modulini topamiz
2/122222 )( jrr && +=+= yx vvv

Yo’naltiruvchi kosinuslar esa

v
v

v
v jr

jrr
&r&r

== ),cos(,),cos(

formulalar bilan aniqlanadi.
Demak,tezlikning qutb koordinatalarga proyeksiyalari

-= rr &v radial tezlik, -= jrj &v transversal tezlik deb ataladi.
Nuqtaning tezlanishlari,qayd qilganimizdek,

( ) ( )
( ) ( ) jjrjrjjrr

jjrjrjjrr

cos2sin

,sin2cos
2

2

&&&&&&&&&&

&&&&&&&&&&

+--===

+--===

yvw

xvw

yy

xx

Demak,
--= 2jrrr &&&w radial tezlanish,

( )-=+= jr
r

jrjrj &&&&& 212
td

dw transversal tezlanish deb ataladi.

Yo’naltiruvchi kosinuslar esa

( ) ( )
w

w
ww

w
w jrjr

j
jrr

r r &&&&r&&&r +
=

-
==

2,cos,,cos
2

ko’rinishda bo’ladi.
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1-3.Nuqtaning harakati qutb koordinatalarida

t
ktb == jr ,                                                 (1)

tenglamalar orqali berilgan.Bu yerda ., constkb =
Nuqta trayektoriyasi,uning tezlik va tezlanishi aniqlansin.
Yechish.Nuqtaning berilgan harakat tenglamalarini parametrik tenglama

deyish mumkin va unda vaqt parametr bo’lib hisoblanadi.Ochiq ko’rinishda
trayektoriya tenglamasi (1) tenglamalardan vaqtni yo’qotish bilan topiladi

j
rjr

bkyokibk ==

Bu tenglama giperbolik spiral tenglamasi bo’lib hisoblanadi.Bu tenglamada radius-
vektor r  ning j  burchakka ko’paytmasi

constbk ==jr ,
yani doimiy son ekanligi ko’rinib turibdi.

Egrilikning ana shu xossasidan uning ko’rinishini chizishimiz mumkin.Haqiqatan,
jr  ko’paytma j  burchakka mos keladigan r  radiusli aylana yoyining uzunligi

hisoblanadi.Shunday qilib, O  nuqtadan boshlab har xil radiusli aylanalar chizamiz
va har bir aylanadan -Ox o’qi bo’yicha kb  ga  teng bo’lgan yoylar o’tkazamiz
hamda bu o’qda hosil  bo’lgan nuqtalar bk=jr tenglamani qanoatlantirgan
bo’ladi.Bu nuqtalarning geometric o’rni giperbolik spiral hisoblanadi.Bu
egriliklarning bittasi -Ox o’qiga parallel bo’lgan asimptotaga ega bo’ladi va u

kby =  ( 0®j  da ¥®r  bo’lgan ) tenglamani qanoatlantiradi.Egrilikning boshqa
tarmog’i cheklanmagan sonda aylanib,qutbga yaqinlashadi ( ¥®j  da 0®r
bo’ladi).O  nuqta egrilikning asimptotik qutbi deyiladi.

Endi nuqta tezligini topamiz.Nuqta radial tezligining moduli
,bv == rr &

transversal tezlikniki esa

2t
kv rjrj -== &  .

Nuqta tezlik vektori

jrjjrr r n
t
knbnvnvv rrrrr
2-=+=

Bu tezlik moduli esa
222

2

2

4

2
2222 1 kbb

t
kb

t
kbvvv +=+=+=+= r

r
rjr
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Nuqtaning tezlanishlari oldingi masaladagidek topiladi. Radial tezlanish

,3

42
2

r
jrrr

bkw -=-= &&&

transversal tezlanish esa

0
22

2 2

3

2

3

=-=+=
rr

jrjrj
bkbkw &&&&

Nuqtaning mutlaq tezlanishi radius-vektor bo’ylab qutbga tomon yo’nalgan
bo’ladi.

 T0PSHIRIQ
Moddiy nuqta tezlik vektori va tezlanish vektorining silindrik sistema

koordinatalari  ortlariga bo’lgan proyeksiyarini yozing:

JAVOB:
).,2,(,),,( 2 zwzv &&&&&&&&&

r
&&&

r
jrjrjrrjrr +-

Uslubiy tavsiyalar:
1.Koordinata sistemalarini sinf taxtasida ularning ortlarini fazoviy va xy

tekisligida ko’rsatgan holda chizib ko’rsating.Sistemalar ortlarini chizib ko’rsatish
paytida,shuningdek nuqta radius-vektorini koordina sistemalari ortlari bo’yicha
yozishda  iloji boricha talabalar ishtirokiga erishish kerak.

2.Ko’p hollarda ortlardagi indekslarni yozishda talabalar, ularni
chalkashtirib,xatolikka yo’l qo’yishadi.Shuning uchun talabalardan indekslarni
aniq yozishni talab qilish lozim bo’ladi.

3.Vaqt bo’yicha o’zgaruvchi va ortlarni differensiallash ancha murakkab
bo’lgani uchun har br ortdan olinadigan birinchi va ikkinchi hosilalarni blok-blok
qilib bajarib olish lozim.

4.Ko’pchilik talabalar proyeksiya olish va differensiallash qoidasi sedan
chiqargan bo’lishi mumkin.Shuning uchun ularni eslatish kerak bo’ladi.
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2- MASHG’ULOT
Mavzu: «Koordinatalar sistemasi . Sferik koordinatalar»

Darsning maqsadi:Talabalar bu darsda ortlari harakatchan bo’lgan
koordinatalr sistemasi bilan tanishadilar va ularda moddiy nuqtaning vektorli
parametrlarining qanday tasvirlanishini o’rganishadi.
     Qisqacha tushuncha.Dekart,silindrik va sferik koordinatalar sistemalari
qaraladi.Skalyar funksiyalarni yangi o’zgaruvchilarga almashtirish talabalarga
tanish bo’lsada,ko’pgina fizk kattaliklar vector kattaliklar hisoblanganliklari tufayli
bu yerda o’zgaruvchilarga almashtirishdan tashqari ularni  yangi ortlarga
proyeksiyalashga ham to’g’ri keladi.Topshiriqlarning mazmuni shundan iborat
bo’ladiki,eng soda fizik kattaliklar bo’lgan aaaaaaaaaradius –vektor rr ,tezlik- vr ,
tezlanish- wr  larni sferik koordinatalar sistemasi ortlariga proyeksiyasini topishdan
iborat bo’ladi.

Sferik koordinatalar sistemasi.Bunda o’zgaruvchilar: radius-vektorning
uzunligi r  , radius-vektorning z -o’qi  bilan tashkil qilgan burchagi q  ,

yx tekisligiga radius-vektor proyeksiyasining x -o’qi bilan tashkil  qilgan
burchagi j (3-rasm). zyx nnn rrr ,,  ortlar o’ng uchlikni hosil qilib, jq nnnr

rrr ,, ortlardan rnr

radius-vektor  boylab yo’nalgan, qnr ort rnr ga tik yo’nalgan, jnr esa yx tekisligida
yotuvchi va qnr ga tik yo’nalgan bo’ladi . zyx nnn rrr ,, ortlar silindrik sistema
koordinatalari bo’yicha quytidagicha yoziladi:

ï
î

ï
í

ì

=

-=

+=

;
;sincos
;cossin

jj

rq

r

qq

qq

nn
nnn
nnn

z

zr

rr

rrr

rrr

. (4)

Burchak q  va rnr ort nuqta harakati vaqtida o’zgarib turganligi uchun qnnr
rr , ortlar

vaqtga bog’liq  bo’ladi.(4) ni vaqt bo’yicha differensiallab,topamiz
( )

ï
ï
î

ïï
í

ì

+-=-=

+-=++-=

+=+-=

);cos(sin

;coscos)cos(sin

;sinsinsincos

qrj

jrrq

jqrr

qqjj

qjqqqqq

qjqqqqq

nnnn

nnnnnn

nnnnnn

r

rz

zr

rr
&

r
&&r

r
&

r&&rrr&r

r
&&r&&rr&&r

. (5)

Nuqta radius-vektorini jq nnnr
rrr ,,  ortlar orqali yozsak

rnrr rr
=

ko’rinish oladi.Demak nuqta radius-vektorining nolga teng bo’lmagan yagona
komponentasi,yani )0,0,(rrr  mavjud bo’ladi.

Masalalar
2-1.Nuqtaning harakati uning

)(),(),( ttt qqjjrr ===
sferik  koordinatalari bilan berilgan bo’lsa,nuqta tezligining dekart
koordinatalaridagi va sferik koordinatalari sistemasining  koordinatalari
chiziqlariga bo’lgan proyeksiyalari hisoblansin.
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Yechish.Nuqtaning dekart koordinata o’qlariga bo’lgan proyeksiyalari
zyx vvv ,, larni toppish uchun dekart koordinatalarining sferik koordinatalari

o’rtasidagi bog’lanish
qjqjq cos,sinsin,cossin rzryrx ===                                       (1)

ni vaqt bo’yicha differensiallaymiz

.sincos

;cossincossinsin

;sinsincoscoscossin

qqq

jqjqqjq

jqjjqqjq

&&&

&&&&

&&&&

rrzv

rrryv

rrrxv

z

y

xz

-==

++==

-+==

        (2)

Oxirgi formulani tezlikning sferik sistema koordinatalaridagi tashkil etuvchilari
jq vvvк ,,  orqali yozish mumkin

qq

jjqjq

jjqjq

q

jq

jq

sincos
,cossincossinsin
,sincoscoscossin

vvv
vvvv
vvvv

rz

ry

rx

-=

++=

-+=

                                          (3)

U holda (2) va (3) larni solishtirib,topamiz
.sin,, qjq jq &&& rvrvrvr ===

2-2.Nuqtaning harakati o’zining sferik koordinatalari

4
,

4
,2 2 tttr p

q
p

j ===                                                                 (1)

orqali berilgan bo’lsa, st 2= momentdagi tezligi va tezlanishi topilsin.
Yechish.Nuqta tezligini topish uchun uning sferik koordinatalar chizig’idagi

proyeksialaridan foydalanamiz (oldingi masalaga qaralsin)
.sin,, qjq jq &&& rvrvrvr ===                                                             (2)

(1) dagi sferik koordinatalardan vaqt bo’yicha birinchi hosila olamiz
.

4
,

4
,4 p

q
p

j === &&& tr

Bu hosilalarni (2)ga olib borib qo’yamiz

./
4

sin
24

sin
4

2,/
24

2,/4
2

2
2

2 smtttvsmttvsmtvr
pppppp

jq =×====

yoki st 2=  ekanligini hisobga olsak
smvsmvsmvr /2,/2,/8 pp jq ===

qiymatlarga ega bo’ladi.Tezlik moduli esa
./12)2()2(8 222222 smvvvv r »++=++= ppjq

Nuqtaning tezligini toppish uchun harakatni dekart koordinatalar sistemasida
yozish qulayroqdir:

.
4

cos2cos

,
4

sin
4

sin2sinsin

,
4

cos
4

sin2cossin

2

2

2

ttrz

tttry

tttrx

p
q

pp
jq

pp
jq

==

==

==

                                                     (3)

(3) ning birinchi va ikkinchi tenglamalarida trigonometriya formulalaridan
foydalanib,(3)ni qayta yozamiz
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.
4

cos2,)
2

cos1(,
2

sin 222 ttzttyttx ppp
=-==                            (4)

(4) dagi koordinatalardan vaqt bo’yicha birinchi va ikkinchi hosilalar olamiz:

.)
4

cos
44

sin2(
4

2
4

sin
4

4
2

cos4

,)
2

cos
22

sin2(
22

sin
2

2)
2

cos1(2

,)
2

sin
22

cos2(
22

cos
2

2
2

sin2

.
4

sin
4

2
2

cos4,
2

sin
2

)
2

cos1(2,
2

cos
22

sin2

2

2

2
2

2

tttttttz

ttttttty

tttttttx

ttttzttttyttttx

ppppppp

ppppppp

ppppppp

ppppppppp

+--=

+++-=

-++=

-=+-=+=

&&

&&

&&

&&&

    (5)

Tezlik va tezlanish ifodalariga vaqtning qiymati (t=2 s) ni qo’yamiz

.4,4,4
2,8,2

2 ppp

pp

-=-=-=

-==-=

zyx
zyx

&&&&&&

&&&

Bulardan tezlanish va tezlik modullari

./12)2(64)2(

,/7,18)4()4()4(
22222

2222222

smzyxv

smzyxw

»-++-=++=

»-+-+-=++=

pp

ppp

&&&

&&&&&&

Bulardan ko’ramizki,dekard koordinatalar sistemasi o’qlaridagi tezlik vektorining
qiymati sferik koordinatalar sistemasidagi qiymatiga mos tushar ekan.Shunday
ham bo’lishi kerak,chunki ikki koordinatalar sistemasi ham qo’zg’almasdir.

T0PSHIRIQ
Moddiy nuqta tezlik vektori va tezlanish vektorining sferik sistema

koordinatalari  ortlariga bo’lgan proyeksiyarini yozing:

JAVOB:

).cos2sin2sincossin2,sin(
;)sin,,(

2222 qjqqjqjqqjqqqjq

jqq
&&&&&&&&&&&&&&&

r
&&&

r

rrrrrrrrrw
rrrv

+++-+--

Uslubiy tavsiyalar:
1.Koordinata sistemalarini sinf taxtasida ularning ortlarini fazoviy va xy

tekisligida ko’rsatgan holda chizib ko’rsating.Sistemalar ortlarini chizib ko’rsatish
paytida,shuningdek nuqta radius-vektorini koordina sistemalari ortlari bo’yicha
yozishda  iloji boricha talabalar ishtirokiga erishish kerak.

2.Ko’p hollarda ortlardagi indekslarni yozishda talabalar, ularni
chalkashtirib,xatolikka yo’l qo’yishadi.Shuning uchun talabalardan indekslarni
aniq yozishni talab qilish lozim bo’ladi.

3.Vaqt bo’yicha o’zgaruvchi va ortlarni differensiallash ancha murakkab
bo’lgani uchun har br ortdan olinadigan birinchi va ikkinchi hosilalarni blok-blok
qilib bajarib olish lozim.

4.Ko’pchilik talabalar proyeksiya olish va differensiallash qoidasi sedan
chiqargan bo’lishi mumkin.Shuning uchun ularni eslatish kerak bo’ladi.
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3-MASHG’ULOT
Mavzu: «Egrichiziqli koordinatalar sistemasi.Lame koeffitsiyentlari»

Darsning maqsadi.Talabalarga egrichiziqli koordinatalar sistemasida
ishlashni va Lame koeffitsiyentlarni turli koordinatalar sistemasi uchun topishni
o’rgatish.

Qisqacha tushuncha.Harakatning yoki koordinatalar sistemasining berilish
usuliga qarab tezlik va tezlanish proyeksiyalarini hisoblash formulalari turlicha
bo’lishi mumkin.Tezlik va tezlanishni hisoblash usulini umumlshtirish uchun bir-
biriga orthogonal bo’lgan 32 ,, qqq  egrichiziqli koordinatalar kiritiladi.Dekart
koordinatalaridan egrichiziqli koordinatalarga o’tish formulasi quyidagicha
bo’ladi:

),,(,),,(,),,( 321321321 qqqzzqqqyyqqqxx ===

Bulardan vaqt bo’yicha differensial olib,dekart koordinatalarida tezlik
proyeksiyalarini topamiz

.

,

,

3
3

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

q
q
zq

q
zq

q
zz

q
q
yq

q
yq

q
yy

q
q
xq

q
xq

q
xx

&&&&

&&&&

&&&&

¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=

¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=

¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=

Bu yerda

.,, 3
3

2
2

1
1 td

qdq
td

qdq
td

qdq === &&& -

umumlashgan tezliklar deb ataladi.Tezlik modulining kvadrati uchun
2

33
2

22
2

11
2222 qHqHqHvvvv zyx &&& ++=++=

Ifodani olamiz.Biz bu yerda umumlashgan tezliklarning ortogonalligini hisobga
oldik.Oxirgi formuladagi 321 ,, HHH lar koeffitsiyentlar bo’lib,Lame
koeffitsiyentlari deyiladi va ular quyidagicha aniqlanadi:

;

;

;

2

3

2

3

2

3
3

2

2

2

2

2

2
2

2

1

2

1

2

1
1

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

=

q
z

q
y

q
xH

q
z

q
y

q
xH

q
z

q
y

q
xH

Egrichiziqli koordinatalarda izlanayotgan tezlik proyeksiyalari
quyidagicha yoziladi;

,,, 333222111 qHvqHvqHv &&& ===
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Masalalar

3-1.Sferik koordinatalarda tezli proyeksiyalari va tezlanish proyeksiyalari
aniqlansin.

Yechish.Umumlshgan koordinatalar rolini bu masalada
jq === 321 ,, qqrq

sferik koordinatalar o’ynaydi.Dekard koordinatalarining sferik koordinatalar bilan
bog’lanishi bizga ma’lum

qjqjq cos,sinsin,cossin rzryrx ===
Bundan biz Lame koeffitsiyentlarini topamiz

2

1

2

1

2

1
1 ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

=
q
z

q
y

q
xH = ,1cossinsincossin 22222 =++ qjqjq

,sinsincoscoscos 22222222
2

2

2

2

2

2
2 rrrr

q
z

q
y

q
xH =++=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

= qjqjq

.sin0cossinsinsin 222222
2

3

2

3

2

3
3 qjqjq rrr

q
z

q
y

q
xH =++=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

=

Demak, egrichiziqli koordinatalarda izlanayotgan tezlik proyeksiyalari
quyidagicha bo’lar ekan:

.sin,, 333222111 jqq &&&&&& ×====== rqHvrqHvrqHv
Sferik koordinatalar o’qlarida tezlanishning proyeksiyalari

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

=
iii

i q
T

q
T

td
d

H
w

&

1           ( )3,2,1=i

Bu yerda -T kinetik energiya
( ) ( )2222222222 sin

2
1

2
1

2
1 jqq &&&&&& ×++=++== rrrzyxvT

Har bir umumlashgan koordinatalar bo’yicha ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

ii q
T

q
T

td
d

&
 ayirmani topamiz:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

ii q
T

q
T

td
d

&
==1i ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

11 q
T

q
T

td
d

&
= .sin 2222 jqq &&&&

&
×--=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶ rrr

r
T

r
T

td
d

11 == rHH  bo’lgani uchun

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

=
r
T

r
T

td
d

H
w

r
r &

1 .sin 2222 jqq &&&&
&

×--=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶ rrr

r
T

r
T

td
d

Xuddi shu yo’l bilan topamiz

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

=
qqq

q
TT

td
d

H
w

&
1 .cossin21 2jqqqq

qq
&&&&&

&
×-+=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶ rrrTT

td
d

r

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

=
jjj

j
TT

td
d

H
w

&

1 .cos2sin2sin
sin
1

jqqqjjq
jjq

&&&&&&
&

×++×=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶ rrrTT

td
d

r
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3-2.Dekart koordinatalari toroidal koordinata ( ),, yjr lar orqali quyidagicha
jryjryjr sin,sin)cos(,cos)cos( =+=+= zayax

ifodalansa, bu koordinatalar sistemasi o’qlarida  tezlik va tezlanish proyeksiyalari
hisoblansin.

Yechish.Lame koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:

1sinsincoscoscos 22222
222

=++=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

= jyjyj
rrrr
zyxH  ,

,cossinsincossin 22222
222

rjyjyjr
jjjj =++=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

=
zyxH

.cos

coscossincoscossin 22222222
222

jr

yjyjryy
yyyy

+=

=+++=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

=

a

aazyxH

U holda tezlik proyeksiyalari toroidal koordinatalarda quyidagicha bo’ladi:
yjryjrjrr yyjjrr &&&&&& ×+====== )cos(,, aHvHvHv

Tezlik moduli
.)cos( 22222 yjrjrr &&& +++= av

Nuqtaning kinetik energiasi
))cos((

2
1

2
1 222222 yjrjrr &&& +++== avT

ko’rinishga ega bo’lgani uchun oldingi masaladagidek,tezlanish proyeksiyalari
quyidagicha bo’ladi:

[ ]
.)sincos(2)cos(

)cos(
)cos(

11

,sin)cos(21

,cos)cos(1

2

2

22

jjrjryjry

yjr
jryy

jyjrjrjr
jj

jyjrjrr
rr

y
y

j
j

r
r

&&&&&

&
&

&&&&&
&

&&&&
&

-++=

=+
+

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

=

+++=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

=

+--=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

=

a

a
td

d
a

TT
td

d
H

w

aTT
td

d
H

w

aTT
td

d
H

w

1-2-TOPSHIRIQLAR
1.Silindrik koordinatalar o’qlariga tezlik  proyeksiyasini toping.
2. Silindrik koordinatalar o’qlariga tezlanish  proyeksiyasini toping.
JAVOBLAR:
1. ).,)(1,(.2;,, 22 z

td
dwzvvv z &&&&&&

r
&&& jr

r
jrrjrr jr -===

Uslubiy tavsiyalar:
1.Berilgan egrichizqli koordinatalar sistemasi uchun Lame koeffitsiyentlarini
aniqlash kerak.
2.Egrichiziqli koordinata sistemasining ortogonalligini tekshirib chiqish lozim.
3.Egrichiziqli koordinatalarda nuqta tezligi proyeksiyasi va tezlanishi
proyeksiyalarini hisoblash kerak.
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4-MASHG’ULOT
Mavzu: «Moddiy nuqtaning impuls momenti»

Darsning maqsadi.Talabalarga moddiy nuqtaning impuls momenti va uning
turli koordinata sistemalarida ko’rinishi to’g’risida ma’lumot berish.Impuls
momentini o’rganish kelgusida atom fizikasini,kvant mexanikasini o’rganishda
talabalarga qo’l keladi.

Qisqacha tushuncha.Moddiy nuqtaning impuls momenti (ayrim
adabiyotlarda harakat miqdor momenti deb ham yuritiladi) vector kattalik bo’lib,u

[ ] [ ]
zyx vvv
zyx
kji

mvrmprl

rrr

rrrrr
=´=´=

formula bilan aniqlanadi.Markaziy-simmetrik maydonda impuls momenti harakat
integrali (saqlanuvchan kattalik) hisoblanadi.Uning harakat integrali bo’lishligi
fazoning izotroplik xossasi bilan bog’langan bo’ladi (fazoda barcha yo’nalishlar bir
xildir).

Misollar

4-1.Impuls momenti komponentalari zyx lll ,, larni silindrik va sferik
koordinatalar orqali ifodalang.

Yechish. Dekart ( ),, zyx  va silindrik koordinatalar quyidagicha bog’langan:
zzryrx === ,sin,cos jj

Dastlab l  momentning komponentalarini yozaylik
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( ).

;

;

xyyxmpypxprl

zxxzmpxpzprl
yzzympzpyprl

xyzz

zxyy

yzxx

&&
rr

&&
rr

&&
rr

-=-=´=

-=-=´=

-=-=´=

Endi biz tezlik komponentalarini topamiz
.,cossin,sincos zzrryrrx &&&&&&&& =+=-= jjjjjj

U holda
( )

.)sincossincossincos(

;sin)(cos)cossincos(
;cos)(sincossinsin

22222 jjjjjjjjj

jjjjjjj
jjjjjjj

&&&&&

&&&&&&

&&&&&&

rmrrrrrrml

rzmzrrzmzrrzrzml
rzmrzzrmrzrzzrml

z

y

x

=+-+=

--=--=
--=--×=

Bu misoldan o’zimizga bir foydali munosabatni keltirib chiqarishimiz
mumkin.Buning uchun moddiy nuqtaning silindrik sistemadagi Lagranj
funksiyasini yozamiz

( ) ( ) ),(
2

),,(
2

22222 jj rUrrmzyxUyxmL -+=-+= &&&&

Bundan umumlashgan impulsni topaylik
j

jj &
&

2rmLp =
¶
¶

=

Topilganni j&2rml z =  bilan solishtirsak,ularning o’zaro teng ekanligini ko’ramiz:
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.zlp =j

Endi biz sferik koordinatalarda impuls momenti komponentalarini
topamiz.Yana biz dekart koordinatalari va sferik ( ),, jqr  koordinatalar o’rtasidagi
bog’lanishni yozamiz:

qjqjq cos,sinsin,cossin rzryrx ===
Bizga zyx &&& ,,  tezliklarni toppish kerak bo’ladi.Ular quyidagicha bo’ladi:

.sincos

;cossinsincossinsin

;sinsincoscoscossin

qqq

jqjjqqjq

jqjjqqjq

&&&

&&&&

&&&&

rrx
rrry
rrrx

-=

++=

-+=

Navbatma-navbat impuls momentining har bir komponentasi hisoblansa,biz ular
uchun quyidagilarga ega bo’lamiz:

.sin)(

;)sincossincos()(

;)coscossinsin()(

22

2

2

qj

jqqjjq

jqqjjq

&&&

&&&&

&&&&

rmyzzyml

rmyzzyml

rmyzzyml

x

y

x

=-=

-=-=

+-=-=

Silindrik sistema uchun qilganimizdek,sferik sistemada moddiy nuqta uchun
Lagranj funksiyasini yozamiz

),,()sin(
2

),,()(
2

222222222 jqqqj rUrrrmzyxUzyxmL -++=-++= &&&&&&

Bundan yana umumlshgan impulsni topamiz va jp , zl larning o’zaro teng ekanligini
ko’ramiz.

1-2-TOPSHIRIQLAR
Ellips bo’ylab harakat qilayotgan moddiy nuqta uchun
1) impuls momentining harakat integrali ekanligi isbotlansin;
2) impuls momenti va sektorli tezlik o’rtasida fml &2= munosabat mavjudligi

isbotlansin ( bu yerda -=
td
sdf& sektorli tezlik).

3-4-TOPSHIRIQLAR
Impuls momentining mutlaq kattaligi aniqlansin:
3) silindrik koordinatalarda;
4) sferik koordinatalarda.

JAVOBLAR:

).sin(.4
.)()(.3

222422

22222222

qjq

j
&&

&&&

+=

-++=

rml
rzzrmzrrml

Uslubiy tavsiyalar:
1. Impuls momentini kuch momenti bilan aralshtirmaslik lozim.
2. Impuls momenti vector kattalik  bo’lgani uchun uning komponentalarini
topishda ikki vektorning vektorli ko’paytmasini ochish qoidasidan foydalanish
kerak.
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5-MASHG’ULOT
Mavzu: «Moddiy nuqta harakat qonunlari va trayektoriyasi»

Darsning maqsadi:Harakatning berilgan qonunlari bo’yicha nuqta harakat
trayektoriyasini,tezligi va tezlanishini hisoblashga qaratilgan masalalar yechish.

Qisqacha tushuncha.Nuqtaning trayektoriyasini aniqlashni talab qilgan
masalalar ikki variantda yechilishi mumkin:

1.Agar harakat qonuni berilgan bo’lsa,bu qonunlardan vaqtni yo’qish bilan
osongina trayektoriya topiladi.Bu yo’l bilan nuqta uchta koordinatalari o’rtasida
bog’lanish topiladi.Bu holda nuqta tezligi va tezlanishi berilgan harakat
qonunlarini vaqt bo’yicha differensiallab topiladi.Bu holda koordinata
sistemalariga mos tezlik va tezlanish proyeksiyalari oldingi mavzuda topilgani kabi
topiladi.

2.Agar harakat tenglamalari ma’lum bo’lsa,nuqta tezligi va harakat qonuni
vektorli ko’rinishdagi harakat tenglamalarini integrallash yo’li  bilan
topiladi.Topilgan vektorli )(trr  funksiya tanlab olingan koordinata sistemasining
ortiga proyeksiyalanadi.Yoki berilgan tenglamalarni proyeksiyalarini topib,keyin
esa ularni integrallash mumkin.Ikkala holda ham trayektoriya uchun tenglama
topiladi.

Мasalalar

5-1.Moddiy nuqtaning harakat qonuni

ï
ï
î

ïï
í

ì

=
=
=

0
,sin
,cos

z
tay
tax

w
w

(bu yerda w,a  =const) ko’rinishda berilsa,nuqtaning trayektoriyasi, tezligi va
tezlanishi topilsin.

Yechish.Qoidaga binoan berilgan harakat tenglamalaridan vaqtni yo’qotish
yo’li bilan trayektoriya tenglamasini topamiz.Buning uchun har ikkala tenglamani
kvadratga ko’tarib,ularning char va o’ng tomonlarini mos ravishda qo’shamiz:

( ) ,cossinsincos
,sin
,cos

2222222222

222

222

attatatayx
tay
tax

=+=+=+

=

=

wwww

w

w

Demak,moddiy nuqta radiusi a  gat eng bo’lgan aylana bo’ylab harakat qilar
ekan.Nuqtaning tezligi va tezlanishi uning harakat qonunini vaqt bo’yicha bir va
ikki marta differensiallab topiladi:

0,cos

,sin

====

-==

dt
dzvta

dt
dyv

ta
dt
dxv

zy

x

ww

ww

Nuqtaning to’liq tezligi:
.cossin 22222222 wwwww atatavvv yx =+=+=
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0

,sin

,cos

2

2

2
2

2

2
2

2

===

-===

-===

dt
zd

td
vdw

ta
dt

yd
td

vd
w

ta
dt

xd
td

dvw

z
z

y
y

x
x

ww

ww

Bulardan to’liq tezlanish
.sincos 224224222 wwwww atatawww yx =+=+=

5-2. N nuqta

tkby
tkax

cos
),cos(

=
-= e

                                                              (1)

tenglamalari bo’yicha tebranma harakat qiladi.Bu nuqtaning trayektoriyasi
aniqlansin.e  ning qanday qiymatlarida nuqta trayektoriyasi parabolaga aylanadi?
Boshlang’ich vaqt momentida nuqta tezligi topilsin.

Yechish.Nuqta trayektoriyasini toppish uchun harakat tenglamalaridan
vaqtni yo’qatamiz

[ ] [ ]eeeee sincossin2cossincoscossinsincos2cos 22 tktktktktktk
a
x

+-=+=       (2)

Harakatning ikkinchi tenglamasidan

.1sin,cos 2

2

b
ytk

b
ytk -==                                                                     (3)

(3)ni (2) ga qo’yib,nuqta trayektoriya tenglamasini topamiz:

2

2

2

2

1sin2cos12
b
y

b
y

b
y

a
x

-+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-= ee                                                          (4)

Nuqtaning harakat tenglamalaridan shu narsa ma’lumki, e ning istalgan
qiymatlarida yx ,  koordinatalar mos ravishda ba ±± ,  qiymatlardan ortiq
bo’lmaydi.Shunday qilib,N nuqta trayektoriyasi tomonlari a2  va b2  bo’lgan
to’g’riburchak ichida yotgan bo’ladi.(4) tenglama e  ning 01 =e  va pe =2

qiymatlarida parabolaga aylanadi:

÷
ø
ö

ç
è
æ ±=

a
xby 1

2

2
2

Endi biz nuqtaning tezligini topamiz.Tezlikning proyeksiyalari harakat
tenglamalaridan vaqt bo’yicha hosila olib topiladi:

.sin,)2sin(2 tkkbyvtkkaxv yx -==--== && e

Tezlikning bu komponentalarining boshlang’ich vaqt momenti t=0 dagi qiymatlari
0)0(,sin2)0( ==-== tvaktv yx e .

Nuqta tezligi moduli esin2kv =  ga teng bo’ladi.
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1-3 TOPSHIRIQLAR

Agar harakat qonuni

1.

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

=
=
=
=

.,,
0

;sin
;cos

constba
z

tby
tax

w

w
w

2.

ï
ï
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ï
ï
í

ì

=
+=
+=

=
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ztzz

t

0000

00

00

0

,,,,
;
;

;

&&

&

&

jjr

jjj
rr

 3.

ï
ï
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î

ïï
ï

í

ì

=

+=

=

+=

constrr
t

rtrr

0000

00

00

,,,
;

;
2

;

jj
jjj

p
q

&&

&

&

ko’rinishda berilsa,nuqta trayektoriyasi,tezligi va tezlanishi topilsin.
Barcha trayektoriyalar ucho’lchamli fazoda tasvirlansin.

4-5 TOPSHIRIQLAR

Kuchlanganligi
4. ;,cos 000 EvtEE

rrrr
^= w

5. annaidayoburchakostnisbagaEtezlikvEE lg'tan, 000 a
rrrr

=

bo’lgan elektr maydonida massasi ,m  zaryadi e  bo’lgan zarra harakat qilayotgan
bo’lsa,uning trayektoriyasi topilsin.Bu yerda constvE =w,, 00

rr

JAVOBLAR:

1. yx  tekisligida yotuvchi ellips ;0,12
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zz qonuniga ega bo’lgan vintli chiziq.
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rr qonuniga ega bo’lgan spiral.
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0
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-
-= w

w

Clic
k h

ere
 to

 buy

A
BB

YY PDF Transformer 2.0

www.ABBYY.com
Clic

k h
ere

 to
 buy

A
BB

YY PDF Transformer 2.0

www.ABBYY.com

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


20

5. .,)(
sin2

)(
00022

0

2
00 zzxctgyy

v
yyEx =+-+

-
= a

a

Uslubiy tavsiyalar:
1.Har bir masalada ishlatiladigan koordinata sistemasining tanlab olinishini

asoslash lozim.Talabalar takliflarini ham qarab chiqish kerak.
2.Trayektoriya tenglamasi va tezlik,tezlanish vektorlari proyeksiyalari

qaralayotgan koordinata sistemasida chiqarilishi lozimligini tushuntirish kerak
bo’ladi.Trayektoriya chizmasi moddiy nuqta harakatining  oddiy ucho’lchamli
fazodagi harakatiga mos kelmog’i lozim.

3.Oldingi mashg’ulotda qatnashmagan talabani darsda qatnashgan talaba
yoniga o’tqazish lozim.

Clic
k h

ere
 to

 buy

A
BB

YY PDF Transformer 2.0

www.ABBYY.com
Clic

k h
ere

 to
 buy

A
BB

YY PDF Transformer 2.0

www.ABBYY.com

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


21

6-MASHG’ULOT
Mavzu: «Moddiy nuqta harakat qonunlari va trayektoriyasi»

Darsning maqsadi:Harakatning berilgan qonunlari bo’yicha nuqta harakat
trayektoriyasini,tezligi va tezlanishini hisoblashga qaratilgan masalalar yechish.

Qisqacha tushuncha.Nuqtaning trayektoriyasini aniqlashni talab qilgan
masalalar ikki variantda yechilishi mumkin:

1.Agar harakat qonuni berilgan bo’lsa,bu qonunlardan vaqtni yo’qish bilan
osongina trayektoriya topiladi.Bu yo’l bilan nuqta uchta koordinatalari o’rtasida
bog’lanish topiladi.Bu holda nuqta tezligi va tezlanishi berilgan harakat
qonunlarini vaqt bo’yicha differensiallab topiladi.Bu holda koordinata
sistemalariga mos tezlik va tezlanish proyeksiyalari oldingi mavzuda topilgani kabi
topiladi.

2.Agar harakat tenglamalari ma’lum bo’lsa,nuqta tezligi va harakat qonuni
vektorli ko’rinishdagi harakat tenglamalarini integrallash yo’li  bilan
topiladi.Topilgan vektorli )(trr  funksiya tanlab olingan koordinata sistemasining
ortiga proyeksiyalanadi.Yoki berilgan tenglamalarni proyeksiyalarini topib,keyin
esa ularni integrallash mumkin.Ikkala holda ham trayektoriya uchun tenglama
topiladi.

Мasalalar

6-1.Gorizontga a  burchak ostida
tashlangan M nuqta (havo qarshiligi
hisobga olinmasin)

)2(2/sin

),1(cos
2

0

0

gttvy
tvx
-×=

×=

a

a

tenglamalarga asoslanib harakat
qiladi. Bu yerda -gv ,,0 a doimiy
kattaliklar.

Trayektoriya tenglamasi,nuqtaning
boshlang’ich holatiga nisbatan eng
baland ko’tarilishi ( h ),eng baland
ko’;tarilish holatigacha gorizont
bo’ylab masofa ( s ) hamda gorizont
bo’ylab eng uzoq uchish masofasi ( l )

hisoblansin.
 Yechish.Trayektoriya tenglamasining ochiq ko’rinishini toppish uchun

nuqtaning harakat tenglamalaridan vaqtni yo’qatamiz

acos0v
xt =                                                                                   (3)

Buni ikkinchi tenglamaga qo’yamiz:
2

22
0 cos2

x
v

gxtgy
a

a -×=                                                              (4)

M

x

y

0

h

s
l

a
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Analitik geometriyadan ma’lumki,oxirgi tenglama trayektoriya tenglamasi
bo’lib,u y -o’qiga parallel bo’lgan simmetriya o’qli parabola tenglamasi
bo’ladi.Haqiqatan, y  ning har bir qiymatiga x  ning ikkita qiymati mos keladi.Bu
parabola koordinata boshidan o’tadi,chunki 0,0 == yx  koordinatalar qiymatlari
uning tenglamasini qanoatlantiradi.

 Nuqtaning gorizontga nisbatan eng yuqori balandlikka ko’tarilishini toppish
uchun qoidaga ko’ra y  ning ekstremal qiymatini topishimiz lozim bo’ladi.Buning
uchun y dan x  bo’yicha hosila olib,uni nolga tenglashtiramiz:

0==
xd
td

td
yd

xd
yd ,

lekin bizda 0¹
td
xd .Shuning uchun 0=

td
yd  bo’lishi lozim.

0sin 10 =-= tgv
td
yd

a                                                                      (5)

Demak, y  o’zining ekstremal qiymatiga 1t  ning

g
v

t
asin0

1 =                                                                                       (6)

qiymatida erishadi.Vaqtning bu qiymatini (2) tenglamaga qo’yib,eng yuqori
ko’tarilish balandligini topamiz

g
v

g
vg

g
v

yh
aaa 22

0
2

22
0

22
0

max
sin

2
1

2
sinsin

=-==

y  ning bu ekstremal qiymati minimum bo’lmasdan,maksimum bo’ladi,chunki
1tt =  da y  dan olingan ikkinchi hosila manfiy bo’ladi:

gy tt -== 1
&&

Nuqtaning eng yuqoriga ko’tarilish balandligiga to’g’ri  keluvchi abscissa
qiymatini aniqlash uchun (6) ni (1) tenglamaga qo’yish kerak

g
v

g
v

vxs
2

2sinsin
cos

2
00

01
aa

a ===

Gorizontal bo’yicha uchish uzoqligi l  (4) trayektoriya tenglamasidan 0=y
bo’lganda topiladi:

0
cos2 22

0

2

=-×
a

a
v

xgtgx

Bu tenglikdan x  ning ikkita qiymatini topamiz:

g
v

lxx
a2sin

,0
2

0
20 ===

Bu qiymatlarning birinchisi nuqtaning boshlang’ich holatiga to’g’ri
kelsa,ikkinchisi gorizontal bo’yicha uchish uzoqligini ko’rsatadi.Biz sl ,
qiymatlarini solishtirib, ,2 sl = yani nuqtaning eng yuqori holatiga gorizontal
uzoqlikning yarmida erishishini ko’ramiz.
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 6-2.Sirti gorizontga nisbatan b
burchakka og’gan tepalik pastida joylashgan
quroldan otilgan     snaryad

)2(2/sin

),1(cos
2

0

0

gttvy
tvx
-×=

×=

a

a

tenglamalar bo’yicha harakat qiladi.Bu
yerda -a gorizont va snaryadning uchib
chiqish yo’nalishi o’rtasidagi burchak.

 Snaryadning OA  yo’nalishi bo’yicha eng
uzoqqa uchishi uchun u qanday a  burchak
ostida otilishi kerak?

 Yechish.Oldingi masaladagidek,(1) va (2) lardan trayektoriya tenglamasini
topamiz 2

22
0 cos2

x
v

gxtgy
a

a -×=                                                               (3)

Tepalik sirtining yx  vertical tekislikka proyeksiyasi hisoblangan OA  to’g’ri
chiziqning tenglamasi bo’lib

btgxy =                                                                                        (4)
tenglama hisoblanadi.Snaryad yerga A  nuqtada tushadi va (3) va (4) ordinatalar

o’zaro teng bo’ladi
=btgx 2

22
0 cos2

x
v

gxtg
a

a -×

Bundan

( ) ( ).cos22sincos2 2
2

020
2

baaaba tg
g

v
g
vtgtgx ×-=-=

a  burchakka bog’liq ravishda eng uzoqqa uchishni aniqlash uchun x  dan a
bo’yicha hosila olib,uni nolga tenglashtirish lozim

( ) 02sin22cos2
2

0 =×+= baa
a

tg
g

v
d

xd

Bundan
ba tgctg -=2 ,

yoki
)

2
(

2
1,

2
2 bpabpa +=+=

TOPSHIRIQ
Nuqta harakati silindrik  koordinatalarda

)1(,)1(,)1( 000 tzztt bbjjbrr +=+=+=

vaqtning funksiyalari tariqasida berilgan bo’lsa,nuqtaning trayektoriyasi va
trayektoriya bo’ylab harakat qonunini aniqlang.

JAVOB:
-=

00 r
r

z
z vint chizig’i, 2

00
2

0
22

0 zts ++= jrrb -harakat qonuni.

x

y

0
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a b
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Uslubiy tavsiyalar:
1.Har bir masalada ishlatiladigan koordinata sistemasining tanlab olinishini

asoslash lozim.Talabalar takliflarini ham qarab chiqish kerak.
2.Trayektoriya tenglamasi va tezlik,tezlanish vektorlari proyeksiyalari

qaralayotgan koordinata sistemasida chiqarilishi lozimligini tushuntirish kerak
bo’ladi.Trayektoriya chizmasi moddiy nuqta harakatining  oddiy ucho’lchamli
fazodagi harakatiga mos kelmog’i lozim.

3.Oldingi mashg’ulotda qatnashmagan talabani darsda qatnashgan talaba
yoniga o’tqazish lozim.

Clic
k h

ere
 to

 buy

A
BB

YY PDF Transformer 2.0

www.ABBYY.com
Clic

k h
ere

 to
 buy

A
BB

YY PDF Transformer 2.0

www.ABBYY.com

http://www.abbyy.com/buy
http://www.abbyy.com/buy


25

7-MASHG’ULOT
Mavzu: «Bir o’lchamli erkin harakat»

Darsning maqsadi.Moddiy nuqtaning erkin harakatning ikki sohasini
ajratib turgan chegaradan o’tish holini qarab chiqish.Talabalarni berilgan potensial
maydonda nuqtaning bir o’lchamli harakat xarakterini tadqiq qilishni o’rgatish.

Qisqacha tushuncha. Potensial energiya U=const bo’lgan moddiy nuqta
erkin harakatining har bir sohasida E  energiya, pr  impuls va M

r
 impuls momenti

saqlanuvchan kattaliklar bo’lib hisoblanadi.Nuqta sohalarni ajratib turgan
chegaradan o’tishida bu chegaraga tik bo’lgan yo’nalishda fazoning birjinsligi
buziladi.Harakatning bir-biriga bog’liq bo’lmagan integrallari bo’lib faqat energiya
va ajralish chegarasiga parallel yo’nalishda impuls vektorining komponentasi
hisoblanadi.Bu saqlanish qonunlari qaralayotgan ikki sohani ajratib turgan
chegaradan moddiy nuqta o’tayotganida kattaliklarning  va tezlik yonalishining
o’zgarishini aniqlash imkonini beradi (yorug’likning ikki muhit chegarasidan
o’tishdagi sinish qonuniga o’xshash).

2.Bir o’lchamli harakatni tadqiq qilishda potensial energiya U ning x
koordinataga qanday bog’liqligi muhim ahamiyatga ega: nuqta energiyasi harakat
integrali sanaladi- E =const.Nuqta harakati faqatgina )(xUE ³  bo’lganda mumkin
bo’ladi. )(xUE =  tenglamaning ildizlari E  energiyalik nuqtaning burilish
nuqtalarini aniqlaydi.Nuqta ( 21 , xx ) burilish nuqtalari orasidagi potensial o’rada
harakat qilsa,uning harakati finitli harakat hisoblanadi.U  holda min)(xUE ³  finitli
harakat energiyasining ruxsat etilgan qiymatlari sohasini aniqlaydi
( -min)(xU potensial o’raning «tubi»).Harakat 3xx ³  sohada sodir bo’lsa,moddiy
nuqta +¥  gacha ketishi mumkin-harakat infinitli bo’ladi (xuddi shunday -¥ga ham
ketishi mumkin).Bir o’lchamli harakat uchun

ò +
-

= 0)(2
t

xUE
xdmt

o’rinli bo’lgani uchun potensial o’rada nuqtaning harakat qilish davri 1x  nuqtadan
2x  nuqtagacha va teskari harakat vaqti tariqasida aniqlanadi:

2=T ò -

2

1
)(2

x

x xUE
xdm

Masalalar

7-1.Massasi 1=m  nuqtaning xxU =)(  potensial maydonda
harakatqilsa,uning burilish nuqtalarini toping va harakatni integrallang.
Boshlang’ich vaqt momentida .0)0(,1)0( == xx &

Yechish. Nuqta bir o’lchamli,yani -x o’qi bo’ylab harakat qiladi.Uning
uchun burilish nuqtasi to’liq energiyasi
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xxxUTE +=+= 2

2
1)( &  ning burilish nuqtasida potensial energiyasi xxU =)(  ga

tengligi bilan aniqlanadi:
xxx =+2

2
1
&

Bundan 0
2
1 2 =x&   yoki consttx =)(  ekanligini topamiz.Boshlang’ich shartga ko’ra

1=const .Demak, 1)( =tx  va nuqtaning to’liq energiyasi .1=E U holda nuqtaning
potensial maydondagi harakat vaqti

constx
x

dx
xUE

xdt +--=
-

=
-

= ò ò )1(2
12

1
)(2

1

Boshlang’ich moment 0=t  da 1)0( =x  bo’lgani uchun 0=const  bo’ladi. Demak,

.)1(2 xt --=  Bu tenglikning har ikkala tomonini kvadratga ko’tarib, 2

2
11 tx -=

ekanligini  topamiz. Shu holga mos keladigan harakat tenglamasi 1-=x&&  ni
yechib,yana biz olgan natijaga kelish mumkin.Haqiqatan,bu tenglamani vaqt
bo’yicha integrallasak, .consttx +-=&  Boshlang’ich shartdan 0=const  va .tx -=&

Bu tenglikni yana bir bor integrallab, .
2

)(
2

constttx +-= 0=t  da 1=const . Demak,

.
2
11 2tx +=

Quyida keltirilayotgan rasmlarda berilgan potensial maydondagi harakat va
nuqtaga ta’sir qilayotgan kuch yo’nalishi ko’rsatilgan.

rasm

7-2. 2

2
1)( xkxU =  potensial maydonda nuqta harakat qonuni aniqlansin.

Yechish.Berilgan potensialni

ò -
=

)(2 xUE
xdmt

formulaga qo’yamiz:

.
2

)(arccos

2
12 2

const
E
ktx

k
m

xkE

xdmt +÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

-
= ò

Bundan

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+= at

m
k

k
Ex cos2 .Bu yerda a -boshlang’ich shartdan topiladigan doimiy

son.Masalan, 0=t  vaqt momentida 0)0( =x  deb hisoblasak,
2
p

a =  bo’lishi kerak.

7-3. 2)( xxU =  maydonda 1=m  massaga ega bo’lgan moddiy nuqta uchun
burilish nuqtasi, tebranish davri topilsin va harakatning finitlik sharti ko’rsatilsin.
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Yechish. Harakatning finitlik sharti minUE ³  dan foydalanib,
0)0()( ==UxU

ega bo’lamiz.Demak, UE ³  bo’lib, moddiy nuqta finitli harakatlanishini
ko’ramiz.Bu nuqtaning berilgan potensial maydonda burilish nuqtasini topish
uchun

)(xUE =
Tenglamani yechin,uning ildizlarini topamiz: Ex ±=2,1 .

Moddiy nuqtaning berilgan maydonda tebranish davri

E

E

E

E

E

E E
x

E
x
E
xd

xE
dxT

+

-

+

-

+

-

==

÷
ø
ö

ç
è
æ-

÷
ø
ö

ç
è
æ

=
-

= òò arcsin
2

2

1
2

2
2

2
22

.
2

2
222

2 ppp
=úû

ù
êë
é +=

yoki
2p=T

1-TOPSHIRIQ
1.Massasi m ,tezligi 1v  bo’lgan zarra potensial energiyasi constU =1  1-

yarimfazodan
potensial energiyasi constU =2  2-yarimfazoga o’tganda 2v  tezlik qiymati va

2

1

sin
sin

q
q

=n  sindirish ko’rsatgichi aniqlansin.Bu yerda 21 ,Jq lar 21 ,vv rr  tezliklarning 1-

va 2-yarimfazolar ajralish tekisligiga o’tkazilgan normal o’rtalardagi burchaklar.
2-4-TOPSHIRIQLAR
Massasi m =1 bo’lgan moddiy nuqta

2

2

3

1)(.4

;)(.3
;)(.2

x
xU

xtgxU
xxU

-=

=

=

potensial maydonlarda harakat qilsa,harakatning finitlik sharti ko’rsatilsin,burilish
nuqtalari va tebranish davri hisoblansin.

5-TOPSHIRIQ
Massasi m =2 bo’lgan moddiy nuqtaning xtgxU 2)( -=  potensial  maydonda

harakat tenglamasini ntegrallang (t=0 boshlang’ich vaqtda x=0 , )2=x&

JAVOBLAR:

1. .21,21 2
1

21

1

2
2
1

21
12 mv

uu
v
vn

mv
uuvv -

+=
-

+=
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2. .2,,0 2,1 p=±=³ TExE

3. .
1

2,,0 2,1 +
=±=³

E
TEarctgxE p

4. .22,1,0 2,1 E
T

E
xE =±=p

5. )3sin
3

2(,
2
3arcsin

3
1 txxt ==

Uslubiy tavsiyalar:

1.Birinchi masalada qanday harakat integrallari mavjud bo’lishligini
muxokama qilmoq zarur.

2.Bir o’lchamli harakatlarga bag’ishlangan masalalarda
a) potensial energiya grafigini chizish;
b) burilish nuqtalarini aniqlash;
c) berilgan turdagi harakat amalgam oshayotgan energiyaning qiymatlari

mumkin bo’lgan sohani aniqlash;
d) berilgan energiyali nuqta finitli harakati davrini hisoblash zarur bo’ladi.
3.3-masalada asin  ni atg  orqali ifodalashga to’g’ri keladi. Buning uchun

quyidagi shakllardan foydalanish maqsadga muvofiqdir:
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8-MASHG’ULOT
Mavzu: «Markaziy kuch maydonida harakat va uning xarakterini aniqlash»

Darsning maqsadi.Talabalar )(rU eff -effektiv potensialning grafigini
chizishni va undan berilgan markaziy kuch maydonlarida zarra harakat xarakterini
tahlil qilishda foydalanishni o’rganishi lozim.

Qisqacha tushuncha.Zarraning markaziy kuch maydonida harakati paytida
uning energiyasi va impuls momenti saqlanuvchan (harakat integrali)
bo’ladi: ., constlconstE ==

r
Harakat kuch markazidan o’tuvchi l

r
 ga tik bo’lgan

tekislikda sodir bo’ladi.Kuch markaziga qutb (z=0 bo’lgandagi silindrik)
koordinata sistemasi boshini joylashtirib,topamiz

( ),
2

, 22 rUrmEmrl eff+== &&j   (1)

( ) ( ),
2 2

2

rU
mr
lrU eff +=                                                              (2)

Bu yerda 2

2

2mr
l - markazdan qochma energiya deyiladi,j& = -

td
dj burchakli tezlik.

Shunday qilib,zarraning radial harakati )(rU eff  maydondagi bir o’lchamli
harakatiga mos keladi.Shuning uchun lE

r
, ruxsat etilgan harakat sohalari

)(rUE eff>  sharti bilan aniqlanadi,burilish nuqtalari ko’rganimizdek,
)(rUE eff= shartdan topiladi.Ma’lumki,markazdan qochma energiya kuch markazi

atrofida potensial to’siqni yaratadi. ( )rU ning berilishiga qarab uch turdagi
harakatning sodir bo’lishi mumkin bo’ladi:: minrr = dan ¥®r  gacha infinitli
harakat, minr dan maxr gacha burilish nuqtalari orasida finitli harakat,va
harakatningruxsat etilgan sohasi bo’lib maxrr =  radiusli aylana hisoblanganda
markazga tushib qolish.Saqlanuvchan energiya va impuls momentining mumkin
bo’lgan qiymatlari har bir konkret holda )(rU eff  grafikasining ko’rinishidan
topiladi. 1r  va 2r  o’rtasidagi masofani bosib o’tish uchun ketgan vaqt

( ) ,
2

2

1

ò -
±=

r

r caì rUE
drmt               (3)

Formula bilan hisoblanadi.Bu yerda ±  ishora
dt
dr  radail harakat tezligining

ishorasiga mos keladi.
Masalalar

8-1. ( ) 22
1
r

rU =  maydonda 1=m  massaga ega bo’lgan zarra uchun burilish

nuqtalari topilsin va harakatning xarakteri tekshirilsin.
Yechish.Burilish nuqtalarini aniqlash uchun (2) tenglikni hisobga olgan

holda ( )rUE eff=  tenglamadan foydalanamiz

( ) E
rmr

lrUeff =+= 22

2

2
1

2
.
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Masala shartiga ko’ra 1=m ,yani

E
rr

l
=+ 22

2

2
1

2
yoki

12 22 += lEr ,
bundan

E
lr
2

12 +
=

ekanligini topamiz. 2l аlbatta musbat hisoblanadi.Agar 0pE  bo’lsa, r  kompleks
son bo’lib qoladi..Shuning uchun 0fE  bo’lishi talab qilinadi,demak,zarra
harakati infinitli harakat bo’ladi.

8-2.Massasi m  bo’lgan moddiy nuqta
r

rU a
=)( (bu yerda 0>a ) potensial

maydonda harakat qilsa,uning markazga eng yaqin va markazdan eng uzoq
joylashgan holati aniqlansin.

Yechish.Berilgan maydonda nuqta uchun effektiv potensial energiya

rrm
lrU eff

a
+= 2

2

2
)(

Shaklga ega bo’ladi.Burilish nuqtalarini  topamiz:

=E
rrm

l a
+2

2

2
Bundan

022 22 =-- lrmrEm a
kvadrat tenglamaga kelamiz va undan

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+-=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
++= 2

2

max2

2

min 11
2

,11
2 a

a
a

a
m

lE
E

r
m

lE
E

r

ekanligini topamiz.

1-5-TOPSHIRIQLAR

Massasi 1=m  bo’lgan zarra uchun quyidagi maydonlarda burilish nuqtalari
hisoblansin va harakatning xarakteri tekshirilsin:

 1. ( ) 2

2
1 rrU =

2. ( )
2
11 2

2 ÷
ø
ö

ç
è
æ += r

r
rU

3. ( ) 42
1
r

rU =

4. ( ) const
r

rU =-= aa ,
2 2

2
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5. ( ) const
r

rU =-= aa ,2

2

Eslatma: 5-masalada burilish nuqtasi energiyaning 0=E  qiymati uchun
axtarilsin.

6-7-TOPSHIRIQLAR

4-masalada 22 apl  va 5-masalada 0=E  bo’lganida zarraning maxrr =

nuqtadan markazga tushib qolish vaqti aniqlansin.Markazga tushishda 0p
dt
dr

bo’ladi deb olinsin.

JAVOBLAR:

1. .
2

12

min E
lr +

= Harakat finitli, -l istalgan

2. 22
2,1 lEEr -±= .  Harakat finitli, lE ³ , l - istalgan.

3. ( )122
2,1 +-±= lEEr . Harakat finitli, 12 +³ lE , l -istalgan.

4.
E

Ellr
4

1642

min
++

= . Harakat infinitli, 0fE , l -istalgan.

5.  а)
E

lr
2

22

min
a-

= . Harakat infinitli, 0fE , 22 afl .

b)
E

lr
2

22

max
-

=
a . 0fE , 22 apl   bo’lganda markazga tushish

0³E , ( )22 apl  bo’lgan holda burilish nuqtasi mavjud bo’lmaydi, 0=r  dan
to ¥=r  gacha zarra to’siqsiz harakat sodir etadi;
c) 0³E  ( 22 a=l ) bo’lganda radius-vektor bo’yicha erkin harakat.

     6. а) ( )
maxeffUE f  bo’lganda 0=r  dan to ¥=r  gacha to’siqsiz harakat;

         b) ( )
max.effUE =  bo’lganda 0r  radiusli aylana bo’ylab harakat

( ) ( )( )max0max
rUU effeff =

         c) ( ) 0
max. ff EU eff , 0rr f  bo’lganda infinitli harakat;

         d) ( ) ,
max.effUE p 0rr f  bo’lganda markazga tushish. 0=E  bo’lganda:

2max l
r a

=  , l -istalgan.

7. 0
2

22

>
-

=
E

lt a  (harakat kuch markazitomon bo’lganda, tezlik 0p
dt
dr  va

ildiz  oldida minus ishora turadi va 0ft  (musbat bo’lishini) ta’minlaydi).

8. 0
22
f

l
t a
= .
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Uslubiy tavsiyalar:

1.Effektiv potensial egriligi taxtada chiziladi.
2.Bu ngrafikda turli tipdagi (finitli,infinitli,markazga tushib qolish) harakat

sohalari ajratilib ko’rsatiladi.
3.Burilish nuqtalari topiladi.
4.Qaralayotgan sohada harakatning berilgan tipi amalga oshayotgan holda

energiya va impuls momentining qiymatlari aniqlanadi.
5. r  ning radius-vektor qiymatini bildirishini bildirishini,uning manfiy va

mavhum bo’la olmasligini talabalarga qayta-qayta uqdirish kerak bo’ladi.
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9-MASHG’ULOT
Mavzu: «Markaziy maydonda harakatning trayektoriyasi va qonunlari»

Darsning maqsadi.Talabalarda 5-mashg’ulotdan olgan bilim va
ko’nikmalarini yanada mustahkamlash.Bu bilimlarni markaziy kuch maydonida
harakatiga oid  yanada murakkabroq masalalarni yechishda ishlatish .

Qisqacha tushuncha.Ma’lumki,moddiy nuqtaning markaziy kuch
maydonida harakat trayektoriyasi

ò -
=- .

)(2 20 rUEr
dr

m
l

eff

jj (1)

kvadraturadan aniqlanadi.Harakat qonunini aniqlash uchun quyidagi integral
xizmat qiladi:

ò -
=- .

)(20 rUE
drmtt

eff

 (2)

)(rtt =  va )(rjj =  tenglamalarni bilgan holda moddiy nuqtaning
)(trr =  va ( )[ ]trjj =  harakat qonunlarini topish mumkin. Odatda markaziy kuch

maydonida integrallash deganda )(rtt =  va )(rjj =  larni hisoblash tushuniladi.

Masalalar

9-1.Massasi 1=m  bo’lgan moddiy nuqtaning 22
1)(
r

rU =  maydonda harakat

tenglamasi integrallansin ( lE ,0. > esa istalgan qiymatlar qabul qiladi).
Yechish. Ма’lumki,effektiv potensial energiya

).(
2

)( 2

2

rU
mr
lrU eff +=

shaklda yozilar edi.Masala shartiga ko’ra bu energiyani quyidagicha yozamiz:

.
2

1
2
1

22
1

2
)( 2

2

22

2

22

2

r
l

rr
l

rmr
lrU eff

+
=+=+=

Nuqta harakat qonuni (2)ga )(rU eff qiymatini qo’yish orqali topiladi

ò ò =
+-

=
+

-

=-
)1(22

2

2
12 22

2

20
lEr

rdr

r
lE

drmtt

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]=+-+-=+-=
-

-

ò ò 1212
2
112 22

2/1
222/122 lErdlEr

E
rdrlEr

( )[ ] ( ).12
2
112

2
1 222/122 +-=+-= lEr

E
lEr

E

Ushbu tenglikdan radius-vektorning qiymatini topamiz

( ) ( )122 22
0 +-=- lErttE                                                                      (1)

yoki
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( ) ( )12
2
1 22

0 +-=- lEr
E

tt

(1) ning har ikkala tomonini kvadratga ko’taramiz:
( ) ( )124 222

0
2 +-=- lErttE ,

bundan

( )
E

lttEr
2

12
2

2
0

2 +
+-=

Demak,

( )
E

lttEr
2

12
2

2
0

+
+-= .

Moddiy nuqtaning harakat trayektoriyasi uchun masala shartiga ko’ra
=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
-

=
-

=- ò ò
2

2
2

20

2
12)(2

r
lEr

dr
m
l

rUEr
dr

m
l

eff

jj

( ) ( )òò =
+-

=
+-

=
122

2
12

2
2 22222 lErr

drl
lErr

drrl

( ) rE
l

l
l

lErr
drl 1

2
1arccos

11222
2 2

222
×

+

+
=

+-
= ò .

Oxirgi tenglikdan radius-vektor kattaligini topamiz

( )0

22 1sec
2

1
jj -

++
=

l
l

E
lr .

9-2.Massasi 1=m  bo’lgan zarraning

÷
ø
ö

ç
è
æ -=

rr
rU 11

2
1

)( 2

potensial maydondagi harakati integrallansin.
Yechish.Berilgan potensial markaziy maydonni hosil qilgani uchun bu

maydonda zarraning trayektoriya tenglamasi

[ ]
ò ò +-+

=

--

=
)1(2

)(2
22

2

2

2

lrrE
r
rd

l

r
lrUE

rd
r
l

j                                  (1)

Bu integral ò <
++-

+
-

=
++

0(
2

221
22

c
cbxaxc

bcarctg
ccbxaxx

xd  bo’lganda)

Jadval integrali hisoblanadi.Bu natijani (1) bilan solishtirib,topamiz:
,0)1(,1,2, 2 <+-==== lcbEarx chunki 2l (xuddi shunday )0>l hamma vaqt

musbat qiymatlarga ega bo’ladi.Demak,(1) integral qiymati quyidagicha bo’ladi:

[ ]
ò ò +-+

=

--

=
)1(2

)(2
22

2

2

2

lrrE
r
rd

l

r
lrUE

rd
r
l

j =
)1(212

)1(2
1 222

2

2 +-++

+-

+ lrErl
lrarctg

l
l
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1-2-TOPSHIRIQLAR

1. lE ,0= -ning istalgan qiymati uchun 6

2

)(
r

rU a
-=  maydonda

harakatlanayotgan va massasi 1=m  bo’lgan moddiy nuqtaning trayektoriyasi
topilsin Bu nuqta maxrr =   dan 0=r  gacha harakatlanganda  qanday burchakka
buriladi?

2.Massasi m  ga teng bo’lgan moddiy nuqta 3

3
)( rrU c
= )0( const>c

maydonda harakatlanmoqda.Agar impuls momenti l  ,radiusi R , burchak tezligi w
ga teng va trayektoriyasi aylanadan iborat bo’lgan moddiy nuqtaning to’liq
energiyasi hisoblansin.

JAVOBLAR:

1. ( );2sin2;
2

arcsin
2
1

0

2

0 jj
a

a
jj -==-

l
rrl

4
pj =D (aylanishning 1/8 qismiga burilish).

2.
5/1

3

25/12

,
6
5, ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
==÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

m
llE

m
lR c

ww
c

Uslubiy tavsiyalar:

1.Bu mashg’ulotda keltirilgan masalalar oldingi mashg’ulotda keltirilgan
masalalarning davomi hisoblanadi.

2.Agar masalani yechishda )(,)( rrtt jj ==  bog’lanishlar topilgan
bo’lsa,masala yechilgan hisoblanadi.Masala yechishda )(trr = -zarraning
radius-vektor bo’ylab harakat qonunini ham va -= )(jrr trayektoriya
tenglamasini ham topish maqsadga muvofiqdir.

3.Talabalar albatta effektiv potensial energiyaning grafigini chizishi zarur .
Bu chizma harakatning finitli yoki infinitli ekanligini yaqqol ko’rsatib turadi.
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10-MASHG’ULOT
Mavzu: «Kulon maydonida harakat»

Darsning maqsadi.Nyutonning tortishuv maydoni yoki Kulon elektrostatik
maydonida harakat qilayotgan moddiy jism uchun kosmik tezliklarni
hisoblash,Kepler qonunlaridan butunolam tortilish qonunini,butunolam tortilish
qonunidan esa Kepler qonunlarini keltirib chiqarish.

Qisqacha tushuncha.Ma’lumki,tortishuv maydoni yoki Kulon maydonida
jism potensial energiyasi r  ga teskari,kuch esa 2r ga teskari proporsional bo’ladi

r
r
mr

r
mMGrF

r
rU rrr

33)(,)( ga
-=-=-=

Bu yerda -G gravitatsion doimiylik, -Mm , mos ravishda jism va Quyosh
massasi, -= GMg Gauss doimiysi, 0>a  (tortishuv uchun), 0<a  (itarishuv uchun)
bo’lgan sonlar.Bunday maydonda jism harakati

1)cos1( -+±= jepr
Trayektoriya bo’yicha sodir bo’ladi,bunda «+»ishora 0>a  ga,«-» ishora esa 0<a

ga mos keladi, -=
am

lp
2

orbita parametri, -+= pEe
a
21 orbita

ekssentrisiteti.Jismning burilish nuqtalari )1(
22,1 e

E
r ±=

a ,katta yarim o’q
E

a
2
a

= -

munosabatlar bilan aniqlanadi.Effektiv potensial energiya 0>a  va 0<a  hollarda
grafikda quyidagicha tasvirlanadi:

Masalalar

10-1.Kepler qonunlari yordamida butunolam tortilish qonunini chiqaring.
Yechish.Keplerning ikkinchi qonuniga binoan planeta radius-vektori

vaqtning teng oralig’ida teng yuzalar chizadi.Demak,planeta harakati tekislikda
sodir bo’ladi va biz bu harakatni qutb koordinata sistemasida qaraymiz:

.sin,cos jj ryrx ==
Bu sistemada planeta tezlanishi

( ) 22
1

22 j&&&&&&& rryxw -=+=
U holda planetaga ta’sir qiluvchi markaziy kuch

)( 2jm &&& rrFr -=

Bu yerda
Mm

m
+

=m -keltirilgan massa, Mm , -mos ravishda planeta va Quyosh

massasi.Keltirilgan massaning bu yerda ishlatilishiga sabab shuki,Keplerning
birinchi qonuni bo’yicha planetalar ellips bo’yicha harakat qilib,ellipsning
fokuslaridan birida Quyosh joylashgan bo’ladi.Lekin Quyosh harakati hisobga
olinsa,ellipsning fokusi Quyosh markazi bilan mos tushmasdan,planeta+Quyosh
sistemasining massalar markazida joylashgan bo’ladi.

Ikkinchi tomondan planetaga qo’yilgan tortishish kuchi butunolam tortishuv
qonuni bilan aniqlanadi:
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r
r
mr

r
mMGF rrr

33 g-=-=

Bu yerda -= MGG g, mos ravishda gravitatsion va Gauss doimiyliklari.Markaziy
maydonda planeta impuls momenti saqlanuvchan kattalik bo’ladi:

constrl == jm &2 .
Shuning uchun

constCr ==j&2 .
Oxirgi tenglik ikkilangan sektorli tezlik ifodasi hisoblanadi.Sektorli tezlikning vaqt
bo’yicha saqlanishi Kepler ikkinchi qonunining tasdig’idir.Planeta statsionar orbita
bilan harakat qilgani uchun

2
2)(

r
mrr gjm -=- &&& yoki 02

2 =+-
r

mrr g
m

j&&&                        (1)

Agar

k
M
m

Mm
Mmmm

º÷
ø
ö

ç
è
æ +=

+
= 1)(

m
deb belgilasak,(1) tenglamani С  doimiylik orqali

023

2

=+-
r
k

r
Cr g

&&                                                                                     (2)

shaklga keladi.Bu tenglama shaklini o’zgartiramiz.Buning uchun

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

===

jj

j
j

j
j

d
rd

r
C

d
d

r
C

td
rd

td
dr

d
rd

r
C

d
rd

td
rd

r
С

22

22 .,

&&

&&

U holda (2) tenglama

2322

1
r
k

r
C

d
rd

rd
d

r
C g

jj
-=-÷÷

ø

ö
çç
è

æ

ko’rinish oladi.Bu tenglamani soddaroq yozish uchun
x

r 1
=  almashtirish

o’tkazamiz va quyidagilarga ega bo’lamiz:

jjjjj d
xd

d
rd

rd
xd

xxd
d

d
rd

-=-== 22

1,1)1(

U vaqtda harakat tenglamamiz

22

2

C
kx

d
xd g
j

=+

ko’rinishdagi tenglamaga  keladi.Bu o’zgaruvchida rF kuch quyidagicha yoziladi:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-= x

d
xdxCFr 2

2
22

j
m                                                                      (3)

Keplerning birinchi qonunini ishlatib,yani orbita tenglamasi

p
ex )(cos1 aj ++

=

Ekanligidan kerakli hosilalarni  olib, (3) ni
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p
xCFr

22m
-=

shaklga keltiramiz.Agar x o’zgaruvchidan r  o’zgaruvchiga qaytsak,

m
Mrp

MC

M
mrp

mCFr

+
=

+
-=

1

1

1

1
22

2

2

2

Quyidagicha belgilashlarni kiritamiz:

pq

m
Mp

C

M
mp

C
gg =

+
=

+ 1

1,
1

1
2

2

2

2

va

22 r
M

r
mF pqr gg =-=

Bu tenglikdan

G
mM

pq ==
gg

yangi belgilash kelib chiqadi va oxir-oqibatda

2r
mMGFr -=

butunolam tortilish qonuni kelib chiqadi.

10-2.Butunolam tortilish qonunidan Kepler qonunlarini keltirib chiqaring.
Yechish.XVII asrda astronomik kuzatish natijalarini umumlashtirib Kepler

planetalar harakatining kinematik qonunlarini asoslab bergan.Bu qonunlar
asoslangan davrda na dinamikaning qonunlari van a butunolam tortilish qonuni
mavjud bo’lgan.Hozirgi vaqtda Kepler qonunlarini matematik asoslab berish
imkoniyati mavjud.Bu masalada biz butunolam tortilish qonuni yordamida Kepler
qonunlarini asoslashga harakat qilamiz.

Keplerning birinchi qonuni bo’yicha barcha planetalar ellips bo’ylab harakat
qiladi,ellipsning fokuslaridan birida Quyosh joylashgan bo’ladi. Bu fakt,uni
matematik asoslab o’tirmaymiz.

Biz ikkinchi va uchinchi qonunlarini asoslash uchun butunolam tortilish
qonunini keltiramiz

,22 r
m

r
mMGF g-=-=

bu yerda -= MGg Gauss doimiysi deb aytiladi, -G gravitatsiya doimiysi.Bu
kuchga to’g’ri keluvchi potensial

r
mrU g-=)(

tortishuv xarakteriga ega bo’ladi.Planeta+Quyosh sistemasi uchun Lagranj
funksiyasi (bu yerda Quyosh harakati ham hisobga olinib,Quyosh ellipsning
fokuslaridan birida emas,berilgan sistema massalar markazida joylashadi deb
olingaganda) quyidagi ko’rinishda yoziladi:

( )
r
mrrL gjm ++= 222

2
1

&&
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Bu yerda biz masalani qutb koordinatalar sistemasida qaradik,chunki qaralayotgan
harakat yx  tekisligida sodir bo’ladi hamda j  burchak siklik koordinata
hisoblanadi.Shuning uchun umumlashgan impuls harakat integrali (saqlanuvchan
kattalik) bo’ladi

constrp == jmj &2

Umumlashgan impuls impuls momenti l  ga teng bo’ladi:
constrlp === jmj &2

Bu yerda biz markaziy maydonda yassi harakat qilayotgan bitta zarra (planeta)
uchun bu qonun oddiy geometric ma’noga ega bo’lishini ko’ramiz. jdrr ×

2
1

(rasmga qaralsin!) ifda planetaning bir-biriga cheksiz yaqin radius-vektorlari va
trayektoriya yoyi elementi o’rtasidagi sector yuzasini ifoda etadi.Agar bu yuzani

=sd jdrr ×
2
1

deb belgilasak,
const

td
sdrl === mjm 22 &

=l

Bundan
const

td
sd
=

ekanligi,yani vaqt oralig’ida chizilgan yuzaning saqlanishini ko’ramiz.
Bu Keplerning ikkinchi qonunining matematik isboti hisoblanadi.

Endi yuqorida yozilgan tenglikdan
tdlds

m2
=

ni topib,uni integrallasak

ò ò=
S T

tdlsd
0 02m

TlS
m2

=

Tenglikka ega bo’lamiz.Bu yerda -= baS p ellips yuzasi, -ba , ellipsning katta va
kichik yarimo’qlari, -T planetaning ellipsni to’la aylanish davri.

Ellips katta va kichi yarimo’qlarining uning parametri p  va ekssentrisiteti e
bilan bog’lanishlari

22 1
,

1 e
pb

e
pa

-
=

-
=

lardan foydalanib ellips yuzasini  topamiz

( ) GM
lalapa

e
pbaS

m
p

gm
pppp 2/32/32/3

2/32

2

1
===

-
==      (

MG
llp

mmg

22

== )

U holda aylanish davri uchun

)(
12122 2/32/3

MmG
a

MG
a

l
ST

+
=== p

m
pm

m

tenglikka ega bo’lamiz.Bu tenglikning har ikkala tomonini kvadratga ko’tarib
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)(
4 2

3

2

MmGa
T

+
=

p

nisbatga kelamiz.Quyosh harakati inobatga olinsa va massalar markazi
sistemasida ellipsning katta yarimo’qiga ma’lum tuzatish kiritish lozim bo’ladi:

),1(
M
maa +¢= -¢a massalar markazi sistemasidagi katta yarimo’q.U holda biz

Keplerning uchunchi qonunining matematik ifodasini olamiz

)1(
4)(4 2

3

22

2/3

2

M
m

MGMG
mM

a
T

+»
+

=
¢

pp

ko’ramizki,Keplerning uchunchi qonuni taqribiy ekan va 2/3

2

a
T
¢

 nisbat planeta

massasiga bog’liq bo’lar ekan,lekin
M
m  nisbat juda kichik qiymatga ega bo’ladi.

1-2-TOPSHIRIQLAR

1.Massasi m  bo’lgan raketa R  radiusli Yer atrofiga chiqarilgan bo’lsa,uning
uchun birinchi  va ikkinchi kosmik tezliklar topilsin.
2.Yer sirtiga urinma bo’yicha yo’nalgan 0v  tezlik bilan elliptik orbitaga
chiqarilgan massasi m  bo’lgan raketaning R  radiusli Yer sirtidan maksimal
uzoqlashi topilsin.Natijani birinchi va ikkinchi tezliklar orqali ifodalang.

JAVOBLAR:
1. .2, 21 RgvRgv ==

2. 2
0

2
2

2
1

2
02

vv
vvRh

-
-

=

Uslubiy tavsiyalar:

1.Kosmik raketaning birinchi va ikkinchi tezliklarini aniqlashning mezonini
energiyaning qiymati aniqlaydi.Birinchi kosmik tezlik raketaning minimal ruxsat
etilgan finitli orbita bo’ylab harakatida amalgam oshsa,ikkinchi tezlik minimal
ruxsat etilgan infinitli orbita bo’ylab
Harakatida amalgam oshadi.Birinchi tezlikda 0min)( UUE eff ==  da,ikkinchi tezlik

0=E  da amalgam oshadi.
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11-MASHG’ULOT
Mavzu: «Ikki jism masalasi. To’qnashuvlar  diagrammalari»

Qisqacha nazariya. 1. Ikki jism masalasini, bir zarraning ta’sirlashuv
kuchlar maydonidagi harakati kabi deb qarash mumkin. Bunda zarraning markaziy
tizimidagi trayektoriyasi keltirilgan massali zarraning trayektoriyasiga o’xshash
bo’ladi,

,, 1
2

2
1 r

M
mr

M
m rrrr

-== rr

bu yerda 2121 rrr rrrrr
-=-= rr  - nisbiy radius-vektor,

ir
r

-nuqtaning markaziy tizimidagi radius-vektor,
ir
r -laboratoriya tizimidagi radius-vektor.
Faraz qilinadiki, tizimning inersiya markazi inersiya bo’yicha harakatlanadi.
Keltirilgan massali zarraning harakati markaziy kuch maydonidagi harakat kabi
tahlil qilinadi. Bu holda radial harakat

2

2

2
)(

r
MrUU ñàì m

+=

maydonida  bir o’lchamli harakatga olib kelinadi. Bu yerda vrM
rrr

m´= -keltirilgan
massali zarraning impuls momenti ( )constM =

r
. Masalani yechish uchun )(rU ñàì

ning grafigini chizish va berilgan radiusli aylana bo’yicha harakatga mos M
impuls momenti qiymatini aniqlash  kerak.

2. Umumiy holda to’qnashuv diagrammasi quyidagi sxema (1-rasm) bo’yicha
tuziladi:

1-rasm

0vOC m= aylana radiusi ( rv &r=0 -to’qnashuvi zarralarning nisbiy harakat tezligi)

P
M
mAO

r
1=  , P

M
mOB

r
2= , 21 PPP

rrr
+=  tizimning to’la impulsi. Agar to’la

impulsning yo’nalishi zarba yo’nalishi bilan mos tushsa, unda ÐCOB=c -markaziy
tazimda chetlanish burchagi, ÐCAO=q1 , ÐCBO=q2 -laboratoriya tizimida
to’qnashuvdan keyingi zarralarning chetlanish burchaklari.

222111 , vmPvmP
rrrr

== - zarralarning to’qnashuvidan keyingi impulslari.

B
p

M
m r2

A

C

'
1pr '

2pr

сVm

p
M
m r1

O
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Masalalar

11-1. 1m  va 2m  massali moddiynuqtalarning o’zaro ta’sirlashuvidagi potensial

energiyasi 2)(
2

)( arrU -=
c ga teng. Ular bir – biridan b  masofada aylanma orbita

bo’yicha harakatlansa, ularning markaziy tizimdagi tezliklari qanday bo’lishi?
( c,,ba -musbat doimiylar).

Yechish. Masala shartiga ko’ra ta’sirlashuv potensial energiya
2)(

2
)( arrU -=

c  (1)

Samarali potensial energiya esa quyidagi ko’rinishga ega:
2

2

2

)(
22

)( ar
r

MrU caì -+=
c

m
(2)

br = da 0==br
ñàì

dr
dU ni aniqlaymiz. Demak,  (2) ifodadan quyidagini olamiz:

,0)(1
3

2

=ú
û

ù
ê
ë

é
-+×-

=br

ar
r

M c
m

bu yerdan
)(32 abbM -= cm (3)

Endi energiyaning saqlanish qonuniga asosan quyidagini yozamiz:
)()( min brUrUE ñàìñàì === ,

      bu yerda

.)(
22

)(
2

2
2

22

ab
b

MbUv
-+=+

c
m

m

)(bU  va 2)(
2

ab -c  larning bir-biriga tengligini hisobga olsak.

2

22

22 b
Mv
m

m
=

yoki

22

2
2

b
Mv
m

= (4)

(3) va (4) larni birgalikda yechib quyidagiga ega bo’lamiz:

m
c

m
cm )()(

22

3
2 abb

b
abbv -

=
-

=

yoki

m
c )( abbv -

= (5)

Har bir moddiy nuqtalarning tezliklari esa quyidagicha topiladi:
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,
11

1

21

2

21

2
1 v

m
v

m
m

mm
mv

mm
mv m

=×
+

=
+

= (6’)

,
22

2

21

1

21

1
2 v

m
v

m
m

mm
mv

mm
mv m

=×
+

=
+

= (6”)

bu yerda

21

21

mm
mm
+

=m -keltirilgan massa.

(5) ni hisobga olgan holda (6’) va (6”) larni quyidagicha yozish mumkin:

,)(1)(1

1

2

1
1 abb

m
abb

m
v -=

-
= mc

m
cm (7’)

,)(1)(1

2

2

2
2 abb

m
abb

m
v -=

-
= mc

m
cm (7”)

(7’) va (7”) ifodalarni umumiy holda quyidagicha yozish mumkin:

.2,1,)(1
=-= iabb

m
v

i
i mc

TOPSHIRIQLAR
1-3. Zarralar harakatining to’qnashuvdan keyin laboratoriya tizimida ba’zi bir
xarakteristikalari olinsin va to’qnashuv diagrammalari chizilsin:
Agar 1. ,,, 2121 vvvvmmm rrrr

-==== markaziy tizimda chetlanish burchagi c
teng bo’lsa 121 ,, qvv ¢¢  va 2q lar topilsin.

2. ,,2,,
2 2121 vvvvmmmm

rrrr
====  markaziy tizimda chetlanish burchagi

pc = teng bo’lsa 121 ,, qvv ¢¢ va 2q lar topilsin.

3. ,,,
3

, 2121 vvvvmmmm
rrrr

-====  markaziy tizimda chetlanish burchagi c

teng bo’lsa 1v¢  va 1q  lar topilsin.
4. Boshlang’ich  tezligi V

r
 bo’lgan zarracha ikki qismga parchalandi. Parchalanish

natijasida hosil bo’lgan zarrachalarning chiqish burchagini toping.

JAVOBLAR:
1. .,, 2121 cpqcq -===¢=¢ vvv

2. 0,
3
5,

3
2

2121 ===¢=¢ qqvvvv

3. .
2

,
2

cos 11
cqc

==¢ vv

4.
00

00

cos
sin

q
q

q
vV

v
+

= r

Uslubiy ko’rsatma: Zarralarning laboratoriya tizimida to’qnashuvdan oldingi va
to’qnashuvdan keyingi implus va tezliklari tenglashtirilib olinadi
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12-MASHG’ULOT
Mavzu: “Zarralarning elastik sochilishi. Effektiv kesim”

Darsning maqsadi.Berilgan potensial maydonda sochilayotgan zarra uchun
differensial va to’liq effektiv kesimni hisoblashni o’rgatish

Qisqacha tushuncha.Massasi m  bo’lgan zarraning qo’zg’almas kuch
markazi (zarralar inertsiya markazida joylashgan) tomonidan yaratilgan

)(rU potensial maydonda chetlanishi qaraladi.Zarraning bu maydonda og’ish
burchagi

ò
¥

¥

--

=
min

22

2

2

21r

vm
U

r

r
rd

r

r
j

formula bilan aniqlanadi.Zarraning sochilishi esa effektiv kesim deb ataluvchi
kesim bilan xarakterlanadi:

q
q
qr

qprqrqprs d
d

dd
N

Ndd )()(2)()(2
0

===

Bu yerda Nd - jqq ddd sin=W  fazoviy burchak ichida sochilayotgan zarralar
soni, -0N vaqt birligida ko’ndalang kesimning yuza birligiga tushayotgan zarralar
soni, -r nishon masofasi, -q sochilish burchagi.

Masalalar

12-1.Kulon maydonida  zarra sochilishning effektiv kesimi uchun Rezerford
formulasining o’rinli ekanligi isbotlansin.

Yechish.Kulon maydoni

r
rU a
=)(

potensial  bilan aniqlanadi Bu maydonda zarraning og’ish burchagi

òò
¥

¥

¥

¥

¥

¥ ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+

=

--

÷
ø
ö

ç
è
æ

-=

--

=
minmin

2

2

2

22

2

22

2
2

0

1

arccos
21

1

)(21 rr

mv

mv

rmvr

r
d

mv
rU

r
r

rd

r
a

r
a

ar
r

r

r
j .

ekanligini topamiz Bu natijadan r  ni topish qiyin emas:

0
2

2

2
2 jar tg

mv ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

¥

Markaziy kuch maydonida sodir bo’ladigan sochilishni xarakterlovchi burchaklar
o’rtasida

2
0jp

q
-

=

munosabat mavjudligidan
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2
2

0
2 qj ctgtg =

(rasm chiziladi!!!)
Tenglik o’rinli ekanligini topamiz.U holda

2
2

2

2
2 qar ctg

mv ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

¥

Sochilishning differensial kesimi

q
q

q
a

pq
q
qr

qrps d
mv

d
d

dd

2
sin

2
cos)(

)(2
3

2

2 ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
==

¥

Fazoviy burchak
qqqpqqpjqq ddddd

2
cos

2
sin4sin2sin ===W

ifodasidan

2
sin42

cos
q

p
qq W
=

dd

bo’lgani uchun

2
sin2 4

2

2 q
as

W
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

¥

d
mv

d

ekanligini topamiz va bu formula Rezerford formulasi deb ataladi.

12-2.Zarralar radiusi a  ga teng bo’lgan mutlaq qattiq sharchaga urilib, undan
sochilayapti. Sochilishning to’liq kesimi hisoblansin.

Yechish.Sharcha mutlaq qattiq bo’lgani uchun unga tushayotgan zarra
sharchaning ichiga singib kira olmaydi,yani sharchaning potensialini bu holda
( ar <  bo’lganda) cheksiz katta deyish mumkin. ar >  bo’lganda esa sharchadan
burilib sochilgan zarra erkin harakat qiladi-zarraga sharchaning ichki potensiali
mutlaqo ta’sir ko’rsamaydi.Demak ar >  bo’lganda potensial nolga teng
bo’ladi.Xulosa qilib aytganda sharchaning potensialini

î
í
ì

<
<¥

=
ar
ar

rU
,0
,

)(

ko’rinishda yoza olamiz va bu potensialda sochilish kesimini topamiz.
Agar sharchaga tushayotgan zarralar uchun nison masofa a>r

bo’lsa,sochilish sodir bo’lmaydi (zarralar sharcha bilan to’qnashmaydi).Masala
shartiga ko’ra

qqrqqpjr dadaaa
2

sin
2

,
2

cos
2

sinsin 0 -==
-

==

Differensial kesim

.
4

sin
2

2
22

W=== dadadd qq
p

rrps
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Bundan ko’rinadiki,massalar markazi sistemasida sochilish izotrop bo’ladi,yani
burchakka bog’liq bo’lmaydi.

ò =W p4d  bo’lganidan to’liq effektiv kesim
2aps =

-sochilish kesimi sharcha kesimining yuzasiga teng bo’lar ekan.
(rasmi chiziladi)

12-3.Zarraning

2)(
rr

rU ba
-=

potensial  maydonning markaziga tushish effektiv kesimini hisoblang
( 0, >ba deb olinsin).

Yechish.Berilgan holda effektiv potensial

.
2

)( 2

2

2

2

2 r
E

rr
mv

rr
rU eff

rbarba -
-=+-= ¥

Agar  bu yerda 2rb E>  bo’lsa, effektiv potensial musbat maksimumga

0)(2)(
3

0

2

0
20

=
-

+-== r
E

rrd
rdU

rr
eff rba  dan

a
rb )(2 2

0
Er -

=  nuqtada erishadi

)(4)(4
)(

)(2
)( 2

2

22

2
2

2

2

max rb
a

rb
a

rb
rb

a
EE

E
E

rU eff -
=

-
--

-
=

(rasmda a)-hol).Zarraning markazga tushishi uchun uning energiyasi effektiv
potensialning shu maksimal qiymatidan katta bo’lmog’i kerak:

>E
)(4 2

2

rb
a

E-
Bundan nishon masofasining maksimal qiymatini toppish mumkin:

2

2
2

max 4 EE
abr -=

Aks holda zarra maydon markaziga yaqinlasha olmaydi.Endi effektiv kesimni
topamiz:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-== 2

2
2

max 4EE
ab

pprs

Kesim o’zining ta’rifiga ko’ra hamavaqt musbat kattalik bo’ladi.Demak zarra
energiyasi

b
a
4

2

>E

shartini bajarmog’i lozim.Agar bus hart bajarilmasa 0=s , boshqacha aytganda
sochilish sodir bo’lmaydi.

Agar 0,0 <> ba  bo’lsa,effektiv potensial faqat itarish kuchiga olib keladi-
markazga tushish ro’y bermaydi (rasmda b-hol).
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Agar 20 rb E<<  bo’lib 0<a  bo’lsa,markazga tushish ro’y bera olmaydi-bu holda
effektiv potensial 0r  nuqtada minumumga ega .Agar 0,0 2 <>> arb E
bo’lsa,ixtiyoriy energiyali zarra markazga tushadi.

12-4.Zarralarning R  radiusli sferik jism sirtida tutib qolinishi kesimini
toping.Zarralarning jism bilan o’zaro ta’sir potensial energiyasi nr

rU a
-=)(  ga teng.

Yechish.Bunday maydonda effektiv potensial

nneff rr
T

rr
vmU arar

-=-= ¥¥
2

2

2

22

2
, .

2

2
¥

¥ =
vmT

Bu potensialning ekstremal qiymatini topamiz:

0
2 1

23

2

=+-= -¥ n
n

eff r
r
n

r
T

rd
dU ar

Bundan effektiv potensialning
)2/(1

21 2

-

¥
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

n

T
nr
r
a

nuqtada ekstremal qiymatga erishishini topamiz:

)2(
2

)( 1 -= nrU eff
a

)2/(

22

-

¥
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
nn

T
n
r
a

Jism nuqta kabi bo’lganda zarralarni tutib qolish 0rr <  da amalgam oshgan bo’lur
edi.Buning uchun ¥£ TrU eff ),( 01 r  bajarilmog’i darkor.Oxirgi tenglikdan

n
nn

T
nn

/1
2/)2(

0 2
)2( ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-=

¥

- ar

ekanligini topamiz.U holda
n

n Tnr
/1

/1
01

2
)2()(

-
¥ ÷
ø
ö

ç
è
æ-=
a

r

shaklga ega bo’ladi va bu qiymatda effektiv potensial )( 1rU eff  o’zining maksimal
qiymatiga erishadi.Agarda )(. 01 rrR <  bo’lsa,zarralarning tutilish kesimi

n
nn

T
nn

/2
/)2(2

0 2
)2( ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-==

¥

- apprs  ko’rinishga ega bo’ladi.Agarda )(. 01 rrR >

bo’lsa, 1rr <  bo’lgan barcha zarralar tutib qolinadi,bu yerda 1r  quyidagi
tenglamadan aniqlanadi:

¥
¥ =- T

RR
T

n

ar
2

2
1

va effektiv kesim

.122
1 ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+==

¥
nRT

R a
pprs

ko’rinishda bo’ladi.
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1-4 TOPSHIRIQLAR

1.Mutlaq qattiq,silliq va elastik b radiusli sharcha radiusi a bo’lgan xuddi shunday
sharchadan sochilganda,differensial va to’liq kesim hisoblansin.
2.Oldingi masaladagi sharchalar bir xil radiusga ega bo’lsin,yani a=b.
3.Nuqtaviy zarralar radiusi [ ] )),,,0(sin OZvconstbaaz

a
zb ­­=<<Î= ¥pr bo’lgan

mutlaq qattiq,silliq va elastic aylanuvchan sirtdan sochilganda,differensial va to’liq
kesim topilsin.

JAVOBLAR:
1. .)(,)(

4
1 22 badbad +=W+= pss

2. .4, 22 adad pss =W=

3. .,

2
cos4

1 22

4
bdad ps

q
s =W=

Uslubiy tavsiyalar:

1.Nishon masofasi va sochilish burchagining o’zaro teskari bog’lanishda ekanligini
bilish uchun sochilish jarayonini aniq chiza bilish kerak;
2 Zarraning burilish nuqtalarini hamishagidek

)(rUE eff=  tenglikdan topiladi.Agar bu tenglik kvadrat tenglamadan iborat
bo’lsa,uning manfiy ildizi minr ni,musbat ildizi esa maxr ni aniqlaydi.Berilgan
topshiriqlarning barchasida markazga eng yaqin va markazdan eng uzoq nuqtalar
ana shunday aniqlanadi.
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13-MASHG’ULOT
Mavzu: «Lagranj funksiyasi va Lagranj tenglamalari»

Darsning maqsadi.Berilgan zarra yoki zarralar sistemasi uchun Lagranj
funksiyasini va bu funksiya orqali Lagranj tenglamasini tuzishni o’rganish.
Qsqacha tushuncha.Berilgan zarra uchun Lagranj funksiyasi bu zarra kinetik va
potensial energiyalar farqi tariqasida tuziladi:

UTL -=
Agar zarralar sistemasi berilgan bo’lsa ,har bir energiyalar yig’indisining ayirmasi

å å-= nn UTL
kabi topiladi.Bu funksiyadan umumlashgan tezlik va umumlashgan koordinata
bo’yicha kerakli hosilalar olinib,Lagranj tenglamasi tuziladi:

0=
¶
¶

-
¶
¶

q
l

q
L

td
d

&

Masalalar

13-1.Massasi m  bo’lgan erkin zarra uchun dekart,silindrik va sferik
koordinatalarida Lagranj funksiyasi tuzilsin va Lagranj tenglamalari yozilsin.

Yechish: a) Lagranj funksiyasini avvalo Dekart koordinatalarida yozamiz
)(

2
222 zóxmTL &&& ++==

(chunki erkin zarra uchun potensial energiya 0),,( =zóxU ).Lagranj tenglamalari

),,(0 zóxi
q
L

q
L

td
d

ii

==
¶
¶

-
¶
¶
&

formula orqali aniqlanadi.Bizda

z
L

ó
L

x
L

q
L 0=

¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶ ,

chunki L  funksiya zóx ,,  koordinatalarga oshkor bog’liq emas.Shu sababli

z
L

td
d

ó
L

td
d

x
L

td
d 0=

¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

&&&

bo’ladi.Bulardan
0=

¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

z
L

ó
L

x
L

&&&

ekanligini topamiz.Demak erkin harakatlanayotgan zarra uchun
constzóx === &&&

yoki
constzóxv =++= 222 &&& ,

zarraning tekis harakatlanishi ko’ramiz.
b) qutb koordinatalarda Lagranj funksiyasini ifodalash uchun bu

koordinatalarning Dekart koordinatalari bilan bog’lanishini yozamiz
jrjr sin,cos == óx

Ulardan vaqt bo’yicha olingan hosilalar
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jjrjrjjrjr cossin,sincos &&&&&& +=-= óx
U holda

)(
2

222 jrr && +=
mL

Lagranj tenglamalari esa
0, 22 == jrjrr &&&&&

shaklda bo’ladi.
c) silindrik koordinatalar qutb koordinatalari kabi bo’ladi,faqat bu yerda

.0¹z Shuning uchun Lagranj funksiyasi
)(

2
)(

2
2222222 zmzóxmL &&&&&& ++=++= jrr

Lagranj tenglamalari esa
0,0, 22 === z&&&&&&& jrjrr

shaklga ega bo’ladi.
d) sferik koordinatalar jq ,,r  va Dekart koordinatalari

qjqjq cos,sinsin,cossin rzrórx ===
o’zaro bog’lanishda bo’lishini bilamiz.Ulardan vaqt bo’yicha olingan hosilalar

qqq

jqjjqqjq

jqjjqqjq

sincos
,cossinsincossinsin
,sinsincoscoscossin

&&&

&&&&

&&&&

rrz
rrró
rrrx

-=

++=

-+=

Lagranj funksiyasi esa
)sin(

2
222222 jqq &&& rrrmL ++=

Bundan Lagranj tenglamalarini topamiz
0),2sin1(),sin( 22222 =+=+= jqjqqjq &&&&&&&&& rrr

13-2.Birjinsli og’irlik maydonida (og’irlik kuchi tezlanishi – g)
joylashganquyidagi sistemalar uchun Lagranj funksiyasi tuzilsin:

          1) yassi qo’shaloq mayatnik uchun (1-rasm);
     2) 2m  massalik yassi mayatnik berilgan bo’lib,osilgan nuqtasi ( 1m  massalik)

gorizontal to’g’ri chiziq bo’ylab harakat qila oladi (2-rasm);
          3) osilgan nuqtasi vertikal -a radiusli aylana bo’ylab doimiy g  chastota
bilan tekis aylanuvchi yassi mayatnik uchun (3-rasm).

Yechish:
1) mayatnik uzunliklari constlconstl == 21 , ,vertical o’q bilan mos ravishda

21 ,jj  burchaklar tashkil etishadi.U holda 1m  uchun

.sin,cos;cos,sin

,cos),(
2

11111111111111

1111
221

1

jjjjjj

j

&&&&

&&

lólxlólx

lgmUóxmT

-====

-=+=

bo’ladi. 2m massalik nuqta uchun esa
,coscos,sinsin 2211222112 jjjj llóllx +=+=

)sinsin(,coscos 22211122221112 jjjjjjjj &&&&&& llóllx +-=+=
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Berilgan sistema uchun Lagranj funksiyasi
)( 2121 UUTTL +-+=

formula bilan aniqlanadi.Bu yerda

== 2
2

1
2

1
1

1 ,
2

TlmT j& [ ])cos(2
22 2121

2
22

22
11

222
11

2 jjjjj -+++ llllmlm
&&& ,

)coscos( 221122 jj llgmU +-=
Endi biz Lagranj funksiyasini yoza olamiz

22211212121212
2

2
2

2
22

11
221 coscos)()cos(

22
jjjjjjjj glmglmmllmlmlmmL +++-++

+
= &&&&

2) 2-rasmdan topamiz:

jjj

jj

sin,cos
cos,sin

lólxX
lólxX

-=+=

=+=

&&&&

Sistemaning kinetik va potensial energiyalari

jjjj cos),cos2(
22 2

222221 glmUxllmxmmT -=++
+

= &&&&

Lagranj funksiyasi esa

jjjj cos)cos2(
22 2

222221 glmxllmxmmUTL +++
+

=-= &&&&

1) Nuqtaning koordinatalari
jgjg cossin,sincos ltaóltax +-=+=

Tezliklari
jjggjjgg sincos,cossin &&&& ltaóltax --=+-=

Lagranj funksiyasi
jgjggj cos)sin(

2
2222 mgltmalmalmUTL +-++=-= &

1m

x

y

2l

1l

2m

1m

2j

1j

x

2m

y

1-rasm 2-rasm

lj

a

y

m
j

x

l

3-rasm
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13-3. Zarra uchun Lagranj funksiyasi

( ) ),(),(
2

2

trqrtrA
c
qrmL j-×+= &r
r&r

       (1)

ko’rinishida berilsa,bu zarra uchun Lagranj tenglamasi yozilsin.
Yechish: (1) funksiyada -),(),,( trtrA j

r
koordinata va vaqtning vektorli va

skalyar funksiyalari, cq, -qandaydir doimiy parametrlar.Lagranj funksiyasidagi
zarra tezligi bo’yicha chiziqli bo’lgan had umumlashgan potensial deb
aytiladi.Avvalo biz (1) dagi skalyar ko’paytmani ochib

zAóAxArArArArA zóxzzóóxx &&&&&&&r
r

++=++=× )(       (2)
(1) ni qayta yozamiz

jqzAóAxA
c
qzóxmL zóx -+++++= )()(

2
222 &&&&&& (3)

Endi Lagranj tenglamasining  komponentalarini tuzamiz

x
qz

x
Aó

x
A

x
x

A
c
q

x
LA

c
qxm

x
L zóx

x ¶
¶

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶

¶
+

¶
¶

=
¶
¶

+=
¶
¶ j

&&&&
&

;

z
qz

z
Aó

z
A

x
z

A
c
q

z
LA

c
qzm

z
L

ó
qz

ó
Aó

ó
A

x
ó
A

c
q

ó
LA

c
qóm

ó
L

zóx
z

zóx
ó

¶
¶

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶

¶
+

¶
¶

=
¶
¶

+=
¶
¶

¶
¶

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶

¶
+

¶
¶

=
¶
¶

+=
¶
¶

j

j

&&&&
&

&&&&
&

;

;
         (4)

Lagranj tenglamasi umumiy holda
0=

¶
¶

-
¶
¶

r
L

r
L

td
d

&r

bo’lgani uchun

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

+=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

+=
¶
¶ z

z
A

ó
ó

A
x

x
A

t
A

c
qxm

dt
dz

z
A

dt
dó

ó
A

dt
dx

x
A

t
A

c
qxm

x
L

td
d xxxxxxxx &&&&&&&

&

bo’ladi va (4)ni hisobga olib x  komponenta uchun Lagranj tenglamasini yozamiz

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

ú
û

ù
ê
ë

é
¶
¶

-
¶
¶

+ú
û

ù
ê
ë

é
¶
¶

-
¶

¶
+÷÷

ø
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çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶

-= z
z

A
x

Aó
ó

A
x

A
c
q

t
A

cx
qxm xzxóx &&&&

1j       (5)

Qolgan komponentalar uchun ham tenglama (5) ga o’xshash bo’ladi.

ó
A

x
A

H
x
A

z
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z
A

ó
AH

z
A

cz
E

t
A

ñó
E
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A
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E

xó
z

zx
ó

óz
x

z
z

ó
ó

x
x

¶
¶

-
¶

¶
=

¶
¶

-
¶
¶

=
¶

¶
-

¶
¶

=
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¶
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¶

¶
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¶

-
¶
¶

-=

,,

;1,1,1 jjj

         (6)

almashtirishlarini o’tkazamiz.Agar ),,(),,,( zóxzóx HHHHEEEE ==
rr

  vektorlarni
kiritsak, (6) larni umumlashtirib

ArotH
rt

A
c

E
rr

r

r
r

=
¶
¶

-
¶
¶

-= ,1 j

deb yoza ilamiz Lagranj tenglamasini
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l(t)
j

g

m

[ ]Hr
c
qEqrm

r
&r

r
&&r ×+=

shaklga keltiramiz.Bu tenglama Lorents kuchini ifoda etadi, HE
rr

, elektromagnit
maydon kuchlanganlik vektorlari, j,A

r
-elektromagnit maydonning vektorli va

skalyar potensiallari,tenglamada ishtirok etishiga qarab -c yorug’lik
tezligini, -q zaryad miqdorini ifoda etadi.

1-6-TOPSHIRIQLAR

Bir jinsli og’irlik maydonida joylashgan quyidagi zarralar uchun Lagranj
funksiyasi yozilsin.

 1.Mayatnik uzunligi vaqtning funksiyasi hisoblanadi,ya’ni
)(tll =

2.Mayatnik uzunligi constl = , 2m  massalik zarra sterjen
bo’ylab constv =  tezlik bilan harakat qiladi va boshlang’ich
holati ixtiyoriy.

3. 2m  massalik zarra og’irlik kuchi maydoniga
perpendikulyar yo’nalishda harakat qilishi mumkin.

4. 2m  massalik zarra og’irlik kuchi maydoni yo’nalishi bo’ylab
harakat qilishi mumkin.

l

l
j

g

m2

m1

n
r

j
l

m1

g

m2

m1

g
j

m2
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5.Zarra 2kxz =  parabola bo’ylab harakat qilishi mumkin.

6. 2m  massalik zarra gr  bo’yicha, 1m  massalik zarra gr  ga
perpendikulyar harakat qilishi mumkin.

JAVOBLAR:
         1. jj cos)(

2
222 mglllmL ++= &&

2. jj cos)()(
2
1

21
222

2
2

1 gtvmlmtvmlmL +++= &

3. jjjj cos)cos2(
22 1

221221 glmlxlmxmmL +++
+

= &&&&

4. jjjj cos)sin2(
22 1

221221 glmzlmzmmL +-+
+

= &&&&

5. 222 )41(
2

mgkxxkxmL -+= &

6. jjjj cos)sincos(
2
1

2
222

2
2

1 glmlmmL -+= &

Uslubiy tavsiyalar:

1.Zarra yoki zarralar sistemasi holatini to’liq aniqlovchi o’zaro bog’liq
bo’lmagan koordinatalar-umumlshgan koordinatalar tanlanadi;
2.Zarra yoki zarralar sistemasi dekart koordinatalari va tezliklari tanlab olingan

umumlashgan koordinatalar va umumlashgan tezliklar orqali ifodalanadi;
3.Qaralayotgan sistema Lagranj funksiyasi ta’rifga ko’ra tuziladi;
4.Tuzilgan Lagranj funksiyasidan umumlashgan koordinata va

umumlashgan tezlik bo’yicha hosilalaridan Lagranj tenglamasi tuziladi.

g

m

l

m2

g

m1

j
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14-MASHG’ULOT
Mavzu: «Gamilton funksiyalari.Gamiltonning kanonik tenglamalari»

Darsning maqsadi.Berilgan zarra yoki zarralar sistemasi uchun Gamilton
funksiyasini va bu funksiya orqali Gamilton tenglamasini tuzishni o’rganish.

Qisqacha tushuncha.Berilgan zarra uchun Gamilton funksiyasi bu zarra
kinetik va potensial energiyalar yig’indisi tariqasida tuziladi:

UTH +=
Agar zarralar sistemasi berilgan bo’lsa ,har bir energiyalar yig’indisining yig’indisi

å å+= nn UTH
kabi topiladi.Bu funksiyadan umumlashgan tezlik va umumlashgan koordinata
bo’yicha kerakli hosilalar olinib,Gamilton tenglamasi
tuziladi: .,

k
k

k
k p

Hq
q
Hp

¶
¶

=
¶
¶

-= &&

Masalalar

14-1.Massasi m  bo’lgan zarraning biror potensial maydonda harakati uchun
dekart koordinatalar sistemasida Gamilton tenglamasi tuzilsin.
Yechish.Dekart koordinatalarida Gamilton funksiyasi

( ) ),,(
2
1 222 zyxUzyxmUTH +++=-= &&&

Bundan impulsning mos komponentalarini topamiz:
.,, zm

z
Tpym

y
Tpxm

x
Tp zyx &

&
&

&
&

&
=

¶
¶

==
¶
¶

==
¶
¶

=

Bulardan Gamilton funksiyasini tuzamiz:
( ) ),,(

2
1 222 zyxUppp
m

H zyx +++=

Gamilton tenglamasini endi quyidagicha yoza olamiz:

m
p

p
Hz

m
p

p
Hó

m
p

p
Hx

z
U

z
Hp

ó
U

ó
Ðp

x
U

x
Hp

z

z

ó

ó

x

x

zóx

=
¶
¶

==
¶
¶

==
¶
¶

=

¶
¶

-=
¶
¶

-=
¶
¶

-=
¶
¶

-=
¶
¶

-=
¶
¶

-=

&&& ,,

;,,

14-2.Kvazielastik kuch rcF rr
-=  ta’siri ostida bo’lgan m  massalik erkin

moddiy nuqta harakatining kanonik tenglamasi tuzilsin (bu yerda -c doimiy
koeffitsiyent).Qarshilik kuchining harakatga ta’siri e’tiborga
olinmasin.Umumlshgan koordinatalar tariqasida Dekart koordinatalari zyx ,,  lar
olinsin.

Yechish.Erkin moddiy nuqta uchta erkinlik darajasiga ega bo’ladi.Uchta
umumlashgan koordinatalar zqyqxq === 321 ,, larga uchta qo’shma umumlshgan
impulslar zyx ppp ,, mos keladi.

Umumlshgan impulslar zyx ppp ,, ni aniqlash uchun moddiy nuqtaning
kinetik energiyasini hisoblaymiz
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)(
2
1

2
1 2222 zyxmvmT &&& ++==

Umumlashgan impulslar
zm

z
Tpym

y
Tpxm

x
Tp zyx &

&
&

&
&

&
=

¶
¶

==
¶
¶

==
¶
¶

= ,,                       (1)

Nuqtaga ta’sir qiluvchi kuch F
r

 potensialli kuch bog’lanishlar esa mavjud
emas,shuning uchun Gamilton funksiyasi nuqtaning to’liq mexanik energiyasiga
teng bo’ladi:

UTH +=
Bu yerdagi potensial energiya potensial kuchning nuqtaning berilgan holatidan
muvozanat holatigacha ko’chirishda bajargan ishiga teng bo’ladi

ò ò =-==
0 0 2

2r r

rcdrrrdFU rr

Biz bilamizki 2222 zyxr ++= .Demak, ( )222

2
zyxcU ++=

Endi biz Gamilton funksiyasini umumlashgan koordinatalar va umumlashgan
impulslar orqali yoza olamiz

=H )(
2
1 222 zyxm &&& ++ + ( )222

2
zyxc

++                                          (2)

(1) dan umumlashgan tezliklarni umumlashgan impulslarning funksiyalari
tariqasida ifoda etamiz
Topilganlarni (2) ga qo’yamiz

.,,
m
pz

m
p

y
m
px zyx === &&&

=H )(
2
1 222

zyx ppp
m

++ + ( )222

2
zyxc

++

Endi biz kanonik tenglamalarni tuzamiz
,,

i
i

i
i q

Hp
p
Hq

¶
¶

-=
¶
¶

= &&

Berilgan holda

zcpycpxcp
m
pz

m
p

y
m
px zyx

zyx -=-=-==== &&&&&& ,,.,,,

Shunday qilib biz oltita birinchi tartibli kanonik tenglamalarni oldik.Ular oltita
kanonik zyx pppzyx ,,,,,  o’zgaruvchilarga mos keladi.Bu tenglamalarni dekart
koordinatalar o’qlarida proyeksiyalangan uchta ikkinchi tartibli differensial
tenglamalarga keltirish mumkin

zczmycymxcxm -=-=-= &&&&&& ,,
Oxirgi tenglamalar rcF rr

-=  kuchning dekart koordinata o’qlariga proyeksiyalari
hisoblanadi.
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1-6- TOPSHIRIQLAR

Agar Gamilton funksiyasi quyidagi ko’rinishda berilgan bo’lsa,Gamilton
tenglamalari yozilsin:

1. 2
2

2

2
cos

2
lmmgl

ml
pH &--= j

2. constkmgkx
kxm

pH =+
+

= ,
)41(2

2
2

2

3. constaaaa
x

p
paH ó

x =-++= ,ln`
2

ln
2

  4. constcppppcmpcH zóx =++=+= ,, 2222222

  5. vaqtt
vut
ppH vu -= ,22

  6. constaau
vu
pp

H vu =+
+
+

= ,
)(2 22

22

JAVOBLAR:

  1. jj sin,2

2

mglp
ml
p

-== &&

 2. mgkx
xkm

xpkp
xkm

px 2
)41(

4,
)41( 22

22

22

2

-
+

=
+

= &&

  3. constp
x
p

óp
x

p
p
ax ó

ó
óx

x

==== &&&& ,;
2
1, 2

2

  4. constp
cmp

pcr =
+

=
r

r
&r ,

222

  5. 322232 2,,2,
vut
ppp

vut
pv

vut
ppp

vut
pu vu

v
uvu

u
v ==== &&&&

  6.

ï
ï
î

ï
ï

í

ì

+
+

=
+

=

-
+
+

=
+

=

)(
,

)(
,

22

22

22

22

22

22

vu
pp

vp
vu

p
v

a
vu
ppup

vu
pu

vu
v

v

vu
u

u

&&

&&

Uslubiy tavsiyalar:
1.Zarra yoki zarralar sistemasi holatini to’liq aniqlovchi o’zaro bog’liq

bo’lmagan koordinatalar-umumlshgan koordinatalar tanlanadi;
2.Zarra yoki zarralar sistemasi dekart koordinatalari va tezliklari tanlab

olingan umumlashgan koordinatalar va umumlashgan tezliklar orqali
ifodalanadi;

3.Qaralayotgan sistema Gamilton funksiyasi ta’rifga ko’ra tuziladi;
4.Tuzilgan Gamilton funksiyasidan umumlashgan koordinata va

umumlashgan tezlik bo’yicha hosilalaridan Gamilton tenglamasi tuziladi.
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15-MASHG’ULOT
Mavzu: «Gamilton-Yakobi tenglamasi»

Darsning maqsadi.Talabalarda Gamilton-Yakobi tenglamasini tuzish va bu
mavzuga oid masalalarni yechish  bo’yicha ko’nikma hosil qilish.

Qisqacha tushuncha.
Gamilton-Yakoni tenglamasi quyidagi ko’rinishga ega:

0,,...,,,...,
21

21 =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

¶
¶

¶
¶

+
¶
¶ t

q
S

q
S

q
SqqqH

t
S

S
S

bu erda ò=
0

1

t

t

LdtS .

Masalalar

15-1.Gamilton-Yakobi tenglamasi yordamida matematik  mayatnikning
kichik tebranishlar qonunini toping.Boshlang’ich momentda mayatnik tinch
turibdi,u osilgan l  uzunlikdagi ip vertikaldan 0j burchakka og’gan.Qarshilik
kuchining harakatga to’sqinligi hisobga olinmasin.

Yechish.Matematik mayatnik bitta erkinlik darajasiga ega.Umumlashgan
koordinata q  tariqasida mayatnikning vertilaldan og’ish burchagi j  ni olamiz,
yani .j=q

Og’irlik kuchi potensialli kuch bo’lgani , cho’zilmovchi ip statsionar
bog’lanishni yuzaga keltirgani uchun Gamilton funksiyasi H to’liq mexanik
energiyaga teng bo’ladi:

hUTH =+=                                                                          (1)
Nuqta kabi massaga ega bo’lgan mayatnik kinetic energiyasi (biz qutb
koordinatalar sistemasida ish ko’rmoqdamiz)

222

2
1

2
1 j&lmvmT ==                                                                 (2),

umumlashgan impuls esa
j

jj &
&

2lmTp =
¶
¶

=                                                                        (3)

Bundan

2lm
pjj =&                                                                                 (4)

Mayatnikning potensial energiyasi
)cos1( j-=D= lgmxgmU                                                        (5)

Lekin j  burchak kichik bo’lgani uchun

....
!42

1cos
42

-+-=
jj

j                                                              (6)

Tebranishni kichik dedik,shuning uchun (6) qatorning dastlabki ikki hadi bilan
chegaralansak bo’ladi,yani

2
1cos

2j
j -»
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U holda potensial energiya
2

2
j

lgmU =                                                                               (7)

shakl oladi.Hamilton funksiyasi esa
22

2
22

2

22
1

22
jjj j

lgmp
lm

lgmlmH +=+= &                                 (8)

Eslatamizki,Gamilton-Yakobi tenglamasi yordamida kanonik tenglamalarning
birinchi integrallarini aniqlash to’g’rsidagi masalaning yechimi yasovchi funksiya
S  ni axtarishni taqozo etadi.Bu funksiya bizga eski o’zgaruvchilar-umumlashgan
koordinatalar va impulslarni yangi doimiy koordinatalar va impulslarga kanonik
almashtirish imkoniyatini beradi.Berilgan holda eski jj p, o’zgaruvchilarga
yangi,lekin hozircha noma’lum, ba ,  doimiyliklar mos keladi.Mayatnik errkinlik
darajasi 1=s  bo’lgani uchun yasovchi funksiya S  quyidagicha bo’ladi:

,),(0 hSthS j+-=                                                                                      (9)
bu yerda h-to’liq mexanik energiya bo’lib,biz axtarayotgan a  gat eng,yani .h=a
(9) dagi 0S  ni hisoblash uchun Gamilton-Yakobi tenglamasidan
foydalanamiz.Berilgan holda 1=s  va j=q  bo’lgani sabab

h
S

H =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶
j

j 0,                                                                               (10)

(8) da jp ni
j¶

¶ 0S ga almashtirb va uni (10) ga kiritb,Gamilton-Yakobi tenglamasini

hlgmS
lm

=+
¶
¶ 220

2 2
)(

2
1 j

j
ko’rinishda olamiz.Bizda 0S  faqat bitta o’zgaruvchi j  ga bog’liq bo’lgani uchun

jj d
SdS 00 =

¶
¶

bo’ladi.Demak,

hlgm
d

Sd
lm

=+ 220
2 2

)(
2

1 j
j

                                                             (11)

Shunday qilib,xususiy hosilalarda bo’lgan Gamilton-Yakobi tenglamasi berilgan
holda oddiy differensial tenglamaga keltirildi.Bu tenglamani

jd
Sd 0 ga nisbatan yechib,

20

2
2 j

j
lgmhml

d
Sd

-=

ga ega bo’lamiz.Uni integrallab,topamiz

ò -= jj dlgmhmlS 2
0 2

2                                                             (12)

(12) ni (9) ga qo’yamiz

ò -+-= jj dlgmhmlthS 2

2
2                                                              (13)

Moddiy sistema konservativ va 1=s  bo’lgani uchun
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ò
-

-=
¶
¶

=
2

0

2
2

2
j

jj
jj lgmh

dlgmml
S

p

ò
-

-=
¶
¶

-=
2

0

2
2

2
j

j
b

lgmh

dmlt
h
S                                      (14)

Bu integrallarni integrallab,topamiz

jbjj 2
arcsin,

2
2 2 lgm

g
ltlgmhmlp -=÷

ø
ö

ç
è
æ -=  (15)

(15) dan ko’rinadiki,yangi doimiy koordinata bo’lib to’liq mexanik energiya
,h yangi doimiy impuls bo’lib h  koordinataga qo’shma b  hisoblanar ekan.

h  va b  larni aniqlash uchun mayatnik harakatining boshlang’ich
shartlaridan foydalanamiz: 0=t  bo’lganda 0.,, 000 ==== jjjjjj && .Endi (3)
formulani qo’llab, 00

2 == jj &lmp  ekanligini topamiz.(15) formulaga
.0,,0

00 ==== jjjj ppt

larni qo’yib, kanonik tenglamalarning izlanayotgan birinchi integrallarini  topamiz:

.cos;)( 0
22

0 t
l
glglmp jjjjj =-=

15-2.Massasi m  bo’lgan og’irlik kuchi maydonida harakatlanayotgan erkin
moddiy nuqtaning harakat qonuni trayektoriya tenglamasi topilsin.Umumlashgan
koordinatalar tariqasida dekart koordinatalari zyx ,,  lar olinsin.Masalani Gamilton-
Yakobi tenglamalari yordamida yechilsin.

Yechish.Oldingi masalada ko’rganimizdek,yasovchi funksiya yordamida
Gamilton-Yakobi tenglamasi quyidagi ko’rinishda yozilar edi:

0
2

1
222

=+
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶ zgm

z
S

y
S

x
S

mt
S                                       (1)

Berilgan holda energiya integral hisoblanganligi va yx ,  koordinatalar siklik
koordinatalar bo’lganligi uchun o’zgaruvchilarga ajratish usulini qo’llab,yasovchi
funksiya S  ni quyidagicha axtaramiz:

)(021 zSyxthS +++-= aa                                                                       (2),
Bu yerda -h to’liq mexanik energiya, -2,1 aa yangi doimiy koordinatalar,ayni shu
paytda integrallash doimiyliklari ham.Hozircha )(,,, 021 zSh aa  lar bizga
noma’lum bo’lgan kattaliklar.

(2) funksiadan zyxt ,,,  lar bo’yicha hosila olamiz

zd
Sd

z
S

z
S

y
S

x
Sh

t
S 00

21 ,,, =
¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

-=
¶
¶

aa                              (3)

Bu hosilalarni (1) ga qo’yamiz

hzgm
zd

Sd
m

=+
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
++

2
0

2
2

1
2

2
1 aa                                                               (4)

Shunday qilib,energiya integrali hamda i yx ,  ikkita siklik koordinatalar
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mavjudligi tufayli xususiy hosilali Gamilton-Yakobi tenglamasi oddiy differensial
tenglamaga aylandi.Bu tenglamani dzSd /0 ga nisbatan yechib,

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
zd

Sd 0  = 2
2

1
2)(2 aa --- zgmhm                                                           (5)

(5) ni integrallab,topamiz
=0S ò 2

2
1

2)(2 aa --- zgmhm dz                                                         (6)
(6) ni (2) ga qo’yamiz

+++-= yxthS 21 aa zdzgmhm 2
2

1
2)(2 aa ---ò                       (7)

Bu yerda bizga 21 ,, aah  lar noma’lum.
Bizdagi eski umumlashgan koordinatalar zyx ,, lar , umumlashgan
impulslar zyx ppp ,, larning yangi doimiy koordinatalar 21 ,, aah  va yangi doimiy
impulslar 321 ,, bbb lar bilan bog’lanishini hosil qilamiz

)9(,,,

)8(,)(2,,

0

1
3

2

0

2
2

1

0

1
1

2
2

2
121

h
StSSySSxS

zgmhm
zx
Sp

y
Sp

x
Sp zyx

¶
¶

--=
¶
¶

-=
¶
¶

--=
¶
¶

-=
¶
¶

--=
¶
¶

-=

---=
¶
¶

==
¶
¶

==
¶
¶

=

a
b

aa
b

aa
b

aaaa

(2) dan kerakli hosilalarni topamiz

ò
---

-
=

¶
¶

,
)(2 2

2
2

1

1

1

0

aa

a
a zgmhm

zdS
ò

---

-
=

¶
¶

,
)(2 2

2
2

1

2

2

0

aa

a
a zgmhm

zdS

ò
---

=
¶
¶

,
)(2 2

2
2

1

0

aazgmhm

zdm
h
S

Bu integrallarni hisoblab,topamiz

1

0

a¶
¶ S = ,)(2 2

2
2

12
1 aa

a
--- zgmhm

gm 2

0

a¶
¶ S = ,)(2 2

2
2

12
2 aa

a
--- zgmhm

gm

h
S
¶
¶ 0 = ,)(21 2

2
2

1 aa ---- zgmhm
gm

Endi (9) tenglama quyidagicha ko’rinishga keladi:

)11(.)(21

)10(,)(2

,.)(2

2
21

2
3

2
21

2
2
2

2

2
21

2
2
1

1

aab

aa
a

b

aa
a

b

---+-=

-----=

-----=

zgmhm
gm

t

zgmhm
gm

y

zgmhm
gm

x

Shunday qilib biz eski kanonik o’zgaruvchilar bo’lmish zyx pppzyx ,,,,, lar bilan
yangi kanonik doimiyliklar 32121 ,,,,, bbbaah  larni bog’lovchi oltita tenglamalar
sistemasini oldik.

Integrallash doimiyliklarini aniqlash uchun harakatning boshlang’ich
shartlari

000,000 ,,,,,0 zzyyxx ppppppzzyyxxt =======
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dan foydalanamiz.(10) bilan aniqlanuvchi ikkita tenglama  moddiy nuqtaning
izlanayotgan trayektoriya tenglamalari hisoblansa,(11) tenglama vaqtga oshko0r
bog’liq bo’lib,moddiy nuqtaning izlanayotgan harakat qonuni hisoblanadi.0

Oxirida biz (8),(10) va (11) tenglamalar yordamida b  balandlikdan -z o’qi
bo’ylab erkin tushayotgan moddiu nuqtaning tenglamasini
olamizMa’lumki,trayektoriya tenglamasi (bizda )0=- yx

2

2tgbz -=

Ko’rinishga ega bo’ladi.Boshlang’ich shartlar esa quyidagichadir:
0,,00 ======= zyxbzyxdat &&&

Umumlashgan impulslar esa
zmpympxmp zyx &&& === ,,

Boshlang’ich vaqtda 0,0,0 === zyx ppp
Bu qiymatlarni (8) ga qo’yamiz

=== 0,0,0 21 aa 2
21

2)(2 aa --- zgmhm                                                   (12)
Boshlang’ich shartlarni (10) va (11) larga qo’yib,topamiz

.)(21

)13(,)(2

,.)(2

2
21

2
3

2
21

2
2
2

2

2
21

2
2
1

1

aab

aa
a

b

aa
a

b

---=

----=

----=

zgmhm
gm

zgmhm
gm

zgmhm
gm

(12) va (13) tenglamalar sistemasi yechib,topamiz
,0,0,0,,0,0 32121 ====== bbbaa bgmh

(10-!1) larga bu qiymatlarni qo’yib,haqiqatan ham

2
,0

2tgbzyx -===

ekanligiga iqror bo’lamiz.

1-2-TOPSHIRIQLAR
Massasi m  bo’lgan moddiy og’irlik kuchi maydonida nuqta harakatini

tavsiflovchi Gamilton-Yakobi tenglamasi tuzilsin:
1.Umumlshgan koordinatalar qilib dekart koordinatalari zyx ,, lar olinsin:
1.Umumlshgan koordinatalar qilib sferik koordinatalari jqr ,, lar olinsin:
JAVOBLAR:

1. . 0
222

=+
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶ zgm

z
S

y
S

x
S

t
S

2. 0cos1
sin
1

2
1

2

2

2

22

2

=+
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶

qr
qrjqrr

gmSSS
mt

S
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Uslubiy tavsiyalar:

1.Dastlab yasovchi funksiya kiritiladi va unung vaqt bno’yicha integrali
hisoblanadi.
2.Gamilton-Yakobi tenglamasiga kirgan hosilalar hisoblanib,yasovchi funksiya
ifodasiga qo’yiladi.

3.Oxirda topilgan tenglikka  kiruvchi
zd

Sd 0 integrallanib, 0S qiymati yasovchi

funksiya ifodasiga qo’yladi.
4.Eski kanonik oz’garuvchilardan yangi kanonik doimiyliklarga o’tiladi va
ularning ko’rinishi yuqorida keltirilgan masalalarda ko’rsatilgandek topiladi.
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16-MASHG’ULOT
Mavzu: «Eyler-Lagranj tenglamasi»

Darsning maqsadi. Berilgan Lagranj funksiyasi uchun Eyler-Lagranj tenglamasini
yozish texnikasini ishlab chiqish.
Qisqacha tushuncha. Ta’rifga ko’ra umumlashgan impuls

k
i q

Lp
&¶
¶

º ,

umumlashgan kuch

k
k q

LQ
¶
¶

º

formulalar bilan aniqlanadi. Eyler-Lagranj tenglamasi ana shu kattaliklar orqali
quyidagicha aniqlanadi

skQ
dt

dp
k

k ......,2,1,0 ==-

Bu yerda  s - qaralayotgan sistemaning erkinlik darajalar soni bo’lib, dissipativ
kuchlar hisobga olinmaydi.

Masalalar

16-1.Agar Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishga
( ) ( ) .

2
1

21
2

21 zgmmzmmL -++= &

ega bo’lsa, umumlashgan impulslar, umumlashgan kuchlar topilsin, Eyler-Lagranj
tenglamasi yozilsin va mumkin bo’lsa, u integrallansin.

Yechish. Umumlashgan impulsni quyidagicha aniqlaymiz:
( ) zmm

td
pdzmm

z
L

q
Lp

k
k &&&

&&
)(, 2121 +=+=

¶
¶

=
¶
¶

=

Ta’rifga asosan umumlashgan kuch
( ) .21 gmm

z
L

q
LQ

k
k -=

¶
¶

=
¶
¶

=

Eyler-Lagranj tenglamasini tuzamiz:
( ) ( ) .2121 gmmzmm -=+ &&

Tenglikning har ikkala tomonini 21 mm +  ga bo’lib, topamiz

.
21

21 g
mm
mmz

+
-

=&&

Ushbu ifodani 2 marta integrallab quyidagiga ega bo’lamiz:

,
2 21

2

21

21 ctcgt
mm
mmz ++×

+
-

=

bu yerda 1c  va 2c  lar integral doimiyliklari Odatda ular boshlang’ich shartlarga
ko’ra topiladi..
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16-2.Matematik mayatnik uchun Lagranj funksiyasi
jj cos

2
1 22 lgmlmL += &

berilgan.Eyler-Lagranj tenglamasi yozilsin va u integrallansin.
Yechish.Oldingi masaladagidek,umumlashgan impuls va umumlashgan

kuchni topamiz (berilgan masalada umumlshgan koordinata bo’lib j  hisoblanadi)

j
j

j
j jj sin,2 glmLQlmLp -=

¶
¶

==
¶
¶

= &
&

Bulardan Eyler-Lagranj tenglamasini topamiz
j&&2lm jsinglm+ = 0

Bu tenglamani har ikkala tomonini 2lm ga bo’lamiz

0sin =+ jj
l
g

&&

Mayatnik kichik tebranayotgan bo’lsa, jj »sin  va tenglama

0=+ jj
l
g

&&

Bu tenglamani
02 =+ jwj&&

ko’rinishdagi tenglama qilib yozsak,

l
g

=w  , yoki  matematik mayatnikning tebranish davri uychun mashhur

g
lT p2=       formulaga ega bo’lamiz.

1-6-TOPSHIRIQLAR
Agar Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishga ega bo’lsa, umumlashgan

impulslar, umumlashgan kuchlar topilsin., Eyler-Lagranj tenglamalari yozilsin va
mumkin bo’lsa, ular integrallansin:

1. ( ) )(,cos
2

222 tllmglllmL =++= jj&& -vaqtning berilgan funksiyasi.

2. ( ) ( ) .cos
2
1

21
222

2
2

1 jj gctmlmtcmlmL +++= &

3. ( ) ( ) .coscos2
22

1
1

2212
21 jjjj lgmlxlmxmmL ++++= &&&&

4. ( ) ( ) ( ) .coscos2
22

1
211

2212
21 gzmmlgmlzlmzmmL ++++++= jjjj &&&&

5. ( ) .41
2

222 mgkxxkmL -+=

6.
( )ï

ï
î

ïï
í

ì

-+=

-
-

+=

jjjj cossincos
2
1

,
22

2
222

2
2

1

222

2
2122

lgmlmmL

gxm
xl

xxmxmL

&

&&
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JAVOBLAR:
1. 0sin2 =++ jjj gll &&&&

2. ( ) ( ) 0sin2 21
2

2
22

2
2

1 =++++ jjj gctmlmtcmtcmlm &&&

3.
( )
î
í
ì

=++
=+=++

0sincos
,sin 2121

jjj
j

gxl
constpctplmxmm xx

&&&&

4. ( )
ïî

ï
í
ì

=+-

++
+

=++

0sinsin
2

cos 21
221

121

jjj

j

gzl

ctcgtmmlmzmm
&&&&

5. ( ) .02441 2222 =+++ xgkxxkxxk &&&

6. ( )
( ) ( )ï

î

ï
í

ì

=--++

=
-

++
-

+

.0sincossinsincos

,0

2
22

12
2

2
2

1

2
222

2

1222

2

12

jjjjjjj gmlmmmml

xx
xl

lmgmx
xl

xmxm

&&&

&&&&&

Uslubiy tavsiyalar:
1.Umumlashgan impuls va umumlashgan kuchni topishda Lagranj funksiyasidan
olinadigan hosila xususiy hosila ekanligiga Eyler –Lagranj tenglamasida
differensiallash to’liq ekanli e’tibor bermoq lozim.
2.Bu mavzuda masala Eyler-Lagranj tenglamasini toppish va uni yozishdan
iboratgina bo’lib qolmasdan uni yechish hamdir.Shuning uchun chiqarilgan
tenglamani iloji boricha integrallash talab etiladi.
3.Mabodo tenglamada umumlashgan kuch nolga teng bo’lib chiqsa,u vaqtda o’z-
o’zidan ma’lum bo’ladiki,umumlashgan impuls berilgan holda harakat integrali
bo’lib hisoblanadi.
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17-MASHG’ULOT
Mavzu: «Umumlashgan energiya»

Darsning maqsadi.Talabalarni umumlshgan energiya va Gamilton
funksiyasini tuzish va ular o’rtasidagi farqni tushuntirish.

Qisqacha tushuncha: . Berilgan Lagranj funksiyasiga asosan umumlashgan
impuls hisoblanadi:

( ).,,...,,...,,..., 11 tqqqqpp SSkk &&= (1)
Ta’rifga asosan umumlashgan energiya quyidagicha topiladi:

å -=
k

kkue LqpH ,& (2)

bu yerda
k

k q
Lp
&¶
¶

º - umumlashgan impuls.

Gamilton  funksiyasi bu umumlashgan energiyani umumlashgan koordinatalar va
umumlashgan impulslar (tezliklar emas) orqali ifodalanishdir. Shunday qilib,

k
k q

Lp
&¶
¶

º  dan kq&  topilib, ueH  ifodasiga qo’yiladi va GFH  Gamilton funksiyasi

topiladi.
II. Gamilton funksiyasini bilgan holda, Gamilton tenglamasini quyidagicha
aniqlash mumkin:

.,
k

k

k

k

q
H

dt
dp

p
H

dt
dq

¶
¶

-=
¶
¶

= (3)

Masalalar
17-1.Agar Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishga

zgmmzmmL )()(
2
1

21
2

21 -++= &

ega bo’lsa, umumlashgan energiya va Gamilton funksiyasi yozilsin.
Yechish. Berilgan Lagranj funksiyasi asosida umumlashgan impulsni

quyidagicha topamiz:
( )zmm

z
Lpz &
& 21 +=

¶
¶

=

bu yerdan

21 mm
pz z

+
=& (4)

(1) tenglamaga ko’ra umumlashgan energiya quyidagicha topiladi:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

2
1

2
1

21
2

2121
2

21
2

21 gzmmzmmgzmmzmmzmmH ue --+=--+-+= &&&

Endi umumlashgan energiya ifodasiga (4) dan z&  ni o’iymatini qo’yib, Gamilton
funksiyasini quyidagicha topamiz:

( )
( )

( ) ( ) ( ) .
22

1
21

21

2

212
21

2

21 gzmm
mm

pgzmm
mm

pmmH zz
GF --

+
=--

+
+=
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17-2. Agar Gamilton funksiyasi quyidagi ko’rinishga

( ) ( ) .
2 21

21

2

gzmm
mm

pH --
+

=

ega bo’lsa, Gamilton tenglamalari yozilsin.

Yechish. Ushbu berilgan Gamilton funksiyasi asosida Gamilton
tenglamalarini quyidagicha topamiz:

,
21 mm

p
p
H

dt
dz

dt
dq z

+
=

¶
¶

==

( ) .21 gmm
z
H

dt
dpz -=

¶
¶

-=

Demak, Gamilton tenglamalari

21 mm
pz z

+
=&   va ( ) .21 gmmpz -=&

1-4-TOPSHIRIQLAR
Agar Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishga ega bo’lsa, umumlashgan
energiya va Gamilton funksiyasi yozilsin.
1. ( ) ,cos

2
222 jj mglllmL ++= &&

bu yerda ( )tll =  -vaqtning berilgan funksiyasi

2. ( ) .41
2

2222 mgkxxxkmL -+= &

3. .,ln
2

2

constaxayxL =+= &
&

4. .,,1 2222
2

2
2 constcvvvv

c
vmcL zyx =++=--=

JAVOBLAR:

1.
ï
ï
î

ïï
í

ì

--=

--=

.
2

cos
2

,
2

cos
2

2
2

2

222

lmmgl
ml
pH

lmmgllmH

GF

UE

&

&&

j

jj

2.
( )

( )ï
ï
î

ïï
í

ì

+
+

=

++=

.
412

,41
2

2
22

2

2222

mgkx
xkm

pH

mgkxxxkmH

GF

ue &

3.
ï
î

ï
í

ì

-++=

+-=

.ln
2

ln

,ln
2
1

2

2

aaa
x

ppaH

axayxH

xGF

ue &&
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4.

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

+=

-

=

.

,
1

222

2

2

2

cmpсH
c
v

mcH

GF

ue

5-10-TOPSHIRIQLAR

Agar gamilton funksiyasi quyidagi ko’rinishga ega bo’lsa, Gamilton tenglamalari
yozilsin:

5. ,
2

cos
2

2
2

2

lmmgl
ml
pH &--= j

bu yerda ( )tll =  -vaqtning berilgan funksiyasi.

6. ( ) .,
412

2
22

2

constkmgkx
xkm

pH =+
+

=

7. .,ln
2

ln
2

constaaaa
x

p
paH y

x =-++=

8. .,, 2222222 constcppppcmpcH zyx =++=+=

9. t
ytx
pp

H yx ,22= -vaqt.

10. ( ) .,
2 22

22

constaau
vu
ppH vu =+

+
+

=

JAVOBLAR:

1.
ïî

ï
í
ì

-=

=

j

j

sin

,2

mglp
ml

p

&

&

2. ( )

( )ï
ï
î

ïï
í

ì

-
+

=

+
=

.2
41

4

,
41

22

22

22

mgkx
xkm

xpkp

xkm
px

&

&

3.

ï
ï
î

ïï
í

ì

==

==

.,

.
2
1, 2

2

constp
x
p

y

p
x

p
p
ax

y
y

yx
x

&&

&&

4. .,
222

constp
cmp

pcr =
+

=
r

r
&r
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5.

ï
ï
î

ïï
í

ì

=

=

.

,

2

2

yxt
py

yxt
p

x

x

y

&

&

ï
ï
î

ïï
í

ì

=

=

.2

,2

32

23

yxt
pp

p

yxt
pp

p

yx
y

yx
x

&

&

6.
ï
î

ï
í

ì

+
=

+
=

.

,

22

22

vu
pv

vu
pu

v

u

&

& ( )

( )ï
ï
î

ï
ï
í

ì

+

+
=

-
+

+
=

.222

22

222

22

vu
ppvp

a
vu
ppup

vu
v

vu
u

&

&

Uslubiy tavsiyalar:
1.Mavzudagi Gamilton funksiyasi oldingi masalalarda ham qayd qilingani uchun
bu mavzudagi formulalar talabalarga tanish hisoblanadi.Shuning uchun masalalarni
sinf taxtasida ishlaganda talabalar ishtirokini faollashtirish lozim.
2.Umumlashgan energiya va Gamilton funksiyasini yozganda talabalar diqqatini
tezlik va nuqta massasining suratdan maxrajga siljishiga diqqatni tortish kerak.
3.Lagranj funksiyasining umumlashgan energiya bilan mos tushmasligiga talabalar
diqqatini tortish kerak bo’ladi.
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18-MASHG’ULOT
Mavzu: «Puasson qavslari»

Darsning maqsadi. Puasson qavslari nazariy mexanikada ham,kvant
mexanikasida ham katta ahamiytga ega bo’lgani uchun talabalarni bu qavslarni
ocha bilishni o’rgatish.Bu qavslar bilan harakat integrallari bevosita bog’liqdir.

Qisqacha tushuncha: 1f  va 2f  fizik kattaliklar uchun Puasson qavsi quyidagi
ko’rinishga ega:

{ } { } Siff
p
f

q
f

p
f

q
fff

k kkkk

,1,, 12
1221

21 =-=ú
û

ù
ê
ë

é
¶
¶

¶
¶

-
¶
¶

¶
¶

=å                   (1)

bu yerda kk pq ,  - fazoviy fazaga bog’liq bo’lmagan o’zgaruvchilar,
{ } .0, =ff

Fizik kattaliklarning pausson qavsini topish uchun quyidagi qoidalardan
foydalanish kerak:

3,1,.0;, ==
¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶ ji

q
p

p
p

q
q

j

i
ij

j

i
ij

j

i dd

Pusson qavsi uchun quyidagi xossalar mavjud:
{ } { }.,, fggf -= (2)
{ } { } .,,, constgfgf == aaa (3)
{ } .,0, constccf == (4)

{ } .,,,
þ
ý
ü

î
í
ì

¶
¶

+
þ
ý
ü

î
í
ì
¶
¶

=
¶
¶

t
gfg

t
fgf

t
(5)

Ushbu hgf ,,   funksiyalar uchun quyidagi ayniyat o’rinlidir:
{ }{ } { }{ } { }{ } .0,,,,,, º++ gfhfhghgf                     (6)

Ushbu ifodaga Pausson ayniyati deyiladi.
1. Agar 1cf =  va 2cg =  kanonik tenglamalarning birinchi integrallari bo’lsa,

{ }gf ,   puasson qavsi ham bu tenglamalarning birinchi integrallari bo’ladi,
ya’ni

{ } { } 0,;0, =+
¶
¶

=+
¶
¶ Hg

t
gHf

t
f (7)

{ } .,, 33 constccgf =º                               (8)
Pussonning ushbu xossasi Puasson teoremasi deb yuritiladi.

Masalalar

18-1. 1l  va 2l  impuls momentlari uchun Puasson qavslari topilsin.
Yechish. Puasson qavsining qoidasiga asosan quyidagini yozish mumkin:

{ } ,, 2121
21 å ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

¶
¶

-
¶
¶

¶
¶

=
i iiii p

l
x
l

x
l

p
lll (9)

bu yerda
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[ ] ,

zyx ppp
zyx
kji

prl

rrr

rrr
==                               (10)

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ïþ

ï
ý

ü

-=-=
-=-=
-=-=

.
,
,

21213

31312

32321

xppxypxpl
xppxzpxpl
xppxzpypl

xy

xz

yz (11)

(9) va (11) ifodalarni birgalikda qarab quyidagini hosil qilamiz:

{ } ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
å

-=-=---=

=
þ
ý
ü

î
í
ì

-
¶
¶

-
¶
¶

--
¶
¶

-
¶
¶

=
i

iii

lpxpxxppx

pxpx
p

pxpx
x

pxpx
x

pxpx
pll

.
,,

321121212

3113233231132332
21

Demak,
{ } 321 lll -=       va { } 312 lll =

18-2.Gamilton tenglamalarini Puasson qavslari orqali quyidagicha yozilishi
mumkinligini isbotlang:

{ } { }Hq
td
qdHp

td
pd

i
i

i
i ,,, ==

Bu yerda -H Gamilton funksiyasi.Y
Yechish.Istalgan f  fizik kattalikning vaqt bo’yicha o’zgarish qonuni

{ }Hf
t
f

td
fd ,+

¶
¶

=                                                                                        (*)

tenglama bilan ifodalanishini bilamiz.Agar bizda
a) ipf =  bo’lsa, umumlashgan impulsning esa vaqtning oshkormas funksiyasi

ekanligidan 0=
¶
¶

t
pi  bo’ladi va (*) tenglamadan

=
td
pd i { }Hpi ,

tengligining o’rinli ekanligini ko’ramiz:

b) iqf =  bo’lsin.Bu holda ham xuddi shunday 0=
¶
¶

t
qi  bo’lgani uchun

{ }Hq
td
qd

i
i ,=

bo’ladi.

18-3.Tashqi kuch mavjud bo’lmaganida
t

m
pxf -=

funksiyaning harakat integrali ekenligini isbotlang.
Yechish.Oldingi misolda istalgan f  funksiyaning harakat qonining
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{ }Hf
t
f

td
fd ,+

¶
¶

=

ko’rinishda yozilishini bilamiz.Bu tenglamaning char  tomonini topaylik

0)( =-=-=-=-= xx
x

x vv
m
vmv

m
p

td
xdt

m
px

td
d

td
fd

Bundan constf = -
harakat integrali bo’lishligini ko’ramiz.Ikkinchi tomondan

{ } 0, =+
¶
¶ Hf

t
f

ekanligini isbotlaymiz

{ }
m
p

pm
pt

m
px

xxm
pt

m
px

pm
pt

m
pxHf

m
pt

m
px

tt
f

=
¶

¶
×-

¶
¶

+
¶

¶
×-

¶
¶

=
þ
ý
ü

î
í
ì

-=

-=-
¶
¶

=
¶
¶

2
)(

2
)(

2
),(,

;)(

222

Demak,
{ } 0, =+-=+

¶
¶

m
p

m
pHf

t
f

1-9-TOPSHIRIQLAR
Quyidagi fizik kattaliklar uchun Puasson qavslari topilsin.

1. { }., ji xl

2. { }., ji pl 2
3

2
2

2
1

2,3,2,1,, lllljipxrl ++===
rrr

3. { }., ji ll zyx ,,3,2,1 o’qlariga mos keladi.
4. { }2, lli

5. { } { } { }.,, HxUxTx iii

6. { } { } { }.,, HpUpTp iii

7. { } { } { }.,, HlUlTl iii

8. { }{ } { }.,, 222 HlUlTl
9. { } { } { }.,, UHTHTU

5-9 msaslalarda UTH += -Gamilton funksiyasi, )(,
2

2

rUU
m

pT r
== - massasi m

ga teng bo’lgan erkin moddiy nuqtaning kinetik va potensial energiyasi.
JAVOBLAR:

{ }ji xl
1x 2x 3x

1l 0 3x  - 2x
2l - 3x 0 1x
3l 2x  - 1x 0

2.
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{ }ji pl 1p 2p 3p

1l 0 3p  - 2p
2l - 3p 0 1p
3l 2p  - 1p 0

3.
{ }jill 1l 2l 3l

1l 0 3l  - 2l
2l - 3l 0 1l
3l 2l  - 1l 0

4. { } 0, 2 =lli .3,2,1=i

5. { } { } { } .0,,,, === Ux
m
pHxTx i

i
ii

6. { } { } { } .,,,0,
i

i
iiii x

UFHpUpTp
¶
¶

-====

7. { } { } { } .,,,0, iiii MHlUlTl ===

8. { } { } { } .2,,,0, 222 MlHlUlTl
rr

===

9. { } { } { } .1,,, Fp
m

HUHTUT
rr

=-==

Bu yerda hamma joyda ., FxrMUF
rrrr

=-Ñ=

Uslubiy tavsiyalar:
1.1-3 masalalar javoblarida jadvalning satrlari va ustunlari nimani anglatganligini
talabalarga ko’rsatish lozim.
2.Impuls momentining barcha komponentalarini oldindan taxtaga yozib qo’yish
kerak.
3.{ }2, lli  tipidagi Puasson qavslarini topganda { }2, lli ={ } { }å=

j
jijji lllll ,2, 2

tenglikdan foydalanish kerak.
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19-MASHG’ULOT
Mavzu: «Erkinlik daraja soni birga teng bo’lgan sistemalarda Lagranj

funksiyasini garmonlashtirish»

Darsning maqsadi.Berilgan Lagranj funksiyasi uchun garmonik
yaqinlashuvga ega bo’lishni talabalarga o’rgatish.

Qisqacha tushuncha. Erkin daraja soni birga teng bo’lgan tizimlarda
Lagranj funksiyasining ko’rinishi quyidagicha bo’lishi mumkin:

( ) ( ),
2

2 quqqaL -= & (1)

bu yerda ( )qa -oddiy holda massaga mos keluvchi va massa rolini uynovchi ba’zi
umumlashgan koordinataning funksiyasi.
Garmonik yaqinlashish g’oyasi juda ham oddiydir: 0qq = -kichik atrofida finitli
harakatni qaraymiz. Ekstremum nuqtasidan 0qqx ==  kichik siljish bo’yicha
Lagranj funksiyasini qatorga yozamiz. Ikkinchi tartibli haddan yuqorisining
kichikligini hisobga olgan holda tashlab yuborib, garmonik yaqinlashishdagi
Lagranj funksiyasini olamiz.
Yuqorida aytilganlarni bajarish uchun Lagranj funksiyasidan 0q li had
qatnashmagan qismi, ya’ni potensial energiya qismi ajratib olinadi, ekstremum

sharti 0=
¶
¶
q
u  yoziladi va bu shartni qanoatlantiruvchi iq0  nuqta topiladi.

Keyin iq0  nuqtada ikkinchi hosila ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

2

2

q
u  hisoblanadi. Agar ikkinchi hosila 0£

bo’lsa, u tashlab yuboriladi. iq0  nuqtada ( )qu  minimumiga mos keluvchi hosila

qiymatini k  deb belgilasak: 0
0

2

2

>÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

º
iqq

uk  Kinetik energiya qismidagi

22

2
1

2
1 xq && =  oldidagi koeffisiyent ( ) iqqa 0 nuqtada hisoblanadi va m  orqali

belgilanadi, ya’ni
( ).0iqam =

Shunday qilib, garmonik yaqinlashishda Lagranjfunksiyasi quyidagicha yoziladi:

( ),
222

22222 xxmxkxmL w-=-= &&

bu yerda mk /=w -garmonik  tebranishning xususiy chastotasi.

Masalalar
19-1.Agar Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishga ega bo’lsa, sistemaning

xususiy garmonik tebranishlar chastotasi topilsin.

,
2
1

2
1 22 kqqmL -= &

bu yerda ., constmk -
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Yechish. Lagranj funksiyasidagi potensial energiya quyidagiga teng:
( ) .

2
1 2kqqU =

Ushbu ( )qU  dan birinchi hosila olib, nolga tenglashtirib, potensial minimum
bo’lgan nuqta topiladi, ya’ni

0
2

2
0

0

0

===
¶
¶

=

kqkq
q
U

qq

,

Bundan 010 =q  ekanligini topamiz.
Ikkinchi hosila esa,

.02

2

>=
¶
¶ k

q
U

Demak, garmonik yaqinlashishda Lagranj funksiyasi qsyidagi ko’rinishga ega
bo’ladi:

,
22

1 22 xkxmL -= &

bu yerda ( ) ., xqmqa && ==  hamda
m
k

=2w yoki 2
1

)(
m
k

=w

19-2.Rasmda ko’rsatilgan mayatnik tebranish chastotasi topilsin.Bu
mayatnik osilgan ipining uchiga 1m  massalik nuqta joylashgan va bu nuqta
gorizontal yo’nalishda harakat qiladi.

Yechish.Bu mayatnik uchun umumlashgan impuls xp saqlanuvchan kattalik
hisoblanadi va u sistema to’liq impulsining gorizontal komponentasi bilan mos
tushadi

constlmxmmpx =++= jj cos)( 221 &&                           (*)
Hamavaqt sistemani bir butunligicha tinch holatda deb hisoblash mumkin bo’lgani
uchun 0=const  .U holda yuqoridagi tenglamani integrallash quyidagini beradi:

constlmxmm =++ jsin)( 221

Bu tenglik gorizontal yo’nalishda sistema inersiya markazining
harakatlanmasligini ifoda etadi.(*) tenglamadan

jj cos
)( 21

2 &&
mm
lmx

+
=

-x o’qi bo’yicha harakatlanayotgan nuqtaning kinetic energiyasi
2

21

2
2121

)(22
j&&

mm
lmmxmT

+
==

Bu yerda biz mayatnik kichik tebranayotgani uchun 1cos,1 »<< jj
Mayatnikning potensial energiyasi esa

22

2
j

lgmU =

Demak,sistema uchun Lagranj funksiyasi

=L 2

21

2
21

)(2
j&

mm
lmm

+
- 2

2 jlgm
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Shaklda yoziladi va bu funksiya yordamida mayatnik harakat tenglamasini
yozsak,u quyidagicha ko’rinishda bo’ladi:

0)(,0
1

21 =
+

+=
¶
¶

-
¶
¶

jj
jj lm

mmgLL
td

d
&&

&

Demak,sistema tebranish chastotasi

lm
mmg

1

21 )( +
=w

ko’rinishga ega bo’ladi.

1-6-TOPSHIRIQLAR
Agar Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishga ega bo’lsa, tizimning garmonik
tebranishda xususiy chastotasi topilsin:

( )

( )
.,

ln
1.5

.4
.3

2
1.2

sin
2
1.1

2

2

22

2

2

constba

bq
aqq

q
L

bqchaqL
eaqqL

baqq
q

L

bqaqL

bq -

ï
ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï
ï

ý

ü

-=

-=
-=

--=

+=

&

&

&

&

&

 6. ( ) .,,41
2
1 2222 constkgmgkxxxkmL --+= &

JAVOBLAR:
1. ab
2. a .
3. a .

4.
2
ab .

5.
2
a .

6. gk2 .
Uslubiy tavsiyalar:
1.Lagranj funksiyasidan q& ni o’z ichiga olmagan hadni ajratib uni potensial
energiya deb qaraymiz.
2.Potensialning ekstremallik qiymatidan muvozanat nuqtasi 0q topiladi.
3.Potensial energiyaning ikkinchi hosilasining muvozanat nuqtasidagi qiymati
topiladi.Bu hosila 0£  bo’lgan nuqtalar tashlab ketiladi,noldan katta bo’lsa bu
hosila k  deb belgilanadi.
4.Garmonik yaqinlashuvda Lagranj funksiyasi

)(
222

22222 xxmxkxmL w-=-= &&   ko’rinishda yozilib,chastota topiladi.
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20-MASHG’ULOT
Mavzu: «I. Erkinlik daraja soni birga teng bo’lgan sistemada majburiy

tebranishlar»

Darsning maqsadi.Majburiy tebranishlar uchun harakat qonunini topishni
va bunda boshlang’ich shartlarni hisobga olishni talabalarga o’rgatish.

Qisqacha tushuncha.Erkinlik darajasi birga teng bo’lgan sistemaning
majburiy tebranishini harakat tenglamasi quyidagi ko’rinishga ega:

( ).12 tF
m

xx =+w&& (1)

Bu yerda w   erkin tebranishlar chastotasi.Ma’lumki,birjinsli bo’lmagan doimiy
koeffitsiyantli chiziqli differensial tenglamaning yechimi

10 xxx +=

ko’rinishdagi ikki qismdan iborat bo’lar edi,unda -0x  birjinsli tenglamaning
umumiy yechimi, -1x birjinsli bo’lmagan tenglamaning xuxusiy integrali.

Agar tashqi kuch vaqtning oddiy davriy funksiyasi
)cos()( ba += tftF

Bo’lsa,umumiy yechim
)(cos

)(
)cos( 22 ba

aw
jw +

-
++= t

m
ftax

ko’rinishda bo’ladi.Agar majburlovchi kuch vaqtning ixtiyoriy  funksiyasi bo’lsa,
(1) tenglamani integrallash mumkin bo’ladi:

m
tFxixixix

td
d )()()( =+-+ www                                                                (2)

Agar xix wx +=  belglash kiritsak,(2)

m
tFi

td
d )(

=- xw
x

shaklga keladi.Uning yechimi

þ
ý
ü

î
í
ì

+-= ò 0
0

)exp()()exp( xwwx dtti
m

tFti
t

.                                                       (3)

Sistemaning boshlang’ich energiyasini nolga teng deb olib,majburlovchi kuchning
¥-  dan to ¥+ gacha vaqt ta’sirida sistemaga berilgan energiya

2

)exp()(
2
1

ò
¥

¥-

-= tdtitF
m

E w                                                                       (4)

formula bilan topiladi.
Masalalar

20-1-2-3.’Massasi” ,m xususiy chastotasi w  bo’lgan sistemaning tashqi kuch
)(tF  ta’siri ostida tebranishining chastotasi topilsin.Boshlang’ich momentda

0== xx & bo’lgan.Tashqi kuch quyidagicha berilgan:
.sin)(.3,cos)(.2,)(.1 tAtFtAtFAtF a===
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Yechish.Tashqi kuch ta’siri ostida sistemada bo’ladigan tebranishlar
tenglamasi quyidagi birjinsli  bo’lmagan tenglama edi:

m
tFxx )(2 =+w&&

Berilgan uch hol uchun bu tenglamani yozamiz va ularni umumiy holda yechamiz:
1. .2,2

m
Axx =+w&& .3,cos2 t

m
Axx aw =+&& t

m
Axx aw sin2 =+&&

Bu tenglamalarning barchasi aytganimizdek,bir  jinsli bo’lmagan differensial
tenglamalardir.Bu tenglamalar bir jinsli qismlarining xususiy integrallari

)(cos.321 0 jw +=-- tax ,
bu yerda -j boshlang’ich faza Ikkinchi yechimlari esa

t
m

Axt
m

Ax
m

Ax a
aw

a
aww

sin
)(

.3;cos
)(

.2;.1 22122121 -
=

-
== .

Shunday qilib,umumiy yechim

)(cossin
)(

.3

;)(coscos
)(

.2;)(cos.1

22

222

jwa
aw

jwa
aw

jw
w

++
-

=

++
-

=++=

tat
m

Ax

tat
m

Axta
m

Ax
.  (*)

Boshlang’ich shartlar asosida (*) dan

)(
.3;

)(
.2;.1 22222 awaww -

-=
-

-=-=
m

Aa
m

Aa
m

Aa

ekanligini topamiz.Bu yerda biz 0=t  da 0=j  ekanligini hisobga oldik.(*) ning 1-
holdagi yechim

2
sin2)cos1( 2

22

t
m

At
m

Ax w
w

w
w

=-= ,

2-holdagi yechim
)cos(cos

)( 22 tt
m

Ax wa
aw

-
-

= ,

3-holdagi yechim esa
)sin(sin

)( 22 tt
m

Ax w
w
aa

aw
w

-
-

=

20-4. 1.Sistemaning teFtF t ja cos)( 0
-=  kuch ta’sirida majburiy tebranishini

toping.Boshlang’ich vaqt momenti 0=t  da sistema muvozanat holatda joylashgan
( ).0,0 == xx &

Yechish. )(tF  o’rniga qiymatini qo’yib yozamiz

( ) [ ]( )ò òò +=+== --------
t

titititi
t

tittititti dtee
m

Fdteeee
m
Fdtteee

m
F

0

)(0

0

00 000000 (
22

1cos jwawjjwawwaw jx

            + [ ]
[ ] [ ]

=
þ
ý
ü

î
í
ì

++
-

-
-+
-

-=
++--+-

+--ò )(
1

)(
1

2
)

0

)(

0

)(
0

0

)(
00

00

jwajwa

jwajwa
wjwa

i
e

i
ee

m
F

dte
titi

ti
t

ti
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[ ] [ ] [ ]
=

þ
ý
ü

î
í
ì

+-+
-++++

-
þ
ý
ü

î
í
ì

+-+
-++++

=
-

-

awwja
jwajwa

awwja
jwajwa jj

a
w

00
222

000

00
222

000

2
)()(

22
)()(

2

0

i
ieie

e
m

F
i
iie

m
F titi

t
ti

=
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+-+

-++++
-

+-+
++

=
---

-

awwja
jwa

awwja
waww jjjjjj

a

0
2

0
22

0

00
222

0000

2
)()()(

2
1

2
))(sin(cos

i
eeieeieee

i
itit

m
F titititititi

t

( )

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

--+
+-+

-+
-

-
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+-+
--+++

=

- )2(
4)(
sincos)(

4)(
2))(sin(cos

0
2

0
22

2
0

222
0

22
00

2
0

222
0

22
0

2
0

22
0000

awwja
wawja
jjjwa

wawja
awwjawaww

a ittie
m
F

iitit
m
F

t

            (5)

Tebranish
x

w
Im1

0i
x =

bilan aniqlangani uchun    (5)dan topamiz:

[ ] ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

+-+-

-+++-+-

+-+
=

-- tete

tt

m
Fx

tt jajjwja

wjwa
w
awjwa

wawja aa sin2cos)(

sin)(cos)(

4)( 2
0

22

0
22

0
2

0
0

22
0

2

2
0

222
0

22
0

20-5.Ossilyator
)/exp()( 22

0 ttFtF -=  kuch ta’sirida -¥=t  dan ¥=t  gacha qancha maksimal
energiya olgan?

Yechish.Avvalo mavzuning kirish qismida keltirilgan (4) formulaning o’ng
tomonida joylashgan integralni hisoblaylik

ò ò
¥

¥-

¥

¥-

--=- tdtitFtdtitF )/(exp)exp()( 22
0 wtw

Bu integralda vaqtni siljitamiz:

2

2twitt +®

U holda integralimiz

ò ò
¥

¥-

¥

¥-

--=- tdtitFtdtitF )/(exp)exp()( 22
0 wtw = ò

¥

¥-

=-- tdtF )/exp()
4

exp( 22
22

0 t
tw

= ò
¥

¥-

-=-- )
2

exp()exp()
4

exp(
22

0
2

22

0
tw

tpt
tw FdyyF

Demak,tashqi kuch tomonidan ossilyatorga berilgan energiya

=E
m2
1 )

2
exp(

22
2

0
2 tw
tp -F

Bu energiyaning maksimal qiymatini hisoblash uchun btw =  deb belgilab olamiz.
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=E
m2
1 )

2
exp(

2

2

2

0
2 b
w
b

p -F

va uning maksimal qiymatini hisoblaymiz

0)
2

exp()2(
2

3 =--=
b

bb
b

C
d

Ed .

Bundan 2=b  ekanligini topamiz.Natijada

em
FE 2

0
2

max w
p

=

1-3-TOPSHIRIQLAR

Agar boshlang’ich 0=t  vaqt momentida ( )00 0 =®== xxx &  va ta’sir
etuvchi kuch quyidagicha ko’rinishga ega bo’lsa, erkinlik darajasi birga teng
bo’lgan tizimning majburiy tebranish qonuni aniqlansin:
1. 0FconstF ==
2. atF =
3. teFF a-= 0 .
JAVOBLAR:

1. ( )t
m
Fx w
w

cos12
0 -= .

2. ( )tt
m

ax ww
w

sin2 -= .

3. ( )[ ] )sincos(22
0 tte

m
Fx t w

w
aw

aw
a +-

+
= -

Uslubiy tavsiyalar:

1.Tenglamaning xususiy yechimlari topiladi.
2.Boshlang’ich shartlar asosida amplituda va faza aniqlanadi.
3.Topilgan kattaliklar orqali umumiy yechim yozladi.
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21 - MASHG’ULOT
Mavzu: «Erkinlik daraja soni birga teng bo’lgan sistemada majburiy

tebranishlar. II yechimlarni ulash»

Darsning maqsadi.Majburiy tebranishlar uchun harakat qonunini topishni
va bunda boshlang’ich shartlarni hisobga olishni, hamda t<t  va t>t uchun
Eyler-Lagranj tenglamasini umumiy yechimini olishni talabalarga o’rgatish.

Qisqacha nazariya. Agar ichki tebranuvchi tizimga tashqi ta’sir bo’lib,
vaqtning biror t  momentida birdaniga o’zgarsa, unda majburiy tebranish jarayoni
uchun Eyler-Lagranj tenglamasini umumiy yechimini t<t  va t>t  uchun  bir-
biriga yuog’liq bo’lmagan holda topishga to’g’ri keladi. Jarayonning o’zi, tabiiyki,
sakrab o’zgara olmaydi, shuning uchun ( )tFI  majbur etuvchi kuch uchun t<t
holda topilgan yechim. ( )tF2  majbur etuvchi kuch ta’sir etganda t>t  holdagi
yechimga uzluksiz o’tishi kerak. Uzluksizlik talab, nafaqat x  yechimga, shu bilan
birga uning x&  birinchi hosilaga ham qo’yiladi.
Shunday qilib, t=t  nuqtada ulash sharti deb atalmish quyidagi shart bajarilishi
lozim:

( ) ( )
( ) ( )î

í
ì

=
=

.
,

tt
tt

III

III

xx
xx
&&

(1)

Bu yerda I va II sonlar - I ( )t<t  va II ( )t>t  uchastkalarga mos keladi. Ko’rish
qiyin emaski,ulashsharti boshlang’ich qiymatlari t<t  holdagi yechim uchun  va

t=t  vaqt momentida ( )tFI  ta’sir natijasida tizimning olgan qiymati ( )tIIx&
qiymati bo’lishi kerak.

Masalalar

21-1.Agar tizimning xususiy chastotasi w , massasi m , 0=t da 0== xx & , lekin
( )tF  quyidagi ko’rinishda berilgan bo’lsa, ( )tF  tashqi  kuch  ta’siri  ostida t>t

holda erkinlik darajasi birga teng bo’lgan tizimning oxirgi tebranish amplitudasi
topilsin.

Yechish. Ma’lumki, majburiy tebranishlar
tenglamasini quyidagi ko’rinishga yozish
mumkin:

m
Fxx =+ 2w&& (2)

Masalaning berilishidagi rasmdan quyidagini topamiz:

t
t

f
F
=

bu yerdan

tfF
t

=

ni olamiz.
Rasmdan ko’rinadiki,
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( ) ( )
( )ïî

ï
í
ì

=

===
.,

,,

ftFII

tfcttFItF t

( ) tftF
t

=  holni qarab chiqaylik. (3) ifodani (2) tenglamaga qo’yib, quyidagini

olamiz:

.2 t
m
fxx
t

w =+&&

Bunday tenglamaning yechimi, bir jinsli 02 =+ xx w&& bir jinsli,ikkinchi tartibli
differensial tenglamaning yechimi ( )jw += tax cos0  va AtxI =  yechimlarning
yig’indisidan iborat, ya’ni

Ixxx += 0

Majbur etuvchi kuch ta’siridagi Ix  yechimini topish uchun AtxI =  dan hosilalar
olib,  (4) tenglamaga qo’yib, quyidagini olamiz:

,0 2 t
m
fAt
t

w =+ (4)

Bu yerdan

tw 2m
fA =

Demak, .2 t
m

fAtxI tw
==

Shunday qilib, yechimimiz quyidagi ko’rinishni oladi:

( ) t
m

ftax
tw

jw 2cos ++= (5)

Endi boshlang’ich shartlarni qo’llab, birinchi uchastka uchun Ix  ni aniqlaymiz:
,0,0 === xxt &

Shunga ko’ra

( )
tw

jww 2sin
m

ftax ++-=& (6)

Demak,

ïî

ï
í
ì

+-=

++

,sin0

,0cos0

2tw
jw

j

m
fa

a

bu yerdan

ï
î

ï
í

ì

-=

==

tw

pjj

2

2
,0cos

m
fa

(7)

(5) va (7) ifodalarni btrgalikda qarab, quyidagini hosil qilamiz:

t
m

ft
m

fx
tw

pw
tw 22 2

cos +÷
ø
ö

ç
è
æ +-=
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Yoki

.sin1
2 ÷

ø
ö

ç
è
æ -= tt

m
fxI w

wtw
                                   (8)

Endi ( ) ftF =  holini qarab chiqaylik. Ushbu hol uchun differensial tenglama
quyidagi ko’rinishga ega:

m
fxx =+ 2w&& (9)

bu yerda
CxI = (10)

(9) va (10) tenglamalarni birgalikda yechib,quyidagini hosil qilamiz:

m
fC =2w

yoki

.2wm
fC =

Demak, bu xoll usun umumiy yechim quyidagicha bo’ladi:

( ) .cos 20 w
jw

m
ftaxxx III ++=+= (11)

Endi chegaraviy shartlardan foydalanib, oxirgi tebranish amplitudasini topamiz.
Topdikki,

( )ï
ï
î

ïï
í

ì

++=

÷
ø
ö

ç
è
æ -=

.cos

,sin1

2

2

w
jw

w
ww

m
ftax

tt
m

fx

II

I

(1) ifodani amalga oshiramiz, ya’ni

( )

( ) ( )ï
ï
î

ïï
í

ì

+-=-

++=÷
ø
ö

ç
è
æ -

,sincos1

,cossin1

2

22

jwtwtw
w

w
jww

w
t

tw

a
m

f
m

ftat
m

f

yoki

( )

( ) ( )ï
î

ï
í

ì

+-=+

-=+

.cos1sin

,sincos

3

3

t
m

fa
m

fa

w
tw

jwt

wt
tw

jwt

Bu tenglamalarni har ikala tomonlarini kvadratga ko’tarib, ularni mos tomonlarini
qo’shib, quyidagini hosil qilamiz:

( )
2

sin4cos12 2
262

2

262

2
2 wt

tw
tw

tw m
f

m
fa =-=

yoki

.
2

sin2
3

wt
twm

fa =
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TOPSHIRIQLAR

1-2-TOPSHIRIQ. Agar tizimning xususiy chastotasi w , massasi 0, =tm ,da
0== xx &  lekin quyidagi ko’rinishda berilgan bo’lsa, ( )tF  tashqi kuch ta’siri

ostida t>t  holda erkinlik darajasi birga teng bo’lgan tizimning oxirgi tebranish
amplitudasi topilsin.
1.

3-TOPSHIRIQ Agar 0w  xususiy chastota va m  massaga egabo’lsa, F  o’zgarmas
doimiy kuch ta’siri ostida erkinlik darajasi birga teng bo’lgan tizimning muvozanat
holatidan siljishi va garmonik tebranish chastotasining o’zgarish topilsin.

JAVOBLAR:

1. ( ) .
2

sin4sin2
2/1

22
3 úû

ù
êë
é +-=

wtwtwtwt
twm

fa

2. .
2

sin2 2
wt

wm
fa =

3. .,0 2
0

0 w
w

m
Fx =D=D

Uslubiy tavsiyalar:
21-1-masalaga uxshash, tenglamaning xususiy yechimlari topiladi,

boshlang’ich shartlar asosida amplituda va faza aniqlanadi.Topilgan kattaliklar
orqali umumiy yechim yozladi.

2.
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22 - MASHG’ULOT
Mavzu: «So’nuvchi tebranishlar»

Darsning maqsadi. Tashqi kuchlar bo’lgandagi tebranishlar uchun xarakat
qonun xarakterlarini o’rgatish.

Qisqacha nazariya. Dissipativ kuchlar ta’sirida bo’lgan tizimning harakat
tenglamasi garmonik yaqinlashishda quyidagi ko’rinishga ega:

[ ]å ==++
i

jijjijjij Slxkxxm ,1,0&&& a (1)

Bunday bir jinsli chiziqli differensial tenglamalar tizimining xususiy yechimi
quyidagi ko’rinishda axtariladi:

tr
jj eAx = (2)

Amplituda tenglamasi uchun
[ ]å =++

i
jijijij Akrmr 02 a (3)

bir jinsli algebraik  tenglamalar tizimini hosil qiladi. Serkulyar tenglama, bu jA  ni
nolinchi yechimining mavjud bo’lishlik shartini ifodalaydi:

0det 2 =++ ijijij krmr a (4)

Bu tenglamaning yechimi ( )Sr 2,1=aa  yoki haqiqiy bo’lishi mumkin yoki
kompleks-qo’shma juftlikni hosil qiladi. Har qanday wl ir ±-=2,1  juftga quyidagi
ko’rinishdagi  yechim to’g’ri keladi

( ),cos jwq l
aa += - tea t (5)

ya’ni qandaydir so’nuvchi tebranish. Har qaysi …haqiqiy ildizga,
tea l

aaq
-= (6)

ko’rinishdagi aperiodik (davriy bo’lmagan) so’nish mos keladi. Shunday qilib,
serkulyar tenglama ildizini tahlil qilib, tizimda – so’nuvchi tebranishlar, aperiodik
so’nuvchi, u yoki bularning kombinasiyasi va erkin tebranishlar sodir bo’lishini
aniqlash mumkin.
Eslatamizki, serkulyar tenglama yechishda …yechimning paydo bo’lishi,
tizimning bir butun ilgarlanma harakatidan guvoh beradi. Dissipativ kuchlar
ta’sirida bo’lgan tizim uchun Eyler-Lagranj tenglamasi quyidagicha yoziladi:

,
kk

d
k

kk xqd
dQ

q
L

q
L

dt
d

&&& ¶
F¶

-=
F

-==
¶
¶

-
¶
¶ (7)

bu yerda L -Lagranjfunksiyasi, F -dissipativ fuknsiya, ya’ni

å -==F
ij

jijij dt
dExx .2,

2
1 ja && (8)

Masalalar

22-1.Agar Lagranj va dissipativ funksiyalar quyidagicha berilgan bo’lsa, tizimning
harakat xarakteri o’rganilsin:
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( ) ( ),
.

244
2
1

2
1

2
2

2
1

21
2
2

2
1

2
2

2
1

ïî

ï
í
ì

+=F

-+-+=

xx

xxxxxxL

&&

&&

Yechish.Eyler-lagranj tenglamasiga asosan, berilgan masala shartidan
quyidagini hosil qilamiz,ya’ni (7) ifodaga asosan

( ) 21212121 2244 xxxxxxxx
dt
d

&&&& +=++--+

yoki
03322 212121 =----+ xxxxxx &&&&&&

 Ushbu tenglamani yechimini quyidagi ko’rinishda axtaramiz:
., 2211

rtrt eAxeAx ==
Bu yechimdan hosilalar olib, tenglamaga quyib, quyidagi tenglamani hosil qilamiz:

03322 2121
2

2
2

1 =----+ rtrtrtrtrtrt eAeAreAreAerAerA
yoki

03322 2121
2

2
2

1 =----+ AArArArArA
Bundan

( ) ( ) 03232 2
2

1
2 =--+-- ArrArr

yoki
( )( ) 032 21

2 =+-- AArr
bu yerda 021 ¹+ AA  deb, quyidagi tenglamani yechamiz:

,0322 =-- rr
.1,3;21311 212,1 -==±=+±= rrr

(5) ifodaga asosan quyidagi yechimni olamiz ( )2,1 == wl i :
( )
( )î

í
ì

+=
+=

.2cos
,2cos

222

111

jq
jq

tea
ea

t

t

Demak,yechim ikkita so’nuvchi tebranishlardan iborat bo’lar ekan.

TOPSHIRIQLAR
1-2-3-TOPSHIRIQ. Agar lagranj dissipativ funksiyalar quyidagicha ko’rinishda
berilgan bo’lsa, tizimning harakat xarakteri o’rganilsin:

1.
( ) ( )
( )ï

î

ï
í

ì

++=F

+-+=

.2
2
1

,
2
1

21
2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

xxxx

xxxxL

&&&&

&&

2. ( ) ( )
( )ïî

ï
í
ì

+=F

++-+=

.2

,2
2
3

2
1

2
2

2
1

21
2
2

2
1

2
2

2
1

xx

xxxxxxL

&&

&&&
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3.
( )

( )ï
î

ï
í

ì

++=F

+=

.
2
1

,
2
1

21
2
2

2
1

2
2

2
1

xxxx

xxL

&&&&

&&

4-5-TOPSHIRIQ. Agar osilgan nuqtada ishqalanish tufayli energiyaning yutilishi

÷
ø
ö

ç
è
æ-

dt
dE ga teng bo’lsa, bir jinsli og’irlik maydonida harakat xarakteri o’rganilsin.

4. Ikkilangan burchak tezlik kvadratiga.
5. To’rtlangan chiziqli tezlik kvadratiga.

JAVOBLAR:

1.
( )

( )î
í
ì

+=
+=

- .cos
,2cos

222

111

jq
jq

tea
ta

t 1q    erkin va 2q  so’nuvchi tebranish.

2.

( )

( )

( )ï
î

ï
í

ì

+=
=
=

-

--

+-

.cos
,
,

1
2

33

32
22

32
11

jq
q
q

tea
ea
ea

t

t

t

Ikkita aperiodik so’nuvchi va bitta so’nuvchi tebranish.

3.

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

=
=

=
-

-

.33

2
1

22

2
1

11

a
ea

ea
t

t

q
q

q

Ikkita aperiodik so’nuvchi va ilgarilanma ko’chish.

4. .
4
7cos4

1

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+=

-
jtaex

t
  So’nuvchi tebranish.

5. .2
7

2
2

7

1
2

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+=

-
- eaeaex

tt Aperiodik so’nuvchi.

Uslubiy tavsiyalar:
Eyler-Lagrang tenglamalari tuziladi va tuzilgan tenglamalar sistemasining

echimi izlanadi. Topilgan echimlarda xarakat xarakteri aniqlanadi.
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23 - MASHG’ULOT
Mavzu: «Erkinlik darajasi ko’p bo’lgan tizimning erkin tebranishi. Normal

koordinatalar»

Darsning maqsadi. Erkinlik darajasi ikki va undan ortiq bo’lgan
sistemalarning tebranishlar uchun xarakat xarakterlarini o’rgatish.

Qisqacha nazariya. Normal koordinatalar. Ushbu mavzuning asosiy
maqsadi, erkinlik darajasi ko’p bo’lgan garmonik tebranish masalalarida Eyler-
Lagranj tenglamasining yechish va normal koordinatalarga o’tish yo’llarini
o’rganishdan iyuoratdir.
Garmonik yaqinlashishda erkinlik darajasini S  ga teng bo’lgan tizimning Lagranj
funksiyasini qarab chiqamiz, ya’ni

.
2
1

2
1

, ,
ji

ji ji
ijjiij xxkxxmL å å-= &&                                       (1)

Masalan, agar 2=S  bo’lsa, Lagranj funksiyasining ko’rinishi qo’yidagicha
bo’ladi:

[ ] [ ],2
2
12

2
1 2

2222112
2
111

2
2222112

2
111 xkxxkxkxmxxmxmL ++-++= &&&& (2)

bu yerda ijm - «massa» tenzori,

.
0

2

==
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

ji xxji
ij dqdq

Udk

Bunday Lagranj funksiyasi uchun Eyler-Lagranj tenglamasi chiziqli tebranishlar
tenglamalmri hisoblanadi. Bu tenglama quyidagi ko’rinishga ega:

[ ]å =+
i

jijjij xkxm ,0&& (3)

ya’ni ikkinchi tartibli, birjinsli chiziqli differensial tenglamalar tizimini hosil
qiladi. Bunday tenglamalarning yechimi quyidagi kurinishda axtariladi:

.ti
jj eAx w=

Masalan, 2=S  bo’lganda, ushbu yechimning ko’rinishi quyidagicha bo’ladi:
., 2

titi
i BexAex ww == (4)

(3) va (4) tenglamalarni birgalikda yechib, jA amplitudaga nisbatan bir jinsli,
chiziqli algabraik tenglamalar tizimiga ega bo’lamiz, ya’ni

[ ]å =+-
j

ijijj kmA 02w (5)

Ushbu tenglamalar yechimga ega bo’lishi uchun, tizimning determinanti nolga
teng bo’lishi kerak, ya’ni

0det 2 =+- ijij kmw (6)

Bu tenglama serkulyar tenglama deyiladi va ( )S,1=awa  normal garmonik
tebranishlarning xususiy chastotalarini aniqlash uchun xizmat qiladi.
Amplitudauchun 2

aw  ildizning aniq qiymatlarini algebraik tenglama qo’yib,bir xil
chastotaga ega bo’lgan ular orasidagi bog’liqlikni topamiz:
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( ).,1, SD
A
A

j
i

j =º aa
a

a (7)

Unda umumiy yechim quyidagi ko’rinishni oladi:
( )å ==

a
aaa aq ,,1, SADx ji (8)

bu yerda ( )( )aaaa
w

aa jwqq a +== taaC ti cos -normal tebranish. Masalan, 2=S
bo’lsa, quyidagi yechimlarga ega bo’lamiz:

ïî

ï
í
ì

+=

+=

.

,

22
2

2
11

1

1
2

22111

qq

qq

A
A
BA

A
Bx

AAx
(9)

,..., 21 AA kattaliklar aniqmas qoladi. Ularni Lagranj funksiyasining normallik
shartidan topish mumkin. Normallashgan lagranj funksiyasi quyidagicha yoziladi:

å å-=
a a

a
a

a qwq .
22

1 2
2

2 &&L (10)

å=
ij

jiij xxmT &&
2
1 (11)

Kinetik energiya ifodasiga ix&  ning qiymatini qo’yib, differensiallab hosil qilingan
yechim jx , normal koordinatalar orqali ifodalangan bo’ladi, 2=S  bo’lsa,
quyidagini hosil qilamiz:

ïî

ï
í
ì

+=+=

+=

,

,

22
2

2
11

1

1
22112

22111

qqqq

qq
&&&&&

&&&

A
A
BA

A
BBBx

AAx
(12)

bu yerda a
a

a D
A
B

=  -oldin olingan amplitudalar nisbati.

aq&   orqali topilgan kinetik energiya ifodasi å
a

aq
2

2
1 &  ga tenglashtiriladi. Shunday

qilib, normallashtirish sharti aralash hadlardagi koeffisiyentlarning nolga
tenglashtirishni ( ba ¹  da baqq &&  ni ichiga oluvchi) va 2

aq&   oldidagi

koeffisiyentning
2
1  ga tengligini talab etishga olib keladi.

aA  kattalik, 1±  Ahamiyatga egabo’lmagan aniqlikkacha normallashtirish
shartidan aniqlanadi.

Lagranj fuksiyasini garmonizasiyalashtirish.
Odatda tizimning Lagranj funksiyasi harakat uchun yoziladi. Garmonik

tebranishlar hosil bo’lishi uchun tizim muvozanat holatdan cheksiz kichik. Shu
sababli, ushbu muvozanat holatidan cheksiz kichik ko’chishlar uchun Lagranj
funksiyasi yozilsa, bunga Lagranj funksiyasini garmonizasiyalashtirish deyiladi.
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Mexanik tizimning erkinlik darajasi S  bo’lib, unga golonom tutib turuvchi
stasionar bog’lanishlar qo’yilgan bo’lsa, u holda uning Lagranj funksiyasi quyidagi
ko’rinishga ega bo’ladi:

( ) ( ).,...,,,...,,
2
1

1,
2121å

=
-=

S

ki
skiSik qqqUqqqqqaL &&

Garmonizasiyalashtirilgan Lagranj funksiyasini hosil qilish uchun birinchi
navbatda tizimning muvozanat holati mavjudligini aniqlash lozim. Bu esa,
potensial energiyaning minimal qiymatini topish bilan amalga oshiriladi, ya’ni

;0,...,0,0
2

=
¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

Si q
U

q
U

q
U

.0112
1

2

0

>=
¶
¶ k

q
U

q

Bularni yechib, muvozanat holat koordinatalari topildi.

,02112
21

2

>==
¶¶

¶ kk
qq

U

0222
2

2

0

>=
¶
¶ k

q
U

q

bo’lsa, u holda tizimda turg’un muvozanat holat mavjud deymiz. Aks holda,
muvozanat holatimiz noturg’un bo’ladi. Bunday holat atrofida tebranishlar hosil
bo’lmaydi.
Kinetik va potensial energiyalar garmonizasiyalashtirilib, keyin
garmonizasiyalashgan Lagranj funksiyasi yoziladi. Bu esa quyidagicha bajariladi:

( ) ( ) ( )

( )( ) åå

å
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ki
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0201021
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2
1
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0           (13)

Xuddi shunday kinetik energiya ham

( ) åå +=»=
= ki

iikiik

S

ki
kiSik xqqxxmqqqqqaT

,
00

1,
21 ,

2
1,...,,

2
1

&&&&  (14)

Demak, garmonizasiyalashtirilgan Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishga ega
bo’ladi:

å å-=
ki ki

kiikkiik xxkxxmL
, ,

.
2
1

2
1

&& (15)

Masalalar

 23-1. Agar Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishga ega bo’lsa, erkinlik darajasi
ikkiga teng bo’lgan tizimning chastotalari va normal tebranish koordinatalari
topilsin:

( ) ( ).
2
1

2
1 2222 yxyyxxL +-++= &&&&
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Yechish. Ushbu masalani yechish uchun Eyler-Lagranj tenglamalari
tuziladi, ya’ni

;
2
1,

2
1 xy

y
Lyx

x
L
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&
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¶
¶
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¶
¶
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2
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dt
dyxyx

dt
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&&&&&&&&&&&& +=÷
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è
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¶
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Ushbu ifodalardan Eyler-Lagranj  tenglamasi quyidagicha tuziladi:

ï
î

ï
í

ì

=++

=++

0
2
1

0
2
1

yyx

yxx

&&&&

&&&&
(16)

Bu tenglamalarning yechimlarini quyidagicha axtaramiz:
titi BeyAex ww == ,        (14)

(1) va (2) tenglamalarni birgalikda yechib, quyidagiga ega bo’lamiz:

ï
î

ï
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ì
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0
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                 (17)

Endi ushbu tenglamalar noldan farqli yechimga ega bo’lishi uchun determinant
tuzami:

0
1

2

2
1

2
2

2
2

=
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=D

ww

ww

Bu kasriy tenglamani yechib,chastotalarni aniqlaymiz:

( ) ( ) ,0
4

1
22

22 =--
ww

( ) ( ) ,0
4

21
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222 =-+-
www

( ) 012
4
3 222 =+- ww

yoki
( ) 0483 222 =+- ww
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164864 =-=D

.
3
2;2,2;

6
48

21
2

1
2

2,1 ===
±

= wwww

A va B koeffisiyentlarni aniqlash uchun 1w  va 2w  larning qiymatlarini (17)
tenglamaga qo’yib quyidagiga ega bo’lamiz:
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( )ï
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Bu yerdan,

î
í
ì

-==Þ
=--
=--

.1
0
0

1

1
1

11

11

A
BD

BA
BA

Xuddi shunday 2w ni qiymatlarini qo’yib quyidagini topamiz:

ï
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ï
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ì
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3
1

2

2
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Demak, harakat tenglamalarining yechimlari quyidagicha:
( ) ( ) ,ReRe 2121

21212211
titititi eCeCAAeACeACx wwww +=+=

( ) ( ) 11111 cosRe 1 qjww º+= taeC ti ,
( ) .cos 2222 qjw º+ta

Shunday qilib, yechim quyidagicha bo’ladi:
2211 qq AAx += .

y  komponentasi uchun esa yuqoridagiga o’xshash hisoblanadi, ya’ni
( ) ( ) ,ReRe 2121

2221112413
titititi eADCeADCeBCeBCy wwww +=+=

yoki
2211 qq AAy +-= .

Normal koordinatalarni aniqlash uchun, quyidagilarni hisoblaymiz:

( )2
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2
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1
2
1 qq +º= å
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Bu tenglikdan 1A  va 2A  lar qiymatlarini aniqlaymiz, ya’ni
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3
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;1,1
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==

AA
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1A  va 2A  koeffisiyentlar qiymatlarini (16) va (17) ifodalarga qo’yib, quyidagi
oxirgi yechimga ega bo’lamiz:
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Bu yerdan 1q   va 2q  lar quyidagiga teng bo’ladi:
( )
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ï
í

ì

÷÷
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ö
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111

3
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23-2. Mexanik tizimning quyidagi Lagranj funksiyasi garmonizasiyalashtirilsin:

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
++-+= 21
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2
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1
2
1 qq

qq
qqqqL && .

Yechish. Ushbu Lagranj funksiyasida potensial energiya qismi quyidagiga
teng:

21
21

1 qq
qq

U ++= .

Bundan 1q  va 2q lar bo’yicha hosilalar olib, 10q  va 20q  koordinatalarni aniqlaymiz,
ya’ni
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Endi 11k , 22k  va 2211 kk =  larni aniqlaymiz. Buning uchun potensial energiyadan 1q
va 2q  koordinatalar bo’yicha ikkinchi tartibli hosilalar olamiz, ya’ni
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1011 qqx -= va 2022 qqx -=   larni va (1) nazarga olib,quyidagiga ega bo’lamiz:

( ) .222
2
1

21
2
2

2
121

2
2

2
1 xxxxxxxxU ++=++=

Kinetik energiya qismini garmonizasiyalash uchun 2211 , mm  quyidagilarga teng:
.0,1,1 211220221011 ====== mmqmqm

Demak, garmonizasiyalashgan kinetik energiya (2) ga asosan quyidagiga teng
bo’ladi:

( )2
2

2
12

1 xxT += & .

Shunday qilib, garmonizasiyalashtirilgan Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishga
ega bo’lar ekan:

( ) ).(
2
1

21
2
2

2
1

2
2

2
1 xxxxxxL ++-+= &&

TOPSHIRIQLAR
1-2-3-TOPSHIRIQ.Agar Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishga ega bo’lsa,
erkinlik darajasi ikkiga teng bo’lgan tizimning chastotalari va normal tebranish
koordinatalari topilsin:

1. ( ) .
22

1 2
022 xyyxL a

w
+-+= &&

2. ( ) ( ).
2
1

2
1 2222 yyxxyyxxL &&&&&&&& +--++=

3. ( ) ( ).23
2
1222

2
1 2222 yxyyxxL &&&&&& +-++=

4-5-6-TOPSHIRIQ..Mexanik tizimning quyidagi Lagranj funksiyasi
garmonizasiyalashtirilsin:

4. ( ) ÷÷
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ö
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è

æ
+-++=
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21

2
221
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2
1
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qqqqqqL &&&& .
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2
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2
1 qqqqqqqqL +--++= &&&& .

6. ( ) ( ) ( )212121
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2
2

1 coscos2cos2
2

jjjjjjjj ++-++= mglmllmL &&&& .

Tizim ikkilangan yassi mayatnik ko’rinishida tasvirlangan,.

JAVOBLAR:
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4. ( ) ).(
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1

2
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2
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2
221

2
1 xxxxxxL +-++= &&&&

5. ( ) ( ).3
2
1 2

221
2
1

2
2211 xxxxxxxxL ++-++= &&&&

6. [ ] [ ].2
2
122

2
1 2

2
2

121
2
2

2
1

2 jjjjjj +-++= mglmlL &&&&

Uslubiy ko’rsatma:
1. Eyler-Lagrang tenglamalari tuziladi va defferinsial tenglamalar sistemasi
echiladi. Normal koordinatalar topiladi va o’zgarmas koeffisentlarning qiymatlari
topiladi.
2. Potensial va kenetik energiyalar ajratib olinadi va ularning birinchi, ikkinchi va
aralash hosilalari topilib koeffesintga tenglashtiriladi.
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24- MASHG’LOT
Mavzu: «Inersiya tenzori»

Qisqacha nazariya. Inersiyamomentlar tenzori komponentalarining ta’rifiga
ko’ra, uni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:

[ ],2
, å -=

i
kikiiiki xxxmI d

bu yerda Ni ,1=  -tizimning tashkil etuvchi zarralar raqami,
im  -ularning massalari,

i  -1, 2, 3 koordinata o’qlarining raqamlari,
ikx  - i  o’qdagi zarralarning ixr  radiks–vektorlar  proyeksiyalari,

,2
3

2
2

2
1

2
iiii xxxx ++=

î
í
ì

¹
=

=
ki
ki

,0
,1

abd      Kroneker belgisi.

Agar qattiq jism yaxlit deb qarash mumkin bo’lsa, u holda yig’indi o’rnida jism
hajmi bo’yicha integral olish mumkin:

( )dVxxxI kiiklik ò -= dr .
Agar koordinata tizimi sifatida markaziy tizimolingan bo’lsa, unda inersiya
tenzorining komponentalari markaziy inersiya momentlari deyiladi; adabiyotlarda
asosan anna shu momentlar keltiriladi. Koordinata o’qlarida diagonal ko’rinishda
keltirilgan inersiya tenzori, inersiyaning asosiy o’qlari deyiladi, asosiy o’qlarga
nisbatan o’qlari inersiya momentlari esa, inersiyaning asosiy momentlari deyiladi.
Ba’zan inersiyaning asosiy o’qini tizimning simmetriyasi to’g’risidagi fikrlashdan
birdaniga bilish mumkin.

Masalalar

24-1.Quyidagi mexanik tizimlarning asosiy inersiya mometrlari hisoblansin:
Chiziqli ikki atomli molekulani.

Yechish. Molekulalar orasidagi masofa const=l  birinchi navbatda og’irlik
markazini aniqlaymiz:

Ushbu molekulalarning koordinatalarini aniqlaymiz:
1m  ning koordinatalari uchun .0,0, 111 ==-= zyxx

2m  ning koordinatalai uchun .0,0, 222 ==-= zyxlx

l

1m 2m

1m
x

2mz

x

l
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Endi koordinatalarni aniqlash uchun quyidagi yig’indidan foydalanamiz:

å
=

=
2

1
0

i
ii xm

yoki
.02211 =+ xmxm

Ushbu ifodaga 1x   va 2x  larning qiymatlarini qo’yib, quyidagini topamiz:
( ) 021 =-+- xlmxm

yoki
( ) ,212 xmmlm +=

bu yerda
.2

21

l
M
ml

mm
mx =
+

-=

Shunday qilib, oxiri koordinatalar uchun quyidagini aniqlaymiz:
;0,0, 11

2
1 ==-= zyl

M
mx

.0,0, 22
1

2 ==-= zyl
M
mx

Bularni hisobga olgan holda, inersiya momentlarining komponentalarini
quyidagicha topamiz:
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i
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( )å å
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1
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1
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222
3 .

i i
iiiii IxmyxmI

Shunday qilib, quyidagi javoblarga ega bo’lamiz:
.,0 221

321 l
M
mmIII ===

24-2.Quyidagi mexanik tizimlarning asosiy inersiya mometrlari hisoblansin:
Yarim o’qlari cba ,,  bo’lgan uch o’qli ellipsoid.

Yechish. Inersiya markazi ellipsoid markaziga, bosh inersiya o’qlari esa
ellipsoid o’qlariga mos tushadi. Ellipsoid hakim bo’yicha integrallash sfera hajmi
bo’yicha integrallashga keltirilishi mumkin. Buning uchun

12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

Ellipsoid sirtining tenglamasini
1222 =++ zhx

Birlik sfera sirt tenglamasiga o’tkazuvchi zhx czbyax === ,,  koordinatalar
almashtirishini bajaramiz. Shu yo’l bilan x  o’qiga nisbatan inersiya momenti
topiladi:
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( ) ( ) ( )òòò òòò +=+=+= 22
'

22222
1 2

cbIabcdddcbabcdxdydzzyI zhxzhrr ,

bu erda 'I -birlik radiusli sharning enarsiya momenti. Ellips hajmi abc
3

4p   ga teng

ekanligini nazarda tutsak, oxirgi tenglikdan
( )22

1 5
cbI +=

m , ( )22
1 5

caI +=
m , ( )22

1 5
abI +=

m

larni hosil qilamiz.

TOPSHIRIQLAR
1-TOPSHIRIQ. Quyidagi mexanik tizimning asosiy inersiya momentlari
hisoblansin:Chiziqli uch atomli molekulani.

lll =+ 21

2-TOPSHIRIQ. Quyidagi mexanik tizimning asosiy inersiya momentlari
hisoblansin:Teng yonli uchburchakda joylashgan uch atomli molekulani. Suv
( )OH 2  molekulasi.

3-TOPSHIRIQ. Quyidagi bir jinsli yaxlit jismning bosh inersiya momentlari
aniqlansin. l  uzunlikdagi ingichka sterjen.

1m x
2mz

O

1l

3mx

2l

l

2m

1m1m

h

x x

z

O
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4-TOPSHIRIQ. Quyidagi bir jinsli yaxlit jismning bosh inersiya momentlari
aniqlansin. Radiusi R  va balandligi h  bo’lgan doiraviy silindr.

JAVOBLAR:

1. ( ) .;1
321

2
212

2
12121 mmmMlmmlmm

M
II ++=+==

2. .,
2

2,
2 213

2

21

21
2

2
1

1 IIIh
mm

mmIamI +=
+

==

3. 0,
12
1

3
2

21 === III lm .

4. 2
3

2
2

21 2
,

34
RIhRII mm

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+==

Uslubiy tavsiyalar:
1. 2-1-masalaning ishlanish yo’li bo’yicha hisonlanadi.
2. Teng yonli uchburchakning balandligina inersiay marakazi deb, x  va y

o’qlarini rasmda ko’rsatilgandek yo’naltirib, o’qlarga proeksiyalanadi.
3. sterjen yo’g’onligi hisobga olinmaydi deb olinadi. Sterjen uzunlik birligiga

to’g’ri keladiga massasini r  bilan belgilasak, dxdm r=  bo’ladi. Burun l

bo’yicha integrallaymiz.
4. Inersiya momentlarini yalanish o’qiga nisbatan olamiz.

x
x

y
y

dx

2
l

2
l
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25- MASHG’LOT
Mavzu: «Qattiq jismning kinetik energiyasi»

Qisqacha nazariya.
Qattiq jismning energiyasi va aylanma harakatidagi kinetik energiyalarining

yig’indisidan iborat bo’ladi, ya’ni

å WW+=
ki

kiikIVT
,

2

2
1

2
m

bu yerda
m -qattiq jismning to’la massasi,

RV &rr
=  inersiya markazining harakat tezligi,

ikI  -markaziy tizimda inersiya momentlari tenzorining komponentalari,
W
r

 -bir lahzadagi burchak tezlik,
ki,  -1, 2, 3 koordinata o’qlari raqamlari.

Agar koordinata o’qlari asosiy inersiya o’qlari bo’yicha yo’nalgan bo’lsa, unda
ikiik II d=

va qattiq jismning kinetik energiyasi quyidagicha yoziladi:

å W+=
i

iiIMVT 2
2

2
1

2
.

Shuni ta’kidlash foydaliki, qattiq jismning istalgan nuqtasini harakatidagi chiziqli
tezligi qo’zg’almas  deb qabul qilingan boshqa istalgan nuqtasiga nisbatan
quyidagiga teng bo’ladi:

iii RRV
rr&rr

´W==

Masalalar

25-1. Agar silindrning M  massasi uning hajmi bo’yicha shunday taqsimlangan
bo’lsaki, undan a   masofada asosiy o’qlardan biri silindr o’qiga parallel bo’lsa, W
burchak tezlik bilan tekislik bo’yicha dumalayotgan R  radiusli silindrning kinetik
energiyasi topilsin. Ushbu o’qqa nisbatan silindrning inersiya momenti I  ga teng.
Yechish. Aylanishning burchak
tezligi

dt
dj

j =&  ga teng. j&  hamma

parallel bo’lgan o’qlar atrofidan
aylanish burchak tezligi bir xildir.
Inersiya markazi lahzaviy o’qdan

jcos222 aRRab -+=

masofada turadi.
Shuning uchun, uning tezligi quyidagi ifodaga teng bo’ladi:

.cos222 jjj aRRabV -+== &&

Bu ho  lda kinetik energiya quyidagicha aniqlanadi:

( )å +-+=W+=
a

aa jjj 22222
2

2
cos2

22
1

2
&&

IaRRaMIMVT

R
a
j
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yoki
( )[ ]IaRRaMT +-+= j

j cos2
2

22&

bu yerda W=j&   burchak tezlik.

25-2. OA  kulisa gorizantal tekislikda o’zining O  uchidan o’tuvchi z  o’q  atrofida
aylana oladi (rasmda yuqoridan ko’rinishi tasvirlangan). Massasi m  ga  teng
sirpang’ich kulisa ichida harakatlana oladi. Sirpang’ichini moddiy nuqta deb
qaralsin. Kulisaning z  o’qqa nisbatan inersiya momenti zI  ga teng. Sistemaning
kinetik energiyasi topilsin. Qarshilik
kuchi hisobga olimasin.
Echish. Umumlashgan koordinatalar
deb j,r  qutb koordinatalarni
kiritamiz. U holda sistemaning
kinetik energiyasi kulisa va
sirpang’ich kinetik energiyalar
yig’indisidan iborat, yani:

sk TTT += .
Kulisa z  o’q atrofida yalanma
harakatda bo’lgani  uchun

2

2
1 j&zk IT =

Rasmdan
jj sin,cos ryrx ==

Bo’lganligida
jjj sincos &&& rrx -=
jjj cossin &&& rry +=

Bundan sirpang’ichning tezligi va kinetik energiyasi
22222 rryxs &&&& +=+= jJ

( )222

2
1 rrmTs && += j

Shunday qilib sistemaning to’liq kinetik
energiyasi

( ) 222

2
1

2
1 rmrmIT z &&& ++= j

TOPSHIRIQLAR

1-TOPSHIRIQ. Quyidagi sistemaning
kinetik energiyasi topilsin: R  radiusli
silindrik sirtning ichki tomonida
dumalayotgan a  radiusli bir jinsli silindr.

O

A

x

y

y

x

j

r

R

a

j
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2-TOPSHIRIQ. Quyidagi sistemaning kinetik energiyasi topilsin: OA va AB-
yupqa bir jinsli sterjenlar bo’lib, ularning uzunliklari l  ga teng va A nuqtaga
sharnur yordamida buruktirilgan. OA sterjun O nuqta atrofida ayalanadi (rasm
tekisligida). AB sterjenning B uchi esa Ox  o’qi bo’ylab sirpanadi.

JAVOBLAR:
1. ( ) 22

4
3 jm &aRT -=

2. ( ) 22
2

sin31
3

jjm
&

l
+=T

Uslubiy tavsiyalar:
1. Dumalayotgan silindrning inersiya markazini o’q ustida joylashtitiliadi. Burchak
tezlikni silindrlarning bir-biriga tegish chizig’iga mos tushadigan oniy o’q
atrofidagi aylanish tezligi sifatida hisoblanadi.
2. AB sterjen inersiya markazida dekart koordinatalar sistemasi kiritiladi. OA
sterjen inersiya markazining tezligi 2/j&l  ga teng  bo’ladi.

l
l

j

A

BO x

y
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26- MASHG’LOT
Mavzu: «Qattiq jismning harakat tenglamalari. D’Alamber prinsipi»

Qisqacha nazariya.
Qattiq jism oltita erkinlik darajasiga ega bo’lgani uchun harakatning

umumiy tenglamalar sistemasi oltita mustaqil tenglamalardan iborat bo’lishi kerak.
Ularni ikki vektor – impulis va jism momentidan olingan vaqt bo’yicha birinchi
tartibli hosilalar ko’rinishida olish mumkin. Bulardan

birinchi tenglamasi: F
dt
Pd r
r

= ,

ikkinchi tenglamasi: K
dt
Md r
r

= ,

bu erda å == VpP
rrr

m -jismning to’la impulisi, å= fF
rr

-jismga ta’sir etuvchi to’la
kuch, [ ]å= frK

rrr
-kuch momenti.

Qattiq jism muvozanatda bo’lishi uchun
å == 0fF

rr

[ ] 0==å frK
rrr

bo’lishi kerak.
Yondashuvchi jismlar harakat tenglamalarini tuzinshda reaksiya kuchlari

oshkor kiritishga asoslanga d’Alamber prinsipi mavjud. Bu usulning mohiyati
shundan iboratki, har bir yondashuvchi jismlar uchun

å= f
dt
Pd r
r

, [ ]å= fr
dt
Md rr
r

,

tenglamalarini yozishdan iborat. Bu ta’sir etuvchi f
r

 kuchlarga  qatoriga reaksiya
kuchlari ham kiritiladi.

Masalalar
26-1. d’Alamber prinsipidan foydalanib, F

r
 tashqi kuch va K

r
 kuch momentlari

ta’sirida tekislikda dumalayotgan bir jinsli sharning harakat tenglamalari topilsin.
Echish. V

r
 orqali ilgarilanma harakat tezligini (shar markaz tezligi) W  bilan  esa

shar aylanishinig burchak tezligini belgilaymiz. Sharning sirtga tegish nuqtasining
tezligini aniqlash uchun umumiy [ ]rVv rrrr

W+=  formulada nar rr
-=  ifodani kiritamiz.

Izlanayotgan bog’lanish tenglamasi (tegish nuqtasida siroanish bo’lmasligidan)
[ ] 0=W- raV rrr

(1)
ko’rinishni olamiz. Bu erda a -shar radiusi. nr -yodosh nuqtasida dumalash sirtiga
o’tkazilgan normalning birlik vektori.
Endi (1) bog’lanish tenglamasi shar va tekislik yondoshgan nuqtada qo’yilgan
reaksiya kuchini (reaksiya kuchlarini R

r
 bilan belgilaymiz ) kiritib,

RF
dt
Vd rr
r

+=m  (2)

[ ]RnaK
dt
dI

rrr
r

-=
W  (2)

tenglamalarni yozamiz.
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Bu erda VP
rr

m=  va shar pildiroq uchun W=
rr

IM  hisobga olingan)
Endi (1) bo’glanish tenglamasini vaqt bo’yicha differensiallab, [ ]naV r&

r
& W=

tenglikni olamiz. V
r
&  ni (1) tenglamaga qo’yib va (2) yordamida W&  ni yo’qotib,

reaksiya kuchini F
r

 va K
r

 bilan bog’livchi
( ) [ ] ( )RnnaRanKRF

a
I rrrrrrrr

+-=+
m

tenglamani topamiz. Bu tenglamani komponentalar bo’yicha qayta yozib va
2

5
2 aI m=  ni o’rniga qo’yib quyidagilarni olamiz:

xyx FK
a

R
7
2

7
5

-= , yxy FK
a

R
7
2

7
5

-= , zz FR -=

( xy  sharning dumalash tekisligi). Bu ifodalarni (1) tenglamaga qo’yib, faqat
muayyan tashqi kuch va momentlarni o’z ichiga olgan harakat tenglamalarini
topamiz:

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+=

a
K

F
dt

dV y
x

x

m7
5 ,

÷
ø
ö

ç
è
æ +=

a
KF

dt
dV x

y
y

m7
5 .

Burchak tezlikning yx WW , komponentalari bog’lanish tenglamalari yordamida xV

va yV  orqali ifodalanadi, zW  uchun esa

z
z K

dt
da =
W2

5
2 m

tenglamaga ega bo’lamiz.

26-2. AB sterjenning A uchi n  o’zgarmas tezlik bilan to’g’ri chiziqli

yo’naluvchida sirpanadi va bunda sterjen harakat vaqtida D shkiftga tayanadi.

Sterjen va uning B uchi harakat tenglamalari

yozilsin. Sterjen uzunligi l ga teng; shkif to’g’ri

chiziqli yo’naltiruvchidan H balandlikda

o’rnatilgan. Harakatning boshlanishida

sterjenning A uchi qo’zg’almas koordinatalar

sistemasi boshi O nuqta bilan ustma-ust tushadi;

aOC = . A  nuqta qutb deb olinsin.

Yechish. Berilganlar shaklda ko’rsatilgan. Sterjenning A qutb atrofida

aylanish burchagini j  bilan belgilaymiz. A nuqta x o’qi bo’ylab to’g’ri chiziqli

harakat qilgani uchun hamma vaqt 0=ay . Endi Ax koordinatasini topamiz.

Shakldan va A nuqta n  tezlik bilan tekis harakat qilgani uchun

y

B

D

H

CA j E xaO
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tOAx A ×== n

bo’ladi.

Shakldan: taACtg
AC
H

nj -== ; ;

ta
Htg
n

j
-

=  bundan
ta

H
arctg

n
j

-
= .

B nuqtaning koordinatalarini topamiz:

,
)(1

1cos

,cos;,

222 Hta
ta

tg

AEtOAAEOAxB

+-

-
=

+
=

==+=

J

n

j
j

jn l

natijada

l
22 )( taH

tatxB
n

n
n

-+

-
+= ,

.
)(

sin
22 taH

HBEyB
n

j
-+

===
l

ll

TOPSHIRIQLAR
1-TOPSHIRIQ. P  og’irlik va l  uzunlikdagi bir jinsli BD  sterjen devorga  tirab
qo’yilgan; uning B pastki uchi AB ip bilan tortib qo’yilgan. Tayanch reaksiyasi va
ipning tarangligi aniqlansin (1-rasm).
2-TOPSHIRIQ. P og’irlikdagi AB sterjen uchlari bilan vertikal tekisliklarga
tiraladi  va u shu vaziyatda ikkita gorizontal  AD va BC iplar  bilan ushlab turiladi;
BC ip AB sterjen bilan bir vertikal tekislikda yotadi. Tayanch reaksiyalari va
iplarning tarangligi aniqlansin (2-rasm).

(1-rasm)   (2-rasm)
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3-TOPSHIRIQ. l  uzunlikdagi ikkita sterjen yuqoridan sharnur vositasida
biriktirilgan, pastdan esa, AB ip bilan bir-biriga tortib qo’yilgan (3-rasm).
Sterjenlardan birining o’rtasiga F  kuch ta’sir ettiriladi (sterjen og’irligi hisobga
olinmasin). Reaksiya kuchlari topilsin.

(3-rasm)

JAVOBLAR:
1. a2sin

4h
PRC
l

= , asinCB RPR -= , acosCRT = .

2. PRB = , actgPTB 2
= , bsinAA TR = , bcosBA TT = .

3. FRA 4
3

= ,
4
FRB = ,

asin4
FRC = , actgFT

4
1

= .

Uslubiy tavsiyalar:
1. Reaksiya kuchlarini sretjendan tik yuqorida va perpendikulyar qo’yib, bog’lanish
tenglamalarini tuziladi.
2.   Reaksiya kuchlarini tekislikka perpendikulyar qo’yib, bog’lanish tenglamalarini tuziladi.
3. Reaksiya kuchlarini tekislikka  perpendikulyar qo’yib, bog’lanish tenglamalarini tuziladi.
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