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Kirisiw
Dinamikaliq sistemalard1 izertlewdin’ universal usillarinin’ biri bolip,Lyapunovtin’
eki usili esaplanadi yamasa Lyapunov funksiyasi usili. Da’slep olardi qollamw
oblast1 bolip a’piway1 differencial ten’lemeler sistemasi. Keyin ala onin’ ja’rdemi
menen ayirmali stoxastikaliq differencial, bo’listirilgen parametrler sistemasi1 ha’m
tag’i basqalar izertlendi. A.M.Lyapunovtin’ ekinshi usilinin’ rawajlaniw basqishi
bolip 30 jillar bolip tabiladi, Chetaev N. miynetlerinde, Malkin 1.G., Persidkin I.P.
ha’m tag’1 basqalardin’ miynetlerinde. A.M.Lyapunovtin’ ekinshi usili ornigliliq
haqqzida juwmaq shig’arip qoymastan (osimptotikaliq orniqliliq, ornigsizliq)
hagqinda  juwmagq shig’aradi. Lyapunov funkciyasin qolayli du’ziw ornigliliq
oblastin bahalawg’a mu’mkinshilik beredi yamasa fazaliq ken’islikte, ja’nede
parametrler ken’isliginde. Onin’ ja’rdeminde bazibir sistemanin’ xarakteristikaliq
sheshimlerin esaplawg’a boladi, waqit boyinsha o’tiw prosessin.
Bizge belgili, yag’niy, egerde Lyapunov funkciyasi bar bolsa, onda ol bir ma’nisli
emes du’ziledi, parametrli berilgen klassta, yag'niy qa’legen siypaq da’rejesinde.
Optimallastinw usilinin’ rawajlaniwi, Lyapunov funkciyasin optimallastiriwg’a
mu’mkinshilik beredi.
Keyingi wagqitlarda sizigli turagli koeffitsienli differentsional ten’lemelerdi
sheshiw ushin kvadratliq formadan paydalanadi. Bul berilgen differentsional
ten’lemenin’ sheshimin tabiw ushin qolayli. Bunday wusildan paydalaniw
Xusanov D.Y ham Ivoxin E.V ta’repinen alip barildi. Kvadratliq formadan
paydalanip berilgen sistema ushin bahag’a iye boladi ha’m sistemenin’

ornghlig’in izertlew matritsaliq ten’lemeni sheshiwge alip kelinedi.



§1. Sz1gh sistemalar ushin kvadratliq formadag’i Lyapunov funkciyasinin’ bar

boliw1.

Turaql koefficentli sizigh differencial ten’lemer sistemasin qaraymiz.

%:Zn: A Xy s (i:l,_n) (1)

i=1
Meyli 4, 4,, .., 4, bolsa, (1) sistemanin’ xarakteristikaliq ko’renleri bolsin,

yag’niy mina ten’lemenin’ ko’reni

——————— =0 @

Egerde (2) ten’lemenin’ ko’renleri teris haqiyqiy bo’limge iye bolsa, onda (1)

sistemanin’ no’llik sheshimi asimptotikaliq ornigli bolad.

Egerde (2) ten’lemenin’ ko’renlerinin’ ishinde en’ keminde birewi on’ bolsa,

onda (1) sistemanin’ sheshimi ornigsiz.

Solay etip, (1) sistemanin’ no’llik sheshiminin’ orniqlilig’i haqqindag’i soraw (2)
ten’lemenin’ xarakterin izertlewge alip keledi. Endi (2) aniglawishti aship mina

ten’lemege iye bolamiz,

fO)=A"+a; A"+ . +a,=0 (3)

Endi f(x) pominom koeffisentlerinen matrica du’zemiz.

a,1000000000....
a,a,a,100000.....
a;a,a,a,a, 00...

Bul jerde an=0 dep alamiz, egerde m>n bolsa, to’mendegi aniglawishti

garaymiz .



a,100
Ay =1a,3,4a, |,...,
a;a,a,

A :avAz =

An = anAn—l

(3) ten’lemenin’ barlig ko’renleri teris haqiyqiy bo’limge iye boliwi ushin,

Ak >0, (k =1,n) (4)
orinlaniwi za’ru’rli ha’m jetkilikli.

Bug’an Gurvica teoremasi dep ataydi. Misali, ekinshi da’rejeli ten’leme
ushin,

X +alil+a, =0

Gurvica sha’rti mina tu’rge iye boladi.

a 1

a, >0, >0

0 a,
yamasa
a >0, a,>0

Al u’shinshi da’rejeli ten’leme ushin

A +ai’+a,A+a, =0

Gurvica sha’rti mina tu’rge iye boladi.
a; 1
a, >1, >0, a,

Yamasa

a 1

>0

az a,

a, >0, aa,>0, a,>0.

Endi (1) sistemani matricalig formada jazamiz.

—=AX, (5)



ha’m V = x"Bx kvadratliq formadan tuwindi1 alamiz. To’mendegige iye bolamiz.

(L—\t/ =x"(ATH + HA)x (5)

Soni talap etemiz,yag’'niy V formasi mina ten’lemeni mina ten’lemeni

qanaatlandiratug’in etip,

dv
gl (6)

bunda W = xTCx — berilgen kvadiratliq forma.
Endi (5') ha’m (6) salistirnp matritcaliq ten’lemege iye bolamiz, B

matricasin aniqlaw ushin
A"B+BA=C.

Meyli endi to’mendegi ma’seleni qarayiq. Al, X (t, Xo) tracktoriyast ushin,

(5) sistema menen aniqlaniwshi, mina shaman tabiw kerek.
3= W (x(t,x,))dt (*)
0

bunda

W = XxT(t, Xo) BX(t, Xo)
kvadiratliq forma bolip tabiladi.
A’dette J shamasin retlestiriwdin’ integral sapa kriteriyas1 dep ataydi.Bul

ma’seleni sheshiw ushin bilay boljaymiz, yag’niy (5) sistema asimtotikaliq oriniql

ha’m V kvadiratliq formasin tabamiz, V=W ten’lemeni qanatlandirtwshi. Endi (*)

g’a tiykarlanip to’mendegige iye bolamiz.



J=limV (x(t, %,)) =V (o),

ja’nede

limV (x(t, x,)) =0

onda to’mendegige iye bolamiz.

J :_V(Xo)

Solay etip, J shamasi1 Lyapunov funkciyasi bolip tabiladi, to’mendegi sha’rtti

qanatlandiriwshi

dJ
dt



§2. S1zigh differencial ten’Inmeler sistemasinda baslang’ish qozdiriw bahasinin’

oblastin Lyapunov kvadratliq funkciyasi ja’rdeminde optimallastiriw usillar.

Turaqgl koeffisentli sizigh differencial ten’lemeler sistemasin qaraymiz.

X(t) = AX(t) , x(t) e R" (1)

(1) sistemanin’ sheshimin, x(t,)=x, baslang’ish sha’rtlerdi qanaatlandiriwshi, x(t)
argali belgileymiz. Lyapunov funksiyasin Vv (x)=x"Hx kvadratliq forma tu’rinde

alamiz. Onin’ toliq tuwindist (1) sistemag’a tiykarlanip, to’mendegi tu’rge iye
boladi.

VIx(®)]= X" Q) Hx(t) + X" (©)Hx(t) = x” (O)[ATH + HAJK(®)

Egerde simmetriyali on’ aniglang’an H matricasin sonday etip saylap alsaq,
V(x) funksiyasimin’ tolig tuwindis1 (1) sistemag’a tiykarlanip aldin ala berilgen

teris aniqlang’an kvadratliq forma argali sheshiledi.

V (x) = —x" (t)Cx(t)
onda H matricasin tabiw Lyapunovtin® matricaliq ten’lemesin sheshiwge alip
keledi.

ATH + HA=—C (2)

Egerde A matricas1 asimptotikaliq orniqli bolsa, onda (2) ten’leme birden-bir
sheshimge iye boladi. Sonhqgtan egerde C matricasi on’ aniglang’an bolsa, onda
aling’an H matricas: on’ aniglang’an bolad:.

A’meliy ma’selelerdi sheshiwde, orniqliliq faktin ornatiw a’hmiyetli mag’anag’a
iye bolip galmastan, d(e) funkciyasin esaplawda u’lken a’hmiyetke iye, gayta

retlestiriw shamasin xarakterleytug’m. Mina oblasti Us={x:[x/<&(¢)] baslang’ish
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qozdinw oblasti dep ataydi. Mina vV (x)=x"Hx funkciyasinin’ ja’rdeminde v,

oblastin to’mendegi obraz arqali aliw mu’mkin. Kvadratliq funkciya ushin

to’mendegi ten’sizlik orinli
A (X" <V () < 2 (H)X° (3)

bunda A, (H), A4,..(H)- matrican1 en’ Kishi ha’m en’ u’lken ma’nisleri.

max(

Funkciyanin’ toliq tuwindisi ushin (1) sistemag’a tiykarlanip tomendegi ten’sizlik

orinh
V(X) < A (C)X

(1) ten’sizlikti paydalanip, to’mendegige iye bolamiz.

dv < _ ﬂ“min (C)

ERENC I

Payda bolg’an differencial ten’sizlikti sheship, to’mendegige iye bolamz.

VW) <V (%) exp{— j—éﬁ)) (t- to)}

Bunnan, ja’nede (3) ten’sizlikti paydalanip to’mendegige iye bolamiz.

ﬂ“max(H) _ ﬂ“min (C) _
ol = Wifenn- 22Ol @

Yag’niy x(t)=0 (1) sistemasinin’ sheshimi asimtotikaliq oriniqli bolsa, onda

en’ son’g’1 (4) gatnastan minag’an iye bolamiz.



A (H
sup{x(t)}= ;?*—EH;IXOI-

yamasa ¢ ha’mé(g) shamalarin paydalanip minag’an iye bolamiz:

Z’max(H)
ﬂ“min (H)

*o(e)<e
Solay etip, v, baslang’ish qozdiriw bahas1 ushin to’mendegi baylanis orinl

boladi.

o(e)< A (H) *&
Amax (H)

O’z o’zinen aniq, yag'nty bahanin’ da’lligi V(x)=x"Hx Lyapunov
ﬂ’max(H)

min

funkciyasin saylap aliwg’a baylanisli, shamas1 kishi bolsa. Egerde

ﬂ“max(H)

(ol(H) ) A’min (H)

dep belgilesek ha’m ¢ (H) funkciyasin minimizaciyalaw

ma’selesin qarasaq, Lyapunov ten’lemesinin’ sheshiminin’ ko’pliginde, onda

to’mendegi matematikaliq programmalastiriw ma’selesine kelemiz. Solay etip,
H, =arg éf(‘j){%(H)},
Tabiw talap etiledi,bunda G(H) bolsa, H on aniglangan matritsalardin'

Ko’pligi yagniy , A"H +HA teris aniglangan.

Aniglama. V,(x) = x"H,x formula Lyapunov funksiyasi.
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Amax(H)
Amin(H)

Q)

Hy =arg inf {p,(H)}, ¢.(H) =

Bolgan, baslang’ish qozdiriw baxasi ushin optimal dep ataymiz.

Soni baglaw qiyin emes,yag’niy 1<¢ (H)o formula sonligtan Lyapunov
funksiyasinin en’ jaqsi (Matritsasinin turine baylanisli ) sol esaplanadi,yag’niy
o(H,) =1, yag'niy V,(x)=|x". Geometriyaliq jaqgtan ¢ (H) ellips kosherlerinin
gatnasin aniglaydi,Lyapunov funksiyasinin ove = {x:V(x) = «} betinin gaddin

Korsetetug’in Lyapunov funksiyasinin en’ jagsisi bolip sferali esaplanadi.

Optimal Lyapunov funksiysinin bar boliwinin zarurli ham jetkilikli

shartlerin korsetemiz, ¢,(H,) =1 bolatugin.
Teorema (1) Lyapunov tenlemesi H, e G(H) matrica sheshimge iye boladi,
¢,(H,) =1 bolatug’in sonda tek g’anaGonaryreia Sonda eger conma, A+ AT terisi

aniqlang’an matrica bolsa.

Za'rurligiMeyli C, on’ aniqlang’an matricasi bar bolsin, (1) ten’leme H,
sheshimge iye bolatug’in, ¢ (H,) =1 bolg’an.Bizge belgili, H erikli simmertriya

Matricasi ushin U orthogonal matricasi bar boladi, sonday,yag’niy UTHU

dioganal strukturag’a iye bolg’an,sonligtan U'U = E xom ?Lmaxf(:::oizl, yag’'niy
min 0

AH) =4 (Hy)=...=4 (H,)=4, onda U'HU =4E. Ja’nede solay etip H, OH
aniglang’an, onda 2>0. Bunnan (UTAU) (U HU)+({UTHUJUTAU)=—-UTCU)

ja’nede U'THU = AE, onda UTA'U +UT AU =—%UTCOU .

Solay etip A+ A" = —%CO — teris aniqlang’an matrica.
Jetkilikiligi.Meyli A+ AT teris aniglang’an matrica bolsin.Endi
C, =—(A+A") dep alip, H, = E ge iye bolamiz ham bunnan kelip shig’adi
ﬂmax(HO) _1

ﬂ’min (HO) o

11



Ja’nede G(H)ko’pligi ashiq konusti bildretug’in bolg’anligtan sonday
jag’day boliwi mumkin,egerde H, on’ aniqlang’an matricasi, ¢,(H,)=1 bolg’an,
konustin shegarasin ko’rsetedi.

Lemma.Meyli erikli €0 shamasi ushinc. simmertiyali on’ aniglang’an
matricasi bar boladi, sonda,yag’niy H, matrisaliq Lyapenov ten’lemesinin’
sheshimi boladi, ¢, (H,)<l+¢.Sonda {C }k=12,... izbe-izligi bar boladi,
simmetruyali on’ aniqlang’an matrcisa ushin,simmetryali on’ yarim aniqlang’an €
matrisasina jiynagli bolg’an ha’m {H,}k=12.. onon’ izbe-izligine sa’ykes

bolg’an, H on’ aniglang’an matritsasina jiynaqli, sonligtan lim g, (H,) = @ (H)=1.

Da’liyllew. Meyli g:% ha’m ¢,(H,)< 1+Ci bolsin.Lyapunov ten’leme |C,|

k

g’a bolip,to’mendegige iye bolamiz.

cl e el

Solay etip,menshikli ma’nisler proporsionali o’geretug’in bolg’anligtan

bilay aytamiz,yag’niy [C,|=1k=12,....(bul jerde c, =4._.(C,)). al, [C,|=1ten’ligi

sonni bildiredi,yag’niy {c,} izbe-izligi ushin jiynagli {C, }—C w’les izbe-izligiti
ajiratiw mumkin, janede € on’ yarim aniglag’an.

Ja’nede A asimptotikali ornigli,onda operatordin menshikli ma’nisleri
ushin  F[H]=A"H+HA, A(F)=4(A)+4;(A)=#0, 1<i<j<n orinlanadi.Bunnan
kelip shig’adi. F[H] operatorinin aynimag’anlig’i. Sonliqtan F™(C) Keri operatori
bar boladi ha’m6ap H.Lyapunov ten’lemasinin shishimi C g’a u’zliksiz

baylanisli. Solay etip {H, | izbe-izligi, {C, | izbe-izligi siyagli bazibir H

matrisasina jiynaqli boladi.Soni ko’rsetemiz,yag niy {Hin} ushin lemmanin

tastiyiqlawinin’ duris ekenligin,minag’an iye bolamiz:

12



(AT R+ R [AL > [c]

ha’m solay etip | C|=1,0nda A, (H)>4,,(C)/2|A|=1/2|A|>0.
Xarakteristikaliq ten’lemenon’ xarakterin ~ matritsanin’ elementlerine

baynalislig’inin uzliksizliq kushine tiykarlanip,

I!jlm ﬂ’max(Hkm)zlmax (ﬁ)’ |!1Im ﬁ'min (Hkm)=/1min (ﬁ) ) SOIay etlp’ j“max(ﬁ)>0 ha,m

limg, (H, )=1 ouaa A, (H)>0 bunnan kelip shig’adi.

min

r!qiﬂl o (H, m)(Pl(ﬁ):l-

Teorema. (2) Lyapunov ten’lemesi {H,} on’ aniqlang’an matrisalar izbe-

izligi sheshmine iye boladi, lim ¢, (H,)=1 bolatug’in,sonda tek g’ana sonda, egerde

A+ AT teris yerim aniqlang’an matrica bolsa.

Za'rurligi. Meyli {c,} izbe-izligi bar bolisin,al bynnan kelip shig’adi
ha’mtfx}, k=1,2,3,... lim ¢,(H,)=1. Lemmadan kelip shig’adi, {(Hidharm {6m )
ules izbe-izliklerdi saylap aliwg’a boladi,on’ aniglang’an H ha’m on’ yarim
aniglang’an C matrisasina jiynagli bolg’an,sonligtan lim ¢, (H, )=, (H)=1.

(2) Lyapunov ten’lemesin sa’ykes U ortogonal matricasina ko’biytip ha’m

tu’rlendiriw islep, teoremada keltirgendey,to’mendegige iye bolamiz.

arA =—tc.
A

Yag’niy A+ A" on’ yarim aniglangan matrica.

Jetkilikliligi.Meyli A+ AT teris yarim aniqlang’an matrica bolsin. Al {C, }

izbe-izligi, lim p,(H,)=1 boladi. Meyli Ck:—(A+AT)+%E.

13



Al C, matricasi on’ anigqlang’an. Lyapunov ten’lemesin sheshim, minag’an

iye bolamiz H, =H, +E., ja’nede H| to’mendegi ten’lemeden aniqlananadi:

ATH§+H§A=—%E.

Sheshimlerdin uzliksizliginde baylanisli limH, =0, bunda

0— nollik matrica.Solay etip, limH, =E, limg,(H,)=1.teorema da’liyllendi.
Saldar.Egerde A+ A" matrisasinin’ menshikli ma’nisleri on’ emes ha’m
olardin’ ishinde nollik bar bolsa, onda V,(x) Lyapunov funksiyasi, baslang’ish

mag’liwmatlari boyinsha optimal bolg’an bar boladi.

Daliyllew.Teoremadan kelip shig’adi C, =(A+ AT)+%E dep alip, minag’an
iye bolamiz. Solay etip, Eim(pl(Hk):l,biraq limC, =—(A+ AT) on’ aniglang’an

matrica bolmaydi, yag’niy H,=EeG(H) ha’m V,(x)=x"H,x+H,eG optimal
Lyapunov funiksiyasi bar bolmaydi.

Soni korsetemiz.yag’niy egerde G(H) oblastin garasaq,optimal Lyapunov
funksiyasinin’ bar boliwi V,(x), H, € G(H) teoremada ko’setilgendey joq boladi.

Teorema. V,(x), H, eG(H) optimal Lyapunov funkciyasi bar boladi, sonda
tek g’ana sonda, egerde A+ A" teris aniglang’an matrica bar bolsa.

Za rurligi. Meyli v, (x) optimal Lyapunov funkciyasi bar bolsin yag’niy, on’
aniglang’an H ha’m C, matricasi bar boladi, (2) ten’lemege kiriwshi ha’m

inf {¢1(H)}=¢1(H0)=a-

HeG(H)
Endi a=1 ekenligin ko’setemiz. Meyli kerininshe bolsin, «>1.Barliq

wagitta U ortogonal matricasi bar boladi, H, di dioganal turge keltiriwshi, yag’niy

14



A(H,) 0 .0

0  A,(H
UTHOU — 2( 0) :A(HO)
0 0 ... 4,(Ho)
Meyli, Awin (Ho) =4, (Hy) =...= 4, (H,), i<n..
Hy 0
: 0 0
Endi S = #e
0 0 .. u,
Matrsasin Kiritemiz, bunda s, =u, =...=pu,, u; =0 egerde j=i,i,,..i,.

Yag’'niy C, matricasi on’ aniqlang’an, onda jetkilikli kishi 6 >0 ushin mina

matricasi on’ aniglang’an matrica boladi.
C,=C,-5|ATUSUT +USUT A|.

Solay etip H, matricasi,tomendegi ten’lemeden aling’an

A'H, +H,A=-C,, xom H, matricasi mina gatnas penen baylanisli

H,=H,-8USU" ,onda

" )_imax(H0+&JSUT)_/lmaX[UT(HOJr&JSUT)U]_
e W (Hy+80SUT) ~ 2, JUT(H, +6USUT)U ]

/Imax[A(HO—I—&)]_ ﬂmax(HO)
/lmin [A(HO +éS)] - j’min (HO)+5

Solay etip, H, matricasin duzdik, 1<p<a bolatug’in ha’m bunnan kelip

<p(Hy)=«a

shig’adi a>1 din’ duris emesligi. Solay etip «=1 ham teoremadan
A+ A" din’ aniqglang’anlig’i kelip shig’adi.
Jetkilikliligi.  Egerde  A+A"™  teris aniglang’an  bolsa, onda

C, =—(A+A") dealip, H, =E xoM ¢, (H,) =1 iye bolamiz.
15



Endi ¢, (H) funksiyasinin’ aniqlaniw oblastin ken’eytemiz, G(H) konusinin’
qaptal  beti  kiritip  yag’niy HeG(H) di  garaymiz,bunda

G(H) =G(H)UG(H),0G(H) = {H : 4, (-ATH — HA) = 0}. Al, G(H)ko’pligi tuyiq bolip

tabiladi, egerde HeoG(H) bolsaonda H on’ yarimo aiglang’an boliwi
mumkin,yag’niy H matrisasin,uliwma ayganda, Lyapunov funksiyasin duziw
ushin paydalaniwg’ bolmaydi.

Teorema: V,(x)=x"Hx Lyapunov funktsiyasi, H,e G(H), baslang’ish
mag’lumatlar baxasi ushin optimal bolg’an , ¢ (H,)=1 bolg’an,sonda tek g’ana
sonda bar boladi, egerde (A+A") on’ yarim aniglang’an matrica bolsa.

Za rualigi: Meyli ha’m p,(H,) =1 bolsin.Sonda
A(H) =4 (H,)=..=4(H,)=1 boladi.Al, U orthogonal matricasi bar boladi,

Lyapunov ten’lemesin mina turge alip keletug’in UT|AT (AE) + (AE) A]JU =-UTC,U .

Bunnan A+AT:—%CO. Solay etip 2. (C,)=0, onda (A+A") on’ yarim

aniqlang’an matrica.

Jetkilikliligi.Endi C,=—(A+A") dep belgilep, ¢ (H,)=1 ge iye bolamiz. S
Solay etip —(A+ A") on’ yarim aniqlang’an matrica, onda H, € G(H).

Endi mina jag’daydi karaymiz, egerde —(A+A") matricasi yarim
aniglang’anbag’an bolg’an jag’daydi, yag'niy A (-A-AT)<0. Optimal
funksiyanin bar bolatug’in ko’rsetemiz, biraq ¢(H,) >1 ha’m H, matricasi uliwma
jag’dayda bir ma’nisli emes duziledi.

Teorema. Meyli (A+A") matricasi on’ yarim aniqlanbag’an bolmasin. Sonda
optimalliqtin’ za’rurli sha’rt bolip, C, matrisasinin’ on’ yarim aniqlang’anlig’i,
yag'niy A, (C,)=0 ha’m bunnan H, e SG(H).

Da’liylew. Meyli keriine bolsin, H,, C, jubi optimizasion ma’selenin’

sheshimi bolip tabiladi ha’m H, e G(H),yag’niy C, on’ aniglang’an boladi ha’m
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A (C,)>0.Soni ko’rsetemiz, yag'niy sonda H, C jubi tabiladi, Lyapunov

onda 0< 4,,,(Cy) = 4(Cy) =-.. = A1 (Cy) = A (Cy) -

Sonday bir ayrigsha emes orthogonal U matricasi bar boladi, c, di diagonal
tu’rge alip keletug’in yag’niy U'C,U =A(C,).

Lyapunov ten’lemesin shep ta’repte U™ g’a, al on’ ta’reptegi U g’a

ko’beytip to’mendegi iye bolamiz.

A'H, +H,A =-A(C,).bunda A =UTAU, H,=UTHU
Bolsa, onda simmetruyali matrica —(A+A’) ha’m —(A+A") matricasi

birdey sang’a iye boladi.

A=A -A)=24(-A-AT), i=1n..

A(EA-AT) <A, (-A-AT) <. <A (-A-AT),

Solay etip, -(A + AT) matricasi on’ aniqlang’an bolmaydi, onda
ﬂi(—A—AT)<O. Bilay Dbelgileymiz 5=‘;L,(—A—AT)Mmm(CO) ha’m Lyapunov

ten’lemesin qaraymiz.

ATH +HA = (A + AT -5A(C,) (6)

Soni  ko’setemiz, yag'niy — (A1 + A ) ~6A(C,)  matrisasinin’  on’
aniqlang’anilig’in xaqiyqatinda da
(A A7)+ aA(C,)=~(A + AT )+ A A- AT [E+ 2, (Cy),

bunda Al(CO) = A(Co)_ Armin (Co )E :
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Ja’nede 0<24,,,(C,)=4(C,)<4(C,)<..<4,(C,). ha’'m & > 0, onda &A,(C,)
matricasi on’ yarim aniqlanbag’an. Al, —(Al+ Af)+‘ﬂ1(—A—AT }E menshikli
ma’nisileri bolip,

A =04 =4 A=A )+|n(-A-AT)>0, i=2n

Bunnan —(A + A )+ dA(C,) matricasi on’ yarim aniglang’an boladi.

Endi (6) ten’lemeni garaymiz, on’ ta’repi or on’ yarim aniglang’an matrica
bolg’an. Meyli onin’ sheshimi H_ matricasi bolsin. Ten’lemeni to’mendegishe

turlendiremiz.
A.'LT (Hz - E)"’(Hz - E)A.L = _5A(Co)

Shep ta’repten U, al on’ ta’repten U' Kko’biytip to’mendegige iye

b0|amiZ.AT(ﬁz—Ej+(Hz—EjA:—5CO, bunda H:=UH,U"ha’m bunnan Kkelip

shig’adi,ja’nede menshikli emes sang’a iye boladi, H, matricasi siyaqli.

Solay etip, H, matricasi to’mendegi Lyapunov ten’lemesinin sheshimi

boladi.
ATH, +H,A=(A+AT)-&C,.

Egerde H, Lyapunov ten’lemesinin’ sheshimi bolsa, on’ aniglang’an c,
matricasinda, al Hy bolsa, on’ yanim aniglang’an—(A+ A" )+ C, matricasada, onda

ol to’mendegi gatnas penen baylanisl.
H, -E=dH,,

al olardin’ menshkli ma’nisleri

/Ii(ﬁz):/li(E+5Ho)=1+/1i(Ho)%, (i =1,nj.

Bunnan kelip shig’ad1 4,(H,)> 0, i=1n, yag’ny payda bolg’an matrica on’
18



aniqlang’an. Sonligtan

ﬂ“max(E-i_éHO) _ 1+5ﬂ“max(H0)
A (E+SH,)  1+64,,(H,)

(”1('?'2): <¢2(Ho)

min

Solay etip H, matricag’a iye boldiq, ¢1(H~2)< o,(H,).
Da’liylewden ko’rinip turipti, momenttin’ bar boliw1 C, din’ on’ aniglang’anlig’s,
yag’'niy 4., (C,)>0.

Teorema:. (1) erkin  sistemast ushin  Lyapunov  funkciyasi
U,(x)=x"Hyx, H, eG(H), baslang’1sh qozdirtwd1 optimal baqlawshi, barliq waqtta
bar boladi.

Da’liyllew:Aytip o’tilgendey G(H) do’n’es konus bolip tabiladi, formula
qaptal betti uslawshi. Al, ¢ (H) funksiyasi bir tekli, yag'niy erikli x ushin
O<u<wo, ¢ (H)=¢ (uH) ormlanadi. Sonligtan konustin’ barlig’in qaraw kerek
emes, al onin’ bir ta’repin radiyust birge ten’ bolg’an kesiliwdi ko’rsetetug’in

G(H)=G(H)N{H :|H|=1}.

Payda bolg’an ko’plik kompaktli bolip tabiladi. Endi ¢,(H) funkciyasinin’
minimumin tabiw ma’selesin og’an ten’ ku’shli bolg’an maksimumdi tabiw
ma’selesi menen almastiramiz. ¢ (H)=¢"(H). Al, G,(H) ko’pliginde ¢, (H)

funkciyast mima tu’rge iye boladi. @ (H)=4_,(H) ha’m H u’zliksiz baylanisl.

Ja’nede funkciya kompakta u’zliksiz, o’zinin’ en’ u’lken ha’m en’ kishi
ma’islerine erisedi, onda ¢ (H) funkciyanin® ma’nksimumin tabiw ma’selesi
H eG,(H) sheshimge iye boladi. Solay etip, Lyapunov funkciyasi, baslang’ish
qozdiriw bahasi ushin optimal bolg’an, barliq wagqitta bar boladi.

Sont ko’rsetip o’temiz, yag’niy uliwma jag’dayda (n=>3), V,(x)=x"Hx
optimal funkciyasin bir ma’nisli. Bul sonin’” menen baylanish, yag’niy H

matricasinin’ spektrin maksimal qisg’anda menshikli sanlari, olar arasinda jatg’an,

variyacanin’ bazibir da’rejesineiye boladi. Dara jag’dayda, egerde A matricasi
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blokli diagonal struktuwrag’a iye bolsa, onda ha’mme waqit H, di du’ziw
mu’mkin,yag’niy ¢,(H,)=¢,(H,) bolatug’n.

To’mendegiler belgili.

H matricasinin’ u’les maticasi dep o’lshemi S>r bolg’an, matricasina
aytzladi, koefficentleri H  baslangish matricanin’ elementleri menen
aniglanatug’in, bazibir S joldin’ ha’m r bagananin’ kesilispesinde turg’an. Egerde
S=r nomer jolinda ha’m bag’anasinda betlesse, onda u’les matrica fayili dep
ataladi.

Meyli H simmetriyaliq on’ aniqlang’an matrica bolsin ha’m H' bolsa, onin’

fayilliq u’les matricasi. Sonda to’mendegi ten’sizlik orinli.

ﬂ’mln(H)Sﬂ’mln(H)Sﬂ’max(H)Sﬁ’max(H) (7)
Endi H, din’ bir ma’nisli emesligin da’liylew ushin A matricalar klasin

garaymiz, blokli diyaganal struktuwrag’a iye bolg’an

bunda A, A, asimptotikaliq orinighh matrica o’lshemleri sa’ykes
n, ha’m n, bolg’an n, +n, =n.

Teorema: Egerde A matricanin’ blokli dioganal struktuwrag’a iye bolsa
onda H, matricanin’ optimal Lyapunov funkcyasi usinday tu’rdegi blokli

diyaganal struktuwrag’a iye boladi.

Da’liyllew. Meyli V,(x)=x"H,x optimal Lyapunov funkciyasi bolsin. Endi

H, ha’m C, di blokl turde jazamiz.

I 1, fi:]
0 1 T
" :{Hn Hm} c, |1 ez,
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Lyapunov ten’lemesi, usi matricag’a sa’ykes keliwshi, u’sh ten’lemege

bo’linedi.
A1TH101 + H101A1 =_C101’ A1TH102 + H102A12 =_C102’ AiTng + H22A12 = _ng-'
Soni1 ko’riw qiyin emes, yag’'niy jup matrica

’ _{Hf1 0 } o {CM o}
1= " 0 0
0 H, 0 C,

Lyapunov ten’lemesi sheshimi boladi, (7) ni esapqa alsaq,

ﬂ“min(HO)Sﬁ’min(H(I))Sﬂ‘max(H('J)Sﬂ’max(HO)'
Bunnan kelip shig’adi ¢, (H,)<¢(H,)ha’m H, matricast blokh

struktuwrag’a iye boladi.

Keltirilgen teoremadan paydalanip, to’mendegi misaldi du’zemiz. Meyli A,
asimtotikaliq orinigli matrica, o’lshemi (n-1)(n-1) bolg’an, ol A =-a<0 skalyar.
Endi A, u’les matricasi ushin optimal Lyapunov funkciyasi bolip, mma funkciya

boladi, H2 matricast menen sonda V,(x)=x"H x mina matrica menen

0
ML
0 b

bunda A4, (H.)<b<A,,(H.), baslang’ish sistema ushin optimal boladk.

Endi Vv,(x) funkciyasi du’ziw usillarin qaraymiz. Egerde A— A" matricasi
on’ yarim aniqlang’an bolmasa, yag’niy H,+E, onda H, di tabiw quramali
optimizatsiyaliq ma’selege keledi. Al ¢,(H) funkciyast differenciyallaniwshi

emes.
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Endi kvazioptimlliqtin® eki algoritmin qaraymiz, yag’'niy ¢, (H) funkciyasinin’ bir

adiml1 jagsilaniwin garantiyalaytug’in.

§3. Nur boyinsha soziw algoritmi.

Meyli C erikli on’ aniglang’an matrica bolsin ha’m H sa’ykes Lyapunov

ten’lemesinin’ sheshimi. On1 mina tu’rge a’kelemiz.
AT (H +E) +(H + E)A=—-|C - 5(A+ AT)].

Al, (A+ AT) matrica on’ aniqlangan bolmaydi. Bazi bir 0<5<¢s, formula
ushin, u’zliksiz baylanisliliq ku’shinen C-§(A+A") matrica on’ aniqlang’an

boladi. Sonligtan § >0 ushin to’mendegi ten’sizlik orinli.

(H+E) _ 5+ A (H) _ o (H) _

(H+5E)_§+lmin(H) ﬂmin(H)_(pl(H).

ﬂ'max
¢1(H +a§) = 1

min

ha’m  monotonli  baylanishliq  orinli, yag’nty  §,<s5, ushm
p(H+68,E)<p(H+8E). Endi &, din’ maksimal ma’nisin tabamiz, yag’niy
C-5(A+A") matricast on’ aniglang’an  bolip galatug’in. Teoremadan kelip
shig’ad1,0<5< 2

(C)/|Amn(~A=AT)|  ushin ~ mma  ten’sizlik  ormlanad.

min min

Amn|C = 8(A+ AT)|>= 4., (C) - 5* 4, (A+ AT) 0. Solay etip, 5, retinde tomendegini

aniqlawg’a boladi.
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ﬂ‘min (C) .
(-A-AT)

’ V’min
Bul algoritim to’mendegi geometiryaliq interpretaciyag’a iye. Al, H(J)
matricast. Sonday matrican1 usinadi, H+5E nurda jaylasgan ha’m &>« da

optimalliqgga umtiladi, H, =5 E ge sa’ykes keliwshi.

§4. Ko’sherdi soziw algoritmi.
Algoritimnin’ ma’nisi sonnan ibarat, sistemani ortogonal tu’rlendiriw joli
menen H matricast bas ko’sherge alip kelinedi. Ja’nede ko’sherlerdin’ kishisi

tartiladi, yag’'niy A (H) —> 4., (H)+&. Al, € san1 ol waqitta shekem ko’beytiledi,

C matricasi on’ bolg’andi1 toqtatqansha.

Endi (2) Lyapunov ten’lemesin shep ta’repten U g’a, on'nan U™ g’a
ko’beytemiz, bunda U ortogonal matrica, H matricasin diagonal tu’rge alip
keliwshi, to’mendegige 1ye bolamiz.

(UTAU)" (UTHU)+ (U HU)(UT AU) = —(U"CU) yamasa A’ A+AA =-C,, bunda

A =UTAU, C,=U"cU

Payda bolg’an ten’lemeni mina tu’rde jazamiz.

L+e 0..0] [4+¢ 0..0 e 0.0 e 0.
1o 4 .0 0 4 ..0 1o 0.0 0 0..0
A ¥ A=-C +A +

0 0 .4 0 0 .4 0 0 ..0 0 0

Meyki Al=fa’} Cl={C} i, j=1n. Sonda bilay belgilep,

A(e) =

To’mendegige iye bolamiz:
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A A(g) + A(e)A =—C,(e).
bunda

Clll_zgaill Cllz_gailz Clln_gailn
Ci(e)= Cllz - gailz C%z C;n
Ct_cal ¢ .

Bizge belgili, egerde €.1 (¢ ) matricasi £¢=0 bolg’anda on’ aniglang’an
bolsa , & parametirinin’ o’siwi menen on’ aniqlang’anliq joytiladi, onda &

maksimal shamasi, on’ aniglang’an qa’siyeti saglanatug’in to’mendegi

ten’lemeden aniqlanadi.
detC, () =0

Yamasa bul ten’lemeni aship, to’mendegige 1ye bolamiz.

1 1 1
—-2a;; —-a, .. —a
(—&)"|-aj, 0 .. 0|+
1
—ay, o .. O
C111 - allz e a112 1 1 1 1
Cl 0 0 - 2a11 —ap . T3y C11
+ (=g)" T + |-ay, 0 .. O Colt + - +
. . 1 1
c . o| e 0O .. O cl
1 1 1
Cn C12 Cln
1 1 1
e A

Ch Cou . G

No’llik ag’zalarin taslap ketip, kvadrat ten’lemege iye bolamiz.
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1 1 1 1 1 1 1 1
0 alz v aln all C12 v Cln Cll C12 e Cln
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a C,, .. C a C, .. C C c, .. C
6'2 12 21 2n —28 12 22 2n + 12 22 2n — 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Cln CZn Cnn a1n CZn Cnn Cln CZn Cnn

yag’niy c, matricanin’ aniqlang’an, onda bilay belgileymiz.

1 1 1 1 1 1 1 1

0 a12 v aln all C12 v C1n Cll ClZ v Cln

C., C;, .. Cj a, Cj .. Cj c, C; .. C,
poz '<0, p1: 1 p2:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

Cln C2n Cnn aln C2n Cnn Cln C2n Cnn

To’mendegi ten’lemege iye bolamiz:
pe’ —2p,e+ p, =0.
Ol ha’r quyh belgidegi hagiyqiy ko’renlerge iye.

_p1+\/p12_pop1<0 ,u—pl_vpg_popl>0
= , , =

Po Po

1

Endi &=, dep alip, H(s) =UA(s)U™ matricag’a iye bolamiz, yag’niy

ﬂ’max(H)

vLH () = min{4, +¢, A

}< 1 (H).

Eskertiw. Egerde 4 +&>24, bolsa, onda H(g) matricasinin® minimal
menshikli ma’nisi bolip 1, esaplanadi ha’m usig’an ugsas obraz argali to’mendegi

menshikli san argal: tu’rlendiriw joli menen o’tiw mu’mkin, yag’niy 1, » 4, +«.
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§5.S1z1gl1" sistemada waqit boyinsha o’tiw protssesinin’
bagasinin’ optimallastiriw.
Bul paragrfta sistemanin’ sheshiminin’ xarakteristikasin garap o’temiz,
V (x) = x" Hx Lyapunov kvadratliq funkciyasi ja’rdeminde aniglanatug’in.
(1) sistemasinin’ asimptotikalig oriniglihg’s ushin texnikalig a’hmiyetli
xarakteristikalarinin’o’tiw biri waqit boyinsha o’tiw processi. Lyapunov funkciysi
ja’rdeminde, kvadratliq tu’rdegi, wagit boyinsha o’tiw processin to’mendegi tu’rge

bahalaw mu’mkin. Al (*) ten’sizlikten minaw kelip shig’adi, yag’niy

T(g, |Xo| H) < ﬂmax(H) |n{lmaX(H) |X0|2:|.

ﬁ”min (C) ﬂ“min(H) 82

Endi H eG(H) matricasin tabiw qizig’twshilig tuwdidiradi, o’tiw processin

da’l tabiwg’a mu’mkinshilik beretug’in. Egerde waqit boyinsha o’tiw processinin’

bahasin ten’ o’lshemli baslang’ish shekli mag’luwmatlar menen izlesek, onda

to’mendegi funkciyan: optimizatsiyalaw kerek.

ﬂmin(H) imin(H)

Aniglama. Vv,(x) Lyapunov funkciyasi waqit boyinsha o’tiw processinin’

bahasi ushin optimal dep ataladi, egerde
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Hy =arg inf | {ps(H)] ()

bunda

ﬁ’min (C) j’min (H )
Endi (1) optimizaciyalig ma’selenin’ sheshiminin’ bar boliw ma’selesin
garaymiz.

Egerde 0<2

- (H)<A__(H) bolsa, onda Lyapanov funkciyasinin’ en’ jagsi
optimallig’1 bolip, (A matrisasina baylanisli) V,(x) =[x boladi, yagniy H,=E.
Sonin’ ushin ¢, H;)=0.

Teorema.Lyaponov funktsiyasi, waqit boyinsha o’tiw protsesinin’ bahasi
ushin optimal bolgan V,(x)=x"H,x, H,eG(H), ¢,(H,)=0 bolatug’in,sonda tek
g’ana sonda bar boladi,egerde A+ AT teris aniglang’an matritsa bolsa.

Dalillew.  Teorema  korsetilgen  siyagli, onin  zarurligi  ham
jetkilikligi,Lyapunov ten’lemesi E eG(H) sheshimge iye boliw ushin A+ AT
matricasinin’ teris aniglang’an boliwi kerek. Al, ¢,(H)=0. H on’ aniglang’an

matricasi ushin, sonda tek g’ana sonda, egerde H =E bolsa.

Meyli A+ AT teris aniglangan bolsin. Sonda G R THIN oG(H) ham

min

o,(H) funktsiyasi H — aG(H) uziliske ushiraydi. Egerde, sol siyaqgli

ﬂ’max (H )

'min

H — E € 8G(H) bolsa, onda In{ }—>0 ham ¢, (H) funktsiyasi aniqlanbag’an.

Ushinshi jagdaydi garaymiz, A+ A" matritsasi teris yarim aniglanbagan. Al,
o,(H) funktsiyasi ushin optimal Lyapunov funktsiyasi bar boladi ham mina
shegarada jatadi, yag’niy H, eoG(H). Wagqit boyinsha o’ti’w protsesinin’ bahasi

optimallastiriw ushin, egerde H — 6G(H), onda
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Ama (H) Amax (H)
In|:ﬂ“min(H):|_)0, imin(c) BN

yagniy ¢,(H)— . Soni korsetemiz, v,(x) optimal funktsiyasi bar boladi,
biraq ¢,(H)>0 ham H, bolsa, G(H) konustin’ ishinde boladi.

Teorema. Meyli A+ AT teris aniglanbagan matrica bolsin. v, (x) Lyapunov
funktsiyasi o’tiw protsesinin’ bahasi boyinsha optimal bolg’an barliq wagitta bar
boladi.

Da’liyllew: ¢,(H) funksiyasnin anigliglaniw oblasti G(H) ti tabamiz. Bul
ko’plik ¢,(H) ta do’n’es ko’plik bolip tabiladi. Sonligtan G(H) tin’ barliq oblastin
garaymiz, al onin’ bir bo’lim G,(H) ti birlik radiusi sfera menen kesilisken

A (H)=1. Sonligtan menshikli ma’nisli matrisanin’ elementlerine uzilksiz

baylanisli, onda ¢,(H) bolsa, i g’a uziliksiz baylanisli, 1<i< j<n. Ax, 6G,(H)
bolsa, G,(H) ko’plik no’llge menshikli sanlardin payda boliwi menen aniglanadi,

yag'niy
oG, (H) = {H : Ay CATH —HA) =0, 4. (H) :l}.
Al, ¢,(H) funksiyasinin’ turinen kelip shig’adi, &G, (H) ga jaginlaw

lim {ﬂ‘min(H) |n|ﬂ'maX(H)|}:+oo
H-G(H) | A (C) Mmin (H)|

yag’niy optimallastiriw ma’selesi garaladi, onda G, (H) t1 emes, al Gi(H) t1

G, (H)
H : Ay (FATH — HA) > &

qaraymiz, yag’nly Gi(H)= {

¢ - jetkilikli kishi shama. Al, ¢,(H) funkciyasi, Gi (H) ko’pliginde u’zliksiz
bolg’an, o’zinin’ en’ kishi ma’nisine erisedi, yag’niy optimal Lyapunov

funkciyasin tabiw ma’seles1 sheshimge iye boladi. Sol da’liylengen, yag’niy
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uliwma jag’dayda H, matricast bir tekli emes du’ziledi, misal retinde blokli —

dioganal turdegi sistemani qaraymiz.

Teorema: Egerde (1) sistema blokli dioganal tu’rdegi A matricasina iye
bolsa, onda H, matricasina optimal Lyapunov funkciyasmin’ blokli dioganal
strukturag’a 1ye boladu.

Da’liylew. O’tken paragrftag’i teoremalardin’ da’liyllewlerdin’ qaytalap, eki

jup sheshimlerin alamiz. H,, C,ha’m H,, C,, bunda jup sheshimler ja’rdemshi

bloklardin’, no’llik matricalar boladi. To’mendegige 1iye bolamiz.

ﬂ’min (HO) < /,i'min(H('J) < ﬂ“max(HO) < 2'max(HO) )
ﬂ’min (CO) < ﬂ“min (CO) < j’mamx (CO) < j’max (CO) '
Sonligtan

"y _ ﬂ“max(HO) ﬂ’max(Ho) ﬂ’max(Ho) lmax(Ho) _
7l) = ) '”me(H(;)} = 70 (Co) '”me(Ho)} = #s(Ho).

Sonligtan A matricas1 (1) sistemanin’ blokli diagonal struktuwrag’a iye
boladi, onda H, da blokli dioganal strukturag’a iye boliw1 kerek.

Misal retinde bir ma’nisli emesligin tasiyqlaytug’in, sistemani qaraymiz, A
asimtotikaliq matrica bolatug’m, A =-a<0 — skalyar. Meyli 4, + 4/ teris

aniglang’an bolmasin ha’m birinshi u’les sistema wushin A% optimal

0
boladi,sonligtan 2., (H.) < 4. (H.). Egerde a >% onda H, retinde sonday
min 11
matricani aliw mu’mkin, Hp =b dan turatug’in, sonligtan

ﬂ“min (Hlol) < h < ﬂ'max(Hlol) ' h > ﬂ' (Clol)/Z/lmax(HlOl) '

Endi optimallastiriw ma’selesinin’ sheshiminin’ algoritmin qaraymiz.
Nur boyinsha optimallastiriw algoritmi. Lyapunov ten’lemesin mina
tu’rge keltiremiz.

AT(H, +5E)+(H, +5E)A=—|E-5(A+AT)].
29



Al,  ¢,(H) funkciyas1 H o’zgeriwshisinin’ § o’zgeriwshili funkciyag’a

aytiladi:

S+ (He) In[éMW(HE)}

?500)=7 [E-S(A+AT)| [+ Ay, (He)

min

Endi ¢,(s) nin’ ekstriymumin izertleymiz.
Yag’'mwy H_.+8E ha’m E-s(A+A") matritsalar1 on’ aniqlang’an boliwi
kerek,onda & ni saylap aliw menen to’mendegini esapqa aliw kerek.

S+ Ay (He) >0, A0 [E-5(A+AT)]>0.

Egerde (A+A") matricasi on’ aniglang’an bolsa, onda H,=E dep aliw
kerek. Sonligtan bilay aytamiz, yag’'niy (A+A") on’ aniglang’an bolmaydi,

bunnan kelip shig’adi, 4., (A+A")>0.
Solay etip,

1-64, (A+AT), §<0

A |[E - S(A+ AT)]=
1-67 (A+AT), 620

} ha’m ¢,(5) funksiyasi mina turge

iye boladi.

O+ Amn(He) (| 9+ A (He) minl— 2y !
ﬂ“minl_E_é‘(A_{_AT)J é‘_'_ﬂ’min(HE) ' e : ’ﬂ

— 1< 3<0,
(A+A)
8 + Zma(He) ,n[cmmax(HE)} 0<s< L

@;(0) =

1-64 ., (A+AT) o+ 4., (He) A (A+AT)
Funksuyani minimumlaw ma’selesin garap,
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Al w(5) funksuyanin® §=¢5, toshkadag’t ekstrimuminin’ za’ru’rli sha’rti

bolip, v (5,) =0,yag’n1y 5, mina ten’lemeni sheshiw arqali tabiladu.

1+ac In o+a _1—5c=0 (2)
a-b o+b b+o

Minimumnin® jetkilikli sha’rti s§=5, bolg’anda vy (5,)>0 esaplanadi.

Ekinshi tuwindisin alip, to’mendegige 1ye bolamiz.

(b-a)’
1-5,¢)(5, +a)(Jy +0)*

W”(‘go) =

Solay etip, egerde o,, (2) ten’lemenin’ sheshimi bolsa ha’m mina
qanatlandirsa §,+b>0, 1-5,c>0, onda §=¢, bolg’anda w(5) minimal ma’nske
iye bolad.

Qarap o’tilgen minimizatsiyalaw ma’selesin, waqit boyinsha o’tiw processin
optimallastiriwg’a qollanamiz.

1) Meyli 5, mina ten’lemenin’ sheshimi bolsin.

1+ﬂ’max(HE)/1min(A+AT) |n é‘—i_ﬂ’max(HE) _ 1_5ﬂmin(A+ AT)_O
imax(HE)_/imin(HE) 5+ﬂ’min(HE) 5+ﬂ’min(HE) ’
maxs—A.. (Hg) N S <0, <0
TET A (A AN [

Sonda, H(S)=H. +8,E, C(8)=E-5.(A+A") dep alip, to’mendegige iye

bolamiz, yag’niy waaqit boyinsha o’tiw proceccin yag’niy wagqit boyinsha otiw
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protsesi, V,(x)=x"H(5)x Lyapunov funktsiyasi jardeminde aling’an, V(x) = x" H_x

tan kishi boladi.

2) Meyli s, mina ten’lemenin’ sheshimi bolsin.

1 s (HE) Ao (A AT) | [0+ Ao (He) | 1= (A+ AT)
/Imax(HE)_ﬂ“min(HE) 5+ﬂ“min(HE) 5+/1min(HE)

Sonda H(s,)=H, +5,E, C(5,)=E-5,(A+A") dep aliwg’a boladi ham
@,(H(5)) <, (H.)ilye bolamiz. Egerde eki shart orinlansa, onda x"H(s,) ham

x" H(5,)x funktsiyalardan soni alamiz, ¢,(s) kishi boladi, yag’niy

Sy =argmin{p; (5¢), @;(5¢)}-

Egerde sha’rtlerdin’ hesh birewi orinlanbasa, &,=0 dep alamiz, yag'niy
optimal Lyapunov funktsiyasi parametrli berilgen klassta, v (x) = x"H.x boladi.
Kosherdi soziw algoritimi.
Meyli U ortogonal matrica, H. ni diagonal tu’rge keltiriwshi, yag’niy
U'HU =A. Lyapunov ten’lemesin shepten U g’a, on’nan U g’a ko’beytip

to’mendegige iye bolamiz.

AA+AA =-E bunda A =UTAU={al} i,j=In.
Ten’lemeni mina tu’rge tu’rlendiremiz.

A A(e) + A(e)A =-C(e).

yag’'nty
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A 0 A,(H.) 0 N 0 2,(H) 0
0 0 A, (Hg) 0 0 A, (Hg)
- 2a} ay, aj, |
=—E+¢ a 0
i a,, 0 0 |
bunnan
2a;, a, aj, |
1
0
Ce)=E-g—| 0
L a, 0 0|

ha’m ¢,(¢) funkciyas1 ushin

¢3(8): ﬂ“max(HE) |n|:ﬂ“max(HE):|.

/,i’min [Cl (5)] ﬂ’min (H E)
Al, & parametirinin® o’zgertiw esabiman, ten’sizliktin® on’ ta’repin
kemeytemiz, yag’niy waqzt boymsha o’tiw processin da’l bahasin tabamiz. Endi

C, (¢) matricasinin’ harakteristikaliq ten’lemesi mina tu’rge iyebolada.
2
det[C, () - ZE]= (-1)" (1~ 1)”’2[(1— A)f —2ea,(1-2) -, (aili)2:|
i=1

Sa’ykes menshikli sanlar1 bolip,
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alc@]=0, i=1n-2, 2,,,[C(Cs)]=1-2(C; + Z(al. ).

Bunnan kelip shig’adu:

[t > (@)?). £20
1_5(3111_ Z(aill)z) &=0.

Al, ¢, (&) funkciyas: ushin to’mendegi ten’sizlik orinli boladi.

1 aC In[ba }, OS€<Ci’
—& +&
@s(&) ‘:l a .

bunda a=21_,(Hg), b=24,. (Hg), Clza111+,/zn:(alli)2,

To’mendegi funkciyani garaymiz:

a a
vie)= 1-¢C In{b+g]

Ekstimuminin’ za’ru’rli sha’rti mina tu’rge iye boladi.

C a 1
v (e )_1 ECL—ecln(b+8)_b+J=O' (3)
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Meyli ¢, bolsa, (3) ten’lemenin’ sheshimi. Sonda ekinshi tuwindi w(¢), &,

ushin minag’an ten’ boladi.

a >0
1-&C)b+ )’

w" (&) =

ha’m egerde (3) ten’lemeni gy sheshimge iye bolsa, funkciyanin’ aniglaniw
oblastina kiretug’in, onda bul toshkada y(g) minimal ma’niske erisedi.

Al, &=g, ma’nisti tabiw ushin y,(¢) minimal ma’niske erisetug’in,

to’mendegi obraz aeqal1 kipisemiz.

1) Ten’lemeni sheshemiz.

oyt oo,
l-¢c, b+e” b+e

Mma 0<e¢< Ci araliqta.
1

2) Mina ten’lemeni sheshemiz.

C, In( a 1

1-¢C, 'b+e¢ b+e

=0, max{— b, Ci} <¢<0.arahqgta.

2

Egerde bul ten’lemeler ¢,¢, sheshimge iye bolsa, onda

&y =alQyy {(03 (&) s (82)}'

Egerde sheshim bolsa, onda ¢, =0 ha’m H =H_.

35



§6. Integral sapa kriteriyasin optimallastiriw.
Sistemani funktsionerlew kriteryasinin’ sanasinin’ biri bolip, o’tiw
protseslerinin’ xarakterlewshi, integral kriteryasi bolip tabiladi, yag’niy

mina turdegi funktsional
I[x)]= j x(t)| dt

(4) ten’sizlikti paydalanip, integral sapa kriteryasinin’ bahasi ushin

mina ten’sizlikkke iye bolamiz.

J[x(t)]sj Tt bl {—um'“((clj)(t )}dt:

ﬂ'min(H) max(H)

= 2|
ﬂ“min (C) m|n (H)

Geometriyaliq jaqtan aling’an ten’sizlikti tomendegi obraz arqal
interpretatsiyalaw mumkin.Al, |x(t)| funktsiyasin jogaridan (4) eksponenta argali
majorantlaymiz ham eksponentadan integraldi esaplaymiz. Oz-ozinen aniq,
Kriterya bahasi anig’iraq boladi, integraldin’ shamasi kishi bolsa. Maxset

funktsiyasin kiritemiz.

Anin (H) | Ama (H)
)‘min (C) mln (H)

@, (H) =

H on’ aniqlang’an matritsasinda aniqlang’an, Lyapunov ten’lemesinin’
sheshimi bolip tabilatug’in, yag'niy H e G(H).

Amglama. V,(x) Lyapunov funktsiyasin, yag'niy
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| p,(H) = 2o () s (F)
H, =arg HlerG]fH){(Pz (H )}, ﬂmin ©) ﬂ’min (H)

Integral sapa kriteryasi baxasi ushin optimal dep ataymiz.

(1) optimal Lyapunov funktsiyasinin® (1) sistemadag’t A matritsasinin’
turine baylanisin garaymiz.

Lemma; Meyli A asimptotikaliq ornigli matritsa bolsin ham A+ A" teris

aniqlang’an. Sonda (1) sistemanin’ qalegen sheshimi ushin mina ten’sizlik orinli

x(®)| < |x0|exp{%ﬂmax(A+ AT)(t—tO)}.

Da’liyllew. Solay etip A+ A" simmetriyall1 teris aniglang’an matrica, onda
Lyapunov ten’lemesinde C =—(A+A") dep alip, H =E ge iye bolamiz ha’m (4), (2)
tu’rge keledi.

Lemma. Egerde A asimtotikaliq ormigli ha’m normal bolsa (yag'niy
ATA=AAT), onda A+ AT teris aniqlang’an boladi.

Da’liylew. Endi H=—(A+A") dep belgileymiz ha’m qaralip atirg’an
an’latpani on’nan A g’a ko’beytemiz.

HA=-A>-ATA

Keyin ala on1 shepten A" g’a ko’beyten.

ATH =-ATA-(A")?. Kelesi menen gosamiz. Soni esapga alip, yag'niy
ATA=AA", minag’an iye bolamiz. A"TH+HA=(A+AT)=-H? payda bolg’an
ten’leme A"H+HA=-H?’.

H =—(A+AT") sheshimge iye boladi. Solay etip, matritsa H simmetriyali
aynimag’an matritsa onda H? on’ aniqlang’an. Eger payda bolg’an ten’lement,
Lyapunov ten’lemesi retinde qarasaq ham A matritsasinin’ asimptotikaliq
orniglilig’in esapga alsaq, onda minag’an iye bolamiz, yag’niy onin’ sheshimi

H =—(A+A") on’ aniglang’an matrica, yag’niy A+ A" teris aniqlang’an.
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Berilgen lemmalardi paydalanip aling’an baxalardin® mumkinshiligin
garaymiz, integral ma’niste en’ jagqsi A matrisasina baylanisli ush jag’dayda
garaymiz:

1) Meyli A asimptotikli ornigli ha’m normali, yag’'niy ATA=AA".

Teorema. Egerde A asimptotiklaliq ornigli ha’m normal bolsa, onda erikli

5 >0 ushin barliq wagitta x —x(t), |x(t,)| < (1) sistemanin’ sheshimi 6ap boladi,

sonday yag’niy ?(t)‘ =05 exp{nj?x Re A, (A)(t - to)}

Da’liyllew. Yag’niy A normal bolsa, onda U ortoganal matricas: bar boladi,

A n1 normal formag’a alip keliwshi

[ a, B, 00 .. 000 .0

~B @ 00 .. 000 .0
0 0 a,B, .. 000 ..0
0 0 -B,a, .. 000 .0

vaul - e e w0 3)

00 00 ..ap0 ..0
00 00 ..-Ba0 ..0
00 00 .. 00y .0
. . 00 .. . . .0

| 0 0 00 .. 000 .. 7

bunda A, =a, +ifp,A0=y; p=1n;q=15;2k+S =n. A matricasinin’ sanlart.

a) Meyli max Re 4,(A) = 7 bolsin. O’zgeriwshilerdi kiritip x=Uz sizigh

differencial ten’lemeler ten’lemesine iye blamiz.
Z=AZ (4)

Bunda Abolsa, (3) de aniglang’an. Sonli ko’riw qiyin emes, yag’niy onimn’

dara sheshimi bolip, Z(t)=(0,....e"“"0,..0)" esaplanadi. Bunnan ko’rinip tur
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>_<(t) =V i(t)5 baslang’ish sistemanin’ dara sheshimi payda boladi, V vektorinin’
ku’shine tiykarlanip, U :|x(t)| = 5exp{7/(t —to)}.

0) Meyli max Re 4 (A) =, bolsin. Sonda (4) ten’lemeler sistemasi ushin dara

sheshimi bolip, Z(t) = (0,...,0,e” ¥ sin Be(t —t,),e* " cos(t —t,),0,..,0)" ol izlenip

atirg’an bolsa, x(t) =V 2(1)S .
Teorema. Egerde A asimtotikaliq orinigli ha’m normal bolsa, onda mina

ten’sizlik orml

(A+A"). (B)

min

max{Re 4 (A)} = %ﬂ

Da’liylew. (1) sistemam (4) tu’rge keltiremiz. Solay etip A asimtotikaliq
ormiqli bolsa, onda « <0,y,<0,p=1n;q=1LS;2k+S=n boladl. Al, U dm’

ortogonallilig’inan AN =U"TAU) =UTA'U orinlanadi. Bunnan basqa

A(A+A)=4UT(A+ AU i =1,
1 T 1 T T 1 T T AT
> (A A ):EAW[U (A+ A )U]=§/1max[U AU +UTATU]=

Sonligtan

> (A A7) = MG, P 75) = MEX(RE Ay (),

Usilin usilin da’liyllew kerek edi.

Teorema. Egerde A asimtotikali oriiqli ha’m normal bolsa, onda Lyapunov
funkciyasa1 baslang’ish magluwmatlar bazasi ushin integral ma’niste optimal
bolg’an sa’ykes keledi ha’m Ho = E, Co = -(A + AT).

Da’liyllew. Egerde A normal bolsa, onda lemmadan kelip shig’adi,
A+ A" matricasinin’ teris aniqlang’anlig’1. Sonligtan Lyapunov funkciyas: retinde
baslang’ish mag;luwmatlar bboymsha optimal bolg’an V,(x)=x"Hyx t1 alamiz.
Sonli ko’rsetemiz, yag'niy onin’ optimal bolmaytug’inlig’in ha’m integral ma’niste

hagiyqatindada saldardan ha’m teoremalardan kelip shig’adi.
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x(t)| < erxp{%zmm (A+ AT)(t —to)} = |X0|eXp{Tf‘r?( Re A (A)(t —to)}.

Bul ten’sizlik jagsi emes, yag’niy x(t) sheshim bar boladi ol da’l bolip
tabilatug’in. Solay etip integral baha, V,(x)=x"H,x Lyapunov funkciyasi

ja’rdeminde aling’an integral ma’nisteoptimal boladi.
Meyli A+ AT teris aniglang’an bolsin, biraq ATA= AAT. O’tken paragrftan

kelip shig’adi, baslang’1sh qozdiriw bahas1 ushin optimal bolip, H, = E esaplanadi.

Soni ko’rsetemiz, yag'niy ol uliwma ayganda, Lyapunov funkciyasi menen

betlespeydi, en’ jagsi integral baha beretug’in (1) sisteman1 garaymiz, bunda

Egerde =0 bolsa, A matricanin’ normal bolmaydi, biraq |[6]<2 de, A+ AT

teris aniglang’an ha’m onin’ xarakteristikaliq sani

A, =—(A+AT)=-2+6

Sonligtan, C =—(A+ A") dep alamiz, onda H =E ha’m

L, 0<d<e.
1 2-0
E e
(DZ( ) lmax(_A_AT) 1
—, —2<6<0
2+06

Ekinshi ta’repten, C=2E dep alip ha’m Lyapunov ten’lemesin sheship,

minag’an iye bolamiz.
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NS

i 5/ 5°
Hoe = y Aa(Hpe) = (1+_)+_ 1+T

1+

NS

Bunnan o<s<2 de
ﬂ’max(HZE) j“ma\x(HZE) \/7 \/7
H — -
(02( ZE) 2 //{min(HZE) 2" 1+

ha’m &, — 2 bar boladi, sonday

2 2
1+5—0 §+ 1+§—0 < 1 ,
41 2 4

yag’niy H =E matricasinin’ integral ma’niste optimal bolmaydi.
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§7. Optimizaciyaliq ma’selelerdi gradient usili menen sheshiw.
S1z1gl1 emes programmalastirtwdin’ uliwma ma’selesin sheshkende

fo)= min AED=<0,i=Tm, He Q(H)

HeQ(H)
Lagranjdin’ aniq emeslik usilinan paydalaniw mu’mkin.

Lagranj funkciyasi mina tu’rge iye boladi.

Z(H.0)= () + LA K (H), 4,20,

Kuna— Takker teoremasinan gezektegi kelip shig’adi. Meyli f (H), i=0,m
do’n’es funkciyalar, Q(H) ko’pligi do’es ha;m sleyterden regulyarliq sha’rti
orinlanadi, yag'niy HeQ(H) bar boladi, yag'niy f(H)<0, i=Lm, i=Lm

bolg’an. Yag’my H, optimizaciyaliq ma’selenin’ sheshimi boliw1 ushin,
By =B, B2, ..., p°) vektorinin’ bar boliw1 za’ru’rli  ha’m jetkilikli, yag’'niy
(H,, 5,) Jubt L(H,p) funkciyasinin’ erlik toshkasi boliw1 kerek ha’m berilgen
ma’sele sheklewler menen mina funkciyani minimizaciiyalaw ten’ ku’shli.

F(H):@%Z(H,ﬂ)e min

HeQ(H)
Yamasa minimaks ma’selesinin’ sheshimi

Z(H"B)_)HTQ'{.L)’ n;ijg(

Us1 ma’seleni sheshiwdin’ sanli usillarinin’ biri gradyentlik bolip tabiladi

ha’m onin’ modifikaciyasi. Sheshiwdin’ eki gradienlik usiln qaraymiz.
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1. Tuwn gradiyentlik usil

Hyy, = B EMBED Equation. 3 EEEE EMBED Equation. 3 EEE [g:m:ilil EMBED Equatio®. 3 BBBgrad®
Bunda z,(z) funkciyast Z toshkaszn proekitlew operaciyasi Q(H)

ko’pliginde, al C,(H) funkciyasi to’mendegi obraz arqali esaplanadi.

C.(H) = C., egerde f(H)>0, i=1m .
0, egerde f,(H)<0 i=1m

C, — jetkilikli u’lken san, gradf (H) bolsa, H toshkadag’t f,(H) funkciyasi
toligtirllg’an gradienti.
2. Irrow — Gurvica usili. O leki kordinata boyinsha bir waqitta erlik toshkani

1zertlew procedurasin ko’rsetedi.

Hy., = B EMBED Equation.3 EEEE EMBED Equation.3 EEE [g:r"adEI EMBED Equation.3 BEH

B =max{o, B+ B f,(H)} (i=Tm).

Yag’niy L(H,p) gradientinin’ bag’itt g boyinsha ha’m H antigradient
boyinsha. Egerde f,(H) qatan’ do’n’es funkciya bolsa, f,(H) — don’es, onda

L(H, B) funkcciyasiin’ erlik toshkasi bar boladi ha’m egerde
Pk =0, p 20, ZPK =®.
K=1

onda {(H.,p.)} izbe-izligi sonday ma’iste jiynaqlt boladi, yag'niy {#}
shekli toshkalariin’ birewi sheshimler ko’pligine derek bolsa. Usi algoritmlerdi
paydalaniw mumkinshiligin gara’miz. ¢, (H) funksiyasin minimizasiyalawda i=13.
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1) Mina funksiyani minimizzasiyalaw ma’selesin qaraymiz.

¢, (H) > inf

HeG(H)

bunda p,(H) = Ao (H)

T (-ATH - HA)}.

G(H)={H:4

min

Jogarida ko’rsetilgenindey, H, optimal sheshim oG(H)shegarada tabiladi,
¢;(H) funksiyasinin® bir tekliliginen shardin bir bolimin garaymiz.
do(H)=1 G(H) tin’ ishinde jaylasqan. Solay etip mina funksiyani

minimizasiyalaw ma’selesin qaraymiz.

l -
fo(H) - in,

Mina sheklewlerde
f,(H)<0, f,(H)<O0.
bunda

fo(H) =2 (H),  fi(H) = Ay (FATH —HA),  f,(H) =2, (H)-1.

min

Q(H) — simmetriyali on’ aniqlang’an matrisalardin ko’ligi, Lagranj

funksiyasi mina turge iye boladi.
L(H.B)=fy(H)+> A fi(H)

Onin’ toligtirilg’an gradient H boyinsha
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grad Ly(H.F) = fAGD+ ) figrad f:(H)
i=1

Bunda

grad fY(H)--x_x' . grad f,(H)=x

min “*min ?

X'~ grad @8 EMBED EquaFion.3 AAH

Xmin, Xmax — Dektorlar, birlik sferada jatiwshi, x"Hx kbadratlig fopma minimal
ha’m maksimal maniske erisetug’in, D[Aij]:—ATAij -A;A bunda A; -matrica i-
jolda ha’m j-bag’anada birlep turg’an, al qalg’an elementleri noller bolg’an, Ymin —
vektor, birlik sferada jatiwshi, yagniy y'(-A"H -HA)y kvadratliq forma minimal
ma’niske erisetug’in.

Al, f5(H), f,(H), i=12 dfunksiyalari do’n’es, sleyter sharti orinlanadi. Al,
L(H,s) Lagranj funksiyasi (H,,p.,8s) erlik toshkag’a iye ha’m H,
optimizasiyaliq ma’selenin’ sheshimi boladi.

2) Endi funksiyani minimizasiyalaw ma’selesin qaraymiz.

(k) > it

bunda

> A ) [
min (_A H _HA) ﬂ”min(H)

Bunda, jogarida ko’setilgendey, H, optimal sheshim G(H) oblastinda jatadi
ha’m ¢, (H) funksiyasinin’ birtekliliginin A__ (H <1) shardi bo’limin qaraymiz.

Baslang’ish ma’seleni to’mendegi menen almastiramiz.

2 -
f7(H)—> min . f,(H)<0, f,(H)<0

bunda
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fo (H) = —In[ﬂm (-ATH —HA) —% N[ 2 (H)]}
Lagranj funksuyasi mina turge iye boladi.
Lz(H:ﬂ): foz(H)"'Z;Bi *fi(H)

Al H boyinsha toligtirilg’an gradient

grad 8 EMBED Equation.3 B8Egrad @ EMBED Equation. 3 EEEgrad B EMBED Equation.3 B

bunda

grad 8 EMBED EquaFion.3 HEH

Al f2(H) funksiyasi eki do’n’es funksiyanin qosindin ko’rsetedi, bunda da

Sleyter sha’rti orinlanadi.

3) Endi to’'mendegi funksiyani minimizasiyalaw ma’selesin garaymiz.

¢3(H)—>Hig{m

bunda

s (i) =P () ,,n{zm(H)}
ﬂ’min (_AT H- HA) ﬂ“min (H)

Bul ma’seleni to’mendegi ma’sle menen almastiram.

fg (H)—> min , f.(H)<o0, f,(H)<0

bunda
fg (H)==In[4,, (- A"H = HA)|- In{in2,, ()]

Lagranj funksiyasi mina turge iye boladi.
L(H, )= t7(H)+ 2 Afi(H)

Onin’ H boyinsha toligtirilg’an gradienti
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B(H)- 36(H)

; D[H] Xemin X
fo(H)=- Aon = ATH —HA) 2. (H)In[4,, (H)]

Bul f (H) funksiyasinda eki do’n’es funksiyanin® gosindisin ko’rsetedi,
Sleyter sharti orinlanadi.Toligtirilg’an gradentlik tusiw algoritmi ken’islikti soziw
arqali.

1-ag’tim. H°g,(H,)- f(H) funksiyasinin® H° toshkadag’i toligtirililg’an
gradient esaplanadi. Berilgen formula h_,,«,,, boyinsha H',«, esaplanadi ha’m
keyin H'=h’-hg,(H,) esaplanadi. Endi B, = E dep alamiz.

2-adim. k =1 manis beremiz.

3-adim. g(H)- ti esaplaymiz.

4-adim. Egerde |g, (x)| < ¢ bolsa, onda tawsiladi yamasa 5-adimg’a o’tedi.

5-adim. Mina ayirma esaplanadi: rk = B, [gf (H)-g, (H k—l)]_

N
In|

7-adim. k+1 qozg’alistag’i adimdi hgs1 di esaplanadi  ha’m  soziliw

6-adim. k+1 bag’iti esaplanadi: &, =

koffisenti ¢, , di.

8-adim. k +1 adimdag’i soziliw matrisasin esaplanadi.

B, =B [E + (05k_+11 +1)§k+1§kT+1] .
T

9-adim. g,., =By,,9,(H") esaplanadi.

10-adim. k +1 adim iterasiyasi islenedi:

: 9.
Hkl:Hk_hk+lBk+l L

g k+1

11-adim. k =k +1 ma’nis beremiz ha’m 3-adimg’a otemiz.
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Juwmag.

Pitkeriw ganiygelik jumisinda turagli koeffitsientli sizigli differentsional
ten’leme qaraladi. Bul turaqli koeffitsientli differentsional tenlemenin’

orniglilig’in izertlew ushin Lyapunov funktsiyasin kvadratliq forma turinde
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alamiz. Turaqli  koeffitsientli  differentsional  ten’lemenin’  orniqlilig’in
kvadratliq forma turinde izertlew matritsaliq ten’lemeni sheshiwge alip keledi.
Berilgen sizigli sistema ushin bahag’a iye bolamiz.

Sonday-aq pitkeriw qganiygelik jumisinda kvazioptimmalligtin’® eki algoritmi
garaladi, nur boyinsha soziw algoritmi ham kosherdi soziw algoritmi. Janede
bul pitkeriw qaniygelik jumisinda sizigli sistemada wagit boyinsha otiw
protsessinin’  bahasin  optimallastiriw  maselesi  qaraladi, optimallastiriw
maselesinin’ sheshiminin’ algoritmi qaraldi, nur boyinsha soziw algoritmi ham
kosherdi soziw algoritmi. Janede bul pitkeriw qaniygelik jumisinda integral
sapa Kkriteriyasin optimallastiriw maselesi qaraldi. Janede optimizatsiyalliq
maselelerdi gradient usili menen sheshiw maselesi qaraldi. Barlig lemmalar
ham teoremalar dalilleniwi menen toliq keltirildi. Matritsaliq ten’lemeni
sheshiwge missal qaraldi ham onin’ sheshimi elektron esaplaw mashinasinda

alindi.
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Misal.
To’mendegi matricaliq ten’lemeni sheshin’
ATH+HA=-C
bunda
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a=f, 1 o=l ]

Egerde A ha’m C matricalardin’ koefitsentlerin berilgen ten’lemege qoysaq
onda ol to’mendegi ko’riniske iye boladi.

511 ] hi, ﬁl:]E 2] _4
521 ﬁz. +lhy, h3; 3 =[2 -

hll+2’ll- 3&1‘
hy, + 2hs; 3ho [

hi, +hy, hi;+ 252:
3521 3"2: +

2!111 + 2,:‘1: +hy, = —4
4hi, 4+ 2hy, =2
dho, + 2y, = 2

hi, =—3,5
hi, = 0,7
hy, = 0,7
5. =—0,5

Demek berilgen matricalaq ten’lemesinin’ sheshimi bolg’an H matricasa
to’mendegi ko’riniske 1ye:

-3,5 'D,?]

detH=1,75-0,49=1,26
detH=1,26
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