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Маъруза 1

 Вариацион ҳисобга кириш. Қадимги масалалар
Берилган бирор )(xfz = функциянинг максимал ёки минимал қийматларини

топиш масалалари билан бир қаторда физика масалаларида кўпинча функционаллар деб
аталувчи алоҳида турдаги миқдорларнинг максимал ёки минимал қийматларини  топишга
тўғри келади.

Қийматлари бир ёки бир нечта функциялар ёрдамида аниқланадиган ўзгарувчи
миқдорлар функционаллар дейилади.

Масалан, текисликда берилган ),( 00 yxA ва ),( 11 yxB  нуқталарни туташтирувчи

текис (ёки фазовий) чизиқ ёйининг l  узунлиги функционал бўлади.

Агар )(xyy =  чизиқ тенгламаси берилган бўлса, l  миқдор

dxyxyl
x

x
ò ¢+=
1

0

2)(1)]([  формула билан ҳисобланади.

Бирор сиртнинг S  юзаси ҳам функционал бўлади,  чунки бу юза ),( yxzz =
сирт тенгламасига кирган ),( yxz функцияни, яъни сиртни танлаш ёрдамида
аниқланади. Маълумки,
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бу ерда D – берилган сиртнинг Oxy  текисликка проекцияси.
Инерция моментлари, статик моментлар, бирор бир жинсли чизиқ ёки сиртнинг

оғирлик маркази координаталари ҳам  функционалларга мисол бўлади.
Барча мисолларда биз функционалларга хос хусусиятни кўрамиз: функция (ёки

вектор функция)га бирорта сон мос қўйилади.
Вариацион ҳисоб фани функционалларнинг максимал ёки минимал қийматларини

топиш усулларини ўрганади.  Функционалнинг максимал ёки минимал қийматини  топиш
масаласи вариацион  масала дейилади.

Физика ва механиканинг кўпгина қонунлари  тасдиқлайдики, ўрганилаётган
жараёнда бирор функционал максимум ёки минимумга эришиши лозим. Бундай ҳолларда
бу қонунлар  механика ёки физиканинг вариацион принциплари деб номланади. Шундай
вариацион принциплар қаторига қуйидагилар киради:  энг кичик таъсир принципи,
энергиянинг сақланиш қонуни,  импульснинг сақланиш қонуни, ҳаракат миқдорининг
сақланиш қонуни, классик ва релятивистик  майдон назариясининг турли вариацион
принциплари, оптикадаги Ферма  принципи ва ҳоказо.

Вариацион ҳисоб  1696  йилдан ривожлана бошлади ва Леонард Эйлер (1707-1783)
нинг тадқиқотлари натижасида мустақил математик фанга айланди. Шунинг учун,
Л. Эйлерни ҳақли равишда вариацион ҳисобнинг асосчиси деб аташ  мумкин.

Вариацион ҳисобнинг ривожланишига қуйидаги учта масала катта туртки бўлди:
Б р а х и с т о х р о н а  ҳақидаги масала. 1696 йилда Иоганн Бернулли

математиклар  эътиборига энг тез тушиш чизиғи - брахистохрона ҳақидаги масалани баён
қилди. Бу масалада битта вертикал тўғри чизиқда ётмайдиган берилган А ва В нуқталарни
туташтирувчи шундай чизиқни топиш керакки, А дан В га тушаётган моддий нуқта шу
чизиқ бўйлаб А дан В га энг қисқа вақтда тушсин.

Кўриниб турибдики,   А ва В нуқталар оралиғидаги  энг қисқа масофани
ифодаловчи чизиқ  тўғри чизиқ  бўлади, энг қисқа вақт чизиғи эса тўғри чизиқ эмас, чунки
тўғри чизиқ бўйлаб ҳаракатланганда  ҳаракат тезлиги нисбатан секин ўсади; агар эгри
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чизиқни олсак, А дан тушиб келаётган йўл узунроқ бўлсада, йўлнинг кўпроқ  қисми
каттароқ тезлик билан босиб ўтилади.  Брахистохрона ҳақидаги масаланинг ечимини
Иоганн Бернулли, Я.Бернулли, Г.Лейбниц, И.Ньютон ва Г.Лопитал топганлар. Энг тез
тушиш чизиғи  ц и к л о и д а  экан.

Г е о д е з и к  ч и з и қ л а р  ҳақидаги масала.  Бунда бирор ( , , ) 0x y zj =  сирт
устидаги берилган иккита  нуқталарни туташтирувчи энг қисқа узунликдаги чизиқни
топиш талаб қилинади. Бундай  энг қисқа чизиқлар геодезик чизиқлар дейилади. Бундай
ҳолда, биз, аслида, шартли экстремум масаласини ўрганаётган бўламиз. ( , , ) 0x y zj =
шарт бажарилганда

ò ¢+¢+=
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dxzyl

функционалга  минимум берадиган ( ) ва  z(x)y x  функцияларни  топиш керак. Бу
масалани 1698 йилда Я.Бернулли ечган, бироқ  бундай масалаларни ечишнинг умумий
усулларини Л.Эйлер ва  Ж.Лагранж ишларидан топиш мумкин.

И з о п е р и м е т р и к   масала.
Энг катта  S юзани чегаралайдиган берилган l   узунликдаги ёпиқ чизиқни топиш

керак.   Бу чизиқ  қадимги Грецияда ҳам маълум эди:  бу доира экан.   Бу масалада S
функционалнинг  минимумини ўзига хос қўшма шарт – чизиқ  узунлиги  ўзгармас
бўлганда, яъни

[ ] [ ]ò ¢+¢=
1
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функционал ўзгармас қийматли бўлганда топиш талаб қилинади. Бундай шартлар
изопериметрик  шартлар дейилади.
Изопериметрик масалаларни ечишнинг умумий усуллари Л.Эйлер томонидан ишлаб
чиқилган.

Биз келгусида қуйидаги энг кўп учрайдиган функционаллар  учун қўйилган турли
вариацион масалаларни ечиш усулларини ўрганамиз:
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бу ерда F – берилган функциялар, )(xy , ),(),...,(1 xyxy n ),( yxz  функциялар эса
функционалларнинг аргументларидир.
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Маъруза 2

Вариацион ҳисобнинг асосий тушунчалари. Эйлер тенгламаси.

Таъриф. Агар бирор Х функционаллар фазосидаги G тўпламнинг ҳар бир
( )y y x= элементига аниқ битта J сон мос қўйилса,  у ҳолда G XÌ тўпламда

)]([)( xyJyJ º  функционал берилган дейилади.

Вариацион ҳисобда Х  функционал фазо сифатида қўлланиладиган ],[ baСn  (бу
ерда ва бундан кейин ...,2,1,0=n ) фазо қуйидагича аниқланади:

Чизиқли нормаланган ],[ baСn  фазо  нормаси

å
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Î
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n
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k

baxn
xyy
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бўлган ҳамда [a, b] кесмада n-тартиблигача (n-тартибли ҳам киради) узлуксиз ҳосилаларга
эга бўлган y(х) функциялардан тузилган.

],[ baСn  фазода y1 ва y2 функциялар (чизиқлар) ўртасидаги ),( 21 yyr    масофа

å
= Î

-=-=
n

k

kk

baxnn xyxyyyyy
0

)(
2

)(
1];[2121 )()(max),(r

формула билан топилади.

],[)(* baСxy nÎ   функция ва 0>e  - ихтиёрий сон бўлсин.

Ушбу er <nyy ),( *
  тенгсизликни қаноатлантирадиган ],[)( baCxy nÎ

функциялар (чизиқлар) тўплами )(* xy  чизиқнинг n-тартибли e -атрофи дейилади.
Агар )(* xy  чизиқнинг бирор e -атрофига тегишли бўлган барча у(х) функциялар

учун

)]([)]([ * xyJxyJ £ ))]([)]([( * xyJxyJ ³           (1)

тенгсизлик бажарилса, у ҳолда J[y(x)] функционал )(* xy чизиқда локал ёки нисбий
минимум (максимум) га эришади дейилади.

J[y(x)] функциянинг локал минимум ва максимумлари унинг локал экстремумлари
дейилади.

Агар (1) муносабат бирор ],[ baCG nÌ  тўпламга тегишли бўлган барча у(х)
чизиқларда бажарилса, у ҳолда J[y(x)] функционал G тўпламдаги ўзининг абсолют

экстремумига )(* xy  чизиқда эришади дейилади.

J[y(x)] функционал ],[1 baCG Ì  тўпламда аниқланган бўлсин. Gxy Î)(
функциялар нафақат ],[1 baС  фазонинг элементлари, балки ],[0 baC  фазонинг ҳам

элементларидир. J[y(x)] функционалнинг ],[0 baC  фазодаги локал экстремуми кучли,

],[1 baС  фазодаги локал экстремуми эса кучсиз локал экстремум дейилади.
Функционалнинг ҳар қандай кучли экстремуми бир вақтнинг ўзида кучсиз экстремум ҳам
бўлади, тескариси умуман олганда ўринли эмас.
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J[y(x)]  функционалнинг  ҳар қандай абсолют экстремуми кучли ва кучсиз  локал
экстремум  бўлади, бироқ  ҳар қандай локал экстремум абсолют экстремум бўлавермайди .

Вариацион ҳисобнинг энг содда масаласи.

F(x,  y,  z) функция ўзининг барча аргументлари бўйича иккинчи тартибли узлуксиз
ҳосилаларга  эга бўлсин.

Энди

ò ¢=
b

a

dxyyxFxyJ ),,()]([ (2)

кўринишдаги функционални ўрганамиз.
Вариацион ҳисобнинг  э н г  с о д д а  масаласи.

Ушбу ],[)( 1 baCxy Î     кўринишдаги

0)( yay = , 1)( yby =                            (3)
чегаравий шартларни қаноатлантирадиган барча  функциялар ичидан шундай  функцияни
топингки,  бу  функцияда  (2)
функционал кучсиз экстремумга эришсин.

Бошқача айтганда, ),( 00 yaM  ва ),( 11 ybM  нуқталар орқали ўтувчи барча
силлиқ чизиқлар ичидан (2) функционалга кучсиз экстремум берадиганини топиш керак.

Вариацион ҳисобнинг энг содда масаласини ечишда қуйидаги теорема қўлланилади.

Теорема 1. (2) функционал ],[)( 1 baCxy Î  да кучсиз экстремумга эришиши
учун бу функция

0=- ¢yy F
dx
dF (4)

кўринишдаги  тенгламани  қаноатлантириши зарур.
(4) тенглама Эйлер тенгламаси дейилади ва унинг ечимлари (интеграл чизиқлари)

(2) функционалнинг экстремаллари дейилади.
Эйлер тенгламаси ёйилган ҳолда қуйидагича ёзилади:

0)()( =-+¢+¢¢ ¢¢¢¢ yyxyyyy FFFxyFxy .

Агар 0¹¢¢yyF  бўлса, бу тенглама иккинчи тартибли дифференциал тенглама
бўлади, шунинг учун унинг ечими иккита ихтиёрий ўзгармасларга боғлиқ бўлиб, бу
ўзгармаслар (3) чегаравий шартлар ёрдамида топилади.

Функционалнинг ҳар қандай экстремуми бир вақтнинг ўзида кучсиз  экстремум
ҳам бўлганлиги учун 1-теорема (2) функционалнинг кучли экстремуми учун ҳам зарурий
шарт бўлади.

Бундан  ташқари, (2) функционалнинг

})(,)(],[)({ 101 ybyyaybaCxyG ==Î=           (5)
тўпламдаги абсолют экстремуми локал (кучсиз ва кучли) экстремум ҳам бўлганлиги учун
1-теорема (2) функционалнинг (5) тўпламдаги абсолют экстремумининг ҳам зарурий
шартидир.

Шундай қилиб, (4)-(3) масалани ечиб,  (5) функциялар тўпламига тегишли бўла
туриб, (2) функционалга  экстремум бера олиши мумкин бўлган барча  чизиқларни топиш
имконияти бор.
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Мисол 1.

ò +¢=
1

0

2 ,)()]([ dxxyyxyJ

функционалнинг 0)1()0( == yy  шартларни қаноатлантирувчи экстремалларини топинг.
Ечиш.   Бу ҳолда

=¢),,( yyxF xyy +¢2 ,

шунинг учун Эйлер тенгламаси 02 =-¢¢ xy   кўринишда бўлади. Унинг умумий ечими

21

3

12
CxCxy ++= кўринишда бўлади. 0)1()0( == yy шартлардан 1C  ва 2C    ўзгармасларни

аниқлаймиз:

.0
12
1)1(

,0)0(

21

2

=++=

==

CCy

Cy

Бундан 0,12/1 21 =-= CС .  Демак, биз ўрганаётган масаланинг ягона экстремали

xxxy
12
1

12
1)( 3 -=

кўринишда  бўлар  экан.
(4)-(3) масаланинг ечими ҳар доим ҳам мавжуд бўлавермайди, мавжуд бўлган

тақдирда эса  ҳар доим ҳам ягона бўлавермайди.
Мисол 2.

ò ¢+=
1

0

)()( dxyxeyJ y

функционалнинг 1)1(,0)0( == yy  шартларни қаноатлантирувчи экстремалларини топинг.

Ечиш: Эйлер тенгламаси 1=ye кўринишда бўлади. Бу тенгламанинг ечими

бўлган 0)( =xy   функция 1)1( =y   шартни қаноатлантирмайди  ва, демак, берилган
масала ечимга эга эмас.

Мисол 3.

ò +-¢=
p

0

22 )cos4()]([ dxxyyyxyJ

функционалнинг 0)()0( == pyy  шартларни қаноатлантирувчи экстремалларини топинг.

Ечиш: Эйлер тенгламаси xyy cos2=+¢¢ кўринишда бўлади. Унинг умумий
ечими

.sincossin)( 21 xCxCxxxy ++=
Энди эса 0)()0( == pyy     шартларни қўллаб,

xxСxy sin)()( +=
ечимларни топамиз, бу ерда С-ихтиёрий ўзгармаслар. Шундай қилиб, берилган масала
чексиз кўп ечимга эга.
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Маъруза 3

Эйлер тенгламасининг хусусий ҳоллари.

(4) кўринишдаги Эйлер тенгламаси ҳар доим ҳам квадратураларда
интегралланавермайди. Кўп ҳолларда (4) тенгламани ечиш анча қийин кечади. Бироқ,
баъзи хусусий ҳолларда Эйлер тенгламасини ечиш умумий ҳолдагидан анча осон бўлади.

1. F  функция y¢  га боғлиқ  эмас,   яъни ).,( yxFF =  Бу ҳолда (4) тенглама
0),( =yxFy  кўринишга келади. Бу чекли тенглама (яъни дифференциал тенглама эмас)дир,

унинг ечими ихтиёрий ўзгармасларга боғлиқ эмас ва, демак,  (3) шартларни истисно
ҳоллардагина қаноатлантиради.

2. F  функция  фақат y¢  га боғлиқ: ).(yFF ¢=  Эйлер тенгламаси 0=¢¢¢¢ yF yy

кўринишда бўлиб, унинг умумий ечими эса 21)( CxCxy +=  тўғри чизиқлардир. Шундай
қилиб, бу ҳолда функционалнинг экстремаллари тўғри чизиқлардан иборат  экан.

3. F  функция y  ўзгарувчига боғлиқ эмас, яъни ).,( yxFF ¢=  Бу ҳолда  (4)

тенглама 0),( =¢¢ yxF
dx
d

y кўринишда ёзилади, бундан ўз навбатида 1),( CyxFy =¢¢

кўринишдаги биринчи интегрални оламиз, яъни биринчи тартибли дифференциал
тенглама ҳосил бўлади, буни ечиб функционалнинг экстремаллари  топилади.
4. F  функция x  ўзгарувчига боғлиқ эмас, яъни ),( yyFF ¢= . Эйлер тенгламаси

0=¢¢-¢- ¢¢¢ yFyFF yyyyy   кўринишда бўлади. Бу тенгламанинг иккала томонини y¢  га

купайтириб, Эйлер тенгламасини 0)( =¢- ¢yFyF
dx
d

 кўринишга келтирамиз. Бунда

Қуйидаги 17-32 масалаларда J(y)  функционалнинг тегишли чегаравий ан эса

1CFyF y =¢- ¢   биринчи интегрални топамиз.

Вариацион ҳисобнинг геометрик ва физик талқини.

Кўп ҳолларда (2) функционал абсолют экстремумининг (5) функциялар тўпламида
мавжуд бўлиши ва унинг хусусиятлари (максимум ёки минимумлиги) физик ёки
геометрик мулоҳазалардан ҳам кўриниб туради. Бундай ҳолларда 1-теоремада баён
қилинган экстремумнинг зарурий шартига кўра (2) функционалнинг (5) тўпламдаги
абсолют минимуми ёки максимумини топиш мумкин бўлади.

Мисол 4. Текисликда жойлашган ),(0 AaM  ва ),(1 BbM  нуқталарни туташтирувчи
чизиқлар ичидан  энг қисқа узунликка эга бўлган чизиқни топинг.

Ечиш. Абсциссалари a ва b бўлган нуқталардан ўтувчи силлиқ )(xyy =   чизиқнинг

узунлиги
21

b

a

y dx¢+ò га тенг.

Шунинг учун бу масалани қуйидагича ёзиш мумкин: Шундай )(xy  функцияни топингки,

бу функция ( ) , ( )y a A y b B= =  шартларни қаноатлантиргани ҳолда

ò +=
b

a

dxyxyJ 2'1)]([ (6)

функционални минимизациялаштирсин.
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Бу масаланинг Эйлер тенгламаси 0)( =¢¢ xy  кўринишда бўлади, бундан

21 CxCy +=  келиб чиқади.  Функцияга ax =  ва bx =  қийматларда қўйилган шартлардан

1C  ва 2C  миқдорларни топиб, Aax
ab
ABy +-

-
-

= )(   функцияни топамиз. Шундай

қилиб, (6) функционал экстремумининг зарурий шарти 10 MваM нуқталарни
туташтирувчи тўғри чизиқда бажарилар экан.

Геометрик мулоҳазаларга кўра, иккита нуқтани туташтирувчи чизиқлар ичида
минимал узунликка эга бўлгани ҳар доим мавжуд,   максимал узунликка эга бўлгани эса
мавжуд эмас. Шунинг учун юқоридаги тўғри чизиқ ўша изланаётган чизиқ бўлади.

Мисол 5. Брахистохрона ҳақидаги масала.
Битта вертикал тўғри чизиқда ётмайдиган берилган А ва В нуқталарни

туташтирувчи шундай чизиқни топиш керакки, А  дан В га тушаётган моддий нуқта шу
чизиқ бўйлаб А дан В га энг қисқа вақтда тушсин. (Таранглик ва муҳитнинг қаршилигини
ҳисобга олманг).

Ечиш. Координата бошини A нуқтага жойлаштирамиз, Ox ўқни горизонтал,  Oy
ўқни эса пастга вертикал йўналтирамиз. Моддий нуқтанинг ҳаракат тезлиги gydt

ds 2=  га
тенг, бундан нуқтанинг )0,0(A   ҳолатдан ),( baB  ҳолатга етиб боришига сарфланадиган
вақтни ҳисоблаб топамиз:

ò ==
¢+

=
a

bayydx
y
y

g
xyJ

0

2

.)(,0)0(;
1

2
1)]([

Бу функционал  энг содда ҳоллардан бири (4-ҳол)га тегишли бўлганлиги учун,
унинг Эйлер тенгламаси CFyF y =¢- ¢  кўринишдаги биринчи интегралга эга, ёки биз
қараётган ҳолда

C
yy

y
y
y

=
¢+

¢
-

¢+

)1(

1
2

22

,

бундан баъзи соддалаштиришлардан сўнг C
yy

=
¢+ )1(

1
2

 ёки 1
2 )1( Cyy =¢+

тенгламаларга эга бўламиз. tctgy =¢  деб олиб, t  параметрни киритамиз; натижада

);2cos1(
2

sin
1

12
12

1 tCtC
tctg

Cy -==
+

=

;)2cos1(sin2
cossin2

1
2

1
1 dttCdttC

tctg
dtttC

y
dydx -===

¢
=

.)2sin2(
22

2sin
2

1
21 CttCCttCx +-=+÷

ø
ö

ç
è
æ -=

Демак, изланаётган чизиқнинг параметрик шаклдаги тенгламаси

)2cos1(
2

),2sin2(
2

11
2 tCyttCCx -=-=-

кўринишда бўлади. Агар 12 tt =  алмаштириш бажариб, 0,0 == yx  бўлганда 02 =C
бўлишини эътиборга олсак, у ҳолда циклоидалар  оиласининг тенгламасини ҳосил
қиламиз:

)cos1(
2

),sin(
2 1

1
11

1 tCyttCx -=-= ,
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бу ерда
2

1C
 - айланаётган доиранинг радиуси бўлиб, у циклоиданинг ),( baB  нуқтадан

ўтиш шартидан аниқланади.  Шундай қилиб, брахистохрона бу циклоида экан.

Мустақил ечиш учун масалалар.

       1.Моддий нуқта ),(0 AaM  ва ),(1 BbM  нуқталарни туташтирувчи )(xyy = ясси
чизиқ устида ykv ¢=  тезлик билан ҳаракатланмоқда. Шундай эгри чизиқни топингки, 0M
нуқтадан 1M  нуқтага етиб боргунча кетган вақт энг кичик бўлсин.
       2.   33- масалани )0,0(0M  ва )1,1(1M  ҳамда xv =  бўлганда ечинг.
      3.  Энг кичик айланиш сирти ҳақидаги масала. )1,0(0M  ва )1,1(1M  нуқталарни
туташтирувчи )(xyy = силлиқ чизиқларни абсцисса ўқи атрофида айлантиришдан
айланиш фигураси ҳосил бўлади. )(xyy = чизиқ қандай бўлганда айланиш фигураси энг
кичик юзага эга бўлади.
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Маъруза 4

Юқори тартибли ҳосилаларга боғлиқ функционаллар.
Кўп функцияли  ҳолда Эйлер тенгламаси.

)(xy  функциянинг юқори тартибли ҳосилаларига боғлиқ бўлган

ò ¢=
b

a

n dxxyxyxyxFxyJ ,))(...,),(),(,()]([ )(
            (7)

функционалнинг экстремумини топиш масаласини ўрганамиз,

бу ерда ),...,,,( )(nyyyxF ¢  функция барча аргументлар бўйича 1+n  тартиблигача

бўлган ( 1+n –тартиблиси ҳам киради) узлуксиз хусусий ҳосилаларга эга,

],[)( baCxy nÎ .
Бу масалада чегаравий шартлар қуйидагича

(1) (1) ( ) ( )
0 0 0

(1) (1) ( ) ( )
1 1 1

( ) , ( ) ,..., ( ) ,

( ) , ( ) ,..., ( ) . (8).

n n

n n

y a y y a y y a y
y b y y b y y b y

= = =

= = =

Теорема 2.  (7) функционал ],[)( baCxy nÎ    функцияда локал экстремумга
эришиши учун бу функция ушбу

(1) ( 2) ( )

2

2 ... ( 1) 0. (9)n

n
n

y ny y y

d d dF F F F
dx dx dx

- + - + - =

Эйлер-Пуассон тенгламасини қаноатлантириши зарур.
Вариацион хисобнинг энг содда  масаласидаги каби (9) тенгламанинг (8) чегаравий

шартларни қаноатлантирувчи ечимлари (7) функционалнинг экстремаллари) шу функц
ионалнинг

}.)(,...,)(,)(,...,)(],;[)({ )(
1

)(
1

)(
0

)(
0

nnnn
n ybyybyyayyaybaCxyG ====Î=

тўпламда мумкин бўлган абсолют экстремумларидир.
Мисол  6. Ушбу

ò ¢¢-=
1

0

2 ;)48()( dxyyyJ

функционалнинг
4)1(,1)1(,0)0()0( =¢==¢= yyyy

чегаравий шартларни қаноатлантирувчи экстремалларини топинг.

Ечиш. Эйлер-Пуассон тенгламасини ёзамиз: .24)4( =y  Унинг умумий ечими

43
2

2
3

1
4)( CxCxCxCxxy ++++=  кўринишда бўлади. Чегаравий шартлар

ёрдамида 41,...,CC   ўзгармасларни аниқлаймиз:

,023
,0

,0
,0

321

4321

3

4

=++
=+++

=
=

CCC
CCCC

C
C
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бундан 04321 ==== CCCС .  Шунинг учун функционал
4)( xxy =  чизиқда

экстремумга эришиши мумкин.

Кўп функцияли  ҳолда Эйлер тенгламаси.
         Вариацион ҳисоб энг содда масаласининг яна бир умумлашмаси бир  неча
функцияли функционалнинг экстремуми ҳақидаги масаладир:

ò ¢¢¢=
b

a
nnn dxxyxyxyxyxyxyxFxyxyxyJ ))(...,),(),(),(,...),(),(,()](,...),(),([ 212121 ,    (10)

бу ерда (...)F  барча аргументлари бўйича иккинчи тартибли узлуксиз хусусий
ҳосилаларга эга бўлган функция ва

.,...2,1],;[)( 1 nkbaCxyk =Î
        Бу масалада чегаравий шартлар

(0) (1)( ) , ( ) , 1, 2,... .k k k ky a y y b y k n= = = (9)
кўринишда бўлади.

Бу ҳол учун 1-теорема қуйидагича ёзилади.

Теорема 3. ];[)(),...,( 11 baCxyxy n Î функциялар жамламаси (10)
функционалга кучсиз экстремум бериши учун бу функциялар Эйлернинг

nkF
dx
dF

kk yy ...,,2,1,0 ==- ¢ (12)

дифференциал тенгламалар системасини қаноатлантириши зарур.
       Мисол 7.

ò -¢+¢=
2/

0
21

2
2

2
121 )2()](),([

p

dxyyyyxyxyJ

функционалнинг 1)2/()2/(,0)0()0( 2121 ==== pp yyyy
шартларни қаноатлантирувчи ];[)()( 121 baCxyваxy Î экстремалларини топинг.
        Ечиш.  Эйлер тенгламалар системаси

.0
,0

12

21

=+¢¢
=+¢¢

yy
yy

кўринишда бўлади. Иккинчи тенгламадан 12 yy ¢¢-= деб олиб, 01
)4(

1 =- yy
тенгламани оламиз.
Умумий ечим

xCxCeCeCxy xx sincos)( 43211 +++= -

Бундан
xCxCeCeCxyxy xx sincos)()( 43212 ++--=¢¢-= -

Чегаравий шартлардан 1,0 4321 ==== CCCC  эканлиги келиб чиқади ва,  демак,

xxyxxy sin)(,sin)( 21 ==
кўринишдаги функциялар экстремаллар бўлади.
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Маъруза 5

Кўп ўзгарувчили функцияга боғлиқ функционаллар.
Остроградский тенгламаси.

Ушбу

dxdy
y
z

x
zzyxFyxzJ

D
òò ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

¶
¶

= ,,,,)],([ (13)

функционални экстремумга текширамиз, бу ерда D соҳанинг C чегарасида ),( yxz

функциянинг қийматлари берилган. Ёзувни қисқартириш мақсадида q
y
zp

x
z

=
¶
¶

=
¶
¶ ,

белгилаш киритамиз. F функцияни уч марта, ),( yxzz =  функцияни эса икки марта
дифференционалланувчи деб фараз қиламиз.
     Теорема 4. Агар (13) функционал ),( yxzz =   сирт устида экстремумга эришса, у ҳолда

),( yxzz =  функция

{ } { } 0=
¶
¶

-
¶
¶

- qpz F
y

F
x

F                         (14)

тенгламани  қаноатлантиради.
      Бу иккинчи тартибли хусусий ҳосилали дифференциал тенглама бўлиб, у
Остроградский тенгламаси дейилади.
      Мисол 8.  Ушбу

dxdy
y
z

x
zyxzJ

D
òò ú

ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

=
22

)],([ (15)

функционални экстремумга текширинг.  D соҳанинг C чегарасида ),( yxzz =
функциянинг қийматлари берилган: ),( yxfz = .
Бу ҳолда Остроградский тенгламаси

02

2

2

2

=
¶
¶

+
¶
¶

y
z

x
z

кўринишда ёки  қисқароқ
0=D z

кўринишда бўлади, яъни бу машҳур Лаплас тенгламасидир. Демак, Лаплас
тенгламасининг D  соҳада узлуксиз бўлган ҳамда D  соҳанинг чегарасида берилган
қийматларни қабул қиладиган ечимини топиш керак. Бу – математик физика тенгламалари
фани  орқали бизга яхши таниш бўлган Дирихле масаласи–ку, ахир!
      Мисол 9.  Ушбу

dxdyyxfz
y
z

x
zyxzJ

D
òò ú

ú
û

ù

ê
ê
ë

é
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

= ),(2)],([
22

функционални экстремумга текширинг.  D соҳанинг С чегарасида z  функциянинг
қийматлари берилган. Бу ҳолда Остроградский тенгламаси

),(2

2

2

2

yxf
y

z
x

z
=

¶
¶

+
¶
¶

кўринишда ёки  қисқароқ
),( yxfz =D
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кўринишда бўлади. Бу математик физика масалаларини ечишда кўп қўлланиладиган
Пуассон тенгламасидир.
      Мисол 10. Берилган С  контур ёрдамида ҳосил қилинадиган сиртлар ичидан энг кичик
юзага эга бўлганини топиш масаласи ушбу

dxdy
y
z

x
zyxzJ

D
òò ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

+=
22

1)],([

функционални минимумга текширишга келтирилади. Бу ҳолда Остроградский тенгламаси

0
11 2222

=
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

++¶
¶

+
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

++¶
¶

qp
q

yqp
p

x

ёки

0121
2

2

222

2

2

=
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

+
¶
¶

+
¶¶

¶
¶
¶

¶
¶

-
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+
¶
¶

x
z

y
z

yx
z

y
z

x
z

y
z

x
z ,

яъни  дифференциал геометрия фанидан бизга маълумки, ҳар бир нуқтадаги ўртача
эгрилик нолга тенг. Физикадан яна шу нарса маълумки, С контурга тортилган совун
кўпиклари энг кичик сиртга эга.

Умумий кўринишдаги ушбу
( ) n

D
nnn dxdxdxpppzxxxFxxxzJ ......,,,,,...,,,...)]...,,,([ 21212121 òò ò=

функционалга экстремум бериши мумкин бўлган
)...,,,( 21 nxxxzz =

функция

{ } 0
1

=
¶
¶

-å
=

n

i
p

i
z i

F
x

F

кўринишидаги умумлашган Остроградский тенгламасини қаноатлантириши лозим, бу

ерда
i

i x
zp

¶
¶

= .  Масалан,

dxdydz
z
u

y
u

x
uzyxuJ

D
òò ú

ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

=
222

)],,([

функционал учун Остроградский тенгламаси

02

2

2

2

2

2

=
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

z
u

y
u

x
u

кўринишда бўлади.
     Кўп ҳолларда J  функционалдаги интегралости функция юқори тартибли ҳосилаларга
ҳам боғлиқ бўлади. Масалан,

dxdy
y

z
yx
z

x
z

y
z

x
zzyxFyxzJ

D
òò ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

¶¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

= 2

22

2

2

,,,,,,,)],([

функционалга экстремум бериши мумкин бўлган функция қуйидаги тўртинчи тартибли
хусусий ҳосилали дифференциал тенгламани қаноатлантириши лозим:

{ } { } { } { } { } 02

22

2

2

=
¶
¶

+
¶¶

¶
+

¶
¶

+
¶
¶

-
¶
¶

- tsrqpz F
y

F
yx

F
x

F
y

F
x

F ,

бу ерда

.,,,, 2

22

2

2

y
zt

yx
zs

x
zr

y
zq

x
zp

¶
¶

=
¶¶

¶
=

¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

=
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Масалан,

dxdy
y

z
yx
z

x
zyxzJ

D
òò ú

ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶¶

¶
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

=
2

2

2222

2

2

2)],([

функционалга экстремум бериши мумкин бўлган z  функция қуйидаги тенгламани
қаноатлантириши лозим:

02 4

4

22

4

4

4

=
¶
¶

+
¶¶

¶
+

¶
¶

y
z

yxx
z .

Бу тенглама бигармоник тенглама дейилади ва илмий адабиётларда қисқа қилиб 0=DDz
ёки 02 =D z  кўринишда ёзилади.

Мустақил ечиш учун масалалар.
      Қуйидаги функционаллар учун Остроградский тенгламасини ёзинг.

     1. dxdy
y
z

x
zyxzJ

D
òò ú

ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

=
22

)],([ .

      2. dxdy
y
zysign

x
zyyxzJ

D

mòò ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

=
22

)()],([ , бу ерда m  - ихтиёрий ҳақиқий сон.

     3. dzdxdyzyxfu
z
u

y
u

x
uzyxuJ

D
òòò ú

ú
û

ù

ê
ê
ë

é
+÷

ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

= ),,(2)],,([
222
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Маъруза 6

Ўзгарувчан чегарали масалалар. Больц масаласи.

        Вариацион ҳисобнинг юқорида ўрганилган масалаларида изланаётган
];[),( baxxy Î функция (чизиқ)нинг учлари ];[ ba   кесманинг четларига  маҳкамлаб

қўйилган эди.  Биз энди ўрганмоқчи бўлган масалаларда эса ];[),( baxxy Î

функцияга ];[ ba   кесманинг четларида   қўйилган шартлар қатъий эмас.
Вариацион ҳисобнинг ўзгарувчан  чегарали  энг содда масаласи: Шундай

];[)( 1 baCxy Î функцияни ва 1010 ],;[, xxbaxx <Î  нуқталарни топингки, улар
)()(),()( 111000 xxyxxy jj ==                            (1)

шартларни қаноатлантиргани  ҳолда ушбу

ò ¢=
1

0

),,()]([
x

x

dxyyxFxyJ                                       (2)

функционалга экстремум қиймат берсин,  бу ерда
),,(],;[)(),( 110 zyxFbaCxx Îjj  -  берилган функциялар ва ),,( zyxF  - барча

аргументлари бўйича иккинчи тартибли узлуксиз хусусий ҳосилаларга эга.
Бу масалани  қуйидагича баён қилиш ҳам мумкин:

Текисликда )(: 01 xy jg = ва ];[),(: 12 baxxy Î= jg    силлиқ чизиқлар берилган

бўлсин. Шундай силлиқ )(xyy =   чизиқни топиш керакки, бу чизиқ 1g   чизиқнинг

қандайдир нуқтасини 2g   чизиқнинг қандайдир нуқтаси билан туташтирсин ва (2)
функционалга кучсиз экстремум берсин.

Теорема  1. ];[)( 1 baCxy Î функция (2) функционалга (1) шартни

қаноатлантирган ҳолда  кучсиз экстремум бериши учун, )(xy функция

0=- ¢yy F
dx
dF

Эйлер тенгламасини ва
[ ]
[ ] 0)(

,0)(

1

0

1

0

=¢-¢+

=¢-¢+

=¢

=¢

xxy

xxy

FyF

FyF

j

j
                     (3)

трансверсаллик шартларини қаноатлантириши зарур.
Шундай қилиб, чегаралари ўзгарадиган энг содда масалада экстремалларни аниқлаш

учун аввало Эйлер тенгламасининг ),,( 21 CCxy  умумий ечимини топиш керак, сўнгра
(3) шартлардан ва

)(),,(
),(),,(

11211

00210

xCCxy
xCCxy

j
j

=
=

(4)

тенгламалардан 21 CваC  ўзгармасларни ҳамда ],[ 10 xx  кесманинг четларини топиш
керак.
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Агар изланаётган )(xy  чизиқнинг учларидан бирида одатдаги чегаравий шарт

( 10 )()( ybyёкиyay == )  берилган бўлса,  у ҳолда (3)  кўринишдаги
трансверсаллик шартини чизиқнинг бошқа учи учун ёзиш керак, холос.

Чегаралари ўзгарадиган силжишли масаланинг хусусий ҳолларидан бири шундайки,

бунда )(xy  чизиқ учларидан бирининг абсциссаси, масалан, bx =2  берилган бўлади,

бироқ bx =  га мос келган чегаравий шарт қатнашмайди. Бу )(xy  чизиқнинг ( ))(, byb
чегаравий нуқтаси bx =  вертикал тўғри чизиқ устида кўчиб юриши мумкинлигини
англатади ва,  бундай ҳолларда, иккинчи трансверсаллик шарти ўрнига табиий чегаравий
шарт берилади:

0][ ' ==bxyF                                   (5)
     Мисол 1. Ушбу

ò ¢+=
1

0

21),()]([
x

x

dxyyxAxyJ

кўринишдаги  функционаллар учун трансверсаллик шартини ёзинг.
      Ечиш. Юқоридаги 0)( =¢-¢+ ¢yFyF j  трансверсаллик шарти бу ҳолда

0)(
1

),(1),(
2

2 =¢-¢
¢+

¢
+¢+ y

y
yyxAyyxA j  ёки 0

1
)1)(,(

2
=

¢+

¢¢+

y
yyxA j  кўринишни олади.

Чегаравий нуқталарда 0),( ¹yxA  деб фараз қилсак, 01 =¢¢+ yj   ёки
j¢

-=¢
1y

муносабатларни оламиз, яъни бу ҳолда трансверсаллик шарти ортогоналлик шартига
келиб қолди.

        Мисол 2. +уйидаги ўзгарувчан чегарали масалада функционалнинг
экстремалларини топинг:

.)(,2)(;1)]([ 11
2
00

2
1

0

xxyxxydxyxyJ
x

x

=+=¢+= ò

        Ечиш:
21),,( yyyxF ¢+=¢ функция фақат y¢ га боғлиқ (масалан, 1-

бобдаги 4-мисолга қаранг) бўлганлиги учун,  Эйлер тенгламасининг

21)( CxCxy += (6)
кўринишдаги умумий ечими учун трансверсаллик шартларини ёзамиз:

.0
1

)1(1

,0
1

)2(1

1

0

2

2

2

2

=
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

¢+

¢
¢-+¢+

=
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

¢+

¢
¢-+¢+

=

=

xx

xx

y
yyy

y
yyxy
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(6) ечимдан фойдаланиб, 110 )()( Cxyxy =¢=¢  муносабатларни топамиз. Бундан,

(4) шартларни хисобга олган ҳолда, 21 CваC  ўзгармасларни аниқлаш учун тўртта
тенгламалардан иборат системани ҳосил қиламиз:

1211

2
0201

2
1

1
1

2
1

2
1

1
10

2
1

,2

0
1

)1(1

,0
1

)2(1

xCxC
xCxC

C

CCC

C

CCxC

=+
+=+

=
+

-++

=
+

-++

 Бу   системани ечиб, топамиз

8
11,

2
1,

4
11,1 1021 ===-= xxCC

Демак, экстремалнинг  тенгламаси

8
11,

2
1,

4
11)( 10 ==+-= xxxxy

кўринишдадир.

Бу масаладаги [ ])(xyJ   функционал ))(,( 00 xyx   ва ))(,( 11 xyx
нуқталарни туташтирувчи чизиқнинг узунлигини ифодалайди. Шунинг учун, бу

масаланинг геометрик маъноси шуки, 22 += xy парабола ва xy =  тўғри чизиқни
туташтирувчи энг қисқа узунликдаги чизиқни топиш керак. Топилган ечим ёрдамида
юқорида айтилган парабола ва тўғри чизиқ орасидаги  S  масофани топиш мумкин:

.2
8
7)1(1

8/11

2/1

2 =-+= ò dxS

   Мисол 3. Қуйидаги масалада функционалнинг экстремалини топинг.

.1)0(;)()]([
4/

0

22 =-¢= ò ydxyyxyJ
p

    Ечиш.  Бу масалада 4/p=x бўлгандаги чегаравий шарт қатнашмаяпти,  демак,
)(xy  чизиқнинг ўнг учи 4/p=x тўғри чизиқ устида кўчиши мумкин ва, демак, (5)

кўринишидаги табиий чегаравий шартни қўллаш зарур.
     Эйлер тенгламаси 0=+¢¢ yy , унинг умумий ечими эса

xCxCxy sincos)( 21 +=

кўринишдадир. 1)0( 1 == Cy    шартдан 1C   ўзгармас топилади,  (5)     кўринишдаги

0
4

cos
4

sin)
4

(2 2 =+-=¢ ppp Cy
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шартдан эса 12 =C  топилади, бундан

xxxy sincos)( +=
эканлиги келиб чиқади.

      Кўп функцияли, хусусан, иккита функцияга боғлиқ бўлган

ò ¢¢=
1

0

),,,,()](),([
x

x

dxzyzyxFxzxyJ

функционаллар учун ҳам ўзгарувчан чегарали масалалар юқоридаги каби ҳал  қилинади:
изланаётган )(),( xzzxyy ==  функциялар

0=- ¢yy F
dx
dF , 0=- ¢zz F

dx
dF

Эйлер тенгламалар системасини  ҳамда
[ ]
[ ] 0)()(

,0)()(

1

0

11

00

=¢-¢+¢-¢+

=¢-¢+¢-¢+

=¢¢

=¢¢

xxzy

xxzy

FzFyF

FzFyF

yj

yj

трансверсаллик  шартларини қаноатлантириши зарур.
      Агар чегаравий нуқта бирор ),( 111 yxz j=  сирт устида силжиётган бўлса,
трансверсаллик шартларидан биттасининг ўзи

[ ] [ ] 0,0)(
11

=¢+=¢-¢+¢-
=¢¢=¢¢ xxzyyxxzxy FFFzFyF jj

кўринишни олади.
Больц масаласи.

        Ўзгарувчан чегарали вариацион ҳисоб масалалари қаторига Больц масаласини ҳам
қўшиш мумкин.
        Больц масаласида

ò +¢=
b

a

byayfdxyyxFxyJ )),(),((),,()]([           (7)

функционалга кучсиз экстремум берадиган ],[)( 1 baCxy Î  функцияни аниқлаш талаб

қилинади, бу ерда ),( vuf -берилган функция бўлиб u  ва v  бўйича узлуксиз
ҳосилаларга эга.
       (7) функционал экстремумининг зарурий шарти қуйидаги теоремада ифодаланади.

       Теорема 2. (7) функционал ],[)( 1 baCxy Î функцияда кучсиз экстремумга

эришиши учун, )(xy  функция

0=- ¢yy F
dx
dF

Эйлер тенгламасини ва Больц масаласининг

0
)(

,0
)(

=ú
û

ù
ê
ë

é
¶

¶
-=ú

û

ù
ê
ë

é
¶

¶
-

=

¢

=

¢

bx
y

ax
y by

fF
ay
fF (8)

трансверсаллик  шартларини қаноатлантириши зарур.
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       Теоремадаги (8) шарт Эйлер тенгламасининг ),,( 21 CCxy  умумий ечимидаги 1C
ва 2C  ўзгармасларни аниқлаш учун  қўлланилади.
       Мисол 3.

( )ò -++-+¢=
p

pp
0

2222 )(2)0(2)sin4()( yyydxxyyyyJ

функционалнинг экстремалларини топинг.

Ечиш. Эйлер тенгламаси xyy sin2-=-¢¢ кўринишда бўлиб, у

xeCeCxy xx sin)( 21 ++= -
                        (9)

умумий ечимга эга.
        (8) трансверсаллик шартини ёзиб,

02]2[]222[

,013]sin2cos3[2]42[

22

210210

=-=-=+-¢

=+--=-+--=-¢
-

=
-

=

=
-

=

p
pp eCeCyy

CCxxeCeCyy

x
x

x

x
xx

x

ундан 0,1 21 == CC  миқдорларни  топамиз. Шундай қилиб,

xexy x sin)( +=

функция )]([ xyJ  функционалга экстремум бериши мумкин бўлган ягона чизиқдир.

        .
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Маъруза 7

Шартли экстремум масалалари. Изопериметрик масалалар.

    Изланаётган функцияларга чегаравий шартлар билан бир қаторда бошқа  қўшимча
шартлар ҳам қўйилган вариацион ҳисоб масалалари шартли экстремум масалалари
дейилади.
       Бир неча функцияларга боғлиқ бўлган функционалнинг экстремуми ҳақидаги
масалани ўрганамиз:

ò ¢¢¢=
b

a
nnn dxxyxyxyxyxyxyxFyyyJ ))(),...,(),(),(...,),(),(,(]...,,,[ 212121       (10)

функционалнинг
nkybyyay kkkk ,...,1,)(,)( )1()0( ===                                   (11)

чегаравий шартларни ва қўшимча
nmmiyyyyx nni <==¢¢ ,,...,1,0),...,,...,,,( 11j                         (12)

шартларни қаноатлантирувчи экстремумини топинг.
       Вариацион ҳисобнинг бу масаласи Лагранж масаласи дейилади.
       Лагранж функцияси деб аталувчи функцияни  тузамиз:

=¢¢¢ ),...,,,...,,,...,,,,( 12121 mnn yyyyyyxL ll
+¢¢¢= ),...,,,...,,,,( 2121 nn yyyyyyxF

)y,...,y,,y,...,y,,()( n21n21
1

¢¢¢å
=

yyxx i

m

i
i jl               (13)

бу ерда ];[)( 1 baCxi Îl  - ихтиёрий функциялар бўлиб, улар Лагранж кўпайтувчилари
дейилади.
       Лагранж масаласини ечишда (10) функционалнинг экстремуми учун қуйидаги зарурий
шартдан фойдаланамиз.

Теорема 3.  Агар )(),...,(1 xyxy n  функциялар (11) ва (12) шартлар бажарилганда

(10) функционалга экстремум қиймат берса, у ҳолда шундай ),...1()( mixi =l
Лагранж кўпайтувчилари топиладики, бунда мос Лагранж функциялари

ò=
b

a
n LdxyyI .),...,( 1

функционал учун ёзилган Эйлер тенгламалари системасини қаноатлантиради:

nkL
dx
dL

kk yy ,...,1,0 ==- ¢ .                          (14)

      3-теорема ёрдамида ),...,( 1 nyyJ  функционалнинг шартли экстремуми ҳақидаги

масала ),...,( 1 nyyI   функционалнинг (12) қўшимча шартларсиз экстремумини топиш
масаласига келтирилади.
      3-теоремани қўллаш чоғида Лагранж масаласини ечиш учун зарур бўлган изланаётган

nkxyk ,...,1),( =  функциялар ва mixi ,...,1),( =l , Лагранж кўпайтувчилари
(14) ва (12) кўринишдаги mn +   та тенгламали тенгламалар системасидан аниқланади.

Мисол 4. Қуйидаги Лагранж масаласида ),( 21 yyJ   функционалга экстремум

бериши мумкин бўлган )(),( 21 xyxy  функцияларни топинг:
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ò ¢+¢=
1

0

2
2

2
121 ;)(),( dxyyyyJ

.0
;12)1(,12)1(,0)0()0(

21

2121

=-¢
====

yy
shychyyy

Ечиш.  Бу масала учун Лагранж функцияси
)( 21

2
2

2
1 yyyyL -¢+¢+¢= l

кўринишига эга. )(),( 21 xyxy  ва )(xl функцияларни топиш учун, (14) кўринишдаги
Эйлер тенгламаси ва

0
,02
,02

21

2

1

=-¢
=+¢¢
=¢+¢¢

yy
y
y

l
l

тенгламалардан иборат системани тузамиз.

Бу системадан аввало )(xl  функцияни, сўнгра )(1 xy  функцияни йўқотиб

022 =¢-¢¢¢ yy  тенгламани тузамиз. 2y¢  ни z билан белгилаймиз: 0=-¢¢ zz . Бу
тенгламанинг  умумий ечими

xx eCeCxz -+= 21)(
 Бундан кетма-кет топамиз:

ò
ò

+++==

+-==

-

-

432121

3212

)()(

)()(

CxCeCeCdxxyxy

CeCeCdxxzxy
xx

xx

Энди 41 ,....,CC   ўзгармасларни топиш учун қуйидаги тенгламалар системасини тузамиз:

,12)1(
,12)1(

,0)0(
,0)0(

3
1

212

43
1

211

3212

4211

shCeCeCy
chCCeCeCy

CCCy
CCCy

=+-=

=+++=

=+-=
=++=

-

-

   Бундан 0,1 4321 ==== CCCC ,  яъни   мазкур масалада

),( 21 yyJ    функционал

,2)(,2)( 21 shxeexychxeexy xxxx =-==+= --

функцияларда экстремумга эришиши мумкин.

 Изопериметрик масалалар.
Чегаравий шартлар ва

ò ==¢¢¢
b

a
inni miCdxyyyyyyxF ,,...,1,),...,,,...,,,,( 2121            (15)

қўшимча шартлар бажарилганда (10) функционалнинг шартли экстремумини топиш
масаласи изопериметрик масала дейилади.
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Изоҳ. Изопериметрик масалада, Лагранж масаласидан фарқли ўлароқ,  қўшимча
шартларга nm <  тарзидаги шарт қўйилмайди.

Бундай масала учун Лагранж функцияси
=¢¢¢ ),...,,,...,,,...,,,,(~

12121 mnn yyyyyyxL ll
+¢¢¢= ),...,,,...,,,,( 2121 nn yyyyyyxF

)y,...,y,,y,...,y,,( n21n21
1

¢¢¢å
=

yyxFi

m

i
il                                    (16)

кўринишда бўлади, бу ерда mii ,....,1, =l , Лагранж кўпайтувчилари бўлиб, улар
ихтиёрий ҳақиқий сонлардир.
        Изопериметрик масалани ечишда ҳам экстремумнинг зарурий шарти мавжуд бўлиб, у
Лагранж масаласи учун айтилган 3-теоремага ўхшайди.

Теорема 4. Агар )(),...,(),( 21 xyxyxy n   функциялар (10) функционалга (11), (15)

шартлар бажарилганда  экстремум қиймат берса, у ҳолда шундай mll ,...,1   сонлар
(Лагранж кўпайтувчилари) топиладики,  қуйидаги Эйлер тенгламалар системаси ўринли
бўлади:

,,....,1,0~~ nkL
dx
dL

kk yy ==- ¢                                 (17)

Бу ерда L~ - (16) кўринишдаги Лагранж функцияси.
       4-теоремани қўллаш чоғида изопериметрик масалани ечиш учун  зарур бўлган

изланаётган nkxyk ,...,1),( = функциялар ва mii ,....,1, =l  Лагранж

кўпайтувчилари (17) ва (15) кўринишидаги nm +  та тенгламали тенгламалар
системасидан аниқланади.

Мисол 5. Қуйидаги изопериметрик масалада )( yJ  функционалга экстремум

берадиган )(xy  функцияни топинг:

ò ¢=
p

0

2 ;)( dxyyJ

.
2

cos;1)(,1)0(
0
ò =-==
p pp dxxyyy

        Ечиш.  Бу масалада Лагранж функцияси

xyyL cos2 l+¢=
кўринишга эга. 02cos =¢¢- yxl  Эйлер тенгламасидан

21cos
2

)( CxCxxy ++-=
l

ечимларни топамиз. l  Лагранж кўпайтувчисини аниқлаш учун қўшимча

2
2

4
cos)cos

2
( 1

0
21

plplp

=--=++-ò CxdxCxCx

 шартдан  фойдаланамиз, бундан 1
82 C
p

l --=  ни топамиз.
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        Шундай қилиб,  Эйлер тенгламасининг умумий ечими

211 cos4cos)( CxCxCxxy +++=
p

кўринишда экан.

21 CваC   ўзгармаслар

,1)4(1)(

,141)0(

21

21

-=+-+-=

=++=

CCy

CCy

p
pp

p

чегаравий шартлардан аниқланади: 021 == CC .

        Демак, )( yJ  функционал xy cos=  функцияда экстремумга эришиши мумкин.
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Маъруза 8

Вариацион ҳисобнинг сонли усуллари.

        Функционални минимизациялаш масаласининг Эйлер-Лагранж тенгламаларини
ечишга келтирилиши билан кўп ҳолларда катта ҳисоблашларни бажаришга мажбур
бўламиз.  Тақрибий сонли усуллар  вариацион ҳисобнинг тўғри усуллари деб аталади.
Тўғри (сонли) усулларнинг асосий ғояси шуки, вариацион масал

а чекли сондаги ўзгарувчили функциянинг экстремумини топишга доир бирор масаланинг
лимити сифатида қаралади. Бу усуллар энг кўп тарқалган ва ўрганилган Ритц, Канторович
ва Галёркин усулларидир. Шуни таъкидлаш лозимки,  вариацион ҳисобнинг сонли
усуллари  дифференциал тенгламалар учун чегаравий масалаларни ечишнинг ҳам сонли
усулларидир.

Ритц усули
Ушбу.

0 1( ) ( , , ) , ( ) , ( ) (30)
b

a

J y F x y y dx y a y y b y¢= = =ò
функционалнинг минимумини топиш талаб қилинаётган бўлсин .

         Ритц усулининг ғояси шуки, )(yJ  функционалнинг қийматлари (30) вариацион
масаланинг ихтиёрий жоиз эгри чизиқларида эмас, балки қуйидаги

0
1

( ) ( ) ( ), (31)
n

n i i
i

y x x C xj j
=

= + å
кўринишдаги мумкин бўлган барча чизиқли  комбинацияларда ўрганилади, бу ерда

)(,)(,)( 1000 xваybya ijjj == - чизиқли эркли функцияларнинг кетма-

кетлиги, .,...,2,1,0)()( niba ii ===jj
Бу функциялар координата функциялари дейилади.

        (31) кўринишдаги функцияларда (30) функция n та nCC ,...,1  ўзгарувчиларнинг
функциясига айланади:

).,...,,())(( 21 nn CCCxyJ F=

nCC ,...,1   қийматлар шундай танланадики,  натижада ).,...,,( 21 nCCCF

функция экстремумга эришсин,  яъни nCC ,...,1   қийматлар

0, 1,2,..., . (32)
i

i n
C

¶F
= =

¶
тенгламалар системасидан аниқланади.

        (32) системадан niCi ,...,2,1,* =   қийматларни топсак,  (32) вариацион
масаланинг тақрибий ечими

* *
0

1

( ) ( ) ( ). (33)
n

n i i
i

y x x C xj j
=

= + å
кўринишда ёзилади.
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          Минимизацияловчи { }Nnxyn Î),(*
   кетма- кетликнинг яқинлашиш

масалалари анча мураккаб. Улар махсус адабиётларда ўрганилган. Ритц ёки бошқа усулда
олинган натижалар аниқлигини баҳолаш учун, одатда, қуйидаги амалий қоидадан

фойдаланилади. )()( *
1

* xyваxy nn +  ларни хисоблаб, уларни ],[ ba  кесманинг бир
неча нуқталарида таққослаб кўрилади.  Агар уларнинг қийматлари талаб қилинган
аниқликда устма-уст тушса, у ҳолда ўрганилаётган (30) вариацион масаланинг ечими

талаб қилинган аниқликда )(* xyn га тенг деб ҳисобланади.

Агар )()( *
1

* xyваxy nn +  нинг қийматлари ҳеч бўлмаганда баъзи нуқталарда

бир-биридан сезиларли фарқ  қилса, у ҳолда )(*
2 xyn+   ҳисоблаб кўрилади ва энди

)()( *
2

*
1 xyваxy nn ++  ларнинг қийматлари таққослаб кўрилади. Бу жараён

)()( *
1

* xyваxy knkn +++  ларнинг қийматлари берилган аниқлик доирасида бир-бири
билан устма-уст тушгунча давом эттирилади.

Мисол 12.
1

2 2

0

( ) ( 2 ) (34)J y y y xy dx¢= + +ò
функционалнинг 0)1(,0)0( == yy чегаравий шартлар қаноатлантирувчи
экстремалини Ритц усули билан топинг.

Ечиш. 0)(0 ºxj деб оламиз. Координата функциялари сифатида

Nkxxx kk
k Î-= + ,)( 1j функцияларни оламиз. Бу функциялар

0)1()0( == kk jj  чегаравий шартларни қаноатлантиради. 2=n  деб оламиз.  У
ҳолда (33) га кўра,

2 3 2
2 1 2( ) ( ) ( ) (35)y x C x x C x x= - + -

ва
2

2 1 2( ) (2 1) (3 2 ) (36)y x C x C x x¢ = - + -
энди (35) ва (36) ни (34) га қўйиб ва интеграллаб, топамиз:

21
2
221

2
1221 10

1
6
1

7
1

30
11

30
11))((),( CCCCCCxyJCC --++==F

),( 21 CCF  функция экстремумининг зарурий шартидан фойдаланиб, топамиз:

1 2
1

1 2
2

11 11 1 0,
15 30 6
11 2 1 0. (37)
30 7 10

C C
C

C C
C

¶F
= + - =

¶
¶F

= + - =
¶

(37) системани ечиб, ,437,47369 *
2

*
2 == CC  қийматларни топамиз, демак ,

)(xy экстремалнинг тақрибий )(*
2 xy   қиймати

)69877(
473
1)(

43
7)(

473
69)( 23232*

2 xxxxxxxxy --=-+-=

кўринишда бўлади .
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        Бу ҳолда қўйилган масаланинг аниқ ечими ҳам бизга маълум:

xee
e

exy xx --
-

= - )(
1

)( 2

)(*
2 xy   тақрибий ечимнинг Ритц усулида олинган қийматларини унинг аниқ ечими

қийматлари билан таққослаймиз.

X 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
y(x) 0,0000 -0,0287 -0,0505 -0,0583 -0,0444 0,0000

)(*
2 xy 0,0000 -0,0285 -0,0506 -0,0585 -0,0442 0,0000

Таққослаш шуни  кўрсатадики, аниқ ва тақрибий қийматлар 0,0002   аниқликда устма-уст
тушмоқда.

Канторович усули.

Бу усул функционал бир неча ўзгарувчиларга боғлиқ бўлгандаги вариацион
масалаларни ечишда қўлланилади.

1 2

[ ( , )] , , , , ,

{( , ) , ( ) ( )}, ( , ). (38)
D

D

u uJ u x y F x y u dxdy
x y

D x y a x b x y x u x ya a y
G

æ ö¶ ¶
= ç ÷¶ ¶è ø

= £ £ £ £ =

òò

бўлсин.
(38) функционалга Ритц усули қўлланиладиган бўлса, қуйидаги координата

функциялари танланади :
),(),...,,(),,( 10 yxyxyx njjj

Ечим å
=

=
n

k
kkn yxxuyxu

1
),()(),( j ,

кўринишда изланади, бу ерда kC  -номаълум ўзгармаслар.
Канторович усулида эса экстремалнинг ифодаси

0
1

( , ) ( , ) ( , ), (39)
n

n k k
k

u x y x y C x yj j
=

= + å
кўринишда олинади,  бу ерда )(xuk  - номаълум функциялар бўлиб, улар (38) экстремал
қиймат  қабул  қиладиган  қилиб танланади. Ечимни (39) кўринишда қидириш билан
экстремаллар синфи анча кенгаяди.

Энди (39) ни (38) га қўйиб ва ҳосил бўлган ифодани у бўйича интеграллаб,
қуйидаги функционални оламиз:

ò ¢¢F=
b

a
nnn dxxuxuxuxuxyxuJ ))(),...,(),(),...,(,()],([ 11

nkxuk ,...,2,1),(* =   функциялар Эйлер-Лагранж тенгламалар системасини
қаноатлантириши лозим:

nk
dx
d

kk uu ,...,2,1,0
** ==F-F ¢ ,
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кўринишдаги ),(* yxun   тақрибий қиймат эса bxваax ==    тўғри
чизиқлардаги берилган чегаравий шартларни қаноатлантириши лозим.

Мисол 13.  Канторович усули билан қуйидаги функционалнинг экстремалини
топинг:

22

[ ( , )] 2 , (40)
D

u uJ u x y u dxdy
x y

æ öæ ö¶ ¶æ öç ÷= + -ç ÷ç ÷ç ÷¶ ¶è ø è øè ø
òò

бу ерда 1,0},,),{( ==££-££-=
G

nubybbxayxD
D

Ечимни
))((),( 22

11 ybxuyxu -=
кўринишда қидирамиз. by ±   тўғри чизиқлардаги чегаравий шартлар бажарилади.

),(1 yxu   ни  (40)  га қўйиб ва y  бўйича интеграллаб, топамиз:

dxubububxuJ
a

a
ò
-

÷
ø
ö

ç
è
æ -+¢= 1

32
1

3
2

1
2

1 3
8

3
8

15
16)]([ .

Бу функционал  учун Эйлер тенгламаси

2121 4
5)(

2
5)(

b
xu

b
xu -=-¢¢

кўринишда бўлади.
Бу тенгламанинг умумий ечими:

5,05,25,2)( 211 ++=
b
xshC

b
xchCxu

21 CваC   ўзгармасларни чегаравий шартлардан аниқлаймиз, яъни

,0)()( 11 ==- auau бундан

1
*
1

*
2 5,220

-

÷
ø
ö

ç
è
æ-==

b
achСваC .

Пировардида (40) функционал экстремалининг тақрибий ифодасини топамиз :

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

--=-=

b
ach

b
xch

ybybxuyxu
5,2

5,2
1)(5,0))((),( 2222*

1
*
1 .

Галёркин усули.
Бу усул ҳам вариацион масалалар, ҳам оддий ва хусусий ҳосилали дифференциал

тенгламалар учун чегаравий масалаларнинг тақрибий ечимларини топишга мўлжалланган.
Номаълум )( pu  функция бирор D   соҳада қуйидаги чегаравий масалани

қаноатлантирсин :

)41()(0))((
,),())((

чегарасинингGPuда
GPPfPuL

-=G
Î=

gg
Бу ерда L  - бирор чизиқли дифференциал оператор, Г эса чегаравий шартларнинг чизиқли
оператори. (41) чегаравий масаланинг тақрибий ечими йиғинди кўринишда изланади:
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å
=

=
n

k
kkn PcPu

1
),()( j

бу ерда kc  - ҳозирча номаълум коэффицентлар, )(Pkj  - бир жинсли чегаравий
шартларни қаноатлантирувчи чизиқли эркли узлуксиз дифференциалланувчи

функцияларнинг системаси fd  сифатида

)())(( PfpuLf n -=d

боғланишни белгилаймиз. kc   коэффициентлар D   соҳада fd  нинг

nkPk ,...,1),( =j , функцияларга ортогоналлиги шартидан аниқланади:

ò ==-
D

kn nkdPPPfPuL )42(,...,2,1,0)()]())(([ j

L  оператор чизиқли бўлганлиги учун (42) тенгликда ic   ни ҳисоблашга  қулай бўлган
каноник кўринишда ёзилади:

å òò
=

=
n

i G
k

G
kii dPPPfdPPPLc

1

,)()()())(( jjj

ёки

å òò
=

=
n

i G
k

G
kii dPPPfdPPPfc

1
,)()()()( jj

бу ерда ))(()( PLPf ii jº .
Мисол 14.

ò -¢=
1

0

2 )2()( dxxyyyJ

функционалнинг 0)1(,0)0( == yy  шартларни қаноатлантирувчи экстремалини
топинг.

Ечиш:  Эйлер тенгламасини тузамиз.

)43(.),(

,0

xyяъниxfLy

ваF
dx
dF yy

-=¢¢=

=¢-¢ ¢

Чегаравий шартлар аввалгидек: .0)1(,0)0( == yy  Дастлабки масала тенг кучли
чегаравий масалага келтирилади:

.0)1(,0)0(, ==-=¢¢ yyxy
Ечимни   Галёркин усули билан тақрибий топамиз,  бунинг учун изланаётган функцияни

)44()1()1())(1()( 2 xBxxAxBxAxxxy -+-=+-=

кўринишда ёзамиз,  бу ерда yxxxваxxx ¢¢-=-= ).1()()1()( 2
21 jj  ни ҳисоблаб

ва (43) тенгламанинг чап томонига қўйиб d   нинг ифодасини топамиз:
.)62(2 xxBAf +-+-=d

fd   нинг )()( 21 xваx jj   функцияларга ортогоналлиги шарти ўрнига
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BваA  коэффицентлар fd нинг xxваx == )(1)( 21 yy функцияларга

ортогоналлиги шартидан аниқланган ( )()( 21 xваx yy  функциялар ]1,0[ да

)()( 21 xваx jj   билан чизиқли боғлиқсиз):

ò òò

ò òò

-=-+-

-=-+-

1

0

1

0

2
1

0

1

0

1

0

1

0

.)62(2

,)62(2

dxxxdxxBdxA

xdxdxxBdxA

                               (45)

(45) дан интегралларни ҳисоблаб

3
1

,
2
12

=+

=+

BA

BA

тенгламалар системасини оламиз.

Бу системани BваA  га нисбатан ечиб ,

6
1,

6
1

== BA

ни топамиз.
Топилган BваA  коэффициентларни (44) формулага қўйиб экстремал учун
изланаётган яқинлашишни топамиз:

.
6

)1()1(
6
1)1(

6
1)(*

2
2 xxxxxxxy -

=-+-=

Бу масалада топилган тақрибий ечим аниқ
6/)1( 2xxy -=

ечим билан устма-уст тушмоқда.

Мустақил ечиш учун масалалар.
Галёркин усули билан қуйидаги вариацион масалаларни   ечинг. Изланаётган

экстремални

),...)(()( 2
210

n
nn xaxaxaaxxy ++++= j

кўринишда изланг,  бу ерда )(xj  чегаравий шартлардан топилади, 1=n .

   1. ò ==¢+¢=
2

0

2 .0)2(,0)0(,)()( yydxyyxyJ

    2. ò ==-¢+=
1

0

22 .0)1(,0)0(,)sin2()( yydxxyyyyJ

    3. ò ==-¢+=
1

0

22 .0)1(,0)0(,)2()( yydxyeyyyJ x



31

Маъруза 9

Оптимал бошқарув назарияси. Понтрягиннинг максимум принципи

Вариацион хисоб ривожланишининг хозирги замон босқичини акс эттирувчи
оптимал бошқарув назарияси техника ривожланишининг хилма-хил сохаларида амалиёт
томонидан куйилган қатор масалаларни ечиш зарурати билан боғлик равишда, XX
асрнинг 50-йилларида вужудга келди. Бу масалалар математик мохияти жихатидан
вариацион булиб, классик моделлар доирасига жойлашмади ва уларни ечишнинг янги
усулларини ишлаб чикишни талаб килди. Оптимал бошқарув назариясида 1956 йилда Л. С.
Понтрягин бошчилигидаги математиклар гурухи томонидан очилган Понтрягиннинг
максимум принципи асосий усул (натижа) сифатида тан олинган. Оптимал бошқарув
масалаларини текширишда Р. Беллманнинг динамик программалаш усули хам катта роль
ўйнайди.

Оптимал бошқарувнинг асосий  масаласи
Оптимал бошқарувнинг математик назариясидаги биринчи масала тез таъсир

масаласи булиб, у бошқарувнинг оптимал тизимларини куриш хакидаги кўпкина
инженерлик масалаларининг умумий холи сифатида юзага келган ва унда мужассам
саволлар комплексининг муваффакиятлилигига мувофиқ асосий масала булиб колди.

1. Энг содда механик харакатни тез таъсир бўйича оптимал бошқарув масаласи.
Бирлик массали моддий нуктани модули бўйича бирдан катта булмаган горизонтал куч
ёрдамида минимал вакт давомида горизонтал туғи чизик бўйича у берилган V0 тезликка
эга булган бошланғич А холатдан берилган 0v  тезликда охирги В холатга утказиш талаб
килинсин.

Масаланинг математик куйилишини бошқарув объектининг узгаришини
ифодалашдан — моддий нуктанинг харакатидан бошлаймиз. Ньютон конунига асосан
нуктанинг Ох буйлаб харакати

x u=&&
тенглама билан ифодаланади, бу ерда 22 /)( dtxdtx =&& — нуктанинг t  вақт моментидаги
тезланиши; )(tu — бошқарув объектига t )(tx  моментда таъсир киладиган кучнинг
катталиги.

Масаланинг физик куйилишидан )(tx  учун ушбу чеклашлар келиб чиқади:
1110 )(,)(,)0(,0)0( vtxtxvxx ==== b  (2)

бу ерда dtdxx /=&  — нуктанинг тезлиги; 0=t  — бошланғич моменти 1tt =  — харакатнинг
охирги моменти.

Фаразимизга кура нуктага куйиладиган u  кучнинг қийматлари хам чегараланган:
],0[,1|)(| 1tttu Î£ .  (3)

Каралаётган масалага ухшаш масалаларнинг дастлабки инженерлик
куйилишларида u кучнинг булакли узлуксиз ],0[)( 1tttu Î  функциялар мос келган

0),( ³ttu конунлари булиши мумкинлиги эътироф килинган.
Шундай килиб, каралаётган масаланинг математик модели (3) 0

1t t=  чеклашларни

каноатлантиридиган шундай булакли узлуксиз ],0[),( 0
1

0 tttu Î  функцияни топишдан
иборатки (1) тенгламанинг унга мос ],0[),( 0

1
0 tttx Î ечими (2) чегаравий шартларни

каноатлантирсин ва охирги
0
1t момент минимал бўлсин.
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Агар 1 2, xx x x= = & фаза ўзгарувчилари (бошқарув объектининг холат
узгарувчилари) га утсак, баён килинган масала куйидаги куринишни олади:

21 2 1

2 0 1 1 2 1 1 1

, ,| | 1, (0) 0
(0) , ( ) , ( ) , min

x x
x

x u u x
v x t x t v tb

= = £ =
= = = ®

& &

&
(4)

Понтрягиннинг максимум принципи
Оптимал бошқарув масалаларида масаланинг гамильтонианини

максималлаштириш билан боғлиқ бўлган оптималликнинг асосий зарурий шарти
максимум принципи деб аталади. Бу маълум биринчи тартибли зарурий шартлар ичида
энг кучлисидир. Мазкур параграфда максимум принципи “соф” натижа олишда жуда
қулай бўлган терминал бошқарувнинг энг содда масаласи учун исботланади.

1. Терминал бошқарув энг содда масаласининг қўйилиши. Айтайлик, объектнинг
ҳаракати

0 0 0 1( , , ), ( ) , [ , ]x f x u t x t x t T t t= = Î = (1)
Тенглама билан ифодалансин, бу ерда x-n-ҳолат вектори; u-r-бошқарув вектори; t-

скаляр (вақт), 0 0,t x - бошланғич момент ва ҳолат; 1t - вақтнинг охирги моменти.
Мувофиқ бошқарувлар синфини 1-§ нинг асосий масаласидагидек қолдирамиз:

улар
( ) ,u t U t TÎ Î (2)

Шартни қаноатлантирувчи бўлакли-узлуксиз r-вектор-функциялардир. Тизимнинг
траекторияларига қўшимча шартлар қўйилмаганлигидан, у жоиз бошқарувлар синфи
билан устма-уст тушади.

Жоиз бошқарувнинг сифатини (1) тизимнинг охирги (терминал) ҳолатларида
аниқланган

11( ) ( ( )) minu x tj= ® (3)
Функционал (сифат критерийси, мақсад функционали) билан баҳолаймиз. (1)-(3)

масала терминал бошқарувнинг энг содда масаласи деб аталади. Унинг ечими, яъни жоиз
0 ( ),u t t TÎ  бошқарув ва унга мос 0 ( ),x t t TÎ  траектория ((1)-(3) масалада) оптимал

бошқарув ва траектория деб аталади. (1)-(3) масалани текширишда
( , , ), ( , , ) / , ( ), /f x u t f x u t x x xj j¶ ¶ ¶ ¶  функцияларни узлуксиз деб фараз қиламиз.

2. Сифат критерийси орттирмасининг формуласи. Иккита жоиз
( ), ( ) ( ) ( ),u t u t u t u t t T= + D Î  бошқарувлар ва (1) тизимнинг уларга мос
( ), ( ) ( ) ( ),x t x t x t x t t T= + D Î  траекторияларини қараймиз. (3) сифат критерийсининг

орттирмаси

1 1( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))I u I u I u x t x tj jD = - = - (4)
Учун формула топамиз. Қилинган фаразларда (4) ифодани қуйидаги кўринишда

ёзиш мумкин:

1 1 1( ) '( ) ( ( )) / 0(|| ( ) ||).I u x t x t x x tjD = D ¶ ¶ + D (5)

Траекториянинг орттирмаси ( ) ( ) ( ),x t x t x t t TD = - Î  ушбу

0( , , ) ( , , ), ( ) 0,x f x x u T f u t x t t TlD = + D - D = Î
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дифференциал тенгламани қаноатлантиради ва уни бундай ёзиш мумкин:

1 0

( , , ) ( , , )

( , , ) (|| ||, ( ) 0. (7)

f x y tx x uf x u t
x

uf x u t x o x x t
x

¶
D = D + D +

¶
¶D

+ D + D D =
¶

%

Бу ерда ( , , ) ( , , ) ( , , ), /uf x u t f x u t f x u t f xD = - ¶ ¶ =% { / , 1, , 1, }i jf x i n j n¶ ¶ = =  деб

белгиланган. ( ), ,F t t T n nÎ - ´ -  матрицали функцияни ушбу
, (0)F AF F E= = (8)

Тенгламанинг ечими сифатида киритамиз, бу ерда
( ) ( ( )), ( ) / ;A A t f x t u t x E= = ¶ ¶ - бирлик диагонал n n´ - матрица. Дифференциал

тенгламалар назариясининг тегишли мулоҳазалари орқали (7) тенглама

0

0

1

1
1

( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ), )

( ) ( )[ ( , , ) / (|| ( ) ||]

t

t

t

t

x t F t F uf x u d

F t F uf x u x x o x d

t t t t t

t t t t

-

-

D =D +

+ ¶D ¶ ×D + D

ò

ò

%

%

Энди биз интеграл тенгламага эквивалентлиги кўрсатилади.
Шунинг учун (5) нинг ўрнига

1

0

1

0

1
1 1

1
1 1

1 1

( ) [ ( ( )) / ] ' ( ) ( ) ( , , )

[ ( ( )) / ]' ( ) ( )[ ( , , ) /

(|| ( ) ||] (|| ( ) ||)

t

t

t

t

I u x t x F t F t uf x u t dt

x t x F t F t uf x u t x x

o x t dt o x t

j

j

-

-

D =¶ ¶ D +

+ ¶ ¶ ¶D ¶ × D +

+ D + D

ò

ò (9)

ни ёзиш мумкин. Энди
1

1 1( ) [ ( )] ' '( ) ( ( )) / ,
( , , , ) ' ( , , ),

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

t F t F t x t x
H x u t f x u t

uH x u t H x y t H x u t

y j
y y

y y y

-= - ¶ ¶
=

D = -

Деб белгилаймиз. У ҳолда (9) дан изланган орттирма формуласини оламиз:
1

0

( ) ( , , , ) ,
t

t

I u uH x u t dty hD =- D +ò
Бу ерда

1

0

1

0

1 3 1 1

2 3

1

, (|| ( ) ||),

' ( , , , ) / ;

'( ) (|| ( ) ||) .

t

t

t

t

o x t

x uH x u t xdt

t o x t dt

h h h h h

h y h

y

= + + = D

= - D ¶D ¶ =

= - D

ò

ò
(8) га мувофиқ, ( )ty  функция қўшма тизим ( ( )u t t TÎ  бўйлаб) деб аталадиган

1 1' , ( ) ( ( )) /A t x t xy y y j= - = -¶ ¶& (11)
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Тенгламани қаноатлантиради. y  векторнинг 1..., ,ny y  компоненталари қўшма

ўзгарувчилар деб аталади. ( , , , )H x u ty  функцияни гамильтониан* деб аташ қабул
қилинган. Гамильтониан (1), (11) асосий тенгламаларни ихчам (компакт) ва симметрик
кўринишда ёзиш имконини беради.

, .H Hx
x

y
y

¶ ¶
= = -

¶ ¶
&&

Игнасимон вариация
Вариацион ҳисоб каби, оптимал бошқарув назариясининг асосий усули-

вариациялар усулидир. Лекин оптимал бошқарув назариясининг вариациялари вариацион
хисобданги усуллардан принципиал фарқ қилади. Янги типдаги энг содда

0 1

0, [ ], ],
( )

( ), [ , ], , ] , [, 0, (12)
t

u t
v u t t v U t t

q e q e
q e q e q e

Î - +ì
D = í - Î - + Î Î ¹î

фарқли бўлган кесма узунлигининг кичиклиги билан аниқланади.
Кейинги ҳисоблашлар кўрсатадики, кичик e  ларда игнасимон вариация вариация

тасвирланган бўлиб, игнасимон деб аталади. Вариациялар 0 1[ , ]t t  да текис кичик бўлиб,

игнасимон вариациянинг кичиклиги вариация нолдан ёрдамида ҳосил қилинган ( )x t
траектория ( )x t  дан кам фарқ қилади:

|| ( ) ( ) || | |,x t x t K t Te- £ Î (13)
лекин унинг /dx dt  ҳосиласи v UÎ  векторнинг ихтиёрий бўлганлигидан /dx dt  дан катта
фарқ қилиши мумкин. Шунинг учун игнасимон вариацияни кучли вариация, VI бобнинг
вариацияларини эса кучсиз вариация дейилади. Кучли вариациялар оптимал бошқарув
назариясида юқорида аниқланган (кучли) оптимал траекториялар мос келадиган кучли
минималларни текшириш учун ишлатилади.

(13) х   оссани исботлаш учун (6) тенгламани ечишни игнасимон вариацияда
қараймиз. 0[ , ], 0t q e e- >  кесмада (6) тенглама

0( , , ) ( , , ), ( ) 0x f x x u t f x u t x tD = + D - D =&

Кўринишда бўлади ва ягона 0( ) 0, [ , ]x t t t q eD º Î -  ечимга эга бўлади.  (6)

тенгламани [ , ]q e q e- +  кесмада ёзамиз:
( , , ) ( , , ), ( ) 0x f x x v t f x v t x q eD = + D - D - =& .

Дифференциал тенгламалар ечимларининг интеграл узлуксизлигидан шундай К1

соннинг мавжудлиги келиб чиқадики,

1|| ( ) || || ( ) ( ) || , [ , ]x t x t x t K t t q e q eD = - £ Î - +

бўлади,  яъни (13)  хосса [ , ]q e q e- +  кесмада ўринлидир. Ниҳоят, (6) тенглама

1[ , ]tq e+  кесмада

1( , , ) ( , , ), ( ) ~ | |x f x x u t f x u t x Kq e eD = + D - D +&

кўринишда бўлади. Дифференциал тенгламалар ечимларининг бошланғич катталикларга
узлуксиз  боғлиқлигидан фойдаланиб, бирор 2K < ¥  да 2 2|| ( ) || , [ , ]x t K t te q e£ Î +

тенгсизлик бажарилишини оламиз. Шундай қилиб, 4. Максимум принципи (13) хосса

1 2max{ , }K K K=  исботланди.
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Понтрягиннинг максимум принципи зарурий шарти
Максимум принципи. Агар жоиз ( ),u t t TÎ  бошқарув ва дастлабки (1) ҳамда қўшма

(11) тизимларнинг унга мос ( ), ( ),x t t t Ty Î  траекториялари бўйлаб тизимнинг
гамильтониани максимумга эришса:

0 1( ( ), ( ) ( ), ) max ( ( ), ( ), , ( ), [ , ],
u U

H x t t u t t H x t t u t t t ty y
Î

= Î  жоиз ( ),u t t TÎ  бошқарув

максимум шартини қаноатлантиради дейилади.
1-теорема (Понтрягиннинг максимум принципи). Ҳар бир оптимал бошқарув

максимум шартини қаноатлантиради.
Исботи. Айтайлик, 0 ( ),u t t TÎ - оптимал бошқарув, 0 0( ), ( ),x t t t Ty Î -  (1), (11)

тизимларнинг унга мос ечимлари бўлсин. фараз қилайлик теорема ўринли бўлмасин, яъни
бирор 0 1] , [,t t v Uq Î Î  ларда

0 0 0 0 0

0 0 0

( ( , ( ), , ) ( ( ), ( ), ( ), )
( ( ), ( ), ( ), ) 0v

H x v H x u
H x u

q y q q q y q q q

q y q q q a

- =

= D = >

тенгсизлик бажарилсин. 0 ( ),u t t TÎ  бошқарувни (12) игнасимон вариация билан
вариациялаймиз ва (10) бўйича сифат критерийсининг орттирмасини ҳисоблаймиз.

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( , , , ))vI u I u u I u H x u t dt
q e

q e

y h
+

-

D =+ D - =- D +ò (15)

(12), (13) ни ҳисобга олиб,

0 0 0 0( , , , ) 2 ( ( ),v vH x u t dt H x
q e

q e

j e q
+

-

D = Dò
0 0( ), ( ), )uy q q q +

2 2 2( ) 2 ( ), ( )o o oe ea e e= + £ 2
2 1;K e h £ 2 2 2

3 2 4 3 5, ,K K Ke h e h e£ £ £

эканлигини топамиз. Бу баҳоларни (5) га қўйиб, оптималликнинг таърифи 0( ) 0I uD ³  га

зид бўлган етарлича кичик 0e >  ларда 0( ) 0I uD <  кўринишни оладиган
0 2

6( ) 2I u Kea eD £ - +  тенгсизликка келамиз. Теорема исботланди.
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Маъруза 10

Максимум принципининг кўлланилиши

Дастлаб оддий тизимлардаги оптимал жараёнлар учун исботланган максимум
принципи мураккаб тизимларда хам ухшаш натижалар олиш учун асос булиб хизмат
қилди. Ундан вариацион хисобнинг куп классик натижалари олиниши мумкин. Амалий
масалаларда максимум принципи оптималлаштиришнинг хар хил сонли алгоритмларини
куриш учун кулланилади. Ушбу параграфда максимум принципининг энг содда
кулланишларини келти-рамиз.

1. Максимум принципининг чегаравий масаласи.
 2.  Ушбу оптимал бошқарув масаласини қарайлик:

_____ _________

0 1 0 0 1 1 0 1( ) ( ( )) min, ( , , ), ( ) , ( ( )) 0, 1, ; ( ( )) 0, 1 . ; ( ) , [ , ]i iI u x t x f x u t x t x x t i p x t i pq u t U t T t tj j j= ® = = £ = = = + Î Î =   (1)
Гамильтон функциясини тузамиз:

( , , , ) ' ( , , )H x u t f x y ty y=
хада ( , , )u u x ty=  бошқарувни ( , , ( , , ), ) max ( , , , ),H x u x t t H x u t u Uy y y= Î шартдан
топамиз . Ушбу

0 0 1 1
0

0

1

( , , ( , , ) ) ( , , ( , , ) ), ,

( ) , ( ) ( ( )) / ,

0, 0, ; 0,

( ( )) 0, 1, ,

q

i i
i

q

i i
i

i i

H x u x t t H x u x t tx
x

x t x t x t x

i p

x t i p

y y y yy
y

y l j

l l

lj

=

=

¶ ¶
= = -

¶ ¶

= = - ¶ ¶

³ = >

= =

å

å

(2)

масала максимум   принципининг  чегаравий   масаласи деб аталади. (1) масаланинг
хар бир ( ),t t TÎ0u оптимал бошқаруви (2) чегаравий масаланинг бирор

( ), ( ),x t t t Ty Î ечимидан олинади: ( ) ( ( ), ( ), ( ), )t u x t t t t Ty= Î0u . Шунинг учун, агар (1)
масалада ( ),t t TÎ0u оптимал бошқарув мавжуд булиб, (2) чегаравий масала ягона ечимга
эга булса, ( ),t t TÎ0u ни куриш учун (2) масалани ечиш етарлидир.

2.Оптимал бошқарувнинг сифат характеристикаларини олиш.
 Амалий масалаларда максимум принципи куп холларда оптимал бошқарувнинг шундай
характеристикаларини олиш имконини берадики, улар бошланрич мураккаб масалани
бошқа соддарок масалага алмаштириш ёки мураккаб булмаган тахлил ёрдамида
бошқарувларнинг у ёки бу синфлари оптимал бошқарувни уз ичига олмаслигини
исботлаш имконини беради. Масалан, куп амалий масалаларда (хусусий холда,
ракетадинамика масалаларида) бошқарув тизимининг математик модели

(0) (1)( , ) ( , ),| | 1x f x t uf x t u= + £&                                         (3)

куринишга эга булади.
Максимум принципи ва (0) (1)( , , , ) ' ( , ) ' ( , )H x u t f x t u f x ty y y= +  гамильтонианнинг

тузилишидан ( )0u t  оптимал бошқарувнинг таркиби келиб чикади:

( )
(1)

0
(1)

(1)

1, '( ) ( ( ), ) 0

1, '( ) ( ( ), ) 0
[ 1,1] '( ) ( ( ), ) 0

агар t f x t t

u t агар t f x t t
t f x t t

y

y

y

ì >
ï

= - <í
ïÎ - =î

                                      (4)
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 (3) объект хакида кушимча маълумот берилганда, куп холларда, ( )0u t бошқарув чекли
сондаги утишларга (+1 кийматдан -1 кийматга ва аксинча) эга булишини исботлаш ёки

(1)'( ) ( ( ), ) 0t f x t ty = булган оралиқда махсус бошқарувни топиш мумкин булади. Бу фактлар
(3) тизимнинг динамикаси хакидаги аник тасаввурлар билан бирга мутахассисларга
оптимал бошқарувга етарли якин якинлашиш топиш ёки уни аник айтиш имконини
беради.

Ушбу  чизикли , | | 1x Ax bu u= + £&  тизим учун бошқарилувчанлик критерийси
1{ , ,..., }nrank b Ab A b n- =  бажарилганда оптимал бошқарув (4) га асосан, факат ± 1

қийматларни кабул килади ва чекли сондаги сакрашларга эга булади (релели бошқарув).
Шунинг учун оптимал бошқарувнинг чексиз улчовли масаласи сакраш нукталари

1 2, ,..., kt t t  ларни ва биринчи интервалда бошқарувнинг ишорасини аниклашга
келтирилади, бу чекли улчовли масаладир.

Оптимал бошқарувнинг мухим характеристикаси у буйлаб тизим гамильтониани
( , , , )H x u ty нинг узгаришидан иборат. Мувофик бошқарувлар ( ),t t TÎu булакли-

узлуксиз булганлигидан ( ) ( ( ), ( ), ( ), )H t H x t t u t ty= функция улар буйлаб, умуман айтганда,
булакли узлуксиздир. Шу факт ажойибки, U  — компакт бўлганда гамильтониан

( ),t t TÎ0u оптимал бошқарув буйлаб (хар бир ( ),t t TÎ0u Понтрягин экстремали буйлаб)
узлуксиздир. Бунга кушимча равишда, агар /f t C¶ ¶ Î булса, ( ),t t TÎ0u бошқарувнинг
узлуксизлик нукталарида вакт бўйича тула хосила /H t¶ ¶ мавжуд булиб,  у /H t¶ ¶
хусусий хосилага тенгдир.

Хакикатан, максимум шартидан t TÎ ва *t t t T= + D Î моментлар учун ушбуларни
оламиз:

*

* * * * * * *

( ) ( ( ), ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), ),
( ( ), ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), )

H t H x t t u t t H x t t u t t
H x t t u t t H x t t u t t

y y

y y

= ³

³

Биринчи тенгсизликни иккинчисидан айириб,
* * * *

* * * * *

( ( ), ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), ) ( ) ( )
( ( ), ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), )

H x t t u t t H x t t u t t H t H t
H x t t u t t H x t t u t t

y y

y y

- £ - £

-
                      (5)

ни оламиз. ( ), ( )x t ty функцияларнинг узлуксизлигидан (5) даги чап четки ифода нолга
интилади. Фараз килайлик, * , 1, 2,...kt t t k= ® =  кетма- кетлик буйлаб

( ( *), ( *), *) ( ( ), ( *), ) 0H x t t t H x t t ty y a- ³ > бўлсин. U -тўпламнинг компактлигидан
( ) , 1, 2,...ku t U kÎ = кетма- кетликдан якинлашувчи   кисм   кетма-кетлик   ажратиш мумкин,

уни ёзувда соддалик учун бошланғич ( ) *,ku t u k® ® ¥ кетма- кетлик сифатида оламиз.
( , , )f x u t  функциянинг U  бўйича узлуксизлигига   асосан   (5) дан

0 lim[ ( ( ), ( ) ( ), ) ( ( ), ( ) ( ), )]k k k k kk
H x t t u t t H x t t u t ta y y

®¥
< £ - зиддиятни оламиз. Шундай килиб,

(5)  даги унг четки ифода *t t® да нолга интилади, яъни ( *) ( ) ( )H t H t ва H t® функция
узлуксиздир.
(5) тенгсизликларни 0t >�  га бўламиз. 0tD ®  деб олиб, амалларни аввало (5) даги чап
тенгсизлик учун амалга оширамиз:
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( ( *), ( *), ( ), *) ( ( ), ( ), ( ), )

( ( *), ( *), ( ), *) ( ( ), ( *), ( ), *)

( ( ), ( *), ( ), *) ( ( ), ( ), ( ), *)

( ( ), ( ), ( ), *) ( ( ), ( ), ( ), ) ( *) ( )

H x t t u t t H x t t u t t
t

H x t t u t t H x t t u t t
t

H x t t u t t H x t t u t t
t

H x t t u t t H x t t u t t H t H t
t t

y y

y y

y y

y y

-
=

D
-

= +
D
-

+ +
D

- -
£

D D
 Бунда 0tD ®  да лимитга утсак,

'( ) ( ( ), ( ), ( ), ) / '( ) ( ( ), ( ),
( ), ) / ( ( ), ( ), ( ), ) / ( ) /

x t H x t t u t t x t H x t t
u t t H x t t u t t t dH t dt

y y y
y y

¶ ¶ + ¶
¶ + ¶ ¶ £

                  (6)

булади. Шунингдек,
/ , /x H H xy y= ¶ ¶ = -¶ ¶&

булганлигидан, (6) тенгсизлик соддалашади:
( ( ), ( ), ( ), ) / ( ) /H x t t u t t е dH t dty¶ ¶ £ (7)

Шунга ухшаш, ( )u t функциянинг t нуктада узлуксизлигини хисобга олсак, (5) даги унг
тенгсизлик учун

( ( ), ( ), ( ), ) / ( ) /H x t t u t t е dH t dty¶ ¶ £ (8)
булади.
(7), (8) дан исбот килинадиган хосса

( ( ), ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), )dH x t t u t t dH x t t u t t
dt dt

y y
=

келиб чиқади. (1) тизимлар стационар ( ( , , ) ( , ))f x u t f x u= бўлганда хусусий хосила нолга
тенг булиши тушунарли ва шунинг учун тизимнинг гамильтониани Понтрягин экстремали
буйлаб узгармасдир.

Оптимал тизимни аник амалга ошириш, бошқарув конунларининг
мураккаблигидан, куп харажатлар билан борликдир. Бу эса куп холларда тизимлардан воз
кечиш учун далил қилиб курсатилади. Аслида эса оптимал тизимлар уларда оптимал
тизимларга яқинлашиш аниклиги амалга ошириш харажатлари билан мослаштирилган
субоптимал тизимларни қуришда эталон сифатида фойдаланилади.

3. Жоиз бошқарувларни яхшилаш.
Амалий масалаларни текширишда оптимал бошқарув масаласини ечиш урнига купинча

мавжуд (яхши булиши хам мумкин булган)  бошқарувларни янада яхши сифатлироқлари
билан алмаштириш хақидаги чегараланган масалани ечиш етарлидир. Тизим
курсаткичларини 10—15% га яхшилашга имкон берувчи самарали яхшилаш алгоритмлари
катта ахамиятга эгадир.

Оптималликнинг  хар бир зарурийлик   шарти   билан   бу шартни
қаноатлантирмайдиган жоиз бошқарувни яхшилаш алгоритмини боғлаш мумкин. Мазкур
бандда  максимум принципи ва унинг натижалари билан  боғлиқ алгоритмлар баён
қилинади.
Айтайлик, ( ),t t TÎu терминал  бошқарувнинг энг содда масаласи (2-§):

0 1 0 0 0 1( ) ( ( )) min, ( , , ), ( ) , ( ) [ , ]I u x t x f x u t x t x u t U t tj= ® = = Î =

да жоиз бошқарув бўлсин, (9) тизимнинг ( ),t t TÎu бошқарувга мос траекториясини
( ), ( ),x t u t t TÎ деб белгилаймиз.

Ушбу
1

1
( ( ))( ( ), ( ), ( ), ) ( ) d x tdH x t t u t t t

dt dx
jyy y= - = -
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кушма тизимни ( ), ( ),x t u t t TÎ лар буйлаб унгдан чапга
интеграллаш натижасида ( ),t t Ty Î  функцияни топамиз. Гамильтонианга максимум
берувчи функцияни *( )u t  орқали белгилаймиз:

*( ) max ( ( ), ( ), , )
u U

u t Arg H x t t u ty
Î

Î

Агар *( ) ( ),t u t t T= Îu  булса, бошланғич бошқарув (9) масалада максимум принципини
қаноатлантиради ва уни оптималликнинг бу зарурийлик шарти ёрдамида яхшилаш
мумкин эмас.

Айтайлик, ] [0 1,t tq - тўпламнинг шундай нуктаси бўлсинки, унда *( )u uq q¹  ва ( )u t
функция узлуксиз бўлсин. Мувофик булган кичик сохада *( )u t бошқарувнинг парчаси
киритилган ушбу

] [
] [

*( ), , ,
( )

( ), , , 0

u t t
u t

u t t

q e q e

q e q e e

ì Î - +ï= í
Î - + >ïî

бошқарувни курамиз.

Сифат критерийси орттирмасини тахлил қилиб шундай 0 0e >  сон мавжуд
булишини ва барча 0,0e e e< £ учун ( ),t t TÎu  бошқарув ( ),t t TÎu  дан яхши эканлигини
курамиз: ( ) ( )I u I u<

(9) масалада жоиз бошқарувни яхшилашнинг иккинчи усулини баён қилиш учун
аввало максимум принципидан килинган фаразларга кушимча ( , , )f x u t  функция u
бўйича дифференциалланувчи, U тўплам эса каварик деб олганда келиб чиқадиган
натижани оламиз: хар бир 0 ( )u t оптимал бошқарув ва (9) масаланинг бошланғич хамда
кушма тизимларининг унга мос 0 0( ), ( )x t ty ечимлари учун

] [
0 0 0 0 0 0

0
0 1

'( ( ), ( ), ( ), ) '( ( ), ( ), ( ), )( ) max , ,
u U

dH x t t u t t dH x t t u t tu t u t t t
du du
y y

Î
= Î

шарт бажарилади. хақиқатан, агар шундай 0 1] , [t tq Î момент ва UJ Î элемент мавжуд
бўлсаки,

0 0 0 0 0

0 0 0

'( ( ) ( ), ( ), ( ), ) / ( )
'( ( ) ( ), ( ), ) / , 0

H x u u u u
H x u u v

q y q q q q q

q y q q q a a

¶ ¶ × =

= ¶ ¶ × - >
булса, етарли кичик 0e >  лар учун максимум шартига зиддият олинади:

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

( ( ), ( ), ( ) ( ( )), )
( ( ), ( ), ( ), )

'( ( ), ( ), ) / ( ( )) 0( )
0( ) 0

H x u v u
H x u

H x u u

q y q q e q q

q y q q q

e q y q q J q e
ea e

+ - -

=

= ¶ ¶ - + =
= + >

(10) шартни текшириш чизикли функцияни максималлаштириш билан боғликдир. У
максимум шартини текширишдан соддарокдир. Оптималликнинг (10) муносабатга
асосланган зарурийлик шартини чизиқлилаштирилган максимум принципи деб аташ
қабул қилинган.

Айтайлик, ( ),u t t TÎ  (10) муносабат бажарилмайдиган жоиз бошқарув бўлсин.
Ушбу

( ) ( ) ( *( ) ( )), 0,u t u t u t u t t Te e= + - > Î (11) жоиз бошқарувни курамиз, бу ерда
*( ) max ' ( ( ), ( ), ( ), ) / ,u t Arg u H x t t u t t u u UyÎ ¶ ¶ Î (11) бошқарувни орттирма

формуласига келтириб қўйсак, *( ) ( ),u t u t t T¹ Î бўлганда шундай 0e0 >  топиладики,
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барча 0, 0e e e< £ учун ( ) ( )I u I u< тенгсизлик бажарилади, яъни (11) бошқарув
бошланғич бошқарувдан яхширокдир.
(9) масала учун максимум принципининг бошқа натижаси олдинги натижадагидек,

( , , )f x u t  функция u бўйича дифференциалланувчи, U тўплам эса очик бўлганда
олинади.
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Маъруза11

  Динамик программалаштириш. Беллман функцияси ва тенгламаси.
Беллман функциясини хисоблаш

Динамик программалаштириш деб математик моделлари кўп босқичли ва динамик
жараёнли характерга эга бўлган чизиқсиз программалаштришнинг махсус масалалари (I-
IV) ва оптимал бошқарув масалаларин ечишнинг ҳисоблаш усулига айтилади. Бу усул
жараёнларнинг кетма-кет таҳлилига асосланган бўлиб, экстремал масалаларн ечишда
америкалик олим Р. Беллман томонидан XX асрнинг 50-йилларидан бошлаб дастлаб
систематик ва пирнципиал кенг қўлланила бошланди. Мазкур маърузада бу усулнинг
асосий қоидалари чизиқсиз программалаштиришнинг қатор махсус масалалари учун баён
қилинади. Динамик программалаштиришнинг оптимал бошқарув масалаларига
татбиқлари берилади.

1-§. Ресурсларни таҳминлаш масаласи

Айтайлик, с ҳажмли хомашё ва n та технологик жараён мавжуд бўлсин. Агар
хомашёнинг х миқдорини x технологик жараёнда сарфланса, )(xf i  фойда олинади.

Максимал фойда олиш учун хом ашёни жараёнлар ўртасида қандай тақсимлаш
керак?

 Фараз қилайлик, ixi  - жараён учун ажратилган хом ашё миқдори бўлсин. У ҳолда
қўйилган ресурсларни тақсимланиш масаласининг математик модели

åå
==

=³=®
n

i
ii

n

i
ii nixcxxf

11

,1,0,max,)( (1)

кўринишини олади.
(1) чизиқсиз программалаш масаласининг ўзига хослги шундан иборатки, унинг

мақсад функцияси )(xf  ва асосий чеклаш функцияси )(xg  сепарабелдир, яъни улар бир
ўзгарувчили функциялар йиғиндиси шаклида ифодаланган.

Электремал масалани динамик программалаш усули билан ечишнинг биринчи
босқичи-берилган масалани унга ўхшаш масалалар оиласига инвариант туркумлашдан
иборатдир. Бу босқич маълум маънода санъат бўлиб, ҳар бир муайян ҳолда тадққотчининг
тажрибаси, сезгиси ва маҳоратига боғлиқдир. У (1) масала учун ихтиёрий

nkk ££1, сондаги технологик жараёнларга ва cyy ££0,  хом ашё ғамламасига эга
бўлган ресурсларни тақсимлашнинг ушбу

åå
==

=³=®
n

i
ii

n

i
ii nixyxxf

11

,1,0,max,)( (2)

масалаларни қарашдан иборатдир. cynk ==  бўлганда (2) масалалар оиладан бошланғич
(1) масала олинади.

 Беллман функцияси ва тенгламаси
(2) масалалар оиласидан олинган ихтиёрий масала мақсад функциясининг оптимал

қиймати )(yBk  Беллман функцияси дейилади ва  куйдагича белгилаш киритилади

åå
==

=³==
k

i
ii

k

i
iik kixyxxfyB

11
,1,0,),(max)( (3)

Масалани динамик программалаш усули билан ечишнинг иккинчи босқичи-
Беллман функцияси учун тенгламани олишдан иборатдир. Бу босқичда беллманнинг
оптималлик принципи умумий ҳолда қўлланилади. (1) масала учун унинг моҳияти қуйида
келтирилган мулоҳазалар орқали берилади. Бу мулоҳазалар оддий математик фактларга
асосланган ва етарлича универсал. Изланаётган тенгламани тузишда инвариант
жойлашнинг тўғрилиги намоён бўлади. Иккинчи томондан, жойлаштириш усули
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тенгламанинг кўринишида ҳам сезилади, k жараёнли  ва у хом ашё ғамламасига эга бўлган
(2) масалада k-жараёнга yzz ££0,  миқдордаги хомашё ажратамиз. Бунда k жараёндан
олинадиган жойда )(zf k  га тенг бўлади. 1, 2, ...,k-1 номерли жараёнлар учун эса y-z
миқдордаги хомашё қолди. Айтайлик, бу хомашё қолган жараёнларга оптимал
тақсимланган бўлсин. (3) нинг аниқланишига кўра k-1 та жараёндан келадиган фойданинг
максимал миқдори $)(1 -- yBk  га тенг бўлади.
Шундай қилиб, k жараёнга z миқдорда хомашё ажратилганда барча k жараёнлар ва у

хомашё ғамламасидан

)()( 1 zyBzf kk -+ - (4)

фойда оламиз.
Z миқдорни yz ££0  чегарасида ўзгартириб, (4) умумий фойда максимал

бўладиган )(0 yxk  жараён учун хомашёнинг оптимал миқдори) қийматни топамиз:

[ ].)()(
0

max
))(())(( 1

0
1

0 zyBzf
yz

yxyByxf kkkkkk -+
££

=-+ -- (5)

Иккинчи томондан,  (3)га асосан хомашё миқдори у бўлганда k та жараёндан
олинадиган максимал фойда )(yBk  га тенгдир. Бу қийматни (5) ифоданинг ўнг томонига
тенглаштириб, )(yBk  функция учун

[ ] cynkzyBzf
yz

yB kkk ££=-+
<<

= - 0,,1,)()(
0

max
)( 1 (6)

тенгламани оламиз. Бу Беллман тенгламаси деб аталади. (6) тенглама )(yBk  функциянинг
нисбатан реккуренг бўлганлигидан уни ечиш учун бошланғич шарт берилиши керак. Уни
(3) дан 1=k  бўлганда топиш мумкин:

0),(max)( 1111 ³= xxfyB

шундай қилиб, Беллман тенгламаси (6) учун бошланғич шарт
)()( 11 yfyB = (7)

кўринишга эга бўлади.
          Беллман тенгламасини ечиш

Масалани динамик программалаш усули билан ечишнинг учинчи (ва охирги)
босқичи Беллман тенгламасининг ечимини излашдан ва у бўйича (1) масаланинг ечимини
қуришдан иборатдир. (6) тенгламада 2=k  деб оламиз:

[ ])()(
0

max
)( 122 zyBzf

yz
yB -+

££
= (8)

Бу ифоданинг ўнг томонидан берилган )(2 zf  функция ва (7)  дан топилган )(1 yB
функция бор. Шунинг учун (8) формула маълум бир ўзгарувчилиги функцияни
максималлаштириш билан )(2 yB  функцияни ҳисоблаш имконини беради. Сўнгра (6) да

nk ,...,4,3=  деб олиб, ҳар бир ҳолда бир ўзгарувчилиги функцияни максималлаштириш
амални бажариб, кетма-кет )(),...,(), 43 yByByB n  функцияларн оламиз.

(1) га асосан )(cBn  сон (1) бошланғич масала учун максимал фойдадан иборатдир.
Хомашёнинг технологик жараёнлар бўйича оптимал тақсимотини топиш учун (5) ифодага
мурожаат қиламиз. Унда cynk == ,  деб олб, (5) нинг аниқланиши бўйича агар барча c та
жараён учун хомашё миқдори с га тенг бўлса, охирги жараёнга (бу ҳолда n- жараёнга)
ажратилган хомашёнинг оптимал миқдорга тенг бўлган )(0 cx n  сонни оламиз. Шундай
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қилиб, бошланғич масала { }00
1

0 ,..., nxxx =  оптимал режасининг 0
nx  компонентаси топилади:

)(00 cxx nn =

Агар n- жараён учун 0
nx  миқдор ажратилса,  у ҳолда қолган n-1  та жараён учун 0

nxc -

миқдордаги хомашё қолади.  (5)  да 0,1 nxcynk -=-=  деб оламиз ва )( 00
1 nn xcx --  ни

топамиз. Равшанки, (1) масаланинг 0x  оптималнинг охиргидан олдинги компонентаси
)( 00

1
0

1 nnn xcxx -= --  га тенгдир. Ечиш жараёнини давом эттириб, (1) бошланғич масала
ечимининг 00

2 ,..., nn xx -  компонентларини топамиз.
Натижани таҳлил қиламиз. Усулнинг афзалликлари: 1) бошланғич n та ўзгарувчи

бўйича максималлаштириш масаласи (1) битта ўзгарувчи бўйича n-1 та
максималлашитириш масаласи (6) га келтирилди ҳамда натижа-глобал оптимал режадан
иборат бўлди; 2) ечиш жараёнида масала элементларининг аналтик хоссаларидан
фойдаланилмайди; берилган функциялар жадвал, график, алгоритмик ва ҳ.к кўринишда
берилиши эди; 3) )(yBk  ларни ҳисоблаш натижалари бўйича c ва n нинг қийматларини
вариациялаб, (1) масаланинг ечимини осон қуриш мумкин; бу (1) масала ечимининг
кўрсатилган параметрларнинг ўзгаришига сезгирлигини таҳлил имконини беради.

Усулнинг асосий камчилг Беллман томонидан «ўлчовнинг қарғши» деб аталган
бўлиб, у шундай иборатки, (6) Беллман тенгламасини ечишда функцияларни эсда
сақлашга тўғри келади. Берилган битта хомашёни тақсимлаш масаласида улар бир
ўзгарувчили функциялардан иборат. Умумий ҳолда эса аргументларнинг сони
хомашёнинг хиллари сонига тенг бўлади.  ЭХМ да кўп ўзгарувчили функциялар (n>2)
жадвалларини тузиш оператив хотира имкониятининг чегараланганлигидан принципиал
қийинчиликларга олиб келади, шунинг учун бу усулнинг муҳокама қилинаётган шу
камчилиги кўп ўлчовли (с-вектор) масалаларни ечишда динамик программалашнинг
юқорида баён қилинган классик тарҳини амалга ошириш имконини бермайди. «Ўлчов
қарғиши» ни бартараф этишнинг турли усуллари тавсия қилинган.

Беллман функциясини хисоблаш

(1) масалага оид сонли мисол қараймиз, унинг катталиклари I –жадвалда берилган.
Беллман функциясини ҳисоблашни 2-жадвалда бажарамиз. Ҳар бир катакда беллман
функциясининг қиймати билан бир қаторда, қавс ичида

I-жадвал
x 0 1 2 3 4 5

)(1 xf 0 1 2 3 4 5

)(2 xf 0 1 2 3 4 5

)(3 xf 0 1 2 3 4 5

2- жадвал

y 1 2 3 4 5

)(1 yB 1 2 3 4 5

)(2 yB 1(0) 2(0) 3(0) 4(0.4) 7(5)

)(3 yB 2(1) 3(1) 4(1) 5(1) 7(0)
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(6) тенгламанинг ўнг томони максимумга эришадиган )(0 yxn  қиймат ҳам кўрсатилган. V.2-
жадвалдан кўринадики, қаралаётган масалада максимал фойда 7)5(3 =B  бўлади.
Ресурсларни оптимал тақсимланишни топамиз. 0)5(0

3 =x  бўлганлигидан, учинчи
технологик жараёнга  ресурс ажратамиз: 00

3 =x . Шундай қилиб, 1, 2 жараёнларга тўлиқ 5
ҳажмдаги ресурс қолди. V.2-жадвалдан 5)5(0

2 =x  эканлигини топамиз. Демак, максимал
фойда олиш учун ҳамма ресурсни иккинчи технологик жараёнга ажратиш керак )5( 0

2 =x .
шунинг учун, 00

1 =x .
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Маъруза 12

Дискрет жараёнларини оптимал бошқаруви. Дискрет максимум принципи

Ҳолати фақат дискрет вақт моментларида ўзгарадиган ёки ўлчаш мумкин бўлган
жараёнлар (тизимлар) дискрет (кўп қадамли, кўп босқичли) деб аталади. Улар кўп амалий
масалаларни моделлаштиришда юзага келади. Вакт бўйича узлуксиз жараёнлар ҳам
ЭХМни куллаш боскичи олдидан дискрет холатга келтирилади Чизиксиз программалаш
масалаларининг махсус синфини ташкил килувчи дискрет жараёнларни
оптималлаштириш масаласини ечиш учун, динамик программалаш усули ишлаб чиқилган.

1. Дискрет максимум принципи. Ушбу n улчовли ( )x t холати дискрет вакт
моментлари )0,...(2,, 000 >++ hhthtt  да

],...,,[,)(
),),(),(()()(

10000 hthttTtxtx
ttutxhftxhtx

-+=Î=
+=+

 (1)

рекуррент тенгламага мувофик узгарадиган жараённи караймиз, бу ерда ttu -)( моментда
бошқарув r -вектори; 0h > —дискрет жараённинг кадами. (1) модель, масалан,

),,( tuxfx =  узлуксиз моделдан htxhtxtx /))()(()( -+»  деб олсак келиб чикади.
r улчовли фазонинг берилган )(tU тўпламларидан қийматлар қабул килувчи rTttu Î),( -
векторлар кетма-кетлиги

TttUtu ÎÎ ),()( (2)

ни жоиз бошқарув деб атаймиз. Хар бир жоиз бошқарув Tttu Î),( бўйича (1) га мувофик,
(I) дискрет тизимнинг жоиз траекторияси деб аталадиган nthttTttx ],...,,[),( 1001 +=Î  га-
векторлар кетма-кетлигини куриш мумкин.

Ушбу
min))(()( 1 ®= txuI j (3)

мақсад функциясини (сифат критерийсини) жоиз бошқарувларда минималлаштириш
масаласи дискрет тизимларда терминал бошқарувнинг энг содда масаласи деб аталади.
Агар )( 1tx векторни (1) дан топиб (3) га қуйсак, чизик, сиз программалаштириш масаласи
хосил булади. Бошқарув масалалари учун хос булган катта 01 tt -  ларда ёки кичик h ларда
хосил килинган масала жуда куп сондаги узгарувчиларга эга булади ва II,  IV боблардаги
усулларнинг бевосита кулланилиши кийин ва самарали эмас. Шунинг учун (1)—(3)
масалани ечишда (1) чеклашларнинг «динамиклигидан» иборат булган махсус
тузилишини исобга  олиш зарурдир.

(1) — (3) масала мазкур бандда 2-§ масаласининг дискрет ухшаши сифатида
талкин килинади ва унинг учун Cxxxxtuxftuxf Î¶¶¶¶ /)()(,/),,(),,,( jj деб олиниб,
Понтрягин максимум принципининг дискрет варианти исботланади. (1)-(3) масаланинг

1
00 ),(),( TttxTttu ÎÎ  ечимини оптимал бошқаруви ва траектория дейимиз.

Tttu Î),(0  билан бирга бршқа жоиз Tttututu ÎD+= ),()()( 0  бошқарувини қарамиз ва
орттирма хислоблаймиз:

||))((||0)('))(())(()()()( 1
1

1
0

1
00 txxtxtxtxuIuIuI D+¶D=-=-=D jj  (4)

бу ерда ,),()()( 1
0 Tttxtxtx Î-=D  тизимининг Tttu Î),(  бишкарувга мос

траекториясидир. Ихитиёрий ntxTtttx ,0)(,),(),( 0 =DÎD y -вектор-фукцилар учун

åå
ÎÎ

D-+D-=+D
TtTt

txhttxhthtxt ))()(')()(')()(' 11yyy (5) айният уринлидир. Бу ерда

xtxht ¶-¶=- /))(()(' 1
0

1 jy (6)
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деб олиб, (4), (5) дан åå
ÎÎ

D+D-++D-=D
TtTt

txtxhthtxtuI ||))(||0)()(')()(')( 1
0 yy  (7) ни

оламиз. Траекториянинг )()()( 0 txtxtx -=D  орттирмаси
0)()],),(),(()),()(),()(([)()( 0000 =D-D+D++D=+D txttutxfttututxtxfhtxhtx (8)

тенгламани каноатлантирилганлигидан
( , , , ) '[ ( , , )],

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )u

H x u t x hf x u t
H x u t H x u t H x u t

y y
y y y

= +
D = -%

белгилашларни киритиб,

|))((|0/),,,()('),,,(
),,,(),,,(

)()('

1
000

00
0

0

txxtuxHtxtuxH
tuxHtuuxxH

htxt

u D+¶¶D+D

=D+D+

=+D

yy

yy

y

(9)

деб ёзиш мумкин. Бу натижани (7) га куямиз ваш у билан бир вакт
TtxttuttxHht Î¶¶=- ,/)),(),(),(()( 00 yy  (10)

деб оламиз.

Натижада сифат критерийсининг орттирмаси учун изланган
å
Î

+D-=D
Tt

tu ttuttxHuI hy )),(),(),(()( 00
)(

0        (11)

формулани оламиз, бу  ерда

å
Î ¶

D¶
D-=

D=++=

Tt

tu

x
ttuttxH

tx

tx
)),(),()((

)('

|),)((|0,
00

)(
2

11321

y
h

hhhhh
 (12)

2-§ дагидек, бошқарувниниг игнасимон вариатцияси ўхшашини киритамиз:

î
í
ì

¹Î
ÎÎ-

=D
q

qqq
tTt

UvTuv
tu

,,0
)(,),(

)( (13)

Бу функцияни (8) тенгламага келтириб қўйиб,

],[],),()),(,(
)),(),()(([)()(

),),(),()(],,[,0)(

1
00

00

00
0

hthtttutxf
ttutxtxfhtxhtx

ufxhhtxtttx v

-+Î-

D++D=+D

D=+DÎºD

q

qqqq

(14)

га эга бўламиз. Демак,
hqqqyq +D-=D )),(),(),(()( 000 uxHuI v (15)

шу билан бирга 03 =h . Агар )(),,(),(),,( xtubxtuAtuxf j+= -ботиқ функция бўлса, у
ҳолда 0,0 12 £= hh  яъни 0)())),(),(),(( 1

000 £+D-=D hqqqyq uIuxHv  бу эса Tttu Î),(0

оптимал бошқарув бўйлаб максимум шарти
TttuttxHttuttxH

tUu
Î=

Î
),),(),((max))),(),(),(( 0

)(

00 yy (16)

бажарилишини англатади.
     Умумий холда (16) шарт 0)( 0 ³D uI  дан ва (15) формуладан келиб чиқмайди, яъни (13)
вариация (1)-(3) масала учун максимум принципини исботлаш имконини бермайди. Буни
шундай тушинтирилади: узлуксиз ҳолда (2-§) вақтнинг узлуксизлигидан фойдаланиш
муҳим бўлиб, унеда игнасимон вариациянинг параметри e  етарли кичик қилиб олигиши
мумкин эди. Дискрет тизимларда бошқарувни бевосита вариация
қилиш мумкин булган минимал вакт  кесмасининг узунлиги 0>h  дан кичик була олмайди.
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 Дискрет максимум принципи
1- теорема, (дискрет максимум принципи). Айтайлик 1

00 ),(),( TttxTttu ÎÎ — ушбу
)}(),,,(:{)),(,( tUutuxfyyttUxf Î== (17) тўплами каварик булган (1) — (3) масаланинг

оптимал бошқаруви ва траекторияси бўлсин.
У холда 1

00 ),(),( TttxTttu ÎÎ ва (6) (10)  қушма тизимнинг Ttt Î),(y траекторияси буйлаб
(16) максимум шарти бажарилади.

Исботи. Айтайлик,  теорема уринли булмасин,  яъни бирор )(qq UvT ÎÎ (6) лар
учун 0))),(),(),(( 00 >=D aqqqyq uxHv  тенгсизлик бажарилсин. У холда ушбу

]1,0[],),(),(()(),(([)),(),(()),(),(( 0000000 Î-=- eqqqqqeqqqqeq uxfvxfuxfvxf     (18)
тенгликни каноатлантирувчи rVv ]1,0[),()( ÎÎ eqe - вектор функцияни курамиз. (17)
тўпламнинг кавариклигидан бундай функция   мавжуддир   (VII.19- чизма). )(ev   ни   (14)
га v нинг   урнига   куямиз.   У ҳолда   бевосита   хисоблашлар    ёрдамида  текширсак,

,,||)(|| TtKtx Î£D e яъни 2
1eh K£  булади. Агар (18)

тенгликни   (15)   да   фойдалансак,
0 0 0 0

2
1

( ) ( ( ), ( ), ( ), )

)
vI u H x u

K
e q y q q q h

ea e

D = - D + £

£ - +

ни   оламиз . Бу ердан етарли кичик 0e > ларда 0)( 0 <D uI  эканлиги келиб чикади. Бу
Tttu Î),(0 бошқарувнинг оптималлигига зиддир. Теорема исботланди. (17) шарт

1-теореманинг уринли булиши учун мухимдир. Масалан,

]1,0[},1:{)(,0)0()0(
),()()1(,)()1(

min,)2(

21

2
12211

2

=±====
+=++=+

®

TuutUxx
txtxtxutxtx

x

масалада 1)1(,1)0( 00 == uu  оптимал   бошқарув   максимум
принципини   қаноатлантирмайди.  Ҳақиқатдан,

1)1(,0)1(),()1(,)(2)(
)1(),()(),,,(

2122121

1
2
12211

-===-+=
-+++=

yyyyyy
yyyy

ttxtt
txxuxtuxH

Бундан 1)2(,0)1(,2)2(,1)1( 0
2

0
2

0
1

0
1 ==== xxxx  оптимал траектория буйлаб,

uuuxH 2)0()0,),0(),0((,1)0(,2)0( 1
0

21 -==-=-= yyyy ни оламиз.
UuuuxH Î-= ,2),),0(),0(( 0 qy функция 1)0(0 == uu  нуктада (16) максимумга эмас, балки

минимумга эришади.
           (1)—(3) масала етарли кичик 0>h ларда 2-§ да текширилган терминал
бошқарувнинг энг содда масаласига якиндир. Бу масалаларда оптималликнинг зарурий
шартлари орасидаги борланиш куйидаги даъво ёрдамида берилади.
          2- теорема (квазимаксимум принципи) Айтлик берилган 1

0 ,tt ларда (1) тизимнинг
жоиз траекториялари ¥<£ 0, hhh  бўйича текис чегараланган бўлсин. У холда ихтиёрил

0>e  сон учун шундай 0* >h  сон топиладики, *0 hh £<  булган (1) — (3) масаланинг хар
бир Tttu Î),(0 оптимал бошқаруви (1,) (6), (10) тизимларнинг унга мос TttTttx ÎÎ ),(,),( 0

1
0 y

ечимлари билан бирга e  максимум шартини қаноатлантиради:
eyy -³ ),),(),((),(),(),(( 00000 tuttxHttuttxH

барча TttUu ÎÎ )( лар учун.
Исботи. Фараз қилайлик, теорема уринли булмасин: шундай 0* >e  сон мавжуд

булиб, хар бир етарли кичик 0>h  учун шундай Th Î= )(qq ва )()( qUhvv Î=  лар
топилсинки,

0)(),),(),((),(),(),(( *
00000 <==+- hvxHuxH aaeqqyqqqqyq
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бўлсин. Tttu Î),(0 бошқарувга (13) вариацияни куллаймиз. 2- § дагига ухшаш курсатиш
мумкинки, TttTttx ÎÎ ),(,),( 0

1
0 y траектория ларнинг текис чегараланганлигидан узгармас

K ни 00, hhh £< га бошлик булмаганда танлаш мумкин. Орттирма формуласи (15) дан
)(0)(0)),(),(),(()( *

0000 hhuxHuI v +-=+D-=D eaqqqyq (19)
ни оламиз.

Исталган 00, hhh £< лар учун 0* <-ea  ва *e  сон h га борлик булмаганлигидан (19)
нинг унг томони етарли кичик h ларда нолдан кичикдир: 0)( 0 <D uI  бу эса Tttu Î)(0  нинг
оптималлигига зиддир. Теорема исботланди.
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Маъруза 13

 Чизиқли программалаштириш назарияси.
Чизиқли программалаштириш масаласига мисоллар.

ЧП масалаларининг қўйилиши ва ёзилиши.
            Полиэдрда берилган чизиқли функциянинг максимуми ёки минимумини топиш
масаласи чизиқли программалаштириш масаласи (ЧПМ) дейилади. Демак, ЧПМни

, max,c x Ax b< >®  £                                      (1)

бу ерда A Î A(m,n), mb RÎ , nc RÎ   кўринишда ёзиш мумкин. Мазкур масаланинг жоиз
тўпламини алохида

{ }/ }, { , , 1,...,n n
i iX x R Ax b x R a x b i m= Î £ = Î |< >£ = (2)

кўринишда ёзиш мумкин.

Теорема 1. Чизиқли программалаштириш масаласининг ҳар қандай локал ечими
глобал ечим бўлади.

Шу тасдиқни назарда тутиб, келгусида чизиқли программалаштириш масаласининг
шунчаки ечими хақида гапирамиз.
      (2) масала ечимларининг X* тўплами якка полиэдр бўлади, чунки, агар бу тўплам бўш
бўлмаса, бу тўплам

{ }*/ , ,nX x R Ax b c x= Î £ < >³ f              (3)
кўринишда тасвирланади, бу ерда f-(1) масаланинг қиймати, яъни

* s u p , .
x

f c x= < >

(1) кўринишдаги ЧПМ масаласи чизиқли программалаштиришнинг бош масаласи (ЧПБМ)
дейилади. Жоиз тўплами билан бир-биридан фарқ қиладиган бошқа шаклдаги чизиқли
программалаштириш масалалари ҳам бор. Бунда илгаригидек,
A Î A(m,n), mb RÎ , nc RÎ  деб хисоблаймиз.

ЧПнинг стандарт масаласи (ЧПСМ)
, max, , 0c x Ax b x< >® £ ³        (4)

ЧПнинг каноник масаласи (ЧПКМ)
, max, , 0c x Ax b x< >® = ³                  (5)

ЧПнинг умумий масаласи (ЧПУМ)

1

1

1

m a x

, 1 , . . . ,

, 1 , . . . ,

0 , 1 , . . ,

n

j j
j

n

i j j i
j

n

i j j i
j

j

c x

a x b i k

a x b i k m

x j S

=

=

=

®

£ =

= = +

³ =

å

å

å
                (6)

Чизиқли программалаштиришнинг минимумни топишга доир масаларида ҳам шу
каби ёзувлардан фойдаланилади, фақат барча тенгсизликлар ³ кўринишда ёзилади.

 Кўриниб турибдики, (1), (4) ва (5) масалаларнинг  ҳар бири (6) ЧПУМнинг
хусусий хоссаларидир.
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K=m ва sқ0  бўлса (1) масала, kқm ва sқn бўлса, (4) масала, k=0 ва sқn бўлса, (5)
масала хосил бўлади. Ўз навбатида ЧПУМ ҳам қолган учта масаладан бири кўринишида
ёзилиши мумкин.

Масалан, агар (6) масалада тенгликлар ўрнига унга тенг кучли бўлган

1 1
, 1, . . . ,

n n

i j j i i j j i
j j

a x b a x b i k m
= =

£ - £ - = +å å (7)

тенгсизликларни кўлласак, (6) масала бош масала кўринишини олади.
           Агар шунга қўшимча тарзда ўзгарувчиларни

, 0, 0, 1,...,j j j j jx u u j s nu u= - ³ ³ = +  (8)

тарзда алмаштирсак, у холда (6) масала стандарт шаклга келади. Энди ( 1, ...., )i i kw =
кўшимча ўзгарувчиларни олайлик, бу ўзгарувчилар мақсад функциясида ноль
коэффицентли бўлиб, формал қатнашади. Агар (6) даги тенгсизликларни

1

, 0, 1, ...,
n

ij j i i i
j

a x b i kw w
=

+ = ³ =å                (9)

кўринишда ёзиб ва (8) кўринишдаги ўзгарувчиларни алмаштиришни қўлласак, (6) масала
каноник масалага айланади.

Умуман айтганда, чизиқли программалаштиришнинг ҳар қандай масаласини у ёки бу
шаклда ёзиш мумкин.

 Чизиқли программалаштириш масаласига мисоллар.
ЧПМга кўплаб мисол келтириш мумкин. Шулардан учтасини мисол келтирамиз.
1–мисол (ишлаб чиқаришни режалаштириш масаласи).
Битта корхона n та товар ишлаб чиқаради, ва бунга m та хом ашё сарфлайди.

қуйидагилар маълум:
i ja j- -товарнинг бир бирлик миқдорини ишлаб чиқариш учун зарур бўлган i хом

ашёнинг  миқдори 0 ( 1, .., ; 1, .. ., )i ja i m j n³ = = ;
 bi – i - хом ашёнинг корхонадаги захираси bi>0 ;
cj -j - товар бирлик миқдорининг нархи cj>0.
            Ишлаб чиқариш технологияси чизиқли, яъни хом ашё сарфи ишлаб чиқариш
хажми билан тўғри пропорционал  ўсади.
xj-j - товарнинг ишлаб чиқариш режаси хажмини белгилайди. У холда

1
, 1, . . . ,

n

i j j i
j

a x b i m
=

£ =å                (10)

Бундан ташқари, қуйидаги табиий чеклаш ҳам бор:
0, 1,...,jx j n³ = (11)

X товарнинг умумий нархи

1

n

j j
j

c x
=

å             (12)

билан ёзилади.
           Ишлаб чиқаришни режалаштириш масаласи қуйидагича қўйилади: (10) ва (11)
шартларни қаноатлантирувчи барча x векторлар ичидан (12) миқдорга энг катта қиймат
берадиганини топинг. Демак, биз (4) кўринишдаги ЧПСМга эга бўлдик, бу ерда хусусан,
Aқ(aij) - номанфий матрица, bқ(bi) ва cқ(cj) векторлар мусбат.

2-мисол. (Рацион хақидаги масала). Кишилар катта жамоаларининг масалан, армия,
касалхона ва хаказо, овқатланишини ташқил қилишда тегишли тиббий талабларни
қаноатлантирадиган тежамли овқатланиш рациони ҳақида масала пайдо бўлади.
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m та озиқ-овқат (нон,  гушт,  сут,  картошка ва х.к)  мавжуд бўлиб,  улар n  та фойдали
(ёғ, оқсил,углевод, витамин ва бошқалар) моддалар бор бўлсин.

Қуйидаги  параметрлар маълум:
i ja j- - озиқ-овқат бирлик миқдоридаги i модданинг миқдори,

0 , ( 1, ..., ; 1, ..., )i ja i m j n³ = =

ib i- - фойдали модданинг масалан, бир ойга сарфланиши лозим бўлган минимал
миқдори, 0ib > ;

jc j- - озиқ-овқат бирлик миқдорининг бахоси, 0jc > .
Рацион ҳақидаги масала қуйидагича ёзилади:

1

1

m in

, 1, . . . ,

0 , 1, . . ,

n

j j
j

n

i j j i
j

j

c x

a x b i m

x j n

=

=

®

³ =

³ =

å

å                 (13)

Бу ерда jx  бир ойда j озиқ-овқатнинг миқдори. Бошқача айтганда, барча

1( , ..., )nx x x=  озиқлар ичидан энг арзонини танлаш керак. Демак, (13)-ЧПнинг
стандарт масаласи.

Мисол 3. (Транспорт масаласи). +андайдир бир жинсли махсулот (кўмир, ғишт,
картошка ва х.к) m та омборларда сақланади ва n та жойларга етказилиши керак.

Қуйидаги параметрлар маълум:

ia i- -  омбордаги махсулот захираси 0, ( 1,..., )ia i m> =

jb j- - жойдаги махсулотга эхтиёж 0,( 1,..., )jb j n> =

ijc - махсулот бирлик миқдорини i омбордан

 j ж0ойга ташиш нархи 0i jc >
Бунда барча захиралар барча эхтиёжларга тенг:

1 1

m n

i j
i j

a b
= =

=å å    (14)

Транспорт масаласи каноник масала сифатида қуйилади:

1 1

1

1

m i n

, 1 , . . . ,

, 1 , . . . ,

0 , 1, . . . . , , 1 , . . . . ,

m n

i j i j
i j

n

i j i
j

m

i j j
i

i j

c x

x a i m

x b j n

x i m j n

= =

=

=

®

= =

= =

³ = =

å å

å

å
         (15)

i jx i- - омбордан j  жойга олиб бориладиган махсулот миқдори. Бошқача айтганда,
махсулот ташишни шундай ташқил этиш керакки, барча транспорт ҳаражатлари энг кам
бўлсин.
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Маъруза 14

ЧП масалаларининг геометрик талқини ва асосий хоссалари

Икки ўзгарувчили чизиқли программалаштириш масаласи ни геометрик усулда ечиш
мумкин. Масалан, чизиқли программалаштириш бош масаласи n=2 да берилган бўлсин. У
холда умумий қоидага кўра, энг аввало текисликда масаланинг жоиз тўплами X
полиэдрни тасвирлаш керак ((2)га қаранг). Унинг мақсад функцияси <c,x>=a
куринишдаги паралел тўғри чизиқлар оиласини ташқил қилади. (aÎR), уларнинг умумий
нормали <c,x> нинг ўсиш томонига қараган бўлади. Ечимни топиш масаласи барча a лар
ичида шундай энг катта a* ни топишга келтириладики, бунда <c,x>=a тўғри чизиқ X
билан бўш бўлмаган кесишмага эга бўлсин.

Агар шундай (чекли ) a* мавжуд бўлса, бу холда бу
a* масаланинг ечими бўлади.

Бунда X нинг <c,x>=a* тугри чизиқда ётган ҳар қандай нуқтаси масаланинг ечими
бўлади. X* ечим ягона бўлиши ҳам, ягона бўлмаслиги ҳам мумкин. Агар етарлича катта a
ларда ҳам <c,x>=a тугри чизиқнинг X билан кесишмаси бўлмаган бўлса, у холда
масаланинг қиймати чексиз бўлади ва демак, масала ечимга эга эмас.

Чизиқли программалаштиришнинг кўп ўзгарувчили баъзи масаларини ечишда
геометрик мулоҳазалар ўринли бўлиши мумкин. Масалан, чизиқли программалаштириш
масаласи  каноник шаклда берилган бўлсин:

njx
mibxa

xcf

j

ijij

n

j
jj

,...,1,0
,...,1,

max
1

=³

==

®=

å

å
=

(16)

Бу ерда 2=- mn  ва )( ijaA =  матрицанинг ранги m га тенг. У ҳолда юқоридаги
тенгламалар системасида иккита ўзгарувчилар, айтайлик,

1x  ва 2x  озод бўлиб қолади,  яъни улар орқали бошқа барча қолган ўзгарувчиларни
ифодалаш мумкин:

njxxx jjjj ,....,3,2211 =++= baa          (17)
  Бу ерда -jjj baa ,, 21  баъзи сонлар. Бу ифодаларни мақсад функциясига  қўйиб

dggg ++= 2211 xx                              (18)
ифодани оламиз, бу ерда -dgg ,, 21 сонлар.

Икки ўзгарувчили чизиқли программалаштириш масаласини қараймиз:

0,0

,...,3,0
max

21

2211

2211

³³

=³++
®+

xx
njxx

xx

jjj baa
gg

            (19)

Геометрик усулдан фойдаланиб, (x*
1,x*

2) ечимни топамиз. Бу сонларни (17) ва (18) га
қўйиб, (16) масаланинг ечими ва қийматини топамиз.

Юқорида баён қилинган ўзгарувчиларни йўқотиш усулини нафақат 2=- mn
бўлганда, балки 1=- mn  бўлганда ҳам қўллаш мумкин.

Бу ҳолда масала бир ўзгарувчили чизиқли программалаштириш масаласини ечишга
келтирилади.
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Чизиқли программалаштириш масаласининг асосий хоссалари.
Агар  чизиқли программалаштириш масаласининг жоиз тўплами бўшмас ва

чегараланмаган бўлса, у холда Вейерштрасс теоремасига кўра,  масала ечимга эга.
Теорема 2. Агар чизиқли программалаштириш масаласи нинг жоиз тўплами

бўшмас, қиймати эса чекли бўлса , у  холда  бу масала ечимга эга.
Юқорида айтилганидек, *)( xI  деганда Xx Î*  нуқтадаги фаол

чеклашларнинг номерлари тўпламини тушунамиз.
}*,1,{*)( ii bxamiixI >=<££=

   Бу ерда Х - (2) кўринишдаги полиэдр.
Теорема 3. (Чизиқли программалаштиришнинг бош масаласида экстремум

мавжудлигининг зарур ва етарли шарти). *x  - (1) масаланинг жоиз нуқтаси бўлсин. Агар
шундай *))((0* xIiy i Î³  сонлар топилиб,

å
Î

=
*)(

*

xIi
ii ayc                                     (20)

бўлса, фақат шундагина *x  нуқта (1) масаланинг ечими бўлади.
Мана шу тасдиқдан умумий масала учун керакли тасдиқни олиш мумкин.
Теорема 4. (Чизиқли программалаштиришнинг умумий масаласида экстремум

мавжудлигининг зарур ва етарли шарти). *x   (6) масаланинг жоиз нуқтаси бўлсин.
Агар шундай m

i Ryy Î= )(* *  вектор топилиб, барча iқ1,….,k  да 0* ³iy  ва

)24(,...,10)(

)23(,...,10)(

)22(,...,1

)21(,...,1

1

**

1

**

1

*

1

*

å

å

å

å

=

=

=

=

==-

==-

+==

=³

n

j
iiijj

m

i
jijij

m

i
jiji

m

i
jiji

kibxay

sjcayx

nsjcay

sjcay

бўлса, ва фақат шундагина, *x  нуқта (6) масаланинг ечими бўлади.
Кўриниб турибдики, 3-теорема 4-теореманинг хусусий ҳолидир, чунки

0, == smk  бўлганда (21) ва (23) шартлар шунчаки қатнашмайди, (24) шарт эса барча
*)(},.....,1{ xImi Î  ларда 0* =iy  деган шартга тенг кучлидир.

Теорема 5. Чизиқли программалаштириш масаласи ечимга эга бўлсин, унинг
жоиз тўплами камида битта учга эга бўлсин.  У ҳолда масаланинг ечими бўладиган уч
топилади. Хусусан, агар ечим ягона бўлса, бу ечим албатта учдан иборат бўлади.

Шундай қилиб,  агар максимум топишга доир чизиқли программалаштириш
масаласи 5-теореманинг шартларини қаноатлантирса, у ҳолда ечимни  топиш учун масала
жоиз тўпламининг барча учларини топиш ва улар ичидан функцияга максимал қиймат
берадиганини олиш етарли.

Бу усул учларни тула топиш усули деб аталади ва чизиқли
программалаштиришнинг кичик ўлчамли масалаларига қўллаш мумкин холос, чунки
ўзгарувчилар сони кўп бўлганда учлар сони жуда кўпайиб кетади ва кўпгина
ҳисоблашларни талаб қилади.

ЧПнинг кушма масалари тушунчаси
Чизиқли программалаштиришнинг ҳар бир масаласига қўшма масала деб аталувчи

бошқа чизиқли программалаштириш масаласини мос қўйиш мумкин. Уларни  биргаликда
ўрганиш қўшмалик назарияси дейилади.

Қулайлик учун чизиқли программалаштиришнинг умумий масаласини  яна
бир бор кўрайлик:
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sjx

mkibxa

kibxa

xcxc

j

n

i
ijij

n

i
ijij

n

j
jj

,......,1,0

,...,1

,...,1

max,

1

1

1

=³

+==

=£

®>=<

å

å

å

=

=

=

  (25)

(25) масалага қўшма масала қуйидагича:

kiy

nsjcay

sjcay

ybyb

i

m

i
jiji

m

i
jiji

m

i
ii

,......,1,0

,...,1

,...,1

min,

1

1

1

=³

+==

=³

®>=<

å

å

å

=

=

=

(26)

бунда (25) масала тўғри масала дейилади.
Қўшма масалага ўтиш учун қуйидаги жадвалдан фойдаланамиз:

1 10................. 0 ..................s s nx x x x+³ ³

1

1

0

0
0

0

k

k

m

y

y
y

y

+

³

³

³

³

M

M

1 1......................... .........................s s nc c c c+

Аввало жадвалга тўғри масала ҳақидаги барча маълумотлар киритилади: iij ba ,  ва jc
параметрларнинг қийматлари, тенгсизлик ва тенгликлардаги ишоралар (ўнг томонга),
тегишли ўзгарувчиларнинг номанфийлик шартлари (юқорида). Сўнгра ҳар бир i  сатрга iy
қўшма ўзгарувчи мос қўйилади. (агар шу сатрнинг унг томонида тенгсизлик ишораси
турган бўлса, iy  га номанфийлик шарти қўйилади).

Қуйидаги жадвалларда энг муҳим хусусий ҳолларда тўғри ва қўшма масалалар
кўрсатилган.

    Чизиқли масалаларни ёзиш формаси Икки ўлчовли масалаларни ёзиш
формаси

Асосий: , max,c x Ax b< >® £ Каноник: , min, , 0b y yA c y< >® = ³
Стандарт: , max, , 0c x Ax b x< >® £ ³ Стандарт: , min, , 0b y yA c y< >® ³ ³
Каноник: , max, , 0c x Ax b x< >® = ³ Асосий: , min,b y yA c< >® ³

11 1 1, 1 1,........................ ...........................s s na a a a+

M M M M
1 , 1 ,........................ ...........................k ks k s k na a a a+

1,1 1, 1, 1 1,.................... ........................k k s k s k na a a a+ + + + +

M M M M
1 , 1........................ ...........................m ms m s mna a a a+

£

£
=

=

1

1

k

k

m

b

b
b

b

+

M

M
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Маруза 15

Чизиқли дифференциал ўйинлар

Манфаатлари ўзаро устма-уст тушмайдиган томонлар иштирок этадган конфликтли
(ихтлофли,  нзоли)  зиддиятли ҳолатларнинг математик модели ўйин деб аталади.  Агар
ўйин тавсифлашда дифференциал тенгламалардан фойдаланилса, у дифференциал ўйин
деб аталади. Дифференциал ўйинларнинг кенг тарқалган моделлари оптимал
бошқарувнинг турли мақсадни кўзлаган кишилар томонидан танланиши мумкин бўлган
бошқарувнинг икки ёки бир неча гуруҳин ўз чига олган мос моделларининг
умумлашмасидан иборат.

1. Масаланинг қўйилиши. Ушбу

sCBuAxx ++= (1)

тенглама билан ифодаланган жараёнга таъсир кўрсатувчи 1P  ва 2P  ўйинлар ўйиннинг
иштирокчилари бўлсин (бу ерда A, B, C мос равишда )(),(),( nxsnxrnxn  материаллар), 1P
ва 2P  ўйинларнинг ихтиёрида, мос равишда, u ва s  бошқарувлар бўлиб, ўйинчилар хар
бир вақт моментида ўз бошқарувини танлашда

VUu ÎÎ s,

чеклашларга тоат қилшда, бу ерда U ва V лар, мос равишда, rR  ва sR  нинг қавариқ
компакт қисм тўпламларидир. )(tuu =  ва )(tss =  функциялар t вақтнинг функцияси
сифатида ўлчовлидир.

Бундан ташқари, қавариқ ёпиқ М тўплам-ўйиннинг терминал тўплами берилган.
Ўйин шундан иборатки, 1P  ўйинчи х фаза нуқтасини терминал тўплам М га

келтиришга ҳаракат қилади, бунда айни пайтда 2P  ўйинчи х нуқтан М га тушишга
тўсқинлик қилади. Х нуқта М га тушгандан бошлаб ўйин тугаган деб ҳисобланади.

1P  ва 2P  ўйинчиларнинг жоиз стратегиялари сифатида моҳият қуйидагидан иборат
e – стратегияларни қарамаймиз. Бошланғич 0=t  моментда 2P  ўйинчи 1P  рақибига ўзнинг
ноль бўлмаган 01 >e  вақт оралғидаги бошқарувин билдиради, бунда 01 >e  миқдорни 2P
ўйинчи ўз ихтиёри билан танлаши мумкин. Шу маълумот бўйича 1P  ўйинчи кўрсатилган
вақт оралғда ўз бошқарувини қуради. 1e  вақт ўтгандан кейин 2P  ўйинчи яна 2e  вақт
оралиғн ва ўз бошқарувини билдиради ва ҳ.к.

Агар 2P  ўйинчининг ҳар бир e  стратегиясига 1P  ўйинчи ўзининг шундай e
стратегиясини қарама-қарши қўйсаки, (1) тизимининг бу бошқарувларга мос траекторияси
Т дан кеч бўлмаган вақтда М тўпламга тушса, х0 нуқтадан бошланган ўйин Т вақтда
тамомланиши мумкин дейилади.

2. Тўпламларнинг геометрик айирмаси. Мазкур бандда дифферециал ўйинларни
қарашда қўлланиладиган қавариқ тўпламлар билан боғлиқ бир неча қурилмалар баён
қлинади.

Айтайлик,  А ва В тўпламлар Rn фазонинг иккинчи қавариқ қисм тўплами бўлсин.
BA -*  геометрик айирма деб, шундай nRz Î  нуқталар тўпламига айтиладики, улар

учун ABz Ì+  бўлади, яъни
{ }ABzRzBA n Î+Î= :* (3)

таърифдан ABBA Ì+)*(  эканлиг келиб чиқади, бу ерда BA*  шартн қаноатлантирувчи
максимал тўпламдир, яъни ABD Ì+  муносабатдан BAD *Ì  эканлиги келиб чиқади.
Геометрик айрманинг хоссалари:
А) А ва В қавариқ тўпламларнинг BA*  геометрик айирмаси қавариқ бўлади.
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Исботи. BAzz *, 21 Î  ва 10, ££ aa  ҳақиқий сон бўлсин. 21 )1( zz aa -+  нуқтани
қараймиз. BBB =-+ )1( aa  бўлганлигидан

AAABz
BzBzz

=-+Ì+-
-++=+-+

)1()()
1()()1(

2

121

aaa
aaa

бу эса BAzz *)1( 21 Î-+ aa  эканлигини билдиради.
Б) A, B,   A1,  B2 қавариқ тўпламлар бўлиб, BBAA ÌÌ 11 ,  бўлсин. У ҳолда

)5(,**
)4(,**

1

1

BABA
BABA

Ì
Ì

4) мансубликни исботлаймиз. Таърифга кўра ABA Ì+)*(  га эга бўламиз. BB Ì1

бўлганлигидан ABA Ì+ 1)*(  ва демак, 1*)*( BAA Ì  мансублик шунга ўхшаш
исботланади.
В) Айтайлик, А, В лар nR  қавариқ қисм тўпламлар бўлиб, А-ёпиқ бўлсин. У ҳолда BA*
ёпиқ тўплам бўлади.

Исботи. BA*  дан ихтиёрий { }¥
-1nnz  кетма-кетликни қараймиз ва nz

n
z

¥®
=

lim
 бўлсин.

Ихтиёрий n ва Bb Î  элемент учун Anzn Î+  бўлганлигидан А нинг ёпиқлгга асосан В
дан олинган ихтиёрий b учун Anz Î+0  бўлади, яъни BAz *0 Î  . демак, BA*  тўплам
ёпиқдир.

г)  Айтайлик,  А ва В лар nR  дан олинган ёпиқ қавариқ қисм тўпламлар бўлиб, В
компакт бўлсин. У ҳолда

)6(),,(*),(*)*,(* nRBABA Î-£ lldldld
бу ерда xC 'sup),(* lld = -қавариқ С тўпламнинг таянч функциясидир.

Исботи. ABBA Ì+)*(  бўлганлигидан барча nRÎl  лар учун
),(*))*(,(* ABBA ldld £+  бўлади. Бундан ташқари,

),(*)*(,(*))*(,(* BBABBA ldldld +=+ . Бу муносабатни олдинги тенгсизликка қўшиш
(6) га олиб келади.

д) А ёпиқ қавариқ  тўплам, В эса қавариқ компакт бўлсин. У ҳолда
ABBA =+ *)(( (7)

исботи. BABA +Ì+  бўлганлгидан BBAA *)( +Ì  . Энди тескари мансубликн
исботлаймиз. )*( BBAF +D деб белгилаймиз.
г) хоссага асосан

nRABBAF Î=-+£ lldldldld ),,(*),(*),(*),(*
га эга бўламиз, бу ердан AF Ì  эканлиги келиб чиқади
е) А, В ва с лар Rn дан олинган қавариқ қисм тўпламлар бўлсин. У ҳолда

BCACBA *)()*( +Ì+ (8)
исботи. Айтайлик, CBAz +Î )*(  бўлсин. У ҳолда yxz += , бу ерда

)10(
)9(,*

Cy
BAx

Î
Î

(9) дан геометрик айирма  таърифига асосан
)11(ABx Ì+

келиб чиқади.
(10) ва (11) ни қўшиб,

BCAz *)( +Î
ни англатувчи
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CABZ +Ì+
ни оламиз. Демак, (8) мансублик исботланд.

Фараз қилайлик, nn RR -W )(  фазонинг барча бўш бўлмаган компакт қисм
тўпламларнинг S тўплами nR  да бирлик шардан иборат бўлсин. Ихтиёрий )(, nRYX WÌ
лар учун

{ } )12(,:0inf),( tSXYtSYXtYX +Ì+Ì³=r
деб оламиз. Унда

þ
ý
ü

î
í
ì

ÎÎ
= ),(

max
),,(

max
max),( Xy

Yy
Yx

Xx
YX rrr

бўлишини текшириш қийин эмас. )()( nn RxR WW  да (12) муносабатлар билан аниқланган р
функция матрика аксиомаларни қаноатлантиришини кўрсатамиз:

1) Барча )(, nRYX WÎ  лар учун 0),( ³YXr  бўлиши таърифдан келиб чиқади.
0),( =YXr  деб фараз қиламиз. Бу XYYX ÌÌ ,  мансубликларнинг ўринли эканлгига

эквивалент бўлиб, YX =  ни англатади. Аксинча, агар YX =  бўлса, 0),( =YXr  тенглик
ўз-ўзидан равшандир.

2) р функциянинг симметриклиги, яъни ),(),( XYYX rr =  муносабатнинг ўринллги
ўз-ўзидан равшан.

3) Учбурчак хоссасини исботлаймиз:
),(),(),(),(),( YZbZXaYZZXYX rrrrr ==×+£  деб белгилаймиз. (12)

аниқланишига кўра
bSZYbSYZaSXZaSZX +Ì+Ì+Ì+Ì ,,,

бўлади. Булардан
SbaXYSbaYX )(,)( ++Ì++Ì

демак,
),(),(),( YZZXbaYX rrr +=+£

шуни исботлаш талаб қилнган эди.
Шундай қилиб, r  функция )( nRW  тўпламда матиркани беради. Одатда у

Хаусдорф матрикаси деб аталади.
+уйидаги натижани исботсиз келтирамиз.
Бляшке теоремаси. Фараз қилайлик, G-Rn даги компакт бўлсин.  У ҳолда
{ }GXRXG n ÌÎ=W )()(  тўплам )( nRW  матрик фазонинг компакт қисм тўплами бўлади.

Энди ҳақиқий ўқни )( nRW  матрик фазога X(f) узлуксиз акслантиришни қараймиз.
r  ва q хақиқий сонлар бўлсин, :q£r

{ }kk tttqttptQ <-<<=== ...,,...,, 1010

ушбу

å å
=

--=
k

i
iii ttXQ

1
1))(()( t

йиғндни англаймиз, бу ерда [ ]iii tt ,1-Ît
сўнгра, X(t) ни ҳар қандай [ ]qpt ,Î  да қавариқ тўплам бўлсин деб фараз қиламиз. У

ҳолда å )(Q  қавариқ компакт тўплам бўлади. Шу билан бирга [ ]å qhQ ,),(  кесмани Q

бўлишга боғлиқдир. 111
max

)( --
££

= itt
ki

Qd  деб белгилаймиз. Шундай ),( qpY  қавариқ

компакт тўплам мавжуд бўлар эканки, ))(),,(( å QqpYp  масофа )(Qd  билан бирга нолга
нтилади. Бу лимит Y(p,q) тўплам X(t) акслантиришнинг интеграл деб аталади ва
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ò=
q

p

dttXqpY )(),(

белги билан белгиланади. Бунда )(),( nRqpY WÎ  интеграллаш чегаралари p ва q нинг
узлуксиз функцияси бўлади.

Интегралнинг хоссалари (исботсиз):
А. Агар qrpr ££,  тенгсизлик қаноатлантирса, у ҳолда

ò ò ò=+
q

p

q

p

q

p

dttXdttXdttX )()()(

Б. ò
q

p

dttX )(  интеграл ò=
q

p

dttxy )(  кўринишдаги барча ** нуқталар тўплами билан устма-уст

тушади, бу ерда x(t)– ўзгарувчи t нинг қийматлари Rn да ётувчи ўлчовли функцияси бўлиб,
[ ]qpttXtx ,,)()( ÎÎ .

3. Дифференциал ўинни ечиш. 1-бандда таърифланган дифференциал ўйинга
қайтамиз. Ўйиннинг терминал М тўплами Rn фазонинг вектор қисм фазоси бўлсин, деб
фараз қиламиз.  L  деб М қисм фазонинг Rn га оротогонал тўлдирувчисини, p  деб эса Rn
фазонинг L қисм фазога ортогонал проекциялаш амалини белгилаймиз. Энди

CVetVBUetU tAtA pp =-= )(,)(

деб белгилаймиз ва )(*)()( tVtUtS =   тўплам бaрча 0³t  ларда L нинг ўлчовига тенг
ўлчовга эга бўлсин, деб фараз қиламиз.

1) тенгламанинг бошланғич шартдаги ечимин ёзамиз:

[ ]ò -+-+=
t

sAtA dsstCstBuexetx
0

0 )()()( s

Сўнгра

ò=
t

dStW
0

)()( tt

деб оламиз,
0),( ³txT   нинг

)(tWxe tA Îp

мансублик ўринли бўлган минимал қийматини белгилаймиз. Агар бундай t мавжуд
бўлмаса, +¥=)(xT  деб оламиз. Фақат Mx Î   лар учун 0)( =xT  бўлишни айтиб ўтамиз.

қуйидаги теорема T(x) таърифининг моҳиятини очиб беради.
1-теорема. Агар +¥=)( 1xT  бўлса, 1P  ўйинчи ҳар  қандай ўлчовли

)(0,)( 0xTtVt ££Îs  бошқарувни қўлламасин, 1P  да шундай ўлчовли Utu Î)(  бошқарув
топиладики, MxTx Î))(( 0  бўлади, бу ерда 0),( ³ttx  ечим (1) тизимининг, u(t) ва u(t) га
мос ечимидир.
Исботи. +¥<)( 0xT  бўлганлигидан,

))(( 00
)( 0 xTWxe xT Îp

бўлади. Демак, шундай ўлчовли )(0),( 0xTttw ££  функция топиладики,

ò=
)(

0
0

)(
0

0 )14(,)(
xT

AxT dttwxep

бу ерда ).(0),()( 0xTttStw ££Î .

Геометрик айирманинг таърифидан охирги мансублик



59

)(0,)( 0xTtBUeCVetw tAtA ££-Ì+ pp
эканлигини англатади. Бу ердан, ҳар қандай ўлчовли )(0,)( 0xTTVt ££Îs  функция учун
шундай ўлчовли )(0,)( 0xTtUtu ££Î  функция мавжудлиги ва

)(0
,)(()(()(

0

00

xTt
txTCetxTBuetw rAtA

££
----= spp

эканлг келиб чиқади. Демак, (14) дан
MxTx Î))(( 0

мансубликка эквивалент бўлган

ò =+-+
)(

0
000

)(
0

0 0))(())(((
xT

tAAxT xTCtxTBuexe spp

муносабатни оламиз (бу ерда )1(0),( ³ttx  тизимнинг u(t) бошқарувларга мос ечимидир).
Теорема исботланди.

1-теоремадан агар P2 ўйинчининг e  стратегияси шундай бўлсинки, )( 01 xT³e
ўйинчи ҳамиша ўйинни T(x0)  дан кеч бўлмаган вақтда тамом қилши мумкинлг келиб
чиқади.

Энди P2 ўйинчининг e -стратегияси учун )( 01 xT<e  бўлган ҳолни қараймиз.
2-теорема. Айтайлик, +¥<)( 0xT  бўлсин.  P2 ўйинчи [ ]1,0 e  вақт оралғида қандай

ўлчовли 10,)( es ££Î tVt  бошқарувни қўлламасин, P1 ўйинчида шундай ўлчовли

10,)( e££Î tUtu  бошқарув топиладики, 101 )())(( ee -< xTxT  бўлади, бу ерда
)1(0),( 1e££ ttx  тзимининг 10),(),( es ££ tttu  бошқарувларга мос ечимидир.

Исботи. +¥<)( 0xT  бўлганлигидан

)( 110
)( 1 ep e +Î+ tWxe At

(15)
мансублик ўринли бўлсин 01 ³t  қиймати тўплам бўш бўлмайди.  ((15)  мансублик

)( 101 e-= xTt  бўлганда ўринлдир).
(15) ни унга эквивалент бўлган шубу

ò
+

+ +Î
11

1

1 )16()()( 10
)(

e
ep

е

е

At dttStWxe

шаклда ёзамиз. Барча t лар учун )()()( tUtVtS Ì+  бўлганлигидан

ò ò ò
+ + +

Ì+
11

1

11

1

11

1

)()()(
e e et

t

t

t

t

t

dttUdttVdttS

(16) нинг иккала томонига ò
+ 11

1

)(
et

t

dttV  интегрални қўшиб ва охирги мансубликдан

фойдаланиб,

òò
++

+ +Ì+
11

1

11

1

11 )()()( 10
)(

ee
ep

t

t

t

t

At dttUtWdttVxe

ни оламиз. Энди бу мансубликда чап томондаги иккинчи ҳад ўринга унинг
элементларидан бирини, чунончи,

ò -
e

esp
0

1 )(1 dssCee eAAt

ни қўямиз, бу ерда 110),( Ptt es ££  ўйинчининг [ ]1,0 e  оралиқдаги бошқарувдан иборат.
У ҳолда
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ò

ò
+

++

+

+Î-+

11

1

1111

)(

)()( 1
0

10
)(

e

e
ee espp

t

t

eAAtt

dstU

tWdssCeexe

t1 нинг (17) ўринл бўлган минимал қийматни танлаб оламиз ва уни яна t1 билан
белгилаймиз, 101 )( e-£ xTt  эканлигини равшандир бундан ташқари, ò

+ 11

1

)(
et

t

dttU  тўпламнинг

(17) мансублик сақланадиган аниқ элементи мавжуд. Бу элементни ушбу

ò --
e

ep
0

1 )(1 dssBuee sAAt

кўринишда ёзамиз, бу ерда 11 0,)(0 ee ££Î-££ tUtut  шартни қаноатлантирувчи
ўлчовли функция бўлиб, уни P1 ўйиннинг [ ]1,0 e  кесмадаги бошқаруви сифатида танлаб
оламиз. У ҳолда (17) дан

)())()((( 111
0

0

1

11 tWdssCsBuexee sAAAt Î-+-+ ò esep
e

e

муносабатни, яъни
)()( 11

1 tWxe At Îep
ни оламиз (бу ерда )1(0),( 1e££ ttx  тизимининг , 11 0),(),( eu ££ tttu  бошқарувларга
мос келган ечимидир).
Охирги мансубликдан

1011 )()(( ee -££ xTtxT
эканлиги келиб чиқади. Теорема исботланди.

1-ва 2-теоремаларнинг тасдиқлари P2 ўйинчининг ҳар ҳар қандай e – стратегияси ва
ўйиннинг +¥<)( 0xT  бўлган ҳар қандай бошланғич x0  нуқтаси бўйича P1 ўйинчинниг х
нуқтани М қисм фазога T(x0) вақтдан кеч бўлмаган вақтда келтирувчи бошқарувини
кетмақкет қуриш имконини беради. Ҳақиқатдан, P2 ўйинчининг [ ]1,0 e  кесмада берилган

)(еu  бошқарув бўйича P1 ўйинчи 2-теоремага асосан х нуқтани e  моментда

101 )())(( ee -£ xTxT  ни қаноатлантирувчи, x(e 1) ҳолатга ўтказувчи u(t) бошқарувн қуриш
мумкин.  Сўнгра P2 ўйинчининг [ ]211 , eee +  кесмадаги )(tu  бошқаруви маълум бўлади.
Яна аввалгидек мулоҳазалар юритиб, P1 ўйинчининг [ ]211 , eee +  кесмада шундай u(t)
бошқарувини топамизки, x(t) траекториянинг 21 ee +=t  моментдаги, унга мос )( 21 ee +=x
нуқтаси

)(())(())(( 2101121 eeeeee +£-£+ xTxTxT

тенгсизликни қаноатлантиради. Бу жараённи кетма-кет давом эттириб, бирор
kt eee +++= ...21  моментда, 11101 ))...((),...()())...(( +£++++-£++ kkkk xTxTxT eeeeeee

бўлган )...( 1 kx ee ++  ҳолатга келамиз.
1-теоремага асосан энди P1 ўйинчи ўйинни бирор )(* 0xTt £  моментда тамомлаши
мумкин.

Демак, P1 ўйинчи e  стратегиялар синфида +¥<)( 0xT  ни қаноатлантирувчи
ихтиёрий x0 нуқтада бошланган ўйинни )( 0xT  дан ошмайдиган t* вақтда тамомлаш
мумкин.
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Чизиқли программалаштириш бўйича лаборатория машқлари

Лаборатория 1. Чизиқли программалаштиришнинг қуйидаги масаласини стандарт
шаклда ёзинг.

4x1 + x2 + 3x3 ® max
2x1 + x2 + x3 ~1

3 x2 + x3 » 2
-x1 + 5х2 + 2x3 ¥  4

x2 ³ 0,     x3 ³ 0

         ~ » ¥           ~ » ¥          ~ » ¥           ~ » ¥
1
2
3
4
5

³  = £
= £ ³
£  = =

= ³ ³
³  = ³

6
7
8
9
10

= £  =
£  = ³
³  = =

= ³ £
£ ³  =

11
12
13
14
15

= ³  =
= =£
³ ³  =
£ ³ ³
= = ³

16
17
18
19
20

£ £  =
³ ³ £
³ £  =
³ £ ³
£ £ ³

Лаборатория 2. Чизиқли программалаштиришнинг қуйидаги масаласини каноник шаклда
ёзинг.

x1 + x2 + x3 -x4 ® min
x1 + 3x2 - x4 ~2
x1 + x3+ x4 » 1
x2 + х3 + ¥  3
x1 ³ 0,  x3 20

         ~ » ¥           ~ » ¥           ~ » ¥            ~ » ¥
1
2
3
4
5

³  = £
³ ³ £
³ £ ³
= ³ ³
³ £ =

6
7
8
9
10

= £ £
£ ³ £
£ £ ³
£ ³ ³
£ ³  =

11
12
13
14
15

³ £ £
= £ ³
³ ³  =
£  = £
= ³ £

16
17
18
19
20

= = ³
³  = ³
£ ³  =
= = £
£  = ³

Лаборатория 3. Геометрик куриш усулини қўллаб, қуйидаги чизиқли
программалаштириш  масаласини ечинг.

х1 + ах2 → max
х1 + 2х2 £  10
3х1 + 2х2 £  18
х1 - х2 ³  - b
сх1 – х2 £  8с + 3

        а   b  с            а   b   с           а   b    с             а   b   с

1 5  7  2 6
4
1

-   10  2 11
6
5

-   8
4
1

16
4
3

-
2

13
2
1

2 1  6  3 7 4  12
2
1

12 3
2

13   2 17
2
3   7  2

3 -1  6
8
1

8
4
5   9

3
1

13 1  9  1 18 3  6  1

4 5  9  1 9 -1  6
2
1

14
3
1

-   10  2 19 4  8
4
3



62

5
4
3   7  1 10

6
5   7  1 15

4
7   6  3 20 -1

2
15

3
1

Лаборатория 4. Геометрик куриш усулини қўллаб, қуйидаги чизиқли
программалаштириш масаласини ечинг.

aх1 + х2 → min
х1 + (b-3)х2 ³  b
(c-4)х1 + х2 ³  c
3х1 + 2х2 ³  11
х1 ³  0,      х2 ³  0

       А   b  с             а   b   с           а   b    с              а   b   с

1
4
1   5  9 6

2
1   7  6 11

2
7   5  7 16

2
1   4  9

2
4
5   4  6 7

6
1   8  8 12

2
9   6  9 17

3
5   8  6

3
2
9   7  8 8

2
5   4  7 13

5
1   7  7 18

4
3   5  6

4 4
7   8  7 9

3
13   5  8 14

2
7   4  8 19

4
1   6  8

5
2
5   6  6 10

3
2   6  7 15

3
1   8  9 20

2
11   7  9

Лаборатория 5. Ўзгарувчиларни йўқотиш ва геометрик куриш усулини қўллаб,
қуйидаги чизиқли программалаштириш масаласини ечинг.

aх2 - 3х3 → max
2 х1 + bх2 + x3 £  15
2 х1 + 5х2 – 2 x3 £  0
cх1 + 2х2 - x3 қ -3
х2 ³  0,      х3 ³  0

        а   b  с             а   b   с            а   b   с              а   b   с

1 10  2  3 6 -2  2  2 11 -1  5  3 16 -2  5  2

2 -1  1  2 7 2  3  4 12 6  6  4 17 4  4  3

3 3  5  4 8 5  5  3 13 10  1  2 18 12  2  4

4 -3  4  2 9 11 1 4 14 -3  3  3 19 5  3  2
5 12  3  3 10 7  7  2 15 7  3  4 20 -1  3  4
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Лаборатория 6. Ўзгарувчиларни йўқотиш ва геометрик куриш усулини қўллаб, қуйидаги
чизиқли программалаштириш масаласини ечинг.

х1 + х3 + aх4 + b х5→ max
х1 + х2 + bx4 – 2х5 қ с – 15
х12 + х3 – 4 x4 + 6 x5 қ 24
х1 + х2 - x3 – 3x4 + 7 x5  қ с + 24
хj ³  0,      j қ 1, .., 5.

        а   b  с             а   b   с           а   b   с            а   b   с

1 3  5  6 6 1  1  7 11 1  2  8 16 2  2  6

2 5  2  7 7 6  3  8 12 8  4  6 17 1  3  7

3 1  5  8 8 2  1  6 13 2  5  7 18 7  4  8

4 3  -1  6 9 3  0  7 14 9  5  8 19 6  2  6
5 4  3  7 10 5  7  8 15 7  -1  6 20 3  3  7

Лаборатория 7. Ушбу ÷
ø
ö

ç
è
æ +

=÷
ø
ö

ç
è
æ=÷

ø
ö

ç
è
æ= 0,

2
23,3,

3
5,0,5,0,

2
1,0 321

b
ax

c
ax

b
x  нуқталар

орасида
(4-5а)х1 + 10bх2 + 15сх3 → max
(2а+1)х1 – 4bх2 – 6сx3 £  13
(5-4а)х1 + 8bх2 + 12x3 £  23
-(3а+1)х1 + 6bх2 + 9сx3 £  3

          а   b  с            а   b   с           а   b    с           а   b   с

1 -1  1  3 6 3  -1  8 11 5   -2  6 16 1  -1  3

2 -1  1  6 7 -3  2  3 12 5  -2  8 17 1  -1  6

3 -1  1  8 8 -3  2  6 13 -3  1  3 18 1  -1  8

4 3  -1  3 9 -3  2  8 14 -3  -1  6 19 3  -2  3
5 3  -1  6 10 5  -2  3 15 -3  1  8 20 3  -2  8

масаланинг ечими борми?
Лаборатория 8. r  ва q параметрларнинг шундай қийматларини топингки, ушбу

aх1 + bх2 → max
х1 + q х2 £  1
х1 - х2 – ³  q
х1 ³  0

        а   b           а   b           а   b            а   b

1 3  5 6   2   1 11 7  3 16 2  5

2 3  7 7 6  5 12 7  4 17 5  2

3 2  3 8 3  7 13 3  2 18 2  7

4 8  3 9 5  8 14 5  3 19 7  2
5 3  4 10 4  7 15 5  6 20 3  1



64

Масала
а). __ жоиз тўплами бўш.
б). ¥  га тенг қийматга эга.
в). ягона ечимга эга.
г). Чексиз кўп ечимларга эга.

Лаборатория 9.  х*=(b, а) нуқта.
k х1 + (2-к) х2 → max
aх1 - bх2 £  0
2х1 + 3х2 £  c
х1 - х2 £  a + b

масаланинг ечими бўладиган к параметрнинг барча қийматларини топинг.

        a   b  с             а   b   с           а   b    с              а   b   с

1 4  -3  7 6 3  1  13 11 3  -1  8 16 5  1  20

2 3  2  14 7 3  -2  7 12 3  -2  7 17 5  2  20

3 2  -1  5 8 4  2  16 13 4  2  16 18 5  -3  11

4 5  -2  13 9 4   3  19 14 4  3 19 19 6  -5  10
5 5  4  25 10 5  -1  14 15 5  -1  14 20 6  -4  11

Лаборатория 10. Қуйидаги чизиқли программалаштириш масаласини учларни тўла
топиш усули билан топинг.

aх1 + х2 + 8 х3 → max
х1 + bх2 + х2 ³ 1
х1 + х2 + сх3 £  1
х1 ³  0,   х2 ³  0, х3 ³ 0

        а   b  с             а   b   с           а   b   с             а   b   с

1
3
4   4  5 6

3
4   4  6 11

3
7   4  3 16

2
3   2  5

2
2
3   6  4 7

5
16   3  2 12

5
19   6  2 17

4
7   5  4

3
3
7   2  3 8

5
6   2   6 13

2
3   2  4 18

4
15   7  2

4
5
6   3  6 9

5
9   3  4 14

3
5   6  5 19

3
4   5  6

5
4
5   2  7 10

2
7   4  2 15

2
7   5  2 20

3
7   6  3

Лаборатория 11. Қуйидаги чизиқли программалаштириш масаласини учларни тўла
топиш усули билан топинг.

х1 + 3х2 - х3 - х4 → max
ах1 - вх2 + х2 ³ 1
х1 + х2 + сх3 £  1
х1 ³  0,   х2 ³  0, х3 ³ 0
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        а   в  с             а   в   с            а   в    с              а   в   с

1 1  2  2 6 1  5  5 11 1  0   0 16 1   3  3

2 3  5  2 7 2  8  5 12 3  1  0 17 2  5  3

3 5  8  2 8 3  11  5 13 5  2  0 18 3  7  3

4 7  11  2 9 4  14  5 14 7  3  0 19 4  9  3
5 9  14  2 10 5  17  5 15 9  4  0 20 5  11  3

Лаборатория 12. Чизиқли программалаштиришнинг қуйидаги масаласига қўшма
масалани тузинг.

х1 + 2х2 → max
3х1 - 4х2 ~ 1
5х1 + 6х2 » 2
-7х1 + 8х2 ¥  3
х2 ³  0

         ~ » ¥          ~ » ¥           ~ » ¥          ~ » ¥
1
2
3
4
5

³   =£
³ ³ £
³ £ ³
= ³ ³
³ £   =

6
7
8
9
10

= £ £
£ ³ £
£ £ ³
£ ³ ³
£ £   =

11
12
13
14
15

³ £ £
= £ ³
³ ³   =
£  = £

= ³ £

16
17
18
19
20

=  = ³
³   = ³
£ ³   =
=  = £
£   = ³
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“Оптималлаштириш усуллари” фани бўйича назорат тестлари
1-вариант.

           1. Вариацион хисобнинг энг дастлабки масаласи брахистохрона масаласи
качон ва ким томонидан куйилган
А) 1704 йилда Леонард Эйлер томонидан
В) 1696 йилда Якоб Бернулли томонидан
*С) 1696 йилда Иоганн Бернулли томонидан
D) 1692 йилда Исаак Ньютон томонидан
Е) Юкоридаги барча жавоблар тугри

2. Энг содда функционал
1

0

( , , )
x

x

J F x y y dx¢= ò  учун Эйлер тенгламасини

курсатинг

А) ! 0y y

dF F
dx

+ =

B) 011 =- yy FF
dx
dF

C) 01 =- Fy
dx
dFy

D) 0=- F
dx
dFy

*E) 0y y
dF F
dx ¢- =

          3. Вариацион хисобнинг асосий масаласи бу
*А) Аник интеграллар билан ифодаланган функцияларнинг энг катта ва энг кичик
кийматларни топиш масаласидир
В) Аникмас интеграллар билан ифодаланган функционалларнинг экстремал
кийматларин топиш масаласидир
С) Бирор функциянинг энг катта ва энг кичик кийматларини топишдир
D) Аник интеграллар билан ифодаланган функционалнинг бирор кийматини
хисоблаш топиш масаласидир
Е) Каррали интегралларни хисоблаш масаласидир

          4. Энг содда функционал
1

0

( , , )
x

x

J F x y y dx¢= ò  учун Эйлер тенгламаси ёйилган

холда кандай куринишда булади?´
*А) 0y y yy xy yF y F y F F¢ ¢ ¢ ¢¢¢ ¢+ + - =

B) 0yy y y xy yF y F y F F¢ ¢ ¢¢¢ ¢+ + - =

C) 0yy yy xy yF y F y F F¢ ¢¢¢ ¢+ + - =

D) 0y y yy xy yF y F y F F¢ ¢ ¢ ¢¢¢ ¢+ + + =

E) 0y y yy xy yF y F y F F¢ ¢ ¢ ¢ ¢¢¢ ¢+ + - =

5. Бирор a параметрга боглик ò ++=
1

0

))()(),()(,()( 11
x

x

dxxxyxxyxFJ ahaha

функциянинг дифференциали булган J’(0)a купайтма a нинг кайси кийматида

ò=
1

0

),,( 1
x

x

dxyyxFJ   функционалнинг биринчи вариацияси дейилади?

A) a нинг барча кайматларида
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B) a¹0,
C) a>0
D) a<0
* E) a=0
          6. Кидирилаётган функциянинг юкори тартибли хосилаларини хам уз

ичига олган ò=
1

0

),...,,,( )(1
x

x

n dxyyyxFJ  функционал учун Эйлер тенгламасини

топинг?

*А) ( )... ( 1) 0n

n
n

y y n y

d dF F F
dx dx¢- + + - =

В) 0)1(... )1(2

2

=-+++- -¢ nyn

n
n

yyy F
dx
dF

dx
dF

dx
dF

С) 0=- ¢yy F
dx
dF

D) 0)( =- тyn

n

y F
dx
dF

E) 0)1( =÷
ø
ö

ç
è
æ - -тyy F

dx
dF

dx
d

          7. Брахистохрона хакидаги  масала кайси функционални урганишга
келтирилади?

А) ò
+

=
1

0

21x

x

dx
y
y

J

В)   J= dx
y

yx

x
ò

+1

0
1

21

С) ò
-

=
1

0
1

121x

x

dx
y

y
J

*D)
1

0

21x

x

yJ dx
y

¢+
= ò

E) ò +=
1

0

121
x

x

dxyJ

          8. ХОY текисликдаги иккита нуктани тутуштирувчи чизиклар орасида ОХ
ук атрофида айлантиришдан энг кичик сиртга эга булганини топиш масаласи
кайси функционални урганишга келтиради?

*А)
1

0

21
x

x

J y y dx¢= +ò

В) ò +=
1

0

121
x

x

dxyyJ

C) ò +=
1

0

121
x

x

dxyyJ

D) ò -=
1

0

121
x

x

dxyyJ
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E) ò +=
1

0

121
x

x

dxyyJ

          9. a- берилган сон бўлсин. ò =¢=
1

0

),,(1

x

x

adxyyxGJ тенгликни уринлатадигон

барча y(x) чизиклар ичидан dxyyxFJ
x

x
ò ¢=

1

0

).,(  интегралга экстремум киймат

берадиганини ажратиб олиш масаласи
А) Энг кичик сирт хакидаги масала дейилади
В) брахистохрона хакидаги масала дейилади
С) геодезик чизиклар масаласи дейилади
*D) изопериметрик масала дейилади
Е) геометрик оптика масаласи  дейилади.

          10. Изопериметрик масала, одатда, ушбу ò ¢
1

),,(
ч

ч

dxyyxN   интегралнинг

экстремумларини урганишга келтирилади, бу ерда
*А) GFN l+=
В) FGN l+=
С) 222 GFN l-=
D) FN =
Е) GFN +=
          11. Ушбу G(x,y,z)=0 тенгламани ва      y(x0)=y0;     z(x0)=z0,      y(x1)=y1;
z(x1)=z1
чегаравий шартларин каноатлантирувчи y=y(x) ва z=z(x) чизиклар орасидан

ò ¢¢=
1

0

),,.,(
x

x

dxzzyyxFJ  интегралга экстремум киймат берадиган иккита y(x) ва

z(x) чизикларни топиш масаласи
А) Шартсиз экстремум масаласи
*В) Шартли экстремум масаласи
С) Чегаравий шартли масаласи
D) чегаравий масала
E) Изопериметрик масала дейилади

12. Ушбу ò
1

0

),,...,,,( 11
1

x

x
nn dxyyyyxF  интеграл учун куйидаги тенглaмадан кайси

бирлари голоном богламлар дейилади?
*А) Gs(x,y1,yn)=0   S=1,2,…p
B) Gs(x,y1,y1

1,y2,y2
1,…,yn,yn

1)=0; S=1,2,…p
C) Gs(x,y1¢,y2¢¢,…;,yn

(n))=0 ;      S=1,2…,p
D) Gs(x,y1

1)=0;  S=1,2…p;
E) yi(x0)=yi

(0),yi(x1)=yi
(1),; I=1,2,…,p

          13. ò ò
D

x ydxZyzzyxF a),,,,(    функционалга экстремум киймат берувчи

z=z(x,y) функция Остроградский тенгламаси { } { } 0=-- йзя F
dy
dF

dx
dF  нинг

ечими булади, бу ерда
dy
dzq

dx
dzP ==

,
  ва
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*А)
{ }

{ }
dy
dqF

dy
dpF

dx
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dx
d

qqqpqzqxq

pqpppzpxp

+++=

+++=

В)
{ }

{ }
dy
dqP

dx
dpF

dx
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dx
d

qqqpzzqxq

pqppzzpxp

+++=

+++=

С)
{ }

{ }
dy
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dx
d

pqppzzqq

pqppzzpp

+++=

+++=

D)
{ }

{ }
dy
dqF

dy
dpF

dz
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dzF

dx
dzFFF

dx
d

qqqpzzyq

pqppzzxq

+++=

+++=

14. Агар ò ¢
0

0

),,(
x

x

dxyyxF   функционалда F=F(x,y) яъни y¢  га богликмас

булса, куйидаги тасдиклардан кайси бири уринли?
*А) Эйлер тенгламаси Fy(x,y)=0 куринишда булади ва ушбу вариацион масала умуман
олганда ечимга эга эмас, баьзи истисно холларда ечимга эга булиши мумкин.
В) Эйлер тенгламаси Fy(x,y)=0  куринишда булади ва ушбу вариацион масала хар дам
ягона  ечимга эга
С)  Эйлер тенгламаси Fy(x,y)=0 куринишда булади ва ушбу вариацион масала чексиз
куп ечимга эга
D) Эйлер тенгламасини ечиб булмайди
Е) Эйлер тенгламани ечиб булади, бирок бу ечим вариацион масаланинг ечими
булмайди.

15. dxyyxA
x

x

21),(
1

0

¢+ò   функционал учун трансверсаллик шартини ёзинг

*А) 0
1

)1)(,(
2

=
¢+

¢¢+

y
yyxA j

В) 0
1

1
2

=
¢+

¢¢+

y
yj

С) A(x,y)=0
D) 1+y12=0

E) Æ

16. Ушбу ò ¢
1

0

),,(
x

x

dxyyxF  функционалда унг чегаравий шарт (x1,y1) нуктада бирор

Y1=j(x1) чизик устида силжисин. Трансверсаллик шартини ёзинг.
А) [ ] 0)(

1
=¢+¢+

=¢ xxyx FyF j

В) F+(j1-y1)Fy¢=0
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C) [ ] 0)(
1

=¢+¢-
=¢ xxyFyF j

D) [ ] 0)(
1

=¢-¢+
=¢ xxyx FyF j

* E) [ ] 0)(
1

=¢¢-¢+ =xxyFyF j

17. f(x) функция [a,b] кесмада аникланган булиб, x*Î[a,b] нуктада узининг
минумига эришсин.
Куйидаги шартлардан кайси бири бажарилганда f(x) функция унимодaл
функция дейилади?
*А) f(x) функция x* дан унгда усади,  чапда камаяди
В) f(x) функция x* дан унгда камаяди, чапда усади
С) f(x) функция [a,b] кесмада усувчи
D) f(x) функция [a,b] кесмада  камаяди
Е) f(x) функция [a,b] узгармас

          18. f(x) функция [a,b] да унимодал функция бўлсин. d- етарлича кичик
мусбат сон. Тенг иккига булиш  усулида с ва d нукталар кандай формулалар
билан аникланади?
 A) c= 22 , dd ++=-+ badba
 B)  c= 22 , dd ---- = baba d
 C)   c= 23 , dd ++-+ = baba d
*D) c= 22 , dd ++-+ = baba d
E)c=a+b-d ,  d=a+b+d

19 . f(x) функция [a,b] кесмада  унимодал функция бўлсин. «Олтин кесим»
усулида c ва d  нукталар кайси формулалар билан аникланади?
*А) c= ))53()15((2

1 ba -+-   d= ))15()53((2
1 ba -+-

В) c= ))53()15((2
1 ba -++    d= ))15()53((2

1 ba -+-

C) ( )( ) ( ) ( )( )badbaс 1553
2
1....53)15(

2
1

++-=-++=

D) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )badbaC 1553
2
1....5315

2
1

---=---=

E) ( ) ( ) ( ) ( )badbaC 1553....5315 -+-=-+-=

20. f(x) функция [a,b] кесмада аникланган бўлсин ва a≤с<d≤b бўлсин. f(x)
функция [a,b] кесмада каварик булиши учун кайси шарт бажарилиши лозим:
А) f(ac+(1-a)d)<af(c)+(1-a)f(d),  0≤a≤1
B) f(ac+(1-a)d)≤af(c)+(1-a)f(d),  0<a≤1
*C) f(ac+(1-a)d)≤af(c)+(1-a)f(d),  0≤a≤1
D) f(ac+(1-a)d)<af(c)+(1-a)f(d),  0<a<1
E) f(ac+(1+a)d)<af(c)+(1+a)f(d),  0≤a≤1
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21. I - {1,…,n} тўпламнинг кисм тўплами бўлсин.

Isx

mlibxa

bibxa

s

n

k
ikik

n

k
ikik

Î³

+==

=£

å

å

=

=

,0

,,...,1,

,,...,1,

1

1

 шартлар бажарилганда nn xcxcxcxf +++= ...)( 2211   функцияни миниминациялаш
масаласи нима деб аталади.
*А) Чизикли программалаштиришнинг умумий масаласи
В) ЧП нинг асосий масаласи
С) ЧП нинг бош масаласи
D) ЧП нинг каноник масаласи
Е) ЧП нинг стандарт масаласи

22.  f(x)=c1x1+c2x2+…+cnxn мақсад функцияни минимизациялаш хакидаги
ЧП нинг умумий ва бош масалалари бир-биридан нимаси билан фарк килади.
*А) Умумий масалада xs³0 шартлар сони n  тадан куп эмас,  бош масалада эса n  тага
тенг.
В) Умумий вa бош масалалар аслида битта нарса

С) Умумий масалада å
=

£
n

k
ikik bxa

1
 шартлар l та (l<m), бош масалада эса бундай

шартлар катнашмайди
D) Умуми й масалада xs³0 шартлар сони n тадан кам, бош масалада          факат n та
Е) Умумий вa бош масалаларни таккослаб булмайди.

23. f(x)=c1x1+c2x2+…+cnxn мақсад функцияни минимизациялаш хакида

киноник масалада å
=

=
n

k
ikik bxa

1
шартлар сони нечта?

*А) n тадан куп эмас
В) n тадан кам
С) n тадан куп
D) n та
Е) бундай шартлар катнашмайди

24. Клебшнинг зарурий шартини келтиринг, яъни агар y(x) функция

изопериметрик масалада ò ¢
1

0

),,(
x

x

dxyyxF  функционалга экстремум киймат берса, y

холда бу функциянинг иккинчи вариацияси d2J  кандай киймат кабул килади.
А) d2<0
B) d2J≤0
C) d2>0
* D) d2 =0
 E) d2J³0

          25. Ушбу   f(x)=-4x1-x2+x3
2®min;

j1(x)=x1
2+x2

2+x1x3-1≤0
j2(x)=x1

2+x2
2-2x2≤0

j3(x)=-x1+x2+x3≤0,  x1,x2,x3³0  масалада x0=(Ö3|2,1|2,0) нукта
ёрдамида  эгар нуктани топинг.
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÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

2
1,

2
3,0)

0,
2
3,

2
1)

0,
2
1,

2
3)*

C

B

A

D) (0,0,0)

Е) Æ

          26. ò +=
1

0

121)( dxyeyJ x  функционалнинг экстремалларини топинг

*А) y=c2+arccos (c1e-x)
B) y=arccos (c2+c1e-x)

C) ,
1 2

2

1

x

x

ec

ec
y

-

-

-
=

D) y=c2+arcsin(ce-x)
E) y=arcsin(c2+c1e-x)

27. ò +¢¢-=
b

a

x dxeyyyJ )16()( 22
 функционални экстремалини топинг

А) экстремаллари йук
B) y=c1ex+c2e-x+c3sinx+c4cosx
C) y=c1ex/2+c2e-x/2+c3sinx/2+c4cosx/2

D) y=c1e-2x+c3e-2x+c4sin 2x
*E) y=c1e2x+c2e-2x+c3cos2x+c4sin2x

28. J(y1,y2)= ò <<<¢¢+¢+¢
b

a

badxyyxyyx 40)( 21
2

2
2

1  функционалнинг

экстремалларини топинг.
*А) y1=(-c1+c2)ln(4-x)+c1lnx+c3 y2=(2c1-2c2)ln(4-x)+c4
B) y1=c1ln(4-x)+c1lnx+c3                 y2=c2ln(4-x)+c4
C) y1=c1lnx+c3                                  y2=c2lnx+c4
D) y1=(c1+c2)ln(4-x)+c1lnx+c3         y2=2(c1-c2)ln(4-x)+c4
E) y1=c1sinxlnx+c3                           y2=c2lnc4x

29. Ушбу y(0)=0, y(1)=5, ò =
1

0

1xydx  шартлар бажарилганда ò ¢
1

0

2dxy

функционалнинг экстремалини топинг
А) y=x2+x+1
B) y=5x5

C) y=x2

*D) y=5x3

E) y=5x3+3x+1
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30. Ушбу y(0)=0,  (x0-1)y2(x0)+2=0  бажарилишда ò ¢
1

0

2
x

dxy  чегаралари

силжишли функционалнинг экстремалларини топинг

А)
2
1, 1 =±= xxy

В)
2
1,4 11 == xxxy

*С) 5,0,4 1 =±= xxy
D) 1,2 == xxy
E) ;1, == xxy

31. ò ¢
1

0

),,(
x

x

dxyyxF  функционал учун иккинчи зарурий шарт -  Лежандр

шартини ёзинг.
А) Fy¢y¢≤0
B) Fy¢y¢>0
*C) Fy¢y¢³0
D) Fy¢y¢<0
E) Fy¢y¢к0

          32. Дидона масаласи. Берилган узунликдаги ёпик чизик билан
чегараланган энг катта юзали фигурани топинг
А) мунтазам n бурчак
В) квадрат
С) мунтазам учбурчак
*D) доира
 E) масала ечимга эга эмас

33. ( )ò ò +
D

yx ydxuu a22  функционал  учун Эйлер-Остроградский тенгламаси

кандай куринишда булади.
*А) Uxx+Uyy=0  Лаплас тенгламаси
В) ),( yxFUU yyxx =+  Пуассон тенгламаси
С) Uxx-Uyy=0 тулкин тенглама
D) Uxx-Uy=0  параболик тенглама
E) Uxx

2+Uyy
2=0  бигермоник тенглама

34. ò -===££-=¢=¢®
1

0
2212211 1)1(,0)0(,1)0(,12,,min; xxxuuxxxdtx

масалада оптимал бошқарувчи жараённи топинг

*А)

2
3

1
2 5

2 3

1, 0 /
2( )

2/ 2 / , 1;
3

t t
x y

t t t

ì - + £ £ïï= í
ï - + £ £
ïî
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B)

2
3

1
2 5

2 3

1, 0 /
2( )

2/ 2 / , 1;
3

t t
x y

t t t

ì - - £ £ïï= í
ï - + £ £
ïî

C)

2
2 3

1 2
2

1, 0 /
( ) 2/ 2 , 1;

3

t t
x y

t t t

ì- + £ £
ï= í

- £ £ïî

 D)

2
2 3

1 2 5
2 3

1, 0 /
( ) 2/ / , 1;

3

t t
x y

t t

ì- + £ £
ï= í

+ £ £ïî

 E)

2
2 3

1 2 5
2 3

2, 0 /
( ) 2/ 2 / , 1;

3

t t
x y

t t t

ì - + £ £
ï= í

- + £ £ïî

35. Ушбу ( ) min, ( ) 0f x g x® =   масала учун Лагранж функцияси

0( , ) ( ) ( )F x f x g xl l l= +  бўлсин. Агар X-´нисбий минумум нуктаси булса, ( , )F x l
кандай шартни каноатлантиради.

А) ( , ) 0F x l =

*В) 0df
dx

=

 С) 0, 0df df
dx dl

= =

  D) 0df df
dx dl

+ =

Е) 0dfF
dx

+ =

36. Оптималлаштириш масаласида * * * *( , ) ( , ) ( , )F x F x F xl l l£ £   шартни
каноатлантирувчи * *( , )x l  нукта нима деб аталади.
А) Максимум нукта
В) Минумум нукта
*С) Эгар нукта
D) Энг четки нукта
Е) оптимал нукта.
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2-вариант.

1. Вариацион хисобнинг асосий масаласи бу
*А) Аник интеграллар билан ифодаланган функцияларнинг энг катта ва энг кичик
кийматларни топиш масаласидир
В) Аникмас интеграллар билан ифодаланган функционалларнинг экстремал
кийматларин топиш масаласидир
С) Бирор функциянинг энг катта ва энг кичик кийматларини топишдир
D) Аник интеграллар билан ифодаланган функционалнинг бирор кийматини
хисоблаш топиш масаласидир
Е) Каррали интегралларни хисоблаш масаласидир

2. Кидирилаётган функциянинг юкори тартибли хосилаларини хам уз

ичига олган ò=
1

0

),...,,,( )(1
x

x

n dxyyyxFJ  функционал учун Эйлер тенгламасини

топинг?

*А) ( )... ( 1) 0n

n
n

y y n y

d dF F F
dx dx¢- + + - =

В) 0)1(... )1(2

2

=-+++- -¢ nyn

n
n

yyy F
dx
dF

dx
dF

dx
dF

С) 0=- ¢yy F
dx
dF

 D) 0)( =- nyn

n

y F
dx
dF

 E) 0)1( =÷
ø
ö

ç
è
æ - -nyy F

dx
dF

dx
d

3. Ушбу G(x,y,z)=0 тенгламани ва y(x0)=y0;     z(x0)=z0,
     y(x1)=y1;     z(x1)=z1

чегаравий шартларин каноатлантирувчи y=y(x) ва z=z(x) чизиклар орасидан

ò ¢¢=
1

0

),,.,(
x

x

dxzzyyxFJ  интегралга экстремум киймат берадиган иккита y(x) ва

z(x) чизикларни топиш масаласи
А) Шартсиз экстремум масаласи
*В) Шартли экстремум масаласи
С) Чегаравий шартли масаласи
D) чегаравий масала
E) Изопериметрик масала дейилади

4. dxyyxA
x

x

21),(
1

0

¢+ò   функционал учун трансверсаллик шартини ёзинг

*А) 0
1

)1)(,(
2

=
¢+

¢¢+

y
yyxA j

В) 0
1

1
2

=
¢+

¢¢+

y
yj

С) A(x,y)=0
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D) 1+y12=0
E) тугри жавоб йук

5. Брахистохрона хакидаги  масала кайси функционални урганишга
келтирилади?

А) ò
+

=
1

0

21x

x

dx
y
y

J

В) dx
y

yx

x
ò

+1

0
1

21

С) ò
-

=
1

0
1

121x

x

dx
y

y
J

*D)
1

0

21x

x

yJ dx
y

¢+
= ò

E) ò +=
1

0

121
x

x

dxyJ

6. I - {1,…,n} тўпламнинг кисм тўплами бўлсин.

Isx

mlibxa

bibxa

s

n

k
ikik

n

k
ikik

Î³

+==

=£

å

å

=

=

,0

,,...,1,

,,...,1,

1

1

 шартлар бажарилганда nn xcxcxcxf +++= ...)( 2211   функцияни минимизациялаш
масаласи нима деб аталади.
*А) Чизикли программалаштиришнинг умумий масаласи
В) ЧП нинг асосий масаласи
С) ЧП нинг бош масаласи
D) ЧП нинг каноник масаласи
Е) ЧП нинг стандарт масаласи

          7.  a- берилган сон бўлсин. ò =¢=
1

0

),,(1

x

x

adxyyxGJ  тенгликни

каноатлантирадиган  барча y(x) чизиклар ичидан dxyyxFJ
x

x
ò=

1

0

).,( 1  интералга

экстремум киймат берадигонини ажратиб олиш масаласи
А) Энг кичик сирт хакидаги масала
В) брахистохрона масаласи дейилади
С) геодезик чизиклар масаласи дейилади
*D) изопериметрик масала дейилади
Е) геометрик оптика масаласи
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8. ò ¢
1

0

),,(
x

x

dxyyxF  функционал учун иккинчи зарурий шарт -  Лежандр

шартини ёзинг.
А) Fy¢y¢≤0
B) Fy¢y¢>0
*C) Fy¢y¢³0
D) Fy¢y¢<0
E) Fy¢y¢=0

9. Оптималлаштириш масаласида * * * *( , ) ( , ) ( , )F x F x F xl l l£ £   шартни
каноатлантирувчи * *( , )x l  нукта нима деб аталади.
А) Максимум нукта
В) Минумум нукта
*С) Эгар нукта
D) Энг четки нукта
Е) оптимал нукта.

10. 0)(...)(,)( 10 ===® xfxfextrxf m

масала учун Лагранж функциясини тузинг.

А) å
=

+=
m

k
kk xfL

0
0 )(ll

*B) å
=

=
m

k
kk xfL

0
)(l

С) å
=

+=
m

k
kk xfL

1
0 )(ll

D) å
=

=
m

k
k xfL

0
)(

Е) å
=

-=
m

k
kk

k xfL
0

)()1( l

11.  Кун-Таккер теоремаси кайси масалага кулланилади.
А) ночизикли программалаштириш масаласига .
Б) Дидона масаласига
С) Аполлоний масаласига
*D) каварик программалаштириш масаласига
Е) оптимал бошқариш масаласига

12. Вариацион хисобда Эйлер тенгламасининг    ечими нима дейилади
А) Чизик
*В) Экстремал
С) Экстремум
D) Эйлериан
Е) Якабиян



78

13. x(t)  ихтиерий узлуксиз дифференциалланувчи функция булиб
][,0)()( 1,010 ttttxtx Î==  бўлсин ва ],[),( 10 tttta Î  узлуксиз функция булиб

ò =
1

0

0)()(
t

t

dttxta  бўлсин.

У холда 0)( =ta  булади.
Мазкур тасдик кандай номланади.
А) Ньютон тенгламаси
В) Лагранж тенгламаси
С) Коши  леммаси
*D) Вариацион хисобнинг асосий леммаси
Е) Ферма теоремаси.

13. x(t)  ихтиерий узлуксиз дифференциалланувчи функция булиб
][,0)()( 1,010 ttttxtx Î==  бўлсин ва ],[),( 10 tttta Î  узлуксиз функция булиб

ò =
1

0

0)()(
t

t

dttxta  бўлсин.

У холда 0)( =ta  булади.
Мазкур тасдик кандай номланади.
А) Ньютон тенгламаси
В) Лагранж тенгламаси
С) Коши  леммаси
*D) Вариацион хисобнинг асосий леммаси
Е) Ферма теоремаси.

15. Динамик программалаштириш назарияси качон ва ким томонидан
ривожлантирилган .
А)А.А.Самарский xx-аср 50-йиллари
В) XX-аср бошларида В.И.Романовский
*С) XX-аср 50-йилларида Р.Беллман
D) XX- урталарида Кук ва Таккер томонидан
Е) Барча жавоблар тугри

16. Ресурсларни таксимлаш масаласининг математик моделини езинг.

А) å å
= =

®
n

i

n

i
iii cxxf

1 1
,max,)( p

В) å å
= =

=®
n

i
i

n

i
iii nixcxxf

1 1
,1,0,max,)( pp

 *С) å å
= =

=³=®
n

i
i

n

i
iii nixcxxf

1 1
,1,0,max,)(

D) å å
= =

=³=®
n

i
i

n

i
iii nixcxxf

1 1
,1,0,min,)(

  Е) å å
= =

=³=®
n

i
i

n

i
iii nixxxf

1 1
,1,0,0min,)(
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17. Умумий масалани

0,0
1223

42
023
max2

21

21

21

21

21

³³
£+-

£+-
£+

®+

xx
xx

xx
xx

xx

 геометрик усуда ечинг.

А) (4;2)
В) (3;5/2)
*С) (2;3)
D) масала ечимга эга эмас
Е) (8;0)

18.Ушбу   масала учун Лагранж функциясини тузинг:

2
2

max

32

21

3221

=+
=+

®+

xx
xx

xxxx

А) 1 2 2 3 1 1 2 2 2 3( ) ( )F x x x x x x x xl l= + + + + +
*В) 1 2 2 3 1 1 2 1 2 3( 2) ( 2)F x x x x x x x xl l= + + + - + + -
С) 1 1 2 2 2 3( ) ( )F x x x xl l= + + +
D) 1 1 2 2 2 3( 2) ( 2)F x x x xl l= + - + + -
Е) 1 2 2 3F x x x x= +

19 . f(x) функция [a,b] кесмада унимадал функция бўлсин. «Олтин кесим»
усулида c ва d  нукталар кайси формулалар билан аникланади?
*А) c= ))53()15((2

1 ba -+-   d= ))15()53((2
1 ba -+-

В) c= ))53()15((2
1 ba -++    d= ))15()53((2

1 ba -+-

C) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )badbC 1553
2
1....53115

2
1

-++=++-=

D) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )badbaC 1553
2
1....5315

2
1

---=---=

E) ( ) ( ) ( ) ( )badbaC 1553....5315 -+-=-+-=

20. f(x) функция [a,b] кесмада аникланган бўлсин ва a≤C<d≤b бўлсин f(x)
функция [a,b] кесмада каварик булиши учун кайси шарт бажарилиши лозим:
А) f(ac+(1-a)d)<af(c)+(1-a)f(d),  0≤a≤1
B) f(ac+(1-a)d)≤af(c)+(1-a)f(d),  0<a≤1
*C) f(ac+(1-a)d)≤af(c)+(1-a)f(d),  0≤a≤1
D) f(ac+(1-a)d)<af(c)+(1-a)f(d),  0<a<1
E) f(ac+(1+a)d)<af(c)+(1+a)f(d),  0≤a≤1

21. I-{1,…,n} тўпламининг кисм тўплами бўлсин.

Isx

mlibxa

bibxa

s

n

k
ikik

n

k
ikik

Î³

+==

=£

å

å

=

=

,0

,,...,1,

,,...,1,

1

1

 Шартлар бажарилганда nn xcxcxcxf +++= ...)( 2211   функцияни
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миниминациялаш масаласи деб аталади.
*А) Чизикли программалаш тиришкин умумий масаласи
В) ЧП нинг умумий масаласи
С) ЧП нинг бош масаласи
D) ЧП нинг канокин масаласи
Е) ЧП нинг стандарт масаласи

22.  f(x)=c1x1+c2x2+…+cnxn мақсад функцияни минимизациялаш хакидаги
Ччизикли программалаштириш масаласииннг умумий ва бош масалалари бир-
биридан нимаси билан фарк килади.
*А) Умумий масалада xs³0 шартлар сони n  тадан куп эмас,  каноник  масалада эса n
тага тенг.
В) Умумий вa бош масалалар аслида битта нарса

С) Умумий масалада å
=

£
n

k
ikik bxa

1
 шартлар l  та (l<m),  каноник  масалада эса бундай

шартлар катнашмайди
D) Умуми й масалада xs³0 шартлар сони n тадан кам, каноник  масалада  эса    факат
n-1 та
Е) Умумий вa каноник  масалаларни таккослаб булмайди.

23. f(x)=c1x1+c2x2+…+cnxn мақсад функцияни минимизациялаш хакида

каноник масалада å
=

=
n

k
ikik bxa

1
шартлар сони нечта?

А) n тадан куп
*В) n тадан кам
С) n тадан куп эмас
D) n та
Е) бундай шартлар катнашмайди

24. Клебшнинг зарурий шартини келтиринг, явни агар y(x) функция

изопериметрик масалада ò ¢
1

0

),,(
x

x

dxyyxF  функционалга экстремум киймат берса, y

холда бу функциянинг иккинчи вариацияси d2J кандай кимат кабул килади.
А) d2<0
B) d2J≤0
C) d2к0
D) d2>0
*E) d2J³0

25. Ушбу   f(x)=-4x1-x2+x3
2®min;

j1(x)=x1
2+x2

2+x1x3-1≤0
j2(x)=x1

2+x2
2-2x2≤0

j3(x)=x1+x2+x3≤0,  x1,x2,x3³0  масалада 0
3 1( , ,0)2 2x =

ёрдамида  эгар нуктани топинг.

*А) ( )3 1 1 3 3 1, ,0 ) , ,0 ) (0, , ) ) 0,0,0
2 2 2 2 2 2

B C D
æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

Е) Æ
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26.
1

2

0

( ) 1xJ y e y dx¢= +ò  функционалнинг экстеремалларини топинг

*А) y=c2+arсcos (c1e--x);
B) y=arccos (c2+c1e-x);

C) ,
1 2

2

1

x

x

ec

ec
y

-

-

-
=

D) y=c2+arcsin(c,e-x)
E) y=arcsin(c2+c1e-x);

27. 2 2( ) (16 )
b

x

a

J y y y e dx¢¢= - +ò  функционални экстремалини топинг

А) экстремаллари йук
B) y=c1ex+c2e-x+c3sinx+c4cosx
C) y=c1ex/2+c2e-x/2+c3sinx/2+c4cosx/2

D) y=c1e-2x+c3e-2x+c4sin 2x
*E) y=c1e2x+c2e-2x+c3cos2x+c4sin2x

28. ò ò
D

x ydxZyzzyxF a),,,,(    функционалга экстремум киймат берувчи

zкz(x,y) функция Остроградский тенгламаси { } { } 022 =-- F
dy
dFp

dx
dF  нинг ечими

булади, бу ерда
dy
dzq

dx
dzP ==

,
  ва

*А)
{ }

{ }
dy
dqF

dy
dpF

dx
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dx
d

qqqpqzqxq

pqpppzpxp

+++=

+++=

В)
{ }

{ }
dy
dqP

dx
dpF

dx
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dx
d

qqqpzzqxq

pqppzzpxp

+++=

+++=

С)
{ }

{ }
dy
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dx
d

pqppzzqq

pqppzzpp

+++=

+++=

D)
{ }

{ }
dy
dqF

dy
dpF

dz
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dzF

dx
dzFFF

dx
d

qqqpzzyq

pqppzzxq

+++=

+++=

29. Агар
1

0

( , , )
x

x

F x y y dx¢ò   га богликмас булса куйидаги тасдиклардан кайси

бири уринли?
А) Эйлер тенгламаси Fy(x,y)к0куринишда булади ва ушбу вариацион масала чексиз
куп ечимга эга
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 В) Эйлер тенгламаси Fy(x,y)к0  куринишда булади ва ушбу вариацион масала хар дам
ягона  ечимга эга
*С) Эйлер тенгламаси Fy(x,y)к0 куринишда булади ва ушбу вариацион масала умуман
олганда ечимга эга эмас, баьзис истесно холларда ечимга эга булиши мумкин.
D) Эйлер тенгламани ечиб булмайди
Е) Эйлер тенгламани ечиб булади бирок бу ечим вариацион масаланинг ечим
булмайди.

30.
1

0

2( , ) 1
x

x

A x y y dx¢+ò   функционал учун трансверсаллик шартини ёзинг

*А)
2

( , )(1 ) 0
1

A x y y
y

j¢ ¢+
=

¢+

В) 0
1

1
12

11

=
+

+

y
yj

С) A(x,y)к0
D) 1+y12к0
E) тугри жавоб йук

31. Ушбу ò
1

0

),,( 1
x

x

dxyyxF  функционалда yнг чегаравий (x1,y1) нукта бирор

Y1=j(x1) чизик устида силжисин .Трансверсаллик шартини ёзинг
А) [ ] 0)(

1
=¢+¢+

=¢ xxyx FyF j

  В) F+(j1-y1)Fy¢к0
C) [ ] 0)(

1
=¢+¢-

=¢ xxyFyF j

D) [ ] 0)(
1

=¢-¢+
=¢ xxyx FyF j

* E)
1

( ) 0y x x
F y Fj ¢ =

¢ ¢é ù+ - =ë û

32. f(x) функция [a,b] кесмада аникланган булиб, x*Î[a,b] узининг
минуминига эришсин.
Куйидаги шартлардан кайси бири бажарилганда f(x) функция унимодал
функция дейилади?
*А) f(x) функция x* дан унгда усади,  чапда камаяди
В) f(x) функция х* дан унгда камаяди, чапда усади
С) f(x) функция [a,b] кесмада усувчи
D) f(x) функция [a,b] кесмада  камаяди
Е) f(x) функция [a,b] узгармас

33. f(x) функция [a,b] да унимадол функция бўлсин d- етарлича кичик
мусбат сон. Тенг иккига булиш  усулида с ва d нукталар кандай формулалар
билан аникланади?
 A) c= 22 , dd ++=-+ badba
 B)  c= 22 , dd ---- = baba d
 C)   c= 23 , dd ++-+ = baba d
 D) c= 22 , dd ++-+ = baba d
*E)c=a+b-d ,  d=a+b+d
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34. f(x) функция [a,b] кесмада  функция бўлсин. «Олтин кесим» усулида c
ва d  нукталар кайси формулалар билан аникланади?
*А) c= ))53()15((2

1 ba -+-   d= ))15()53((2
1 ba -+-

В) c= ))53()15((2
1 ba -++    d= ))15()53((2

1 ba -+-

C)
( ) ( )( )
( ) ( )( )bad

bC

1553
2
1

53115
2
1

-++=

++-=

D)
( ) ( )( )
( ) ( )( )bad

baC

1553
2
1

5315
2
1

---=

---=

E)
( ) ( )
( ) ( )bad

baC

1553

5315

-+-=

-+-=

35. Оптимал сузи кандай манони билдирадию.
*А)Энг яхши мукаммал
В) Энг катта
С)  Энг кичик
D)  Энг содда
Е) Энг кичик.

36. Максимум ва минумум топишга доир масалалар кандай масалалар
дейилди.

*А) Экстремал масалалар
В) Иктисодий масалалар
С) Вариацион масалалар
D) Бошқариш масалалари
Е) Максимум масалалари.



84

3-вариант.

1. Оптимал сузи кандай манони билдирадию.
*А)Энг яхши мукаммал
В) Энг катта
С)  Энг кичик
D)  Энг содда
Е) Энг кичик.

             2. Максимум ва минумум топишга доир масалалар кандай масалалар
дейилди.
*А) Экстремал масалалар
В) Иктисодий масалалар
С) Вариацион масалалар
D) Бошқариш масалалари
Е) Максимум масалалари.

              3. Кайси масала вариацион хисобнинг классик изопериметрик масаласи
дейилади.
А) Ньтон масаласи
*В) Дидона масаласи
С) Фалсафа масаласи
D) Архимед масаласи
Е) Оптика масаласи

               4. Геометрик оптикадаги вариацион принцип кайси олим номи билан
аталади.
А) Гюйгенс
В) Торричелли
*С) Ферма
D)Декард
Е)Ньютон
             5. Брахистохрона хакидаги масала биринчи марта  И.Бернулли
томонидан куйилгани          маълум .Шу масаланинг куйилиши яна кимнинг
асарида учрайди .
А) Якоби
В) Гюйгенс
С) Эйлер
*D) Галилей
Е) Учрамайди

            6. Юк ташишнинг оптимал режасини топиш хакидаги масала кандай
аталади.
А) Рацион масалалар
В) Энг тез харакат масаласи
С) Дидона масаласи
D)Брахистохрона масаласи
*Е)Транспорт масаласи

             7 .  Бирлик шарга ички чизилган энг катта хажми цилиндрни топиш
масаласи (Кеплер масаласи)кандай езилади (X-цилиндр баландлигининг ярми)

*А) 10sup,)1(2 2 ££®- xxp
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В) 10sup,)1(2 2 ££®+ xxp

С) 10sup,)
4

1(2
2

££®- xx
p

D) 10sup,2 2 ££® xxp
Е)Бундай масала ечимга эга эмас.

8. ( , )x h  нуктадан +2

2

a
x 12

2

=
b
y  эллипсгача булган энг киска

масофа хакидаги Аполлоний масаласини езинг.

*А) 1inf, 2

2

2

2
22 =+®+

b
y

y
xyx

В) 1inf,)()( 2

2

2

2
22 =+®-+-

d
y

y
xyx iz

С) 1)()(inf,)()( 2

2

2

2
22 =

-
+

-
®-+-

b
y

a
xyx lz

iz

D) inf)()( 22 ®-+- iz yx   Е) 1inf 2

2

2

2
22 =+®+

b
y

a
x

lz

9. Экстремал масалаларнинг асосий  синфларини курсатинг.
а) чекланишлари тенглик ва тенгсизлик булган масалалар.
В) классик  вариацион хисоб.
С) каварик программалаштириш масаласи.
D) оптимал бошқариш масалалари .
*Е) юкоридагиларни барчаси.

10. 0)(...)(,)( 10 ===® xfxfextrxf m

масала учун Лагранж функциясини тузинг.

А) å
=

+=
m

k
kk xfL

0
0 )(ll

*B) å
=

=
m

k
kk xfL

0
)(l

С) å
=

+=
m

k
kk xfL

1
0 )(ll

D) å
=

=
m

k
k xfL

0
)(

Е) å
=

-=
m

k
kk

k xfL
0

)()1( l

11. Кун-Таккер теоремаси кайси масалага кулланилади.
*А) ночизикли программалаштириш масаласига .
Б) Дидона масаласига
С) Аполлоний масаласига
D) каварик программалаштириш масаласига
Е) оптимал бошқариш масаласига
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12. Вариацион хисобда Эйлер тенгламасининг    ечими нима дейилади
А) Чизик
*В) Экстремал
С) Экстремум
D) Эйлериан
Е) Якобиан

13. x(t)  ихтиерий узлуксиз дифференциалланувчи функция булиб
][,0)()( 1,010 ttttxtx Î==  бўлсин ва ],[),( 10 tttta Î  узлуксиз функция булиб

ò =
1

0

0)()(
t

t

dttxta  бўлсин.    У холда 0)( =ta  булади. Мазкур тасдик кандай

номланади.
А) Ньютон тенгламаси
В) Лагранж тенгламаси
С) Дюбуа-Рейман леммаси
*D) Вариацион хисобнинг асосий леммаси
Е) Ферма теоремаси.

14. Оптимал бошқариш масалалари учун максимум принципи качон ва
ким томонидан барпо килинган.
*А) 1953 йилда Л.С.Понтрягин
В) 1850 йилда Л.Эйлер
С) 1980 йилда А.Болтянский
D) 1696 йилда И.Бернулли
Е) 1961 йилда Е.Ф.Мищенко

15. Динамик программалаштириш назарияси качон ва ким томонидан
ривожлантирилган .
А)А.А.Самарский xx-аср 50-йиллари
В) XX-аср бошларида В.И.Романовский
*С) XX-аср 50-йилларида Р.Беллман
D) XX- урталарида Кук ва Таккер томонидан
Е) Барча жавоблар тугри

16. Ресурсларни таксимлаш масаласининг математик моделини езинг.

А) å å
= =

®
n

i

n

i
iii cxxf

1 1
,max,)( p

В) å å
= =

=®
n

i
i

n

i
iii nixcxxf

1 1
,1,0,max,)( pp

*С) å å
= =

=³=®
n

i
i

n

i
iii nixcxxf

1 1
,1,0,max,)(

D) å å
= =

=³=®
n

i
i

n

i
iii nixcxxf

1 1
,1,0,min,)(

Е) å å
= =

=³=®
n

i
i

n

i
iii nixxxf

1 1
,1,0,0min,)(
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17. Умумий масаласи

0,0
1223

42
023
max2

21

21

21

21

21

³³
£+-

£+-
£+

®+

xx
xx

xx
xx

xx

 геометрик усуда ечинг.

А) (4;2)
В) (3;5/2)
*С) (2;3)
D) масала ечимга эга эмас
Е) (8;0)

            18.
2
2

max

32

21

3221

=+
=+

®+

xx
xx

xxxx
 масала учун Лагранж функциясини тузинг.

А) 1 2 2 3 1 1 2 2 2 3( ) ( )F x x x x x x x xl l= + + + + +
*В) 1 2 2 3 1 1 2 1 2 3( 2) ( 2)F x x x x x x x xl l= + + + - + + -
С) 1 1 2 2 2 3( ) ( )F x x x xl l= + + +
D) 1 1 2 2 2 3( 2) ( 2)F x x x xl l= + - + + -
Е) 1 2 2 3F x x x x= +

19. Ушбу ( ) min, ( ) 0f x g x® =   масала учун Лагранж функцияси

0( , ) ( ) ( )F x f x g xl l l= +  бўлсин. Агар X-´нисбий минумум нуктаси булса, ( , )F x l
кандай шартни каноатлантиради.
А) ( , ) 0F x l =

*В) 0df
dx

=

С) 0, 0df df
dx dl

= =

D) 0df df
dx dl

+ =

Е) 0dfF
dx

+ =

20. Оптималлаштириш масаласида * * * *( , ) ( , ) ( , )F x F x F xl l l£ £   шартни
каноатлантирувчи * *( , )x l  нукта нима деб аталади.
А) Максимум нукта
В) Минумум нукта
*С) Эгар нукта
D) Энг четки нукта
Е) оптимал нукта.

21. Бирор a пераметрга боглиг ò ++=
1

0

))()(),()(,()( 11
x

x

dxxxyxxyxFJ ahaha

функциянинг дифференциали булганээ J’(0)a купайтма a нинг кайси
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кийматида ò=
1

0

),,( 1
x

x

dxyyxFJ   функционалнинг берилган вариацион дейилади?

A) a нинг барча кайматларида
B) a¹0,
C) a>0
D) a<0
* E) a=0
22. Кидирилаётган функциянинг юкори тартибли хосилаларини хам уз ичига

олган ò=
1

0

),...,,,( )(1
x

x

n dxyyyxFJ  функционал учун Эйлер тенламасини топинг?

*А) ( )... ( 1) 0n

n
n

y y n y

d dF F F
dx dx¢- + + - =

В) 0)1(... )1(2

2

=-+++- -¢ nyn

n
n

yyy F
dx
dF

dx
dF

dx
dF

С) 0=- ¢yy F
dx
dF

D) 0)( =- nyn

n

y F
dx
dF

E) 0)1( =÷
ø
ö

ç
è
æ - -nyy F

dx
dF

dx
d

23. брахистохрона хакидаги  масала кайси функционални урганишга
келтирилади?

А) ò
+

=
1

0

21x

x

dx
y
y

J

В) dx
y

yx

x
ò

+1

0
1

21

С) ò
-

=
1

0
1

121x

x

dx
y

y
J

*D)
1

0

21x

x

yJ dx
y

¢+
= ò

E) ò +=
1

0

121
x

x

dxyJ

24. ХОY текисликдаги иккита нуктани тутуштирувчи чизиклар орасида
ОХ ук отрофида айлантиришдан энг кичик сиртки эга булганини топиш
масаласи кайси функционални урганишга келтиради?

*А)
1

0

21
x

x

J y y dx¢= +ò

В) ò +=
1

0

121
x

x

dxyyJ
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C) ò +=
1

0

121
x

x

dxyyJ

D) ò -=
1

0

121
x

x

dxyyJ

E) ò +=
1

0

121
x

x

dxyyJ

25. a- берилган сон бўлсин. ò =¢=
1

0

),,(1

x

x

adxyyxGJ  тенгликни

уринлатадигон  барча y(x) чизиклар ичидан dxyyxFJ
x

x
ò=

1

0

).,( 1  интералга

экстремум киймат берадигонини ажратиб олиш масаласи
А) Энг кичиксирт хакидаги масала
В) брахистохронф масаласи дейилади
С) геодезик чизиклар масаласи дейилади
*D) гцопериметрик масаласи дейилади
Е) геометрик оптика масаласи

26. Изопериметрик масала одатда, ушбу
1

0

( , , )
x

x

H x y y dx¢ò   интералнинг лади,

бу ерда
А) H F G= +
В) H G Fl= +
С) 2 2 2H F Gl= -
D) H F=
*Е) H F Gl= +

27. Ушбу ò
1

0

),,...,,,( 11
1

x

x
nn dxyyyyxF  интеграл учун куйидаги тенглaмадан

кайси бирлари голоном богламлар дейилади?
*А) Gs(x,y1,yn)=0   S=1,2,…p
B) Gs(x,y1,y1

1,y2,y2
1,…,yn,yn

1)=0 S=1,2,…p
C) Gs(x,y1¢,y2¢¢,…;,yn

(n))=0       S=1,2…,p
D) Gs(x,y1

1)=0  S=1,2…p;
E) yi(x0)=yi

(0),yi(x1)=yi
(1),I=1,2,…,p

28. ò ò
D

yx ydxzzzyxF a),,,,(    функционалга экстремум киймат берувчи

z=z(x,y) функция Остроградский тенгламаси { } { } 0=-- pp F
dy
dFp

dx
dF  нинг

ечими булади, бу ерда
dy
dzq

dx
dzP ==

,
  ва
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*А)
{ }

{ }
dy
dqF

dy
dpF

dx
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dx
d

qqqpqzqxq

pqpppzpxp

+++=

+++=

В)
{ }

{ }
dy
dqP

dx
dpF

dx
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dx
d

qqqpzzqxq

pqppzzpxp

+++=

+++=

С)
{ }

{ }
dy
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dpF

dx
dzFFF

dx
d

pqppzzqq

pqppzzpp

+++=

+++=

D)
{ }

{ }
dy
dqF

dy
dpF

dz
dzFFF

dy
d

dx
dqF

dx
dzF

dx
dzFFF

dx
d

qqqpzzyq

pqppzzxq

+++=

+++=

29. Агар
1

0

( , , )
x

x

F x y y dx¢ò   га богликмас булса куйидаги тасдиклардан кайси

бири уринли?
А) Эйлер тенгламаси Fy(x,y)=0куринишда булади ва ушбу вариацион масала чексиз
куп ечимга эга
 В) Эйлер тенгламаси Fy(x,y)=0  куринишда булади ва ушбу вариацион масала хар
дам ягона  ечимга эга
*С) Эйлер тенгламаси Fy(x,y)=0 куринишда булади ва ушбу вариацион масала
умуман олганда ечимга эга эмас, баьзи истесно холларда ечимга эга булиши мумкин.
D) Эйлер тенгламани ечиб булмайди
Е) Эйлер тенгламани ечиб булади бирок бу ечим вариацион масаланинг ечим
булмайди.

30.
1

0

2( , ) 1
x

x

A x y y dx¢+ò   функционал учун трансверсаллик шартини ёзинг

*А)
2

( , )(1 ) 0
1

A x y y
y

j¢ ¢+
=

¢+

В) 0
1

1
12

11

=
+

+

y
yj

С) A(x,y)=0
D) 1+y12=0
E) Æ

31. Ушбу ò
1

0

),,( 1
x

x

dxyyxF  функционалда yнг чегаравий (x1,y1) нукта бирор

Y1=j(x1) чизик устида силжисин .Трансверсаплик шартини ёзинг
А) [ ] 0)(

1
=¢+¢+

=¢ xxyx FyF j
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В) F+(j1-y1)Fy¢=0
C) [ ] 0)(

1
=¢+¢-

=¢ xxyFyF j

D) [ ] 0)(
1

=¢-¢+
=¢ xxyx FyF j

* E)
1

( ) 0y x x
F y Fj ¢ =

¢ ¢é ù+ - =ë û

32. f(x) функция [a,b] кесмада аникланган булиб, x*Î[a,b] узининг
минуминига эришсин.
Куйидаги шартлардан кайси ьири бажарилганде S(x) функция унимодел
функция дейилади?
*А) f(x) функция x* дан унгда усади,  чапда камаяди
В) f(x) функция  х* дан унгда камаяди, чапда усади
С) f(x) функция [a,b] кесмада усувчи
D) f(x) функция [a,b] кесмада  камаяди
Е) f(x) функция [a,b] узгармас

33. f(x) функция [a,b] да унимадол функция бўлсин d- етарлича кичик
мусбат сон. Тенг иккига булиш  усулида с ва d нукталар кандай формулалар
билан аникланади?
 A) c= 22 , dd ++=-+ badba
 B)  c= 22 , dd ---- = baba d
 C)   c= 23 , dd ++-+ = baba d
 D) c= 22 , dd ++-+ = baba d
*E)c=a+b-d ,  d=a+b+d

34. f(x) функция [a,b] кесмада  функция бўлсин. «Олтин кесим» усулида c
ва d  нукталар кайси формулалар билан аникланади?
*А) c= ))53()15((2

1 ba -+-   d= ))15()53((2
1 ba -+-

В) c= ))53()15((2
1 ba -++    d= ))15()53((2

1 ba -+-

C)
( ) ( )( )
( ) ( )( )bad

bC

1553
2
1

53115
2
1

-++=

++-=

D)
( ) ( )( )
( ) ( )( )bad

baC

1553
2
1

5315
2
1

---=

---=

E)
( ) ( )
( ) ( )bad

baC

1553

5315

-+-=

-+-=

35. f(x) функция [a,b] кесмада аникланган бўлсин ва a≤C<d≤b бўлсин f(x)
функция [a,b] кесмада каварик булиши учун кайси шарт бажарилиши лозим:
А) f(ac+(1-a)d)<af(c)+(1-a)f(d),  0≤a≤1
B) f(ac+(1-a)d)≤af(c)+(1-a)f(d),  0<a≤1
*C) f(ac+(1-a)d)≤af(c)+(1-a)f(d),  0≤a≤1
D) f(ac+(1-a)d)<af(c)+(1-a)f(d),  0<a<1
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E) f(ac+(1+a)d)<af(c)+(1+a)f(d),  0≤a≤1

36. Ушбу   f(x)=-4x1-x2+x3
2®min;

j1(x)=x1
2+x2

2+x1x3-1≤0
j2(x)=x1

2+x2
2-2x2≤0

j3(x)=-x1+x2+x3≤0,  x1,x2,x3³0  масалада 0
3 1( , ,0)2 2x =  ёрдамида  эгар нуктани

топинг.

*А) ( )3 1 1 3 3 1, ,0 ) , ,0 ) (0, , ) ) 0,0,0
2 2 2 2 2 2

B C D
æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

Е) Æ
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