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Kirish.

Ta’'limni tarbiyadan, tarbiyani esa ta'limdan afprdio Imaydi-bu
shargona garash, sharqona hayot falsafasi.

Bu haqda fikr yuritganda, men Abdulla AvloniyningTarbiya biz
uchun yo hayot yo mamot, yo najot yo halokat, yodsd yo falokat
masalasidir» degan chuqur ma noli so zlarini eskym

Shuning uchun ham mustaqillikning dastlabki yiliEmnoq butun
mamlakat miqyosida ta’lim va tarbiya, ilm-fan, kdslmar o’rgatish
tizimlarini tubdan isloh gilishga nihoyatda kattararat sezila boshladi.
Kadrlar tayyorlash milliy dasturini ishlab chigigiilan bog’lik jarayon
uzoq Yyillar mobaynida bu sohada bir gancha muommeig’ilib
golganini ko'rsatdi. Shuning uchun ham bu og’ir,sialyatli, ammo
hal qilishni aslo paysalga solib bo'Imaydigan islgaidam-bagadam,
izchillik bilan bajarishga bel bog ladik. [1]

Matematika fizika tenglamalari kursini o'rganishda fizika
texnikaning juda ko'p masalalarini ikkinchi taftibxususiy xosilali
differentsial tenglamalar va ularga qo'yilgan cheggyy shartlarda
masalalarni echish usullari o'rgatiladi [2].

Ko'p xollarda  xususiy xosilali differentsidenglamalarning
yechimlarini analitik usulda olish mumkin emas. 8img uchun
yechimni sonli usilda olishga harakat etamiz. @ihmealar usuli
yordamida
Au=-f Puasson tenglamasi uchun chegarviy miasalalgebrik
tenglamalar sistemasiga keltiriladi sistemaningtilia to'rning ichki
tugunlar soniga teng bo’lib u to'rning odimi kicgygan sari ortadi.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differentsial tglama chekli
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chegirmalar  usuli yordamida uch nuqtali tor tangalariga
keltiriladi. U tenglamani oddiy iteratsiya, Zeyde&la matritsaviy
haydash usulidan foydalanib yechish mumkin [4].

Biz ushbu bitiruv malakaviy ishda ikkinchi tartibkususiy
hosilali differentsial tenglamalarga qo’yilganeglaraviy masalalarni
matritsaviy haydash usilidan foydalanib yechisHggafsil to xtab
o'tdik [6]. Bu bitiruv malakaviy ish uch paragrafdayakunlash va
foydalanilgan adabiyotlar tizimidan iborat bo’libirinchi paragrafda
ikkinchi tartibli xususiy xosilali differentsial teglamalarni sonli
yechishning to'g'ri va iteratsiya usillari keltgdn yani Puasson
tenglamasi uchun chegaraviy shartlarda to g rivakt oblastta
yechish ko'rib o'tilgan. Ikki metod uchun ham amftk operatsiyalar
soni Q=0 (N log,N), bunda N-bitta yo'nalish bo yicha tuginlanso
Ikkinchi paragrafda ikki gatlamli iteratsion sxemaja to xtab o'tildi.
Iteratsion metod gandaydir dastlablgi{d yaginlashishdan boshlab
tenglamaning yechimini ketma-ket topishga yordam rabie
Yi,Yo,...YioYke1.. Unda, k-iteratsiya nomeri. .y ning giymati o zidan
oldingi ViYk+1.. Iiteratsiyalar yordamida topiladi.  Agarg.y ni
xisoblashda fagat oldingyiteratsiya foydalanilsa, unda iteratsion
metod bir gadamli, agar olding ikki iteratsiya @@anilsa, unda
iteratsiya metodi ikki gadamli deb nomlanadi. Biayda bir gadamili
iteratsiyalik metod formasi bo'yicha ikki gatlamdixema bilan mos
kelishini ko rsatamiz.

Bitiruv malakaviy ishning uchinchi parafida to'r tenglamalarini

yechishning haydash usilining ayrim to rlari keltjan.



1. Yani kuchli o’zgaruvchi koefitsientlardagi clvegali tenglamani
yechishning oqgim usili.
2. Tsikllik haydash usili. Ularga bog’lig ancha oilar keltirilgan
81. Tog'ri metodlar.
1.1 To g ri va iteratsion metodlar.
Biz elliptik tenglamalar uchun chegarviy masatal chegirmali
approksimatsiyalash  natijasida chizigli algebraikenglamalar

sistemasiga ega bo’lgan edik. (chegirmali yoki tenglamalariga)

AT = D B(x,) (O +F(x), xOg, (1)

OV (%)
Bu yerdaV(x), (2r+1) krest shablonining 2p tuginlar to plami.
Tuginning o' zi kirmaydi&#x.
V(X)-to plamining x tuguni atrofi deb ataymiz. A(X) WA(X, &)-
berilgan tenglama koefitsientlari (1) tenglamaga
Yl =p(x) (2)
chegaraviy shart qo shib yoziladi [3]. Ushbu sistemg matritsasi A

ning tartibi, to'rning tugunlar soni N ga teng. ddi uchun har bir

g arazsiz o zgaruvchipxxy, ...X, (m=h, =...=h,=h) bo’yicha h odim
bilan to'rga NzO(hipj tuginlar soni kerak, bunda p-o’lcham. Ikki va

uch o’lchamda tenglamalar soni katta bo'ladi16f-10° (Mis h=1

sistemaning matritsasi ko'p nollik elementga egalabla va giyin

o zlashtiriladigan matritsaga ega bo'ladi, ya nitmteaning eng katta
xususiy giymatining eng kichik xususiy giymatigesbati judayam
katta (10°C1L0°%).



Elliptik to'r tenglamalarining ushbu o'zgabklariga o'xshagan
sonli yechish uchun tejamli algoritmlar ishlab dbimi talab etadi.
To'g'ri tejamli usuli juda tor, lekin ahamiyatli ‘totenglamalar sinfini
yechish uchun go’llaniladi. Bundan tashqari to gnetodlar iteratsion
usilda operatorni yuqgori gatlamda to rlandirish wchham qo’llaniladi.
Hozirgi paytta Puasson tenglamasini Dekart, polysiftindr, sferik,
koordinatalar sistemasida chegirmalik chegaravigsahani yechish
uchun ikki tejamkor to'g'ri metod bor, ularning ibdtlekompozitsiya-
ya'ni Gaussning ketma-ket yo'q etish usilining mMmkatsiyasi.
Ikkinchisi o°zgaruvchini ajratish metodi ya'ni Ferturlandirishiga
asoslangan. Ikki metod uchun ham arifmetik opeyatai soni Q=0 (K
logoN), bunda N-bir yo nalish bo yicha tugunlar soni.

Yugori ikki metodtan tashgari yana bir to'g'ri metmatritsaviy
haydash usuli kurib o’tiladi. U elliptik chegirmaknglamalarni soha
murakkab bo’lgan holatni tekshiradi. Lekin matwnigahaydash usili
Q=0(N") arifmetik amalni bajarishni va katta xotiraniaia etadi.

Ketma-ket yaginlashish metodining iteratsiysoha erikli bo’lgan
holda, ozgaruvchini koefitsientlar bilan birga umy tenglamalar
uchun qollaniladi. Puasson tenglamasi uchun Dirixiesalasini
G ={0=xq <ly , a=1,2 to’g’ri burchakta ko'rib o’tamiz. G-chegarasi.

0%u  0%u
Bu=g s+ 5 =100 X=066) 06, Ul = () (3)

G dah,h, gadam bilan to g’ri burchakli to'r tuzamiz.
@, ={x,, =(@h,.i,n,)0G, @=0L.N,, hN,=l,, a=12}
Mayli yw={xiri» 0G} torning chegarasi. (3) tenglamaga mos keluvchi
Dirixle masalasining chegirmali masalasi

6



=00, e U =)
A:A1+A2, AqU:yxo(xq, G:1,2 )(4
Yij, = y(i;hy,i,h,)

ko rinishda bo’ladi.

1.2 Ozgaruvchini ajratish metodi.

(4) masalaning yechimini bir jinsli chegaraviy dlerda ko rib o’ tamiz.
Cu=-, uj, =0 5) (
bu erda ¢, (4) masaladagi f tan fagat chegaradagi tugunlarda

% M,1;=1i; =N, -1 giymatga va}% M. i, =11, =N, -1 giymatga o zgaradi.
Mayli u(jho) vaA-xos funktsiya va xos giymat bo’lsin.
(oMt A k=0, h<X; < |>-h; (6)
Hk(0)= p(12)=0

: k7h
u(jhy= [Psink@l p o4 ) 422 k=1,2,3..N»-
kA2 , " N, . . o kmh, K 2l
h; sin > 2

2

ekanligini bila o'tirib (5) masalaning yechimini ypagicha gator

ko rinishda gidiramiz [3].
Y, = $C, (ih)#, (ih,)i=1,2,3....N-1,j=1,2,3...N-1 7)

bu erda $Fure koeffitsienti x=ih, dan garab. (7) ni (5) tenglamaga

olib borib go'ygandan so ' ng

Ly=Lhy+lhy=
3 [t (i) 0, C,0) +C, 10) 0, 4, ()] == - 6, (M) (i)
®)



ga ega bo'lamiz. Bu erdap(ihy), ¢(X) funktsiyasining Fure
koeffitsientlari. ¢y(ih)= S @Gih, ih,) G (ih,),

(6) ni hisobga olib vau, - funktsiyalarining ortogonalligi (8) dan, $i
aniglash uchun quydagi masalaga ega bo'lamiz.

[hCk-AkCi=-0x h<x; < l1-hy

€0)=a(l)=0,  k=1,2,..N>-1 (9)

ko'rinib turganidek gih,), x;=ih; ning funktsiyasi sifatida har bir k
uchun haydash metodi bilan topiladi. Hammasi boMp1l marta
haydash algoritmidan foydalanish kerak. (7) formodayicha ¢(ih,) ni
bila o'tirib (5) masalaning yechimini topamiz.
¢« -Fur e koeffitsientlaridan hisoblash vg -uyechimni topish umumiy

bir formula bilan hisoblab topiladi. Bu erda

P

-1

_ ki ]
Vi -k_leS'”T, ]=1,2,3.N-1
katorning yig'indisini topish mumkin. Uning uahuFur'e

torlandirishining maxsus algoritmi  qo’llaniladi, ayni barcha
ko'rsatilgan yig'indi g=5NlogN arifmetik operatsiyada (NZP oddiy
holda O(Nf) arifmetik operatsiyada hisoblanadi.

Shu bilan birga (4) chegirmalik Dirixle massfang yechimi
to g riburchakda O(NN.log,N>,) arifmetik operatsiyada topiladi. Xususiy
holda, o'zgaruvchini ajratish metodi dekompozitsigegetodi bilan

birgalikta go’llanilishi mumkin.



82. IKki gatlamli iteratsion sxemalar.
2.1. Masalaning qoyilishi.
Mayli birinchi to’r
Au=f (10)
bir jinsli tenglama berilsin. Bunda A:HH chiziqgli operator, haqiyqiy

fazoda skalyar ko paytma va norma ||3/w:y) aniglangan, quydagicha

faraz gilamiz A=A>0, fIH-hohlagan vektor. Dastlab iteratsion
metodning umumiy Xarakteristikasiga to xtaymiz. rdtsion metod
gandaydir dastlabki oy/H yaqginlashishdan boshlab tenglamaning
yechimini ketma-ket topishga yordam beradi,y¥...V«,Yk+1... U holda,
k-iteratsiya nomeri. y; ning qiymati o zidan oldingi W1,
iteratsiyalar yordamida topiladi. Agal.y ni hisoblashda fagatgina
oldingi yx iteratsiya foydalanilsa, u holda iteratsion mebadgadamli,
agar oldingi ikki iteratsiya foydalanilsa, undaratsiya metodi ikki
gadamli deb ataladi. Biz quydagi bir gadamli itsi@ metod formasi
bo’yicha ikki gatlamli sxema bilan mos kelishino ksatamiz [7].
Hohlagan chizigli bir gadamli iteratsion metodO) tenglamani
yechish uchun
Bo=CYitFh,  k=0,1,2,..... (11)
Ko'rinishida yozilishi mumkin. Bu erdaBva g lar N tan olingan
chizigli operatorlar, ular iteratsiya nomeri k-danarazli, ol K[OH-
berilgan funktsiya y - k-chi iteratsiya. (10) tenglamaning k-dan
g arazli anig yechimi (11) tenglamani ganoatlarsttirshart.
(Bc)u=F al ol (Bc)A=F,
o'rinli bo’lganda bajariladi. Bundan kelib chigadi

1) (B-c)™* -teskari operator bor
9



2)  f=A(B-c) R
Hamma vaqt'1k+1 (Bk-c)=A, K =fty+1, k=0,1,2,.. deb olish mumkin,
bundar.,>0-sonli parametr.

Natijada ikki gatlamli iteratsion sxemaning kark formasini olamiz.

Bk yk+1 - yk + Ayk — f’ k = 0,1,2, ..... (12)

k+1
k=0 bo’lganda erkli dastlabki yaginlashishni otarfnollik iteratsiya)
yoOH . B -teskari operator bor bo'lganlikdan (12) dan
MYk T B (AY ) (13)
yaki Y=Y TetB W= YieTer W bu erda y= Ayif, @By
tuzatish. Agar y-iteratsiya belgili bo'Ilsa, u holda.y (13) tenglamadan
topiladi. yo- ni bila otirib ketma-ket yys,,... larni topamiz.
lteratsion metod qiymatga ega agar u yadinlashuxeclsa ya ni
|| Ve-u]|-0, k- da (14)

odatta gandaydig>0 kichkina giymat berib (10) masalaning tagribi
yechimini topamiz.

llylkel] yo-ull (15)
sharti o'rinli bo’lsa hisoblashni to xtatamiz. Buagt amalda tekshirish
uchun noqulay, sababi u belgisiz vektor, va

|| A I=<el| Ayo-fll (16)
sharti bilan almashtirilishi mumkin, bu erda
k=AY -f=Ay-Au

umumiy holda (15) ning o'rniga

lkylb<ell Yo-ulb (17)
bunda D=D>0 - gandaydir operator.
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D=A° deb olib (17 tengsizlikdan (16) ni olamiz=zy,-u qoldiq

uchun tenglama yozamiz. Au=f bo’lganlikdan

B, 21" % 4 a7 =0, k= 012,.... (18)
Tk+1
zoLOH berilgan. Agar B=B, k-dan g arazli bo'lmasa, unda
w=B"r, va
Ll 4 pw, =0, (19)

Tk+1

B

bir jinsli tenglamani ganoatlantiradi. haqigatteam (13) tan
Y= -Tka 1B 1K= Ty O
Bu tenglikning ikki tarafini A operatorini tasattirip, va
Al 1-AY = (AYiaa-f)-(Ay  —f)=l.1- I
1 T =B(Bis1-B™ 1) =B (01 -0
ekanligini hisobka olib (19) tenglamani hosilagrliz [8].
(18) dan korinib turganidek
1E1=S+1Zk, S<+1:E'Tk+1B_1A (20)
bu erda .1 k-gatlamdan k+1 gatlamga o tuvchi operator.
Z, Z-1,---Z1 larni ketma-ket yo q qilib k=n-1 da
ZTnZo, Ti=SSh1.- S (21)
ga ega bo'lamiz. Bu erdg T(18) sxemaning yechuvchi operatori (21)
dan
lh3b=Il Ta Zo b=l Talb [I2 [b yoki
lhZb<an [1% [b . a= [T lb (22)
ni topamiz. Agar gee bo'lsa iteratsiya o'rinlanish sharti to xtatiladi.
Shunday qilib, iteratsiyasi yaqinlashuvchi bo’lrghtekshirish uchun,

yechuvchi T operatorining normasini baholash kerak. Au=f
11



tenglamaning hohlagdiV,} operatorda va hohlagaft,.,;} parametrda
yechish uchun (20) sxema aniq approksimatsiyagaa. égkin g
sxemasKV,} va{twq} lardan g arazli. Shuning uchun, Va 1., larni
shunday qilib saylab o’lish kerak, (20) sxemanieghuvchi operatori
T, ning normasi || db=0, eng kichkina bo’lishi kerak. Shu bilan birga
V ni saylab o’lishda, berilgan @a w1 larni

VUi1=G i, G =V U T (Ay =),
tenglamadan aniglash uchun arifmetik amallarniidhar kamaytish
kerak. Iteratsion metodning asosiy masalasi shmnforat. (12)
korinishidagi hohlagan iteratsion protsesni norkuainishda

BE+AU: f,
dt

nostatsionar tenglamani echishda ikki qgatlamli nsxedeb qgarash

mumkin. Bu erdagt; parametrni

k+1

Leas = Z I

m=1

Vaqtning gadami deb garash mumkin.
Iteratsion sxema va nostatsionar masala uchun axemnasidagi

farq quydagidan iborat.
a) (12) iteratsion sxema (10) tenglamani aniq akgmatsiyalaydi.
Sababi (10) tenglamaning echimi u hohlagan W 1+, larda (12)
tenglamani qanoatlantiradi.
b) Anig echimni olish 1.+, parametrni va ¥ operatorni saylab olish
iteratsiyaning yig'ilish shartiga va arifmetik ahaaning ozligiga
bog’lik. (nostatsionar masalada gadamni sayle chpproksimatsiya
talabiga bog'inadi) Mayli QJ- arifmetik amallarning umumiy soni
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bolsin, yani (12) metod yordamida (10) tenglamairaah berilgane>o

anigligta olish kerak bolsin. Sxemani ydm} va{V,} larni shunday
gilib saylab olish kerak yani @ eng kichik bolsin. Agar n=ij e-

aniglikda oladigan iteratsiyaning minimal soni laolsholda

Q&) = %)Qn =Qun,

k=1

bunda Q k-chi iteratsiyani topish uchun ketadigan amadlani. Q(3)
ning minimumin topish, iteratsiya soni ef( va Q  sonining
minimumini topishga olib keladi.
Agar V. =E-birlik operator bolsa unda (12) aniq iteratsiexema deb
ataladi.

Yik+1 ~ Yk

+Ayk = f, k:0,1,2,.....
Ty+1

hohlagan yJH uchun. Agar \=E bolsa (12) sxema noanig.

2.2 Oddiy iteratsiya metodi.

2
Ty = 23
° VitV (23)
parametrda oddiy iteratsiya metodi quydagi kuridesboladi.
Yer ey py, = 1, (24)
TO
T
Sababj 156055 =0, 11 =7o
Bu erda
_ 20 _
q1_1+p12 _pO (25)
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Bog lanish formulasi (=Ay,—f uchun y,;=Sy, S=E1,A tenglamaga

ega bolamiz. =S bolganlikdan (25) dan otish operatorining na@ima

i;‘; boladi. Oddiy iteratsiya metodi boyicha n- iterghdan

IS][==

keyin =S, |[nlEP ||%|| ga ega bolamizp<e sharti orinli boladi

agar

1

. In(gj

=771 bolsa va my(g)
i
()
Ny (€) = 28 (26)

orinli.

2.3. Maksimum qgiymat printsipi.
Biz endilikda doymiy koeffitsentli tenglamani garatamiz
9, = a*9,, + pI, +yd

Bu tenglamas = e =%t . y

bu erda

- P, E
H="2a2 "7V "4
urniga goyish yordamida

U=a Uy (*)
korinishiga keltiradi. Tenglama echimining makalngiymat printsipi
deb ataluvchi quydagi hossasini keltiramiz [3,4].

Agar u(x,t) funktsiya &t<T va (kx<I yopiq sohada aniglangan va

uzluksiz bolsa va soxaning O<xva O<KT nuqgtalarida FaUy, harorat

tenglamasini qanoatlantirsa u holda u(x, t)funktsiyasi uzuning maksimal

14



va minimal giymatini boshlang'ich vaqt momentida yokix = 0,x = ¢
chegara nuqgtalarida erishadi.  u(x,t)=const bdigztsiya harorat
otkazuvchanlik tenglamasini ganoatlantiradi va umnmaksimal va
minimal giymatiga hohlagan nugtada erishadi.

Bu teoremaga qgarshi kelmaydi, sababi uning sloaryicha agar
maksimal (minimal) giymat oblast ichida erishils@olda t=0 yoki x=0,
x=I da erishiladi.

Bu teoremaning fizik ma'nosi tushinarlik agar p&Ematura
chegarada va boshlangich vagt momentida gqandaydiomdan oshib
ketmasa, u holda jism ichida harorat manbasi bamdsdan katta
temperatura paydo bolishi mumkin emas.

Maksimal giymat uchun teoremaning isbotini kortaraiz.
Teorema isbotini garama-garshidan boshlaymiz u(xft)nktsiyasining
t=0 (C=x<l )yoki x=0, x=I da maksimal giymatini M orqaligglaymiz,
va dandaydir (¥ ty) (0< x<I|, O< t,<T) nuqgtada u(x, t) funktsiyasi
0zining

b(l)=M+e
Maksimal giymatiga erishsin. {xt;) nugtada (13) tenglamaning chap va
ong taraflaridagi belgilarini tekshiramiz. o(xt;) nuqtada funktsiya

uzining maksimal giymaticha erishadigan bolsa ul&ol

Bulishi shart song ugxty) da t=p maksimal giymatga erishadigan bolsa
:—(LL to) =0
(*) ning ong va chap taraflaridan belgilarini salisib ularning har xil

ekanligini koramiz. Bu hali teorema isbotlandi dag emas. Toliq
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du

isbotlash uchun ¢ t;) nugtani topamiz u%(.xg rc.jf‘ﬁﬂraé—'_:: 0
shartini ganoatlanlantirsin. Uning uchun qoshimcha

3(x,t)=u(x,t)+k(f-t) (**)
Erdamga funktsiya kiritamiz k -qandaydir son

7 (X0, 1)=U (%o, fo)=M+¢

va K<k
k>0 sonini kT< eki k<=  buladigandek etib saylab
olamiz.

U holda ¥ (x,t) ningt= 0yakix= 0,x =1 diga maksimal giymati M +-
dan ortib ketmaydi ya 'ni

I(x,t) = M +— (t=0, x=0, x=I)
(**) formulaning birinchi goshiluvchisi M dan ikkichisi ega — dan

ortib ketmaydi. Agar u(x,t) ni chegaralangaxxfl, O<t<T sohada
uzliksiz deb olmasak u holda u(x,t) hech bir gt ozining
maksimum nugtasiga ega bola olmaydi. Har qandayks@ funktsiya
uzining maksimal giymatiga tuyuq sohada erishadgatie teorema
kuchiga kora
1) u(x,t) ozining maksimal giymatiga tog riburchaknipgstin yoki
yon tarafida erishadi va M ga teng boladi.
2) Agar u(x,t) ning giymati kamida bitta nugtada Mndeatta bolsa,
u holda
3) (X ,ip) nugta bor bolib u(x,t) M dan ortib ketmaydigamksimal
giymatga ega boladi

uXig)=M+e, (€>0)
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Bu erda O<y<?, O<t<T hagigattan xam analizdan biz bilamiz f(x)

funktsiya » nugtada (0,) interval ichida min ga ega bolistiwt

3 f
=0, 3

Ox ly=x, dx" lx=u,

of = 0 sharti orinli bolishi zarur.

Shunday etib xnugtada f(x) funktsiya max ga ega bolishi uchun
1) f ' (Xg)=0 2)f (% )<0 bolishi kerak.
Bundan §<T bolganda= =0 agar 10 =T bwlsa = = 0
v(x,t) ning uzluksizligidan u qgandaydir (xt;) nugtada ozining
maksimal giymatiga erishadi. Haqgiygattan ham
9(x1,t1)= 93 (Xq, tg)=M+¢,
Shuning uchunO va 0<x<¢ t=0yokix=0,x= ¢ da (17) formula
orinli boladi (%, ;) nugtada (14) va (15) ga oxshash(x, t,)<O0,
Vi(X1, 1)=0  bolishi shart (16)ni hisobiga olib
(X1, t1)= 1 5 (X1, t1)<0,
i1, ty)= 7 (X, t)+k=k>0
Bundan yxq, t)-& Uw(Xy, t)=k>0 ekanligi kelib chigadi. Demak
U=a Uyy tenglama (¥ t;) ichki nuqgtada ganoatlandiriimaydi.
Shuningdek (13) tenglamaning u(x,t) echimi soxadafi giymati u(x,t)
ning chegaradigi giymatidan oshib ketmas ekan (&0, x=¢) Endi
birinchi chegaraviy shart uchun birdan birlik temesini isbotlaymiz.
Birdan birlik teoremasi
kx< ¢, (=t<T soxada aniglangan va uzluksifxyt) va yp(x,t)
ikkita funktsiya
B U Hi(X ) (0<x<?, t>0)
Harorat otkazgichlik tenglamasini ganoatlantirsabwahil boshlangich
va chegaraviy shartlarini ganoatlandirsa
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1, 0)=Wx(X,0)= (x)
100,1)=W(0, )71 (t)
10, 0) = u2(£,t)= )=, (1)
U holda y(x,t)=ux(x,t)
Bu teoremani isbotlash uchun d(x,t)=ux(X,t)- u(x,t)
funktsiya kiritamiz. w(x,t) va uy(x,t) funktsiyalari @x<1 va
£ va 0<t<T da uzluksiz bwlgani uchun ushbu soxada 9(x,t)ham uzluksizdir.
0 < x < £,t > 0 soxada ikkita echimning ayirmasi sifatida 9(x, t)ushbu
sohada harorat utkazuvchanlik tenglamasining echimi ham bwladi. Shunday
gilib maksimum giymat printsipi ushbu funktsiyaga ham tegishli ya'ni u uzining
maksimal yoki minimal giymatigat = 0 yokix = 0 yokix = { chegarada
erishadi. Lekin shart boyicha
9(x,0) =0, 9(0,t) =0, 9(£,t)=0
Shuning uchun
I(x,t) =0,
ya ni w(x,t) =us(x,t).
Bundan birinchi chegaraviy masalaning echimi yagona
Xossalari.
1. Harorat otkazuvchanlikning ikkita echimj(,t) va y(x,t) lar
uy(X,0)<u,(x,0)
uy(0,t)<uy(0,t), w(#, t)=u2(4,t)
shartlarini ganoatlantirsa u holda barcka9¢ va 0<t<T lar uchun
u,(x,0) <ux(x,t) boladi.
Hagigattan hamd(x,t)=ux(X,t)-uy(X,t) ayirma maksimum giymat
printsipi shartlarini ganoatlandirsa va undan ¢g@sh

9(x,0) =0, 9(0,t) =0, J(£,t)=0 shuninguchun d(x,t) = 0,
18



boladi 0<x<f va0 < t<T.Teskari holda 9(x,t) funktsiya0 < x < ¢ va
O<KT sohada manfiy minimal giymatni gabul gilar edi.

2. Harorat utkazuvchanlikning tenglamasining uchta imch

u(x, t), ulx,t), ulx,t) nar u(x,t) = ulx,t) =ulx,t)

3. shartni t=0, x=0, va

X=f da ganoatlantirsa u holda bu tengsizlik barcha x,va tlar uchun 0<x< -

va (t<T sohada orinli boladi.
Haroratotkazuvchanlikningenglamasining 4(x,t) va uy(x,t) echimlari

uchun |u,(x,t) —u.(x,0)| < ¢,

t =0, x= 0,x = £ datengsizligi bajarilsa u xolda 0<x< £ va 0<t<T shartini
ganoatlantiruvchi barchax va tlaruchun |u,(x,t) —u.(x,t)| < ¢

sharti bajariladi.
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§3. Uch qatlamli iteratsion sxemalar.
3.1 Zeydel metodi.
Noaniqg sxemalar, aniq sxemalarga solishtirgandaigidouladi. Oddiy
noaniq sxemaga Zeydel metodi kiradi. Quydagi cfiizalgebraik
tenglamalar sistemasini garaymiz.
Au=f j26

N
yaki Zaijuj:fi: i=12..N
=1

A matritsasining diogonal elementlari Ag{anoldan fargli dep &0,
guydagi iteratsion metodni yozamiz.
i N
2y D ay =1, 8 #0 (27)
j=1 j=i+l
Bu erda ﬁ?l k-nomerdagi iteratsiya (k+1)- iteratsiyani =1lidan

boshlaymiz.

N
k+1 Kk _
ajy1 +Za1jyj =f;, ;%0
j=2

Bundan y*** nitopamiz. i=2 uchun

k+1 k+1

N
Ay, T tayY,; +Za2jylj(:f21 a,, #0
=3

1

Bizga y*** ning giymati belgili bolganlikdan va&0, bulgani uchun

y,*! ni topamiz va h.z. A matritsasini quydagicha yigii korinishida
yozamiz. -

A=PA+D (28)
bu erda A=(F), g = g agar va j<i va ;=0 agar #i bosh

diogonaldagi quydagi uchburchakli nollik matrits&=4a";),
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ayj= g va j>i va d;=0 agar §i bosh diogonaldagi yuqorgi
uchburchakli nollik matritsa. D={ad;), ;=1 agar j=i ;=0 agar #i
diogonallik matritsa Ushbu belgilashlardan foyd#alaBeydel metodini
guydagicha yozamiz

(AD)Y ™ +ATY=f,  y=(h.y2--Yn) (29)
Bu ikki gatlamli sxemani kanonik turga keltiramiz

(A+D)§-y")+(A+D+A )y =f

yoki (AFD)(Y -y +Ay "=t (30)

uni kanonik forma bilan solishtirib

k+1 k

Bl—+Af=1  Kk=0,1,.n-1 (31)

Tg+1
hohlagan JIH uchun B=A+D, t1,=1 ekanligini topamiz. Sxema
noanig, V-matritsasi uchburchakli va simmetriyathas. (BB -uz-
uziga tuginlash emas).
(u=-¢, xOw, u},=0
Zeydel metodi quydagicha buladi.

k+1 k+1 k+1

Y+ Y Ayt y v, = -h?g,
. . (32)
1_ yili—ll + yit—i + Yilz+1 + Yit+1 +h’g

demex Y= 4

Hisoblash j=1, L=1 tuginlardan boshlanadi. (0,1) va (1,0) tuginlari
chegarada etganlikdary,s  6a  Yo: qiymatlari belgili boladi va
(32) ning ong tarafining barchasi belgili boladi. y** ning giymati
11=1, b=1 tuginda topiladi.
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Undan song ,£2,3,... larni i=1 deb olib ¥ ni quydagi gatorda
topamiz. SongF2,3,... larga otamiz. Natijada“’y turning barcha
tuginlarida topiladi.

Agar A=A>0 operatori 0z-0ziga tuginlash va ong aniglanigaisa
(ong aniglanadi, sababi >E, vi=minA(A)>0) Zeydel metodi
yaqinlashuvchi. Zeydel metodining yaqginlashuv gl baholash

uchun har hil fikr yuritamiz. Masalan agar

Zla” Kqla, |, i=12,...N. (33)
j#i

Bolsa, unda g<1 bolganda Zeydel metodi geometrdgmassiya tezligi

bilan yaginlashadi hagigattan ham
a2t =) 32" - ) %z Formuladan
j<i j>i

Z =y y hatolik uchun

k+1 k+1 k
[ 1l 2 D lay 125 1+ Lay ) e

j<i j>i

k+1
bu erda ||zt M |z] Mayli™®IZ | gandaydir iz da erishgan

1<i<N

u holda |[#Yk=1z0“"Y va

k
1" Il

[Fa=

PUEN |/[|%0 EIEST

i>io i<io

(33) shart boyicha (& matritsasi dioganal bolib topiladi. Bu shart
laplasning chegirmali operatori uchun orinli emaskin Zeydel
metodining yaqinlashuvchiligi bu holda oz-oziga itugchlikdan va A
operatorining ong aniglanganligidan kelib chigadi.

Yugori relaksatsiya metodi.
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Iteratsion protsessni tezlatish uchun Zeydel meiadirlandiramiz yani

(30) formulagaw-parametrini shunday qilib kiritamiz, na’tiyjada

1 k+1 k
(A D)y -y)+Ay =t (34)
Formulaga ega bolamiz. Bu metod relaksatsiya mealetli nomlanadi.

w=1 bolganda Zeydel metodi kelib chigadi. Agar paganmw>1 bolsa u

holda (34) iteratsion protsess yoqori relaksatanodi deb nomlanadi.
(34) ni (31) bilan solishtirib B:(A+éD) , k=1l yoki

VewA+D, 1,=w ga ega bolamiz.
V-operatori 0z-oziga tuginlash emas**'y ni hisoblash algoritmi
uchburchakli matritsani turlandirishga olib keladgar Zeydel metodi

barcha A=A>0 lar uchun orinli bolsa, relaksatsiya metodining
yagilashuvchi bolishi uchun goshimcha®@<2 shartini talab etamiz.

Yaginlashish tezligiw parametrd;n g arazli boladiv uchun nazariy
baho va yaginlashish tezligi urinli, lekin ularnolinish D'A+A™)
operatorining spektrini bilishni talab etadi. Umptsh hamma vaqt
mumkin emas. Shuning uchusparametrni amaliyotta iteratsiya sonini
kamaytish uchun golayli etib saylab olamiz. Bir kijptagi masalalar
sinfini echishda bu metod juda qolayli.

Yugori relaksatsiya metodini iteratsiya soayitha Chebishevning

aniq metodi bilan solishtirish mumkin.

>ng(e), my(e)=0 (%m %J
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3.2. Noaniq iteratsion sxemalar.
Biz hohlagan §1H uchun

Kl _
y -y Tk:]_y + Ay = f (35)
Korinishdagi aniq iteratsion sxemani tadqiq qildik
Buerda yi=Ye-Te1(Ay-f)  formulasi buyicha hisoblandi. Yuqori
relaksatsiya va Zeydel metodizF noaniq sxemaga (31) misol buladi.
Noaniq metodni qollashga toza.y iteratsiyani aniglashda quydagi

tenglamani echish kerak.
BW+1=Fk, R=BYi-Tk+1(AYk-f) (36)
F- oldindan berilgan. Zeydel metodi holinda ¥=D

— 1
uchburchakli matritsa, yuqori relaksatsiya metodin@=(A+—;D)

uchburchakli matritsa.Shuning uchugn,y ni aniglash minimal sondagi
harakatni, modellik masalada esa;y ni aniglash uchun amallar soni
turning tuginlariga proportsional boladi. V-openaga goyiladigan
talab quydagicha

1) iteratsiyaning minimum soni.

2) V-operatorining tejamkorligi: yani ikkinchi taoli chegirmali elliptik
tenglamalar uchun By=F¢

tenglamasining echimi turning tugunlar soniga prégonal arifmetik
amalda topilishi kerak. tf} parametrini optimal saylab olish#¥

bulgan holda noaniq sxemaga utkazilishi mumkin.

k+1 k

yt -y _
B +AY =T 1=0,1,2,.n-1. Dy,0H (37)

T4

B=B>0, A=A >0
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y1B <A<y,B, vi>0 (38)
deb olamiz. Bu shartlar (31) iteratsion metodningmeystvosini
aniglaydi. Zeydel va yuqori relaksatsiya metodiachun % B~ oz-
oziga tuginlash emas operator, unda ular (31) 38 6emeystvoga
kirmaydi. ,=Ay,-f  uchun quydagi bir jinsli tenglamaga ega amiz.
ro=Ayq-fl0H berilgan

Br'“rl—_r"+Ark =0, k=012,..n-1 (39)
K+l

Bu sxema quydagi anig sxemaga ekvivalent

Rer 7R 4w =0, k=012,.n-1 (40)
Z-k+1
oXH
Buerdax=B &, c= B"2AB*?  hagigattan ham V o0z-oziga
tuginlash ong operator bo’lganlikdan B=B0, u holda V-

operatorining koreni & bor bolib
®) =BY>0
(39) tenglamaga B* operatori erdamida tasir gildirib vaEB ™4, ni
almashtirib (40) tenglamani olamiz.
Lemma 1. Mayli
A=A>0, B=B >0, c=B"AB™?

operatorlari berilsin. Unda quydagi operatorlikgsizliklar

V1B <Asy;B, y1>0

y1iE <C<y,E, (41)
ekvivalent.

Isboti.

J=((AyB)y,y)=(Ay,y)-Y(By,y)=(AB*(B"%),B*(B"4))-
25



-y(BY4,BY4)=(cx,x)y(x,x)=((c-yE)x,x) bu erda x=B%.
y (shuningdek-x), N dan olingan erkli vektor bulbkian
J=((AB)y,y)=((cyE)x,x) (42)
deb AyB va cyE operatorlari birdek belgiga ega ekanligi kelilgetdli.
Mayli Ay;B=0 unda (42) day=y, dep olib
J=((c1E)x,x=0 ega bo’lamizz;E lemma isbotlandi.

Bu muzokaraning natijasi quydagicha Au=f tenglamaschish uchun
(31) noanig sxemani qollashy=p tenglamasini
%+ka =9, k=012..n x,0H (43)
anigq sxema bilan echish ekvivalent agar

S=BAB™Y? ¢=BY4 bo’lsa.
Shuning uchun anig sxema bilan olingan barcha afatiji, noaniq
sxemaga o tgazishimiz mumkin.

Uch gatlamli iteratsion sxemalar.

Biz ilgari Au=f operatorlik tenglamani (A tudash operator bilany
va Y, A operatorining chegaralarigNla (bunda B=B>0) echish
uchun ikki gatlamli sxemalarni ko'rib chiggan edik
Endi uch gatlamli iteratsion sxemalardan ko ritamiz. Mayli

Au=f A:HH a4
Tenglamasini 0z-oziga tuginlash, musbat aniglangaeratorda echish
talab etilsin. Uning spektorining chegaralari lilelgpIsin
A=A, ViE<AxYVE,  yi>0 (45)
uch qatlamli iteratsion sxema uch iteratsiyapk ¥ Y« Vva Ye1 Ni
bog'laydi. y., iteratsiya y , Yy« iteratsiyalar orgali anglatiladi. Aniq

sxema odatta quydagicha yoziladi.
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¥+1=(1+0) Sk~ A1+ (1+0) Tof (46)
k=1,2.... ¥y=Syy+1of , hohlagan gi]H uchun bunda S=EsA
ikki gatlamli oddiy iteratsion sxema uchuyg optimal parametr bilan

otish operatori.

=2 p=1 =4
yl+y2’ 1+£ y2

y,-dastlabki iteratsiyani ikki gatlamli oddiy iteysidan topamiz. (46)

(47)

sxemani kuydagisha usulda olamiz.
(44) tenglamani taer holida yozib olib parametrni ||S|| minimal
bo’lgandek etib saylab olamiz.

u=tAu+tf=S(t)u+tf, ST)=E-TA,
Uning uchurmt=t, deb olib

U=QJu+T,f (48)

ga ega bo’lamiz. Bu tenglamani quydagicha yozish nmain.
(1+a)u=(1+a)Su+(1+4a)1of, va songi tenglamaga (&3Su di (146)Sy
ga, au diay, ga almashtirib noaniqg sxemani qo llaynizparametr
iteratsion  minimumlik shartidan olinadi. Biz (46) sxemaning
yaginlashish tezligiga va a-parametrni saylab olishga to qtalib
o'tirmaymiz. Fagat ohirgi natijani keltiramiz. (46 tenglamaga A
operatorini qo’llaymiz, u r =(Ay-f) birjinsli  tenglamani
ganoatlandiradi.

1=(1+0)S f+a rq, k=1,2.. (49)
rn=Sr bunda FAyfJH Bu masala uchumn:pl2 deb olsak

|| AN [[=anl] Ayo-f || (50)
baholash urinli. Bunda
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n 1- :
A, = £, [1+1+’;} mJ (51)

iteratsiya soni uchun quydagicha baholash o.rinli

— N2 2
In1+ln 1+1 '01Eh In£+ln 1+ \/?[h
£ 1+ p} £ 1+¢
nz , Ol n=
|ni 2\/?
P1

da o'rinli. Uch qatlamli sxemada iteratsiya sbingancha ko'b boladi
va ulkan xotirani talab etadi (y ni aniglashday va y.; vektorlarni
xotirada saglash kerakyy, y» larning aniq berilishiga ko proq g arazli.
Shuning uchuy; va Yy, berilsa amalda uch gatlamli sxemadan ko'ra
ikki gatlamli sxemadan foydalangan avzal. Eslataig sxemadan

noaniqg uch gatlamli sxemaga o'tish (46) tenglanfada va B'A va f

va B'f ni almashtirishga olib keladi.

Demak
Y1=(1+0)(E-ToB™A) Yic -0t Yier+(1+0) 1B Af ya'ni
By.1=(1+0)(B-ToA) Yk -0B Y1+ (1+0)Tof (52)
By1=B Yo-ToA Yo +Tof k=1,2,..., yOH berilgan. Agar (48)

tenglamaning o'rniga

Bu=(1e)(Bu-toAu) -aBu+(1+a)tf
tenglikni qo'ysag (52) ni olish mu mkimg, a- lar uchun (47) formula
0'z ku'chida goladi, lekin A-operatorining chegardsta emas N da
bo’ladi.

viB <A<y,B, yi>0 , B=B >0 (53)
Unda (52) masalani echish uchun (50) tengsizlikiga
1| Ay lls™ <an || Ayo-f [I6™ (54)
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baholash o'rinli. Bu joyda,gavvalgidek (51) formuladan aniglanadi.
Eng tez tushish usul
Anig sxema uchun eng tez tushish usuli
Vo=V Tee1(AY-f), k=1,2,..., OyoOH ko rinishida bo’ladi.

Tk+1 parametr quydagi formuladan aniglanadi.

r= ("
. (Ark’rk)’

e = Ayk - f, k = 012,.... (55)

Bu formula N\ da  z=y,-u goldigni minimizatsiyalash shartidan
olinishi mu mkin. ya'ni
r{?af(” Zyin la; 1 z][,=+/(AzZ 2) Z=Y-U

goldig uchun  Z1=z-Tw1Azx  tenglamaga ega bulamiz. =AYz,
deb olib
Vit 1=V Tir 1AV (56)
ga ega bo'lamiz. Normaning kvadratini hisoblab toa
Ve 1] P=1 [Vl P-2Tea(Vie AVIQ+ T AV P (57)

2
r{TTlaXII Zea I shartidan

k+1

- (Ao Vi)
| Av, IP

k+1

(58)

ga ega bo’'lamiz. Quydagi baholash orinli.
W <p"o | vl {59
Endi v danz= A4, ga o'tish goldi.

AZ=AWY-U)=AY= i, (A v=IAZIP=IIIE, - TAIP=(A 1y, 1)
ekanligini hisobga olib (58) ni (55) ko'rinishigdito kelamiz. (59

tengsizlikdan
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Iul=p o |l Yo-ulh (60)
sababi WE=(Vn V)=( A 0, Z)=11Z]fA Shunday qilib Nda
eng tez tushish usuli.,

Yirr 7Y _ _
B%+Ayk = f, k = 012,.... DyoDH (61)
k+1

ko rinishda bo’ladi. Yuqgoridagi usul bo'yicha

__(n,w)

-l _ B
Ty = (AWk’Wk)’ w, =BT, o =Ay, - f (62)

ega bo’lamiz. Agay,B <A<y,B, y:>0 , sharti o'rinlansa

Il A¥f |l <an|| Ayo-f | baholash orinli bo'ladi.

O z-0 ziga tuginlash emas operator yordamida tenghaani eshish
Au=f, AH-H tenglamasini ko'rib o'tamiz. Bu joyda A-
musbat aniglangan 0°z-o'ziga tuginlash emas chizmperator.

Dastlabki ikki gatlamli doimiy parametrga ega sxeisafoydalanamiz.

Yirr 7Y _ =
%+ Ay, = f, k=0L2,... ny,OH (63)

Iteratsiyaning yaginlashish tezligini baholash wrelx.,=Sz, S=E1A,
k=0,1,2,.., 20H birjinsli tenglamani ko'rib o' tamiz. Bu joyda lga
Z&YU  bundan izl =[S 4l

t-parametrini  max||S(7)||  shartidan saylab olamiz. Mayli A va'A

operatorlarning quydagi chegaralari berilsin.
AyiE yani (AyyevillyIf  yi>0
= yani Ay llylf . v.>0 (64)
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B=B bo’lganda ikkinchi shart €y, E ge teng kuchli Zy,= 0 deb
olib.
ISYFEIlyTAYIP=llylf-2T(Ay.y)+ TllAYIF<llyIf-2(Ay, )+
TYo(AY,Y)=
=lylf-t2 v Ay, y)s [ly[F1Ty,) wllylf=(1-2tyi+1° yay)
lyIf
yani ||Sfl-2ty;+1° vy, uchxadning minimumlik shartidam ni

topamiz.

=5 lIsfe@-vaty), IS¢ 1=, 6= (65)

Vi va Y, parametr o'rnigan, Yo, Yz uch parametr berilgan holatni
ko' ramiz. Endi A ni A simmetrik operatorlar yig indisi ko rinishida va
A1 kosimmetrik operatorlarning yig indisi ko rinistaidko ramiz.

AA+AL, A=1/2(A+AT), Aj=1/2(A-A") (66)
Ao =Ao, Al =-A1, (Ax,x)=-(x,AX)=0 ya ni (Ax,X)=(AX,X)
A-operatori
ViE SAcsY:E , [|AlEYs (67)
shartin ganoatlantiradi. Bunda y,>y;>0 vays=0 berilgan sonlar.
zv+1=(E-TA)z, tenglamasini z:=Yx+1-u qoldiq uchun.

Z+1=(E-TA0TAYZ=(BE-TAo) Z +H(1-B)E-TA ]z, (68)

bu joyda 06<1  hohlagan sort va 06 ni shunday etib saylab
olamiz, ya ni ||S||=[TEA-A || minimal bo’lsin.
Uchburchak tezligidan

||Z+2|B[|E/0 Aql| ||Z][+]1(18)z-TA)Z| (69)

Ag-operatori 0 z-0ziga tuginlash wvaE <A<y,E shuning uchun
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r 4 2
max|[E-—A |F — =T =
é I H'Ab IE 0, daeap g yty, (70)
Bu joyda Po=i;{1 f=£—;, unda T =140 (69) ning ung

tomanidagi ikkinchi qushiluvchini ko'rib o tamiz.
11(18)y-TA1y|P=(1-6)"|ly|f-2T(1-8)(A1y.y)+T°| | Agy| P=(1-6)*|ly|f+
|| Agy|P< [(1-8)*+T%s7] [lyIf= [(1-6)*+T°0%s7] Ilylf
Shunday qilibt =148 bo'lganda
KallISI I, IS4 1(0)
§)=0po+1-07+6%2, =z} (71)

tengsizlik o'rinli. Endi @) funktsiyasining minimumini topamiz.

£(6) = o, - 1-6-a%*f = o - a-a’ gy=176
©Ja-9r+ater 7 Jat+a? 6

f (0)=0 sharti p,va®+a®> =a-a* tenglikni beradi. Undara-uchun

kvadrat tenglama hosil gilamiz. (%)a?-2&a-a%(a’-p,°)=0 uni echib

a_aa"'po\/l_pg +a’

) 1- p?

(ikkinchi koren a va py parametrlarining gandaydir giymatlarida

manfiy bo lishi mumkin)

0=—%_ belgilash kiritamiz
WALREE
|:|2 4 DZ 1- 2 DZ 2 1- 2
ygz_l_Dzle/z’ a? =712[)? = ViVs E :( Po) Ef':l _ 175

(v, +y,)% 1-02 1-02 102 1-02
lldiz osti ifodalanib

0°@-p5) _1-p; _@° bunnan
1-0°2 1-02 02

1pg +a=1-po™+

32



aZ(D_IOO) UM+ p,) 1+0p, 6 = 1 _1_|:|2

a= N 2 1+a = 2 ! - - .
O@-,05) 1-[ 1-0 1+a 1+0p,
Endi
_ 1 1 ,00+a a’
f(@) = \/ .
@ l+0’ @+a)p,

_ _ a’ _1+0p, 1-p¢  p,+0
p§+a-aZ—(1+cr)—(1-p§+<':12)—1+cr—DZ =g T{ogr s PeTioe

ekanligini hisobga olib

+ _rm2
||S|ISM, acap T =T, 10
1+Up, 1+Up,

bo’lganda. Shunday qilib (63) masalani echish uchgar A operatori
(67) shartni ganoatlantirsa }¥kp"|| -u|| baho o'rinli, bunda

1-0°2
0= U+po 0= Vs ’ TZTZM (72)
1+0p, s+ 2 1+Up,

1
In=

iteratsiya soni ”Z_i' Endi 0°z-0°ziga tuginlash B=B0

In—=

"o
operatori bilan birga quydagicha noanig sxemaniika taylik.

BM+ Ay, = f, k=012,.... OyoOH (73)
k+1
Bu xolda quydagi anig sxemaga o tamiz.
X+ 1=X"T(CXi-0)
x=B" vy, , c=B*AB*? ¢= BY¥  va (67) shart S uchun
guydagicha yoziladi.
le SA()SyzB

(BALy, Awy)<ys'(BY.Y) (74)

ya ni IlAv|E™ <vslly|k Unda (72) tenglamaning o'rniga
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lIx-ulk <p"[| W-ulk ga ega bo'lamiz. Au=f tenglamasin o z-
0'ziga tuginlash emas A operatori bilan echish acheng kam

tuzatishlar usulidan foydalansa ham bo’ladi.

r=rt da u va (63) sxemaning tezligidek tezlik bilan
yaginlashuvchi bo’ladi. Anig sxema uchun

M+ Ay, =T, k=012,.... LyoelIH (79)

Z-k+1
Ty+1 parametr

Tin :(Avk—’vkz), o= Ay, —f k=012... (76)
1AV, || SERA R '

Ikl ing minimumlik shartidan formula bo'yicha xisobéat va
bunda A-ning o0 z-0'ziga tuginlashligi hech bir jeydjo’llanilmaydi.
Eng kam tuzatishlar usulida (67) shartning o rirdaida (75) va (76)
formulalar uchun ||Ayf|l<p"||Aye-f|]| baholash o'rinli. Bu joyda .y (75)
masalaning echimi, p- (72) formula bo'yicha aniglanadi. Eng tez

tushish usuli bu xolda go’llaniimaydi. Sababi A-@ziga tuginlash
operator. Noaniq eng kam tuzatishlar metodi uchy4f|ls™ <p” [ly|t™
baho o’rinli.

3.3 Matritsaviy haydash usulining ayrim turlari.

1. Ku chli o'zgarivchili koefitsentlardagi chegirmalik tenglamani
echishning ogim usuli.

Haydash usulining ku chli o"zgaruvchi koefitsentarqo llanilib
echiladigan variantini ko'rib o'tamiz. Bunga hato@tkazuvchilik,
gidrodinamika va magnitlik gidrodinamika masalalkiradi. Bu joyda
harorat o'tkazuvchilik va elektr o'tkazuvchilik Kdsentlari atrofning

termodinamik parametridan g arazli harorat masatida izotermik
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uchastkalar bo’lishi mu 'mkin. U joyda harorat ozbkechilik
bo'Imasligi mu'mkin va izotermik uchastkalar bdilismu mkin, u
joyda harorat o'tkazgichlik cheksiz katta. Ikkindairtibli chegirmali
tenglamalarni echishda, bu masalalarni oddiy hdydasuli bilan
approksimatsiyalaganda aytarlikdek darajada anipilqoladi. Bunday
holda haydash usulini ogim usulidan foydalanibilgit mumkin.
Haydash wusulining bu varianti oddiy haydash usulinrlandirish

natijasida olish mumkin. Shunday qilib quydagi dnegli masalani

ko ramiz.
i#-1-CYi+t+1Yin1=-f; I=1,2,..,N-1 (76)
Y=tiyityr Y=H2YNatY2 (77)
bunda tatatd , >0, Kag<w (78)
1>0, 0,20, 0;+0,<2 Oddiy haydash formulalari (76)- (77)

masala uchun (78) ni xisobga olsak
Fai+lyi+l+[3i+l ’ i:O,l,Z,....N-l,

a'i +1

i ™ 8, ta (1-a;)+d (79)
ai, :
Bin=—(@p + 1) 1=12,.N -1
i+1
Yangi nomalum chegirmali funktsiyani kiritamiz.
w=a(yi1Yi) (80)
va (76) tenglamani (77)-chegaralik shartini
(Q'(Qﬂ'diyi:'fi ’ i:1121"'1N_1 108
a(1-01)ys ten=agvi,  &A(L1-0z2)yn- D2 n=awVve (82)
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(79) ning birinchi formulasiga (80) ni; yning giymatiga o yamiz.

Yi = VYiu +a—1 u xolda quydagiga ega bo lamiz.
i+1

(10 1) Yir1 t041=3+1Bj1 (83)
a;=a(1l-a;), VY= ap; belgilash kiritib (83)ni quydagi ko'rinishda
yozamiz.

oY+ =Y, 84]
(81) dan va (84) dan yni yo qotib
wo=_d o dy —-a. f
"o, +d, a, +d, (85)
a, va vy larni aniglash uchun rekkurent formulalarni yoram
0% lma,y = 2ultloa) yani
Tin =775 a,* 4, (86)
(a, +d,)/a,,,
for 28 =@ 1) =a (¢ 1) = St
yani
_ yi + 1
/4T v (@, + d)/a,, (87)

=1 bo’lganda (82) chegaralik shartning birirsohi (84) bilan
solishtirib

a=a(1-0:), vyi=ay:
(86) va (87) formulalar;al bo’lganda go'layli. Agarisil bo’lganda
(86) va (87) formulalarni quydagi ko rinishda qgjéan maquil.
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a — ai+1(ai +di)
T A, +(a, +d)

(86)

ai+1(yi + f|)
ai+1+(a'i + d|)

Via = (87)

(78) shart urinlanganda (86) va (86jormulalardarm;=0 ekanligi kelib

chigadi. Shunda (85) formuladagiicfri—CIi koeffitsient hamisha kichkina

va wy ni xisoblashda echimning orinliligini ta minlaydy, ni aniglash

uchun quydagi formulalardan foydalanish mu mkijrléo Iganda

— — ai+ yi+1
Yi =0 Yint B, =|1- 1]Yi+ +
1Yin 1 ( a. )" a, (88)
va &l bo’lganda
- Ay - yi + 1
Yi a.+a +d Yis a. +a +d (89)

(88) va (89) dan ko'rinib turganidek haydasinag. (85) va (88)
(89) formula bo'yicha xisoblash uchuw, yy larni xisoblash kerak.
Ular (82) chegaraviy shartning ikkinchi tenglangasi i=N bo’lganda

(84) sharttan aniglanadi.

_ayv, +v N, _ Vnay@-N,) +ayayv?
IN TR A-N,) + N, T =N, + N,
(78) dan bu ikki ifodaning bo’limlari hamisha nahd katta. Endi
oqimlik haydashning asosiy formulasini keltiramiz.
1) a=(1-0:), Vvi=av ni xisoblaymiz

i+di . . e
2) Gi+1 = 1+(a?+di)/ai+1 agar g, =21 larning giymatini i=1,2,...,N-1

uchun ketma-ket xisoblab topamiz. Ya'ni
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ai+1(ali + d|)

ia1<l bo Igandgiﬂ - ai+1+(ai + d|) ’
>1 bo’l d = yi+ T

- 0ganda fi 1+(C)’i+di)/ai+1

i <1 bo'lganda V.., = a,(y+f)

a, +t(a; +d;)

. _ Vo tps/ay
3)a=1 bo’lganda¥Yn 1-0, +0,a, /2,

ayV, +y,
ay (1_D2)+D2aN ,

agar @<l bwlsa¥n =

— YN (1_D2)+0'NV2
1-0,+0a, /ay

agar @=1 bo'lsa &,

_ W @-Oy)ay +av,ay
ay 1-0,) +0,ay

agar @<l Dbo'lsa @,

dv, -a,f
a, +d,

4) i=N-1, N-2,...0 lar uchumw, = 7 W, +
a, +d,

— ai+ yi+
agar a;=1 bo‘lsayi—(l‘ 1in+1+ l,
& 41 &1

iy Y, + —2 + 1 ivmatlarni
ai+1+ai +d| . ai+1+ai +d| qy

a+1<1 bo’lgandaYi =

Xisoblaymiz.

Eslatma 1.

Yugorida fagatgina ;y funktsiyalarini aniglash uchun gina emasw
ogimni xisoblash uchun ham formulalar keltirildj.-akoeffitsentining
katta giymatlarida ogimni w= a(yi.1-y;) formula buyicha xisoblash

aniglikni yo'gotishga olib keladi. Shuning uchunmnhago shimcha
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izlanuvchi funktsiya sifatidawy ogim kiritildi va u (85) rekkurent
formula buyicha xisoblanadi.
2. Tsikllik haydash usuli.
Bu usul chegirmali tenglamaning davriy echimlarit@pish uchun
go llaniladi. Bunday masalalar xususiy xosilalig&amalarni tsilindrlik
va sferik koordinatalar sistemasida taqribiy ectigsthosil bo’ladi.
Fn-Cry1tbryo=-f;
ayi1-GYita+yi=-f, 1=0,1,2,....N-1, (90)
@/N-1-CnYn oy 1=
tenglamalar sistemasini ko'rib o'taylik. Bundayeddgpik masala;g.1-
cGYita.Yi1=-fi, uch xadli tenglamani.a=a , b.n=bi, Gin=Ci, fin=Ti,
shartlarda yn=y;, davriy echimni izlashda hosil bo’ladi.
(76) koeffitsientlari bo'yicha;a0, h>0, ¢> a+b; orinli.

(90) masalani echish formulasini ya ni tsikllik yidash formulasini

keltirimiz.
_ b _ fitap, _ &)
ai+1 - Ci _ aiai , ﬁi+1 Ci _ aiai ’ yi+1 Ci _ aiai (91)
1=0,1,2,....N,
bz 182 a,
a = —, = —, - =
2 c, :82 c, Y, c,

Pi=0is1Pir1tPis1, G=Ai+10i+1HYiv1
I=N-2,...,1.  pna=Bn , Ou1=0n+YN (92)

—_ /8N+1+aN+1101
Yn =
1- Oyl = ViNa

i=0,1,2,....N-1,

, Yi = O T YNNG (93)
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tsikllik haydash usuli o'rinli, sababi (93) masatay echimi (91)

shartlarning bajarilishida o'rnigli, mahrajil~dn+1% ~Vn+1  ifoda W
uchun nolga aylanmaydi.

Hagigattan ham (91),(92) dan ko rinib turganidek
ai<l, v>0, a,ty,<1. ai+yi <1 deb olib

0i+1+yi+1=b'f&yi <b|+?_aiai <1
G -aa G -aa

(94)

(93) va (94) ni xisobga olib \g<1, q<1 ekanligini topamiz.
Barcha aytilganlardad~—an+1% ~¥n+1>0 ekanligi kelib chigadi
Chegirmali tenglamani faktorizatsiyalash usuli
Chegirmalik chegaraviy masala uchun haydash ftasnu
Ly=AxYk-1-CYitBrY1=-Fk k=1,2,.N-1,

¥=N1y1tV1, Yn=Noyn-1HV2 (95)
chegirmalik tenglamani faktorizatsiyalash natijasidlinishi mumkin.
Siljitish operatori T ni Ty= yx+1 deb olib, (95) tenglamaning chap
tomonini kupaytma kurinishida hosil gilamiz.
(b T-A)(akT-E) Yi-1=(bk T-Ax) (OkYk- Yk-1)=
=Dy 0Yk-1-(AkOk-bi) Vit Ax Vi1
bu joyda E-birlik operator, Ey¥ Yy, . Bu ifodani (95) bilan solishtirib
Ow+1 b =By , A oy +b =C¢ ni olamiz. Bundan

b, =C-Ax 0, ni yo qotib

— Bk
ak+1 -
Ck - Akak

(96)

ga ega bo'lamiz. Faktorizatsiyalangan, Td&\,) (0wYk- VYe1)= -F
tenglamani echish quydagicha bo'ladi. Dastlabki
(B-A1)B = b Brra-Ax Bi= R
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tenglamaning ya ni

_ AB R
k+1
Ck - Akak

k=1,2,..N-1 (97)

deb B -funktsiyasi aniglanadi. So'ng

OkYk- Yi-1= Bk yani

V=0 +1Yk+1HBr+1 k=0,1,2,.N-1 (98)
formulasidan y aniglanadi.
Natijada oddiy haydash formulasini xosil qilamiz(97)-(98)
formulalarga

= NoBy +V,

W= N,a, (99)

01=N1, B1=V1,

boshlangish shartlarni go shish kerak. Af@y=vi.1-vx, 0 ng va

OV Vk-Vier chap chegirmali operatorlarini kiritsak, unda
faktorizatsiya operatorini LyEAkYk-1-CuYr+BiYi+1, L=L4L, deb
L.=b, A+vy, L=C0+(0y-1) turlandirish mu mkin. ILoyi= Lyk
tengligi urinli bo'ladi. Agar y=b-Ay, Oy.10=By, A+ By/oy.1=C, deb
olsak. vy va k koeffitsentlarni yuqotgandan so'ng yana (98)-(99)

haydash formulalariga aylanib kelamiz.
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Xulosa.

Yugori o'quv muassosalarida talabalar va isteamtlar
«Differentsial tenglamalar», «Matematik fizika tésngalari» fanini
o rganishda ikkinchi tartibli xususiy xosilali défentsial tenglamalar
ya'ni parabolik, giperbolik va elliptik tenglamalaularga qo yilgan
chegaraviy masalalar bilan ko'b uchiraydi.  Echirko’b hollarda
analitik usulda olish judayam qiyin shuning uchun $onli usullardan
foydalanamiz.

Bu bitiruv malakaviy ishda to'r tenglamalarmatritsaviy haydash
usulidan foydalanib echish yo'li ko rsatilgan.

Bu wusul uch diagonalli matritsalarga ega sisi@m uchun
go llaniladi. (Ular ikkinchi tartibli differentsialenglamalarni chegaraviy
masalalar bilan echishda uchraydi.)

Bunday sistemalar kanonik ko rinishda quydagigoziladi.

RYk-1-CrYict By r=-F k=1,2,.N-1,

OFN1y1t+iy, W=N2Yyn-1HH2
barcha k=1,2,.N-1, lar uchun A0, B#Z0 bu ikkinchi tartibli
chegirmali tenglama ya'ni uch nugtali tenglama debmlanadi.
Matritsaviy haydash usuli chegaraviy tenglamalasoha murakkab
bo'lganda tadqiq giladi. Lekin matritsaviy haydassuli Q=0O(N)
arifmetik amalda bajariladi va katta xotirani talgiladi. Shuning bilan
birga chegaraviy shartlar bilan haydash usulidayddtanib masalani
echkanda haydash matritsasini (Na cha gisgartish mu mkin. Xulosa
gilib aytganda  matritsaviy haydash usulining ba@shgisoblash
usullariga ko'ra ancha yutigga ega ekanligi misoliordamida

ko rsatildi.
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