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1-лекция 

Монотон функциялар 

 1-анықлама.  [ ]ba,  кесиндиде анықланған  ( )xf  функция берилген 

болсын. Егерде ҳəр қандай   [ ]baxx ,, 21 ∈∀   ушын  21 xx <   болғанда  

( ) ( )21 xfxf ≤  

теңсизлик орынлы болса, онда  ( )xf  функция монотон кемимейтуғын 

функция деп аталады. 

 Монотон өспейтуғын функцияның анықламасы ҳəм усыған уқсас 

бериледи.  

 Барлық ҳақыйқый санлар көплигинде берилген ҳəр қандай функция 

ушын  

( )hxfmil
h

+
+→

0
0

   ҳəм  ( )hxfmil
h

+
−→

0
0

 

лимитлер бар болса, онда бул лимитлер сəйкес  ( )xf  функцияның   0x  

ноқаттағы оң ҳəм шеп лимитлери деп аталады ҳəм сəйкес  ( )00 +xf   ҳəм 

( )00 −xf   арқалы белгиленеди. Егер   ( ) ( ) 0 0 00 −=+ xfxf  болса, онда ( )xf  

функция  0x   ноқатта үзликсиз деп айтылады. Егерде   ( )00 +xf   ҳəм  

( )00 −xf    лар бар болып, бир-бирине тең болмаса, онда  ( )xf  функция  0x  

ноқатта биринши түр үзилиске ийе ҳəм ол   ( ) ( ) 0 0 00 −−+ xfxf   айырманың 

мəниси   ( )xf  фуекцияның усы    0x   ноқаттағы секириўи  деп аталады. 

 Монотон кемимейтуғын функцияның функцияның базы-бир 

қəсийетлерин келтиремиз. 

 1-теорема.  [ ]ba,  кесиндиде монотон кемимейтуғын ҳəр қандай ( )xf  

функция усы кесиндиде өлшеўли, шегараланған ҳəм жəмлениўши функция 

болып табылады. 

 2-теорема. Монотон функцияның үзилис ноқатлары тек биринши 

түрдеги болып олар  көпи менен санақлы болыўы мүмкин.  

 Дəлиллениўи. Мейли  0x   ноқаты монотон кемимейтуғын  ( )xf  

функцияның үзилис ноқаты болсын. Енди  0x  ноқатқа шептен жыйнақлы 



{ }nx   избе-изликти аламыз:  00 , xxxx nn <→ , (егер  0x  ноқаты   a  менен 

үстпе-үст  түссе, онда  n   ушын  axn = ).  ( ) ( )0xfxf n ≤  

монотонлығынан   ( )n
n

xfpusl =  бар болады. Енди мейли қəлеген 0>∀ε  

берилген болсын. Анық жоқары шегараның анықламасына көре сондай n′  

номер бар болып,  ( ) ε−>′ lxf n   теңсизлиги орынлы болады. Мына  

nxx ′−= 0δ   белгилеў кирип,  0n  ди  сондай қылып  0nn ≥  лерде  

δ<− 0xxn   теңсизлиги  орынлы болатуғын етип сайлап аламыз. Сонда 

0nn ≥   лерде  nn xx ′>    болады, сонлықтан  

( ) ( ) ε−>≥ ′ lxfxf nn  

Барлық ўақытта  ( ) lxf n ≤  екенлигинен,  онда  0nn ≥  лерде  

( ) lxfl n ≤<− ε , 

яғный  ( ) .lxf n →  Буннан  

( ) ( )00

0
0

−=

<
→

xfxfmil n

xx
xx

n
n

. 

Тап усындай қылып  

( ) ( )00

0
0

+=

>
→

xfxfmil n

xx
xx

n
n

. 

Кейинги ўақытлары  ( )0, xfω  арқалы  ( )xf  функцияның  0x  ноқаттағы  

( ) ( ) ( )00, 000 −−+= xfxfxfω  

секириўин белгилеймиз.  

 Мейли  kxxx ,.....,, 21   ноқатлары  ( )xf   функцияның үзилис ноқатлары 

болсын (олардың арасында кесиндиниң ушлары ҳəм болыўы мүмкин). Енди 

жəне  −
ix   ҳəм  +

ix    ноқатларын төмендегидей қылып киритемиз: 

bxxxxxxxxxa kk ≤≤<<<<<<<≤≤ +−+−+−
2122111 ..... (егер  ax =1   болса, онда 

ax =−
1 ).  Буннан  [ ]+−

ii xx ,  кесиндидеги функцияның артырмаларының 

қосындысы  ( )xf  тиң  [ ]ba,  кесиндидеги артырмасынан аспайды: 



[ ] ( ) ( )afbfxfxf
k

i
ii −≤−∑

=

−+

1
)()( . 

−
ix   ҳəм  +

ix   лерди  ix  қа умтылтырсақ, онда  кейинги теңсизликте  

( ) ( ) ( )afbfxf
k

i
i −≤∑

=1
,ω .                                               (1) 

−
ix ийе боламыз.  

 Енди функцияның секириўи 1 ден үлкен болған ноқатларды қараймыз.  

(1) ден бундай ноқатлардың саны шекли екенлиги келип шығады. Оларды 

номерлеп шығамыз: 

1
,.....,, 21 nxxx . 

Енди функцияның секириўи  1/2 үлкен, бирақ 1 ден киши болған ноқатлар 

көплигин қараймыз. Жəне олардың саны шекли болады ҳəм оларды номерлеп 

шығамыз: 

.,.......,,
211 21 nnn xxx ++  

Усындай қылып даўам еттирсек, онда функцияның үзилис ноқатлар шекли 

ямаса санақлы болатуғынлығын көремиз.            

 4-теорема. Шептен үзликсиз болған ҳəр қандай монотон функцияны 

бирден-бир усыл менен үзликсиз монотон функция ҳəм шептен үзликсиз 

болған секириў функцияның қосындысы сыпатында жазыў мүмкин. 

 Дəлиллениўи.  Мейли  ( ) ( )∑
<

=
xx

i
i

xfxh ,ω   ҳəм  ( ) ( ) ( )xhxfx −=ϕ , 

буннан  ( ) ( ) ( )xhxxf +=ϕ .  Бул жерде  ,...,.....,, 21 ixxx  - ( )xf   функцияның 

үзилис ноқатлары  ( )xh  ниң монотон екенлиги айқын, онда  ( )xϕ -үзликсиз 

функция екенлигин көрсетиў жеткиликли. 

 Енди  [ ]ba,  кесиндиниң қəлеген  x   ноқатын ҳəм усы ноқатты  

( )εε +−∈ xxx ,   интервал.  (1) формула оның шеп тəрепинде турған қосынды 

барлық үзилис ноқатлар ушын ҳəм орынлы. Соның ушын 



     

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) .0, ≥−−−+=

=−+−−+−+=−−+

∑
+<≤− εε
ωεε

εεεεεϕεϕ

xxx
i

i

xfxfxf
xhxfxhxfxx

                   (2) 

(1) формуладан 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,0 εεωεε
εε

−−+≤=−−+≤ ∑
+<≤−

xfxfxfxhxh
xxx

i
i

         (3) 

буннан,  x  ноқаты  ( )xf   функцияның  үзликсизлик ноқаты болса, онда  x  

ноқаты  ( )xh  тиң ҳəм үзликсизлик ноқаты болады, себеби (3) оң тəрепи нолге 

умтылғанда оның шеп тəрепи ҳəм нолге умтылады. Бирақ сонда 

( ) ( ) ( )xhxfx −=ϕ  функциясы   x   ноқатта үзликсиз болады. 

 Мейли енди  x   ноқаты  ( )xf  -функцияның  секириўи   ( )xf ,ω   тең 

болған үзилис ноқаты болсын. (3) теңсизликте  0→ε   да лимитке өтсек, онда  

( ) ( )xfxh ,, ωω ≤ .                                            (4) 

 Екинши тəрептен,  x   ноқаты  ( )εε +−∈ xxx ,  да жатыўшы  ix   лардың 

биреўи, сонлықтан 

( ) ( ) ( ) ( ) ,,, εεωω
εε

−−+=≤ ∑
+<≤−

xhxhxfxf
xxx i

 

Буннан,  0→ε  да лимитке өтсек, онда  

( ) ( ) .,, xhxf ωω ≤                                                                  (5) 

 

(4) ҳəм (5) ден   ( ) ( ) .,, xhxf ωω =  Бирақ онда (2) көре  

( ) ( ) ( ) 0,,, =−= xhxfx ωωϕω , 

яғный   ( )xϕ   бул ноқатта ҳəм үзликсиз болады. 

(1) формуланы  [ ] [ ]baxx ,, ⊂′′′  қоллансақ, онда  

( ) ( ) ( ) ( ) ,xfxfxhxh ′−′′≤′−′′  

Буннан 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,xxhxfxhxfx ′′=′′−′′≤′−′=′ ϕϕ  

Бул  ( )xϕ  диң монотон екенлигин дəлиллейди.   

 

 



2-лекция 

Монотон функцияның туўындысы 

 Бизге белгили, ( )xf  функцияның туўындысы  

( ) ( ) ( )
h

xfhxfmilxf
h

−+
=′

→0
 

бар болыўы ямаса болмаслығы мүмкин, бирақ төмендеги төрт аңлатпаның 

ҳəр бири анық бир мағанаға ийе болып ол шекли мəниске, ямаса ∞+ ге ямаса  

∞− ге тең:  

( ) ( ) ( )xfD
h

xfhxfmil
h

+

+→
=

−+

0
, 

( ) ( ) ( )xfD
h

xfhxfmil
h

+
+→

=
−+

0
, 

( ) ( ) ( )xfD
h

xfhxfmil
h

−

−→
=

−+

0
, 

( ) ( ) ( )xfD
h

xfhxfmil
h

−
−→

=
−+

0
. 

fD+ , fD+ , fD−  ҳəм   fD−  санлар f  тиң x  ноқаттағы туўынды санлары 

деп аталады. 

 Егер fDfD +
+ = , ( fDfD −

− = ) болса, онда ( )xf  функция оң(сəйкес 

шеп) туўынды деп аталады ҳəм бул туўынды ( )xf+′  ( ( )xf−′ ) менен 

белгиленеди. 

 Буннан функцияның туўындыға ийе болыўы ушын жоқарыдағы төрт 

туўынды санлардың  бир-бирине тең болыўы зəрүрли ҳəм жетерли. 

 Мысаллар. 1). ( ) xxf =  функция 0=x ноқатта түрли оң ҳəм шеп 

туўындыларға ийе болады. 

 Ҳақыйқатында да,  

1
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2).    ( )






=

≠
=

0,0

,0,1

x

x
x

nisx
xf   

функция ушын 0=x ноқатта: 

1=+ fD ,   1=− fD ,   1−=+ fD ,  1−=− fD . 

Ҳақыйқатында да, 

1101

00
==

−
=

+→+→

+

h
nismil

h
h

nish
milfD

hh
, 

себеби xnis   функцияның ең үлкен мəниси  +1 ге тең; 

1101

00
−==

−
=

+→+→
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nismil
h
h
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, 

себеби xnis  функцияның ең киши мəниси  -1ге  тең. Тап усындай қылып,  
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( ) 11

01
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1-теорема (А.Лебег).  [ ]ba,  кесиндиде анықланған қəлеген монотон 

функция бул кесиндиниң дерлик ҳəр бир ноқатында шекли туўындыға ийе 
болады. 

Дəлиллениўи. Дəслеп теореманы [ ]aa,−  кесиндиде үзликсиз монотон 
функциялар ушын дəлиллеп, соң усы кесиндиде үзликсиз болмаған монотон 
функциялар ушын орынлығы көрсетиледи. Буннан теореманың қəлеген [ ]ba,  

кесинди ушын дəлиллениўи  x
a
ababy

22
−

+
+

=  сызықлы алмастырыўы 

арқалы келип шығады. 
Үзликсиз функцияларға байланыслы төмендеги лемманы келтиремиз: 



1-лемма (Ф.Рисс). [ ]aa,−  кесиндиде анықланған үзликсиз ( )xϕ функция 
берилген болсын. E  көплик  [ ]aa,−  кесиндиниң сондай ишки x  ноқатлардан 
ибарат болып, бул ноқатлардың ҳəр биринен оңда  

( ) ( )ξϕϕξ << xx ,                                                   (1) 
қатнасты қанаатландыратуғын ξ  ноқат бар болсын. Сонда E  ашық көплик 
болып, оны дүзиўши ( )kk ba ,  аралықлардың ҳəр биринде ( ) ( )kk ba ϕϕ ≤  
теңсизлик орынлы болады. 
 Дəлиллениўи. Ҳақыйқатында да, E  ашық көплик, себеби ξ<0x  ҳəм 
( ) ( )ξϕϕ <0x болса, онда ϕ  диң үзликсизлигине муўапық 0x  диң базы-бир 

дөгерегинен алынған x  тиң ҳəмме мəнислери ушын ҳəм ξ<x ,  ( ) ( )ξϕϕ <x  
теңсизликлер орынлы болып қалады. 
 Енди ( )kk ba ,  аралық E  көпликти дүзиўши аралықлардың бири болсын. 
Бул дүзиўши аралықтан алынған қəлеген x   ноқат ушын ( ) ( )kbx ϕϕ ≤  
теңсизлиги орынлы екенлиги көрсетилсе, онда x  ти ka ға умтылдырып, (1) 
теңсизликти пайда етемиз. 

Ҳақыйқатында да, 1x  ноқат x  ҳəм kb  ноқатлар арасында болып(яғный 
kbxx << 1 ), 

( ) ( )kbx ϕϕ >1                                                         (2) 
Теңсизликти қанаатландыратуғын ҳəм kb  ға ең жақын ноқат болсын. Сонда 

kbx =1  теңликтиң орынлы екенлигин көрсетемиз. Егер бундай болмаса, онда 
E  анықламасына көре  сондай kb<1ξ  ноқат бар болып, оның ушын  

( ) ( )11 ξϕϕ <x                                                         (3) 
теңсизлик орынлы болады; екинши тəрептен,  

( ) ( )kbϕξϕ ≤1 .                                                      (4) 
Кейинги (2),(3) ҳəм (4) теңсизликлер қарама-қарсылықты келтирип 
шығарады. Демек, kbx =1  ҳəм жоқарыдағы пикирлеўге көре ( ) ( )kk ba ϕϕ ≤ , 
яғный лемма дəлилленди. 
 1-анықлама. (1) шəртти қанаатландырыўшы x  ноқатты, қысқалық 
ушын, оңға көтерилиў ноқаты деп аталады.Шепге көтерилиў ноқаты 
анықламасы ҳəм усыған уқсас келтириледи: егер x  ноқта ушын  

( ) ( )ξϕϕξ << xx,  
шəртлерди қанаатландырыўшы ξ  ноқат табылса, онда x  шепке көтерилиў 
ноқаты деп аталады. Жоқарыдағыға уқсас, шепке көтерилиў ноқатлары 
көплигиниң ашықлығы ҳəмде бул көпликти дүзиўши ( )kk ba ,  аралықларда  

( ) ( )kk ba ϕϕ ≥  
қатнастың орынлылығы көрсетиледи. 
 Енди монотон ( )xf  функцияның [ ]aa,−  кесиндиде үзликсиз деп, 
теореманың дəлиллениўине өтемиз. Мəселен, ( )xf  кемимейтуғын болсын. 
Мына  

a) +∞<+ fD ,                б) ≤+ fD fD−  



теңсизликлердиң дерлик орынлы деп болжаған ҳалда теореманы 
дəлиллеймиз. 
 Ҳақыйқатында да, ( )xf  кемимейтуғын функция болғанлықтан  

( ) ( )xfxf −−=∗  
функция ҳəм кемимейтуғын болады ҳəмде  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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−+−−−

=
−+

=

+
+→−→

−→

∗∗

−→

∗
−

τ
τ

τ

 

Енди, б) теңсизликти ( ) ( )xfxf −−=∗   функцияға  қоллансақ, онда 
төмендеги теңсизликтиң дерлик орынлы болатуғынлығы келип шығады:  

( ) ( ) ( ) ( )xfDxfDxfDxfD −=≤−= +
∗

−
−∗+ , 

яғный  
( ) ( )xfDxfD −≤− +

− . 

fDfDfD −+
+ ,,    ҳəм fD−  санлардың  анықламасынан мына  

теңсизликлер тиккелей келип шығады. 
 Булардан ҳəмде а) ҳəм б) теңсизликлерден  

∞<≤≤≤ +
−

−
+ fDfDfDfD  

теңсизликлердиң дерлик орынлы болыўы келип шығады: буннан шекли 
туўындыға ийе болыўы дерлик көринип турыпты. 
 Теореманы толық дəлиллеў ушын а) ҳəм б) теңсизликлерди дəлиллеў 
қалды. 
 а)  теңсизликти дəлиллеў ушын  

( ){ }∞== +
∞ xfDxE :      ҳəм  ( ){ }cxfDxEc >= +:  

көпликлерди киритемиз; cEE ⊂∞  екенлиги айқын. Егер ( ) cxfD >+  болса, 
онда сондай ξ<x  ноқат бар болып, оның ушын  

( ) ( ) c
x

xff
>

−
−

ξ
ξ . 

Буннан, егер  ( ) ( ) cxxfxg −=   деп алсақ, онда  ( ) ( ).xgg >ξ   Демек, cE  көплик 
( )xg  функция ушын жоқарыдағы леммада анықланған ( )kk ba ,  аралықта 

жайласқан болады. Усының менен бирге, сол леммаға көре,  



( ) ( ) kkkk acafbcbf −≥−  ,   ямаса   ( ) ( ) ( )kkkk afbfabc −≤−  
теңсизликлер орынлы болады. Буннан:  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )afbfafbfabc
k

kk
k

kk −≤−≤− ∑∑ . 

Бул теңсизликлерден көринип турғанындай, c  жетерли дəрежеде үлкен 
болғанда ( )kk ba ,  аралықлардың узынлықларының қосындысы қəлегенше 
киши қылып алыў мүмкин. Демек, ∞E  көпликтиң өлшеўи нолге тең, яғный а) 
қатнас дерлик орынлы болады. 
 б) теңсизлик ҳəм жоқарыдағы пикирлеўлерди избе-из қолланыў 
нəтийжесинде келтирип шығарамыз. Бул теңсизликке кери болған  

fDfD −
+ >  

теңсизликти қанаатландырыўшы ноқатлар көплиги ∗E  мына  
fDCcfD +

− <<<  
теңсизликлерди қанаатландырыўшы ноқатлар көплиги cCE  лардың 
қосындысына тең болады; бунда c  ҳəм C  санлар, Cс <  қатнасты 
қанаатландырған ҳалда, барлық рационал мəнислерди қабыл қылады, яғный  

cC

QCc
Cc

EE
∈
<

∗ ∪=
,

.                                                  (5) 

Бул жерде Q - рационал санлар көплиги. Бирақ ( ){ }QCQcCc ∈∈ ,:, көплиги 
санақлы болғанлығы ушын (5) қосынды ағзаларының саны санақлы. Демек, 
егер cCE  лар  ҳəр бириниң өлшеўи ноль екенлиги көрсетилсе, онда ∗E  
көпликтиң өлшеўи ҳəм ноль екенлиги келип шығады.  
 Сондай қылып, теореманы дəлиллеў ушын cCE   көпликтиң өлшеўи 
ноль екенлигин көрсетиў жеткиликли. 

Мейли cCEx∈   болсын. Сонда  cfD <−   болғанлығы ушын  x  дан 
шепте жатыўшы ҳəмде  

( ) ( ) c
x

xff
<

−
−

ξ
ξ                                                   (6) 

теңсизликти қанаатландырыўшы ξ   ноқат бар болады. 0≤− xξ   болғаны 
ушын (6) теңсизликтен  

( ) ( ) xcxfcf −>− ξξ  
теңсизликти пайда етемиз. Сондай қылып, x  ноқат ( ) ( ) cxxfxg −=  
функцияның шепке көтерилиў ноқаты. Бул функцияға  Ф.Рисс леммасын ҳəм 
оннан келип шығатуғын салдарды қоллансақ, онда шепке көтерилиў 
ноқатларынан ибарат болған ашық көпликтиң дүзиўши аралықлары ушын  

( ) ( ) kkkk bcbfacaf −≥−  
теңсизликти, буннан болса  

( ) ( ) ( )kkkk abcafbf −≤−  
теңсизликти пайда етемиз. 



 Жоқарыдағы алынған x  ноқат табылған ( )kk ba ,  аралықлардың 
биринде жатады. Бул ноқатда  

( ) СxfD >+  
Болғаны ушын ( )kk ba ,  аралықта  

ξ<x ,          ( ) ( ) C
x

xff
>

−
−

ξ
ξ                                           (8) 

теңсизликти қанаатландырыўшы ноқатты табыў мүмкин. Кейинги 
жасаўларымыз ( )kk ba ,  аралықлардың ишинде оынланады. 
 (8) теңсизликлер x  ноқаттың ( ) xСxf −  функция ушын оңға көтерилиў 
ноқаты екенлигин көрсетеди. Бул функцияның ( )kk ba ,  аралықтағы барлық 
оңға көтерилиў ноқатлар көплиги ашық болып, бул көпликти ( ) ,.....2,1,, =jba

jj kk   дүзиўши аралықлардың қосындысына тең болады, 

соның менен бирге бул аралықлардың шегарасында  ( ) ( )
jjjj kkkk bCbfaCaf −≤−  

 
ямаса  ( ) ( ) ( )

jjjj kkkk abCafbf −≥− . 

Буны j  индекс бойынша қосып,  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]kk
j

kk
j

kk afbf
C

afbf
C

ab
jjjj

−≤−≤− ∑∑ 11 . 

теңсизликлерди пайда етемиз. (7) ден пайдаланып  

( ) ( )kk
j

kk ab
C
cab

jj
−≤−∑  

қатнасқа, k  бойынша қосып  

( ) ( ) ( )
C
acaa

C
cab

C
cab

j
kk

k j
kk jj

2
=+≤−≤− ∑∑∑                   (9) 

қатнасқа ийе боламыз. Көринип турғанындай, ( )
jj kk ba ,  аралықлар 

системасы, ( )kk ba ,  аралықлар системасы сыяқлы, cCE  көпликти қаплайды, 
бирақ  ( )

jj kk ba , аралықлардың узынлықларының қосындысы ( )kk ba ,  лар 

узынлықларының қосындысынан киши. 
 cCE  көпликтиң ҳəр бир  x  ноқаты ушын ( )

jj kk ba ,  аралықлардың 

ишинде жоқарыдағы жасаўларды тəкирарлаў мүмкин. Нəтийжеде жаңа 
үшинши түрли ( ) ,......2,1,, =mba

mjmj kk  системаны ҳəм төртинши түрли  

,.....2,1,,, =




 nmba

nmjnmj kk  системаны келтирип шығарамыз ҳəм булар 

ушын: 



( ) ( )
jjmjmjnmjnmj kk

m
kk

m n
kk ab

C
cab

C
cab −≤−≤





 − ∑∑∑ . 

Бул аңлатпа k ҳəм  j  бойынша қосып ҳəм (9) дан пайдаланып 

( ) ( ) a
C
caa

C
cab

C
cab

k
kk

k j m n
kk

nmjnmj
2

222
⋅






=+






≤−






≤





 − ∑∑∑∑∑  

теңсизликлерди жаза аламыз. 

 Бул аңлатпа көрсетеди, төртинши қəдемде де алынған 






nmjnmj kk ba ,  

аралықлардың ( cCE  көпликти қаплаған ҳалда) узынлықлары қосындысы 
дəслепки қəдемдеги алынқан аралықлардың узынлықларынан киши. Егер 
жоқырағы жасаўларды даўам еттирсек, онда p -қəдемдеги аралықлар 
системасы ҳəм cCE  көпликти қаплайды ҳəм бул системадағы аралықлардың 

узынлықларының қосындысы a
C
c p

2⋅





  дан үлкен болмайды ҳəм демек,    

p -жетерли дəрежеде үлкен болғанда, оны қəлеген саннан киши қылыныўы 
мүмкин. Буннан cCE  көпликтиң өлшеўи нолге теңлиги келип шығады. 
Усының менен теорема үзликсиз монотон функциялар ушын дəлилленди. 
Бул теореманы үзилиске ийе болған монотон функциялар ушын ҳəм орынлы 
болады.     
 2-теорема (Фубини). [ ]ba,  кесиндиде  

( ) ( ) ( ) ......21 ++= xfxfxS  
қатар берилген болып, оның ағзалары кемеймейтуғын (өсип бармайтуғын) 
функциялар болсын. Сонда бул қатарды дерлик ҳəр бир ноқатында ағзама 
ағза дифференциаллаў мүмкин, яғный дерлик ҳəр бир ноқатта: 

( ) ( ) ( ) ......21 +′+′=′ xfxfxS  
  
 
 

ӨЗГЕРИЎИ ШЕГАРАЛАНҒАН ФУНКЦИЯЛАР 

3-лекция 

Өзгериўи шегараланған функциялар 

 Əҳмийетли ҳəм көпшилик қолланыўларға ийе болған функциялар 

арасында өзгериўи шегараланған функциялар класы əҳмийетли орынды 

туталды. 

 Анықлама. [ ]ba,   кесиндиде анықланған ( )xФ  функция берилген 

болсын. Егер [ ]ba,  кесиндини  



baaaa n =<<<= .....10  

ноқатлар менен қəлеген n  бөлекке бөлгенимизде ( )niai ,.....,2,1= ноқатларды 

таңлап алыўға байланыслы болмаған ҳəм төмендеги  

( ) ( )∑
=

− <−
n

i
ii KaФaФ

1
1                                          (1) 

теңсизликти қанаатландыратуғын K  турақлы саны бар болса, онда  ( )xФ  

функция [ ]ba,  кесиндиде өзгериўи шегараланған деп аталады.  

 Ҳəр қандай өзгериўи шегараланған функция шегараланған функция 

болады. Ҳақыйқатында да, ( )xФ  өзгериўи шегараланған болғанлығы себепли 

қəлеген [ ]bax ,∈∀  ушын  

( ) ( ) KaФxФ <− . 

Буннан ҳəм  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )aФKaФaФxФxФ +≤+−≤  

теңсизликтен ( )xФ  функцияның шегараланғанлығы келип шығады. 

 Əдетте (1) теңсизликтиң шеп тəрепиндеги қосындының анық жоқарғы 
шегарасын ([ ]ba, кесиндини бөлеклерге түрли қылып бөлиўлер көплигине 
қарата) ( )ФV b

a  пенен белгиленеди ҳəм бул санды ( )xФ  функцияның [ ]ba,  
кесиндидеги  толық өзгериўи деп аталады. 
 Мысаллар. 1) [ ]ba,  кесиндиде анықланған ҳəм монотон өсиўши ( )xФ  

функция шегараланған өзгериске ийе болады, себеби оның ушын (1) 

көринистеги ҳəр қандай қосынды ( ) ( )aФbФ − ге тең. 

 

 Усыған уқсас, [ ]ba,  кесиндиде анықланған ҳəм монотон кемиўши ( )xФ  

функция ҳəм шегараланған өзгериске ийе болады. 

 2) Егер базы-бир оң ҳəм турақлы A  саны  ҳəм  қəлеген [ ]bayx ,, ∈∀  

ноқатлар ушын ( ) ( ) yxAyfxf −≤−  теңсизлик орынлы болса, онда ( )xf  

функция [ ]ba,  кесиндиде Липшиц шəртин қанаатландырады деп аталады. 

[ ]ba,  кесиндиде шегараланған ҳəм Липшиц шəртин қанаатландырыўшы ( )xf  



функцияның өзгериўи шегараланған болады. Ҳақыйқатында да, Липшиц 

шəртине муўапық:  

( ) ( ) kkkk aaAafaf −≤− ++ 11 , 

буннан: ( ) abAfV b
a −≤ , яғный f  тиң өзгериўи шегаралаған. 

 Енди өзгериўи шегараланған функциялардың дүзилиси ҳəм айырым 

қəсийетлерин келтирип өтемиз. 

 1-Теорема. [ ]ba,  кесиндиде өзгериўи шегараланған еки ( )xФ1  ҳəм 

( )xФ2  функцияның қосындысы ҳəм айырмасы ҳəм өзгериўи шегараланған 

функциялар болады. 

 Дəлиллениўи.  Ҳақыйқатында да, [ ]ba,  кесиндини қəлеген n  бөлекке 

бөлип,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∑
= = =

−−− −+−≤−
n

i

n

i

n

i
iiiiii aФaФaФaФaФaФ

1 1 1
1221111  

теңсизликлерди жазыўымыз мүмкин; бул жерде: ( ) ( ) ( )xФxФxФ 21 += . Буннан 

( ) ( ) ( )21   ФVФVФV b
a

b
a

b
a +≤ ,  яғный ( )xФ  функцияның өзгериўи шегараланған-

лығы тиккелей келип шығады. 

 Айырма ушын ҳəм теорема уқсас дəлилленеди.  

 Енди ( )xФ1  ҳəм ( )xФ2  функциялардың көбеймесин аламыз: 

( ) ( ) ( )xФxФxФ 21 ⋅= . 

( )xФpusp
bxa

1
≤≤

= ,  ( )xФpusq
bxa

2
≤≤

=   болсын. ( )xФ1  ҳəм ( )xФ2  функциялар 

өзгериўи шегараланған болғанлығы себепли шегараланған болады. Соның 

ушын p ҳəм q санлар шекли болады. Бул жағдайда: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .21211121121

12112111

kkkkkkkk

kkkkkk

aФaФpaФaФqaФaФaФaФ

aФaФaФaФaФaФ

−+−≤−+

+−≤−

+++

++++

Буннан  

( ) ( ) ( )21   ФpVФVqФV b
a

b
a

b
a +≤ . 

яғный  21 ФФ ⋅   функцияның өзгериўи шегараланған.  



          2-Теорема. Егер bca <<  болса, онда   

( ) ( ) ( )ФVФVФV b
c

c
a

b
a +=  .                                      (2) 

Дəлиллениўи. Егер c  ноқат бөлиў ноқатларының бирине тең деп 

есаплаймыз мəселен, mac =  болса, онда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑ −+∑ −=−
−

=

−

=
+

−

=
++

1

0

1

1

1

0
11

n

i

n

mi
ii

m

i
iiii aФaФaФaФaФaФ                (3) 

теңлик орынлы болады. [ ]ba,  кесиндини қəлеген қылып майда бөлеклерге 

бөлиў есабына бул теңликтиң оң тəрепиндеги қосындыны ( ) ( )ФVФV b
c

c
a +  

санға қəлегенше жақын қылып алыў мүмкин. Соның ушын  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ФVФVaФaФФV b
c

c
a

n

i
ii

b
a +≥∑ −=

−

=
+

1

0
1pus                            (4) 

қатнасларды жазыўымыз мүмкин. 

 Екинши тəрептен, қəлеген бөлеклерге бөлинген [ ]ba,  кесиндини алып, 

қосымша c  бөлиў ноқаты киритилсе, онда (1) теңсизликтиң шеп тəрепи тек 

артыўы мүмкин. Соның ушын c   бөлиў ноқатыма ямаса бөлиў ноқаты емеспе 

парыққы болмайды. (3)ге көре теңсизлик орынлы: 

( ) ( ) ( ) ( )∑ +≤−
−

=
+

1

0
1

n

i

b
c

c
aii ФVФVaФaФ . 

Бул теңсизлик шеп тəрепиниң жоқары шегарасы алынса, онда  

( ) ( ) ( )ФVФVФV b
c

c
a

b
a +≤                                                   (5) 

теңсизлик келип шығады. 

(4) ҳəм (5) қатнаслардан (2) теңлик келип шығады.   

3-Теорема. [ ]ba,  кесиндиде өзгериўи шегараланған ҳəр қандай ( )xФ  

функция еки монотон өсиўши функцияның айырмасы сыпатында жазылыўы 

мүмкин. 

 Дəлиллениўи. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xФФVxGФVxF x
a

x
a −==  ,   функцияларды 

киритип, олардың ҳəр бириниң монотон өсиўшилиги көрсетилсе, онда 

теорема дəлилленген болады.  

 2-теоремаға көре, егер  xy ≥  болса, онда  



( ) ( ) ( ) 0 ≥=− ФVФVФV y
x

x
a

y
a , 

яғный ( )xF -монотон өсиўши функция. ( )xG  функция ҳəм монотон өсиўши. 

Ҳақыйқатында да, xy ≥  болсын. Сонда:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0  ≥−−=+−−=− xФyФФVxФyФФVФVxGyG y
x

x
a

y
a , 

себеби 

( ) ( ) ( )[ ]xФyФФV y
x −≥ . 

 Соңғы теореманың əҳмийети соннан ибарат, буның жəрдеми менен 

өзгериўи шегараланған функциялардың базы-бир қəсийетлерин монотон 

өсиўши функциялардың қəсийетинен келтирип шығарыў мүмкин ҳəм 

керисинше. Мəселен, өзгериўи шегараланған ( )xФ  функция базы-бир ноқатта 

оңнан үзликсиз болса, онда ( )xF  ҳəм  ( )xG  функциялар ҳəм оңнан үзликсиз 

болады. Мəселен, бул тастыйықлаўды ( )xF  функция ушын дəлиллеймиз. 

 ( )xФ  функцияның 0x  ноқатта оңнан үзликсизлигинен пайдаланып, 

қəлеген берилген 0>∀ε  ушын сондай 0>∃δ  санды табамыз, егер 

δ<− 01 xx   ҳəм 01 xx >  болса, онда  

( ) ( )
201
ε

<− xФxФ                                                   (6) 

теңсизликти  жазыўымыз мүмкин. 

 Енди [ ]bx ,0  кесиндини n  дана bxxx n =<<< .....10  бөлекке бөлемиз, 

олар ушын төмендеги теңсизлик орынлы болсын: 

( ) ( ) ( )∑ −>−
−

=
+

1

0
1 20

n

k

b
xkk ФVxФxФ ε . 

1x  ноқатты алыўда δ+< 01 xx  теңсизликке дыққат аўдарамыз керек. Сонда 

(6)ға көре:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
−

=

−

=
++ +<+−<+−<

1

0

1

0
11 10 2

n

k

n

k

c
xkkkk

c
x ФVxФxФxФxФФV εεε  

ямаса 2-теоремаға көре 

( ) ( ) ( ) ,
10

1
0

ε<−= ФVФVФV b
x

b
x

x
x  



буннан ( ) ( )ФVxF x
a=  функцияның 0xx =  ноқатта оңнан үзликсизлиги 

тиккелей келип шығады. 

 4-нəтийже. Егер өзгериўи шегараланған ( )xФ  функция [ ]ba,  кесиндиде 

үзликсиз болса, онда ( )xF  ҳəм ( )xG  функциялар ҳəм усы кесиндиде үзликсиз 

болады.              

 5-нəтийже. Базы-бир функцияның [ ]ba,  кесиндиде өзгериўи 

шегараланған болыўы ушын оның  еки монотон өсиўши функцияның 

айырмасы сыпатында жазыў мүмкинлиги зəрүрли ҳəм жетерли. 

  6-нəтийже (Лебег). Өзгериўи шегараланған ҳəр қандай функция дерлик 

ҳəр бир ноқатта шекли туўындыға ийе болады. 

 Биз алдыңғы темаларымызда шептен ҳəм оңнан үзликсиз болған 

секириў функциясын кириткен едик. Енди бул параграфта секириў 

функциясын төмендегише улыўмаластырамыз: ,....,.....,, 10 nxxx  ноқатлар 

[ ]ba,  кесиндиден алынған саны шекли ямаса санақлы ноқатлар болсын деп 

болжаймыз. Ҳəр бир ,.....2,1, =kxk  ноқатқа еки kq  ҳəм kh  санларды сəйкес 

қоямыз ҳəм олар ушын мына  

( ) +∞<+∑
k

kk hq  

қатнастың орынлы болыўын талап етемиз: буннан тысқары, axk =  болғанда 

0=kq  ҳəм bxk =  болғанда есе 0=kh  болсын. Төмендеги теңлик пенен 

анықланған  

( ) ∑ ∑
≤ <

+=
xx xx

kk
k k

hqxH  

функция секириў функциясы деп аталады. Бул функция ушын  

( ) ( )∑ +=
k

kk
b
a hqHV  екенлигин тиккелей тексерип көриў мүмкин.   ( )xH  

функцияның үзилиў ноқатлары  ,....,.....,, 21 nxxx  лардан ибарат болып, ҳəр 

бир k  натурал сан ушын kq  ҳəм kh  санлардан биреўи нолден парықлы болса, 

онда оның kx  ноқаттағы секириўи төмендегиге тең: 



( ) ( ) ( ) ( ) ., 00 kkkkkk hxHxHqxHxH =−=− +−  

7-теорема. [ ]ba,  кесиндиде анықланған ҳəр қандай өзгериўи 

шегараланған ( )xf  функция бирден-бир усыл менен  ( )xϕ  үзликсиз функция 

ҳəм ( )xH  секириў функцияларының қосындысы сыпатында аңлатыў мүмкин. 

 Бул теореманың дəлиллениўи 4-теореманың дəлиллениўинен дерлик 

парық етпегенликтен оның дəлиллениўине тоқтап отырмаймыз. 

 Енди үзликсиз, бирақ өзгериси шегараланбаған функцияға мысал 

келтиремиз. 

( ) ( )

( ) .00

,0,

=

≠=

Ф

x
x

socxxФ π
 

Бул функция 0=x  ноқаттың дөгерегинде саны шексиз максимум ҳəм 

минимум ноқатларға ийе болады. Төмендеги кестени дүземиз: 

....,1,......,
3
1,

2
1,1

n
x = , 

( ) ( ) .....,11.......,,
3
1,

2
1,1

n
xФ n−−+−=  

Буннан көринип турыпты:  
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яғный  ( )xФ   функцияның [ ]1,0  кесиндидеги өзгериўи  

( ) +∞=ФV 1
0 . 

8-теорема. Егер [ ]ba,  кесиндиде анықланған ҳəм өзгериси шегараланған 

( )xФ  функция базы-бир [ ]bax ,0 ∈  ноқатта үзликсиз болса, онда бул ноқатта 

( ) ( )ФVx x
a=ϕ  функция ҳəм үзликсиз болады. 

9-теорема. [ ]ba,  кесиндиде анықланған функциялардан ибарат { }ФP =  

шексиз көплик берилген болып, бул функциялар көплиги базы-бир турақлы M  

саны менен шегараланған, яғный  

( ) [ ]( )PФbaxMxФ ∈=≤ ;,                                  (8) 



болса, онда қəлеген санақлы [ ]baE ,⊂  көплик ушын P  көпликтен сондай 

{ }nФ  функциялар избе-излигин ажыратып алыў мүмкин, бул избе-излик E  

көпликтиң ҳəр бир ноқатында жыйнақлы болады. 

 10-теорема. [ ]ba,  кесиндиде анықланған өсиўши функциялардан 

ибарат шексиз { }ФP =  көплик берилген болып, бул функциялар көплиги базы-

бир турақлы M  саны менен шегараланған, яғный  

( ) [ ]( )PФbaxMxФ ∈=≤ ;,  

болса, онда P  көпликтен [ ]ba,  кесиндиниң ҳəр бир ноқатында базы-бир 

өсиўши ( )xϕ  функцияға жыйнақлы избе-излити ажыратып алыў мүмкин. 

 11-теорема (Хелли). [ ]ba,  кесиндиде анықланған функциялардан 

ибарат шексиз көплик ( ){ }xФH =  берилген болып, бул функциялар көплиги 

ҳəм олардың [ ]ba,  кесиндидеги толық өзгериси базы-бир M  турақлысы 

менен шегараланған, яғный  

( ) ( ) [ ]( )HФbaxMФVMxФ b
a ∈=≤≤ ;,,  

болса, онда H  көпликтен [ ]ba,  кесиндиниң ҳəр бир ноқатында базы-бир 

өзгериси шегараланған ( )xФ  функцияға жыйнақлы избе-изликти ажыратып 

алыў мүмкин. 

Дəлиллениўи. H  көпликтиң қəлеген Ф  элементи ушын төмендеги 

қатнасларды жазыўымыз мүмкин: 

( ) ( ) ( ) ( ) MxФxFMФVxF x
a 2; ≤−≤=  

( ){ }xF системаға 10-теореманы толық қолланып, оннан базы-бир ( )xf  

функцияға жыйнақлы  ( ){ }xFn  функциялар избе-излигин ажыратып аламыз, 

яғный   

( ) ( )xfxFmil n
n

=
∞→

. 

Ҳəр бир ( )xFn  функцияға жыйнақлы ( ) ( ) ( )xФxFxG nnn −=  функцияны сəйкес 

қойып ( ){ }xGn  функциялар избе-излигине  ҳəм 10-теореманы қолланамыз. 



Нəтийжеде [ ]ba,  кесиндиде базы-бир ( )xϕ  функцияға жыйнақлы ( ){ }xG
kn  

функциялар избе-излиги келип шығады, яғный  

( ) ( )xxGmil
kn

n
ϕ=

∞→
. 

Нəтийжеде ( ) ( ){ }xGxF
kk nn − функциялар избе-излиги H  көпликтен 

ажыратып алынған болып, ол ( ) ( ) ( )xxfx ϕψ −=  функцияға [ ]ba,  кесиндиде 

жыйнақлы болады. 

 

ЛЕБЕГТИҢ  АНЫҚ  ЕМЕС ИНТЕГРАЛЫ.  

АБСОЛЮТ ҮЗЛИКСИЗ ФУНКЦИЯЛАР 

5,6-лекциялар  

Лебегтиң анық емес интегралы 

 Мейли [ ]ba,  кесиндиде жəмлениўши ( )xf  функция берилген болсын. 

Лебег интегралының қəсийетине көре бул функция [ ]ba,  кесиндиниң ҳəр 

қандай өлшеўли үлес көпликлеринде  ҳəм жəмлениўши болады. Дара 

жағдайда, ( )xf  функцияны алып, [ ]ba,  аралықтың ҳəр қандай [ ]xa,  

бөлегинде  

( )∫
x

a
dttf  

болады, Лебег интегралын қарасақ, онда оның мəниси  x  қа ғəрезли болады. 

Бул интеграл Лебегтиң анық емес интегралы деп  аталады. Биз оны ( )xL  

арқалы белгилеймиз. Лебегтиң анық емес интегралы жүдə əҳмийетли 

функциялар класын тексериўге алып келеди.  

 Математикалық анализдиң улыўма курсынан мəлим, [ ]ba,  кесиндиде 

анықланған үзликсиз ( )xf  функция ҳəм оның Риман мағанасындағы анық 

емес интегралы  

( ) ( ) ( )aFdttfxF
x

a
+= ∫  

ушын [ ]ba,  кесиндиниң ҳəр бир ноқатында  



( ) ( )xfxF =′                                                         (1) 

қатнас ҳəмде [ ]ba,  кесиндиниң ҳəр бир ноқатында үзликсиз туўындыға ийе 

болған ( )xϕ  функция ушын  

( ) ( ) ( )∫ ′+=
x

a
dttax ϕϕϕ                                                 (2) 

Ньютон-Лейбниц формуласы орынлы  болады.  

 Усыған уқсас айтым Лебег интегралы ушын ҳəм орынлы болады ма, 

яғный ( )xf  функция [ ]ba,  кесиндиде жəмлениўши болса, онда (1) ҳəм (2) 

теңликлер сақланады ма?  Төменде усы сораўға жуўап беремиз. 

 Дəслеп төмендеги теореманы дəлиллеймиз. 

 1-теорема. Егер ( )xf  жəмлениўши функция болса, онда оның Лебег 

мағанасындағы анық емес интегралы  

( ) ( )∫=
x

a
dttfxL  

өзгериўи шегараланған функция болады. 

 Дəлиллениўи. ( )xf  функцияның [ ]ba,  кесиндиде жəмлениўшилигинен 

усы аралықта ( )xL   функцияның  бар болыўы келип шығады. Егер [ ]ba,   

кесиндиде ( ) 0≥xf   болса, онда  ( )xL   монотон болып, оның өзгериси 

(вариациясы) шегараланған болады. Улыўма жағдайда ( )xf  функцияны еки 

терис болмаған    ( ) ( ) ( )
2

xfxf
xf

+
=+     ҳəм    ( ) ( ) ( )

2
xfxf

xf
−

=−  

функциялардың  айырмасы  сыпатында,  яғный  

( ) ( ) ( )xfxfxf −+ −=                                                    (3) 

 көринисте жазыў мүмкин екенлиги келип шығады.     

 2-теорема (Лебег). Жəмлениўши  ( )xf  функцияның анық емес Лебег 

интегралы ( )xL   дерлик ҳəр бир ноқатында мəниси  ( )xf  ге  тең  туўындыға 

ийе болады. 



 Дəлиллениўи. 1-теоремаға көре  ( )xL   функция өзгериси шегараланған 

функция болып табылады.  ( )xL   функция дерлик ҳəр бир ноқатта шекли 

туўындыға ийе болады. Енди  (1)  теңликтиң дерлик ҳəр бир ноқатында 

орынлы екенлигин  ( )xf  функция терис болмаған жағдай ушын көрсетиў 

жеткиликли, себеби улыўма жағдай  (3)  теңлик жəрдеминде усы  ҳалға 

келтириледи. ( )xf  терис болмағаны  ушын оған монотон өсип жыйнақлы 

болатуғын   бағаналы  ( ){ }xnϕ  функциялар избе-излиги бар болады. Бағаналы, 

( )xnϕ   функцияның анық емес Лебег интегралы ( )xLn ге  дерлик ҳəр бир 

шекли  ( )xLn′    туўындықа ийе ҳəм ( ) ( )xxL nn ϕ=′  теңлик орынлы болады. 

 37.1-теоремаға көре 
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болып, буннан  46.6-теоремаға муўапық дерлик ҳəр бир ноқатта  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ).
1

11
1

11 ∑∑
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=
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+ =−+=′−′+′=′

k
kk

k
kk xfxxxxLxLxLxL ϕϕϕ  

теңликке ийе боламыз. 

 3-теорема. [ ]ba,  кесиндиде анықланған  ( )xf  функцияның анық емес 

Лебег  интегралы  ( )xL   шегараланған толық өзгериске ийе ҳəм  

( ) ( )  .∫=
b

a

b
a dxxfLV  

 Анықлама. [ ]ba,  кесиндиде базы-бир  өлшеўли  ( )xf  функция 

анықланған  болсын. Егер  [ ]bax ,∈  ноқатта  

( ) ( )∫
+

→
=−

hx

xh
dtxftf

h
mil 01

0
 

қатнас орынлы болса, онда бул ноқат ( )xf  функцияның Лебег ноқаты деп 

аталады.  



 4-теорема. Егер  [ ]bax ,∈  ноқат  ( )xf  функцияның Лебег ноқаты болса, 

онда бул ноқатта Лебег анық емес интегралының  

( ) ( )∫=
x

a
dttfxL  

туўындысы ( )xf  ге тең болады. 

 5-теорема. Егер ( )xf  функция  [ ]ba,  кесиндиде жəмлениўши болса, 

онда [ ]ba,  кесиндиниң дерлик ҳəр бир ноқаты  ( )xf  функцияның Лебег 

ноқаты болады. 

 Нəтийже. Егер  ( )xf  функция  [ ]ba,  кесиндиде жəмлениўши болып,  

( ) ( )∫=
x

a
dttfxL  

болса, онда  [ ]ba,  кесиндиниң дерлик ҳəр бир  ноқатында ( ) ( ).xfxL =′  

6-теорема. Жəмлениўши  ( )xf  функцияның ҳəр бир үзликсизлик 

ноқаты оның Лебег ноқаты болады. 

  

Абсолют үзликсиз функциялар 

Енди абсолют үзликсиз функциялар класы менен танысамыз. Бул 

функциялар классы өзгериўи шегараланған функциялар класынан кеңирек 

болып, интегралланыўшы функциялардың анық емес интегралы менен тығыз 

байланысқан. 

 1-анықлама. [ ]ba,  кесиндиде анықланған ( )xf  функция берилген 

болсын. Егер қəлеген 0>∀ε  ушын сондай  0>∃δ  саны бар болып, саны 

шекли ҳəм өз-ара кесилиспейтуғын ҳəр қандай  

[ ] [ ] [ ]nn bababa ,,......,,,, 2211                                           (1) 

кесиндилер системасы ушын 

[ ] [ ] ( ) δ<−⊂ ∑
==

n

k
kk

n

k
kk abbaba

11
,,,U                                            (2) 

шəртлер орынлы болғанда 



( ) ( ) ε<−∑
=

n

k
kk afbf

1
 

теңсизлик орынлы болса, онда ( )xf  функция [ ]ba,  кесиндиде абсолют 

үзликсиз деп аталады.  

 Анықламаға көре ҳəр қандай абсолют үзликсиз функция əпиўайы 

мағанада ҳəм үзликсиз: буны көрсетиў ушын жоқарыдағы анықламада  1=n  

қылып алыў жеткиликли. 

 Абсолют үзликсиз функцияға мысал сыпатында Липшиц шəртин, 

яғный  

( ) ( ) 1212 xxMxfxf −≤−  

 теңсизликти  қанаатландырыўшы функцияны алыўымыз мүмкин. 

 Ҳақыйқатында да, егер (1) кесиндилер системасы ушын (2) шəртлер 

орынлы болса, онда   

( ) ( ) δMabMafbf
n

k
kk

n

k
kk <−≤− ∑∑

== 11
 

болып, δ  санын  
M
εδ =   деп таңласақ, онда  

( ) ( ) ε<−∑
=

n

k
kk afbf

1
 

болады. 

 1-теорема. Егер ( )xf   ҳəм  ( )xϕ  функциялар абсолют үзликсиз болса, 

онда олардың қосындысы, айырмасы, көбеймеси ҳəм абсолют үзликсиз 

функциялар болады. Буннан тысқары, егер берилген кесиндиде  ( )xϕ   нолге 

тең болмаса, онда  ( )
( )x
xf

ϕ
  ҳəм усы кесиндиде абсолют үзликсиз болады. 

 2-теорема. [ ]ba,  кесиндидеги  абсолют үзликсиз функцияның бул 

кесиндиде  өзгериўи шегараланған болады.   

 Дəлиллениўи.  Мейли  ( )xf   функция  [ ]ba,  кесиндиде абсолют 

үзликсиз болсын. Сонда  ( )xf   функция  ушын  1=ε  ге  сəйкес δ  саны бар 



болып, оның узынлықларының  қосындысы  δ  дан киши болған өз-ара 

кесилиспейтуғын ҳəм саны шекли ( n ) интерваллардың  

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

<−
n

k
kknn abbababa

1
2211 ,,,......,,,, δ  

системасы ушын  

( ) ( ) 1
1

<−∑
=

n

k
kk afbf  

теңсизлик орынлы болады.  

 Бул  δ  саны бойынша сондай  m  натурал саны табылып,  [ ]ba,  

кесиндиниң ҳəр бириниң узынлығы  δ  дан киши болған  m  дана бөлекке 

бөлиў мүмкин, яғный  

bcccca m =<<<<= .....210  

ҳəм  

( ).1,....,2,1,01 −=<−+ mkcc kk δ  

 

Соң,  [ ]1, +kk cc   кесинди өз-ара кесилиспейтуғын ҳəм саны шекли қандай 

бөлеклерге бөлинбесин, төмендеги теңсизлик орынлы болады: 

( ) 11 ≤+ fV k
k

c
c        ҳəм   демек  ( ) mfV b

a ≤ , 

яғный  ( )xf  диң өзгериси (вариациясы) шегараланған болады.  

 Бул теоремадан  үзликсиз, бирақ өзгериси  шегараланбаған функция 

абсолют үзликсиз емес болатуғынлығы келип шығады.    

 3-теорема. Ҳəр қандай ( )xF   абсолют үзликсиз функцияны  еки өсиўши 

абсолют үзликсиз функцияның айырмасы тəризинде аңлатыў мүмкин: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  . , FVxVxGxVxF x
a=−=  

 Дəлиллениўи. Теореманы дəлиллеў ушын 49.2 ҳəм 47.2-теоремаларға 

муўапық  ( )xV   ҳəм ( )xG  функциялардың абсолют үзликсизлигин дəлиллеў 

жеткиликли. Егер   ( )xV  диң абсолют үзликсизлигин көрсетсек, онда 49.1-



теоремаға көре,  ( ) ( ) ( )xFxVxG −=   абсолют үзликсиз болады. ( )xV  ниң 

абсолют үзликсиз екенлигин дəлиллеймиз. 

 Қəлеген  0>∀ε  алып,  ( )xF  тиң абсолют үзликсизлик шəртинен  

0>∃δ  ны табамыз. Узынлықларының қосындысы  δ  дан киши болған 

( ) ( ) ( )nn bababa ,,......,,,, 2211   аралықларды алып 

( ) ( ){ } [ ]∑ ∑
= =

=−
n

k

n

k

b
akk FVaVbV k

k1 1
                                                    (3) 

қосындыны көремиз. Бул қосынды  
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)()(                                                               (4) 

қосындылардың жоқары шегарасына тең, бул жерде  

kkkkkk bxxxxa
n
=<<<<= .....

210
  болса  ( )kk ba ,   аралықлардың қəлеген 

бөлинмеси. Буннан, 

∑
−

+
=

−=−
1

1
0

)(
k

jj

n

j
kkkk xxab . 

Барлық  ( )kk ba ,  аралықлардың  узынлықларының қосындысы  δ  дан киши 

болғаны себепли  ( )xF  тиң абсолют үзликсизлигине көре (3) аңлатпа (4) 

аңлатпалардың жоқары шегарасы болғаны ушын ҳəр бир (4) аңлатпа ….дан 

үлкен емес. Бул жағдайда (3) аңлатпа ҳəм  ε  нан үлкен болмайды, бул  ( )xV  

ның абсолют үзликсизлигин көрсетеди.      

 4-теорема. [ ]ba,  кесиндиде абсолют үзликсиз функция берилген болып, 

оның мəнислери  [ ]BA,   кесиндиде  жайласқан болсын. Егер [ ]BA,  кесиндиде 

берилген  ( )xψ   функция  Липшиц шəртин қанаатландырса, онда қурамалы 

( )( )xfψ  функция ҳəм абсолют үзликсиз болады. 

 5-теорема. Егер [ ]ba,  кесиндиде анықланған абсолют үзликсиз ( )xf  

функцияның туўындысы  ( )xf ′   дерлик ҳəр бир ноқатта нолге тең болса, онда 

( )xf   турақлы санға тең болады. 



 Нəтийже. Егер еки абсолют үзликсиз  ( )xf   ҳəм  ( )xg   функциялардың 

туўындылары ( )xf ′   ҳəм  ( )xg′   өз-ара эквивалент( яғный дерлик тең) болса, 

онда бул функцияның айырмасы турақлы санға тең болады. 

 6-теорема. Лебегтиң анық емес интегралы ( )xF   абсолют үзликсиз 

функция болады.  

 Дəлиллениўи. 38.9-теоремаға муўапық ҳəр қандай 0>∀ε  ушын сондай 

0>∃δ  саны табылып, егер  e  көпликтиң өлшеўли  δ  дан  киши, яғный 

( ) δµ <e  болса, онда  

( ) ε<∫
e

dttf  

 Дара жағдайда, яғный өз-ара кесилиспейтуғын саны шекли 

( ){ } ( )nkba kk ,1,, =   аралықлар системасы узынлықларының қосындысы  δ  

дан киши болса, онда  

( ) ε<∑ ∫
=

n

k

b

a

k

k

dttf
1
 . 

Бирақ  

( ) ( ) ( )kk
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aFbFdttf
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булардан: 

( ) ( ){ } ,
1

ε<−∑
=

n

k
kk aFbF  

яғный  ( )xF   абсолют үзликсиз. 

 7-теорема (А. Лебег).  [ ]ba,  кесиндиде анықланған абсолют үзликсиз 

үзликсиз ( )xF   функцияның  туўындысы  ( ) ( )xxF ϕ=′    жəмлениўши ҳəм ҳəр 

бир  x   ушын  

( ) ( ) ( )aFxFdtt
x

a
−=∫ϕ .                                          (9) 



 Дəлиллениўи. 49.3-теоремаға  муўапық абсолют үзликсиз функцияны 

еки кемимейтуғын абсолют үзликсиз функциянының айырмасы көринисинде 

аңлатыў мүмкин; соның ушын теореманы кемимейтуқын абсолют үзликсиз 

функциялар ушын дəлиллеў жеткиликли. 

 49.2-теоремаға көре  ( )xF   функцияның өзгериси шагараланған. 47.6-

нəтийжеге көре  ( )xF   функцияның туўындысы  дерлик ҳəр бир ноқатта бар 

болады; оны  ( )xϕ   менен билгилеймиз.  

 ( )xF   тиң  туўындысы  

( ) ( ) ( )
h

xFhxFxФh
−+

=  

қатнастың лимитине тең. ( )xF  кемимейтуғын болғаны ушын  0>h  болғанда  

( )xФh  терис емес ҳəм  0→h  да  [ ]ba,  кесиндиниң дерлик ҳəр бир ноқатында 

( )xϕ   функцияға жыйнақлы болады.  

 ( )xϕ   функцияның жəмлениўши екенлигин көрсетиў ушын 38.11-Фату 

теоремасынан пайдаланамыз. Буның ушын  ( )xФh  функциялардан  [ ]ba,  

кесинди  бойынша алынған интеграллардың шегараланғанлығын көрсетемиз. 

 Ҳақыйқатында да,  
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аңлатпа   0→h  да  ( ) ( )αβ FF −  ға умтылады. Себеби  ( )xF  функцияның 

абсолют үзликсизлигине көре қəлеген  0>∀ε  сан ушын  0>∃δ  санын 

сондай қылып таңлаймыз, нəтийже  δ<h   болғанда ҳəр бир  [ ]hx +∈ ββ ,  

ушын  

( ) ( ) εβ <− FxF  

болады. Соның менен бирге, егер   [ ]hx +∈ αα ,  болса, онда  

( ) ( ) εα <− FxF  

болады. Булардан  
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Буннан,  0>ε  санның қəлегенлигинен  0→h  да 

( ) ( ) ( ) ( )αβ
α

α

β

β
FFdxxF

h
dxxF

h

hh
−→− ∫∫

++ 11  

қатнас келип шығады. Демек,  ( )xФh  функцияның интегралы шегараланған 

болады. Сондай қылып, Фату теоремасын қолланыў мүмкин. Бул теоремадан  

( ) ( )xxF ϕ=′   диң жəмлениўшилиги менен бирге  

( ) ( ) ( )αβ
β

α
FFdxxF −≤′∫  

теңсизлиги ҳəм келип шығады. Егер  ,a→α  b→β  болса, онда  ( )xF ′  

туўынды   [ ]ba,  да жəмлениўши ҳəм  

( ) ( ) ( )00 +−−∫ ≤′ aFbFdxxF
b

a
 

 ( )xF   функция  a  ҳəм  b  ноқатларда үзликсиз болғаны ушын 

( ) ( ) ( )00 +−−∫ ≤′ aFbFdxxF
b

a
.                                                          (10) 

( )xF   абсолют үзликсиз болғанда (9) теңлик орынлы болыўын көремиз. 

 Мына  

( ) ( )∫=
x

a
dxxxG ϕ  

 

функцияны киргиземиз. ( )xG    функция 49.7-теоремаға тийкарында абсолют 

үзликсиз ҳəм 48.1-теоремаға тийкарында дерлик ҳəр бир ноқатында 



( ) ( )xxG ϕ=′ . Бирақ екинши тəрептен, ( ) ( )xxF ϕ=′ ; соның ушын  

( ) ( ) ( )xGxFxH −=   айырманың туўындысы дерлик ҳəр бир ноқатында нолге 

тең болады. 

 Демек, 49.5-теоремаға көре  ( )xH    турақлы  0C   санға тең. Сонда  

( ) ( ) ( ) ( )∫ +=+=
x

a
CdxHxGxF 0ξξϕ  

Егер  0=x  болса, онда  ( )aFC =0 .  Соның менен теорема толық дəлилленди. 

Демек, абсолют үзликсиз функция  өзиниң туўындысының анық емес 

интегралы болып табылады.  49.7 ҳəм 49.8-теоремалардан төмендеги 

əҳмийетли нəтийже келип шығады:      

 Нəтийже.  ( )xF  функция базы-бир жəмлениўши функцияның анық емес 

интегралы болыўы ушын абсолют үзликсиз борлыўы зəрүрли ҳəм 

жеткиликли. 

Басланғыш функцияны тиклеў 

1-теорема. [ ]ba,  кесиндиде  монотон кемимейтуғын  ( )xf  функцияның 

( )xf ′  туўындысы усы кесиндиде жəмлениўши болып ҳəм  

( ) ( ) ( )afbfdxxf
b

a
−≤′∫ .                                   (1) 

Дəлиллениўи. Анықлама бойынша  [ ]ba,  функцияның  x  ноқаттағы  

туўындысы  

( ) ( ) ( )
τ
τ

τ
xfxfxh −+

=                                                                (2) 

функцияның  0→τ дағы лимитке тең болады.  ( )xf   функцияның  

монотонлығынан 45.1-теоремаға муўапық ол жəмлениўши. Буннан ҳəр бир τ  

ушын  ( )xhτ   функцияның жəмлениўшилиги келип шығады. Соның ушын (2) 

теңликти  [ ]ba,  кесинди  бойынша интеграллап,  
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теңликке келемиз.  0+→τ  да бул теңликтиң оң тəрепи  ( ) ( )0+− afbf  ға 

умтылады. Екинши тəрептен,  ( )xf   функцияның монотон 

кемимейтуғынлығынан  

( ) ( ) ( )afbfdxxh
b

a
−≤∫ τ . 

Лебег итегралы астында лимитке өтиў ҳаққындағы 38.11-Фату теоремасына 

көре 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )afbfafbfdxxhmildxxf
b

a

b

a
−≤+−==′ ∫∫

→
0

0
τ

τ
. 

 (1) қатнаста қатаң теңсизлик орынлы болған монотон функцияға мысал 

қылып Кантор функциясын алыўымызға болады. Қурылысына қарай бул 

функция монотон ҳəм үзликсиз болып, оның туўындысы дерлик барлық  

жерде нолге тең. Демек,  

( ) ( ) ( ) 101010
1

0
=−=−=′= ∫ KKdxxK . 

2-теорема. Егер  ( )xf ′   функция ҳəр бир ноқатында бар болып, шекли 

ҳəм жəмлениўши болса, онда (1) қатнастағы теңлик орынлы болады. 

 Теореманың дəлиллениўи төмендеги үш леммаға тийкарланған:  

 3-лемма.  [ ]ba,  кесиндиде базы-бир шекли  ( )xϕ   функция берилген 

болсын. Егер  [ ]ba,  кесиндиниң ҳəр бир ноқатында  ( )xϕ  функцияның 

туўынды санлары терис болмаса, онда  ( )xϕ  өсиўши функция болады. 

 4-лемма.  [ ]ba,  кесиндиде өлшеўи нолге тең болған қəлеген E  көплик 

берилген болсын. Сонда сондай үзликсиз  ( )xg   функция бар болып, E  

көпликтиң ҳəр бир  x  ноқатында: 

( ) +∞=′ xg . 

 5-лемма.  [ ]ba,  кесиндиде шекли  ( )xϕ   функция берилген болсын. Егер 

[ ]ba,  кесиндиниң дерлик ҳəр бир ноқатында  ( )xϕ   функцияның барлық 



туўынды санлары терис болмай,  [ ]ba,  ниң ҳеш қандай ноқатында  ∞−  ге тең 

болмаса, онда  ( )xϕ   өсиўши болады. 

  

Белгиге ийе өлшеў. Радон-Никодим теоремасы 

  

Мейли базы-бир  σ -аддитив  µ   өлшеўге ийе болған  E  көпликте 

жəмлениўши  ( )xf  функция берилген болсын. Сонда 38.5-теоремаға муўапық 

бул функция  E  көпликтиң ҳəр қандай өлшеўли  ЕА⊂  үлес бөлегинде ҳəм 

жəмлениўши болады. Егер тайынланған  ( )xf   функция ушын төмендеги 

Лебегтиң анық емес интегралы  

( ) ( )∫=
A

dxfAL µ                                                         (1) 

ди қарасақ, онда Лебег интегралының  σ -аддитивлик қəсийетине көре, (1) 

теңлик пенен анықланған  ( )AL  көплик функция  σ -аддитив өлшеўиниң 

терис емес екенлиги қəсийетинен басқа барлық қəсийетлерине ийе болады 

(себеби, егер  E  көпликте  ( ) 0≤xf  болса, онда ҳəр қандай өлшеўли  ЕА⊂  

көплик ушын  ( ) 0≤AL   болады). Бул мəнислер көплиги терис болған 

жағдайды ҳəм өз ишине алыўшы қəлеген көплик функциялар  класын 

үйрениўге алып келеди. 

 1-анықлама. Базы-бир көпликлер системасында анықланған  ( )⋅L  

көплик функциясы ушын усы системадан алынған ҳəр қандай өз-ара 

кесилиспейтуғын саны санақлы  ,1А  

( )  Ø,,.....,......,2 jkАААА jkn ≠=∩ көпликлерде  

( )k
kk

k ALAL ∑
∞

=

∞

=
=









11
U  

теңлик орынлы болса, онда бундай көплик функциясы  σ -аддитив көплик  

функциясы деп аталады. 



2-анықлама.  σ -аддитив  µ   өлшеўге ийе болған  E  көпликтиң 

өлшеўли үлес көпликлерден  ибарат  ( )EZ   системада анықланған ҳəр қандай  

σ -аддитив  ( )⋅L   көплик функциясы белгиге ийе өлшеў деп аталады. 

3-анықлама. Егер қəлеген  ( )EZB∈    ушын    ( ) 0≤∩ BAL  

( ( ) 0≥∩ BAL )  болса, онда  ( )EZA∈   көплик  ( )⋅L   белгиге ийе өлшеўге   

қарата терис(оң) көплик деп аталады.  

Терис ҳəм оң көпликлердиң бар болыўы ҳаққындағы төмендеги 

теореманы дəлиллеймиз: 

1-теорема. Егер белгиге ийе  ( )⋅L   өлшеў  ( )EZ   системада анықланған 

болса, онда  E  көпликтиң сондай өлшеўли  −E  үлеси бар болып,  ( )⋅L   

белгиге ийе өлшеўге қарата  −E  көплик терис, ал  −+ = EEE \  көплик  оң 

болады.   

 E  көпликтиң оң  +E  ҳəм терис  −E  көпликлердиң қосындысы 

көринисинде аңлатылыўы, яғный  
−+ ∪= EEE  

жайылмасы  оның Хан мағанасындағы жайылмасы деп аталады. 

 E  көпликтиң Хан мағанасындағы жайылмасы  ( )⋅L  белгиге ийе 

өлшеўге қарата эквивалентлигинше бирден-бир болады, яғный егер  
−+ ∪= 11 EEE   ҳəм   −+ ∪= 22 EEE  

болса, онда қəлеген  ( )EZA∈   ушын 

( ) ( )++ ∩=∩ 21 EALEAL     ҳəм   ( ) ( )−− ∩=∩ 21 EALEAL    болады.  

 Егер  ( )EZ   σ -алгебрада   ( )⋅+L   ҳəм   ( )⋅−L    көплик функцияларды 

сəйкес тəризде  

( ) ( )++ ∩= EALАL     ҳəм   ( ) ( )−− ∩−= EALАL  

теңликлер арқалы анықласақ, онда еки  σ -аддитив өлшеўге ийе боламыз. 

Буннан белгиге ийе  ( )⋅L   өлшеўди  

−+ −= LLL  



көринисте жазыў мүмкинлиги келип шығады. Белгиге ийе өлшеўдиң бул 

көринистеги жайылмасы оның Жордан мағанасындағы жайылмасы деп 

аталады. 

 Енди  µ   σ -аддитив өлшеў болып,  ( )EZ   системада ….көпликтиң 

барлық өлшеўли үлес көпликлеринен дүзилген  σ -алгебра болсын. Егер 

базы-бир  ( )EZA ∈0   көплик ҳəм белгиге ийе  ( )⋅L   өлшеў ушын ҳəр бир  

0\ AEB∈   да  ( ) 0=BL   ҳəм ҳəр қандай өлшеўли   0AC∈    ушын  ( ) 0>CL  

болса, онда  0A  көплик белгиге ийе  ( )⋅L   өлшеўдиң тасыўшысы деп аталады. 

 Егер  ҳəр қандай жалғыз ноқатлы  A   көплик ушын  ( ) 0=АL   болса, 

онда бундай белгиге ийе өлшеў белгиге ийе үзликсиз өлшеў деп аталады. 

 Егер белгиге ийе  ( )⋅L   өлшеўдиң тасыўшысы шекли ямаса санақлы 

көпликлерден ибарат болса, онда өлшеў белгиге ийе дискрет өлшеў деп 

аталады.      

4-анықлама. Егер  ( ) 0=Aµ  болған ҳəр қандай   ( )EZA∈   ушын  

( ) 0=АL   болса, онда  ( )⋅L  ди  µ   өлшеўге қарата абсолют үзликсиз белгиге 

ийе өлшеў деп аталады.  

 Егер белгиге ийе  ( )⋅L   өлшеўдиң тасыўшысы   µ  -өлшеўи ноль болған 

базы-бир  ( )EZA∈   көпликтен ибарат болса, онда ол   µ  -өлшеўге қарата 

сингуляр белгиге ийе өлшеў деп аталады. 

 Лебег интегралының  σ -аддитивлик қəсийетине көре  

( ) ( )∫=
A

dxfAL µ  

теңлик арқалы анықланған  ( )AL   көплик функциясы  σ -аддитив белгиге ийе 

өлшеў болады. Лебег интегралының абсолют үзликсизлиги қəсийетинен  

белгиге ийе  ( )AL   өлшеўдиң  µ   өлшеўге қарата абсолют үзликсиз екенлиги 

келип шығады. Енди базы-бир белгиге ийе  ν   өлшеўдиң   σ -аддитив µ  

өлшеўге қарата абсолют үзликсизлиги белгили болғанда, оларды (1) 

көринисте аңлатыў мүмкин бе, деген сораў келип шығады. Бул сораўға 



Радон-Никодим теоремасы жуўап береди. Дəслеп төмендеги жəрдемши 

лемманы келтиремиз.  

 Лемма. Егер нолге тривиал тең болмаған  ν  өлшеў  µ   өлшеўге қарата 

абсолют үзликсиз болса, онда сондай натурал  n  ҳəм  ( ) 0>Bµ  болған 

өлшеўли  B   көплиги табылып,  B   көплиги белгиге ийе  ,.....2,1,1
=− n

n
µν  

өлшеўге қарата оң көплик болады. 

 2-теорема (Радон-Никодим). Егер белгиге ийе  ν  өлшеўи ҳəм               

σ -аддитив  µ   өлшеў   ( )XZ    σ -алгебрада анықланып, белгиге ийе   ν  

өлшеў  µ   өлшеўге қарата абсолют үзликсиз болса, онда  X   көпликте  µ  

өлшеў бойынша жəмлениўши сондай  ( )xf   функция бар болып, ҳəр бир  

( )XZA∈   ушын  

( ) ( )∫=
A

dxfA µν  

теңлик орынлы. 

( )xf   функция белгиге ийе  ν  өлшеўдиң  µ   өлшеў бойынша туўындысы деп 

аталады ҳəм дерлик бир мəнисли анықланады, яғный егер  

( ) ( )∫=
A

dxgA µν    ҳəм     ( ) ( )∫=
A

dxfA µν   болса, онда  

( ) ( ){ } 0: =≠∈ xgxfXxµ  

болады.      

      
 

СТИЛТЬЕС  ИНТЕГРАЛЫ 

10-лекция.  

 Лебег-Стилтьес өлшеўи 

 Жоқарыда Лебег өлшеўин қарағанымызда, [ ]ba,  кесиндиниң Лебег 

өлшеўи деп оның узынлығы ( )ab −  айтқан едик. Бирақ [ ]ba,  кесиндини ҳəм 

оның үлес көпликлерин басқаша улыўмалырақ усыл менен ҳəм киритиў 

мүмкин.  



 Мейли [ ]ba,  кесиндиде анықланған, шептен үзликсиз ҳəм монотон 

кемимейтуғын ( )xF  функция берилген болсын. Бул функция арқалы [ ]ba,  

кесиндиниң, [ )ba,   ҳəм ( ]ba,   ярым интерваллардың ҳəм ( )ba,   интервалдың 

өлшеўлерин сəйкес тəризде төмендегише анықлаймыз: 

[ ] ( ) ( )aFbFbam −+= 0, , 

   [ ) ( ) ( )aFbFbam −=, ,                                                (1) 

      ( ] ( ) ( )00, +−+= aFbFbam , 

( ) ( ) ( )0, +−= aFbFbam . 

 Енди [ ]ba,  кесинди берилген болып, усы кесиндиниң барлық [ )βα ,  

көринистеги ярым интерваллардан ибарат болған системаны H  арқалы 

билгилеймиз. H  системаның ярым сақыйна дүзетуғынлығы айқын. (1) ге 

көре ҳəр қандай [ ) H∈βα ,  ушын  

[ ) ( ) ( )αββα FFm −=,                                               (2) 

теңликке ийе боламыз. H  системада бул теңлик пенен анықланған m  көплик 

функциясы өлшеў болады. Ҳақыйқатында да, ҳəр қандай [ ) H∈βα ,  ушын 

[ ) 0, ≥βαm   екенлиги (2) теңликке көре ( )xF  функцияның монотон 

кемимейтуғынлығынан келип шығады. Енди m  көплик функциясының 

аддитив функция екенлигин көрсетемиз. 

 Мейли  

[ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ )βγγγγγγγγαβα ,,.........,,,, 132211 nnn ∪∪∪∪∪= −  

болсын. Онда (2) ге көре  

[ ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] [ ) [ ) [ ) [ )12111

121

,,.....,,
.....,
γαγγγγβγαγ

γγγγγβαββα
mmmmFF

FFFFFFFFm

nnn

nnn

++++=−+
+−++−+−=−=

−

−

теңликке ийе боламыз. Демек, H  системада (2) теңлик пенен анықланған m  

көплик функциясы өлшеў болады. 

 Анықлама. Егер ( )xF  функция [ ]ba,  кесиндиде анықланған, шептен 

үзликсиз ҳəм монотон кемимейтуғын функция болып, H  система [ ]ba,  

кесиндиниң барлық  [ )βα ,  көринистеги ярым интерваллардан ибарат болған 

система болса, онда H  системада (2) теңлик пенен анықланған m  көплик 



функциясы  F  функция арқалы пайда қылынған Стилтьес өлшеўи деп 

аталады. ( )xF  функциясы Стилтьес өлшеўин келтирип шығарыўшы 

(жаратыўшы) функция деп аталады. 

  ( )xF  ҳəм ( ) СxF +   функциялары бир қыйлы Стилтьес өлшеўин 

келтирип шығарады. Улыўма, (2) өлшеўди келтирип шығаратуғын  

функциялардың улыўма көриниси ( ) СxF +  ден ибарат болады. 

Ҳақыйқатында да, ( )xF  ҳəм ( )xФ  функциялары (2) өлшеўди келтирип 

шығаратуғын қəлеген функциялар болсын. [ ]ba,  кесиндиден базы-бир  

[ ]bax ,0 ∈  ноқатты тайынлап алып, қəлеген [ ]bax ,∈∀  ноқатты аламыз. Егер 

0xx ≤  болса, онда (2) теңликке көре, [ )xx ,0   ярым интервал ушын ( ( )xF  ҳəм 

( )xФ  функциялары m  өлшеўди келтирип шығратуғын функциялар болғаны 

ушын)  [ ) ( ) ( ) ( ) ( )000 , xФxФxFxFxxm −=−=   болып, буннан  

( ) ( ) ( ) ( )00 xFxФxFxФ −=−                                        (3) 

теңликке ийе боламыз. Усыған уқсас, егер 0xx <  болса, онда (2) теңликтен 

[ )0, xx  ярым интервал ушын   [ ) ( ) ( ) ( ) ( )xФxФxFxFxxm −=−= 000,  болып, 

буннан жəне  ( ) ( ) ( ) ( )00 xFxФxFxФ −=−  теңликке келемиз. [ ]bax ,∈∀  

болғаны ушын  ( ) ( ) )( соnstCСxFxФ ==−  теңлик келип шығады. Демек, ҳəр 

бир [ ]bax ,∈∀  ушын m  өлшеўди келтирип шығаратуғын ҳəр қандай ( )xF  ҳəм 

( )xФ  функциялары арасында   

( ) ( ) СxFxФ +=  

қатнас орынлы болады екен. 

 1-Теорема.  Мейли ( )xF  функциясы [ ]ba,  кесиндиде монотон 
кемимейтуғын функция ҳəм 

[ ) ( ) ( )αββα FFm −=,                                          (4) 

өлшеў H  системада анықланған Стилтьес өлшеўи болсын. (4) 
өлшеўдиң σ -аддитив өлшеў болыўы ушын ( )xF  функциясының 
[ ]ba,  кесиндиде шептен үзликсиз болыўы зəрүрли ҳəм жетерли.  

 Дəлиллениўи. Зəрүрлилиги. (4) өлшеўди σ -аддитив өлшеў 
деп, ( )xF  функциясының шептен үзликсиз екенлигин көрсетемиз. 



Мейли ( )xF  функция [ ]ba,  кесиндиниң базы-бир ноқатында шептен 
үзликсиз болмасын деп болжайық, яғный [ ]bax ,0 ∈  ноқатта ( )xF  
функция ушын ( ) ( )00 0 xFxF ≠−  қатнас орынлы болсын, [ ]ba,  
кесиндиден усы 0x  ноқатқа өсип умтылатуғын { }nx  избе-изликти 
аламыз: 

∞→→<<<< nxxxxxx nn ,,........... 0321 ,                   (5) 

( )xF  функция кемимейтуғын болғанлығы себепли              

( ) ( ) ( )00 0

0

xFxFxFmil n

xx
n

n

≠−=
<
∞→

 

қатнас орынлы. (5) қатнасқа көре [ ) [ ) [ ) ....,..........,, 13121 ⊂⊂⊂⊂ nxxxxxx , 

қатнастың орынлы екенлиги айқын. Бул қатнастан ҳəм ∞→n  да 

0xxn →  екенлигинен, [ ) [ )U
∞

=
=

1
101 ,,

n
nxxxx  теңлик келип шығады. 

Буннан ҳəм σ -аддитивлигинен  

[ ) [ ) [ )n
nn

n xxmmilxxmxxm ,,, 1
1

101
∞→

∞

=
=








= U  

теңликти аламыз. Нəтийжеде (4) теңликке көре 

( ) ( )[ ] ( ) ( )101 xFxFxFxFmil n
n

−=−
∞→

 

ямаса ( ) ( )0xFxFmil n
n

=
∞→

 теңлик ийе боламыз. Бул болжаўымызға   

қарама-қарсы. Демек, ( )xF  функциясы шептен үзликсиз екен. 

 Жетерлилиги. ( )xF  функцияны [ ]ba,  кесиндиде шептен 
үзликсиз деп, (4) теңлик пенен анықланған  m  өлшеўди σ -аддитив 
екенлигин көрсетемиз. Мейли  

[ ) [ ) [ ) [ )=∩=
∞

=
U

1
,,,,,

n
jjkknn βαβαβαβα ∅,  jk ≠                       (6) 

болсын.  Онда ҳəр қандай N  натурал сан ушын [ ) [ )βαβα ,,
1
U
∞

=
⊂

n
nn  

қатнас орынлы болады. Буннан ҳəм m  өлшеўдиң σ -аддитив ҳəм 



монотонлық қəсийетинен  [ ) [ )βαβα ,,
1

mm nn

N

n
≤∑

=
 теңсизликке ийе 

боламыз. Бул теңсизлик ҳəр қандай N  натурал сан ушын  
орынлы болғанлығы себепли ∞→N   да орынлы болады: 

[ ) [ )βαβα ,,
1

mm nn
n

≤∑
∞

=
.                                           (7) 

Енди кери теңсизликти дəлиллеймиз.Мейли (6) қатнаста βα <  болсын, сонда  
ββα <′<  қатнасты қанаатландырыўшы  β′   саны барлық  ўақытта бар 

болады. ( )xF  функция шептен үзликсиз болғанлығы себепли қəлеген 0>∀ε  
сан ушын ҳəр бир n   натурал санда nn αα <′  қатнасты қанаатландырыўшы 
сондай  nα  ҳəм  nα′  санлар  табылып, олар ушын  

( ) ( ) nnn FF
2
εαα <′−  

қатнас орынлы болады. Буннан   

( ) ( ) ( ) ( ) nnnnn FFFF
2
εαβαβ +−<′−                              (8) 

теңсизлик келип шығады. Бул жерде nβ  сан  (6) қатнастағы [ )nn βα ,  ярым 

интервалды дүзиўши сан. nn αα ,′  ҳəм nβ  санлардың алыныўына көре 

[ ) ( )  ,, nnnn βαβα ′⊂  қатнас орынлы. Демек, [ )βα ,   ярым интервалда 

жайласқан [ )βα ′,   кесинди саны санақлы ( ) , nn βα′   интерваллар менен 

қапланар екен. 

 Белгили Борель-Лебег теоремасына көре бул системадан [ ]βα ′,  

кесиндини қаплайтуғын саны шекли ( ){ } ,.....2,1,, rk
kk nn =′ βα  үлес системаны 

ажратып алыў мүмкин. Егер саны шекли ( ){ } ,
kk nn βα′  интерваллар системасы 

[ ]βα ′,  кесиндини қапласа, онда [ )
kk nn βα , ′  ярым интерваллар системасы ҳəм 

усы кесиндини қаплайды,  яғный  

[ ] [ )U
r

k
nn kk1

,,
=

′⊂′ βαβα . 

Буннан төмендеги қатнас тиккелей келип шығады: 

[ ) [ ).,,
1
U
r

k
nn kk

=
′⊂′ βαβα  

Бул қатнастан ҳəм m  өлшеўиниң аддитивлик жəне монотонлық қəсийетинен  



[ ) [ )
kk nn

r

k
mm βαβα ,,

1
′∑≤′

=
 

теңсизликке ийе боламыз.(4) теңликке тийкарланып  [ ) ( ) ( )αββα FFm −′=′,  

 ҳəм  

[ ) ( ) ( )
kkkk nnnn FFm αββα ′−=′ ,  

теңликлердиң орынлы болғанлығы ушын (9) қатнастан  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ ′−≤−′
=

r

k
nn kk

FFFF
1

αβαβ  

теңсизлик келип шығады. Буннан ҳəм ( )xF  функцияның кемимейтуғын 

екенлигинен  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ ′−≤−′
∞

=1n
nn FFFF αβαβ  

қатнасқа ийе боламыз. Буның оң тəрепиндеги қосынды астындағы аңлатпаға 

(8) теңсизликти қоллансақ, онда 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] εαβαβ +∑ −≤−′
∞

=1n
nn FFFF  

теңсизликке ийе боламыз. Бул теңсизлик ββα <′<  қатнасты 

қанаатландырыўшы ҳəр қандай β ′  сан ушын орынлы болғанлығы ушын  ол 

( )xF  функцияның шептен үзликсизлигине тийкарланып, ββ →′  болғанда 

ҳəм орынлы болады, яғный  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] εαβαβ +∑ −≤−
∞

=1n
nn FFFF . 

Буннан ҳəм 0>∀ε  санның қəлегенлигинен  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ −≤−
∞

=1n
nn FFFF αβαβ  

теңсизлик келип шығады. Бул қатнастан (4) теңликке көре  

[ ) [ )nn
n

mm βαβα ,,
1

∑≤
∞

=
 

теңсизликке ийе боламыз.Бул ҳəм (7) теңсизлик теореманы дəлиллейди. 

 Сондай қылып, H  ярым сақыйнада (4) теңлик пенен анықланған        

σ -аддитив m  өлшеўге ийе болдық. 



 Бул өлшеўди алдын баян  етилген усыл менен H   системаны өз ишине 

алған минимал ( )HZ  сақыйнаға даўам еттиремиз, сонда σ -аддитив Fµ  

өлшеўге ийе боламыз. Бул өлшеў F  функцияға сəйкес болған (ямаса F  

функция  келтирип шығарған) Лебег-Стилтьес өлшеўи деп аталады. F  

функцияға  Fµ  өлшеўди келтирип шығарыўшы функция деп аталады. 

 Лебег-Стилтьес өлшеўиниң  төмендеги тийкарғы үш ҳалы менен 

танысып өтемиз. 

 1. Мейли ( )xF  функция (1) теңлик пенен анықланған шептен үзликсиз 

( )xh  бағаналы функция болсын. Бул функцияның үзилис ноқатларын 

.................321 <<<<< nxxxx  болып, усы ноқатларға  сəйкес келген 

секириўлер болса, онда 





 ∑ ∞<>>>

∞

=1
21 ,....,0,......,0,0

k
kn hhhh  санлардан 

ибарат болсын. 1-анықламадан  ( )xF  сыпатында  ( )xh  функцияны аламыз. 

Онда  ( )xh  функция келтирип шығарған µ  өлшеў бойынша [ ]ba,  аралықтың 

ҳəр қандай үлеси өлшеўли болып, [ ]baA ,⊂  көпликтиң hµ  өлшеўи усы 

көпликке тийисли  ix  ларға сəйкес келген ih  лардың қосындысына тең, 

яғный  

( ) ∑=
∈Ax

ih
i

hAµ                                               (10) 

Ҳақыйқатында да, Лебег-Стилтьес өлшеўиниң анықламасынан көринип 

турғанындай, ҳəр бир ix  ноқаттың өлшеўи ih  ге тең, яғный  

{ }( ) iiF hx =µ . 

Егер { }U
∞

=
=

1i
ixD  болса, онда  [ ]( ) 0\, =Dbahµ  теңлик орынлы. Демек, hµ  

өлшеўдиң тасыўшысы  D  екен. Буннан ҳəм  hµ   өлшеўдиң σ -аддитивлиги-

нен ҳəр қандай  [ ]baA ,⊂   ушын (10) теңлик келип щшығады. 

 2-анықлама. Базы-бир F  бағаналы монотон функция келтирип 

шығарған Fµ   өлшеў дискрет өлшеў деп аталады. 



 2. Мейли F  монотон функция  [ ]ba,  кесиндиде абсолют үзликсиз 

болып, оның  туўындысы ( ) ( )xfxF =′  болсын. Лебег теоремасына 

тийкарланып ҳəр бир интервал [ ) [ ]ba,  , ⊂βα   ушын оның өлшеўиниң 

[ )( ) ( ) ( ) ( ) µαββα
β

α
dxfFFmF ∫=−=,  

теңлик арқалы анықлаймыз(бул жерде µ  өлшеў [ ]ba,  кесиндидеги Лебег 

өлшеўи). Сонда, элементлери [ ]ba,  кесиндиниң барлық [ )βα ,  көринистеги 

ярым интерваллардан ибарат болған H  системада анықланған σ -аддитив 

Fm  өлшеўге ийе боламыз. 25.2-теоремаға көре Fm  өлшеў  H  системаны  өз 

ишине алған минимал  ( )HZ  сақыйнада анықланған σ -аддитив Fµ  өлшеўге 

даўам еттириў мүмкин. Бул усылда анықланған Fµ  өлшеў ҳəр қандай 

( )HZA∈  ушын  

( ) ( )∫=
A

F dxfA µµ                                               (11) 

теңлик пенен  анықланады. 

 3-анықлама. Егер Fµ  ҳəм µ  өлшеўлер берилген болып (µ -Лебег 

өлшеўи), ( ) 0=Aµ  болған ҳəр қандай  өлшеўли A  көплик ушын ( ) 0=AFµ  

болса, онда Fµ  өлшеўди(µ  өлшеўге қарата)  абсолют үзликсиз өлшеў деп 

аталады. 

 Лебег интегралының абсолют үзликсизлиге көре (11) теңликтен Fµ  

өлшеўдиң  µ   өлшеўге қарата абсолют үзликсизлиги келип шығады. 

 3. Мейли F  монотон сингуляр функция болсын. Белгили болғанындай, 

бундай функция үзликсиз болып, өзгериси шегараланған ҳəм туўындысы 

дерлик нолге нолге тең болады. Буннан, F  сингуляр функция келтирип 

шығарған Fµ  өлшеўдиң тасыўшысы Лебег өлшеўи ноль болған көпликтен 

ибарат көпликтен ибарат екенлиги келип шығады. 

 4-анықлама. Егер Fµ  ҳəм µ  өлшеўлер берилген болып (µ -Лебег 

өлшеўи) ҳəр қандай бир ноқатлы көпликте Fµ  нолге тең, бирақ сондай  



( ) 0=Aµ  болған өлшеўли  A  көплик  болып, ( ) 0=СAFµ  теңлик орынлы 

болып, Fµ  ге µ   қарата сингуляр өлшеў деп аталады.  

Демек, базы-бир F  сингуляр функция арқалы келтирилип шығарылған 

өлшеў Лебег өлшеўине қарата сингуляр өлшеў болады  екен. 

Егер    21 FFF +=  болса, онда  

[ )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ )( ) [ )( )βαβααβαβαββα ,,,
111211 FFF mmFFFFFFm +=−+−=−=

теңликке көре 
21 FFF µµµ += . 

Ҳəр қандай монотон функцияны үш түрли функция –абсолют үзликсиз, 

бағана ҳəм сингуляр функциялардың қосындысы сыпатында аңлатыў 

мүмкин. Буннан ҳəм (11) теңликтен ҳəр қандай Лебег-Стилтьес өлшеўи 

абсолют үзликсиз, дискрет ҳəм сингуляр өлшеўлердиң қосындысы 

сыпатында аңлатыў мүмкин, деген əҳмийетли жуўмақ келип шығады.                

 

 

11,12- лекциялар.  

Лебег-Стилтьес интегралы 

 Мейли [ ]ba,  кесиндиде анықланған монотон F   функция арқалы 

келтирилип шығарылған Fµ   Лебег-Стилтьес өлшеўи берилген болсын. Бул 

өлшем ушын Лебег интегралы түсинигин  киритип, əдеттегидей,  

интегралланыўшы функциялар класын анықлаўымыз мүмкин. [ ]ba,  

кесиндиде анықланған ( )xf  функцияның Fµ  өлшеў бойынша Лебег 

интегралы  Лебег-Стилтьес интегралы деп аталады ҳəм ол төмендегише 

белгиленеди: 

( ) ( )xdFxf
b

a
∫ . 

 Мысаллар. 1. ( ) ( ) ∑==
<xx

i
i

hxhxF , бул жерде ( )xh - бағана функция 

болып, ,....,.......,,, 321 nxxxx , лар  ( )xh  ның үзилис ноқатлары, 
,....,.......,,, 321 nhhhh  лар болса усы ноқатларға сəйкес болған функцияның 

секириўлери. ( )xF  функция жасаўшы Fµ  өлшеўдиң  тасыўшысы 
,....,.......,,, 321 nxxxx , ноқатлар екенлиги ҳəм ҳəр бир ix  ноқатының өлшеўи 



{ }( ) ,....,2,1, == ihx iiFµ  екенлиги Лебег-Стилтьес өлшеўиниң биринши 
ҳалында көрген едик. Енди, енди Fµ  өлшеўге сəйкес келген Лебег-Стилтьес 
интегралын алсақ, онда төмендегиге ийе боламыз:     

( ) ( ) ( ) ( )∑=∫=∫
=1i

ii

b

a
F

b

a
hxfxdhxfdxf µ . 

 2. Егер F  абсолют үзликсиз функция болса, онда   

( ) ( ) ( ) ( )dxxFxfxdFxf
b

a

b

a
∫ ′=∫                                                 (1) 

теңлик орынлы болады.Демек, бул жағдайда Лебег-Стилтьес интегралы 
Лебег интегралға айланады екен.  
 Ҳақыйқатында да, егер  ( )xf   функция  бағана функция болса,  онда   
[ ]ba,  кесиндини саны шекли ямаса санақлы өз-ара кесилиспейтуғын 
өлшеўлши ,......, 21 AA  көпликлердиң қосындысы сыпатында аңлатыў мүмкин, 
ҳəр бир kA  көпликте  ( )xf  функция турақлы kс  санға тең болады. Бундай 
функция ушын Fµ   өлшеўдиң σ -аддитивлигинен төмендегиге ийе боламыз:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .dxxFxfdxxFxf

dxxFcdxxFcAc

dxfdxfdxfxdFxf

b

aA

k A
k

k A
k

k
kFk

k
F

A
F

A
F

b

a

b

a

k
k

kk

k
k

k

′=′=

=′=′==

====

∫∫

∑ ∫∑ ∫∑

∑ ∫∫∫∫

U

U

µ

µµµ

 

Демек, бағаналы функциялар ушын (1) теңлик орынлы болады екен. 
 Енди, егер ( )xf  қəлеген интегралланыўшы функция болса, онда бул 
функцияға тең өлшеўли ( )xfn  бағаналы функциялар избе-излиги бар болады. 
Бул избе-изликти кемимейтуғын деп есаплаймыз. Сонда ( ) ( ){ }xFxfn ′  избе-
излик ҳəм кемимейтуғын болады ҳəм ол ( ) ( )xFxf ′  функцияға дерлик 
жыйнақлы болады. Егер мына  

( ) ( ) ( ) ( )∫ ′=∫
b

a
n

b

a
n dxxFxfxdFxf  

теңликте (Леви теоремасына көре) ∞→n  лимитке өтсек, онда (1) теңлик 
пайда болады. 
 Жоқарыдағы Лебег-Стилтьес өлшеўин көргенимизде, усы өлшеўди 
келтирип шығарған F  функцияны монотон кемимейтуғын етип алған едик. 
Бирақ Лебег-Стилтьес өлшеўин ҳəр қандай өзгериўи шегараланған ( )xG  
функция ушын ҳəм анықлаў мүмкин.Ҳақыйқатында да, ( )xG  функция [ ]ba,  
кесиндиде өзгериўи шегараланған қəлеген функция болсын. 47.3-теоремаға 
көре бундай еки ( )xϕ   ҳəм ( )xψ  монотон функцияның айырмасы 
көринисинде  аңлатыў мүмкин, яғный  



( ) ( ) ( ) - xxxG ψϕ= . 
Енди, ( )xG  функция арқалы Лебег-Стилтьес интегралының анықламасына 
көре  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫−∫=∫
b

a

b

a

b

a
xdxfxdxfxdGxf ψϕ  

теңлик пенен анықлаймыз. Егер ( )xG  функция  басқа ( )x1ϕ   ҳəм ( )x1ψ  
монотон функциялардың айырмасы көринисинде аңлатылған болса, яғный  

( ) ( ) ( ) - 11 xxxG ψϕ=  
болса, онда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫−∫=∫−∫
b

a

b

a

b

a

b

a
xdxfxdxfxdxfxdxf 11 ψϕψϕ  

теңлик орынлы болады. Ҳақыйқатында да, анықламаға көре  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫−∫=∫=∫−∫
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
xdxfxdxfxdGxfxdxfxdxf 11 ψϕψϕ  

теңликке тиккелей ийе боламыз. 
 

Лебег-Стилтьес интегралының базы-бир қолланыўлары 
 

Лебег-Стилтьес интегралы əмелий мəселелерде жүдə көп қолланады. 

Төменде солардың айырымларына тоқталып өтемиз. 

Итималлықлар теориясында тосыннанлы шаманың бөлистирилиў 

функциясы  

( ) ( )xPxF <= ξ  
теңлик жəрдеминде бериледи(бул жерде ( )xP <ξ  сан ξ   тосыннанлы шама 

мəнислериниң  x  дан киши болыўы итималлығы). Тосыннанлы шаманың 

мəнислери дискрет ямаса үзликсиз болыўы мүмкин. Егер ξ   тосыннанлы 

шама дискрет болса, онда оның мəнислери көплиги көпи менен санақлы 

болады. Мейли ,....,.......,,, 321 nxxxx , лар ξ   тосыннанлы шаманың мəнислери 

болып, ,....,.......,,, 321 npppp , санлары усы мəнислерди қабыл қылыў 

итималлықлары болсын: 

( ) ∑ =≥==
i

iiii ppxPp 1,0,ξ . 

Бундай тосыннанлы шаманың бөлистирилиў функциясы ( )xF  

( ) ∑=
<xx

i
i

pxF  



[ ]ba,  кесиндиде секириў функциясынан болады. 

 [ ]ba,  кесиндиде бөлистирилиў функциясы анық болған тосыннанлы  

шамалар ушын оның математикалық күтилмеси ҳəм дисперсиясы сəйкес 

тəризде   ( )xdFxM
b

a
∫=ξ   ҳəм  ( ) ( )xdFMxD

b

a
∫ −= 2ξξ   Лебег-Стилтьес 

интеграллары арқалы табылады.Егер буны дискрет тосыннанлы шамаға 

қоллансақ, онда сəйкес төмендеги қосындыларды аламыз: 

∑=
i

ii pxMξ   ҳəм  ( )∑ −=
i

ipMxD 2ξξ  . 

  Егер ξ  тосыннанлы шама үзликсиз болса, онда оның ( )xF  
бөлистирилиў функциясы абсолют функция болады. Бөлистирилиў 
функциясының ( ) ( )xpxF =′  туўындысы ξ  тосыннанлы шама 
итималықларының  бөлистирилиў тығызлығы деп аталады.Бундай 
тосыннанлы шаманың математикалық күтилмеси ҳəм дисперсиясы 
төмендеги теңликлер менен анықланады: 

( )dxxxpM
b

a
∫=ξ   ҳəм  ( ) ( )dxxpMxD

b

a
∫ −= 2ξξ . 

   

Риман-Стилтьес интегралы 

  

[ ]ba,  кесиндиде анықланған еки ( )xf  ҳəм ( )xϕ   функция берилген 

болсын.  [ ]ba,  кесминдини naaaa ,.......,,, 321  ноқатлар менен қəлеген тəрезде 

n  бөлекке бөлемиз; 

( ) niinin aaabaaaaaa =−=<<<<<= −
≤≤

113210 max,....... .               (1)  

Ҳəр бир [ ]ii aa ,1−  кесиндиде базы-бир ix   ноқатты алып,  

( ) ( ) ( ){ }1
1

−
=

−= ∑ ii

n

i
in aaxfS ϕϕ  

қосындыны түземиз. 
 Анықлама. Егер na  нолге умтылатуғын nS  қосынды [ ]ba,  кесиндиниң 
қандай бөлиниўинен ҳəм ix  ноқатларының қандай таңлап алыўынан ғəрезсиз 
анық бир лимитке умтылса, онда бул лимиттиң мəниси ( )xf  функцияның 
[ ]ba,  аралықтағы ( )xϕ  функция бойынша алынған Риман-Стильес интегралы 
деп аталады ҳəм төмендегише жазылады: 



( ) ( )∫=
→

b

a
n

a
xdxfSmil

n

ϕ
0

. 

Бунда ( )xf  интегралланыўшы функция, ал ( )xϕ   интеграллаўшы функция 
деп аталады. 
 1-теорема. Егер [ ]ba,  кесиндиде ( )xf  үзликсиз ҳəм ( )xϕ  өзгериўи 
шегараланған функциялар болса, онда ( )xf  функцияның ( )xϕ  функция  
бойынша Риман-Стилтьес интегралы бар болады ҳəм ол усы функцияның 
Лебег-Стилтьес интегралына тең болады.        
 Дəлиллениўи.  [ ]ba,  кесиндиниң  

baaaaaa n =<<<<<= .......3210  
бөлиниўин қараймыз. Егер ҳəр бир n  натурал сан ушын  
[ ) niaa ii ,......,2,1,,1 =−  ярым интервалдан iξ  ноқатын қəлегенше қылып 
таңлап, ( )xfn  бағана функцияны  

( ) ( ) niaxafxf iiin ,......,2,1,, 1 =<≤= −ξ  
теңлик пенен анықласақ, онда ∞→n  да  ( ){ }xfn  избе-излик [ ]ba,  кесиндиде 
үзликсиз ( )xf  функцияға тең өлшеўли жыйнақлы болады. Ҳақыйқатында да, 
( )xf  функция [ ]ba,  кесиндиде үзликсиз болғаны себепли, ҳəр қандай 0>∀ε  

сан ушын сондай 0>∃δ  сан бар болып, δξ <−x  болғанда  ( ) ( ) εξ <− fxf  
болады. Енди [ ]bax ,∈∀  қəлеген ноқат болсын.Сонда бул ноқат [ )ii aa ,1−  ярым 
интерваллардың биреўине тийисли болады. Берилген 0>ε  сан ушын n  
натурал санды сондай таңлаў мүмкин, нəтийжеде [ )ii aa ,1−  ярым интерваллар 
узынлықлардың ең үлкени δ  саннан киши қылып таңлап алыў мүмкин. 
Сонда  

( ) ( ) ( ) ( )xffxfxf in −=− ξ  
теңликтен ҳəм [ ) [ )iiiii aaxaa ,,, 11 −− ∈∈ξ   ҳəм ( ) δ<− −1ii aaxam  қатнаслардан 
( )xf  функцияның үзликсизлигине көре  

( ) ( ) ε<− xfxfn  
теңсизликке ийе боламыз. Буннан, [ ]bax ,∈  ҳəм 0>ε  қəлеген болғанлығы 
себепли ( ){ }xfn  избе-изликтиң ( )xf  функцияға тең өлшеўли жыйнақлы 
болады. Енди  

( ) ( ) ( ){ }1
1

−
=

−∑= ii

n

i
in aafS ϕϕξ  

интеграллық қосындыға ( ) ( ) iiin axafxf <≤= −1,ξ   бағана функцияның 
Лебег-Стилтьес интегралы деп қараўымыз мүмкин. [ ]ba,  кесиндини шексиз 
киши бөлеклерге бөлиў нəтийжесинде ( ){ }xfn  функциялар избе-излиги ( )xf  
функцияға тең өлшеўли жыйнақлы болғанлығы (3) қосындының 0→na  
лимити бар болады ҳəм бул лимит ( )xf  функциядан [ ]ba,  кесинди бойынша 
алынған Лебег-Стилтьес интегралын береди. Екинши тəрептен, бул лимиттиң 



өзи, анықлама бойынша, ( )xf  функциядан алынған Риман-Стилтьес 
интегралы деп белгилеген едик. 
 Енди Риман-Стилтьес интегралының бир неше əпиўайы қəсийетлерин 
келтирип өтемиз. 
 2-теорема. Төмендеги  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )∫ +=∫+∫
b

a

b

a

b

a
xdxxfxdxxdxf ϕψϕψϕ  

теңлик орынлы ҳəм буның шеп тəрепиниң бар болыўынан оның оң 
тəрепиниң бар болыўы келип шығады. 

Дəлиллениўи.  Мына 

( ) ( )[ ] ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ } )2()1(
1

1

1
1

1
1

nnii

n

i
i

ii

n

i
iii

n

i
iin

SSaax

aaxfaaxxfS

+=−∑

+−∑=−∑ +=

−
=

−
=

−
=

ϕϕψ

ϕϕϕϕψ
 

 Егер na  нолге умтылғанда )1(
nS  ҳəм )2(

nS  қосындылар сəйкес тəризде 1I  
ҳəм 2I  лимитлерге умтылса, онда )2()1(

nnn SSS +=  қосынды 21 III +=  
қосындыға умтылады, бул жерде: 

( ) ( )∫=
b

a
xdxfI ϕ1  ,    ( ) ( )∫=

b

a
xdxI ϕψ2 , 

( ) ( ){ } ( )∫ +=
b

a
xdxxfI ϕψ . 

  3-теорема. Төмендеги  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ +=∫+∫
b

a

b

a

b

a
xxdxfxdxfxdxf ψϕψϕ  

теңлик орынлы ҳəм буның шеп тəрепиниң бар болыўынан оның оң 
тəрепиниң бар болыўы келип шығады. 
 Бул теореманың дəлиллениўи 2-теореманың дəлиллениўине уқсас 
дəлилленеди. 

4-теорема. Егер cba <<  болса, онда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫=∫+∫
c

a

c

b

b

a
xdxfxdxfxdxf ϕϕϕ . 

Бул теңлик интеграллардың оң тəрепиндегиси бар болғанда бар болады. 
   Бул теореманың дəлиллениўи 2-теореманың дəлиллениўине уқсас, 
бирақ бунда оң тəрепиндеги интегралға сəйкес қосынды дүзгенде, яғный 
[ ]ba,  кесиндини бөлгенде b  ноқатын бөлиў ноқаты қылып алыў мүмкин.  

 5-салдар. Соны ҳəм айтып өтиў керек, себеби ( ) ( )∫
c

a
xdxf ϕ  интегралдың 

бар болыўынан ( ) ( )∫
b

a
xdxf ϕ  ҳəм ( ) ( )∫

c

b
xdxf ϕ  интеграллардың бар болыўы 

келип шығады. Бирақ кериси ҳəр дайым орынлы емес. Буған мысал 



келтиремиз. [ ]1,1 +−  кесиндиде төмендегише берилген ( )xf  ҳəм ( )xϕ  
функциялар берилген болсын:  

( )






≤<

≤≤−
=

,10,1
,01,0

xегер
x

xегер
xf  

( )




≤≤
<≤−

=
.10,0
,01,

xегер
xегерx

xϕ  

Буннан,  

( ) ( ) 0
0

1
=∫

−
xdxf ϕ  ,         ( ) ( ) 0

1

0
=∫ xdxf ϕ  

себепли  [ ]0,1−  кесиндиде ( ) 0=xf   ҳəм [ ]1,0  кесиндиде ( ) 0=xϕ . Бирақ  

( ) ( )∫
−

1

1
xdxf ϕ  

интеграл анықланбаған, себеби [ ]1,1 +−  кесиндини бөлеклерге бөлгенимизде 
( )xf  ҳəм ( )xϕ  функциялардың берилиўи көре 0  ноқатын өз ишине алмаған 

бөлеклерге сəйкес ағзалар 0  ге тең болады. 0  ноқатын өз ишине алған 
ii aa <<− 01  бөлекке сəйкес болған ағза(ноль ноқат бөлиў ноқаты болмаған 

ҳалда)төмендегише болады: 

( ) ( ){ } ( ) ( ).01
1 болсаxегер

x
axfaa i

i

i
iiii >−=−= −

−ϕϕσ  

Буннан көринип турғанындай, ix  нолге қəлегенше жақын болғанда iσ  сан 
қəлегенше үлкен болыўы мүмкин, демек, тийисли қосынды лимитке ийе 
болмайды. 

 6-теорема.   ( ) ( ) ( ) ( )∫=∫
b

a

b

a
xdxfkhxdhxkf ϕϕ  ( k   ҳəм h -турақлы санлар). 

 Дəлиллениўи. Ҳақыйқатында да,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ).
1

1

1
1

∫=∑ −

=∑ −=∫

=
−

∞→

=
−

∞→

b

a

n

i
iii

n

n

i
iii

n

b

a

xdxfkhaaxfmilhk

ahahxkfmilxdhxkf

ϕϕϕ

ϕϕϕ
 

 7-теорема. Мына 

( ) ( )∫
b

a
xdxf ϕ  ҳəм ( ) ( )∫

b

a
xdfxϕ  

интеграллардың биреўиниң бар болыўынан екиншисиниң бар болыўы келип 
шығады ҳəм төмендеги теңлик орынлы болады: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) b
a

b

a

b

a
xxfaafbbfxdfxxdxf ϕϕϕϕϕ =−=∫+∫ . 

Бул теңлик бөлеклеп интегралаў формуласы деп аталады.  



Дəлиллениўи. ( ) ( )∫
b

a
xdxf ϕ  интеграл бар деп божаймыз, (2) қосындыға 

уқсас төмендеги қосындыны дүземиз: 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ).1
11

1
1

−
==

−
=

∑−∑=−∑= i

n

i
ii

n

i
iii

n

i
in axfaxfaaxfS ϕϕϕϕ  

aaban == 0,  болғанлығы ушын қосындыға ( ) ( )[ ] b
axxf ϕ  аңлатпаны қосып 

ҳəм айырып тасласақ, онда мына теңлик келип шығады: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ){

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] .1

1

1
1

01

1

1
1

1

1

n
b
a

n

i
iii

n
b
a

i

n

i
ii

n

i
innn

Sxxfaafxfxfxfa

bxfbfxxfaxf

axfaxfaxfS

′−=


−+∑ −+

+−−=−

−∑−∑+=

−

=
+

−

=
+

−

=

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕ

 

бул жерде nS′ -соңғы үлкен қаўыс ишиндеги аңлатпа.   nS′ -қосындының 
дүзилиўине дыққат пенен қаралса, онда ол ҳəм nS  қосындыға уқсас дүзилген 
болып, бундағы өзгешелик nS′ -де [ ]ba,  кесиндини бөлиў ноқатлары 
сыпатында bxxxxax n =<<<<<= .......3210  ноқатлар қатнасып 
атырғанлығы, 1321 ,.......,,, −naaaa  ноқатлар (яғный nS  ди дүзиўде бөлиў 
ноқатлары) тийисли nnn xaxxaxxax ≤≤≤≤≤≤ −− 11322211 ,.......,,  
теңсизликлерди қанаатландырады. ( )ii

ni
n aaxam −= +

−≤≤
1

10
α   нолге умтылғанда 

( )ii
ni

n xxxam −= +
−≤≤

1
10

β   ҳəм нолге умтылады. Болжаўымызға көре, 0→nα  да 

nS  диң лимити  бар болады, демек,  ( ) ( )[ ] n
b
an SxxfS −=′ ϕ  теңликтен,  

жоқарыдағы пикирлеўге көре, 0→nβ  да nS′  диң лимити бар болыўы келип 
шығады. Бул лимит Риман-Стилтьес интегралының анықламасына көре 

( ) ( )∫
b

a
xdfxϕ ге тең болады. Керисинше, соңғы интеграл бар деп болжасақ, онда 

жоқарыдағыға уқсас, ( ) ( )∫
b

a
xdxf ϕ  интегралдың  бар екенлигин 

көрсетимиўимиз мүмкин. 
 

13-лекция 
Стилтьес интегралы  астында лимитке өтиў 

  
 1-теорема. [ ]ba,  кесиндиде анықланған өзгериўи шегараланған ( )xϕ  
функция ҳəм ( )xf  функцияға тең өлшеўли жыйнақлы үзликсиз 
функциялардың ( ){ }xfn  избе-излиги берилген болсын. Сонда  

( ) ( ) ( ) ( )∫=∫
∞→

b

a

b

a
n

n
xdxfxdxfmil ϕϕ .                               (1) 



 Дəлиллениўи. Математикалық анализ курсындағы белгили теоремаға 
көре ( )xf  функция тең өлшеўли жыйнақлы үзликсиз функциялар избе-
излигиниң лимити болғанлығы себепли үзликсиз болады. Соның ушын 55.1-
теоремаға көре соңғы қатнастың оң тəрепиндеги интеграл бар болады.  
 §55 ниң (2) теңликтеги nS  қосынды ушын төмендеги қатнасларды 
жазыўымыз мүмкин: 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )  1
1

1
1

ϕϕϕϕϕ b
afii

n

ibxa
ii

n

i
in VMaaxfxamaaxfS ≤−∑≤−∑= −

=≤≤
−

=
 

бул жерде  
( )xfxamM

bxa
f

≤≤
= . 

Буннан тиккелей 

( ) ( ) ( ); ϕϕ b
af

b

a
VMxdxf ≤∫  

онда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ϕϕϕ b
aff

b

a

b

a
n VMxdxfxdxf

n−
≤∫−∫  

Теорема шəртине көре ∞→n  де ( ){ }xfn  избе-излиги ( )xf  функцияға тең 
өлшеўли жыйнақлы болатуғынлығы, себепли  

0→− ffn
M . 

Буннан (1) қатнасқа ийе боламыз. 
2-теорема (Хелли). [ ]ba,  кесиндиде анықланған үзликсиз ( )xf  

функция ҳəм  бул кесиндиниң  ҳəр бир ноқатында ( )xϕ  функцияға жыйнақлы 
өзгериси шегараланған ( ){ }xnϕ  функциялар избе-излиги берилген болсын. 
Егер n  натурал санның барлық мəнислери ушын  

( ) MV n
b

a ≤ϕ                                                                               (2) 
теңсизлиги орынлы болса( M  турақлы ҳəм n  ге ғəрезли болмаған сан), онда 
( )xϕ  функцияның ҳəм өзгериўи шегараланған болады ҳəм  

( ) ( ) ( ) ( )∫=∫
∞→

b

a

b

a
n

n
xdxfxdxfmil ϕϕ .                                      (3) 

Дəлиллениўи. [ ]ba,  кесиндиниң қəлеген baaaaaa m =<<<<<= .......3210  
бөлиниўин аламыз. Теорема шəртине көре ҳəр бир [ ]bax ,∈  ушын 

( ) ( )xxmil n
n

ϕϕ =
∞→

 

болғанлығы себепли «төртмүйешлик теңсизлиги» деп аталыўшы  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )11

11

−−

−−

−+−≤

≤−−−

knkknk

knknkk

aaaa

aaaa

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ
 

теңсизликтен  



( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )11
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1
1

1
1

−−
==

=
−

=
−

−∑+−∑≤

≤∑ −∑−−
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m

k
knk

m

k

m

k
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m

k
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aaaa

aaaa

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ
 

 
теңсизлигин аламыз.Буған көре  

( ) ( ) ( ) ( ) .
1

1
1

1∑ −∑=−
=

−
=∞→

−

m

k
knkn

m

kn
kk aamilaa ϕϕϕϕ                    (4) 

 
( )xnϕ  функциялар өзгериўи шегараланған болғанлығы ушын 

( ) ( ) ( ) 1
1

n
b

aknkn

m
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Буннан ҳəм (2) теңсизликтен (4) ке көре  
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k
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=
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1
ϕϕ  

теңсизлик келип шығады. Бул қатнастан ҳəм [ ]ba,  кесиндиниң бөлиниўи 
қəлеген қылып таңлап алынғанлықтан  

( ) MV b
a ≤ϕ  

теңсизликтен келип шығады. Демек, ( )xϕ  функцияның өзгериўи шегаралаған 
екен. 
 Енди қəлеген 0>ε  сан ушын [ ]ba,  кесиндини сондай m та 
[ ] miaa ii ,.....,2,1,,1 =−  бөлеклерге бөлип, усы бөлеклердиң ҳəр биринде 

үзликсиз ( )xf  функцияның тербилиси 
M3
ε  ден киши болсын, яғный  

( ) ( )
M

xffnixfpus
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теңсизлик орынлы болсын. Онда  
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(5) ке көре  
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теңсизликке ийе боламыз. Буннан  
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Демек,  
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Усыған уқсас 
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[ ]ba,  кесиндиниң ҳəр бир ноқатында ( ){ }xnϕ  функциялар избе-
излигиниң ( )xϕ  функцияға жыйнақлығынан ҳəм усы кесиндиде ( )xf  
функцияның үзликсизлигинен сондай 0n  натурал сан бар болып, 0nn >   
болғанда  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
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теңсизлик орынлы болады. Демек, 0nn >  болғанда, бул теңсизликке көре 
төмендеги теңсизликти ҳəм жазыў мүмкин: 

( ) ( ) ( ) ( ) εϕϕ <∫−∫
b

a

b

a
n xdxfxdxf  

ε  ниң қəлегенлигинен ҳəм бул теңсизликтен биз дəлиллемекши болған (3) 
қатнас келип шығады.  
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