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Kirish

Har xil turdagi past nochiziqli fizik jarayonlarni yuqori chastotali
dispersiyali muhitlarda tekshirishda quyidagi ko rinishdagi tenglamalar uchraydi:
U+aU'U +U__ =0. (1)
n =1 qiymatda mashhur Korteveg-de Friz (KdF) tenglamasiga, n =2 da
modifitsirlangan KdF tenglamasiga ega bo'lamiz. Bu tenglama qattiq jism
fizikasida, elektrogidrodinamikada [1] va atmosfera fizikasida [2] uchraydi. Bu
ikkala tenglama sochilish nazariyasining teskari masala metodida integrallanadi va
N ta haqiqiy soliton yechimi olingan [3,4]. Biroq quyidagi faktga e’tibor qilamiz:
agar oddiy KdF tenglamasi uchun nochiziqli had oldidagi a koeftfitsientning
ishorasi ahamiyatli bo’masada (U ni —U ga almashtirish bilan ishorani o’zgartirish
mumkin), lekin modifitsirlangan KdF tenglamasi fagat a >0 bolgandagina
haqiqiy N ta soliton yechimga ega.
Aynan shunday farazda bu yechimlar [2]-ishda topilgan. Modifitsirlangan
KdF tenglamasining statsionar yechimlari tahlili ko'rsatadiki, a <0 bo’lganda

X — 0o da uning so'nuvchi, hamma o'qda haqiqiy uzluksiz yechimlari mavjud

emas. Lekin pog'onada, ya'ni x — o0 da o'zgarmas c¢ ga intiluvchi solitonlar
mavjud bo'ladi,. Bu shuni ko'rsatadiki, N ta soliton yechim ham pog onada
mavjud bo'ladi va u sochilish nazariyasining teskari masalasi metodi bilan
yechilisi mumkin. Bunday yechimlarni topish [5]-ish natijalariga asoslanadi.
Biz modifitsirlangan KdF tenglamasini quyidagi ko'rinishda ko'rib
chigamiz.
V=6V, +V, =0 @)

[4] ga ko'ra (2) tenglamani L, A juftligi ko’rinishida yozamiz:
L = i[L,A], Ly —-idy, vy, =Ay;

L, A operatorlar quyidagi ko rinishda aniqlanadi:

0 1 0 iV
L: D+ ’
(—1 Oj (iV Oj
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0 -3+,
i0 . . - o .
bu yerda Dz—a—, V(x,t)—haqlqu funksiya. Sochilish nazariyasi teskari
X

masalasi yordamida (2) nochiziqli tenglamasini yechish metodi quyidagicha: biz
V' potensialni L operatorning sochilish berilganlari yordamida topamiz. Sochilish
berilganlarining vaqt bo'yicha dinamikasi x — oo da A4 operator asimptotikasini

beradi.



1-§. To g'ri va teskari masala

Sochilish nazariyasining teskari masalasini L operator uchun ko'rib

chigamiz:

Ly =—igy, w=(W'J- (3)

2

Ushbu ¢, =y, —iy,, @,=y,+iy,, q=V —c funksiyalarni kiritamiz,
bu yerda ¢ o'zgarmas. (3) tenglamadan
0 +icp =g+l @,-ikp, =(q+c)p, (4)
tenglamalar sistemasini keltirib chigaramiz, bunda x — too da potensial ¢ — 0.

(4) sistemaga mos keluvchi operator uchun sochilish nazariyasining teskari
masalasi [5] da  yechilgan bo’lib, unda x — o0 da moduli o'zgarmasga
intiladigan nochizigli Shredinger tenglamasining yechimlari olingan. [5] dan farqli

o'laroq bizning holatda potensial ¢ va o'zgarmas c¢ haqiqiy kattalik deb qabul
qgilinadi. [5] ga asosan, { =¢& haqiqiy giymatlar uchun quyidagi asiptotikaga ega

va (4) sistemani qanoatlantiradiganY ost funksiyasini aniqlaymiz:

LSV S
g(x,g)z(g‘J%(i(y_é)/je’”, R

g 1
bunda y=+&-c*. Yost funksiyasi & (X,f) uchun uchburchakli

tasvirlanish quyidagi ko rinishda bo"ladi:

K, (x, z)i(j/ ~¢) +K,(x, Z)—ei“dz
- _ . : (5)
K, (x, z)l(j/ ~¢) +K,(x,z)|e" dz

i(y-¢)

gx.&)=| ¢ |-

R —) R % ——

bunda K,(x,z) va K,(x,z) lar ushbu



2K, (x,x)=¢q(x), K, K,—=2250
chegaraviy shartlarda quyidagi tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi:

K (2)+ 2 K (0,2) = (g(x) + 20)K, (v, 2) ©)
ox oz

%Kz(x,z)—ng(x,z) = q(x)K,(x, 2).

(6) tenglikdan K, va K, kattaliklar haqiqiy ekanligi kelib chigadi. Ko'rish

()
g“@{;@aJ

funksiya (4) sistemaning g(x,f ) ga chiziqli erkli yechimi bo’ladi va u bilan

mumkinki

fundamental yechimlar sistemasini tashkil qiladi. Shu sababli f (x,f) Yost
funksiyasini g va § larni chizigli kombinatsiyasi ko rinishida tasvirlash mumkin:
S(x,8)=a(£)g(x.£)+b(£)g(x.). (7

a(f ) va b(é) larni aniglash uchun (7) tenglamani chiziqli tenglamalar

sistemasi deb, quyidagilarni olamiz:

fi(x.€) gl(xaé))‘

(&)= L(8) &(x8) _ fi(x8)e(x8)- filx8)e (x&) )
g,(x.¢) gl(xaéi 2y(E~y)/ ¢’ ’
g.(r.8) g,(x¢&

£6) e
lelnd) A
b@‘g@¢>&@ﬂ'

f funksiya uchun ham ko'rsatish mumkinki, K](x,z) va Kz(x,z)
funksiyalar yordamida aniqlanuvchi uchburchakli tasvirlash mavjud. Bu tasvirlash

¢ ikki yaproqli Riman tekisligining Imy >0 shartda (— oo,—c)U(C,OO) kesikka



ega yuqori yaprog'ida, { =¢ haqiqily qiymatlarda aniqlangan f va g
funksiyalarning analitik davom qildirilib yozilishini ta’minlaydi. (8) tenglikdan
bizning Riman tekisligimizda a(@' ) funksiyaning analitikligi kelib chiqadi. a(é’ )
funksiyaning nollari oddiy bo’lib, (4) sistemani diskret xos qiymatlari bo'ladilar
va ular haqiqiy o'qning (— c,c) oralig'ida joylashgan. g haqiqiy potensial deb
qaralayotgan holda a(@' ) funksiya & argumentning juft funksiyasi bo'ladi.

Hagqiqgatan, quyidagi munosabatlar o rinli:

| N el
)J( (:C)j)

(
(e

bundan

shuning uchun

(r+&)==c 1y =¢).
a(@' ) juft funksiya ekanligidan uning nollari yoki (4) sistemaning diskret xos
qiymatlari hamisha (C v — G k) juftlik bo'lib keladi. Diskret spektorning ¢,

nuqtasida Yost funksiyalari chiziqli bog'liq, hamda (4) sistemaning xos
funksiyalari boladilar:

f(élk’ x): ﬂ(gk)g(gka x)'
(4) tenglikdan quyidagini olishimiz mumkin:

2GR €)= ARG AT o



bu yerda ” ” { bo'yicha differensiallashni bildiradi. f Yost funksiyasining

ko'rinishidan kelib chiqadiki, x > da f, f,, f, f, = 0. a(¢) ifodani ¢

bo'yicha ¢, nuqtada differensiallab, x — 400 da quyidagini olamiz:
HECAE)= /(68 2 80) = alg ule)en, (n +ig ) ] o)
bu yerda 1, =.Jc*=¢ kz haqiqiydir. (9) tenglikni x bo'yicha —oo dan + o0

gacha integrallab, (10) tenglikdan foydalanib quyidagini olamiz:

1) a() =0, +i,)/ ¢ [2(6,x)e (G,

Tenglikni o'ng tomonidagi ifoda hamisha haqiqiy va musbat ekanligini

ko’rsatamiz. Umuman olganda, g(x, 4 k) Yost funksiyasining uchburchakli

tasviridan
Ny +iC, + B
g(x.¢,)= n vic. | (1)
o k k
. B

kelib chiqgadi, bunda
oa=e™ —TKI (x,z)e"“’zdz, b= —TKz(x,z)e_""Zdz ,

o va B — x ning haqiqiy funksiyalaridir.
Bundan quyidagi

0

fouce (g o =" 000 floap (o p)ax. a2

—0o0|

tenglikni olamiz. Integral ostidagi ifodada 17, <c¢ bo'lganligi uchun hamisha

musbat emas ekanligini ko'rsatish mumkin. (11) va (12) tengliklardan kelib

chiqadiki

r(g,)=6) e 1 (13)

- s

c.l(é’k) ¢ _Z[2a,8nk/c—(a2+,82)]dx



bunda 7(£,) musbat. (13) tenglikdan kelib chiqadiki #(¢,) hagqiqiy hamda

r(é’k):r(—é’k), shunga asosan (13) tenglikning o'ng tomoni faqat

n, =+c’ — é’kz ning funksiyasi hisoblanadi.
‘f ‘ > ¢ da haqiqiy o'qda aniglangan holda (7) tenglikka gaytamiz. b(é)z 0

bo'lganda qaytmaydigan potensial holni ko'rib chigamiz.
U holda

fi(&,x) a(€)=g,(&,x), fo(E,x)/a(é)=g,(&,x).

—iyz

Bu tengliklarni 2e —, (Z > x) ga ko paytirib, quyidagini olamiz:
my
S(Ex)e™ _ gy(E.x)e™
2 . 2 . K
wiyald)  2miy (14)
f(Ex)e" g (&, x)e”
2711'7/51(5) iy

Rasmda tasvirlangan bizning ikki yaproqli Riman sirtimizning yuqori

yaprog'ida yotuvchi kontur bo yicha (14) tengliklarni integrallaymiz.
Rasm

(14) tenglikning chap tomonini integrallashda uning yuqori yaprog'ining oddiy
qutbi hisoblanuvchi a(@' ) funksiya nollaridan tashqari, barcha yerida analitik
ekanligidan foydalanamiz. Shunday ekan, ko'rsatish mumkinki fl(ﬁ,x) funksiya
cheksizlikda o'zgarmasga intiladi. Cheksizlikda konturni yopiq deb olsak,
izlanayotgan integral a(@' ) funksiyaning nollaridagi chegirmalar yig'indisiga teng
bo'ladi. {,,—¢, nuqtalarda chegirmalarni juft-jufti bilan birlashtirib va o'ng

tomondagi integralni hisoblab, natijada ¢, r({,’ k) berilganlar bo'yicha K

19
K, funksiyalarni aniqlash uchun Gelfand-Levitan-Marchenko integral tenglamalar

sistemasini olamiz:

- cF(x + y)+]g[K2 (x,Z)CD(y + Z)+ K, (x,z)cF(y + Z)]dz =K, (x,y), (15)

X



CD(x + y)+ I[Kl (x,Z)CD(y + Z)+ K, (x,z)cF(y + Z)]dz = Kz(x,y),

bu yerda
N
Fles ) =36 )/m Jo
v (16)
O(x+y)=3r(g, ),
k=1
Buyerda N — (4) sistema uchun xos giymatlarning diskret spektrini tashkil

etuvchi (£,,—¢,) juftliklar sonini bildiradi. (15) sistemani yechib, r,, 7,
berilgan sonlar yordamida K,, K, funksiyani topamiz va keyin (6) tenglikdan
kelib chiquvchi formula yordamida g potensialni tiklaymiz.

(q2 + 2cq)/2 =(d/dx)K (x,x) (17)

(15) tenglama yechimini quyidagi ko rinishda izlaymiz:

a N
K, (x, y) = ;Zk (x)e—mx’ K, (X, y) = ;q)k (x)e_w .

Bu ifodalarni (15) ga qo'yib, ;(k(x), 4 k(x) larni aniqlash uchun quyidagi

sistemaga ega bo'lamiz:

N N
re ™ =y Xk j~m)x 5 Pulic_ pnowmde _ .
A, =i, +1,) 3
< 7 YNoor, 4l X7 (18)
_C_ke_nl‘x_zn—k+cz+k= i
a8 i, e, +n,)
Bu sistema determinanti quyidagiga teng
A B
B A
bunda A, B— matritsalar N — tartibli
—( nt k)x =1, 1y )X
gzls _ene™m g et
n.(n, +7,) m,+1,

ko’rinishdagi matritsalardir.

(18) sistemadan

10



X (x) =D, /A
ekanligi kelib chiqadiki, bunda
A" B
B' 4

k

kX

A" matritsa A dan farq qilib, undagi k-ustun (crk / nk)e ifodaga

almashgan va mos ravishda B' da k-ustun r,e ™" ga teng. Ko'rsatish mumkinki,

d
——Alx)=-2% 7,(x)e " =-2K,(x,x)
dx
va (17) tenglikdan g potensialni aniglash uchun quyidagi formulaga ega bo'lamiz:

2

qz+2cq+§;2 InA=0. (19)

11



2-§. Sochilish nazariyasi berilganlarining evolyutsiyasi

q potensialni vaqtga bog'ligligini aniglaymiz. Buning uchun r({,’ k) son vaqt
bo’yicha qanday o'zgarishini tushintirish zarur. Bu bog'liglik berilgan A operator

Yost funksiyasining vaqt dinamikasi bo"yicha aniqlanadi:
v, =Ay. (20)

X — oo da A operator ushbu

(1 0Yo* (6 0 )\o
A—>—4i i =
0 1)ox 0 6c¢%)0x

asimptotikaga ega. x — —oo da f,(¢,x)= f(¢,,x) xos funksiya

1 .
70-[ Joree

(n, +i¢,)/ c

ga intiladi. f,(¢) funksiya (20) tenglikni qanoatlantirishidan @, =4n,” —6n,c’

ekanligi kelib chigadi. x — 400 da

o) 00 o R e

bo’ladi. Endi bu ifodani (20) tenglikka qo’yib quyidagiga ega bo'lamiz:
n (t) =1, (0)6—12c2nk+8k3z ‘

d
(20) va (7) tengliklardan # ifodani topish mumkin, bundan

n, = const, v, (l‘) =7, (O)e(—lzc2,7k+gnk3 )[

ckanligi kelib chigadi. Buni hisobga olsak, 4 va B matritsalarni quyidagicha

yozish mumkin:

A = 5 + LM e_(nk 1 )x+(877k3 _120277k )l
nk ,
M M +11,
B - H_ M e_(nk /M )x+(877k3_120277k )t .
le + Tln

12



(19) dan kelib chiqadiki, A determinantning ixtiyoriy qator va ustunini ixtiyoriy

eksponensial ko paytuvchiga ko paytirish mumkin, bu esa g potensial ifodasiga

ta’sir etmaydi. Bu A determinantni simmetrik formada yozishga imkon beradi.

1
A=10 i _|_i (I’n (O)rk (O))E e—e(x,z)
T, (T’n + m)

(5(020): oo

‘ (n,+n,)

b

1)

B =

b

buyerda 6(x,t)=(n, +n, )x'—4(17,§ +n )t, x'=x-6c.
Natijada (19) tenglikda (2) tenglamaning N —solitonsimon yechimi uchun

quyidagi ifodani olamiz:

; (22)

2 1A B
V=+|c*-— dzln
dx> |B A

bu yerda A4, B matritsalar (21) formulalardan aniqlanadi va 0 <7, <c.
L operatorning bir juft (C —C ) x0s qiymatlariga mos keluvchi bir solitonli

yechimini ko'rib chigamiz. Bu holda A determinant

1+ 2@ e’ 2 F(O) e’
n 2n 2n
A: =
~7(0) o 1+£r(0) 0
2n n 2n
~1 2¢1(0) +Cz_772 r(0) a0 _
n 2n nt  4n’

ga teng, bunda

2 2
0 = 2nx'—8n’t, 9':9+lr{r(0) c i J

13



Kvadrat qavsdagi ifodani (22) tenglikka qo'yib, Ada eksponensial
ko 'paytuvchi g ifoda uchun ta'sir qilmasligini hisobga olsak, quyidagi ko rinishda

bir solitonli yechimni hosil qilamiz:

2
V== c— 211 :
& —n’chO'+c

2 2
Soliton amplutudasi \/27772 ga teng va uning qiymati 2c¢ dan
c—-n+c

oshmaydi, jumladan, agar soliton x —*c0 da ¢ ga intilsa, u holda soliton
pasayuvchi to'lqin hisoblanadi, agarda —c ga intilsa, ko'tariluvchi sath to’lqini

bo'ladi.

14



3-§. N - soliton yechimning asimptotikasi

t > too da N —soliton yechim uchun asimptotik ifoda keltirib chigamiz,
hamda, uning boshga solitonlar bir-biri bilan o’zaro ta’sirida fazalar siljishi uchun
ifoda  olamiz.  Faraz  qilaylik n<n,<..<n, bo’lsin.  Ushbu
f. =1/rki0iexp(— nkx'+477,ft) belgilashni kiritamiz. Bu belgilashlarda 4 va B

matritsalar quyidagi ko rinishni oladi:

c |
A = 5nk + _f;tf;cank s B = H_ f;tf;cank s ank =7\
, (n, +n,)
N —soliton yechim asimptotikasini ushbu
4n’t —x'= const, t—> 4w (23)

chiziqda ko'rib chigamiz, ya’ni m —nomerli solitonni tekshirib ko'ramiz. U holda
i<m uchun f —0, i>m wuchun f —>o , i=m uchun f, — const

bo'ladi. Bu holda 4 va B matritsalar quyidagi matritsalarga intiladi.
0 0 0

~ ~

0 B

ik

0

A— B—

bu yerda Hé‘iku — (m—1) tartibli kvadrat birlik matritsa, 0 - nol matritsa. A, B -lar

~

y 5 ———
- m,m—1+k + f;n—l+l m—1+kan—l+l,m—l+k
m—1+/

B ZH_ f;n—l+l m—l+kan—l+l,m—l+k

o

m—1+l,m D

, 1<LESN-m+1.

ko'rinishdagi N —m +1 tartibli kvadrat matritsalar.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

c

A(m’ N) = f;n—1+l m—l+kan—l+l,m—l+k + 5m—l+l,m 5m,m—l+k s 1 S l’ k S N —m+ 1’

m—1+[
B(m’ N) = H_ fm—1+l m—l+kan—l+l,m—l+k

Ko rinib turibdiki, (23) shart bajarilsa, determinant quyidagiga intiladi:

, 1<, k<N-m+1.

15



A

0, 1.0 + A(m,N) B(m,N)

m=1+{"" m,m—1+k

é(m’ N) 6m—1+15m,m—1+k + Ia(m’ N
Am+1,N) Bm+1,N) |4(m,N) B(m, Nj
B(m+1L,N) Am+1,N) |[B(m,N) A(m,N

'

c ., c
_ﬁr1 o T’_f;anamN - f;nfm+lamm+l T f;anamN
N

m

ifmfNamN 121(m+1,N) é(m+1,N)
My

+2 ,

- fmfNamN

aik

' N , A N CZ 202 N CZ
AZ H ﬁ( f;nH _2_1 ‘aik mz+2f;”r’_ H _2_1 ‘aik m m+1

k=m-+1 k=m T’k m =m+1 T’k
N 2
C

+ H (_2 o IJ‘alk m+l}
k=m-+1 T’k
|

o, | = , m<l, k<N

n,+1

‘O{ik‘ determinantni hisoblab, quyidagiga ega bo'lamiz:

. C2 2 C2 1 ’ 1 ; [ ; '
' H 2 4 | I n
( . lJﬁ ‘ " ‘ " f;n ( , J( J ( l J
k=m+1 r’k 1 ;m 2] } m I=m+1 ;l ; m

N _ 2
+2Lfmzn(uJ b
I

n,2n, s\ 1], + 1),

bundan kelib chigadiki, eksponensial ko'paytuvchi aniqligida (23) shart
bajarilganda A asimptotikasi quyidagi ko rinishda bo’ladi:

A'= |:Ch0'm+%:| .
¢ —1n,

16
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r (0’ —n? No(n —
0, =2n x'-8n’t+In .(0) . T 21n I = |
2777;1 i=m+l T’i +T’m
(23) to’g’ri chiziq atrofida asimptotik yechim soliton bo'lib, u bir solitonli
statsionar yechimdan fazasi bilan farq qiladi. Yuqoridagi analogik tekshirishlar

shuni ko 'rsatadiki, ushbu
{ — o0, x'—417§1t = const,
shartlar bajarilganda
; c
A'—chf, + ——
¢ —n,
bo’ladi, bunda

. 0)\/c* —n’ m-1 -
0 =2n x'-8n’t+In AU +2lnH(—n’” U’J.

27751 T’m + T’i

Bundan kelib chiqadiki m —solitonni boshqa solitonlar bilan o’zaro ta’sirida

5 =2]]In (’7 M J 21‘[11{ J
i=m+1 n —|—77 i=1 77 —|—77

ko'rinishda aniglash mumkin. Bu formula, KdF tenglamasidagi fazalar siljishi va

fazalar siljishi &  ni

a ning musbat qiymatlarida modifitsirlangan KdF tenglamasi uchun olingan
formula bilan aynan ustma-ust tushadi. Farq fagat 0 <7 <c¢ qo’shimcha shartda

yakunlanadi. (23) tenglikdan katta vaqtlar uchun N —soliton yechim asimptotikasi
ham kelib chigadiki, u quyidagicha bo ladi:

Hdc-% 21,
mi\ct —nichl, +c

17



Xulosa

Ushbu bitiruv malakaviy ishida mKdF tenglamasining “chekli zichlik” ka
222 bo'lgan funksiyalar sinfida sochilish nazariyasining teskari masalasi usulida
so.itonsimon yechimlari topilgan.

1) O’z-o’ziga qo’shma bo’lgan Dirak operatori uchun sochilish
- zzariyasining to’g’ri va teskari teskari masalasi o’rganilgan;

2) Potensiali mKdF tenglamasini qanoatlantiruvchi Dirak operatorining
sochilish nazariyasining berilganlari evolyutsiyasi topilgan; | |

3) N-Soliton yechimlar topilgan;

4) Soliton yechimlarning katta ¢ lardagi asimptotikasi o’rganilgan.

Olingan natijalar solitonlarning o’zaro ta’sirini o’rganishda qo’llaniladi.
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