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Введение. 

 

 В предлагаемом учебном пособии  уравнения математиче-

ской физики освещается первоначальными общими сведениями,  

которые необходимы  для дальнейшему изучению данного раздела 

математики в соответствии с конкретной специальностью. Авторы 

исходили из того, что читатель знаком только с обычным курсом 

высшей математики, изучаемым в наших высших технических 

учебных  заведениях. Мы  учитывали то обстоятельство,  что чита-

тель  может интересоваться только  теми задачами, которые имеют 

большое  значение в его специальности. В соответствии с этим по-

собие построено так, что  отдельные ее части могут изучаться 

сравнительно независимо друг от друга. В частности, важнейший 

метод решения многих задач математической физики - метод 

Фурье  -  изложен с одинаковой степенью подробности, как и для 

уравнения колебаний, так и для уравнения теплопроводности.  

 . 

§1. Классификация уравнений с частными производными 

второго порядка. 

   Уравнением с частными производными  второго порядка с двумя 

независимыми переменными х и у называется соотношение между 

неизвестной функцией u(x,y) и ее частными производными второго 

порядка включительно: 

0)u,u,u,u,u,u,y,x(F yyxyxxyx   

Уравнение называется линейным относительно старших производ-

ных, если 

0)u,u,u,y,x(Fuaua2ua yx1yy22xy12xx11         (1) 

где a a a11 12 22, ,  являются функциями х и у.  

   Уравнение называется линейным, если оно линейно как  относи-

тельно старших производных yyxyxx u,u,u , так и относительно 

функции U и ее первых производных u ux y, : 

0fcuububuaua2ua y2x1yy22xy12xx11    (2) 
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где c,b,b,a,a,a 21221211  и f  функции только от х и у. Если они не 

зависят от х и у, то линейное уравнение с постоянными коэффици-

ентами. Если f=0, то уравнение однородное. С помощью преобра-

зования переменных  

)y,x(),y,x(   

допускающие обратное преобразование мы получаем новое урав-

нение эквивалентное исходному уравнению.  

   Естественно поставить вопрос: как выбрать  и , чтобы уравне-

ние в этих переменных имело наиболее простую форму? На этот 

вопрос мы дадим ответ относительно уравнения (1). Преобразуя 

производные к новым переменным, получаем: 

xxxx

2

xхx

2

xxx

xyy

xxx

uuuu2uu

uuu

uuu













 

xyxyyxxyyxyxxy uuu)(uuu    

yyyy

2

yyy

2

yyy uuuu2uu                  (3) 

  Подставляя значения производных из (3) в уравнение (1), будем 

иметь 

a u a u a u F11 12 222 0         (4) 

где   

a a a ax x y y11 11

2

12 22

22       

a a a ax x x y x y y y12 11 12 22          ( )  

a a a ax x y y22 11

2

12 22

22      . 

а функция F  не зависит от вторых производных.  

   Выберем переменные  и  так, чтобы коэффициент a11  был ра-

вен нулю. Рассмотрим уравнение с частными производными пер-

вого порядка 

0zazza2za 2

y22yx12

2

x11     (5) 

Пусть z x y( , ) - какое-нибудь частное решение этого уравне-

ния. Если положить  =(x,y), то коэффициент  11а  очевидно, бу-
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дет равен нулю. Таким образом, упомянутая выше задача о выборе 

новых независимых переменных связана с решением уравнения (5). 

   Лемма: 

1). Если z=y(x,y) является частным решением уравнения 

0zazza2za 2

y22yx12

2

x11   

то соотношение y(x,y)=C представляет собой общий интеграл 

обыкновенного дифференциального уравнения 

0dxadxdya2dya 2

2212

2

11     (6) 

2). Если (x,y)=C представляет собой общий интеграл обыкновен-

ного уравнения 

0dxadxdya2dya 2

2212

2

11   

то функция z=(x,y) удовлетворяет уравнению (5). 

Уравнение (6) называется характеристическим для уравнения (1), а 

его интегралы характеристиками. 

   Полагая =(x,y), где (x,y)=const есть общий интеграл уравне-

ния (6), мы обращаем в нуль коэффициент при u  в (4). Если 

(x,y)=const является другими общим интегралом уравнения (6), не 

зависимым от (x,y), то пологая =(х,у), мы обратим в нуль так-

же и коэффициент при u  в (4). 

   Уравнение (6) распадается на два уравнения: 

11

2211

2

1212

a

aaaa

dx

dy 
    (7) 

11

2211

2

1212

a

aaaa

dx

dy 
    (8) 

Знак подкоренного выражения определяет тип уравнения 

0Fuaua2ua yy22xy12xx11       

Это уравнение мы будем называть в точке М(х,у)  уравнением: 

- гиперболического типа, если в точке М   2211

2

12 a,aa  >0 

- эллиптического типа, если в точке М       2211

2

12 a,aa  <0      

- параболического типа, если в точке М     2211

2

12 a,aa  =0. 
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В различных точках области определения уравнение может при-

надлежать различным типам. 

   Рассмотрим область G, во всех точках которой уравнение имеет 

один и тот же тип. Через каждую точку области G проходят две 

характеристики, причем для уравнений гиперболического типа 

характеристики действительны и различны, для уравнений эллип-

тического типа - комплексны и различны, а для уравнений парабо-

лического типа обе характеристики действительны и совпадают 

между собой. 

   Разберем каждый из этих случаев в отдельности: 

1. Для уравнения гиперболического типа 2211

2

12 a,aa  >0 и пра-

вые части уравнений (7) и (8) действительны и различны.  Общие 

интегралы их (х,у)=С и (х,у)=С определяют действительные 

семейства характеристик. Если положить =(х,у), =(х,у), то 

коэффициенты a11  и 22a  в уравнении (4) будут равны нулю и по-

лучим после деления на коэффициент при u  следующее уравне-

ние: 

u , где 
12а2

F
 ; 

Это - каноническая форма уравнений гиперболического типа. Ча-

сто пользуются второй канонической формой. 

   Положим  

 ,  

                 т.е.                
2

,
2





  

где  и  новые переменные. Тогда: 

),uu(
2

1
u),uu(

2

1
u    

).uu(
4

1
u    

В результате уравнение (4) примет вид: 

)4(uu 1,1   . 
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2. Для уравнений параболического типа 2211

2

12 a,aa  =0 уравнения 

(7) и (8) совпадают, и мы получаем один общий интеграл уравне-

ния (6): (х,у) =const. 

   Положим в этом случае 

)y,x(),y,x(   

где =(х,у)- любая функция, не зависимая от (х,у).  

При таком выборе переменных коэффициент  

,0)aa(aa2aa 2

y22x11

2

y22yx12

2

x1111   

так как  221112 aaa  ; отсюда следует, что  

.0)aa)(aa(

a)(aaa

y22x11y22x11

yy22yyyx12xx1112




 

После деления уравнения (4) на коэффициент при u  получим 

каноническую форму для уравнения параболического типа 

).
q

F
(,u

22

  

3. Для уравнения эллиптического типа 2211

2

12 a,aa  <0 и правые 

части уравнений (7) и (8) комплексные. Значит характеристики 

комплексные и комплексно сопряжены ).)y,x()y,x((   

   Положим  

).y,x(Re))y,x()y,x((
2

1
 и 

),y,x(mI))y,x()y,x((
i2

1
  

В этом случае в (4) имеем 

2211 aa   и .0a12   

После деления на коэффициент при u  уравнение (4) принимает 

вид  

).
a

F
(,uu

22

   
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Таким образом, в зависимости от знака выражения 2211

2

12 a,aa   

имеют место следующие канонические формы: 

- 2211

2

12 aaa  >0 (гиперболический тип):      yyxx uu  или     

xyu  

- 2211

2

12 aaa  <0 (эллиптический тип)  yyxx uu  

- 2211

2

12 aaa  =0 (параболический тип) .u xx   

   Рассмотренный метод приведения уравнения (1) к каноническому 

виду и решение полученного уравнения носит название метода 

характеристик. Так как для каждого типа канонических уравнений 

разработаны определенные методы как аналитического, так и чис-

ленного решения, то задача приведения уравнения (1) к канониче-

скому виду представляет практический интерес. 

 

§2. Основные типы уравнений математической 

физики. 

Многие задачи математической физики приводят к диффе-

ренциальным уравнениям с частными производными. Наиболее 

часто встречаются дифференциальные уравнения 2-го порядка. 

Пусть нам дано функция двух переменных  

U=U(x,t). 

     Примеры:                 

1. Волновое уравнение: 

  
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u









                  (1) 

К исследованию этого уравнения приводит рассмотрение процес-

сов поперечных колебаний струны, продольных колебаний стерж-

ня, электрических колебаний в проводе, колебаний газа и т.д. Эти 

уравнения являются простейшим уравнением гиперболического 

типа. 

2. Уравнение теплопроводности, или уравнение Фурье: 

                
2

2
2

x

u
a

t

u









                    (2) 

К исследованию этого уравнения приводит рассмотрение процес-

сов распространения тепла, фильтрации жидкости и газ в пористой 
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среде, некоторые вопросы теории вероятностей и т.д. Это уравне-

ние является простейшим уравнением параболического типа. 

3.Уравнение Лапласа: 

0
y

u

x

u
2

2

2

2










 

К исследованию этого уравнения приводит, рассмотрение задач об 

электрических и магнитных полях, о стационарном тепловом со-

стоянии, задач гидродинамики, диффузии и т.д. Это уравнение яв-

ляется простейшим уравнением эллиптического типа. 

 

Пример 1. Привести  к каноническому виду  уравнение  

.0
y

u
y

x

u
x

2

2
2

2

2
2 









  

 

Решение.  

Здесь     

;0yxaaa,ya,0a,xa 22

2211

2

12

2

2212

2

11   

следовательно, уравнение гиперболического типа. Составляем 

уравнение характеристик 

,0dxydyx 2222   или ;0)ydxxdy)(ydxxdy(   получаем два 

дифференциальных уравнения: ;0ydxxdy   и ;0ydxxdy   

после разделения переменных имеем  0
x

dx

y

dy
  и  .0

x

dx

y

dy
  

Проинтегрируем уравнения: 1Clnxlnyln   и 2Clnxlnyln  . 

После потенцирования получаем  1Cxy   и 2C
x

y
  - уравнения 

двух семейств характеристик. Вводим новые переменные  

.
x

y
,xy   

Выражаем частные производные по старым переменным через 

частные производные по новым переменным: 

;
u

x

yu
y

x

u

x

u

x

u
2 
































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;
u

x

1u
x

y

u

y

u

y

u


































 




































































x

uu

x

u
y

u

x

y

x

u
y

x

u

x

u 2

2

2

22

2

 


















































 u

x

yu
yy

u

x

y2

x

uu

x

u

x

y 2

22

2

32

22

2
 
































 u

x

y
2

u
y

u

x

y2u

x

yu
y

x

y 2

2

2

2

2
2

32

2

2

2

2
 

;
u

x

y
2

u

x

y
32

2

4

2









  

.
u

x

1u
2

u
x

u

x

1u
x

x

1u

x

1u
xx

y

u

y

u

x

1

y

u

y

u
x

y

u

2

2

2

2

2

2
2

2

222

2

2

2

222

2

2

2

2


















































































































 

Значения вторых производных подставляем в данное дифференци-

альное уравнение:  

 

,0
u

x

1u
2

u
xy

u

x

y
2

u

x

yu

x

y
2y

u
x

2

2

2

2

2

2
22

32

2

4

22

2

2
2

2

2
2






















































 

 

т.е.    ,0
u

x

y
2

u
y4

2
2 









  или ,0

u

xy

1

2

1u2










 

 

откуда 
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,0
u

2

1u2













 

т.е. уравнение приведено к каноническому виду. 

 

Пример 2.   Привести к каноническому виду уравнение 

.0
y

z
y

yx

z
xsiny2

x

z
xsin

2

2
2

2

2

2
2 














 

Решение.  

Здесь  .ya,xsinya,xsina 2

2212

2

11     

Так как  

,0xsinyxsinyaaa 2222

2211

2

12   

 то данное уравнение параболического типа. 

Уравнение характеристик имеет вид 

,0dxydxdyxsiny2dyxsin 2222   

или  

.0)ydxdyx(sin 2   

Разделяя в уравнении 

.0ydxdyxsin   

переменные, имеем 

.0
xsin

dx

y

dy
  

После интегрирования получаем 

,Cln
2

x
tglnyln   

т.е. 

.C
2

x
tgy   

Сделаем замену переменных: y,
2

x
tgy    

(произвольная функция): 
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z

2

x
secy
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1
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z

x

z

x
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







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
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


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









 

;
z

2

x
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2

x
secy

2

1z

2

x
secy

4

1

z

2

x
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2

x
secy

2

1

x

z

x

z

2

x
secy

2

1

x

z

2

2

2
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2
2

2

2
2

2

2

















































 

;
zz

2

x
tg2

z

2

x
tg

y

z

y

z

y

z

y

z

2

x
tg

y

z

2

22

2

2
2

2

222

2

2

2

2





































































 






























































z

2

x
sec

2

1zz

2

x
tg

2

x
secy

2

1

z

2

x
sec

2

1

y

z

y

z

2

x
secy

2

1

yx

z

2
2

2

2
2

2
2

2

2
2

2

 

Значения  
yx

z
,

y

z
,

x

z 2

2

2

2

2












 подставляем в дифференци-

альное уравнение: 

.0
zz

2

x
tg2

z

2

x
tgy

z
xsin

2

x
secy

z

2

x
tg

z
xsin

2

x
secy

z
xsin

2

x
tg

2

x
secy

2

1z
xsin

2

x
secy

4

1

2

22

2

2
22

2
2

2

2
22

22

2

2
242



























































 

Можно легко показать, что члены, содержащие  
2

2z




  и  

2

2z




,  вза-

имно уничтожаются, и уравнение принимает вид  
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,0
z

xsin
2

x
secy

z
y

z
xsin

2

x
tg

2

x
secy

2

1 2

2

2
222 














 

или 

,xsin
zz

y
2

2










 

но 

,
2

x
tg,

2

x
tg1

2

x
tg2

xsin
2 








  

т.е. 

.
2

xsin
22 


  

Окончательно получаем 

.
z2z

222

2














 

Пример 3.   Привести к каноническому виду уравнение 
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z
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




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Решение.  

Здесь .01aaa,2a,1a,1a 2211

2

12221211   

Т.е. уравнение эллиптического типа. Уравнение характеристик  

,0dx2dxdy2dy 22   или .02y2y 2   

Отсюда ;i1y     получаем два семейства мнимых характери-

стик: 1Cixxy     и   2Cixxy  . 

Произведем замену переменных ;x,xy   

;
zz

x

z

x

z

x

z


































  ;

z

y

z

y

z

y

z



















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Подставив найденные значения частных производных в дифферен-

циальное уравнение, получаем 
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Пример 4.   Привести к каноническому виду уравнение 
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Пример 5.  Привести к каноническому виду уравнение 
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Пример 6.   Привести к каноническому виду уравнение 
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15 

§3. Постановка основной задачи: задача Коши, граничные  

задачи, смешанные задачи. 

При математическом описании физического процесса, надо, 

прежде всего, поставить задачу, т.е. сформулировать условия, до-

статочные для однозначного определения процесса. Дифференци-

альные уравнения с обыкновенными и, тем более, с частными про-

изводными имеют, вообще говоря, бесчисленное множество реше-

ний. Поэтому в том случае, когда физическая задача приводится к 

уравнению с частными производными, для однозначной характе-

ристики процесса, необходимо к уравнению присоединить некото-

рые дополнительные условия. 

   В случае обыкновенного дифференциального уравнения второго 

порядка, решение может быть определено начальными условиями, 

т.е. заданием значения функции и ее первой производной при 

“начальном” значении аргумента (задача Коши). 

 Для уравнения с частными производными, возможны также раз-

личные формы дополнительных условий. 

   Рассмотрим сначала простейшую задачу о поперечных колебани-

ях струны, закрепленной на концах. В этой задаче u(x,t) дает от-

клонение струны от оси х. Если концы струны 0  х  1  закрепле-

ны, то должны выполняться “граничные условия”. 

u t u l t( , ) , ( , )0 0 0     (1) 

Так как процесс колебаний струны зависит от ее начальной формы 

и распределения скоростей, то следует задать “начальные усло-

вия”: 









)x()t,x(u

)x()t,x(u

0t

0
   (2) 

Таким образом, дополнительные условия состоят из граничных и 

начальных условий, где (х) и (х)- заданные функции точки. Эти 

условия вполне определяют решение уравнения колебаний струны 

u a utt xx 2
   (3) 

   Возможны и другие типы граничных условий. 

   Граничные условия (1) наложенными на значение функции u(x,y) 

называют условиями первого рода. 



 

16 

   Граничные условия, наложенные на значение производной 

u x tx

, ( , ) : 









0)t,l(u

0)t,0(u
,

x

,

x                             (4) 

называют условиями второго рода. 

   Граничные условия как на значение функции u(x,y), так и на зна-

чения производной u x tx

, ( , ) , 























0)u
x

u
(

0)u
x

u
(

1х

0х                  (5) 

называют условиями третьего рода. 

   Помимо этих условий, в дальнейшем мы будем говорить о трех 

основных типах граничных условий:  

- граничное условие первого рода 

 )t()t,0(u заданный режим, 

- граничное условие второго рода 

 )t()t,0(ux заданная сила, 

- граничное условие третьего рода 

  )t()t,0(uh)t,0(ux упругое закрепление. 

Аналогично задаются граничные условия и на втором конце х=l. 

Если функции, задаваемые в правой части ),t(),t((   или ))t( , 

равны нулю, то граничные условия примут вид (1), (4) и (5), кото-

рые называются однородными. 

   Сформулируем первую краевую задачу для уравнения 

:)t,x(fuau xx

2

tt   

Найти функцию u(x,y), определенную в области 0хl, t0, удовле-

творяющую уравнению 

:)t,x(fuau xx

2

tt  для .0t,lx0   

 

граничным 0t
)t()t,l(u

),t()t,0(u

2

1









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и начальным условиям .lx0
)x()0,x(u

),x()0,x(u

t










 

 Если на обоих концах берутся граничные условия второго или 

третьего рода, то соответствующие задачи называются второй или 

третьей краевыми задачами. Если граничные условия при х=0 и х=l 

имеют различные типы, то такие краевые задачи называют сме-

шанными. 

   Если нас интересует явление в течение малого промежутка вре-

мени, когда влияние границ еще не существенно, то вместо полной 

задачи можно рассматривать предельную задачу с начальными 

условиями для неограниченной области: 

- Найти решение уравнения 

)t,x(fuau xx

2

tt  , для .0t,x   

с начальными условиями 









)x()0,x(u

)x()0,x(u

t

,               при  x  

Эту задачу часто называют задачей Коши. 

 

§4. Корректность постановки задач математической 

физики. 

   Уравнения гиперболического и параболического типов возника-

ют чаще всего при изучении процессов, протекающих во времени. 

Это были уравнения колебаний, распространение электрических 

волн, распространение тепла, диффузии. В одномерном случае все-

гда участвовала одна координата х и время t. 

   Поэтому канонические уравнения этих типов обычно записыва-

ются так 

)t,x(gcu
t

u

x

u
2

2

2

2










  (гиперболический тип) 

)t,x(g
t

u

x

u
2

2










  (параболический тип) 

   Для задач, приводящих к таким уравнениям, дополнительные 

условия разделяются на начальные  и краевые. Начальные условия, 
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как мы видели, состоят из задания при t=0 значений искомой 

функции U и ее производной  (в гиперболическом случае) или 

только значений самой функции (в параболическом случае). Крае-

вые условия для этих задач заключаются в том, что указываются 

значения неизвестной функции u(x,t) на концах интервала измене-

ния координаты. 

   Если процесс протекает в бесконечном интервале изменения ко-

ординаты х, то краевые условия отпадают, и получается задача 

только с начальными условиями, или, как ее часто называют, зада-

ча Коши. 

   Если ставится задача для конечного интервала, то должны быть 

заданы и начальные и краевые условия, тогда говорят о смешанной 

задаче. 

   Уравнения эллиптического типа возникают обычно при исследо-

вании стационарных процессов. Время t в эти уравнения не входит 

и обе независимые переменные являются координатами точки. 

   Для задач такого типа ставятся только краевые условия, т.е. ука-

зывается поведение неизвестной функции на контуре области. Это 

может быть задача Дирихле, когда заданы значения самой функции 

задача Неймана, когда заданы значения нормальной производной 

искомой функции, и наконец, задача когда на контуре задана ли-

нейная комбинация функции и ее нормальной производной. 

   В задачах математической физики  именно физические сообра-

жения подсказывали, какие дополнительные условия следует по-

ставить в той или иной задаче, чтобы получить единственное ее 

решение, отвечающее характеру изучаемого процесса. Кроме того, 

следует иметь в виду того, что все уравнения отражают лишь 

наиболее существенные черты процесса. Функции, входящие в 

начальные и краевые условия, в физических задачах определяются 

из экспериментальных данных и могут считаться известными лишь 

приближенно. Таким образом, важно чтобы малые изменения дан-

ных задачи вызывали лишь малые изменения в ее решении во всей 

области, в которой эти решения рассматриваются. В этом случае 

говорят об устойчивости задачи относительно начальных и крае-

вых условий. Все задачи, рассмотренные нами, принадлежат к типу 

задач, имеющих единственное решение, устойчивое относительно 

исходных данных. 
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§5. Метод распространяющихся волн для решения волнового 

уравнения уравнение колебаний струны. Формула Даламбера. 

 

Изучение методов построения решений краевых задач для 

уравнений гиперболического типа мы начинаем с задачи с началь-

ными условиями для неограниченной струны 

 

0uau xx

2

tt                              (1) 

 

                          








)x()0,x(u

)x()0,x(u

t

                         (2) 

Преобразуем это уравнение к каноническому виду, содержащему 

смешанную производную: 0u xt   

Уравнение характеристик 

0dtadx 222   

распадается на два уравнения 

0adtdx,0adtdx   

интегралами, которых являются прямые 

21 catx,catx   

Вводя, как обычно, новые переменные 

atx,atx   

уравнение колебаний струны преобразуем к виду 

                          0u                                 (3) 

Найдем общий интеграл последнего уравнения(3) 

)(f),(u *   

где )(f *  - некоторая функция только переменного . Интегрируя 

это равенство по  при фиксированном , получим: 

               )(f)(f)(fd)(f),(u 211

*
           (4) 

где 1f  и 2f  являются функциями только переменных  и . Обрат-

но, каковы бы ни были дважды дифференцируемые функции  1f  и 
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2f , функция u(,), определяемая формулой (4), представляет со-

бой решение уравнения (3). Следовательно, функция 

)atx(f)atx(f)t,x(u 21                 (5) 

является общим интегралом уравнения (1). Допустим, что решение 

рассматриваемой задачи существует; тогда оно дается формулой 

(5). Определим функции 1f  и 2f  таким образом, чтобы удовлетво-

рялись начальные условия: 

)x()x(f)x(f)0,x(u 21               (6) 

)x()x(af)x(af)0,x(u ©

2

©

1t          (7) 

Интегрируя второе равенство, получим: 

 

x

x

21

0

,cd)(
a

1
)x(f)x(f  

где 0x  и С- постоянные. Из равенства 

 


x

x

21

21

0

cd)(
a

1
)x(f)x(f

)x()х(f)x(f

 

находим 




















x

x

2

x

x

1

0

0

2

c
d)(

a2

1
)x(

2

1
)x(f

2

c
d)(

a2

1
)x(

2

1
)x(f

                     (8) 

Таким образом, мы определи функции 1f  и 2f  через заданные 

функции  и , причем равенства (8) должны иметь место для лю-

бого значения аргумента. Подставляя в (5) найденные значения 1f  

и 2f , получим: 

















  

 atx

x

atx

x0 0

d)(d)(
a2

1

2

)atx()atx(
)t,x(u  

или 
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 









atx

atx

d)(
a2

1

2

)atx()atx(
)t,x(u                   (9) 

Формулу (9), называемую формулой Даламбера, мы получили, 

предполагая существование решение поставленной задачи. Эта 

формула доказывает единственность решения.                

 

Пример 7. Найти решение уравнения 

,
x

u

t

u
2

2

2

2









     если     .0

t

u
,xu

ot

2

0t









 

Решение.  

Так как   1a     а   ,0)x(   то   ,
2

)atx()atx(
u


   

где .x)x( 2   

Таким образом, ,
2

)tx()tx(
u

22 
   

или окончательно .txu 22    

 

Пример 8. Найти решение уравнения 

,
x

u
4

t

u
2

2

2

2









   если   .x

t

u
,0u

ot0t









 

Решение.  

Здесь  

.x)x( ,0)x( ,2a   

Отсюда 

 ,)t2x()t2x(
8

1
z

8

1
zdz

4

1
u 22

t2x

t2x

t2x

t2x

2  







 

т.е. .xtu   

Пример 9. Найти форму струны, определяемой уравнением 

,
x

u
a

t

u
2

2
2

2

2









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в момент ,
a2

t


  если .1
t

u
,xsinu

ot0t









 

Решение.  

Имеем ,dz
a2

1

2

)atxsin()atxsin(
u

atx

atx









  т.е. 

,z
a2

1
atcosxsinu

atx

atx




  или окончательно .tatcosxsinu   

Если ,
a2

t


  то ,
a2

u


  т.е. струна параллельна оси абсцисс. 

Пример 10. Найти решение уравнения ,
x

u

t

u
2

2

2

2









 если  

.x
t

u
,xu

ot0t









 

Ответ. ).t1(xu   

Пример 11. Найти решение уравнения ,
x

u
a

t

u
2

2
2

2

2









 если  

.xcos
t

u
,0u

ot0t









 

Ответ. .
a

atsinxcos
u


  

Пример 12. Найти форму струны, определяемой уравнением 

,
x

u

t

u
2

2

2

2









 

 в момент ,t     если .xcos
t

u
,xsinu

ot0t









 

Ответ. xsinu   
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§6. Метод разделения переменных для волнового 

уравнения. 

 

Будем искать решение уравнения 

xx

2

tt uau                                           (1) 

удовлетворяющее однородным граничным условиям 

0)t,(u,0)t,0(u                           (2) 

и начальным условиям 









)x()0,x(u

)x()0,x(u

t

                               (3) 

Уравнение (1) линейно и однородно, поэтому сумма частных ре-

шений также является решением этого уравнения. Имея достаточно 

большое число частных решений, можно попытаться при помощи 

суммирования их с некоторыми коэффициентами найти искомое 

решение. Поставим основную вспомогательную задачу: 

   Найти решение уравнения  

xx

2

tt uau   

не равное тождественно нулю, удовлетворяющее однородным гра-

ничным условиям 









0)t,(u

0)t,0(u


                                      (4) 

и представимое в виде произведения  

)t(T)x(X)t,x(u                                  (5) 

где Х(х)- функция только переменных х, T(t)- функция только пе-

ременных t. 

    

Подставляя (5) в (1), получим 

XT
a

1
TX

2
  

или, после деления на Х·Т 

)t(T

)t(T

a

1

)x(X

)x(X
2





                                    (6) 
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Чтобы (5) было решением (1), равенства (6) должно удовлетворять-

ся тождественно, т.е. для всех значений независимых переменных 

0<x<  , t>0. Правая часть (6) является функцией только от t, а ле-

вая- только х. Фиксируя, например, некоторые значения х и меняя t 

(или наоборот), получим, что правая и левая части равенства (6) 

при изменении своих аргументов сохраняют постоянное значение 







)t(T

)t(T

a

1

)x(X

)x(X
2

                               (7) 

где - постоянная, которую для удобства последующих выкладок 

берем со знаком минус, ничего не предполагая при этом о ее знаке.  

   Из соотношения (7) получаем обыкновенные дифференциальные 

уравнения для определения функций Х(х) и T(t): 

0)x(X,0)x(X)x(X                      (8) 

0)t(T,0)t(Ta)t(T 2                        (9) 

Граничные условия (4) дают 

0)t(T)(X)t,(u

0)t(T)0(X)t,0(u






 

Отсюда следует, что Х(х) должно удовлетворять дополнительным 

условиям 

                                 0)(X)0(X                                (10) 

так как иначе мы имели бы 

0)t,x(Uu0)t(T   

в то время как задача состоит в нахождении нетривиального реше-

ния. Для функции T(t) в основной вспомогательной задаче никаких 

дополнительных условий нет. Таким образом, в связи с нахожде-

нием функции Х(х) мы приходим к простейшей задаче  о собствен-

ных значениях: 

   найти те значения параметра , при которых существуют нетри-

виальные решения задачи: 









0)(X)0(X

0XX //


                                       (11) 

а также найти эти решения. Такие значения параметра  называют-

ся собственными значениями, а соответствующие им нетривиаль-

ные решения - собственными функциями задачи (11). 



 

25 

   Сформулированную таким образом задачу часто называют зада-

чей Штурма - Лиувилля. 

   Рассмотрим отдельно случаи, когда параметр  отрицателен, ра-

вен нулю или положителен. 

1. При <0 задача не имеет нетривиальных решений. Действитель-

но, общее решение уравнения (8) имеет вид 
x

2

x

1 ecec)x(X    

Граничные условия дают: 

0cc)0(X 21   

.0)ee(cucc

)(,0ecec)l(X

121

21







 
 

Но в рассматриваемом случае - действительно и положительно, 

так что 0ee  
. Поэтому 

0c,0c 21   

и, следовательно 0)x(X  . 

2. При =0 также не существует нетривиальных решений. Действи-

тельно, в этом случае общее решение уравнения (8) имеет вид 

21 cxc)x(X   

Граничные условия дают: 

 

0c)(X

0ccxc)0(X

1

20x21







 

т.е. 0c,0c 21   и, следовательно, X(x)=0 

3. При >0 общее решение уравнения может быть записано в виде 

xsinDxcosD)x(X 21   

Граничные условия дают: 

0sinD)(X

0D)0(X

2

1






 

Если Х(х) не равно тождественно нулю, то D2 0 , поэтому 

0sin   или ;
n





                        (12) 

где n- любое целое число. 
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Следовательно, нетривиальные решения задачи (11) возможны 

лишь при 
2

n

n







 



 

Этим собственным значениям соответствуют собственные функ-

ции 

,x
n

sinD)x(X nn



  

где nD  произвольная постоянная. Итак, только при значениях , 

равных  
2

n

n







 



                                   (13) 

существуют нетривиальные решения задачи (11) 

x
n

sin)x(Xn



                           (14) 

определяемые с точностью до произвольного множителя, который 

мы положили равным единице. Этим же значениям  n  соответ-

ствуют решения уравнения (9) 

at
n

sinBat
n

cosA)t(T nnn






     

где nA и nB - произвольные постоянные. 

   Возвращаясь к задаче (1)-(3), заключаем что функции 

x
n

sin)at
n

sinBat
n

cosA(

)t(T)x(x)t,x(u

nn

nnn











             (16) 

являются частными решениями уравнения (1) удовлетворяющие 

граничным условиям (4) и представимыми в виде произведения (5) 

двух функций, одна из которых зависит только от х, другая- от t. 

   Эти решения могут удовлетворить начальным условиям (3) 

нашей исходной задачи только для частных случаев начальных 

функций (х) и (х). 

   Обратимся к решению задачи (1)-(3) в общем случае. 
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В силу линейности и однородности уравнения (1) сумма частных 

решений 

x
n

sin)at
n

sinBat
n

cosA(

)t,x(u)t,x(u

1n

nn

1n

n























                      (17) 

 

также удовлетворяет этому уравнению и граничным условиям (2). 

Начальные условия позволяют определить nA  и nB . Потребуем, 

чтобы функция (17) удовлетворяла условиям (3) 

 





















 

 
















1n 1n

n
n

t

1n 1n

nn

x
n

sinaB
n

)0,x(
t

u
)x()0,x(u

x
n

sinA)0,x(u)x()0,x(u




        (18) 

 

Из теории рядов Фурье известно, что произвольная кусочно-

непрерывная и кусочно-дифференцируемая функция f(х), заданная 

в промежутке 0  х   , разлагается в ряд Фурье 

                           







1n

n x
n

sinb)x(f


                                         (19) 

где                     







0

n d
n

sin)(f
2

b                                       (20) 

Если функции (х) и (х) удовлетворяют условиям разложения в 

ряд Фурье, то 

                            

































0

n

1n

n

d
n

sin)(
2

x
n

sin)x(

                              (21) 
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































0

n

1n

n

d
n

sin)(
2

x
n

sin)x(

                           (22) 

Сравнение этих рядов с формулами (18) показывает, что для вы-

полнения начальных условий надо положить 

                      
nnnn

na

1
B,A 


                              (23) 

чем полностью определяется функция (17), дающая решение ис-

следуемой задачи. 

   Мы опередили решение в виде бесконечного ряда (17). Если ряд 

(17) расходится или функция, определяемая этим рядом, не являет-

ся дифференцируем, то он, конечно, не может представлять реше-

ние нашего дифференциального уравнения. 

 

Пример 13. Струна, закрепленная на концах ,x,0x   имеет в 

начальный момент форму параболы ).x(x
h4

u
2

 


 Определить 

смещение точек струны от оси абсцисс, если начальные скорости 

отсутствуют (рис.1).  

 
 

рис.1 

Решение.  

Здесь .0)x( ),x(x
h4

)x(
2

 


 

Находим коэффициенты ряда, определяющего решение уравнения 

колебания струны:  
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0.b,dx
x

sin)xx(
h8

dx
x

sin)x(
2

a
0

2

3

0







   






  

Для нахождения a k применяем интегрирование по частям: 

2

1 xxu   , dx
xk

sind 1



 , dx)x2(du1   , 



 xk
cos

k
1





 ;


























0

2

0

2

3k dx
xk

cos)x2(
k

h8xk
cos

k
)xx(

h8
a , 

 т.е. 













0

2k dx
xk

cos)x2(
k

h8
a ; x2u 2   , 

dx
xk

cosd 2



 , dx2du 2  , 



 xk
sin

k
2





 ; 

])1(1[
k

h16
)1k(cos

k

h16

dx
xk

sin
k

h16xk
sin)x2(

k

h8
a

k

3333

0

22

0

22k





















 






,  

Так как  















1k

kk

xk
sin)

atk
sinb

atk
cosa()t,x(u


, 

то   















1k

k

33

xk
sin

atk
cos])1(1[

k

h16
)t,x(u


. 

Но при k=2n   1-(-1)k =0, а при k=2n+1   1-(-1)k =2, поэтому находим 

окончательно: 


















1n
33

x)1n2(
sin

at)1n2(
cos

)1n2(

1h32
)t,x(u


. 
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Пример 14. Дана струна, закрепленная на концах  x,0x .  

Пусть в начальный момент форма струны имеет вид ломанной 

ОАВ, изображенной на рис.2. Найти форму струны для любого 

момента времени t , если начальные скорости отсутствуют.  

 

 

 
рис.2 

 

Решение.  

Угловой коэффициент прямой ОА равен 


h2

2/

h
 . Следователь-

но, уравнение этой прямой  x
h2

u 


. Прямая АВ отсекает на 

осях координат отрезки   и h2 , поэтому уравнение этой пря-

мой 1
h2

ux



, или )x(

h2
u  


.  Итак 

     
























x
2

 если ),x(
h2

;
2

x0 если ,x
h2

)х(  ,          0)x(  . 

Находим  

 

0b,dx
xk

sin)x(
h4

dx
xk

sinx
h4

dx
xk

sin)x(
2

a

k

2

0

2

22

0

k














 

















.  
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Интегрируя по частям, получаем 

          

2

k
sin

k

h8

2

k
sin

k

h4

2

k
sin

k

h4xk
sin

k

h4

2

k
cos

k

h2xk
sin

k

h4

2

k
cos

k
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dx
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cos

k

h4
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cos)x(

k
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dx
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h4xk
cosx

k
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a

222222

2

22

2

0
22
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0
2

2

0

k












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

















































































 

Следовательно, 


atk
cos

xk
sin

2

k
sin

k

1h8
)t,x(u

1k
22











 





.  

Выпишем несколько членов ряда: 

...)
at7

cos
x7

sin
7

1at5
cos

x5
sin

5

1

at3
cos

x3
sin

3

1at
cos

x
(sin

h8
)t,x(u

22

22

































. 

Пример 15. Пусть начальные отклонения струны, закрепленной в 

точках  x,0x , равны нулю, а начальная скорость выражается 

формулой            


















2

h

2
x если              ,0

;
2

h

2
x если ),const(

dt

du 0





 

Определить форму струны для любого момента времени t .  

Решение. 

 Здесь 0)x( а ,0)x(   в интервале  






 

2

h
,

2

h 
и 0)x(   

вне этого интервала. Следовательно, 0a k  ;  
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

 

Пример 16. Струна закреплена на концах 3 и 0  xx . В началь-

ный момент форма струны имеет вид ломанной ОАВ, изображен-

ной на рис.3:  О(0;0), А(2;-0,1), В(3;0). Найти форму  

струны для любого момента времени t , если начальные скорости 

точки отсутствуют.  

 
 

рис.3 

Ответ.  
















1k
22 3

atk
cos

3

xk
sin

3

k2
sin

k

19,0
)t,x(u .  

 Пример 17. Струна, закрепленная на концах 1x и 0x  , в 

начальный момент имеет форму )xx2-x(hu 34  . Найти форму 
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струны для любого момента времени t , если начальные скорости 

отсутствуют. 

Ответ. 










0k
55

.x)1k2sin(ta)1k2cos(
)1k2(

1h96
u  

Пример 18. Струна закреплена в точках lxx   и 0 . Начальные 

отклонения точек струны равны нулю, а начальная скорость выра-

жается формулой  












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
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cos

dt

du

0t 




. 

Найти форму струны для любого момента времени t .  

Ответ. 


 atk
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§8. Метод разделения переменных для уравнения 

теплопроводности на отрезке. 

   Будем искать решение уравнения  

Tt0,x0,uau xx

2

t                 (1) 

удовлетворяющее начальному условию 

       x0),x()0,x(u                                        (2) 

и однородным граничным условиям 

Tt0,0)t,(u,0)t,0(u                 (3) 

   Для решения этой задачи рассмотрим, как принято в методе раз-

деления переменных, сначала основную вспомогательную задачу: 

- Найти решение уравнения  

xx

2

t uau   

не равное тождественно нулю, удовлетворяющее однородным гра-

ничным условиям 

0)t,(u,0)t,0(u                         (3) 
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и представимое в виде 

)t(T)x(X)t,x(u                               (4) 

где Х(х)- функция от х, T(t)- функция только от t. Подставляя (4) в 

уравнение (1) и производя деление обоих частей равенства на 

TXa2   получим: 


X

X

T

T

a

1 ///

2
   (5) 

где =const, так как левая часть равенства зависит только от t, а 

правая только от х. Отсюда следует, что 

0XX //                           (6) 

0TaT 2/                         (7) 

Граничные условия (3) дают 

0)(X,0)0(X                    (8) 

Таким образом, для определения функции Х(х) мы получили зада-

чу о собственных значениях (задачу Штурма-Лиувилля). 

0)(X,0)0(X,0XX //             (9) 

исследованную при решении уравнения колебаний. При этом было 

показано, что только для значений параметра , равных 

,...2,1n,
n

2

n 






 



                      (10) 

существуют нетривиальные решения уравнения (6), равные: 

x
n

sin)x(Xn



                                         (11) 

Этим значениям  n  соответствуют решения уравнения (7) 

x
n

sineC)t(T
ta

nn
n

2







                               (12) 

где nC -не определенные пока коэффициенты. Возвращаясь к ос-

новной вспомогательной задаче, видим, что функции  

x
n

sineC)t(T)x(X)t,x(u
ta

nnnn
n

2







             (13) 

являются частными решениями уравнения (1), удовлетворяющими 

нулевым граничным условиям.  
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   Обратимся теперь к решению задачи (1)-(3). Составим формально 

ряд 













 
 


1n

ta
n

n x
n

sineC)t,x(u

2
2


                      (14) 

Функция )t,x(u удовлетворяет граничным условиям, так как им 

удовлетворяют все члены ряда. Требуя выполнения начальных 

условий, получим: 









1n

n x
n

sinC)0,x(u)x(


                               (15) 

т.е. nC  являются коэффициентами Фурье функции (x) при раз-

ложении ее в ряд по синусам на интервале (0,  ): 

               







0

nn d
n

sin)(
2

C                  (16) 

Теперь сформулируем условия для функции (x) таких при кото-

рых  ряд в (14) удовлетворял всем условиям задачи (1) - (3). 

   Если функция (x)- непрерывна, имеет кусочно-непрерывную 

производную и удовлетворяет условиям (0)=0 и ( )=0, то ряд 

(14) определяет непрерывную функцию при t0. 

Пример 19. Решить уравнение ,
x

u
a

t

u
2

2
2









 если начальное рас-

пределение температуры стержня определяется равенством 











21

210

ot xxили,xx,0

;xxx,u
)x(f)t,x(u . 

Решение. Имеет бесконечный стержень, а поэтому решение запи-

шется в виде интеграла Пуассона:  

 




 







de)(
ta2

1
)t,x(u ta4

)x(
2

2

. 
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Поскольку )x(f  в интервале )x,x( 21  равна постоянной темпера-

туре 0u , а вне интервала температура равна нулю, то решение при-

мет вид    




 




de
ta2

u
)t,x(u

2

1

2

2
x

x

ta4

)x(

0  

Полученный результат можно преобразовать к так называемому 

интегралу вероятностей: .de
2

)z(

z

0

2




 


 

Действительно, полагая 

 




ta2

x
,                dta2d  

получим. 

  





 

 









ta2

xx

ta2

xx

ta2

xx

0

ta2

xx

0

000

2

1

1 2

222

.de
u

de
u

de
u

)t,x(u  

Таким образом, решение выразится формулой 

)]
ta2

xx
(

ta2

xx
([

2

u
)t,x(u 210 




 . 

Графиком функции Ф(z) является кривая, изображенная на рис.4  

 

 
рис.4 
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Пример 20. Найти решение уравнения ,
x

u

t

u
2

2









 удовлетворяю-

щее начальному условию  00t
u)x(fu 


 

и краевому условию 0u
0x



.  

Решение.  

Здесь мы имеем дифференциальное уравнение теплопроводности 

для полубесконечного стержня. Решение, удовлетворяющее дан-

ным условиям, имеет вид  

 




 
 






d]ee[u
t2

1
)t,x(u

0

t4

)x(

t4

)x(

0

22

, 

или  




 
 






d]ee[
t2

u
)t,x(u

0

t4

)x(

t4

)x(

0

22

. 

а)  Полагая 


t2

x
,  dt2d , 

преобразуем первый интеграл, пользуясь интегралом вероятностей,  

т. е.   




 








t2

x

0

0

t4

)x(

0 )]
t2

x
(1[

2

u
de

u
de

t2

u 2

2

. 

 

в)Полагая 




t2

x
,  dt2d , 

получим  






 








t2

x

20

0

t4

)x(

0 )]
t2

x
(1[

2

u
de

u
de

t2

u
2

. 

Таким образом, решение принимает вид )
t2

x
(u)t,x(u 0  . 
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Пример 21. Найти решение уравнения ,
x

u

t

u
2

2









              

0t),x0(   ,удовлетворяющее начальным условиям: 
















.x
2

если  ,x

;
2

x0 если     ,x
)x(fu

0t








и краевым услови-

ям: 0uu
x0x


 

. Решение задачи Коши, удовлетворяющее ука-

занным краевым условиям, будет искать в виде 









 


1k

t)
k

(

k

xk
sineb)t,x(u

2


 ,где         

dx
xk

sin)x(
2

dx
xk

sinx
2

dx
xk

sinx
2

b

2

2

0

2

0

k


















  .П

роинтегрируем по частям, положив 



xk
cos

k

l
,dxdu,dx

xk
sind,xu








 ; получим  
















2

0

2

2

k )
xk

sin
k

xk
cos

k

x
(

2
b












 






























k
sin

k

4

)
xk

sin
k

xk
cos

k

xxk
cos

k
(

2

22

2

2

22





















 

 

Следовательно, искомое решение имеет вид  






















1k

tk

2

xk
sine

k
sin

k

14
)t,x(u

2

22




 , 

или  
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




x)1n2(
sine

1n2

1
)1(

4
)t,x(u

2

22 t)1n2(

0n

n 












  . 

 

Пример 22. Найти решение уравнения  

2

2

x

u

t

u









, 

удовлетворяющее начальным условиям: 

 
























  .x и x если,       0

;0x- если ,
x

1

 x0 если ,
1

1

)x(f)t,x(u
0t









 

У к а з а н и е. Решение выразится формулой 

 

 













 












0

t4

x(0

t4

x(

de)1(
t2

1
de)1(

t2

1
)t,x(u  

Заменой     




t

x
    упростить ответ. 

Ответ. 

]ee2e[
11

)]
t2

lx
()

x
1()

t2

x
(

x
2)

t2

lx
()

x
1[(

2

1
)t,x(u

t4

)lx(

t4

x

t4

)lx( 222 





















. 

Пример 23. Найти решение уравнения теплопроводности, если 

левый конец 0x  полубесконечного стержня теплоизолирован, а 

начальное распределение температуры 


















 .x если,  0

;x0 если ,u

 ;0x если  ,0

)x(fu 00t



  
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Ответ. 

 )].
ta2

x
()

ta2

x
([

2

u
)t,x(u 0  




  

 

Пример 24. Дан тонкий однородный стержень длиной  , изолиро-

ванный от внешнего пространства, начальная температура которо-

го равна 
2

)x(cx
)x(f



 
 . Концы стержня поддерживаются при 

температуре, равной нулю. Определить температуру стержня в 

момент времени 0t  . 

  

У к а з а н и е. Закон распределения температуры стержня описы-

вается уравнением 
2

2
2

x

u
a

t

u









, начальным условием 

20t

)x(cx
)x(fu



 



 и краевыми условиями 0uu

x0x


 
. 

Ответ. 




x)1n2(
sine

)1n2(

1c8
)t,x(u

1n

ta)1n2(

3

2

22








 












. 

 

§8. Уравнения эллиптического типа. 

Постановка краевых задач. 

   Наиболее распространенным уравнением этого типа является 

уравнение Лапласа: 

0
y

u

x

u
u

2

2

2










    (1) 

Функция u(x,y) называется гармонической в области Т, если она 

непрерывна в этой области вместе со своими производными до 

второго порядка и удовлетворяет уравнению Лапласа. 

   Уравнение (1) стационарно по времени t, поэтому параметр t не 

участвует. При наличии источников тепла получаем уравнение 

K

F
f,fu      (2) 
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где F- плотность тепловых источников, а К- коэффициент тепло-

проводности. Неоднородное уравнение Лапласа (2) часто называют 

уравнением Пуассона. 

   Рассмотрим некоторую область Т, ограниченную границей . 

Задача о стационарном распределении температуры u(x,y) внутри 

области Т формулируется следующим образом: 

- найти функцию u(x,y), удовлетворяющую внутри Т уравнению 

)y,x(fu     (2) 

и граничному условию, которое может быть взято в одном из сле-

дующих видов: 

I. u f 1  на (1-ая краевая задача)  

II. 2f
n

u





 на (2-ая краевая задача) 

III. 0)fu(h
n

u
3 




 на (3-ая краевая задача) 

где h,f,f,f 321 -заданные функции, 
n

u




- производная по внешней 

нормали к границе  . 

   Первую краевую задачу для уравнения Лапласа часто называют 

задачей Дирихле, а вторую задачу - задачей Неймана.  

   Если ищется решение в области 0T , внутренней (или внешней) 

по отношению к границе  , то соответствующую задачу назы-

вают внутренней (или внешней) краевой задачей.    

 

§9. Двумерное уравнение Лапласа и задача Дирихле для круга. 

Метод разделения  переменных. 

В этом пункте мы решим методом разделения переменных 

задачу Дирихле для круга т.е. когда область Т есть круг. Радиус 

круга обозначим через r, центр поместим в начало координат. Оче-

видно, что целесообразно решать задачу в полярных координатах. 

Тогда задача формулируется так: 

ищется решение u=u(r,) уравнения Лапласа 
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0
u

r

1
)

u
r(

rr

1
2

2

2














   (1) 

для r<R, принимающее на границе круга, т.е. при r=R, заданные 

значения  

)(u~u
Rr




   (2) 

Метод разделения переменных заключается в том, что мы сначала 

ищем решения уравнения (1) в виде u=U(r)Ф(), где неизвестные 

функции U(r) и Ф() зависят только от r и  соответственно. Тогда 

для этих неизвестных функций из уравнения (1) находим: 

U
d

d

r

1
)

dr

dU
r(

dr

d

r

1
2

2

2 


  

или 0
d

d1
)

dr

dU
r(

dr

d

u

r
2

2







    (3) 

   Так как левая часть (3) не зависит от , а правая от r, то ни левая, 

ни правая части этого равенства не могут зависеть ни от , ни от r, 

т.е. являются постоянными: 









 2

2

d

d1
,)

dr

dU
r(

dr

dr
   (4) 

где -постоянная разделения. 

   Постоянная , как мы сейчас увидим, должна быть неотрица-

тельной. 

   Второе из уравнений (4), 



2

2

d

d
, имеет общее решение 

 sinBcosA)(      (5) 

где  А  и  В - произвольные постоянные. 

   Покажем, теперь что  не может принимать любые значения. Это 

вытекает из того, что увеличение  на 2 возвращает точку (r,) в 

исходное положение; а значит, все функции от , которые мы рас-

сматриваем, должны быть периодическими по  с периодом 2. 

Таким образом, и Ф(+2)=Ф(), а это по формуле (5) означает, 

что  должен равняться целому числу n=0,1,2,... Отрицательные 
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n мы можем отбросить, так как знак n влияет только на знак произ-

вольной постоянной В.  Итак 2n  (собственные числа) и  

 nsinBncosA)(     (6) 

   Вернемся теперь к первому уравнению (4), в котором заменим  

на n2  

2n)
dr

dU
r(

dr

d

u

r
  

откуда 

0Un
dr

dU
r

dr

Ud
r 2

2

2
2   

   Это уравнение для функции U(r) может быть решено подстанов-

кой 
 rU , причем для показателя  легко получаем уравнение  

0rnrr)1( 2  
 

или 0n)1( 2   

n,n22   

Следовательно, 
nr)r(U  ,  либо   

nr)r(U   

   Второе из этих решений мы должны отбросить, так как при n>0 

оно обращается в бесконечность в центре круга r=0. 

   Окончательно 

)nsinBncosA(r),r(u nn

n

n   

   Полученное частное решение уравнения Лапласа (1) которое мы 

искали в виде u=U(r)Ф(), обозначено через nu , так как оно зави-

сит от n; произвольные постоянные nA  и nB  тоже зависят от n. 

   В силу линейности и однородности уравнения Лапласа сумма 

частных решений  











0n

nn

n

0n

n )nsinBncosA(r),r(u),r(u              (7) 

будет также решением уравнения Лапласа, это уравнение содержит 

две бесконечные последовательности неопределенных коэффици-

ентов nA  и nB . 
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   Что бы придать решению (7) вид, напоминающий ряд Фурье, 

положим 

,.....)2,1n(,bB,aA,
2

a
A nnnn

0
0   

Тогда u(r,) может быть записано в виде  







1n

nn

n0 )nsinbncosa(r
2

a
),r(u                    (8) 

   Неопределенные  коэффициенты a a bn n0 , ,  мы определим из 

граничного условия (2), в котором заданная функция )(u~   также 

должна быть периодической с периодом 2. Полагая в решении (8) 

r=R, получим граничное условие в виде соотношения 







0n

n

n

n

n0 )nsinbRncosaR(
2

a
)(u~  

которое представляет собой разложение  )(u~   в ряд Фурье. По 

известным формулам для коэффициентов Фурье мы можем теперь 

установить, что 

          


 


dncos)(u~
1

aR

2

0

n

n
 

               и                     


 


dnsin)(u~
1

bR

2

0

n

n
 

              т.е.                


 


dncos)(u~

R

1
a

2

0

nn  

             


 


dnsin)(u~

R

1
b

2

0

nn                       (9) 

 Чтобы получить решение задачи Дирихле для круга, остается 

только подставить формулы для коэффициентов (9) в выражение 

(8). 
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§10. Разделение переменных в трехмерном уравнении 

Лапласа в сферических координатах. 

 

Применим теперь метод разделения переменного к трех-

мерному уравнению Лапласа в сферических координатах  

 

0
u

sinr

1
)

u
(sin

sinr

1

r

u
r(

rr

1
2

2

222

2

2




























 

Мы рассмотрим здесь наиболее простой и важный случай , когда u 

не зависит от : u=u(r,). Это- так называемый осе симметричный 

случай, в котором u постоянно на каждом круге широты: 

r=const,=const,0. 

   Тогда уравнение Лапласа принимает вид  

                 0)
u

(sin
sin

1
)

r

u
r(

r

2 



















                     (1) 

Посмотрим, каковы могут быть решения этого уравнения вида  

u=U(r)Ф()                                            (2) 

ограниченные в шаре радиуса R с центром в начале координат. 

Подставляя (2) в (1) находим 

         )
d

d
(sin

d

d

sin

1
)

dr

dU
r(

dr

d

U

1 2







                     (3) 

По стандартному для метода разделения переменных рассужде-

нию, обе части (3) должны быть постоянными 

а) )
dr

dU
r(

dr

d

U

1 2  

б) 






)

d

d
(sin

d

d

sin

1
                 (4) 

где -const, которую опять будем считать неотрицательной. 

   Для удобства вычислений положим  

=(+1),  

где =произвольная константа,  тогда а)  из равенства (4) получим: 

  0U)1(
dr

dU
r2

dr

Ud
r

2

2
2   

Полагая U=r получим 
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)1()1(0)1(2)1(   

   Решение этого уравнения =,=--1. 

   Считая 0, мы можем второй корень отбросить, поскольку 

функция 
1r)r(U   обращается в   при r=0. (напомним, что 

наша цель - найти ограниченные решения ). 

   Таким образом, остается решение  
 r)r(U  

   Вернемся теперь к б) из равенства (4) получим: 

)1()
d

d
(sin

d

d

sin

1








 

так как 0, то мы должны искать решения уравнения (5) огра-

ниченные для всех таких  . 

   В (5) положим вместо переменной  новую независимую пере-

менную 

                         x=cos                                             (6) 

                         

                                    0<<  -1x1 

   В силу подстановки (6) 

dx

d
sin

d

dx

dx

d

d

d 










, 

 

,
)dx

d
(sin

dx

d
sin)

d

d
(sin

d

d 2 








 

и уравнение (5) должно быть записано в форме 




 )1()
dx

d
(sin

dx

d 2
 

или 0)1(
dx

d
)x1(

dx

d 2 






 
  

   Если мы кроме того, обозначим зависимую переменную Ф как 

функцию от x=cos через у 

)x(y)x(arccos)(   

то получим для определения искомой функции у уравнение 
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0y)1(
dx

dy
)x1(

dx

d 2 







  

называемое уравнением Лежандра. Решения этого уравнения иг-

рают важную роль во многих прикладных вопросах. Точки х=1 

являются особыми для дифференциального уравнения (7), и поэто-

му не все решения уравнения Лежандра будут ограничены на от-

резке -1x1. Можно показать, что уравнение Лежандра имеет 

ограниченные решения только в том случае когда =n= целому 

числу  (n0). Для таких  ограниченными решениями уравнения 

Лежандра (7) являются некоторые многочлены, называемые мно-

гочленами Лежандра. Эти многочлены имеют довольно простое 

замкнутое выражение 

   n2

n

n

2n )1x(
dx

d

!n2

1
)x(Py                          (8) 

   Таким образом, мы установили, что в качестве Ф() следует взять 

)(cosP)x(P nn   и что, следовательно, ограниченными решени-

ями вида U(r)Ф() уравнения Лапласа (1) будут функции  

)(cosPr)()r(U),r(u n

n

nnn                        (9) 

Таким образом, мы установили, что для n=0,1,2,.... решениями 

уравнения (1) являются  функции (9): ).(cosPr n

n   

   Ввиду линейности  и однородности уравнения Лапласа его реше-

нием будет также функция 







0n

n

n

n )(cosPrc)0,r(u                           (10) 

где nc  произвольные постоянные коэффициенты, которые мы 

определим так чтобы функция (10) удовлетворяло граничному 

условию  

)(u~)0,r(u
Rr




                                          (11) 

Для этого надо потребовать, чтобы по , 0, тождественно име-

ло место соотношение 







0n

n

n

n )(cosPRc)(u~  
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   В предположении, что тождество (12) имеет место мы можем эти 

коэффициенты найти, воспользовавшись свойством ортогонально-

сти многочленов Лежандра (многочлены Лежандра ортогональные 

на интервале (-1,1), т.е. для nm 






1

1

mn 0dx)x(P)x(P  

   Умножим тождества (12) на )(cosPm  , где m0-некоторое фик-

сированное целое число, и проинтегрируем его по граничной сфере 

радиуса R  

 





0n

mn

n

nm d)(cosP)(cosPRCd)(cosP)(u~  (13) 

   Элемент площади поверхности сферы  d R d d    2 sin   и 

интегрирование по сфере означает интегрирование по  в пределах 

от 0 до  и по  в пределах от 0 до 2. 

   Поэтому  

















 


mn,
1m2

2
R2

mn,0

dx)x(P)x(PR2d)(cosP)(cosP

2

1

1

mn

2

mn

 

(так как    







1

1

2

n ,.....2,1,0n,
1n2

2
dx)x(P ) 

Таким образом, в правой части равенства (13) все члены суммы 

равны нулю, кроме одного, это член при n=m. Следовательно,  пра-

вая часть равенства (13) равна   

1m2

R4
RC

2
m

m



 

откуда следует; что 

 


 d)(cosP)(u~

R4

1
)1m2(

R

1
C m2mm    (14) 

Заменяя m на n и подставляя (14) в (10) мы получим окончательное 

решение задачи Дирихле для шара радиуса R. 
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Пример 25. Найти стационарное распределение температуры в 

тонком стержне с теплоизолированной боковой поверхностью, 

если на концах стержня 

   
uu,uu

x00x



. 

Решение. Задача Дирихле для одномерного случая состоит в 

нахождении из уравнения Лапласа 0
dx

ud
2

2

  функции u , удовле-

творяющей краевым условиям  
uu,uu

x00x



. Общее реше-

ние указанного уравнения есть BAxu  , а учитывая краевые 

условия, получим 

   
0

0 ux
uu

u 





 , 

т.е. стационарное распределение температуры в тонком стержне с 

теплоизолированной боковой поверхностью линейно. 

Пример 26.Найти стационарное распределение тепла в простран-

стве между двумя цилиндрами с общей осью ОZпри условии, что 

на поверхностях цилиндров поддерживается постоянная темпера-

тура. 

У к а з а н и е. Перейти к цилиндрическим координатам, считая, 

что u  не зависит от   и z . 

Ответ: 

. 

a

b
ln

a

r
ln

)uu(uu aba  . 

Пример 27. 

Найти  стационарное распределение температуры на однородной 

тонкой круглой пластинке радиуса  R, верхняя половина которой 

поддерживается при температуре 1 градусе, а нижняя – при темпе-

ратуре 0 градусе. 

Решение:  

Для  0)(f0    и для  1)(f0  . 

Распределение температуры выражается интегралом: 
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










0

22

22

d
r)cos(Rr2R

rR

2

1
),r(u  

Пусть точка );r(  расположена в верхнем полукруге, т.е. 

0 , тогда   изменяется от    до   , и этот ин-

тервал  длины   не содержит точек  . Поэтому введем подста-

новку: 

.
t1

dt2
d,

t1

t1
)cos(,t

2
tg

22

2










   

Тогда получаем 
































 


























 













 






































 






sinRr2

rR
arctg

1

rR

rR
1

2
tg

2
ctg

rR

rR

arctg
1

2
tg

rR

rR
arctg

2
ctg

rR

rR
arctg

1

2
tg

2
ctg

t
rR

rR
arctg

1
dt

t)rR()rR(

rR1
),r(u

22

2

2
ctg

2
tg

222

22

 

 

или  

   





sinRr2

rR
u(tg

22

. 

Так как правая часть отрицательна, то это означает, что u  при 

0  удовлетворяет неравенствам 1u
2

1
 . Для этого случая 

получаем решение 

   





sinRr2

rR
u(tg

22

, 

или 

 

   )0(   
sinRr2

rR
arctg

1
1u

22







 . 
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Если же точка расположена в нижнем полукруге  2 , то 

интервал ),(  изменения   содержит точку  , но не 

содержит 0, и мы можем сделать подстановку: 

 
22

2

t1

dt2
d,

1t

1t
)cos(,t

2
ctg










. 

Тогда для этих значений   














 














 






)
2

ctg
rR

rR
(arctg

)
2

tg
rR

rR
(arctg

1
dt

t)rR()rR(

rR1
),r(u

2
tg

2
ctg

222

22

. 

Производя аналогичные преобразования, найдем  

)2(   
sinRr2

rR
arctg

1
u

22







 . 

Так как правая часть теперь положительна )0(sin  , то  

2

1
u0  . 

Пример 28. Найти решение уравнения Лапласа для внутренней 

части кольца 2r1  , удовлетворяющее краевым условиям: 

     

yu,0u
2r1r



. 

У к а з а н и е. Ввести полярные координаты. 

Ответ. .sin)r(lnsh
3

8
),r(u               
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Приложения. 

Вывод уравнений и постановка задач математической физики. 

  

Многие задачи механики, физики, широкий круг инженер-

но-технических задач приводят к исследованию дифференциаль-

ных уравнений с частными производными второго порядка, явля-

ющихся частным случаем так называемых уравнений математиче-

ской физики. 

 Их вывод опирается на механические или физические зако-

ны. Из всего многообразия таких задач мы ограничимся лишь не-

сколькими простейшими, иллюстрирующими некоторые методы 

построения математических моделей реальных физических или 

механических процессов. 

 Пример 1.  Вывести уравнения распространения тепла в 

изотропном теле. 

 Обозначим температуру тела в точке )z,y,x(M  в момент 

времени t  символом )t,z,y,x(u . Как известно, в теле происходит 

движение тепла от более нагретых частей к менее нагретым. В тео-

рии теплопроводности принято, что количество тепла Q , прохо-

дящего через некоторый элемент поверхности  , лежащий внут-

ри данного тела, пропорционально t , где  - поток вектора 

)u(grad  через элемент  , т.е. 

tkQ                            (1) 

Здесь )z,y,x(kk   - коэффициент теплопроводности тела. 

Выделим внутри тела произвольный объём V , ограниченный 

гладкой замкнутой поверхностью  , и составим уравнение тепло-

вого баланса для выделенного объёма. Пусть 1Q - количество теп-

ла, входящего в V  через поверхность   за промежуток времени 

)tt;t(  . Тогда из (1) следует, что  




 t)d),u(grad()M(kQ1 . 

Обозначим 2Q  количество тепла, выделяемого или поглощаемого 

в объёме V  за промежуток )tt;t(   вследствие имеющихся в 

этом объёме источников (или стоков), плотность которых, т.е. ко-
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личество поглощаемого или выделяемого тепла за единицу време-

ни в единице объёма, обозначим )t,z,y,x(F . Ясно, что  

  
V V

2 tdv)t,z,y,x(Ftdv))u(gradk(divQ , 

А тогда, используя формулу Грина-Остроградского, для общего 

количества тепла, приходящего в объём  V  за промежуток време-

ни )tt;t(  , получаем выражение 

  
V V

21 tdv)t,z,y,x(Ftdv))u(gradk(divQQ       (2)          

С другой стороны, на изменение температуры объёма тела V  за 

время )tt;t(   на величину  

t
t

)t,M(u
)t,z,y,x(u)tt,z,y,x(uut 




  

Необходимо затратить следующее количество тепла:  













V

V

3

tdv
t

u

dv)z,y,x()z,y,x()]t,z,y,x(u)tt,z,y,x(u[Q

(3) 

где )M(  - теплоемкость вещества, а )M(  - его плотность. 

 Но 321 QQQ  , а потому из (2) и (3) следует соотношение 

0dv)]t,z,y,x(F))u(gradk(div
t

u
[

V





 . 

Так как объём V  произволен, а подынтегральная  функция непре-

рывна, то отсюда следует, что в любой момент времени t  должно 

выполняться соотношение 

)t,M(F))u(gradk(div
t

u





                        (4) 

Это уравнение (4) называется уравнением теплопроводности неод-

нородного изотропного тела. Если тело однородно, то ,  и k  

постоянные и уравнение (4) запишется в виде  

)t,z,y,x(f
z

u

y

u

x

u
a

t

u
2

2

2

2

2

2
2 



























                   (5) 
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где  

)t,z,y,x(F
1

)t,z,y,x(f,
k

a





 . 

 Для вычисления температуры тела u(x,y,z,t) в любой точке 

тела и в любой момент времени t  недостаточно решения уравне-

ния (4) или (5). Из физических соотношений следует, что необхо-

димо знать еще распределение температуры внутри тела в началь-

ный момент времени (начальное условие) и тепловой режим на 

границе тела (граничное условие). Точно так же и для решения 

других задач математической физики требуется знание начальных 

(если процесс нестационарный) и граничных условий. Поэтому под 

постановкой задачи в дальнейшем подразумевается выбор функ-

ции, характеризующей исследуемый физический процесс, вывод 

(или выбор) соответствующего этому процессу уравнения, уста-

новление граничных условий и формулировка начальных условий. 

 Пример 2. 

Поставить задачу об определения температуры однородного 

изотропного стержня   x0  с теплоизолированной боковой 

поверхностью, если его начальная температура есть некоторая 

функция x , а на конце стержня подается извне заданный тепловой 

поток. 

 Температура стержня зависит только от координаты точки 

),0(x   и времени t , т.е. )t,x(uu  . Внутри стержня источники 

тепла отсутствует, т.е. 0)t,z,y,x(F  . Поэтому уравнение (5) при-

нимает вид  
2

2
2

x

)t,x(u
a

t

)t,x(u









, где 




k
a 2

. 

Начальное условие записывается в виде 

,x0),x()0,x(u    где )x( - заданная функция.  Гра-

ничные условия имеют вид  

,t0)t(q
k

1
)t,(u

)t(q
k

1
)t,0(u

2x

1x










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где   - площадь поперечного сечения стержня, )t(q1   и )t(q2 - 

тепловые потоки (количество тепла, поступающего в единицу вре-

мени) в стержень через его концы. Таким образом, имеем задачу: 

 Найти решение )y,x(u  уравнения  















t0,x0

,
k

a,
x

)t,x(u
a

t

)t,x(u 2

2

2
2



                      (6) 

удовлетворяющее условиям: 


















)t(q
k

1
)t,(u

)t(q
k

1
)t,0(u

)x()0,x(u

2x

1x



                                        (7) 

 

 Рассмотренная  в примере 2 задача относится к так называ-

емым смешанным задачам, в которых участвуют как начальные, 

так и граничные условия. Граничные условия (7), наложенные на 

значение производной )t,x(u x
  называют условиями второго рода. 

Рассматриваются также задача с условиями первого рода, нало-

женными на значения функции )t,x(u ,  

)t()t,(u

)t()t,0(u

2

1






                                             (8) 

и с условиями третьего рода, наложенными как на значения функ-

ции    )t,x(u , так и на значения производной     

)t,x(u x
 ,























)t()u
x

u
(

)t()u
x

u
(

2x

10x



                                  (9) 

 

Условие (9) означает упругое закрепление в точках 0x   и x . 

Кроме смешанной задачи достаточно часто встречается   задача  

Коши, состоящая в отыскании решения  )t,x(u  в области  
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 x  ,  t0 , удовлетворяющего только начальным 

условиям.   
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