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KIRISH

Mavzuning dolzarbligi. Kombinatorika (birlashmalar) tadbigiy nugtai
nazardan juda muhim bol gan tushuncha. Buni avvalo nazariy jihatdan asoslash
tagozo etiladi. So'ngra uni nazariy rivojlantirib hayotga tadbiq etiladi. Bunday
dialektik yondashuv tufayli inson yashash hayoti yanada rivojlantiriladi. Bu
masalaga bag ishlangan ko pgina ilmiy va ilmiy-uslubiy tadgigotlarni ko rsatish
mumkin. Masalan: avvalo akademik litsey va kollejlar uchun yaratilgan [30],
[31] darsliklarni; [2], [14], [27], [19], [20], [28], [9] goll'nmalarni,
monografiyalarni va uslubiy go llanmalarni ko rsatish mumrin. Bu borada yana
tadqiqotlar olib borilmogda. Bular haqida “Internet” saytlari [33], [34], [35],
[36], [37] lardan ma’lumotlar olish mumkin.

Bayon etilganlar asosida tanlangan mavzu dolzarb deb garalishsi tabiiydir.

Tadqgigot mavzusi. 2000 vyilda Respublikamiz olimlari tomonidan
“Algebra va analiz asoslari” kursini akademik litseyning quyidagi
yo nalishlarida o qitish dasturi ishlab chigildi.

Anik fanlar yo nalishi

Iktisodiyot yonalishi

Tabiiy fanlar yo nalishi
Biz bitiruv malakabiy ishimizga  “Tabiiy fanlar yo nalishi’da o qitish
muammolarini ko'rib o’tamiz. Ana shu masalaga “Kombinatorika mavzusini
akdemik litsey va kasb-hunar kollaejlarda o"qitish” deb nomlangan bitiruv
malakabiy ishi bag ishlangan.

Tadqgigot magsadi. Akademik litseyning tabiiy fanlar yo nalishida
“Algebra va analiz asoslari” kursini 0 gitishning asosiy magsadi o quvchilar
kelajakda oliy tahlim muassasalarda tahsil olib yetuk kadr bo’lishdan iborat.
Shuning uchun ularda ham amaliy va ham nazariy bilimini oshirish magsad qilib

olindi.



Tadqgigot muammosi. Bitiruv malakaviy ishda garalayotgan asosiy
muammo o qgitishning uzviyligini ta'minlash o gitishda va ilmiy tadgiqotlardan
foydalanishdan iborat. Bunda takroriy kombinatorika va uning tadbiglari asosiy
muammodir.

Tadgiqot obekti. Akademik litseydagi tabiiy yo nalishda “Algebra va
analiz asoslari” kursida mavjud bo’Imagan ma’lumotlar garaladi.

Tadqiqot predmeti. Tavsiya gilayotgan “Algebra va analiz asoslari”
kursini o gitishda o’quvchilarning olgan bilimlarini rivojlantirish va xotiraga
joylashtirishida samara beradi va oliy ta'lim muassasalarida tahsil olishga
muyassar bo lishga imkoniyat beradi.

Tadqiqot farazi (gipotezasi) va himoyaga olib chigiladigan xulosalar.
Yugorida Kkeltirilgan fikrlarni xulosalab shuni aytish mumkinki, akademik
litseylardagi matematik tahlim davlat ta'lim standartida belgilangan ta’lim
mazmuni, magsadi va strukturasi asosida tashkil etishi; o quvchilardan
matematika fani asoslarining ilmiy elementlari singdirilgan poydevorini
shakllantirish; fanga bo'lgan qizikishlarini uning tabiat va jamiyat
taraqgiyotidagi ahamiyatini keng ma'noda ochib berish bilan orttirish;
0 quvchilardan mantigiy matematik tafakkurni takomillashtirish: ijodiy fikrlash
malaka va ko nikmalarga asos solishga garatilgan bo’lishi lozim. Buning uchun
esa akademik litseylarda matematika fanidan o°qitish ta’limning kam vaqgt
davomida ko'p bilim berish imkoniyati yaratuvchi ilgor pedagogik
texnologiyalaridan unumli foydalanish kerak.

Tadgiqgot vazifalari. Matematika ta'limning bugungi vazifasi akademik
litsey o quvchilarni kun sayin oshib borayotganida ta’lim muxiti sharoitida ongli
ravishda faoliyat yuritishga, o'z bilimlarini kelajakda samarali maqsadli
foydalanishga o rgatishdan iborat. Buning uchun ularga uzluksiz ravishda bilim
olishga imkoniyatni va sharoitni yaratib berishni taqozo giladi.

Tadgiqgot yangiligi. Bitiruv malakaviy ishda “Algebra va analiz asoslari”

kursini o’gitishning strukturasi va bunda birlashmalar, takroriy birlashmalar,



birlashmalarni kundalik hayotda tadbiglarini oqgitish strukturasi uslubiy
mohiyatidan yangiligi deb garaladi.

Fan uchun ahamiyati. Biz tadgiqot doirasini fizika, ximiya, biologiya,
gumanitar fanlar, ijtimoiy-iktisodiy fanlar bilan o'zaro alogadorlik masalalarda
olib bordik. Bunda “Algebra va analiz asoslari” kursida amaliy mashgulotlar
olib borishda qgayd etgan fanlar bilan alogador bo'lgan masalalar yechib
ko rsatishda va shu bilan birga nazariy gismlarda tushuntirib o’tildi.

Amaliyot uchun ahamiyati. “Algebra va analiz asoslari” 0°qitish
texnologiyasi asosida o quvchilar matematik modellar tuzishni bayon etdi.
Bunda amaliy, tadbigiy masalalar ko'rib o’tildi. Jumladan hayotdagi tolov
hujjatlari, avtomobillarni nomerlash, shaxsiy va boshga hujjatlarni nomerlash,
juda zarur bo"lgan masalalar yechish ko'rsatib o'tildi. Bu esa ishimizning amaliy

ahamiyatini ko rsatadi.



| BOB. TAKRORLANMAYDIGAN BIRLASHMALAR

1.1- §. O’rinlashtirishlar

Qandaydir M =i{a,a,..,a,; to’plam berilgan bo’lsin. M  to’plam

elementlaridan quyidagi simvollarni tuzamiz:

aa,,ady,....,a,a, ,dyds,... (1)
oz, Ay, dpd3ds (2)
Aa,a,a,, 4,0,0,0s ..., A0y, ds ... (3)

Yugoridagi simvollar kombinatorika yoki bog lanishlar deb ataladi. Bu
kombinatorika yoki boglanishlar M to'plam elementlaridan tuzilgan.
Bo'lardan (1) n elementdan to 2 gacha bo'lgan bog lanish deb ataladi;
(2) esa n elementdan to 3 gacha; (3) n elementdan to 4 gacha va
hokazo.

Birlashmalar 3 ko'rinishga bolinadi;

1.0 rinlashtirish.
2.0 rinalmashtirish.
3.Kombinasiyalash(Guruhlash).

Ta'rif 1. Agar n elementlardan to m gacha bo'lgan bog lanish
hech bo’lmaganda bir elementdan farglansa yoki elementlarning tartibi
boyicha ham farglansa, u holda by bog'lanish n elementdan to m
gacha o'rinlashtirish deb ataladi.

Masalan, (1) n elementdan 2 gacha o rinlashtirishdir.

O'rinlashtirish ~ soni, yani n elementdan to m gacha A"

n

ko'rinishda ifodalanadi. A rfkash fransuz so'zi “arangement”dan olingan
bo'lib o'rinlashtirish ma’nosini bildiradi.
Misolllar keltiramiz. a,a,,a, elementlarni olamiz ; n=3.

1) o'rinlashtirishlarni 1 ta element bo'yicha olamiz:



a,,a,,8,
o rinlashtirishlar  soni A;=3
2) Endi orinlashtirishlarni 2 ta element bo’yicha olamiz.
a,a,,a,a,,8,8,,8,8,,8,8,,8,8,.
o rinlashtirishlar soni AZ=6
3) o'rinlashtirishlar sonini 3 ta element bo’yicha olamiz:
q,a,a,,a,d,4,,a,d,4,,a,4,d,,d;a,d,,d,4,a,; .
o'rinlashtirishlar soni A’=6
Qachonki n soni katta bo'lsa, u holda orinlashtirish noqulaydir.
O'rinlashtirishlar  sonini  hisoblash uchun quyidagi teoremani Kkeltirib
0 tamiz.
Teorema 1. orinlashtirishlar migdori n elementdan to m gacha
tuzilganlar uchun quyidagiga teng:
A" =n(n-1)(n—2)...[n—(m-1)] 4)
Isbot. n elementlarni olamiz
A,,8,,8g00000 @ e nnen (5)
Bizga shu narsa ayonki,(5) ni 1 ta bo'yicha orinlashtirishsak,unda n ga
teng bo’ladi,y ani
Al =n
Bu (4) formula m=1 uchun orinlidir.

Endi yuqori bo'lgan o'rinlashtirishni ko'rib chigamiz.

4y, &8y, 343,
a,a,,8,3,,..., 8,8,
a,a,,3,,,....,3,, " (6)

an—la'l' a‘n—1a‘2 1ty a‘n—la‘n
a,a,,a,3,,...,8,a

n-n+l
n-1



bu yerdan shu narsa ko rinadiki,o rinlashtirish n elementdan to 2 gacha
n(n-1) soniga teng,y ani
A? =n(n-1)
Bu (4) formula m=2 uchun orinlidir.
Agar biz yuqori tartibli o'rinlahtirishni n ta elementdan to 3
gacha o'rinlashtirishlar sonini topmoqchi bo'lsak, u holda n(n-1)(n-2)
ga ega bo’lishimiz qgiyin emas.

Buning uchun (6) dan a a; elementlarni olish kerak, bunda

(5) ga nisbatan ax elementlarni a, ga to'ldiradi. Bu yerda n=12,..n;
k=ik=j, bunda quyidagi simvollarni tashkil qilishimiz mumkin.
a,a,a,,8,8,a,....,a, ,a, ,8,.....(7).
Shunday qilib, har qaysi a; g juftlik n-2 yangi kambinasiyani vujudga
keltiradi.Bunday muhokamani davom ettirib, biz ixtiyoriy m soni uchun
quyidagi formulani olamiz;
A" =n(n—-1)(n—2)...[n—(m-1)]

Shu narsani isbotlash talab qilingan edi.



1.2- §. O’rinalmashtirishlar

Ta'rif 2. Agar m elementdan to m gacha bog lanishlar fagat
bo'yicha elementlardan farglansa, u holda bunday  bog lanishlar
o rinalmashtirish deb ataladi.

Masalan M to'plamdan 3 ta element a,,a,,a, larni ajratib olamiz. Bu

elementlardan mumkin bo’lgan o0 rinalmashtirishlarni
a,a,a,,2,a,3,,a,3,8,,3,3,8,,3,8,3,,3,3,8, tuzamiz. m elementlarda tuzilgan

o rinalmashtirishlar soni P ko'rinishda ifodalaymiz.Bu yerda P rfkash

fransuzcha “Permo tation” so'zidan olingan bo'lib o'rinalmashtirish so'zini
bildiradi.

Keltirilgan misollardan P, =6 ekanligi kelib chigadi.Shuni belgilash
lozimki, P;=1, P,=2.

Teorema 2. m elementlardan tashkil topgan o’rinalmashtirishlar
soni

P.=1.2-3-...-m! 8)
ga teng.Bu yerda ! “faktarial” deb o'qiladi.

Isbot. m elementdan tashkil topgan o rinalmashtirishlar soni, m
elementlardan to m gacha tashkil topgan o rinalmashtirishlar soni bir-
biriga tengligi ko'rish giyin emas.

Shuning uchun (4) formulani n=m ga tatbig qilib

P,.=A =m(m-)(m-2)..2-1=1-2-...(m-2)(m-m =m! ga ega

bo lamiz.
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1.3- §. Gruppalashlar va ularning xossalari

Ta'rif 3. Agar elementdan to m gacha tashkil etilgan bog lanish
fagatgina 1 ta element bilan farglansa, u holda bunday bog lanishlar
n elementdan to m gacha kombinasiya deb ataladi.

Masalan. 3 elementdan a,,a,,a, mumkin bo’lgan 2 tadan kombinasiya

tuzamiz:
alaz , ala3 , 8.2 a3.

n elementdan to m gacha tuzilgan kombinasiyalar
cr = A )

formula yordamida hisoblanadi.

Isbot. n elementdan to m gacha tashkil topilgan mumkin bo lgan
kombinasiyalarni bir satrga yozamiz.

Har gaysi kombinasiya ostidan mumkin bo’lgan m elementdan
0 zgarishlarni  tashkil qgilamiz.U holda biz bog lanishlar  jadvalini

olamiz.Bu  bog'lanishlar c™ ustun va P Qatorlardan tashkil

n m

topilgan.n elementdan to m gacha tuzilgan to'plam o rinlashtirishlar
umumiy bog lanishlar sonini beradi yani jadvaldan olingani.Shunday
qilib,
Cl Py = AT
bu yerdan (9) ni hosil gilamiz.
Bu muhokamani keyingi  misolimizda qo’llashimiz  mumkin.

a,,a,,a,,a, elementlarni lamiz va mumkin bo’lgan 3 tadan kombinasiyani

tuzamiz:
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a,2,a; aa,a, a,a,4, a,a,q,
a,a,8; azaa, D08, 23,8,
;3,8 a,a,a, a,a,8; a,a,a, |Z)3
a,a;a, aa,a, a,8,d, a,a,a,
a;a,2, aza,q a,a,8, a,a,3,
a8, a,aa, a,a,a, a,a,a,

C,

Jadvaldan ko'rinib turibdiki,

A =C; P, =24, Ci=—="—"=4

Kombinasiyalar quyidagi xossalarga ega:

1) cr - P _ n!
P.-P, (n—m)m

n—m m

(10)

Hagigatan ham (9),(8) va (4) formulalardan quyidagilarni olamiz:

cn A _n(n-1)..(n—(n-m)), (n—m)n-m+J*..2*1  1*2*_ *[n—(n—m)]

"TR,T wr2rrm (emh-(-mF.2l | 1r2e(n-m)
L(-mh-m-pl.0n-Dn P,

1%2%* m (h-m)im P,__P.
2) cr=Cr (11)

(11) ni hosil qilish uchun (10) dagi m o'rniga n-m ni qo yish mumkin.

3) Hisoblash asosida biz

C: =n, Ch =1, Cl=1
C,=Cy,+C (12)
larni olamiz.

Quyidagi ayniyat o rinlidir:
C: +CI|<(+1 +"'+C:+m—l = Cl|<(:r1n (13)
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Isbot. (12) ning xossasidan ahnvfdftshib quyidagi ayniyatlarni

yozamiz:

ct=ct
Cia+Cii =C2
Cea tC2 =Cil3
Cli(+m—l + le:r}w—l = Cli(:rln
Bu ayniyatlarni e‘tiborga olsak, biz (13) ayniyatni olamiz.
Quyidagi ayniyat o'rinlidir
C)+Cp, +..+Clt =CM! (14)
Bu ayniyat (11) va (13) lardan kelib chigadi.
6) Arifmetik uchburchak.
(12) formula ¢c* ning giymatini  topishda yordam  beradi,agar

n

ckvac! qgiymatlari ma’lum bo lsa.Hisoblashni quyidagi ko'rinishda

yozish qulay:

oooooooooooooooooooooooooooo

Jadvalning n+1 ustunida cC,,C!..C° ragamlar tartib bilan joylashgan.
Shuning uchun
C =Cy =1.

Qolgan ragamlar (12) formulada joylashgan.
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Qanchalik  c¥jvac!, joylashgan jadvalda ustunlar tepada, C¥
tepadagi ustunda chapdagi va o'ngdan joylashgan. c* Kkeyingi ustunga
chapdan va o'ngdan joylashtirish kerak.

Masalan 5 chi gatordagi 4 va 6 ni joylashtirishimiz natijasida, 6

chi gatordagi 10 ragamini hosil gilamiz.
Bilamizki shunaga jadval —matematiklar  tomonidan topilgan.Bo’lar
Ulug'bek abservatoriyasida ishlashgan (Samargand shahrida) G iyosiddin
Koshiy (1420 vyillar atrofida), shoir va matemetik Umar Hayom (1040-
1123).1talyalik matematik Nikolayu Tartale  (1500-1557),Fransiya
matemetigi va fizigi Blez Paskal (1623-1662)

keng go'llashgan bu jadvalni.
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1.4- §. Birlashmalarga doir masalalar yYechish

1. 10 ta kitobning dasturi bo'yicha: 1 kunda, 3 ta xar-xil mashglar olib
boriladi. 1 kunda dars jadvalini tuzish uchun nechta usuldan foydalanish
mumkin.

YYechish. 10 dan 3 gacha elementlarni gabo’l gilgan.Shuning
uchun xamma usullar.
A} =10*9*8 =720
bo'lishi kerak.

2. Poezd vagodagi tortta kuniga 4 ta pasajirni nechta usul bilan

joylashtirish mumekin.
YYechish.
P,=1.2.3-4=24

3. Uchrashuv  paytida 12 kishi qgo'lma-qo’l surashishdi. Bunda necha
marta go Ima-go’l so rashishgan?
YYechish.

Ay 1211

2 —
ClZ - -

P, 1.2

66

4. 12 kishini stol atrofida terilgan 12 stulga nechta usul bilan

joylashtirish  mumkin?
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I BOB. TAKRORLANMAYDIGAN BIRLASHMALAR

2.1- §. Takroriy o’rinlashtirishlar

Qatorlarning boglanishlari bilan alohida olingan element M to plamga
fagat 1 marta kiradi.bunda boglanish takrorlanishlar bilan ko'rib
chigish mumkin.

Ta'rif. Yig'ilgan N elementlardan, gaysuki bunda xar biriga M
elementdan kiradi.Bundan 1 ta element xar bir yig'ilmada ixtiyoriy
son (lekin M dan oshmasligi kerak).takrorlanishi mumkin.Bu element
deyiladi.Endi anigrog ko'rinishda ko'rib o’taylik.

M chegaralangan to'plam bo’lsin

M ={a,a,,..a,}
M to plamdan quyidagi elementlarni tanlab olamiz.
I HE- i, € f2,..,n} (1)

1,2...m  sonlar (1) elementlar bilan bog'ligligini garab o’tamiz.Bunda
bog'lanish 1 ko'rsatkichli yoki 1 ko'rsatkichli bo’lmagan ko'rinishda
bo'lishi mumkin.Bundan har biriga (1) dan 1 ta element mos tushishi
mumkin.

Bu bog'lanish  argumenti 1,2...m (2) bo'lgan qandaydir
funksiyani ifodalaydi.
Funksiyaning qgiymati esa M toplamning elementlari bo’ladi.Bu
funksiyani

(3) orgali belgilaymiz. (3) dagi birinchisining

orniga a simvol (1) dagi songa mos tushadi. (2) chisining o'rniga
albatta (2) mos tushadi, hagigatan (3) funksiya bu yerda M to plamning
elementlaridan  tashkil ~ topganligi ya'ni  bog'lanish  ekanligi  bizga

ravshan.
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2 o'zgaruvchi argumentli 1,2...k o'sha funksiyaning qiymati
berishini  anglatadi.

Shunday qilib (3) har ganday yerda bir xil simvolni beradi.

Masalan:

Agar 1 va 2 sonlariga bir xil element qo'ysak, u holda a, =a

kelib chigadi.

Ta'rif. Berilgan n ta elementdan m tadan tuzilgan
o rinlashtirishlarda biror element bir necha marta gatnashsa (lekin m martadan
ortig emas), u holda bunday o rinlashtirishlar takroriy o rinlashtirishlar deyiladi.

Masalan. M ={,234} to’plamdan takroriy o rinalmashtirishni tuzaylik,

ya ni 4 ta elementdan 3 tadan tuzaylik:

111 112 121 211 113 131 311 114
141 411 222 221 212 223 232 322
224 242 422 333 331 313 133 332
323 334 343 433 444 441 414 144
442 424 244 123 124 213 214 132
134 443 434 344 312 314 142 143
412 413 241 243 421 423 431 432
342 341 321 324 231 234 122 233

Bo'lar 4 ta elementdan 3 tadan tuzilgan o rinlashtirishlar bo"lib soni 64 ga teng
(n=4, m=3).
Ixtiyoriy n ta elementdan m tadan tuzilgan takroriy o rinlashtirishlar soni
A — o

formula bilan aniglanadi.
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Teorema 1. n elementdan to m gacha m dan tuzilgan mumkin
bo’lgan takrorlanishlar bilan hosil bo’lgan soni A" =n™ (5) ga teng.
Isbot. Teoremani matematik induksiya yordamida isbotlaymiz.

m=1 da teorema to'g'ri, gaysiki bunda elementlarning o zidir:

a,,a,,a;....,a,
1 elementdan mumkin bo'lgan ni tuzamiz.Bunda bu
takrorlanishlar bilan soni A" =n ga teng.Faraz qilaylik n
elementdan to (m-1) gacha bo'lgan ning takrorlanishlar bilan
teoremani to'g'ri deb olamiz,ya ni larning soni A™ =n"" gQa
teng.

Berilgan n elementdan m elementgacha bo lgan larning
takrorlanishlari ~ bilan  tuzamiz n  sonlarni {2..n} larda ko'rib
chigamiz.m elementdan har bir ning takrorlanishlari bilan
K, Ky Ko K (m-1) sistema birinchi sonlardan k,,k,,....k .,k ayrim
n elementdan to m-1 gaha bo lgan larni tashkil giladi. K

dagi m K_=12..n sonlardan ixtiyorisini olardi.Xar xil giymatlarda

K. dan boshga lar tuziladi.Ko'rsatilgan usul bilan ixtiyoriy
berilggn m-1 dan to n gacha xar xil lar xosil bo’ladi,m
tartibli bu vyerda k.k,,....k.,, , LbL..l, xar xildir yoki 1 qgiymat
uchun esa S=12..m-1 dan K, =l lekin bunda m tartibli lar

m-1"m **

xam farglidir, k., k,,....k .k L.l

m=1 'm

Shunday qilib xar bir m-1 tartibli dan n ning m
tartiblisini  hosil qiladi.Bu bo’laklar  fargli,lekin bunda m — tartibli
lar mavjud.shunday qilib,m tartibli  ixtiyoriy soni n™*.n=n"

gatengdir.Shunday qilib,teorema ixtiyoriy m uchun to g ridir.



18

2.2- §. Takroriy o’rinalmashtirishlar

Ta'rif. Xar qnday o rinlashtirishlar takrorlanish  bilan, gaysiki bu
element da a; element o marta takrorlanadi, a, element B marta
takrorlanadi va hakozo. a, element esa y  marta takrorlanadi,
takrorlanish bilan davom etadi.

M=a+pf+..+y

Qaysiki bunda a,a,,a,...,a, elementlar «,s,..y marta takrorlanadi n

elementda m takrorlanishlari bilan lar soni tartibini P,

orgali ifodalaymmiz.
Teorema 2. Mumkin bo’lgan barcha soni n elementda m

gacha qaysiki bunda a,a,,a,....,a, lar «,p,..y marta takrorlanadi va

n

=@ e
Isbot  Ixtiyoriy larni  ko'rib chigamiz qaysiki funksiya argumenti
A 8y By
1 2 ... m (7)
bu yerda a,
M ={a,a,,..a,}

to'plamning elementlaridir. Pastda esa elementlar tartib ragamlar bilan
belgilangan. O rinalmashtirishda a; elementni egallaganlar o'rniga quyidagi
usul bilan belgilash Kiritamiz.
aPal®...al”
a, ni ham huddi shunday belgilaymiz:
al’al?...a¥
va nixoyat

a®..a
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(7) joylarning tagsimlanishi orgali aniglanadi,gaysiki bunda elementlar

joylashganlari:
(@Pa?..a"?) @Pa?..a?).......... (@a®?...a?)
1..2.... i TS m
(s Sy SgurnnnS j ®
oSy S, N

simvolni ko'rib chigamiz. Boshlamg'ich 1,2,3...n o'rin almashtirishni

s,S,...S, ga orin almashtiramiz.Bu simvol (1)ni orinalamashtirishni

n

takrorlanish bilan tashkil gilsa, keyingi o'rin almashtirish takrorlanish
bilan quyidagicha yozish mumkin.
a,a,...a, (9)

Xar xil  ko'rinishli ~ simvollarning  miqdori (8) m= (ot + B +...+ p)\.
Bundan m! hosil bo'ladi.Hagigatan ham (9) o'rin almashtirish
takrorlanishlar bilan bo’lsin.

@®,a?,.a (... ) I [ )
joylarning joylashishi joylarning egallagan elementlaridir.

aq,ds,"",0,

Simvol
( a{lﬂ afiz] afia] agﬂ agz] agﬁ] ﬂiﬂﬂfj ai}f] )
aul':l:] a;{?] aﬁ;{ﬂ]ﬁ;{lj aﬁ—zf':?:] a;':ﬁ:] a;':l:] a;':ﬂ:' a;':}":]

(7) o’rinalmashtirish takrorlanishlarini (9) o’rin almashtirish takrorlanishlari
bilan joylashtiriladi. O’rin almashtirish va takrorlanishlar orasida, (8) dagi
simvollar hosil bo’ladi va o’rin almashtirishlar farglidir. Hagigatdan ham
o’rinlarni joylashtirishda ularni almashtirish natijasida element indeksida
ularning nomerlari ko’rsatiladi. Bo'larning o’rniga

a'ilﬂ a{lﬂ ___a'icr]

Bu simvollardan ixtiyoriy o’rin almashtirish mumkin. Agarda to’plam sonlari

a{lﬂ a{f] ___a{la] va a;(ﬂ EI(E] ﬁ_i{a]
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fargli, unda (7) va (9) dagi o’rin almashtirish takrorlanishlari bilan farglidar. Bu
mulohazalardan fagat berilgan (7) o’rinalmashtirish
al g1 - y!
usuli bilan yozish mumkin. Hagigatdan ham o’rinlarni joylashtirishda a;
elementlari bilan egallagan son o’rniga
a®,a?,......a"”
(bunday o’rin almashtirishlar a! ta)
SHu sonlardan ixtiyoriysini olish mumkin.
O’rinlarni joylashtirishda a, element o’rniga
agﬂ agzj ---agﬁ]
(bunday o’rin almashtirishlar B! ta).

O’rin almashtirishda a,, element o’rniga

a 4@

(y)
™m m ' am

(bunday o’rin almashtirishlar y! ta)

SHu sonlardan ixtiyoriy o’rin almashtirishni olish mumkin,

SHunday qilib ko’rib o’tilayotgan to’plamda m! o’rinalmashtirishlar
takrorlanishlar bilan, undan tashgari har bir o’rin almashtirish a! g! --- ¥!

marta yoziladi. Unda turli o’rin almashtirish takrorlanishlari bilan quyidagiga

teng
(@ +B+--+y)!
al fl---y!

Teorema ishotlandi.
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2.3- §. Takroriy gruppalashlar

Endi guruhlarni takrorlanishlar bilan ko’rib chigamiz. Har bir aieM unga
bog’liq bo’lgan gandaydir a; sonini mos qo’yamiz. Bu o; a; elementning
ixchamligi deb ataladi. Bu funktsiyani aniglaydi. Qaysiki bunda argumentlar
berilgan elementlarni funktsiyani giymati esa natural sonlarni bo’ladi. Bu ko’rib
chigilayotgan mulohazani simvollar bilan belgilaymiz. Simvollar, elementlarni
belgilashda ixtiyoriy tartibda yozish mumkin.

Masalan:
Q104005050304 0y, Q105040703030 0y,
bu simvollar bir xil narsani anglatadi.

a; ning ixchamligi 3 ga, a, ning 2 ga, azniki 1 ga, a4 niki 2 ga tengdir.

Ta’rif: Agar har bir a; elementiga moslashtirilgan «: element
ixchamligi N son bo’lsa, unda guruhlar takrorlanishlar bilan berilgan deyiladi.
Elementlar ixchamligi guruhlar tartibining summasini beradi. K-chi tartibli
ixtiyoriy M dan olingan guruhlar takrorlanishlar bilan guruhlar takrorlari bilan n
dan to k elementgacha deb ataladi. Yuqorida keltirilgan simvollari elementdagi

guruhlar hisoblanadi va shunday 8=3+2+1+2

Teorema 3: Guruhlar n dan to k elementgacha takrorlanishlari bilan
quyidagi formula orgali ifodalanadi.

k _ (n+k-D!' _«
Fn_ k!(n—1)! _Cn+k—1 (10)

Teorema isboti element ixchamligini hisobga olganda 1-§ yordamida

isbotlanadi.

Teorema 3 ning isboti:
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Ixtiyoriy guruhlar takrorlanishlari bilan gaysiki bunda a; element a marta, a,
element B marta a, element y marta uchraydi. Endi bo"larni simvol ko’rinishda

ifodalaymiz.

"\-\_v_,-ﬂ'
o g ¥

Agar ixtiyoriy element bo’lgan guruhlar takrorlanishlari bilanda
uchramasa gaysiki bunda uning ixchamligi 0 ga teng, unda keltirilgan gruppa
birliklari yozilmaydi va shunda ko’rib o’tilayotgan simvolda nomi bilan 2 ta
ketma-ketlik mavjud.

Simvollarda n dan to k elementgacha bo’lgan guruhlar bilan 1 soni n
marta uchraydi. 0 soni esa n-1 marta uchraydi. Bu simvollar 2 talik o’rin
almashtirish takrorlanish bilan ekanligini bildiradi. Bu o’rin almashtirishlar 0 va
1 sonlaridan tuzilgan.

SHunday qilib, har ganday guruhdan takrorlanishlari bilan fagat bitta
ikkilik o’rin joylashtirish mos tushadi. Aks xolda ixtiyoriy ikkilik o’rin
joylashtirishda gaysiki bunda 0 n-1 marta uchraydi. 1 esa k marta ixtiyoriy
aniglagan n elementdan to k gacha guruhlar takrorlanishlari bilan mos tushadi.

Bu guruhning tuzilishi uchun har bir elementni 1 soni necha marta
takrorlansa shuncha marta yoziladi.

Aq04 Ay A505050, 0,0y, Aq05050505 05 Ay Aoy Ay
Quyidagi simvollar orgali ifodalanadi.
111011010111, 101111111001,
Simvollar bilan

011100111111, 110111010111

Quyidagi guruhlar mos tushadi.

Ay 007 Ay Ay g sy, 010,050,003 0,00,

O’rnatilgan bu birxillik 7' songa tengdir. SHuning uchun (6) formulaga ko’ra
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k _ (n+k-D! _«
Fn_ k!(n—l)' _Cn+k—1

Bu bilan (10) isbotlandi.



24

111 BOB. BINOM FORMULASI

3.1- §. Natural ko’rsatkichli binom formulasi

Quyidagi ifodalar bizga tanish

(a+b)'=a+b (1)
(a+ b)? =a?+ 2ab + b? (2)
(a+ b)? = a® +3a’b + 3ab* + b? (3)

a va b koeffitsientlarga e’tibor beramiz. (1)-formulaning chap tomonida bu son
1,1 bufaktni C? =1, €} =1 buyerdaC;* nelementdan to m gacha
kombinatsiya sonidir. (3) formuladagi koeffitsientlar
) =1, C3 =3, (5 =3, €3 = 1ko’rinishda yozish mumkin.
Endi (2) va (3) larni quyidagi ko’rinishda yozamiz.
(a+b)*> =C2a* + Clab + C3b?
(a+b)? =C2a®+ Cla’b+ C3ab® + C3 b3
Bu tengliklar bizga n chi darajali N son uchun quyidagi formulani keltirib
chigarishga yordam beradi.
(@a+b)" =Cla™+ Cla" b+ C2a™ 2b% + -+ C"b" (4)
Buni biz matematik induktsiya orgali isbotlashimiz mumkin.
n= 1 da (4)-quyidagi ko’rinishni oladi
(a+ b)Y =Cla+ Cib
Ya’ni (1)- tenglik.
Faraz gilaylik (4) n=m da isbotlangan, ya’ni quyidagi ko’rinishni oladi.
(a+b)" =C%a™ + Cla™ b+ -+ Cmb™ (5)
(4) formula n=m+1 ham to’g’riligini isbotlaymiz.
Buning uchun (5) ning ikkala gismi (a+b) ga ko’paytiriladi.
(a+ b)) =(Cla™+Cra™ b+ Cra™?b* +-—-+C7b™)(a+b) =
=C2a™ +(C)+CLya™b+ (CL +C2)a™ b + -+ Cmpm+*
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Ck xossasini isbotlaymiz.
Cn=Chn=1, Cn=CRH=1, CL+Ct=Cha
Unda (6) — tenglik quyidagi ko’rinishni oladi.
(a+ b)Y =C2, ,a™r +CL ,a™b+Ch ,a™ ' b* + -+ CF ™t
(7)
(7)- tenglik n=m+1 da (4) —formulani anglatadi. SHu narsani anglatish kerak
edi.

(4)- formula Binom formulasi deyiladi.
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3.2- §. Kasr va manfiy ko’rsatkichli binom formulasi

SHu narsani aytishimiz kerakki (4)-formula Nsyo'tonga ham ma’lum edi.
Bu yo’nalishdagi ishlar o’rta Osiyolik olim G’iyosiddin Jamshid al-Koshiy
(1420 yy.) asarlarida uchraydi. Nsyo tonning xissasi shundaki u (4) ni manfiy va
kasrli ko’rsatgichlari bo’yicha isbotlab beradi. Lekin aniqg isbotlab bermagan.
Bo'tun musbat ko’rsatgichli sonlar uchun Yakobs Bernulli tomonidan
isbotlangan manfiy va kasrli ko’rinishlar uchun (4) formula quyidagicha

yoziladi.

(a+ b))% = (2;) a® + G:) a“1h + (i) a*2p% +---+ (2‘) a®"h" +-.- (8)

Bu yerda

(n) _ ala—1)(a— 2]---((1— (n— 1))

a =0
(14 1!

(8) formulani isboti.
f(x) =1+ x)”

funktsiyani ko’rib o’tamiz. Faraz gilaylik bu funktsiya quyidagiko’rinishda

ifodalangan bo’lsin.
fU(X] =4, +A1X+A2I2 +-+ A x"+ - (9)

Buyerda. A, A, A, noma’lum koeffitsienlardir. Koeffitsienlarni aniglash uchun

(9) dan xosilalar topamiz



27

"x)=A, + 24, x + 34, x> + -+ nd x4+ -
1 2 3 n

f(lfj =1-24,4+2-34x+-+n-(n— ljﬂnxﬂ_z 4o

F ') =1-2-34,+2-3-44,x + -

AP =nn-1Dm—2)-2-14, + -
x=0 da (9) va (10) dan quyidagilarni topamiz

f(0) = 4,

fl(x) =4, =114,
Fr0)=1-2-4, =214,
fl(0)=1-2-3-4,=3!4,

FP0) =n'4,
Au = f('[])

1 r
A= if (0)

1 I
A, = gf (0)

1 r
Az = Ef (0)
1

Endi bu f(x) = (@+x)* funktsiyadan xosilalar

fro0)=a(l+x)*?
flx)=ala—1)(1+x)*?
f() = a(a—1)(a—2)(1+x)*3

f{?ﬂ (:X) = CE({I — 1)({1 — 2) [{I — {:H _ 1)](1 + xja_ﬂ

e (10)
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x = 0da quyidagilarni topamiz.
flO)=1
) =a
") =ala—1) (12)
f"(0)=ala —1)(a—2)
f®0) = ala—1D(@-2)[a—n-1)]
(12) va (11) lani qo’yib quyidagini topamiz

AG:]'

[

ala —1)
T

ala—1){a—2)
3!

Az = (13)

ala— 1) a—2)-[a—(n—1)]
n!

n —

(13) va (9)ni kuyib kuyidagilarni topamiz.

E1+Jc)“=1+%x+%xz+ﬂ(ﬂ Na ]x3+

ale—Da—2)[a—n— %)r]
+ o x"

a ixtiyoriy son bo’lgani uchun unda C3 gacha o’zgartirish Kiritamiz.

a(la—1)(a— 2) ---[o:— (n—1)] _ (n)
(7

n
o

(1+x)* = (U)+ (1)x+ (z)xz ks (i)xg + ot (;)x“ + -

olamiz.

A N sonlarda ( = (7 shunday qilib
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Endi x = b shundan

(a+ b)* = (g) a® + (i) a®1h+ (i) a®?h% + -+ (2) a® "h"
olamiz (8) formula isbotlandi.
Masalan:
1) Nsyo ton Binomi formulasi bo’yicha yoyib chigamiz.
(1+x)™ a=1, b = x, a=-—1

D 1+ '=1—x+x"—x*+-+(—1)"x" + -

1 1
2) (1+x)2=v1+x a=1, b=x, o:=§

1 1
\.'m= 1+§X—§X2+

1

) (14+x) 1 1 +3 2
2= —_— — —_— —_— e
) ( x) 2x 81:
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3.3- §. Binom formulasini umumlashtirish

Endi umumiyrog formulani isbotlaymiz.

Z n!
no__ &y Oz 4
({114‘{12 + ---ﬂ_k] = r r ﬂ_l ’az J"-!ﬂ’k
(Il.(Iz."'(Ik:
a’l+a2+"'ﬂn:ﬂ

Isbot: n bir xil to’plamlarni ko’rib chigamiz.

(a,+a, +........ +a,)

(a,+a, +...... +a,)
n

(a,+a, +........ +a,)

Ularni ko’paytirish qoidalari bo’yicha ko’paytirib chigamiz.

Natijada biz quyidagi summaga ega bo’lamiz va u

(15)

ko’rinishga ega bo’ladi. Indekslar uchun 1,2............. k sonlar o’rinlidir.

elementdan a; . ax to n takrorlanishlar bilan hosil bo’lgan (15) ifodalarning

soni tengdir, ya'ni k" dan olingan hadlar, gaysiki a; a, Marta, a, «, marta va

boshqgalar shuncha marta tashkil etadi. .... marta tashkil etadi va quyidagiga

tengdir:

Har gaysi had o’rinlashtirishlarga bog’liq bo’lib, takrorlanadi:

A a.

iy Ty
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Qaysiki bunda a; ,, marta uchraydi, a, «, marta uchraydi va h.o, a, «,

marta uchraydi. Bu hadlarning qiymati mumkin bo’lgan takrorlanishlar bilan

o’rinlashtirishlar soniga tengdir. Bunda a; a, .. a, elementlarda ko’rsatilgan

son bo’yicha shuncha marta uchraydi va h.o.

o). a,) (16)
Mulohazaning ko’rinishida
(&, +a,+.eene. +a,)"
Ko’paytmalar summa ko’rinishda
P> YT P a.
(16) koeffitsient bo’lib kiradi, bu yerda
o+ 0, F o, a, =N

Bu bilan (14) —formula isboti tugaydi.

(14) formula k=2 da (4) Nwyo ton-Binomi formulasi hisoblanadi.

Masalan:
Isbotlangan formula bo’yicha hisoblaymiz. (a,+g,+a,’

++)3_3!'3+3!‘3+3!'3+3!.2+3!.2+3!.2+
(al CERRCE - 300! & 013101 a. 013! a 21101 & a. 210! & & or2m! a8

P R I UL I
1201 828" oy s gy A2 8

3
+ﬁ'a1aza3=

3 3 3 2 2 2 2 2 2
—a,tata @ ata st atasa (@ ta.al) tea.a. a.
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3.4- §. Binom formulasining natijalari

1) Binomal koeffitsienlarning yig’indisi 2" ga teng, ya’ni
CotCt Gyt -t Gy =2 (17)
Hagigatdan ham, a=b=1 da Binom formulasiga qo’yganimizda (17)
tenglikni olamiz.
2) Hamma binomal koeffitsienlarning summasi ishorasi almashinuvchi
bo’lgan holda nolsga teng:
C.~C,=CrC, - +(D'cr=0  (18)
b=-a=0da Binom formulasiga qo’yganimizda (18) ni olamiz.
3) Hadlar koeffitsienlari,Binomni hisoblash earayonida bir xil yo’qotishlar
natijasida, bir-biriga tengdir.

Bu hol kombinatsiya xossasidan kelib chigadi, ya’ni

C.=C.,

4) n ko’rsatgichli hadlar koeffitsienlarning Binom yoyilmasida (n+1) gatorli
Paskals uchburchagidar. Bu oldingi xollarda va Paskals uchburchagidan
kelib chigadi.

5) Binom yoyilmasidagi umumiy hadni

Twa=Cida b
Formula bo’yicha ifodalash mumkin.
m=1 da formula 2-xadni beradi, m=2 da esa 3- hadni beradi va hokazo.

Yonma —yon turgan ikki hadni tagqoslaymiz. Ya’ni
n(n-1)(n—-2)...n—(m-1 n-m
_n-D-2).n-(m-D]

Tha= 1.2.3.m b
_n(n-)(n-2)..[n-(Mm-D}n-m) w1 ma
The= 1-2-3..m(m+1) b

keyingi sonning koeffitsientini aniglash uchun koeffitsientning oldingi sonini

birinchi hadidagi ko’rsatgichiga ko’paytirish yetarlidir deb xulosa gilamiz.
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Masalan:
(a+b)’ =a’ +7a°b+21a°b* +35a*b® +35a°b* + 21a°b® + 7ab® + b’
6. C:+Ci+Ci+---+Cik=2n_l (29)

Co+Co+Co G =27 (20)

Bu tengliklar (17) va (18)kelib chigadi.
Yc +Xe, =2

>c-2c, =0
Bu yerdan (19) va (20) kelib chigadi.

7. C:+Ci+cﬁ+...=%(2” +200$n?”) (21)
C:]+C;‘+CZ+...=%(2” +2c0s " _33)”) (22)
Ci+ci+ci+...:%2" +Zcosw (23)

1) a=1,b=1;, 2)a=1, b=¢ 3)a=1, u=g°

Bu yerda &= cosz?”ﬂsinz?ﬁ = _1+2i\/§ et =1

Bundan quyidagilarni olamiz:
2" = C:+Ci+C:+...+C: (24)
(1+&)" = C:+5Ci+gz C:+Ci+‘9Ci+--- (25)
(1+&?)" = C:+<92 Ci+g C:+Ci+gz C:+... (26)
(24), (25, (26) larni hadma —had qo’shsak va 3 ga bo’lsak, quyidagilarni

hisobga olsak:

iv/3
1 g=—+T=cos—+|sm—
(L+ 2)_—+§=cos—+|sm—

(21) ayniyatni olamiz.
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Isbot uchun (22) va (23) lardan summa tuzsak
2" +&%(1+¢)" + e+ &%)"
2" +& (L+e)"+e*(@L+e?)"
Ekanligi kelib chigadi.
8. C.Cn*CaC ++CoCn=Crir 27)
Isbot: Quyidagi ayniyatni ko’rib chigamiz.
X+D"(x+D)" = (x+)™"
Kanonik ko’rinishlardan  foydalanib chap tomondagi ko’phadlarni
tasvirlaymiz.
= C XM+ XX
(4= G X" +C X" CoX™ P+
X da koeffitsientlarni hisoblab o’tsak, bu koeffitsient (27) ayniyatdagi chap
tomoniga teng. Boshga tomondan esa, """ da (x+1)™" ga Binom
formulasini qo’llaganimizda koeffitsient ¢” ga teng bo’ladi.
Bu yerdan (27) ayniyat kelib chigadi.
9 (C)+(C)+c)*+-+(C)* =c,, (28)
Isbot: . n=m=p ligini (27) —formulaga qo’yib, ¢ “=c. tenglikdan
foydalanish yetarlidir.

1: 1 1 2"
10). 1+= +=0 4, = 29
) ZC“ 3C” n+1Cn n+1 ( )
Isbot:
L+ x)"* —1: o +£ R 1 N
n+1 C 2Cn n+1Cn

dan olish giyin emas. Bu yerdan x =1 da, (29) — ayniyatni olamiz.
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Mustagqil topshiriglar

. Binom formulasi bo’yicha yoying.

a) (1+x)°;  b) (x+3)’; v) (x-1)";

g) (@b)"; d)(@a)°;  ye) (3x+dy)";
1.s :

yo)(x+%  J) (3a-2b%)

. 'Yoyilmaning 6-hadini toping

(5X2 _6a2)10

. 'Yoyilmaning eng katta hadini toping.

(/5 ++/2)?

. (X WL%)15 yoyilmada o’zida x ni tashkil gilmagan hadini toping.
X

. (8) -formula bo’yicha v1-x> funktsiyani yoying.
N
1-+x

. (a+b+c)? uchun formula tuzing.

. (8)- formula bo’yicha funktsiyani yoying.

(a, +a, +...+a )? uchun formula tuzing.
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IV — BOB. BIRLASHMALARNING TADBIQI
4.1-§. Takrorlanmaydigan birlashmalarning tadbiqi.
Matematikaning bir to plam elemaentlaridan, talab gilingan shartlarni

ganoatlantiruvchi xar xil birlashmalarni (kombinatsiyalarni) tuzish hagidagi

masalasini 0°rganish sohasi kombinatorika deyiladi.

Ba’zi kombinatorika ehtimollar nazariyasiga kirish deb qaraladi, chunki
kombinatorika usullari  ehtimollar nazariyasi hodisa vogealarni biror aniq
xolatda o'rganishda muxim ahamiyatga ega. Ehtimollar nazariyasida
“birlashma” (kombinatsiya) deb aytishning 0 rniga “tanlanma” deb aytish qabo’l
gilingan. Kombinatorikada tanlanma o'rinlashtirish, o rinalmashtirish,
gurppalash (guruhlash) ko rinishda garaladi.

Kombinatorikaning masalalarini yYechishda yordam beradigan ikkita
umumiy qoidasini ko rib o’tamiz. 1) go shish qoidasi 2) ko paytirish qoidasi.

Qo shish qgoidasi. Agar biror A narsani m usul bilan B narsani k usul

bilan (lekin xuddi A kabi emas) tanlash mumkin bo'lsa, u holda “yo A narsani
yoki B narsani” m+k usul bilan tanlash mumkin.

Masalan. Yashikda n ta har xil rangdagi sharlar bo’lIsin. Ixtiyoriy ravishda
bitta shar olinsin. Necha xil usul bilan buni bajarish mumkin? Albatta n usul
bilan.

Endi bu n ta sharlarni 2 ta yashikka joylashtiraylik: Birinchida m ta
sharlar, ikkinchida k ta sharlar bo’lsin. Ixtiyoriy ravishda birorta yashikdan 1 ta
shar olaylik. Buni nechta har xil usullar bilan bajarish mumkin? Birinchi
yashikdan m ta har xil usul bilan shar chigarish mumkin, ikkinchi yashikdan k ta
piar xil usul bilan shar chigarish mumkin. Hammasi bo'lib m+k ta usul bilan

bittadan shar chigarib olish mumkin.
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Ko paytirish goidasi. Agar biror A narsani m usul bilan tanlab so'ngra B

narsani k usul bilan tanlash mumkin bo’lsa, u holda bir juft A va B narsalarni
m-k usulda tanlash mumkin.

Masalan: faraz gilaylik berilgan teiplam n=m+k elementdan iborat bo’lib
ikkita gism teiplamga ajratilgan bo’lsin; ulardan birida m ta a,a,,-a

m

elementlardan, ikkinchisi k ta ¢,,s,,---,6, elemaenlardan iborat bo’lsin. Endi har

bir gism teiplamdan bittadan elementni bir-biriga bog'lig bo’Imagan holda

tanlab olinsin. Bunday tanlab olishda nechta juft-juft elementlar xosil bo"ladi?

Bu savolga quyidagi jadval javob beradi.
@6, @s, @,
a6, a6, a6,

"Im—ta gator

amgli amgz ' amgaf

Kfa ustun
Bu jadvalda hammasi bo'lib m-k ta bir-juft narsalar joylashgan, chunki har bir
gatorda k-tadan juft-juft narsalar joylashgan. Shunday qilib bu jadvaldagi juftlar
sonini N desak u xolda
N= m-k (1)
boladi
Faraz gilaylik p ta
a,a,, - a,
elementlar berilgan bo’lsin. Bu elementlar teiplamdan xar biri r elementdan
iborat bo'lgan (0<r<n) tenglamalar tuzish mumkin (0 rinlashtirishlar bolishi
mumkin). Masalan;
a, b, c
elementlaridan quyidagi 2 tadan tanlanma-o rinlashtirishlar tuzish mumkin
ab ba ca ac bc cb
Bunday tanlanmalar soni 6 ta bo"ladi va ular bir biridan yo element bilan

yoki elementining kelish tartibi bilan farq giladi.
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To'rtta
a, b, cd
elementlardan 3 tadan tuzilgan tanlanmalar 24 ta bo’ladi. Ular quyidagicha
abc dac cab dab
yugorida ko'rib o’tilgan tanlanmalar o rinlashtirishlar deb ataladi.

Shunday qilib n ta elementdan m tadan tuzilgan tanlanmalar bir-biridan yo
element tartibi bilan yoki elementning joylashish tartibi bilan farqg gilsa, bunday
tanlanmalar n ta elementdan m tadan tuzilgan o rinlashtirishlar deyiladi.

O'rinlashtirishlar soni 4™ deb belgilanadi, masalan; yugoridagi
misollarimizda

A3 =6, A =24
Umumiy xolda n ta elementdan m tadan tuzilgan o'rinlashtirishlar soni
hisoblashni ko'rib o' tamiz.

Bizga n ta element berilgan bo’lsin. Birinchi elementni n ta usul bilan
tanlash mumkin. Ikkinchi elementini golgan (n-1) ta elementdan (n-1) ta usul
bilan tanlash mumkin.

U xolda (1) formylaga asosan ikki elementli juftlarni

n(n-1)
usulda tuzish mumkin. Uchinchi elementni golgan (n-2) ta elementdan tanlashga
to'gri keladi. Buni (n-2) ta usul bilan tanlash mumkin. Bu holda (1) formyla
bo’yicha elementlarning uchliklarini
n(n-1)(n-2)
usulda tuzish mumkin.
Xuddi shunday to rtliklarni
n(n-1)(n-2)(n-3)
usulda tuzish mumkin.
Nihoyat n ta elementdan m tadan tuzilishni o’rinlashtirishlar soni

A =n(n-1)(n-1)--[n-(m-1)] )
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formyla bilan hisoblanadi.
Agar (2) formulada m=n bo’lsa, u holda A" orinlashtirishlar bir-biridan

fagat elementlarining joylashish tartibi bilan farq qiladi va bunday

o rinlashtirishlar o"rinalmashtirishlar deyiladi.

O rinalmashtirishlar soni P, deb belgilanadi va
P.=A =n(n-)(n-2)(n-3)---[n-(n-1)]= (3)
=n(n-1)(n-2)---2.1=1.2-3-----(n=Yn=n!

formula bilan hisoblanadi.

Hayotda (ya’ni amalda) tanlanmada hamma vaqt elementlarning
joylashtirish tartibi muxim emas. Masalan, agar shaxmat bo’yicha respublika
birinchiligi uchun yarim finalda 20 ta o'yinchi gatnashsa, finalda esa ulardan
fagat 3 tasi gatnashishi mumkin, u xolda gatnashuvchi uchun uchtadan birinchi
joyini egallashning fargi yo'q, chunki yarim finalda uchinchi joyni egallagan
0 yinchi finalda birinchi joyni egallagan xolat bo lgan.

Agar final uchun uchlikni necha usul bilan tanlash mumkinligi talab etilsa,
u xolda 20 elementdan 3 ta tuzilgan tanlanmamizdan fagat bir-biridan kamida
bitta element bilan farg qiladiganlarini hisoblash kerak. Bunday holatda
tartiblanmagan gurppa (gurux) tanlamaga ega bo"lamiz.

Endi n ta elementdan m tadan tuzilgan gruppalash (guruxlash) lar soni

cn A" n(n-1)..[n—(m-1)] n! @)

" p, 1-2..m (n—m)m!
formula bilan xisoblanadi.
Bu (4) formulani shaxmat o"yinchilariga tatbiglab tuzish mumkin bo’lgan final
0 yinchilarini sonini aniglaymiz.

, 20-19-18

- —1140
20 3.21

yugorida (2), (3), (4) formilalar extimollar nazariyasida tasodifiy hodisalar,

(ya’ni sinov yoki kuzatish)natijalari sonini aniglashda tadbiq etiladi.



40

1-masala. Fo tbol bo'yicha musabogaga 18 ta komanda gatnashmoqda.
Musobaga g oliblari oltin, kumush va bronza medali bilan mukofatlanadi.
Komandalarga medallar necha xil usul bilan tagsimlanishi mumkin?

Yechish. Masala yechimi (2) formula bilan hisoblanadi.

A} =18-17-16 = 4896

2-masala. Mashg ulotda 12 ta basketbolchi gatnashmoqda. Trener har xil
beshlik o’yinchilarni nechta usul bilan tuzish mumkin?

Yechish. Masala yechimi (4) formula bilan hisoblanadi

s 12.11.10-9-8
2 1.2.3.4.5

792

3-masala. Shaxmat taxtasida 8 ta to'ra (rux)ni bir-birini olmaydigan qilib
nechta usul bilan tuzish mumkin?

Yechish. Bunday xilda shaxmat taxtasida gorizontal va vertikal
yeinalishda fagat bittadan to'ra (rux) joylashtarish mumkin. Mumkin bo'lgan
joylashtirishlar (vaziyatlar) 8 elemantdan tuzilgan o rinalmashtirishlardan iborat
bo'ladi, ya’'ni

P,=12-3-4-5.6-7-8=40320
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4.2-§. Takroriy birlashmalar tadbiqi

Berilgan 5-ta o, b, p, g, e harflardan
Ps=1.2-3-4-5=51=120
ta xar xil so"z tuzish mumkin .

1-masala. «<GAMMA» so0 zida gatnashgan xarflardan nechta har xil so'z
tuzish mumkin?

Bu ham 5-ta harf 5!=120 ta desak noto'g'ri bo'ladi fagat 30 ta tuzish
mumkinligini quyida keltirib o tamiz.

Demak bu yerda o'rinalmashtirish formulasini (P,=n!) tadbi=lab
bo'Imaydi, chunki «o0 rinalmashtirishnda harflar takrorlanadi. “GAMMA”
so zidagi a va m xarflarning joylarini ba’zi almashtirishlarda so'z 0 zgarmay
goladi. Bu bilan biz tanlanmaning yangi turi takroriy orinalmashtirish
tushunchasini kiritamiz.

Bizga k ta element berilgan bo’lsin. Bundan tanlanmalar tuzamiz. Birinchi
elementni n; marta va hokazo k-chi elementni n, marta takrorlaymiz.
Ny+N,+...+ne=n bo’lsin.

Agar hamma elementlar har xil bo'lsa u xolda (3) formula bo'yicha
P,=n!=1.2.3-...-n formula bo’yicha n! ta o'rinlashtirish tuzilgan bo’ladi. Lekin
bu vyerda bazi elementlar tanlanmada takrorlanadi va ularning
o rinalmashtirishlarida yangi o rinalmashtirish hosil bo Imaydi. Shuning uchun
takroriy o rinlashtirishlar soni n! dan kam bo’ladi.

Necha marta kam bo’lishi mumkin? Quyidagi tanlanmani olaylik.

aa&.{a_} bMII{_YZ_/

Ny Ny Nk
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Bu yerda a elementlarni p, =(ny)! usul bilan v elementlarni P, _=(ny)! va
xokazo | elementlarni B, =(ny)! usul bilan almashtirish mumkin, lekin bu bilan
takroriy o’rinlashtirishlar o’ zgarmaydi.

Demak takroriy o rinalmashtirishlar soni takrorsiz o rinalmashtirishlardan

(n)!-(n)!-.. -(ny)!

marta kam bo’ladi. Shuning uchun takroriy o rinalmashtirishlar soni

P _ (yrnpteen)! n!
e P (D TGO IO T R (e TIC P TR B (T.1)
dan iborat bo"ladi.
«GAMMA» sozining xarflardan tuzilgan tanlanma misolida n=5, n;=1, n,=2,
Ns=2.
Shunday qilib

5 1.2.3.4.5

= =30
220 1.1.2.1.2

ta xar xil so"z tuzish mumkin (lekin xammasi manoga ega emas). Bu yugoridagi
masala yechimidir.

Endi quyidagi bir masalani korib o’taylik.

2-masala. Deikonda 3-xil nomalum konfet mavjud. Konfetlar 3-xil
ko rinishda qgo tilarga jixozlab joylashtirilgan bo'lib xar bir nomlanishning o'z
qo'tisi bor. 5 ta go'tidan saylab tayorlash buyurtmasini necha xil usul bilan
bajarish mumkin?

Yechish: Bu yerda 5 ta elementdan tuzilgan va bir-biridan farq giluvchi
(kamida bitta element bilan) tanlanmalarni tuzish zarur.

Har bir buyurtmani 0 va 1 bilan belgilaymiz(shifrlaymiz). Avvalo birinchi
xil konfetdan nechta qo'ti buyurtma bo’lsa, shuncha 1 yozamiz. Seingra 0
yozamiz. Keyin ikkinchi xil nomlangan konfetdan nechta qoti buyurtma bo’lsa,
shuncha 1 yozamiz. Seingra yana 0 yozamiz. Yana uchinchi xil nomlangan
konfetdan gancha buyurtma berilgan bolsa shuncha 1 yozamiz. Agar ikkinchi

yoki uchinchi xil nomlangan konfetdan buyurtma berilmagan bo'lsa, u xolda bu
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fakt ikkita O bilan belgilanadi. Agar birinchi yoki ikkinchi xil konfetdan
buyurtma berilmagan bo’lsa, u xolda bitta O yozamiz.
Masalan, buyurtma «birinchi xil konfetdan 2 qo'ti, ikkinchi xildan 1 qoti,
uchinchi xildan 2 goti» dan iborat bo’lsa, u xolda uni
1101011
ko rinishda belgilaymiz (shifrlaymiz).
Agar buyurtma «birinchi xil konfetdan 2 qo'ti va uchinchi xildan 3
qo tirdan iborat bo’lsa, uni
1100111
deb, agar buyurtma «ikkinchi xil konfetdan 4 qo'ti va uchinchi xil konfetdan 1
qo ti» dan iborat bo’lsa, uni
0111101
deb belgilaymiz (shifrlaymiz).
Endi har bir shirflangan buyurtma 5 ta 1 va 2 ta 0 larning kombinatsiyasi
yoki gruppasi (gurux) dan iborat. Bu takroriy orinalmashtirishdan iborat bo’lib
bunda 1 son 5 marta 0 esa 2 marta takrorlangan. Bunga (T.1) formulani

tadbiklab konfet qo tilarni mumkin bo’lgan saylashlar sonini

P5 _ (5+2)! _ l — 21

2 7 B2l T L2

deb aniglaymiz.

Shunday kilib 2- masala yechimi 21 ta usuldan iborat.
Yugorida (2-masala) masaladagi tanlanma bir to plam elementlaridan tuzilgan
bo’lib xajm jixatdan fark gilmasdan bir-biridan tarkibi bilan fark giladi (kamida
bita element bilan).

Bunday tanlanmalar takroriy gruppalashlar (guruxlashlar) yoki takroriy
kombinatsiyalar deyiladi. Endi takroriy guruxlashlar soni xisoblashni ko'rib

0 tamiz. Agar tanlanma hajmi k ga teng bo’lib ular n ta elementni o'z ichiga
olgan to’plamdan tuzilgan bo'lsa, u xolda bunday tanlanmalar sonini c* dab

belgilaymiz.
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Yugoridagi masala muxokamasiga asosan va (T.1) formulaga asosan

oF _ B [k+(n—1)] (T.2)

n I:>k,n—l_ k'(n—l)'
formulasini hosil gilamiz.
Bu (T.2) formulani

C: :C:+k—1 (TS)
ko rinishda xam yozish mumkin.

Hagigatan

(rlz-:_—ll))ll _ [(k+n—1)(k+r:<—!(2n):.1.).!(n+l)n](n—l)! — (n+k—1)(n+i!—2)....(n+1)n — C:+k_1
ya’ni (T.3) o'rinli.

Endi quyidagi masalani yechamiz.

3-masala. Agar bitta ragam bir necha marta takrorlanishi mumkin bo’lsa
1,2,3,4,5 rakamlardan nechta uch xonali sonlar tuzish mumkin?

Yechish. Agar ragamlar takrorlanmasa u xolda masala yechimi bizga

malum u 42 dan iborat bo'ladi. Lekin bu yerda elementlar takrorlanishi

mumkin. Demak bunday xolatda takroriy o rinlashtirish boladi.

Uch xonali sonning birinchi ragamini besh usul bilan tanlashimiz
mumkin, ya’ni 1,2,3,4,5 lardan birini. Ikkinchi rakamni ham besh usul bilan
tanlash mumkin. U xolda (1) formula bo’yicha ikki rakamli sonlarni 5-5=5°=25
usul bilan tanlash mumkin. Uchinchi ragamni ham besh usul bilan tanlash
mumkin va shuning uchun uch xonali son 5-5-5=5°=125 usul bilan tanlash
mumkin.

Demak masala yechimi 125 ta 3 xonali son bo’lishi mumkin.

Xuddi shunday muxokama yuritib takroriy o rinlashtirishlar sonini
umumiy holda aniglaymiz.

Faraz qilaylik n elementdan iborat to plamdan k-tadan takroriy

0 rinlashtirishlar tuzish zarur bo’lsin, ya’ni bita o rinlashtirishda biror element
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1,2,3,....,k  marta takrorlanishi mumkin. Bunday o rinlashtirishlar nechta
bo ladi?
Biror o’rinlashtirishda birinchi elementni n usul bilan tanlash mumkin. U
xolda (1) formula bo’yicha juft-juft elementlarni n-n=n? usulda tuzish mumkin.
Uchinchi elementni xam n usul bilan tanlash mumkin, tortinchi
elementdan o rinlashtirishlarni
K ta

usul Dbilan tuzish mumkin. Agar n ta elementdan k tadan tuzilgan

o'rinlashtirishlar sonini 4* deb belgilasak, u xolda
A¥ =n* (T.4)
formulani xosil kilamiz.
4-masala. Mexmondorchilik uchun 2 kg olma 3 kg nok va 4 kg apelsin
sotib olindi. 9 ta tarelkaga 1 kg dan meva joylashtiriladi. Mevalarni necha usul
bilan joylashtirish mumkin?
Yechish: Belgilashlar gabo'| gilamiz
olma-o
nok-n
apelsin-a
tuzish mumkin bo"lgan tanlanmadan bittasini yozaylik:
nnonaaoaa
golgan tanlanmani uning elementlaridan o'rinlarini almashtirib hosil gilish
mumkin.
Demak takroriy o rinalmashtirishlarni hisoblash zarur.
Biz garayotgan holatda n=9 n;=2 n,=3 n;=4; n=n;+n,+ns

Shuning uchun mevalarni 9 ta tarelkaga joylashtirish usuli soni

sz314 — (utmptng)t o) —1260

min,ing! 213141
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5- masala. Do'konga 10 xil daftar keltirildi. Miqdori 12-ta bo’lgan daftarlar
tanlanmasini nechta usul bilan tanlash mumkin ? Miqdori 8 ta bo’Isachi?

Yechish: Masala shartiga ko'ra takroriy guruxlash (kombinatsiya)larni
hisoblash kerak.

Ck — P _ (k+n-1)!

n k,n-1 = k!(n-1)!

formulaga asosan k=12 n=10

Cf = 51;(;1(&;3 = ;2% = 293930
xudi shunday

C8 = @10 _1n _ o431

81(10-1)! ~ 819!
6-masala. Agar bitta ragam bir necha marta takrorlanishi mumkin bo’lsa, 0,1,2
ragamlardan nechta to'rt xonali son tuzish mumkin?
Yechish: 0,1,2 rakamlardan A? ta to'rt xonali sonlar tuzish mumkin. Lekin
tuzilgan to'rt xonali sonlardan birinchi ra=ami 0 bo'lganlari 4 xonali son
bo Imaydi. Demak tuzilgan takroriy o rinlashtirishlardan 0 bilan boshlanuvchilar
mikdorini ayirib tashlash zarur. O bilan boshlanuvchilar esa 0,1,2 ragamlardan

tuzilgan takroriy tanlanmalar 3 xonali sonlardan iborat bo'ladi. Bunday sonlar
mikdori 42 =3°
Demak,

A} — 42 =3"-3%=81-27=54
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Xulosa

Kombinatorika elementlari ehtimollar nazariyasi va matematik statistika
masalalarini yYechishda muhim ahamiyatga ega. Bizning kundalik hayotimizda
amaliy masalalarni yYechishda kombinatorikadan foydalanishga to’g’ri keladi.
Masalan: telefon (uyali telefon)larni nomerlashda; avtomobillarni nomerlashda;
hisob-kitob varaglarini nomerlash va shu kabi masalalarni yYechishda
kombinatorikadan keng foydalaniladi. Bu yerda biz shu tipdagi (xildagi)
masalalarni yechib ko’rsatdik.

Bundan tashgari kombinatorika tushunchasi va xossalaridan foydalanib
Binom va polinom yoyilmasi ko rsatildi, ularning koeffisientlarini hisoblash
formulasi ko'rsatildi. Binom yoyilmasidagi koeffisientlar yig indisining

xossalari ko rsatildi.
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