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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ðàçäåëîì ñî-
âðåìåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëå-
òèÿ èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè ïðîâîäèëèñü íàèáîëåå èíòåíñèâíî áëàãî-
äàðÿ ìíîãî÷èñëåííûì ïðèëîæåíèÿì â ãàçîâîé äèíàìèêå, ïðè èññëåäîâàíèè
ðàñïðîñòðàíåíèè âîçìóùåíèé â óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ ñðåäàõ, îáëàäàþ-
ùèõ âÿçêîñòíûìè ñâîéñòâàìè, â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû, ïðè ðàñïðî-
ñòðàíåíèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ñëàáî íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ, â ìàòåìàòè-
÷åñêîé áèîëîãèè, à òàêæå ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ
ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé.

Îäíèì èç îñíîâíûõ êëàññîâ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî è ñìåøàííî�ñîñòàâíîãî òè-
ïîâ. Â 30-õ ãîäàõ XX âåêà Æ.Àäàìàðîì áûëî íà÷àòî èçó÷åíèå êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñîñòàâíîãî òèïà, îïå-
ðàòîð êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ îïå-
ðàòîðîì ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî îäíîé èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñëå
ýòîãî ïîñëåäîâàë ðÿä èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ ýòîìó òèïó óðàâíåíèé è
áîëåå îáùèì óðàâíåíèÿì ñîñòàâíîãî òèïà.

Â ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèÿõ ðàññìàòðèâàëèñü, íàðÿäó ñ ïðîáëåìà-
ìè ðàçðåøèìîñòè èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷, áûëè ïîñòàâëå-
íû è èññëåäîâàíû íîâûå êðàåâûå çàäà÷è, áëàãîäàðÿ ÷åìó òåîðèÿ óðàâíåíèé
òðåòüåãî è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêîâ ïîëó÷èëà èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå. Áîëü-
øàÿ çàñëóãà â ýòîì ïðèíàäëåæèò À.Â.Áèöàäçå, È.Í.Âåêóà, Ò.Ä.Äæóðàåâó,
Ì.Ñ.Ñàëàõèòäèíîâó, Ø.À.Àëèìîâó, Â.À.Èëüèíó, Å.È.Ìîèñååâó, À.Ì.Íàõó-
øåâó, Ò.Ø.Êàëüìåíîâó, Â.È.Æåãàëîâó, Â.Í.Âðàãîâó, Ì.Ì.Ñìèðíîâó.

Íàðÿäó ñ èçó÷åíèåì îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
óðàâíåíèé, íà÷èíàÿ ñ ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ, âîçðîñ èí-
òåðåñ ê ïîñòàíîâêå è èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ çàäà÷ êà÷åñòâåííî íîâîãî
êëàññà. Ýòè çàäà÷è, ïîëó÷èâøèå íàçâàíèå íåëîêàëüíûõ, âîçíèêàëè ïðè
ðåøåíèè ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ñàìîìó ïðèñòàëüíîìó âíèìàíèþ
íåëîêàëüíûå çàäà÷è ïîäâåðãëèñü ïîñëå ïóáëèêàöèè ðàáîò À.Â. Áèöàäçå è
À.À.Ñàìàðñêîãî, â êîòîðûõ áûëè ïðåäëîæåíû íîâûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñ
íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðàåâûå çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè
äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ðàññìàòðèâà-
ëèñü â ðàáîòàõ Ø.À.Àëèìîâà, À.À.Äåçèíà, Ò.Ä.Äæóðàåâà, Â.È.Æåãàëîâà,
Â.À.Èëüèíà, Í.È.Èîíêèíà è Å.È.Ìîèñååâà, À.È.Êîæàíîâà, À.Ì.Íàõóøåâà,
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Ë.Ñ.Ïóëüêèíîé, Ì.Ñ.Ñàëàõèòäèíîâà, À.Ï.Ñîëäàòîâà, À.Ñîïóåâà è â èõ íà-
ó÷íûõ øêîëàõ.

Áîëüøîé âêëàä â èçó÷åíèå íà÷àëüíî�êðàåâûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ
ïîäîáíûõ äèôôåðåíöèàëüíî�îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âíåñëè èññëåäîâàíèÿ
Â.Â.Äàéíÿê è Â.È.Êîðçþê, À.È.Êîæàíîâà, Â.È.Êîðçþê è Í.È.Þð÷óê,
Ì.Ì.Ëàâðåíòüåâà è Ê.Ñ.Ôàÿçîâà, V.V.Varlamov è äðóãèå.

Â áîëüøèíñòâå ýòèõ ðàáîò ðàññìîòðåíû çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà. Îäíàêî àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà
èçó÷åíû ñðàâíèòåëüíî ìàëî.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå òåîðèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé âû-
ñîêîãî, â ÷àñòíîñòè, òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì è âàæ-
íûì, êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçâèòèÿ îáùåé òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé â ìàòåìàòè-
÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé.

Ñòåïåíü èçó÷åííîñòè ïðîáëåìû. Â ðàáîòå Ò.Ä.Äæóðàåâà è
ß.Ïîï¼ëåêà èçó÷åíû âîïðîñû êëàññèôèêàöèè è ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷å-
ñêîìó âèäó óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òðåòüåãî ïîðÿäêà

Auxxx +Buxxy + Cuxyy +Duyyy = F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy),

ãäå êîýôôèöèåíòû A,B,C è D çàäàííûå ôóíêöèè x è y.
Ýôôåêòèâíîå îïðåäåëåíèå òèïà óðàâíåíèÿ è ïðèâåäåíèå åãî ê êàíîíè-

÷åñêîìó âèäó äàåò âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëüíóþ ïîñòàíîâêó
íà÷àëüíî�êðàåâûõ è íåëîêàëüíûõ çàäà÷.

Ñðåäè íåëîêàëüíûõ çàäà÷ áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è ñ
èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè. Âïåðâûå, âîçìîæíî, çàäà÷ó ñ èíòåãðàëüíû-
ìè óñëîâèÿìè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ðàññìîòðåë J.Cannon, äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ïîñëåäíåå
âðåìÿ ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ ðàáîòû, íàïðèìåð Í.È.Èîíêèíà, À.È.Êîæàíîâà,
À.È.Êîæàíîâà è Ë.Ñ.Ïóëüêèíîé, À.Ì.Íàõóøåâà, Ë.Ñ.Ïóëüêèíîé, L.A.Bou-
goffa, A.Bouziani, D.�Q.Dai, Y.Huang, M.Danche è A.L.Marhoune, S.Mesloub
è S.Messaoudi, M.Sapagovas, A.Stikonas è äðóãèõ, ïîñâÿùåííûå íåëîêàëü-
íûì çàäà÷àì äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû âîçðîñ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà. Â ðàáîòå Ò.Ä.Äæóðàåâà, Á.Â.Ëîãèíîâà è
È.À.Ìàëþãèíîé âïåðâûå áûëè ïîñòàâëåíû è èññëåäîâàíû ñïåêòðàëüíûå
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ.

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà (â òîì ÷èñëå âîëüòåððîâîñòü) êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî è ñìåøàííî�ñîñòàâíîãî òèïîâ èññëåäî-
âàíû â ðàáîòàõ Ì.Ñ.Ñàëàõèòäèíîâà, Ò.Ø.Êàëüìåíîâà, Å.È.Ìîèñååâà,
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Í.Þ.Êàïóñòèíà, Ê.Á.Ñàáèòîâà, À.Ñ.Áåðäûøåâà, Ì.À.Ñàäûáåêîâà è äðó-
ãèõ.

Ñâÿçü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñ òåìàòè÷åñêèìè ïëàíàìè
ÍÈÐ. Òåìà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû âõîäèò â òåìàòèêó ÍÈÐ, ïðîâîäèìûõ
íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà
Óçáåêèñòàíà è â ëàáîðàòîðèè íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÀÍ ÐÓç.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíàÿ öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòî-
èò â ïîñòàíîâêå è èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ î ðàçðåøèìîñòè íîâûõ êàê ëî-
êàëüíûõ, òàê è íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå çàäà÷è äàííîãî èññëåäîâàíèÿ çà-
êëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Îïðåäåëåíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè è èññëåäîâàòü âëèÿíèÿ êîýô-
ôèöèåíòû ïðè ìëàäøèõ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèè íà êîððåêòíîñòü çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

2. Ïîñòðîåíèå àíàëîã ôóíêöèè Ðèìàíà äëÿ îáùåãî ëèíåéíîãî ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà è èçó÷èòü åå ñâîéñòâà.

3. Ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿä-
êà ñ âîëíîâûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè è èññëåäîâàòü íîâûå íåëîêàëü-
íûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

4. Èçó÷åíèå êîððåêòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà
ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî òèïà òðåòüåãî
ïîðÿäêà ñ îïåðàòîðîì L1u = k(y)uxx + uyy â ãëàâíîé ÷àñòè.

5. Äîêàçàòü îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-
íåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñîñòàâíîãî òèïà è íàéòè óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè
íåëîêàëüíûõ çàäà÷ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî òè-
ïà ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà â ãëàâíîé ÷àñòè.

6. Èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííî�ñîñòàâíîãî òèïà òðåòüåãî
ïîðÿäêà.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ: Ëîêàëüíûå è íåëîêàëüíûå êðàå-
âûå çàäà÷è äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî
ïîðÿäêà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå â îñíîâíîì èñ-
ïîëüçîâàíû ìåòîäû ðåäóêöèè êðàåâûõ çàäà÷ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
òèïà Âîëüòåððà è Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ, ìåòîäû ôóíêöèè
Ðèìàíà, ôóíêöèè Ãðèíà, ïðèíöèï ýêñòðåìóìà, ìåòîä èíòåãðàëüíûõ òîæ-
äåñòâ, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
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Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Îñíîâíûìè ðå-
çóëüòàòàìè äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

� íàéäåíû è äîêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà â õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè;

� âûÿâëåíû ýôôåêòû âëèÿíèÿ ìëàäøèõ ÷ëåíîâ íà êîððåêòíîñòü çà-
äà÷è Äèðèõëå â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå è íàéäåíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ. Ïðè íàðóøåíèè ýòèõ óñëîâèé ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîêàçûâàþùèå,
÷òî çàäà÷à ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé;

� ïîñòðîåí àíàëîã ôóíêöèè Ðèìàíà äëÿ îáùåãî ëèíåéíîãî ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà è èçó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíê-
öèè Ðèìàíà;

� ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿä-
êà ñ âîëíîâûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè;

� èññëåäîâàíû íîâûå íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà;

� èññëåäîâàíû ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè
óñëîâèÿìè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà;

� èçó÷åíû êðàåâûå çàäà÷è ñ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ
ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì L1u = k(y)uxx + uyy â ãëàâíîé ÷àñòè;

� äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ëîêàëü-
íûõ è íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà;

� âûÿâëåíû óñëîâèÿ íåðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ çàäà÷ â ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè. Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê õàðàêòåðèñòèêà βx − αy = 0
óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿåò îáëàñòü íà äâå ÷àñòè, â îäíîé èç êîòîðûõ ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ íåäîñòàòî÷íû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, à â
äðóãîé îíè ëèøíèå;

� äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé êðàå-
âûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííî�ñîñòàâíîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà;

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, íà êî-
òîðûå îïèðàþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó
è ïåðå÷èñëåííûå âûøå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâà-
íèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëü-
òàòû è ìåòîäû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â
íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ ñïåöèàëèñòàìè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ
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ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, ïðèâîäÿùèõñÿ ê íåêëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ðåàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ìåòîäû è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, à òàêæå ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ äèñöèïëèí äëÿ
ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæäàëèñü: íà Ðåñ-
ïóáëèêàíñêîì ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì "Ñîâðåìåííûå
ïðîáëåìû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ"
â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÀÍ ÐÓç (ðóêî-
âîäèòåëè: àêàäåìèêè ÀÍ ÐÓç Ò.Ä.Äæóðàåâ è Ì.Ñ.Ñàëàõèòäèíîâ); íà ñå-
ìèíàðå êàôåäðû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ Íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà
Óçáåêèñòàíà (ðóêîâîäèòåëü: àêàäåìèê ÀÍ ÐÓç Í.Þ.Ñàòèìîâ); íà ñåìèíà-
ðå "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè" Íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà Óçáåêèñòàíà (ðóêîâîäèòåëü: àêàäå-
ìèê ÀÍ ÐÓç Ø.À.Àëèìîâ); íà ñåìèíàðå "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
è ñïåêòðàëüíûé àíàëèç" Íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà Óçáåêèñòàíà (ðóêî-
âîäèòåëè: àêàäåìèê ÀÍ ÐÓç Ì.Ñ.Ñàëàõèòäèíîâ è ïðîôåññîð Ð.Ð.Àøóðîâ);
íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ñîâåòà Ä 015.17.01 ïðè Èíñòè-
òóòå ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÀÍ ÐÓç (ïðåäñåäàòåëü
ñåìèíàðà: àêàäåìèê ÀÍ ÐÓç Ñàëàõèòäèíîâ Ì.Ñ.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè òàêæå äîêëàäûâàëèñü: íà Ìåæäóíàðîäíîì
ðîññèéñêî�óçáåêñêîì è ðîññèéñêî�êàçàõñêîì ñèìïîçèóìàõ "Óðàâíåíèÿ
ñìåøàííîãî òèïà è ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà è èíôîðìàòèêè".
(Íàëü÷èê�Ýëüáðóñ, 2003, 2004 ãã.); íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåí-
öèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è èíôîðìàöèîííîé
òåõíîëîãèè". (Òàøêåíò, 2003 ã.); íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
"Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è ðîäñòâåííûå
ïðîáëåìû àíàëèçà è èíôîðìàòèêè". (Òàøêåíò, 2004 ã.); íà Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è èíôîð-
ìàöèîííûõ òåõíîëîãèé". (Òàøêåíò, 2005 ã.); íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè îïå-
ðàòîðîâ è êîñìè÷åñêèõ òåõíîëîãèé". (Àëìàòû, 2006 ã.); íà Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ ôóíêöèé è ïðèëî-
æåíèÿ"ïîñâÿùåííîé 100 � ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà È.Í.Âåêóà.
(Íîâîñèáèðñê, 2007 ã.); íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Íîâûå íàïðàâ-
ëåíèÿ â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è íåêîððåêòíûõ çàäà÷". (Ñàìàðêàíä,
2007 ã.); íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
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Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé"ïîñâÿùåííîé 100 �
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Ñ.Ë.Ñîáîëåâà. (Íîâîñèáèðñê, 2008 ã.);
íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìà-
òåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé � Àëü Õîðåçìè 2009". (Òàøêåíò,
2009 ã.)

Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè îïóáëèêîâàíû â 36 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðå-
ôåðàòà. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ïîñòàíîâêà çàäà÷ ïðèíàäëåæèò ìîåìó ó÷è-
òåëüþ àêàäåìèêó Ò.Ä.Äæóðàåâó. Äîêàçàòåëüñòâî âñåõ ðåçóëüòàòîâ ïðèíàä-
ëåæèò àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç âåäåíèÿ è
ïÿòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 20 ïàðàãðàôîâ, à òàêæå ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé
ëèòåðàòóðû èç 137 íàèìåíîâàíèé. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 218 ñòðàíèö
ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà. Â äèññåðòàöèè ïàðàãðàôû, îïðåäåëåíèÿ, ëåììû,
òåîðåìû è ôîðìóëû çàíóìåðîâàíû äâóìÿ öèôðàìè, èç êîòîðûõ ïåðâàÿ
îçíà÷àåò íîìåð ãëàâû, âòîðàÿ � ïîðÿäêîâûé íîìåð âíóòðè ãëàâ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëîêàëüíûå è íåëîêàëüíûå
êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òðåòüåãî ïîðÿäêà
âèäà

Mu ≡
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
L1u+ L2u = f(x, y), (1)

ãäå α, β � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì α2 + β2 6= 0,
L1 è L2 � ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âòîðîãî ïîðÿäêà, L1

ìîæåò áûòü ãèïåðáîëè÷åñêèì, ýëëèïòè÷åñêèì èëè îïåðàòîðîì ñìåøàííîãî
ýëëèïòèêî�ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, à L2 � èìååò âèä

L2u ≡ a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy+

+a1(x, y)ux + b1(x, y)uy + c1(x, y)u. (2)

Êîýôôèöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè
äåéñòâèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâåí-
íî çàâèñèò îò çíàêà è çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ α è β. Óðàâíåíèå (1) îõâà-
òûâàåò øèðîêèé êëàññ ðàíåå èññëåäîâàííûõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, åñëè
α = 1, β = 0 èëè α = 0, β = 1 à L2u ≡ 0, òî èç (1) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ,
èññëåäîâàííûå â ðàáîòàõ Ò.Ä.Äæóðàåâà, À.Ñîïóåâà è Ì.Ìàìàæàíîâà.
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ≥ 0, β ≥ 0 íî α2 +
β2 6= 0.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòàíîâêå è èññëåäîâàíèþ êîð-
ðåêòíûõ ëîêàëüíûõ è íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãî
ïîðÿäêà âèäà (1) â êîíå÷íûõ îáëàñòÿõ.

Ââåäåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ âîïðîñà, êðàòêèé èñ-
òîðè÷åñêèé è áèáëèîãðàôè÷åñêèé îáçîð. Èçëàãàþòñÿ öåëè äèññåðòàöèè, â
ñæàòîì âèäå ïðèâîäèòñÿ åå ñîäåðæàíèå.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Ïåðâûé
ïàðàãðàô ïîñâÿùåí êëàññèôèêàöèè è íåêîòîðûì êàíîíè÷åñêèì ôîðìàì
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî èçëàãàþò-
ñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå çàäà÷è, òàêèå êàê íåóñòà-
íîâèâøèåñÿ äâèæåíèå ãðóíòîâûõ âîä, ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí
â ñëàáî íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ, ïðèâîäÿùèå ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ,
îïèñûâàþùåãî àêóñòè÷åñêèå âîëíû â ñðåäàõ ñ ïàìÿòüþ â âèäå

∂

∂t

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2

 +
∂2u

∂t2
− α

∂2u

∂x2 = f(x, t), (3)

Óðàâíåíèå (3) ïåðåïèøåì â âèäå ∂
∂t

+ α

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2

 + β
∂2u

∂t2
= f(x, t), β = 1− α, (4)

êîòîðîå îòíîñèòüñÿ ê îäíîìó èç êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ, óêàçàííûõ â � 1. 1.
Çàäà÷à Êîøè. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, t) îïðåäåëåííóþ ïðè (x, t) ∈

D = {(x, t) : |x| < ∞; t > 0}, óäîâëåòâîðÿþùóþ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå
óðàâíåíèþ (3) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x, 0) = ϕ0(x), ut(x, 0) = ϕ1(x), utt(x, 0) = ϕ2(x), |x| <∞, (5)

ãäå ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x) � çàäàííûå ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ u(x, t) íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíè-

åì çàäà÷è Êîøè, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4) â îáëàñòè D è
íåïðåðûâíî ïðèìûêàåò ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (5).

Ìåòîäîì èíòåãðàëîâ ýíåðãèè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4).
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Òåîðåìà 1. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4)
åäèíñòâåííî.

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Ðèìàíà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà ïðè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (4)�(5), äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü
ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ϕi(x) ∈ C(3−i)(|x| < ∞), (i = 0, 1, 2). Òîãäà, ïðè
∀ f(x, t) ∈ C2(D) êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ðåäóêöèè ê íàãðóæåí-
íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà âèäà îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè u(x, t), êîòîðîå âñåãäà èìååò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ðåøåíèå â
êëàññå C2(D).

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î êîððåêò-
íîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåãî
ïîðÿäêà. Âûÿâëåíû ýôôåêòû âëèÿíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ìëàäøèõ ïðî-
èçâîäíûõ, ïðèñóòñòâóþùèõ â óðàâíåíèè, íà êîððåêòíîñòü èññëåäóåìîé çà-
äà÷è.

Ïóñòü D0 � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ

AB : βx− αy = 0, BC : y = h, CA : x = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂D0 ãðàíèöó îáëàñòè D0.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè L1u ≡ uxy â îáëàñòè D0 ðàññìîòðèì ñëåäóþ-

ùóþ çàäà÷ó Äèðèõëå. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè D0 ðåøåíèå u(x, y)

óðàâíåíèÿ

Mu ≡
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
uxy + L2u = 0, (6)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(x, y)
∣∣∣
AB

= ψ1(x), u(x, y)
∣∣∣
BC

= ψ2(x), u(x, y)
∣∣∣
CA

= ϕ1(y) (7)

ãäå ϕ1(y), ψi(x), (i = 1, 2) � çàäàííûå ãëàäêèå ôóíêöèè, ïðè÷åì îíè óäî-
âëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ

ϕ1(0) = ψ1(0), ϕ1(h) = ψ2(0), ψ1

(
α

β
h

)
= ψ2

(
α

β
h

)
. (8)

Îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (6) ïðåäïîëîæèì, ÷òî

a(x, y), b(x, y), c(x, y) ∈ C1(D0) ∩ C2(D0); (9)

a1(x, y), b1(x, y) ∈ C(D0) ∩ C1(D0), c1(x, y) ∈ C(D0); (10)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äè-
ðèõëå.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (6) â îáëàñòè D0 óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (9)�(10) è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

1) a(x, y)ξ2 + 2b(x, y)ξη + c(x, y)η2 ≥ c0(ξ
2 + η2), ∀ξ, η ∈ D;

2) axx + 2bxy + cyy − a1x − b1y + 2c1 ≤ 0, ∀(x, y) ∈ D,

ïðè÷åì, åñëè îäíî èç íåðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãî, òî ðåøåíèå çàäà÷è
Äèðèõëå åäèíñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1), 2) íà êîýôôèöèåíòû ïðè ìëàäøèõ
ïðîèçâîäíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè.

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè íàðóøåíèé óñëîâèÿ
òåîðåìû 3 ìîæåò ïðèâåñòè ê íàðóøåíèþ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (6).

Ïî ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå (6)�(8), ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Åñëè

ϕ1(y) ∈ C2[0, h], ψi(x) ∈ C2
[
0,
α

β
h

]
, (i = 1, 2.)

êðîìå òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (8), òî ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå
çàäà÷è (6)�(7) ñóùåñòâóåò.

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (6)�(7) â ÿâíîì âèäå îñíîâàíà íà ðàñùåïëåíèè
îïåðàòîðà M ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6). Ïðè âûïîëíåíèÿ ðà-
âåíñòâ

2b(x, y) =
β

α
a(x, y) +

α

β
c(x, y), a1(x, y) =

α

β
b1(x, y),

óðàâíåíèå (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Mu ≡
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)uxy + A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u

 = 0, (11)

ãäå A(x, y), B(x, y) è C(x, y) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíå-
íèÿ (6).

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Äèðèõëå {(11), (7)} âîñïîëüçóåìñÿ âîçìîæíîñòüþ
çàïèñàòü óðàâíåíèå (11) â âèäå

uxy + A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = ω(βx− αy), (12)

çäåñü ω(βx − αy) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå ïîñòðîåíà ôóíêöèè Ðèìàíà äëÿ ëèíåéíûõ ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà è èññëåäîâàíèþ åå íåêîòîðûõ
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ñâîéñòâ. Êðîìå òîãî, çäåñü èçó÷àþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ðåãóëÿðíîé
ðàçðåøèìîñòüþ îñíîâíûõ íà÷àëüíî�êðàåâûõ è íåëîêàëüíûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ âîëíîâûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà

Mu ≡
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
uxy + Lu = f(x, y), (13)

ãäå α, β � çàäàííûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà, ïðè÷åì α2 +β2 6= 0, à L � ëèíåéíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå âèäà (2).

Êîýôôèöèåíòû a(x, y), b(x, y), c(x, y), a1(x, y), b1(x, y), c1(x, y) è ïðà-
âàÿ ÷àñòü f(x, y) óðàâíåíèÿ (13) çàäàííûå, à u(x, y) � èñêîìàÿ äåéñòâè-
òåëüíûå ôóíêöèè.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (13) â îáëàñòè D = {(x, y) : 0 < x < l, 0 < y < h} ðàñ-
ñìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå: íàéòè ðåãóëÿðíîå â îá-
ëàñòè D ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (13), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

u(0, y) = ϕ1(y), ux(0, y) = ϕ2(y), 0 ≤ y ≤ h, (14)

u(x, 0) = ψ1(x), uy(x, 0) = ψ2(x), 0 ≤ x ≤ l. (15)

Çäåñü ϕi(y), ψi(x), (i = 1, 2) � çàäàííûå ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî

ϕ1(0) = ψ1(0), ϕ2(0) = ψ
′

2(0), ϕ
′

1(0) = ψ2(0), ϕ
′

2(0) = ψ
′

2(0). (16)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìûå x = const, y = const ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè-
êàìè óðàâíåíèÿ (13). Ïîýòîìó çàäà÷ó (13) � (15) áóäåì íàçûâàòü õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ç à ä à ÷ å é Ã ó ð ñ à.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè D ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (13)
íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x, y), îáëàäàþùàÿ â D âñåìè
íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, âõîäÿùèìè â óðàâíåíèå, è óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ åìó â îáû÷íîì ñìûñëå.

Ñîïðÿæåííûì ïî Ëàãðàíæó îïåðàòîðîì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà Mu áóäåò

M ∗v ≡ −
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
vxy + L∗v,

ãäå α, β � çàäàííûå ïîñòîÿííûå, à îïåðàòîð L∗ èìååò âèä

L∗v ≡ (av)xx + (2bv)xy + (cv)yy − (a1v)y − (b1v)y + c1v.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèåé Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (13) íàçûâàåòñÿ
ðåøåíèå v = v(x, y; ξ, η), ñëåäóþùåé çàäà÷è:

M ∗v = 0 (17)
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v(ξ, y; ξ, η) = ω1(ξ, y; ξ, η), vx(ξ, y; ξ, η) = exp

− 1

α

y∫
η

a(ξ, t)dt

 , (18)

v(x, η; ξ, η) = ω2(x, η; ξ, η), vy(x, η; ξ, η) = exp

−1

β

x∫
ξ

c(t, η)dt

 , (19)

ãäå ω1(ξ, y; ξ, η) è ω2(x, η; ξ, η) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ çàäà÷
Êîøè, ñîîòâåòñòâåííî

βω1yy(ξ, y; ξ, η)− b(ξ, y)ω1y(ξ, y; ξ, η) + a1(ξ, y)ω1(ξ, y; ξ, η) = 0,

ω1(ξ, y; ξ, η)
∣∣∣
y=η

= 0, βω1y(ξ, y; ξ, η)
∣∣∣
y=η

= 1; (20)

αω2xx(x, η; ξ, η)− b(x, η)ω2x(x, η; ξ, η) + b1(x, η)ω2(x, η; ξ, η) = 0,

ω2(x, η; ξ, η)
∣∣∣
x=ξ

= 0, αω2x(x, η; ξ, η)
∣∣∣
x=ξ

= 1, (21)

à (ξ, η) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè D. Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷è (20) è (21)
îäíîçíà÷íî ðàçðåøåíû.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Ãóðñà.

Òåîðåìà 5. Åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (13) è çàäàííûå ôóíêöèè

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

a(x, y), b(x, y), c(x, y) ∈ C1(D) ∩ C2(D); (22)

a1(x, y), b1(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D), c1(x, y) ∈ C(D); (23)

f(x, y) ∈
◦
Cκ (D), (24)

ϕi(y) ∈
◦
C2

κ [0, h], ψi(x) ∈
◦
C2

κ [0, l], i = 1, 2, (25)

òî çàäà÷à Ãóðñà èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Òåîðåìà 5 äîêàçàíà ìåòîäîì Ðèìàíà.
Äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî â îáëàñòè D ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (13) ïîëó÷å-

íî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

u(x, y) = αvx(0, y;x, y)ϕ1(y) + βvy(x, 0;x, y)ψ1(x)−
x∫

0

[βv(x, 0; ξ, y)ψ
′

2(ξ)+

+c(ξ, 0)v(ξ, 0;x, y)ψ2(ξ) + A(ξ;x, y)ψ
′

1(ξ) +B(ξ;x, y)ψ1(ξ)]dξ−

−
y∫

0

[αv(0, η;x, y)ϕ
′

2(η) + a(0, η)v(0, η;x, y)ϕ2(η) + A1(η;x, y)ϕ
′

1(η)+

+B1(η;x, y)ϕ1(η)]dη +
x∫

0

y∫
0

v(ξ, η;x, y)f(ξ, η)dξdη. (26)
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çäåñü A(ξ;x, y), B(ξ;x, y), A1(η;x, y) B1(η;x, y) � âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýô-
ôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ è ôóíêöèè Ðèìàíà v(ξ, η;x, y) äëÿ óðàâíåíèÿ (13).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (26) äàåò ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà, åñëè èçâåñò-
íî v(ξ, η;x, y).

Â ïàðàãðàôå 2. 2, ìåòîäîì ðåäóêöèè ê íàãðóæåííûì èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôóíê-
öèè v(ξ, η;x, y) îïðåäåëåííîé ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (17)�(21) è óñòàíàâëèâà-
þòñÿ íåêîòîðûå å¼ ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 6. Åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (13) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (22) è (23), òî ôóíêöèè Ðèìàíà v(x, y) äëÿ îïåðàòîðà M ñó-
ùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.

Ëåììà 1. Åñëè a1(x, y) < 0, b1(x, y) < 0, ∀(x, y) ∈ D, òî ôóíêöèÿ
v(x, y; ξ, η) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì:

v(x, η; l, η) < 0, ∀x ∈ [0, l); αvx(0, η; l, η) > 1; (27a)

v(ξ, y; ξ, h) < 0, ∀y ∈ [0, h); βvy(ξ, 0; ξ, h) > 1. (27b)

Â � 2. 3 äëÿ óðàâíåíèÿ (13) èçó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Çàäà÷à Äèðèõëå. Òðåáóåòñÿ íàéòè â îáëàñòè D ðåøåíèå u(x, y)

óðàâíåíèÿ (13), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(x, 0) = ψ1(x), u(x, h) = ψ2(x), 0 ≤ x ≤ l, (28)

u(0, y) = ϕ1(y), u(l, y) = ϕ2(y), 0 ≤ y ≤ h, (29)

ãäå ψi(x), ϕi(y), (i = 1, 2) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

ψ1(0) = ϕ1(0), ψ1(l) = ϕ2(0), ψ2(0) = ϕ1(h), ψ2(l) = ϕ2(h).

Îïðåäåëåíèå 3. Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíå-
íèÿ (13) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u(x, y), íåïðåðûâíàÿ â D âìåñòå ñî ñâîè-
ìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âõîäÿùèìè â óðàâíåíèå è óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ (13) â îáëàñòè D.

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå óñòàíàâëèâàåòñÿ ìåòîäîì Ðèìàíà è ïî-
ëó÷åííûì â ïàðàãðàôå 2. 1 èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì çàäà÷è Ãóðñà
äëÿ óðàâíåíèÿ (13) è óêàçàíà â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ:

Òåîðåìà 7. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (13) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (22), (23) è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

1) a(x, y)ξ2 + 2b(x, y)ξη + c(x, y)η2 ≥ c0(ξ
2 + η2), ∀ ξ, η ∈ D;

2) axx + 2bxy + cyy − a1x − b1y + 2c1 ≤ 0, ∀ (x, y) ∈ D,
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ïðè÷åì, åñëè îäíî èç íåðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãî, òî ðåãóëÿðíîå â
îáëàñòè D ðåøåíèå u(x, y) çàäà÷è Äèðèõëå åäèíñòâåííî.

Òåîðåìà 8. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7 è

ϕi(y) ∈
◦
C2

κ [0, h], ψi(x) ∈
◦
C2

κ [0, l], i = 1, 2.

Òîãäà ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ñóùåñòâóåò.
Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, çàäà÷à Äèðèõëå

äëÿ óðàâíåíèÿ (13) ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé.
Â � 2. 4 äëÿ óðàâíåíèÿ (13) â îáëàñòè D ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå íåëî-

êàëüíûå çàäà÷è:

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à 1. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè D ðåøåíèå

u(x, y) óðàâíåíèÿ (13), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x, 0) = ψ1(x), uy(x, 0) = ψ2(x), 0 ≤ x ≤ l, (30)

è ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u(0, y) = λu(l, y) + ϕ1(y), 0 ≤ y ≤ h, (31)

ux(0, y) = ϕ2(y), 0 ≤ y ≤ h, (32)

ãäå λ = const, ψi(x), ϕi(y), (i = 1, 2) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

ψ
′

1(0) = ϕ2(0), ψ1(0) = λψ1(l) + ϕ1(0), ψ2(0) = λψ2(0) + ϕ
′

1(0).

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à 2. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè D ðåøå-
íèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (13), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (30) è
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u(0, y) = ϕ1(y), 0 ≤ y ≤ h, (33)

ux(0, y) = λux(l, y) + ϕ2(y), 0 ≤ y ≤ h, (34)

ãäå ψi(x), ϕi(y), (i = 1, 2) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

ψ1(0) = ϕ1(0), ψ2(0) = ϕ1(0), ψ
′

1(0) = λψ
′

1(l) + ϕ2(0).

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à 3. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè D ðåøå-
íèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (13), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (30) è
íåëîêàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u(0, y) = λ1(y)u(l, y) + ϕ1(y), 0 ≤ y ≤ h, (35)
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ux(0, y) = λ2(y)ux(l, y) + ϕ2(y), 0 ≤ y ≤ h, (36)

ãäå ψi(x), λi(y), ϕi(y), (i = 1, 2) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

ψ1(0) = λ1(0)ψ1(l) + ϕ1(0), ψ
′

1(0) = λ2(0)ψ
′

1(l) + ϕ1(0).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íåëîêàëüíûõ çàäà÷, íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ (33)
è (34) îòíîñèòñÿ ê òèïó óñëîâèé Áèöàäçå�Ñàìàðñêîãî è Ñàìàðñêîãî�
Èîíêèíà, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (13) è çàäàííûå ôóíê-
öèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

a(x, y), b(x, y), c(x, y) ∈ C1(D̄) ∩ C2(D); (37a)

a1(x, y), b1(x, y) ∈ C(D̄) ∩ C1(D), c1(x, y) ∈ C(D); (37b)

f(x, y) ∈ C(D̄), f(0, y) = f(x, 0) = 0; (38)

ψi(x) ∈ C2[0, l], ϕi(y) ∈ C2[0, h], i = 1, 2. (39)

Òîãäà íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à 1 ïðè λ∈(0, 1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå
ðåøåíèå.

Îïðåäåëÿÿ, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ
íåëîêàëüíîé çàäà÷è, ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (26) è ëåììû 1 ýêâèâàëåíò-
íî ðåäóöèðóåì íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó 1 ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåð-
ðà âòîðîãî ðîäà.

Çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à êîððåêòíà ïîñòàâëåíà,
áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì ýòîé çàäà÷è.

Èçâåñòíî, ÷òî íè îäíî çíà÷åíèå λ ∈ (0, 1) íå ìîæåò áûòü ðåãóëÿðíûì
äëÿ íåëîêàëüíîé çàäà÷è 1.

Çàìåòèì, ÷òî íå íàðóøàÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷è, êðàåâûå óñëîâèÿ (35)
è (36) ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì

u(0, y) =
n∑

k=1
αk(y)u(xk, y) + ϕ1(y), 0 ≤ y ≤ h, (40)

ux(0, y) =
n∑

k=1
βk(y)ux(xk, y) + ϕ2(y), 0 ≤ y ≤ h, (41)

ãäå xk � ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè, ïðè÷åì 0 ≤ x1 < x2 < . . . <

xn ≤ l, ψi(x), ϕi(y), (i = 1, 2), αk(y), βk(y) � çàäàííûå ôóíêöèè, òàêèå,
÷òî

ψ1(0) =
n∑

k=1
αk(0)ψ1(xk) + ϕ1(0), ψ

′

1(0) =
n∑

k=1
βk(0)ψ1(xk) + ϕ2(0).
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Â � 2. 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à ñ èíòåãðàëüíûìè óñëî-
âèÿìè äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Â îáëàñòè D = {(x, y) : 0 < x < l, 0 < y < h} èññëåäóåòñÿ êëàññè÷å-
ñêàÿ ðàçðåøèìîñòü ñëåäóþùåé çàäà÷è: íàéòè â îáëàñòè D ðåøåíèå w(x, y)
óðàâíåíèÿ

M0w ≡
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
wxy + c(x, y)w = F (x, y), (42)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:
a) åñëè αβ 6= 0, òî çàäàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

w(x, 0) = Ψ1(x),
h∫

0

w(x, y)dy = Ψ2(x), 0 ≤ x ≤ l, (43)

w(0, y) = Φ1(y),
l∫

0

w(x, y)dx = Φ2(y), 0 ≤ y ≤ h, (44)

á) åñëè α = 0, β 6= 0, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (43) è ïåðâîå óñëîâèå
èç óñëîâèé (44);

â) åñëè α 6= 0, β = 0, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (44) è ïåðâîå óñëîâèå
(43);
ãäå α, β � çàäàííûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà, ïðè÷åì α2 + β2 6= 0, à
F (x, y), Ψi(x), Φi(y), (i = 1, 2) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ

Φ1(0) = Ψ1(0),
h∫

0

Φ1(y)dy = Ψ2(0),

l∫
0

Ψ1(x)dx = Φ2(0),
h∫

0

Φ2(y)dy =
l∫

0

Ψ2(x)dx;

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìûå x = const, y = const ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè-
êàìè óðàâíåíèÿ (42) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â èíòåãðàëüíîì âèäå.
Ïîýòîìó çàäà÷ó (42)�(44) áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëüíîé çàäà÷å Ãóðñà.

Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷ (42)�(44) áóäåì ïîíèìàòü ôóíê-
öèþ w(x, y) èç êëàññà C2(D) ∩ C3(D), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (42)
è óñëîâèÿì (43)�(44).

Ëåììà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (42)�

(44) è êîýôôèöèåíò c(x, y) óðàâíåíèÿ (42) îãðàíè÷åí âìåñòå ñî ñâîèìè

ïðîèçâîäíûìè è, â îáëàñòè D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

c(x, y) ∈ C2(D); cxy ≤ 0, cxcy − c2 ≥ 0.
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Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

h∫
0

l∫
0

(αwx + βwy)
2dxdy ≤ h2l2

h∫
0

l∫
0

f 2(x, y)dxdy.

Èç ëåììû 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (42)�(44):

Òåîðåìà 10. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 2. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (42)�(44) â îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (42)�(44) ïðîâîäèòñÿ
ìåòîäîì ðåäóêöèè ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êî-
òîðàÿ áåçóñëîâíî è îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàññå íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ çàäà÷
ñ ëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1), ò. å. äëÿ
óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñîñòàâíîãî òèïàα ∂

∂x
+ β

∂

∂y

(k(y)uxx + uyy) + Lu = 0, (45)

ãäå α è β � çàäàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì α2 + β2 6= 0, L �
ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà (2)

Êîýôôèöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (45) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè
äåéñòâèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè.

Ïåðâûé ïàðàãðàô òðåòüåé ãëàâû ïîñâÿùåí âîïðîñàì ïîñòàíîâêè êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî òèïà è äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

Ïóñòü k(y) (k(y) > 0)� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â êîíå÷íîé îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè Ω ïëîñêîñòè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (x, y), îãðàíè÷åííîé îòðåç-
êîì [A(0, 0)B(1, 0)] îñè x è ãëàäêîé êðèâîé σ, ëåæàùåé â ïîëóïëîñêîñòè
y > 0 è îïèðàþùåéñÿ íà îñü x â òî÷êàõ A è B.

Îòíîñèòåëüíî êðèâîé σ äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ñ êàæ-
äîé ïðÿìîé x = const ïåðåñåêàåòñÿ ëèøü â îäíîé òî÷êå.

Ðàçîáüåì êðèâóþ σ íà äâå ÷àñòè σ1 è σ2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ1 = {(x, y) ∈ σ : αxn + βyn > 0}, σ2 = σ\σ1,

ãäå xn = cos(n, x), yn = cos(n, y) è n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå.
Îïðåäåëåíèå 4. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (45) áóäåì íà-

çûâàòü ôóíêöèþ u(x, y), îáëàäàþùóþ â îáëàñòè Ω íåïðåðûâíûìè ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî è îáðàùàþùóþ
åãî â òîæäåñòâî.
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Çàäà÷à Ak
αβ. Íàéòè êëàññè÷åñêîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå u(x, y) óðàâ-

íåíèÿ (45), íåïðåðûâíîå âìåñòî ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè â çàìêíóòîé
îáëàñòè Ω è óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

à) åñëè 0 <
β

α
< +∞, òî çàäàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

u(x, y)
∣∣∣
σ

= ϕ1(x, y), (x, y) ∈ σ; u(x, y)
∣∣∣
AB

= τ(x), 0 ≤ x ≤ 1, (46)

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣
σ2

= ϕ2(x, y), (x, y) ∈ σ2;
∂u(x, y)

∂y

∣∣∣
AB

= ν(x), 0 < x < 1, (47)

á) åñëè β = 0, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (46) è ïåðâîå óñëîâèå (47);
â) åñëè α = 0, òî íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè (46) âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëî-

âèå (47); èëè íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè (46) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣
σ

= ϕ3(x, y), (x, y) ∈ σ;

ãäå ϕ1(x, y), ϕ2(x, y), ϕ3(x, y), τ(x), ν(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì
ϕ1(A) = τ(0), ϕ1(B) = τ(1) ϕ2(A) = ν(0).

Îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (45) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

k(y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω); a(x, y), b(x, y), c(x, y) ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω);

a1(x, y), b1(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω); c1(x, y) ∈ C(Ω).

Òåîðåìà 11. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (45) óäîâëåòâîðÿþò
â îáëàñòè Ω ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

2)

a+
1

2
βk′(y)

ξ2 + 2bξη + cη2 ≥ c0(ξ
2 + η2), ∀ ξ, η ∈ Ω;

3) axx + 2bxy + cyy − a1x − b1y + 2c1 ≤ 0, ∀ (x, y) ∈ Ω.

Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Ak
αβ åäèíñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 11 äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ òîæ-
äåñòâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ak
αβ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 11 è

2b(x, y) =
β

α
a(x, y) +

α

β
c(x, y), a1(x, y) =

α

β
b1(x, y). (48)

Åñëè ôóíêöèè ϕ
′

1(x, y), ϕ2(x, y), τ
′(x) è ν(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Ãåëüäåðà, òî ðåøåíèå çàäà÷è Ak
αβ ñóùåñòâóåò.

Â � 3. 2 ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12 â ñëó÷àå à) ñíà÷àëà
äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî òèïà.
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Â � 3. 3 ïðîäîëæàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Ak

αβ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ (45) ïðè k(y) ≡ 1.
Â � 3. 4 èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Ak

αβ äëÿ óðàâíåíèÿ (45),
ìåòîäîì ïðåäëîæåííûì Ò.Ä.Äæóðàåâûì, äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ñî-
ñòàâíîãî òèïà, è, òåì ñàìûì îáîáùàåòñÿ åãî çàäà÷à íà îáùèå ëèíåéíûå
óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî òèïà.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è
äëÿ îäíîãî êëàññà óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñîñòàâíîãî òèïà âèäàα ∂

∂x
+ β

∂

∂y

(uxx + uyy) + Lu = f(x, y), (49)

ãäå α è β � çàäàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì α2 + β2 6= 0, L �
ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà (2)

Êîýôôèöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (49) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè
äåéñòâèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè.

Â � 4. 1 îáñóæäàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìû î
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íåëîêàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (49) â ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y) : 0 < x < p, 0 < y < q}.

Çàäà÷à Bαβ. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, y), îïðåäåëåííóþ
ïðè (x, y) ∈ D, íåïðåðûâíóþ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â
çàìêíóòîé îáëàñòè D è óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (49) â îáëàñòè D
è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

à) åñëè αβ 6= 0, òî çàäàþòñÿ óñëîâèÿ:

u(0, y) = ϕ1(y), u(p, y) = ϕ2(y), 0 ≤ y ≤ q; (50)

u(x, 0) = ψ1(x), u(x, q) = ψ2(x), 0 ≤ x ≤ p; (51)

λ1(y)ux(0, y) + λ2(y)ux(p, y) = ϕ3(y), 0 ≤ y ≤ q; (52)

µ1(x)uy(x, 0) + µ2(x)uy(x, q) = ψ3(x), 0 ≤ x ≤ p; (53)

á) åñëè β = 0, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (50)�(52);
â) åñëè α = 0, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (50), (51) è (53);

ãäå λj(y), µj(x), (j = 1, 2), ϕi(y), ψi(x), (i = 1, 2, 3) � çàäàííûå ôóíêöèè,
ïðè÷åì

λ2
1(y) + λ2

2(y) 6= 0, µ2
1(x) + µ2

2(x) 6= 0

è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è Bαβ â çàìêíóòîé îáëàñòè.

Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è Bαβ âèäíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê βx−αy = const îíà îáúåäèíÿåò â ñåáå ðàçëè÷íûå ëîêàëüíûå
è íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (49).
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Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèþ u(x, y) èç êëàññà C(1,h)(D) ∩ C3(D) íàçî-
âåì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Bαβ, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ (49) è êðàåâûì óñëîâèÿì (50)�(53).

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ïóñòü äëÿ ëþáîé (x, y) ∈ D,

a(x, y), b(x, y), c(x, y) ∈ C1(D);

a1(x, y), b1(x, y) ∈ C(D); c1(x, y) ∈ C(D);

è
∂2a(x, y)

∂x2 ≤ c1,
∂2b(x, y)

∂x∂y
≤ c2,

∂2c(x, y)

∂y2 ≤ c3;

∂a1(x, y)

∂x
≤ c4,

∂b1(x, y)

∂y
≤ c5.

Ïðåäïîëîæåíèå 2. Ïóñòü äëÿ ∀ (x, y) ∈ D ∀ ξ, η ∈ D, âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

1) a(x, y)ξ2 + 2b(x, y)ξη + c(x, y)η2 ≥ c6(ξ
2 + η2);

2) axx + 2bxy + cyy − a1x − b1y + 2c1 ≤ −c7 < 0;

3) | λ1(y) |>| λ2(y) |, | µ1(x) |>| µ2(x) | .

Çäåñü è âñþäó íèæå ÷åðåç cj, (j = 1, . . . , 7) áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæè-
òåëüíûå ïîñòîÿííûå, êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ äëÿ íàøèõ èññëåäîâà-
íèé ïðèíöèïèàëüíîãî çíà÷åíèÿ íå èìåþò.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.
Òåîðåìà 13. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1, 2. Òîãäà êëàññè-

÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Bαβ åäèíñòâåííî.
Çàäà÷à Bαβ â ñëó÷àÿõ λj(y) 6= 0, λ3−j(y) = 0, µj(x) = 0, µ3−j(x) 6=

6= 0, (j = 1, 2) íåðàçðåøèìà, òàê êàê õàðàêòåðèñòèêà βx − αy = 0 óðàâ-
íåíèÿ (49) ðàçäåëÿåò îáëàñòü D íà äâå ÷àñòè, â îäíîé èç êîòîðûõ êðàåâûå
óñëîâèÿ íåäîñòàòî÷íû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Bαβ, à â äðóãîé
îíè ëèøíèå.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íåëîêàëüíîé çàäà÷è Bαβ ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè òåîðåìû 13 âûïîëíåíû ñëå-

äóþùèå ψi(x) ∈ C(1,h)
1/2 [0, p], ϕi(y) ∈ C(1,h)

1/2 [0, q], i = 1, 2;

ψ3(x), µj(x) ∈ C(0,h)
1/2 [0, p], ϕ3(y), λj(y) ∈ C(0,h)

1/2 [0, q], j = 1, 2;

f(x, y) ∈ C(1,h)(D), 0 < h < 1. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Bαβ ñóùåñòâóåò.
Â � 4. 2 óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïàðàãðàôå 3. 3,

ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê èçó÷åíèþ íåëîêàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (49)
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â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è â çàäà÷å A1
αβ ïðèìåíÿ-

åòñÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò � 3. 3, çäåñü
ïîëó÷àþòñÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ñ
ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå.

Â � 4. 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé îñî-
áåííîñòè â ÿäðå. Çäåñü ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ÷àñòè÷-
íîì îáðàùåíèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïÿòàÿ ãëàâà, ñîñòîÿùàÿ èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ, ïîñâÿùåíà èçó÷å-
íèþ âîïðîñîâ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé íåêîòîðûõ êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñìåøàííî�ñîñòàâíîãî òèïà

Lu ≡
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
L1u+ L2u = 0, (54)

ãäå α, β = const, ïðè÷åì α2+β2 6= 0, à L1u ≡ k(y)uxx+uyy, L2 � ëèíåéíûé
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà (2).

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (54) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè äåéñòâèòåëüíû-
ìè ôóíêöèÿìè.

Ïóñòü k(y), (yk(y) > 0 ïðè y 6= 0) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííàÿ ïðè y > 0 ïðîñòîé
êðèâîé Æîðäàíà σ ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A(0, 0), B(1, 0), ïðè y < 0 äóãàìè
õàðàêòåðèñòèê

AC : x = −
y∫

0

√
−k(t)dt, BC : x− 1 =

y∫
0

√
−k(t)dt.

îïåðàòîðà L1, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè C(1/2, yC), yC < 0.
Ñîñòàâíóþ è ãèïåðáîëè÷åñêóþ ÷àñòè ñìåøàííîé îáëàñòè Ω îáîçíà÷èì

÷åðåç Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî; J � åäèíè÷íûé èíòåðâàë 0 < x < 1 ïðè
y = 0.

Ðàçîáüåì êðèâóþ σ íà äâå ÷àñòè σ1 è σ2, êàê â � 3. 1 ãëàâû 3.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïÿòîé ãëàâû îáñóæäàåòñÿ ïîñòàíîâêà êðàåâûõ

çàäà÷ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííî�ñîñòàâíîãî òèïà.

Ïóñòü L2u ≡ 0 è L1 � ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì Ëàâðåíòüåâà�Áèöàäçå.
Òîãäà óðàâíåíèå (54) èìååò âèä(

α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
(uxx + signyuyy) = 0, (55)

Óðàâíåíèå (55) ðàññìàòðèâàåì â îáëàñòè Ω0, îãðàíè÷åííîé ïðè y > 0
íîðìàëüíûì êîíòóðîì σ : x2 + y2 = x ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A(0, 0), B(1, 0)
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îñè x, ïðè y < 0 îòðåçêàìè ïðÿìûõ AB : x + y = 0; BC : x − y = 1,
âûõîäÿùèìè èç òî÷êè C(1/2;−1/2).

Çàäà÷à Cαβ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, y) îáëàäàþùóþ ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè:

1) u(x, y) � íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïåðâîãî ïîðÿäêà â çàìêíóòîé îáëàñòè Ω0, êðîìå òî÷êè A, â êîòîðîé ýòè
ïðîèçâîäíûå ìîãóò îáðàùàòüñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïîðÿäêà íèæå åäèíèöû;

2) u(x, y) � ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (55) â îáëàñòè Ω0 ïðè
y 6= 0;

3) u(x, y) � óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì:
a) åñëè α ≥ β, òî çàäàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

u

∣∣∣∣∣∣
σ

= f(x, y),
∂u

∂n

∣∣∣∣∣∣
σ2

= ϕ(x, y), (56)

u(x, y)

∣∣∣∣∣∣
AC

= ψ1(x), 0 ≤ x ≤ 1

2
, (57)

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣∣∣
AC

= ψ2(x); 0 ≤ x ≤ 1

2
(58)

á) åñëè α < β, òî íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè (56), (57) âûïîëíÿåòñÿ è

óñëîâèå
∂u

∂n

∣∣∣∣∣∣
BC

= ψ3(x); (59)

4) ôóíêöèÿ u(x, y) åå ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå íà îòðåçêå AB
óäîâëåòâîðÿþò íåïðåðûâíûì óñëîâèÿì ñêëåèâàíèÿ.
Çäåñü f(x, y), ϕ(x, y) è ψi(x), (i = 1, 2, 3) � çàäàííûå ãëàäêèå ôóíêöèè
ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå
ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Cαβ â çàìêíóòîé îáëàñòè.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîä ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (55) â îáëà-
ñòè Ω0 áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u(x, y) ∈ C1(Ω0) è óäîâëåòâîðÿþùóþ
óðàâíåíèþ (55) â îáëàñòè Ω0 ïðè y 6= 0.

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è Cαβ èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ëþáîå ðåãó-
ëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (55) â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè îáëàñòè Ω0 ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

u1(x, y) = v1(x, y) + ω1(βx− αy),

ãäå v1(x, y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, à ω1(βx− αy) � ïðîèçâîëüíàÿ
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì

ω1(A) = ω1(N) = 0.

23



Çäåñü N � òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ êðèâîé σ, â êîòîðîé αxn + βyn = 0.
Òåîðåìà 15. Ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è Cαβ åäèíñòâåííî.
Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Cαβ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìå-

òîäà èíòåãðàëîâ ýíåðãèè.
Â � 5. 2 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Cαβ.
Â � 5. 3 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ (54) è

äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü å¼ ðåøåíèÿ.
Â îáëàñòè Ω ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ
Çàäà÷à Dαβ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, y) ñî ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè
1) u(x, y) ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) ∩ C3(Ω1 ∪ Ω2);
2) u(x, y) � ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (50) â îáëà-

ñòè Ω ïðè y 6= 0;
3) u(x, y) � óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì:
a) åñëè α > β, òî çàäàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

u(x, y)
∣∣∣∣
σ

= f(x, y), (60)

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
σ2

= ϕ(x, y), (61)

u(x, y)
∣∣∣∣
AC

= ψ1(x), 0 ≤ x ≤ 1

2
, (62)

u(x, y)
∣∣∣∣
BC

= ψ2(x),
1

2
≤ x ≤ 1, (63)

á) åñëè α < β, òî íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè (60)�(63) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
BC

= ψ3(x),
1

2
≤ x ≤ 1; (64)

â) åñëè β = 0, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (60) � (63);
ã) åñëè α = 0, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (60), (62), (63) è óñëîâèå

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
σ

= ϕ(x, y); (65)

4) ôóíêöèÿ u(x, y), êðîìå ñëó÷àÿ â), óäîâëåòâîðÿåò íà J íåïðåðûâ-
íûì óñëîâèÿì ñêëåèâàíèÿ ñî ñâîèìè ïåðâûìè è âòîðûìè ïðîèçâîäíû-
ìè, à â ñëó÷àå â) òîëüêî ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, ãäå f(x, y), ϕ(x, y) è
ψi(x), (i = 1, 3) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Dαβ, à
σ2 � ÷àñòü σ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â � 3. 1 ãëàâû 3.
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Îïðåäåëåíèå 7. Ïîä ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè Ω ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ (54) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
u(x, y) ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) ∩ C3(Ω1 ∪ Ω2), óðàâíåíèþ

Lu ≡
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
L1u+ L2u = 0, (x, y) ∈ Ω1 ∪ Ω2,

è òàêóþ, ÷òî ê èíòåãðàëàì∫ ∫
Ω

u

(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
L1udxdy,

∫ ∫
Ω

uL2udxdy

ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ãðèíà.
Ìåòîäîì èíòåãðàëîâ ýíåðãèè äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåî-

ðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Dαβ.
Òåîðåìà 16. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (54) òàêîâû, ÷òî

k(y) ∈ C1(Ω), a(x, y), b(x, y), c(x, y) ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω1 ∪ Ω2);

a1(x, y), b1(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω1 ∪ Ω2); c1(x, y) ∈ C(Ω1 ∪ Ω2),

è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì

1) lim
y→0

[k(y)− k(−y)] ≥ 0;

2)

a+
1

2
βk′(y)

ξ2 + 2bξη + cη2 ≥ c0(ξ
2 + η2), ∀ ξ, η ∈ Ω1 ∪ Ω2;

3) axx + 2bxy + cyy − a1x − b1y + 2c1 ≤ 0, ∀ (x, y) ∈ Ω1 ∪ Ω2;

òîãäà çàäà÷à Dαβ â îáëàñòè Ω íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåãóëÿðíîãî
ðåøåíèÿ.

� 5. 4. Â ýòîì ïàðàãðàôå èññëåäóåì ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Dαβ. Ïðè
ýòîì äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî k(y) = signy è σ ñîâïàäàåò ñ
íîðìàëüíûì êîíòóðîì x2 + y2 = x.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 16 è

2b(x, y) =
β

α
a(x, y) +

α

β
c(x, y), a1(x, y) =

α

β
b1(x, y).

Åñëè f
′′
(x, y), ϕ′(x, y) ψ

′

i(x), (i = 1, 4) � íåïðåðûâíû ïî Ãåëüäåðó, òî ðå-
ãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå çàäà÷è Dαβ ñóùåñòâóåò.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 5.3 çàäà÷à Dαβ ïðåâðàùàåòñÿ â çà-
äà÷ó Òðèêîìè äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà�Áèöàäçå ñ íåèçâåñòíîé
ïðàâîé ÷àñòüþ.

Ðåøèâ çàäà÷ó Òðèêîìè, ñâåä¼ì çàäà÷ó Dαβ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà, ðàçðåøèìîñòü êîòîðîãî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôðåä-
ãîëüìà è òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Dαβ.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êîððåêòíûõ êðàå-
âûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òðå-
òüåãî ïîðÿäêà. Íà îñíîâàíèè âûøå ñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î
òîì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé áûëè âûÿñíåíû ñëåäóþ-
ùèå âîïðîñû:

1. Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
òðåóãîëüíîé îáëàñòè.

2. Âûÿâëåíû ýôôåêòû âëèÿíèÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ìëàäøèõ ïðîèç-
âîäíûõ â óðàâíåíèè, íà êîððåêòíîñòü çàäà÷è Äèðèõëå, ïðèâåäåíû íåêî-
òîðûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþùèå, ÷òî çàäà÷à ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêîððåêòíî
ïîñòàâëåííîé.

3. Ïîñòðîåí àíàëîã ôóíêöèè Ðèìàíà äëÿ îáùåãî ëèíåéíîãî ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
è ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ
âîëíîâûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè.

4. Èññëåäîâàíû íà ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûå çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè òè-
ïà Áèöàäçå�Ñàìàðñêîãî, Ñàìàðñêîãî�Èîíêèíà è èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

5. Èçó÷åíû êðàåâûå çàäà÷è ñ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ
îïåðàòîðîì L1u ≡ k(y)uxx + uyy â ãëàâíîé ÷àñòè è äîêàçàíû òåîðåìû
åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïðè
k(y) ≡ 1 è k(y) = ym, m = const > 0.

6. Äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-
íåíèÿ ñîñòàâíîãî òèïà â êëàññå ôóíêöèé C(1,h)(D) ∩ C3(D).

7. Âûÿâëåíû óñëîâèÿ íåðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ çàäà÷. Ýòî âîç-
ìîæíî, òàê êàê õàðàêòåðèñòèêà βx − αy = 0 óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿåò îá-
ëàñòü íà äâå ÷àñòè, â îäíîé èç êîòîðûõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íåäîñòàòî÷íû
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, à â äðóãîé îíè ëèøíèå.

8. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííî�ñîñòàâíîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè
ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé,
ïðèâîäÿùèõñÿ ê òàêèì óðàâíåíèÿì.
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Subjects of research: local and non�local boundary�value problems for
the nonclassical partial di�erential equations of the third order.

Purpose of work: statement and study of the questions of solvability
of the new local and non�local boundary value problems of the non�classical
partial di�erential equations of the third order.

Methods of research: in the work used the methods of the theory
integral equations of Fredholm and Volterra types; methods of the Riemann's
and Green's functions; methods of the integral identity and integral energy;
method of extremum principle and method of successive approximations.

The results obtained and their novelly: are formed conditions of
solvability of the Dirichlet problem for the hyperbolic type equation of the third
order on characteristic triangular domain; construction an analogy Riemann's
function for the linear hyperbolic equation of the third order and studied
some property of Riemann's function. Studied new non�local problems for the
hyperbolic equation of third order. Theorems of the uniqueness and existence
classical solutions of the boundary value problems for the equations composite
and mixed�composite types were proved.

All results in dissertation work are new.
Practical values: the work has theoretical character.
Degree of embed and economic e�ectivity: special course for master

is read on base of obtained results.
Field of application: results obtained in the dissertation can be used in

solutions of problems of di�erential equations and mathematical physics.
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