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So‘z boshi

«Kadrlar tayyorlash milliy dasturi» dan ko‘zlangan asosiy maqsadlardan biri, ta’lim
sohasini tubdan isloh gilishdan iboratdir.

Respublikamiz Prezidenti I.A.Karimov O‘zbekiston Respublikasi Oliy Majlisining 9
sessiyasida so‘zlagan nutqida:

«Olimlar orasida darslik yozishga pastroq bir ilmiy ish sifatida garash millati bor.
Nega bunday? Bu psihologiya gayerdan paydo bo‘lgan? Axir darsliklarda millat fikrining,
millat tafakko‘ri va millat mafko‘rasining eng ilg‘or namunalari aks etishi kerak emasmi?
Har bir soha bo‘yicha darslikning o‘sha fanning atogli vakillari yozmaydilarmi? Biz
darslik yaratishga eng ilg‘or va eng sharafli vazifa sifatida garashimiz, yaxshi darslik
yaratgan olimlarni boshimizga ko‘tarishimiz kerak. Darslikni agar kerak bo‘lsa katta
tanlov asosida yaratish lozim!», - degan edi.

Darhagigat, ushbu uslubiy go‘llanma “Ta’lim to‘g‘risida”gi Qonun va «Kadrlar
tayyorlash milliy dasturi» ni amalga oshirishdagi muammolarning amaliy ishlaridan
biridir. 1992-93 o‘quyv yilidan boshlab oliy o‘quv yurtlariga test asosida talabalikka gabul
qgilish joriy etildi. Test sinovlari umumta’lim maktablari o‘quvchilaridan fan bloklari
bo‘yicha chuqur bilim va ko‘nikma hagida mustaqil fikrga ega bo‘lishini talab giladi.

Davlat test markazi tomonidan bir necha yillardan beri fanlar bo‘yicha test
materiallari avvalo gazeta so‘ngra «Axborotnomay tarzida maxsus kitobcha ko‘rinishida
har bir o‘quv vyili uchun e’lon gilingan edi. Test materiallari Xalq ta’limi vazirligi
tomonidan tasdiglangan o‘quv dasturlari asosida tuzilgan. Lekin ayrim masala va
misollarda dastur doirasidan tashgariga chigganlik hollari uchrab turadi. Ana shu
giyinchiliklarni ma’lum ma’noda bartaraf etish magsadida «Geometriya» fani bo‘yicha
darsliklarda gayd etilmagan ba’zi bir formularlarni, shuningdek masalalarni o‘quvchilar
hukmiga havola gilmogdamiz. Qo‘llanmada mavzularga oid ta’rif va tushunchalar,
formulalar, teoremalar hamda mustaqgil yechish uchun tipik masalalar berilgan.

Mazkur go‘llanma abituriyentlarni test sinovlariga tayyorlash jarayonida orttirilgan
bir necha yillik tajriba asosida yozilishiga garamasdan, ba’zi bir kamchiliklar bo‘lishi
ehtimoldan holi emas. Shuning uchun bildirilajak tangidiy fikr — mulohazalar uchun
o‘quvchilar va hamkasblarimizga oldindan minnatdorchilik izxor etamiz.



PLANIMETRIYA

§1.1. Uchburchaklar

Ushbu mavzuga doir misol va masalalarni yechishda quyidagilarni yodda tutish zarur.

1.Uchburchaklarning tenglik alomatlari:
Ikki uchburchak teng bo‘lishi uchun quyidagi shartlardan biri bajarilishi kerak:

a) birinchi uchburchakning ikki tomoni va ular orasidagi burchagi ikkinchi uchburchakning ikki
tomoni va ular orasidagi burchagiga mos ravishda teng bo‘lsa;

b) birinchi uchburchakning bir tomoni va unga yopishgan burchaklari boshga uchburchakning mos
tomoni va unga yopishgan burchaklariga teng bo‘lsa;

s) birinchi uchburchakning uchta tomoni ikkinchi uchburchakning uchta tomoniga mos ravishda
teng bo‘lsa.

To‘g ri burchakli uchburchaklarning tenglik alomatlari: ikki to‘g‘ri burchakli uchburchak bir-biriga
teng bo‘lishi uchun quyidagi shartlardan biri bajarilishi kerak:

a) gipotenuzasi va bir o‘tkir burchagi ikkinchisining gipotenuzasi va bir o‘tkir burchagiga teng
bo‘lsa;

b) kateti va garshisidagi burchagi ikkinchisining mos kateti va garshisidagi burchagiga teng bo‘lsa;

S) gipotenuzasi va bir kateti mos ravishda ikkinchisining gipotenuzasi va bir katetiga teng bo‘lsa.

2.Uchburchak yuzasini hisoblash formulalari:

s =tan =tpn =Len.
2 2 2

c

S, = 1 absin y :%bcsina =%acsin,8

)
S, :\/p(p —-a)(p-6)(p—c) (Geron formulasi);
abe
4R
S,=pr.

Bu yerda va bundan keyin a,b,c — uchburchakning tomonlari h_, h,,h_ uchburchakni mos tomoni
balandliklari; &, 5,7 - uchburchakni mos ravishda a, ¢, ¢ tomonlari garshisidagi ichki burchaklari;

1
r:E(a+b+C) - yarim perimetr; R — uchburchakka tashqi chizilgan aylana radiusi; r-

uchburchakka ichki chizilgan aylana radiusi, S, — uchburchak yuzi.

3.Uchburchaklarni o‘xshashlik alomatlari:

Ikki uchburchak uchun quyidagi shartlardan biri o‘rinli bo‘lsa, ular o‘zaro o‘xshash deyiladi:

a) bir uchburchaknihg ikki burchagi mos ravishda ikkinchi uchburchakning ikki burchagiga teng
bo‘lsa;

b) bir uchburchakning ikki tomoni ikkinchi uchburchakning ikki tomoniga proporsional bo‘lib, ular
orasidagi burchaklari teng bo‘lsa;

s) bir uchburchakning uch tomoni ikkinchi uchburchakning uch tomoniga proporsional bo‘lsa.

To‘g ri burchakli uchburchaklarning o‘xshashlik alomatlari:

Ikki to‘g‘ri burchakli uchburchak uchun quyidagi shartlardan biri o‘rinli bo‘lsa, ular o‘zaro
o‘xshash deyiladi:

a) uchburchaklar teng o‘tkir burchaklarga ega bo‘lsa;

b) birinchisining katetlari ikkinchisining katetlariga proporsional bo‘lsa;

s) birinchisining kateti va gipotenuzasi ikkinchisining kateti va gipotenuzasiga proporsional bo‘lsa.

Uchburchaklarni o‘xshashlik (AABC ~ AA B,C,) koeffitsiyenti k ularni mos tomonlari nisbatiga
teng:



a b

1 1
O<xshash uchburchaklar uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:
a) mos balandliklar nisbati o‘xshashlik koeffitsiyentiga teng:

ha _— hb _— hc _— k ’
hal hbl hCl
b) perimetrlar nisbati o‘xshashlik koeffitsiyentiga teng:
P
—=k:
R
s) tashqi chizilgan (ichki chizilgan) aylana radiuslari nisbati o‘xshashlik koeffitsiyentiga teng:
r R
r1 Rl
d) yuzlari nisbati o‘xshashlik koeffitsiyenti kvadratiga teng:
S e
S, ’
4. Sinuslar teoremasi:
a b C
=2R.

sing sinfg siny
5. Kosinuslar teoremasi:
a’ =b* +c* — 2bccosa
b* =a® +c® —2accosf
c’=a’ +b® —2abcosy
6. Uchburchak medianasi ta’rifi va xossalari: _
Uchburchakni medianasi deb, uchburchakni uchi bilan garshisidagi tomon o‘rtasini tutashtiruvchi
kesmaga aytiladi.
Mediananing asosiy xossalari:
a) uchburchakni o‘rta chizigi deb ataluvchi tomonlari o‘rtasini tutashtiruvchi kesmalar, tomonlarga
parallel va mos tomon yarmiga teng;
b) uchburchakning medianalari bir nugtada kesishadi va uchidan boshlab hisoblaganda 2:1 nisbatda
bo‘linadi;
s) mediana uchburchakni ikkita tengdosh uchburchakka ajratadi;
d) O nugta AABC ni medianalari kesishgan nugtasi bo‘lsin, AABO,ABCO,AACO
uchburchaklarni yuzlari teng va ularning yig¢indisi AABC yuzasiga teng boladi.
Mediana va tomon uzunliklarini bog‘lovchi formulalarni esda tutish lozim:

m, :%\/Z(b2 +c?)—a?;

a.2
m, = Z+C2 —accosp ;

azg\/Z(mj +m?)—m? .

Bu yerda m_,m,,m_ - AABC uchburchakning mos ravishda a,b,c tomonlariga o‘tkazilgan
medianalar uzunliklari (xuddi shu kabi formulalarni golgan tomon va medianalar uchun ham hosil gilish
mumkin).

7. Uchburchak balandligi ta’rifi va hisoblash formulalari:
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Uchburchakning berilgan uchidan tushirilgan balandligi deb, shu uchidan uning garshisidagi tomoni
yotgan to‘g‘ri chizigqa tushirilgan perpendikulyarga aytiladi.

Ixtiyoriy uchburchak balandliklari, tomonlari, burchaklari va ichki chizilgan aylana radiusini
bog‘lovchi formulalar:

h, =bsiny =csin g, h, =csina =asiny, h, =asin f=bsine,

h, =25 22 [p(p—a)(p-a)(p o).
a a

1 1 1 1
4+ -+ = :
h, h h r

8. Uchburchak bissektrisasi ta’rifi va xossalari:

Uchburchakni berilgan uchidan o‘tkazilgan bissektirsasi deb, uchburchak burchagi bissektirsasining
shu uchni uning garshi tomondagi nuqgta bilan tutashtiruvchi kesmasiga aytiladi.

Uchburchak bissektrisasi asosiy xossalari:

a) uchburchak uchta bissektrisasi bir nugtada kesishadi, bu nugta uchburchakni ichki nugtasi bo‘lish
bilan birga ichki chizilgan aylana markazi bo‘ladi;

b) uchburchak bissektrisasi tomonlaridan teng uzoglikdagi nugtalarning geometrik o‘rnidir;

s) uchburchak bissektrisasi garshisidagi tomonni shu burchakka yopishgan tomonlariga
proporsional gismlarga ajratadi.

Uchburchakning tomonlari va bissektrisalarini bog*lovchi formulalarni esda tutish foydali:

.=\ ab—ab,;
_Jab(a+b+c)@+b-c)
- a+b ’

c

2ab cosZ
_ 2

_sing ac

sin72/ b+a a+c

c

|. - AABC uchburchakni C uchidan chiggan bissektrisasi uzunligi;

9. Uchburchakning maxsus hollardagi medianasi, bissektrisasi, balandligi va tomonining ba’zi bir
xossalari:

a) teng yonli uchburchakning balandligi, bissektrisasi medianasi ustma-ust tushadi;

b) teng tomonli uchburchakning har bir uchidan tushirilgan medianasi, bissektrisasi, balandligi
ustma-ust tushadi;

s) to‘g‘ri tomonli uchburchakda a,s - katetlari va c-
gipotenuzasi quyidagi tenglik bilan bog‘langan (Pifagor
teoremasi)

C

a’+b’=c?
d) to‘g‘ri burchakli uchburchakning kateti gipotenuzasi
va shu Katetining gipotenuzadagi proyeksiyasiga o‘rta
proporsional,

A c | B b, _b. a _a,
b ¢ a ¢
d) to‘g‘ri burchakli uchburchakning to‘g‘ri burchagidan tushirilgan balandligi, katetlarning
gipotenuzadagi proyeksiyalariga o‘rta proporsional:
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e) to‘g‘ri burchakli uchburchakda tomonlar va burchaklarni bog‘lovchi tengliklar:
a=csina, b=ccoscx.

1-masala. To‘g‘ri burchakli uchburchakning perimetrlari 132 ga teng, tomonlari kvadratlari
yig‘indisi 6050. Katta va kichik katetlari orasidagi fargini toping.
Yechish:

a,b - katetlar; C - gipotenuza va a>b bo‘lsin. Masala shartidan quyidagi tengliklar sistemasiga ega
bo‘lamiz:

a+b+c=132
a’ +b*+c?=6050
a’+b*=c’

Ikkinchi tenglamaga uchinchi tenglamani qo‘ysak, c’=3025 yoki c=55. U holda a va b larni quyidagi
sistemadan topamiz:

a+b=77 b=77-a b=77-a
2 2 = 2 2 _ = 2 —
a " +b"=3025 |a"+(77—-a)°=3025 |a°—-77a+1452=0

bu yerdan a ni ikkita giymatini hosil gilamiz: &, =44, a, =33, xuddi shuningdek b ni ham mos ikkita
giymatini hosil gilamiz: b, =33, b, =44 ¢1=33, ¢,=44.
a>Db shartga ko‘ra a=44, b=33. Bundan a—b=11.

Javob: 11.

2-masala. Agar teng yonli uchburchakning asosiga va yon tomoniga o‘tkazilgan balandliklari mos
ravishda 5 va 6 sm bo‘lsa, uchburchakning tomonlarini toping.

Yechish:

Shartga ko‘ra AB=BC, BM =5sm, AK =6sm.

. . B
Bizga ma’lumki,
S e :EAC- BM =EBC - AK,
2 2
6 K
bu yerdan AC = = BC
ABCM to‘g‘ri burchakli uchburchakda Pifagor
teoremasiga ko‘ra A Iy, C
1 M

BC?=BM? +ZAC2

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikka AC va BC lani topilgan ifodasini keltirib go‘ysak,
AB=BC=6,25sm, AC=7,5sm ni hosil gilamiz.
Javob: 7,5; 6,25

3-masala. To‘g‘ri burchakli uchburchakni gipotenuzaga tushirilgan balandligi 10sm va u
gipotenuzani 2 gismga ajratadi. Qismlardan biri ikkinchisini 30% ni tashkil giladi. Uchburchakni yuzini
toping.

Yechish:



Ma’lumki, S :%AC -BC=5AC, AC=AD+ DC. To‘gri burchakli uchburchakni to‘g‘ri

A

burchagidan o‘tkazilgan balandligi hagidagi teoremaga ko‘ra BD? = AD-CD ga ega bo‘lamiz. Masala

shartiga ko‘ra /Cl—g :%. Oxirgi ikki tenglama noma’lum AD va CD larni topishga imkon beradi:

AD:@, CD:@ bundan AC = 13\/@.
B B 3

Izlanayotgan yuza S, = 65 \/g sm?.

Javob: 65 \/gsmz.

4-masala. Uchburchakni asosi 60. Asosga o‘tgakizgan balandligi va medianasi mos ravishda 12 va
13. Asosi va katta yon tomoni orasidagi fargni toping.

Yechish: ABDE uchburchakda BD=12, BE =13, DE =+ BE? — BD? =5, xuddi shuningdek,
1

ADZEAC — DE =25, DC=EC+DE=35.
Uchburchakni yon tomonlarini AADB va ADCB to‘g‘ri burchakli uchburchaklardan foydalanib

topamiz: AB =~/769 , BC=37. U holda izlanayotgan farq: AC — BC =23.
Javob: 23.

5-masala. To‘g‘ri  burchakli uchburchakni to‘g‘ri burchagidan o‘tkazilgan bissektrisasi
gipotenuzani m:n nisbatda bo‘ladi. Bu uchburchakni burchaklarini aniglang.

AD m
Yechish: Shartga ko‘ra E = — . Ichki burchakni bissektrisasi xossasiga ko‘ra
n

AD:AC=BD:BC =m:n.
ABC uchburchak to‘gri burchakli ekanligidan: AC:BC=tg/. U holda ﬂ:arcctgm a:% - arctgm.
n n

Javob: arctg m , z_ arctg m ;
n 2 n

6- masala. Uchburchakni balandligi asosini 36 sm va 14 sm bo‘lgan gismlarga bo‘ladi. Uchburchak
yuzasini teng ikkiga bo‘luvchi, asosiga perpendikulyar to‘g ri chizig asosni ganday gismlarga ajratadi?

Yechish: Shartga ko‘ra AD=36 sm, DC= 14 sm. ADB va ACBD uchburchaklarni yuzalarini S; va
S, desak, ular umumiy balandlikka ega. U holda S; + S, AABC uchburchakni yuzi shartga ko‘ra
AEKC yuzani teng ikkiga bo‘ladi. Demak, bu to‘g‘ri chiziq AC asosni A va D nugtalari orasidan o‘tadi.

Bundan AAKE uchburchakni Sz yuzasi %S ga teng ekanligini aniglaymiz. AAKE va AADB

uchburchaklarni o°xshashligidan ularni yuzalari nisbati AK va AD tomonlari kvadratlari nisbatiga teng. U

holda, Sl:Sazgs:%S:BGZ:AKZ, bu yerdan AK=30 sm

ekanligi kelib chigadi, demak,
KC=AC — AK =36+14 — 30 = 20.
Javob: 30 sm; 20 sm;
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7-masala. Teng tomonli uchburchakning ixtiyoriy ichki nugtasidan tomonlarigacha bo‘lgan
masofalar yig‘indisi balandlikka tengligini isbotlang.

Yechish. O nugta uchburchakni ixtiyoriy ichki nugtasi bo‘lsin. O nugtani uchburchak uchlari bilan
tutashtiramiz. AAOB, ABOC va ACOA uchburchak yuzalari yig‘indisi ABC uchburchak yuzasini
beradi. Uchburchak tomonini a, balandligini h bilan belgilasak.

a ah
(OK +OL + OM )E = > ni hosil gilamiz. Bu yerdan h=0K+OL+OM kelib chigadi.

Mustaaqil yechish uchun misollar

1. Uchburchakni asosi 12 sm, asosidagi burchaklaridan biri 120°. Bu burchak garshisidagi tomon
28 sm. Uchinchi tomonini toping.
Javob: 20 sm.
2. Uchburchak asosi 20 sm, yon tomonlariga o‘tkazilgan medianalari 18 sm. Uchburchak yuzini toping.
Javob: 288 sm?
. Teng yonli uchburchakni asosidagi burchagi o bo‘lib, 45° dan katta. Yuzasi S. Asosidagi
burchagidan chiggan balandlik va asos katnashgan uchburchak yuzini toping.
Javob: - 2Scos?o-cos2a.
4. AABC uchburchakni A burchagi o‘zgarmasdan AB tomoni 25% ga, AC tomoni 80% ga uzaytirildi.
Hosil bo‘lgan uchburchak yuzi berilgan uchburchak yuzidan necha marta ortig?

w

Javob: 2,25 marta
5. To‘gri burchakli AABC uchburchak katetlari 1dm va Ig 10+/3 o‘tkir burchaklarining gradus
o‘lchovini toping.
Javob: 30° ; 60°
6. To‘g‘ri burchakli uchburchak katetlari @ va b. to*g‘ri burchagi bissektirisasi uzunligini toping.

ab+/2

a+b
7. To‘g‘ri burchakli teng yonli uchburchakni katetlariga o‘tkazilgan medianalari orasidagi burchakni
toping.

Javob:

Javob: arccos g

8. AABC teng yonli uchburchakning AD medianasi AC asosi bilan hosil gilgan burchagi tangensi 0,5 ga
teng. ZABC ning kosinusini toping.
Javob: 0,28.
9. AABC uchburchakning C burchagi 60° , AB tomoni uzunligi +/31. AC tomonida 3 ga teng AD kesma
qo‘yilgan. Agar BD uzunligi 2+/7 bo‘lsa, BC tomon uzunligini toping.
Javob: 6.

§1.2. To‘rtburchaklar

To‘rtburchaklarning quyidagi asosiy ta’rif va xossalarini esda tutish lozim:
1. ixtiyoriy gavariq to‘rtburchakni yuzasi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

S:%dldzsingo,

bu yerda d; , d, — to‘rtburchakni diagonallari; ¢- ular orasidagi burchak;
2. to‘rtburchak ichki burchaklari yig‘indisi 360°;
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3. agar to‘rtburchakning garama — garshi tomonlari juft-jufti bilan parallel bo‘lsa, bunday to‘rtburchak
parallelogram deyiladi;

Parallelogramning asosiy xossalari:

1. parallelogramning garama-garshi tomonlari teng;

2. parallelogramning garama-qgarshi burchaklari teng;

3. parallelogramning diagonallari kesishadi va kesishishi nuqtasida teng ikkiga bo‘linadi;

4. parallelogramning diagonallari kvadratlarining yig‘indisi, tomonlari kvadratlari yig‘indisiga teng;
5. parallelogramning ikki go‘shni burchagi yig‘indisi 180° ga teng.

Parallelogramning yuzasi quyidagi formulalar yordamida hisoblanadi:
. 1 .
S=ah =bh,; S=absing; S:E¢¢3m¢,

bu yerda a,b- parallelogram tomonlari; h_,h, mos ravishda tomonlariga o‘tkazilgan balandliklar; o-

parallelogramm burchagi; d; , d, — parallelogram diagonallari ¢ - ular orasidagi burchak.
4. Romb hamma tomoni teng parallelogramdir. Romb uchun parallelogramning barcha xossalari o‘rinli.

Rombning qo‘shimcha xossalari:

rombni diagonallari perdendikulyar;

rombni diagonallari uning burchaklari bissektrisalaridir;
rombni yuzi xuddi parallelogram yuzi kabi hisoblanadi.
romb uchun ¢=90° bo‘lganligidan uning yuzi:

s=1dd,
2

formula bilan hisoblanishi mumkin. Bu yerda dy, d, rombni diagonallari uzunligi.
5. Hamma burchaklari to‘g‘ri burchak bo‘lgan parallelogram te‘g‘ri to‘rtburchak deyiladi. To‘g‘ri
to‘rtburchak yuzasi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

S=ab;

Eal N

1 .
S==d’sing,
5 %

bu yerda a va b — to‘g‘ri to‘rtburchakni go‘shni tomonlari; d — diagonali uzunligi; ¢ -diagonallari
orasidagi burchak.

Kvadrat hamma tomoni teng to‘g‘ri to‘rtburchak. Kvadrat uchun parallelogram, romb va to‘g‘ri
tortburchakning barcha xossalari o‘rinli. Kvadrat yuzasi quyidagi formulalar yordamida hisoblanadi:

S :id2
2

S=a’
bu yerda a - kvadrat tomoni; d — dioganali.
6. Ikki tomoni parallel golgan ikki tomoni palallel bo‘lmagan to‘rtburchak trapetsiya deyiladi. Trapetsiya
yuzasi asoslari a va ¢, balandligi h yordamida hisoblanadi:

a+b
S=——nh.
2
Shuni esda tutish kerakki, agar teng yonli trapetsiyani diagonallari o‘zaro perpendikulyar bo‘lsa, uning
yuzi balandligi kvadratiga teng bo‘ladi:
S=h"

Trapetsiyaning o ‘rta chizig‘i deb, yon tomonlari o‘rtalarini tutashtiruvchi kesmaga aytiladi.
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Trapetsiya o‘rta chizig‘ining xossalari:

1) Trapetsiyaning o‘rta chizig‘i asoslariga parallel va ular yig‘indisining yarmiga teng:
a+b

2
2) o‘rta chiziq trapetsiya balandligini teng ikkiga bo‘ladi.

1- misol. Diagonallari perpendikulyar, asoslari 12 va 20 bo‘lgan teng yonli trapetsiyaning yuzini
toping.

a+b
Yechish. a = 20, b = 12 bo‘lsin. U holda trapetsiyaning yuzi S _T h=16h. Ikkinchi

tomondan trapetsiya teng yonli va diagonallari perpendikulyar bo‘lganligi uchun S = h?. Tenglamalarni
chap tomonlari tengligi uchun uning tomonlarini tenglashtirib, h = 16 bundan
S = 167 = 256 ekanligini aniglash mumkin.

Javob: 256

2- misol. Rombni perimetri 2, diagonallari yigindisi 1,3. Rombni yuzini toping.
Yechish. a- rombni tomoni; di, d, - romb diagonallari. Masala shartidan a = 0,5, d; + d, = 1,3.
Rombni diagonallari perpendikulyarligidan A AOB da Pifagor teoremasiga ko‘ra

HEOR

2 2

Bu holda quyidagi tenglamalar sistemasini

hosil gilamiz: @

'y
d’+d>=1 [d}+2d,d, =169
f—
d, +d, =13 d’ +d? =1 4
u holda

dd —0345 S-= %dldz 01725
Javob: 0,1725.

3-_misol. To‘g‘ri to‘rtburchak va kvadrat teng yuzaga ega, lekin to‘g‘ri to‘rtburchak diagonali
kvadrat diagonalidan /2 marta katta. To‘g‘ri to‘rtburchakni diogonallari kesishishida hosil gilingan
o‘tkir burchakni aniglang.

Yechish.

dva d’, SvaS - mos ravishda to‘gri to‘rtburchak va kvadratni diagonallari va yuzalari bo‘lsin.
Shartga ko‘rad =~/2d’; S = S". Lekin S :%dzsin(/), ;S zéd’z. Bundan d’ sing = d ?,

sing = (%)2 =% . Demak . = 30

Javob: 30°.
4-misol. Trapetsiyaning kichik asosi a va diagonallari o‘rtalari orasidagi masofa v ekanllgml bilgan
holda trapetsiyani katta asosini toping. B
Yechish: M va N — trapetsiya diagonallari
o‘rtalari bo‘lsin, u holda MN=v. MK kesmani
o‘tkazamiz. Bilamizki MK ACD uchburchakni
o‘rta chizig‘i. Ma’lumki AD=2MK. NK —

— BCD uchburchakni o‘rta chizigi, NK:%. U holda A
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AD = 2MK=2(MN+NK)= a + 2v.

5-misol. Asoslari 16 va 44 sm, parallel bo‘lmagan tomonlari 17 va 25 sm bo‘lgan trapetsiyani

yuzini hisoblang.
Yechish:

Javob: a + 2v.

Shartga ko‘ra AD=44 sm va BC=16 sm. Ma’lumki, &

AE+FD=28 sm. AE=x sm bo‘lsin. U holda FD=28-x. Shart bo‘yicha
AB=17 sm va CD=25 sm Demak, BE* = 17%- X? va CF? = 25% — (28
— X)?, 174 — X? = 25% — (28 — X)? tenglamadan X = 8 sm. Bulardan k
balandlikni topamiz:
h=BE =17% —x* = 15cm. AL A,
s=2"6} = 450 cm2.
Javob: 450 sm?

6- misol. Parallelogramning perimetri 90 sm,
o“tkir burchagi 60°. Uning diagonali o‘tmas burchagini
1:3 nisbatda bo‘ladi. Parallelogram tomonlarini toping. A

Yechish. Shartga ko‘ra o = 60% a+b = 45 sm.
(<ABD): (<DBS) =1:3 . < ABD ni x desak,
x+3x+a = 180°, x=30° ekanligini ko‘rish mumkin. ¢ y
Bundan < ABD =90° ga teng. U holda AAB
D dan " ~

v:asinx:asinBOO:% .a+b=45

ekanligini e’tiborga olsak, a=30 sm, b = 15 sm.

7-_misol. Rombni o‘tmas burchagidan uning tomonlariga perpendikulyarlar o‘tkazilgan. Har bir
perpendikulyar uzunligi a ga teng. Perpendikulyarlarning tomonlar bilan kesishgan nugtalari orasidagi

masofa v ga teng. Rombni yuzini toping.
Yechish.
Shartga ko‘ra BE = BF = a, EF = B. Demak

Javob: 30 sm, 15 sm

¥

EG=b/2, BG=1/a’ —(b/2)*. .
Proporsional kesmalar hagidagi teoremaga ko‘ra 0" ¢

A P
BDE uchburchakdan s
BE a’
BD £

BG fa*—(b/2]

ekanligini topamiz. Endi rombni AD tomonini topamiz. Teng yonli AABC va ABEF uchburchaklar

o‘xshash, bundan ularning mos tomonlari nisbatlari teng bo‘ladi:
a2
AB:BD=BE:EF, AB: =a:b,

Ja’—(b/2y

bu yerdan AB ni topamiz, so‘ngra esa rombni yuzi S = AB - a ekanligi kelib ch

\
¢

P

igadi.

Javob:

bv4a® — b’
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Mustaaqil yechish uchun misollar

1. ABCD to‘rtburchakni tomonlari har xil, lekin AC va BD diagonallari o‘zaro perpendikulyar bo‘lib,
mos ravishda 7 va 11 sm ga teng. To‘rtburchakni yuzini toping.
Javob: 38,5 sm.
2. Trapetsiya burchaklaridan biri 30°, yon tomonlarini davom ettirganda to‘gri burchak ostida kesishadi.
Agar o‘rta chizig 10 sm va kichik asosi 8 sm bo‘lsa, kichik yon tomonini toping.
Javob: 2 sm.
3. Rombni o‘tmas burchagi o va tomoni a ga teng. O‘tmas burchagi uchidan chiquvchi to‘g‘ri chiziglar
rombni teng uch gismga ajratadi. Bu to‘gri chiziglar kesmalari uzunliklarini aniglang.

Javob: %\/13 +12cos« .

3. Trapetsiyaning parallel tomonlari 25 va 4 sm, parallel bo‘lmagan tomonlari uzunliklari 20 va 13 sm.
Trapetsiyaning balandligini toping.
Javob: 12 sm.
5. Parallelogramning perimetri 44 sm. Diagonallari 4 ta uchburchakka ajratadi. Ikki uchburchak
perimetrlari fargi 6 sm. Parallelogram tomonlari uzunliklarini toping.
Javob: 14 sm, 8 sm.
6. ABCD trapetsiyaning BD diagonali m , AD yon tomoni n. Agar asosi, diagonali va yon tomoni C
uchidan o‘tishi ma’lum bo‘lib, ular bir-biriga teng bo‘lsa, CD asosi uzunligini toping.

Javob: %\/mz +n?

7. ABCD kvadratni uchlari bo‘lib, O nugta kvadrat tashqgarisidagi nugta bo‘lsin. Agar OA = OB =5 va
DO = 13 bo‘lsa, kvadrat yuzasini toping.
Javob: 2.

8. ABCD parallelogramda BAD burchagi % bo‘lib, AB asosi 3 sm. A uchidan o‘tkazilgan bissektrisasi
BC tomonini E nugtada kesib o‘tadi. ABE uchburchak yuzini toping.

93

Javob: —3.

4

9. Trapetsiyani o‘rtachizig‘i 10 sm bo‘lib, trapetsiya yuzini 3:5 nisbatda bo‘ladi. Uning asoslarini toping.

Javob: 15 sm, 5 sm.

10. Kvadratga kvadrat ichki chizilgan, uni uchlari birinchisini tomonlarida yotadi. Ikkala kvadrat
tomonlari orasidagi burchak 60° ga teng. Ichchki chizilgan kvadrat berilgan kvadratni ganday gismini
tashkil etadi?

4
Javob: ———.
(/3 +1)?
§ 1.3. Aylana va doira

Aylana va doira hamda ularni qismlarining asosiy ta’rifi va xossalarini esda tutish lozim.
1. Aylana va doirani ta’rifi:
Aylana deb, aylana markazi deb ataluvchi nuqgtadan bir xil masofadagi nugtalar to‘plamiga
aytiladi.
Doira deb, doira markazi deb ataluvchi nugtadan berilgan masofagacha bo‘lgan barcha nuqtalar
to‘plamiga aytiladi. Doira aylana va uning ichki nugtalaridan tashkil topgan.
2. Vatarning ta’rifi va xossalari: C
Vatar deb aylananing ikki nugtasini tutashtiruvchi kesmaga aytiladi. W
Vatarning asosiy xossalari: ﬁ t
a) diametr vatarni teng ikki bo‘lib, unga perpendikulyardir.
b) teng vatarlar aylana markazidan teng uzoglikda joylashadi
va aksincha aylana markazidan teng uzoqlikdagi vatarlar o‘zaro teng.
V) agar ikki vatar M nuqtada kesishsa
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quyidagi munosabat o‘rinli:
AM -MB =CM -MD

3.Aylanaga o‘tkazilgan o‘rinmani ta’rifi va xossalari:

Aylanaga o‘tkazlgan e ‘rinma deb, aylana bilan bitta umumiy nuqtaga ega bo‘lgan to‘g‘ri chiziqga
aytiladi.

Aylanaga o‘tkazilgan o‘rinmaning asosiy xossalari:

a) urinma aylanaga urinish nuqgtasidan o‘tuvchi radius bilan o‘zaro perpendikulyar; agar to‘g‘ri
chiziq radiusini oxiridan o‘tib unga perpendikulyar bo‘lsa, aylanaga o‘rinadi.

b) agar o‘rinma vatarga parallel bo‘lsa, u holda u vatarga tiralgan yoyni teng ikkiga bo‘ladi.

MN|AB=> AC = BC

s) Aylanaga o‘tkazilgan ikki o‘rinma aylana tashgarisida
kesishadi. Bunda ular hosil gilgan kesmalar teng, kesishish nugtasi
va aylana markazidan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig o‘rinmalar bilan teng
burchaklar hosil giladi:

AB = AC, < OAB = -OAC.

4. Kesuvchi va urinma hagidagi teorema:

Teorema. Agar M nugtadan MC o‘rinma va MA
kesuvchi o‘tkazilgan bo‘lsa, u holda kesuvchini
aylanani kesib o‘tuvchi nugtalaridan M nugtagacha
masofalar ko‘paytmasi o‘rinmani kvadratiga teng bo‘ladi:

MB - MA = MC?

5. Uzunliklar va yuzalarni hisoblash

formulalari.

R radiusli aylana uzunligi: L = 22R;

R radiusli doira yuzi: S = 7R?;

R radiusli aylananing o markaziy burchagiga mos keluvchi

yoy uzunligi: € =R - (o - markaziy burchakni radian o‘Ichovi);
RN

= 180° (n® — markaziy burchakni radius o‘lchovi);
R radiusli doirani o markaziy burchagiga mos keluvchi
doira sektori yuzi:
S _R_I_R2~a_ S _ R?*n°
sek 2 5 ’ sek —3600 .
R radiusli doirani o yoyiga mos keluvchi segment yuzi:
2
Scegm =R7(a —sina) (o - yoyning radian o‘lchovi)
R? mn° . 0 . .
Ssegm =— —sinn n- — yoyning gradus o‘lchovi
segm =~ (1800 ) (n” —yoyning g )

6. Aylanaga o‘tkazilgan burchaklar:
a) Markaziy burchak o‘zi aniglagan
yoy bilan o‘Ichanadi:
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< AOB = AB

s

b) Kesishuvchi vatarlar orasidagi
burchak, ularga tiralgan yoylar yig‘indisini
yarmiga teng (1);

v) Uchi aylanada yotuvchi burchak ozi
aniglagan yoyni yarmiga teng (2),

< AMD :% (A7 +CB). (1) <ABC:% AC (2)

g) Urinma va vatar orasidagi burchak
tomonlari hosil gilgan yoy yarmi bilan o‘lchanadi.

<ABC :% BMC .

d) Kesishish nugtasi aylana tashqarisida
bo‘lgan ikkita kesuvchi orasidagi burchak
o‘zlari hosil gilgan yoylar ayirmasini yar-
miga teng:

1V U
ABAD=§ CE-BD

7. Aylanalarni o‘rinishi va kesishish
xossalari:

a) Ikki o‘rinuvchi aylanalarni markaz-
laridan o‘tuvchi tog‘ri chizig o‘rinish nug-
tasidan o‘tadi.

b) Tashqi o‘rinuvchi ikki aylana umumiy
nugtasidan o‘tuvchi umumiy o‘rinma, mar-
kazlaridan o‘tuvchi to“g‘ri chizigga perpen-
dikulyar: MN _£ 0,05 ;

v) Ichki o‘rinuvchi ikki aylana o‘rinish
nugtasidan o‘tuvchi umumiy o‘rinma mar-
kazlaridan o‘tuvchi to“g‘ri chizigga perpen-
dikulyar:

MN _£ O,05;

g) Kesishuvchi ikki aylana kesishish nug-
talaridan o‘tuvchi umumiy vatar markazla-
ridan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqga perpendikuyar
bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziq bilan kesishish nug-
tasida teng ikkiga bo‘linadi:
AB /0, 0,,AC=CB;

1-misol. ABCD kvadratni AB tomoni

1 va u gandaydir aylanani vatari
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shuningdek kvadratni golgan tomon-
lari bu aylanadan tashgarida yotadi.
C uchidan chiquvchi o‘rinma CM=2

bo‘lsa, d: /10 ni hisoblang, bu yerda d —
diametr.
Yechish:

O‘rinma va kesuvchi hagida-
gi teoremaga ko‘ra CE - CB=CM?,
bundan CE=4. Ma’lumki BE=CE-CB=3.
ABE=90° bo‘lganligidan u diametri-
ga tiralganligini aytish mumkin.
Demak, ABE- diametr u holda ABE?=d’=BE?+AB?=10. Bundan d: +10 =1

Javob: 1.

2-misol. Markaziy burchagi 120° ga teng doiraviy sektorga doira ichki chizilgan. Doira radiusi R
bo‘lsa ichki chizilgan doira radiusini toping.

Yechish: €
Shartga ko‘ra OA=R, BOA=60"
Ichki chizilgan doira radiusini r de-
Sak, O;A=r, O:B=r, 0,0=R-r. 00:B
to“g‘ri burchakli uchburchakdan

0,B=00;-sin60° yoki r = ?(R -r)

bu yerdan

_ RJ3
24437

R/3

Javob:

2+\/§.

3-misol. Doiradan tashgaridagi nugtadan ikki kesishuvchi o‘tkazilgan. Birinchi kesuvchini ikki
kesmasi. 47 m tashqgi kesmasi 9 m, ikkinchi kesuvchisini ichki kesmasi tashqi kesmasidan 72 m ortig.
Ikkinchi kesuvchi uzunligini toping. A

Yechish:
SHartga ko‘ra BS=47 m, AB=9 m; demak AC=56 m. )
Ma’lumki AB-AC=9-56=504. Agar AD=x desak, u
holda DE=x+72, ABE=2x+72. O‘rinma va kesuvchi
hagidagi teoremaga ko‘ra, AC-AB=AE-AD, unda
X(2x+72)=504 tenglamani hosil gilamiz. Bu yerdan
x=6, shuningdek AABE =84 m.

£

£
Javob: 84m.

4-misol. Radiuslari  r ga teng bo‘lgan uchta aylana juft-jufti bilan tashgi o‘ringan. Bu aylanalar hosil

gilgan egri chizigli uchburchak yuzasini toping.
Yechish:

01, O, O3 —uch kongurent aylanalar mar-

kazlari bo‘lsin. O; , O, , O3 uchburchakni

yuzini S, deb belgilaylik, Ssex — OAB sek-

tor yuzini belgilaylik u holda izlanayot-

gan yuza S = S, 3 Seek bo‘ladi. O;, Oy, O3

uchburchak tomoni 2r bo‘lgan teng tomonli

uchburchak, shuning uchun S, = r?~/3 01AB

sektorni markaziy burchagi 60° teng. Bundan,
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2
v

2 2
Seek = ?  shuningdek, S =r2+/3 — % = %(Zx/é — )

2
Javob: % (2\/§—7z)

5 — misol. O markazli har xil radiusli ikkita doira berilgan. Kichik doiraga o‘tkazilgan urinmani
katta doira bilan hosil gilgan kesmasi 32 sm. Agar halgani eni 8 sm bo‘lsa katta doira radiusini toping.
Yechish:
Shartga ko‘ra AB = 32 sm, CD=8sm,
Shuningdek OC L AB. Katta doira radiusi-
ni R desak, u holda OCB to‘g‘ri burchakli
uchburchakdan:

OB’ = OC? + CB? yoki R*= (R — 8)* + 16% , R = 20 sm.

Javob: 20 sm
6 — misol. Umumiy vatarga tiralgan ikki doirani mos yoylari 60° va 120°. Doiralar yuzalari nisbatini
toping.
Yechish:

0B =r, O,B =R deb belgilaymiz.

Shartga ko‘ra < A O3B = 120°, <AO,B = 60°.
Ikki aylana markazlari orasidagi 0,0,

kesma AB ga perpendikulyar, u holda

BC 2BC BC
B=———— r=—— OB=——"—,
sin ZCO,B J3 sin ZCO,B
bundan R = 2BC, demak

S
2 =R?:r*=3:1 Javob: 3:1
801
7- misol. Yoyi 120°, perimetri R bo‘lgan segment yuzasini toping.
Yechish:
R doira radiusi. Bundan ACB yoyni aniglaymiz:

LA 120°= gnR.

80° 3

AéB :1
AOB uchburchakdan AB = 2 Rsin 60° =R /3
Shartga ko‘ra AB+ AEB =R, demak

¢
"
A : 4
R \/§+§7ZR:R, bundan R= ¢ \/

27+3J3
S segmentni yuzi sektorni yuzidan
OAB uchburchak yuzini ayirishdan hosil bo‘lgan son bo‘ladi.
Shuning uchun
1 R?/3

S== zR%*— .
3 4

3P%(4r -343)

Javob
427 +3+/3)?

8 — misol. Radiuslari R va r bo‘lgan ikki aylana tashqi o‘rinadi. Nuqtalari orasidagi kesmasini
toping.
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Yechish:
M nugtadan ikki MD va MA o‘rinmalar o‘tadi.
O‘rinmaning xossalaridan MD=MA uz-uzidan
MD=MB
demak, MN = 2MD= AM+MBhni topish
uchun AB ga parallel O,C ni o‘tkazamiz.
0,0,C uchburchakdan O,C = AB,
0, 0,=R +r,0;C =R-rekanligidan

AB = ./(R+r)> —(R—r)? yokiAB=2,/Rr.

Javob: 2+ Rr

Mustagil yechish uchun misollar

1. Radiusi 13 sm ga teng doirani ichidan M nuqgta berilgan. M nugta markazdan 5 sm uzoglikda
joylashgan. M nugtadan AB = 25 sm li vatar o‘tkazilgan. M nuqta vatarni qanday bo‘lakka bo‘ladi.
Javob: 16 smva 9 sm
2. Doiradan tashqgaridagi nugtadan unga ikkita kesuvchi o‘tkazilgan. Kesuvchilarni ichki kesmalari 2 sm.
Kesuvchilarni doira bilan kesuvchi nugtalaridan tashkil topgan to‘rtburchak yuzini toping. Uning garama-
garshi tomonlari 6 m va 2,4 m ekani ma’lum.
Javob: 10,08 m?
3. Bir nugtadan aylanaga ikkita uzunligi 12 sm bo‘lgan o‘rinmalar o‘tkazilgan. O‘rinish nuqtalari
orasidagi masofa 14,4 sm. Aylana radiusini aniglang.
Javob: 9 sm.
4. R radiusli doira ikkita konsentrik aylana bilan bo‘lingan. Natijada uchta teng yuzli figuralar hosil
bo‘ldi. Aylanalar radiuslarini toping.
R RJ2,

Javob: NN
5. Radiuslari r bo‘lgan uchta aylana juft-jufti bilan o‘ringan. Umumiy tashqgi ko‘ringan o‘rinmalar tashkil
gilgan uchburchakni yuzini toping.

Javob: 2r? 24/3 +3).
6. Aylanaga AB = a, AC = s ikki vatar o‘tkazilgan AC yoy uzunligi AB yoy uzunligidan ikki barobar

uzun. Aylana radiusini toping.
Javob: a%/4a—s.

7. Radiusi r bo‘lgan aylanaga uzunligi 3 bo‘lgan vatar o‘tkazilgan. Vatarni bir uchidan o‘rinma va

ikkinchi uchidan o‘rinmaga parallel kesuvchi o‘tkazilgan. O‘rinma va kesuvchi orasidagi masofani
toping.

Javob: r )
S

8. R radiusli doiraning 2a ga teng vatarli sektoriga doira ichki chizilgan. SHu doiraning yuzini toping.

Ra )2

R+a’

9. Radiuslari 5 sm va 2 sm bo‘lgan aylanalarga umumiy o‘rinmalar o‘tkazilgan. Tashqi o‘rinma ichki
o‘rinmadan 1,5 marta ortig. Bu aylanalar markazlari orasidagi masofani toping.

Javob: t(

Javob: 9 sm
10. Aylananing 120° yoyi oxirlaridan unga o‘rinmalar o‘tkazilgan. O‘rinmalar va yoy tashkil gilgan
figuraga aylana ichki chizilgan.
Agar berilgan aylana radiusi R bo‘lsa keyingi aylana uzunligini toping.

Javob: % nR
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§ 1.4. Uchburchaklar va aylana

Quyidagilarni esda tutish kerak:

1. Aylanaga ichki va tashqi chizilgan uchburchaklar.

Hamma uchlari aylanada yotuvchi uchburchak aylanaga ichki chizilgan uchburchak deyilib,
aylana esa uchburchakka tashqi chizilgan aylana deyiladi.

Uchburchakka tashqi chizilgan aylana markazi uchburchak tomonlari o‘rta perpendikulyarlari
kesishgan nugtasidan iborat. Bundan ko‘rinadiki, to‘g‘ri burchakli uchburchakka tashqi chizilgan aylana
markazi gipotenuzada yotadi.

Tomonlari aylanaga o‘rinuvchi uchburchak aylanaga tashqi chizilgan uchburchak deb atalib,
aylana esa uchburchakka ichki chizilgan aylana deyiladi.

Uchburchakka ichki chizilgan aylana markazi uchburchak bissektrisalari kesishish nugtasidan
iborat. Teng tomonli uchburchakka tashgi va ichki chizilgan aylanalar markazi ustma-ust tushadi.

2. Uchburchakka tashqi chizilgan aylana radiusi R quyidagi formulalar bilan hisoblanadi:

R asc . a 8 _ C
4S 2sing  2sinpB  2siny’

bu yerda a, 6, ¢ — uchburchakning tomonlari; o, B, y — uchburchakning mos ravishda a, s, ¢ tomonlari
garshisidagi burchaklari, Sy — uchburchak yuzi.

Eslatma. To‘g‘ri burchakli uchburchakka tashqgi chizilgan aylana radiusi gipotenuzani yarmiga teng:

R=Z.
2
3. Uchburchakka ichki chizilgan aylana radiusi r quyidagi formulalar bilan hisoblanadi:
S 1
=P YT 1 1
- PR + -
h h h

a 8 c

bu yerda p :% (a+ ¢ +c) uchburchakni yarim perimetri h,, h,, h. uchburchakni @, 6, C tomonlariga

tushirilgan balandliklari.

1-misol. Uchburchakni yuzi 10 sm? unga tashqi chizilgan aylana diametri 16 sm. Uchburchak
tomonlari uzunliklari ko‘paytmasini toping.

Yechish: a, 6, ¢ — uchburchak tomonlari; R — tashgi chizilgan aylana radiusi. Shartga ko‘ra 2R =
16 sm, Sx = 10 sm?.

asc
R=—0 formuladan  aec =4S,R =320 cm®

4S

A

Javob: 320 cm®

2 —misol. 120° li teng yonli uchburchak yuzini toping. Bu yerda ichki chizilgan aylana radiusi J12
Yechish: Shartga ko‘ra < ACB = 120°, OD = r =+/12
AC=BC=X deb olsak, ma’lumki e
x+/3
2

<ACD = <BCD=60°, AD=AC sin60° =

demak AC = x+/3. Awval X ni topamiz. 4
ABC uchburchakni yuzini topishni quyi-
dagi ikki yuza formulasidan:

x2/3
4

B

SA:%CA -CBssin120° = 1 Sy =p-r=% (2AC +AB) -r=% (2x+ +x\/§)4\/E.



20

2
Ushbu tenglamadan X f = §(2+\/§) - 412 noma’lum X ni topamiz:
x=2(2+~/3) - 4/4/3.
2
U holda S, == f =2 (7+4+/3) cm?.

Javob: 2 (7 + 4+/3) sm?.

3 — misol. Asosi 12 sm va balandligi 8 sm bo‘lgan teng yonli uchburchakka aylana ichki chizilgan.
Unga asosga parallel o‘rinma o‘tkazilgan. Tomonlar bilan chegaralangan o‘rinmaning kesmasini uzunligi
necha sm.

Yechish: Shartga ko‘ra AB =12 sm, CD = 8sm. Ko‘rinib turibdiki,

AC =BC =V A4D? + CD?* =+/36+64 =10sm. war
Ichki chizilgan aylana radiusi r ni anig-
laymiz. Ma’lumki,

kS

Sa :% (2AC +AB) - r=%AB - CD,

bu yerdan r = 3 sm ekanligi kelib chigadi. A ® %

U holda CK =CD — 2r = 2sm. MNC va ABC uchburchaklarning o‘xshashligidan: MK:AB=CK:CD,
CK

bundanMK = — - AB =3 sm. &
CD

Javob: 3 sm.

4 — misol. Radiusi R bo‘lgan aylanaga, ikki burchagi
a va 3 bo‘lgan uchburchak ichki chizilgan. Uchburchak yuzini toping.
4 _ ¢ _ % 7R
sine sing siny
Bu yerdan a = 2Rsin o, v = 2Rsin .ABC uchburchakning yuzini
quyidagi formuladan topamiz:

Yechish: Sinuslar teoremasidan

Sa :%ae siny :%ae sin (180° — o — B) = 2R? sina sinf sin (o +f).
Javob: 2R%sina sin B sin (a + p).
5 —misol. Teng yonli uchburchakning asosidagi burchagi a. Ichki va tashqi chizilgan aylana
radiuslari nisbatini toping.
Yechish: r, R - ichki va tashqi chizilgan aylana markazi. U holda AOD uchburchakdan
(94 C a
OD=r=ADtg— = —tg —.
J 2 2 J 2
Tashqi chizilgan aylana radiusi R
quyidagi formula bilan topiladi:
R & _ C . cC
2siny  2sin(180° —2a) 2sin2a
Izlanayotgan nisbat

r —tgg - sina
R 2

Javob: tg% - sinal

6 — misol. Uchburchakka ichki chizilgan aylana radiusi 4 sm. Tomonlaridan biri aylanaga o‘rinish
nugtasida 6 sm, 8 sm, bo‘laklarga bo‘lingan. Uchburchakni golgan ikki tomonini toping.
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Yechish. AD= 6 sm, CD= 8 sm bo‘lsin. ABC uchburchakni AC va BC tomonlarini aniglash uchun
EB=BF =x, shuningdek ABE=AD= 6sm,
CF=CD=8 sm ekanidan foydalanish mumkin.
Buning uchun uchburchakni yuzini
topishishining quyidagi ikki
formulasidan foydalanamiz: S, =p - r s
vaS, = ,/P(P—a)(P-6)(P-c), y

R — uchburchakni yarim perimetri,
shunga ko‘ra

P:%(AE+AD+DC+CF+FB+BE):

A

:% (28 + 2x) =14 + x.
Navbatdagi tenglamani hosil gilamiz:
4 (14 +x) =,/(14+x)-x-6-8
bu yerdan x =7 sm, u holda AB=ABE +x=13sm, BC=CF +x = 15 sm.

Javob: 13sm, 15 sm.

7 — misol. Tomoni a ga teng, teng tomonli uchburchakka doira ichki chizilgan. Bu doiraga va
berilgan uchburchak
tomonlariga o‘rinuvchi yana uchta doira
ichki chchizilgan va bu jarayon cheksiz davom
ettirilgan. Barcha ichki chizilgan doiralar
yuzasi yig‘indisini toping.

Yechish. Birinchi ichki chizilgan doira markazi
BN = h balandlikni BO : ON = 2 : 1 nisbatda

bo‘ladi. Anigki, MN — diametr %h va

demak BM :%h. Ikkinchi doira balandligidan uch barobar kichik, DBE uchburchakka ichki chizilgan r;

a3 ma’

= O;M desak, r = ON :T' Agar S, O markazli doiraning yuzi bo‘lsa S ZE’ u holda O; markazli

doira yuzasi S; :3%5. Bunday doiralar uchta, shuning uchun umumiy yuza

Q1= %S. Xuddi shunday davom etuvchi keyingi uchta doira umumiy yuzasi Q; :%Ql :3%8 va

xokazo cheksiz sonlar yig‘indisini hosil gilamiz:
S+Q1+Q+Q3+ ... :S+%S+3i38+ 3%5’4‘
Bu ketma-ketlik ikkinchi hadidan boshlab cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyani beradi (birinchi

hadi 61 :%S va maxraji q =3i2). Bu progressiyani yig‘indisi

1s
f =3 - §S, u holda izlanayotgan yuza S+ Sg-tlg U »
l-¢ 8 8 8" 8 9
)

Javob: Enaz.
96
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Mustagil yechish uchun misollar

1. Teng tomonli uchburchakka yuzasi 27 m sm? bo‘lgan doira ichki chizilgan. Bu uchburchak tomoni
uzunligini toping.
Javob: 18 sm.
2. Tog‘ri burchakli uchburchak yarim aylanaga shunday tashqi chizilganki, diametr gipotenuzada yotib,
markazi gipotenuzani 15 va 20 sm li kesmalarga bo‘ladi. Yarim aylana yoyi uzunligini toping.
Javob: 12 «.
3. To‘g‘ri uchburchakning katetlaridan biri 15 sm, unga ichki chizilgan aylana radiusi 3 sm. Bu
uchburchak yuzini toping.
Javob: 60 sm?.
4. Teng yonli uchburchakning asosi 16 sm, yon tomoni 10 sm. Ichki va tashqi chizilgan aylana markazlari
orasidagi masofani toping.
Javob: 5 sm.
5. Doiraga teng yonli uchburchak ichki chizilgan. Doira yuzi Q. Asosidagi burchagi o bo‘lsa, bu
uchburchak yuzini toping.
Javob: 2R%in’a sin 2a.
6. Teng tomonli uchburchak tomoni a ga teng. Unga uchta doira shunday ichki chizilganki, doiralar juft-
jufti bilan va uchburchakni ikki tomoniga o‘ringan. Bu doiralar radiuslarini toping.
Javob: a (v/3-1) /4.
7. To‘g‘ri burchakli ABC uchburchakda katetlari AB= 3 va BC =4. AB va AC tomonlari o‘rtalaridan

o‘tuvchi va BC tomonga o‘rinuvchi aylana o‘tkazilgan. AC gipotenuzani aylana ichidagi kesmasi
uzunligini toping.

Javob: 1,1
8. Aylana ABC uchburchakni BC tomoniga va qolgan ikki tomonni davomiga o‘rinadi. Agar
AB =5, <BAC = a, <ABC = B bo‘lsa, aylana radiusini toping.

.a _p

csin—cos*-
Javob: ——=—=,

cos(g +ﬁ)

2 2

9. To‘g‘ri burchakli uchburchakning to‘g‘ri burchagidan tushirilgan balandligi gipotenuzani 25,6 sm va
14,4 sm kesmalarga bo‘lsa, unga ichki chizilgan doira yuzini toping.

Javob: 64 1t sm?.

§ 1.5. Ko‘pburchaklar va aylana

Esda tutish lozim bo‘lgan asosiy ta’rif va xossalar:

1. Ichki va tashqi chizilgan ko‘pburchaklar ta’rifi:

Uchlari aylanada yotuvchi ko‘pburchak aylanaga ichki chizilgan ke‘pburchak, aylana esa

ko ‘pburchakka tashqi chizilgan aylana deyiladi.

Tomonlari aylanaga o‘rinuvchi ko‘pburchak aylanaga tashqi chizilgan ke ‘pburchak, aylana esa
ko ‘pburchakka ichki chizilgan aylana deyiladi.

2. Muntazam Ko ‘pburchaklar ta’rifi va xossalari:

Hamma tomonlari va hamma burchaklari teng gavarig ko‘pburchak muntazam ke ‘pburchak
deyiladi.

Teorema. Har ganday muntazam ko‘pburchakka bitta va fagat bitta tashqi va ichki aylana chizish
mumkin.

Tomoni n ga teng muntazam ko‘pburchakni S, yuzi, R, perimetri, tashqgi va ichki chizilgan

aylanalar radiuslari R va r larni bog‘lovchi formulalar:
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0 0
Sn=1Pn~r; Sn=n~r2~tg180 : Sn:lnstin360 ;
2 n 2 n
0 0 0
an=2R-sin18O ; an=2r-tg180 ; r=Rc05180 .
n n n

3. To‘rtburchaklar va aylanalar hagida teoremalar:
Teorema. Qavariq to‘rtburchakka ichki aylana chizish uchun uning garama-garshi tomonlari
yig‘indisi teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Natijalar:
1) parallelogramlar ichida fagat rombga ichki aylana chizish mumkin: uning markazi diagonallari
kesishgan nuqgtasi bo‘ladi.
2) trapetsiyaga ichki aylana chizish mumkin bo‘ladi, gachonki uning yon tomonlari yig‘indisi asoslari
yig‘indisiga teng bo‘lsa.
Teorema. Qavarig to‘rtburchakka tashgi aylana chizish uchun uning garama-qarshi burchaklari
yig“indisi 180" ga teng bo“lishi zarur va yetarlidir.
Natijalar:
1) barcha parallelogramlar ichida fagat to‘g‘ri to‘rtburchakka tashqi aylana chizish mumkin.
2) trapetsiyalar ichida fagat teng yonli trapetsiyaga tashqi aylana chizish mumkin.
Esda tutish foydali:
1. Ptolomey teoremasi: Ichki chizilgan to‘rtburchakda diagonallar ko‘paytmasi uning garama-qarshi
tomonlari ko‘paytmalari yig‘indisiga teng.
2. Ichki ayla2na chizish mumkin bo‘lgan teng yonli trapetsiya balandligi, uning asoslarini o‘rta geometrigi
bo‘ladi: h* =a -6
1- misol. Agar teng yonli trapetsiyani katta asosi a, kichik asosi bilan yon tomoni 120° burchak
hosil gilsa, unga ichki chizilgan doira yuzini toping.
Yechish: DK = h desak, h= 2 r bo‘ladi, bu yerda r — ichki chizilgan doira radiusi. ADK

uchburchakdan AK = h - tg30° = n
J3
ni topamiz. D C
DC=AB-2AK=a- ﬂ
J3
AD=BC = LO = 2_h
cos30° 3
Trapetsiyaga aylana ichki chizilganligidan
AB+DC = AD+BC, h ni aniglash tenglamasini hosil gilamiz: B
A
sa 2040 K
J3 43

J3a

a
Demak, h=——,uholdar :@. Izlanayotgan yuza —.
3 3 12

ra
Javob: —.
12

2 — misol. Asoslari 2 va 14, yon tomoni 10 bo‘lgan teng yonli trapetsiyaga tashqi chizilgan aylana
radiusini toping.
Yechish: Shartga ko‘ra AB = 14, DC = 2, BD = AD = 10. Ko‘rinib turibdiki,

AM =NB :%(AB ~DC) =6,

AN =AB-NB =8.
u holda Pifagor teoremasiga ko‘ra

CN=+vBC?-NB? =8, AC=VAN2+NC2=8+2.
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ABCD trapetsiyaga tashqi chizilgan
aylana o°z navbatida ABC uchburchakka ham tashqi
chizilganligini e’tiborga olamiz. R — aylana
radiusi bo‘lsin.
SAABC :% AB-CN =56
ekanligidan, R ni osongina topish mumkin.
R:AB'BC'AC:SJE
4SAABC

Javob: 5+/2
3 — misol. Tomoni a ga teng kvadratga aylana tashqi chizilgan. Kvadrat tomoni va aylana hosil
gilgan segment yuzini toping.

Yechish:
Rasmdan ko‘rinadiki, <ACD =%, & ¢
* ’
AC = 2R =+/4B? + BC? = a+/2 bundan R:% N e
a
U holda segment yuzi quyidagi formula ;"L_C
il iladi: ~ N
bilan topiladi o e P k\
Scegm =— (= —sin—=)= ———=
egn =75 (5 78N 8 AN &
Javob:
a’(r-2)

8

4 — misol. Rombni yuzi Q Va ichki chizilgan doira yuzi S bo‘lsa, romb burchaklarini toping.
Natijani Q =8, S =« da toping.

Yechish: Rasmdan quyidagiga ega bo‘lamiz 6 M G
Sin<BAD:E=m:£ f
AB AB a b
Shartga ko‘ra MN - AD =Q, bundan g
2ra =Q va S= nr. Bu tenglamalardan : *0
r va a ni topish mumkin. Biz r A !
a ! 1 o
nisbatni topishimiz kerak. - _ S dan r_ 2 £ v
2a  Q a 7Q
demak,< BAD = arcsin%, Q =8,S = bo‘lganda < BAD = arcsin % =30°
Javob: 30°
5 — misol. Tomoni a ga teng muntazam oltiburchakka aylana
ichki chizilgan va aylana tashgi chizilgan. Bu aylanalar hosil gilgan .I.,‘/,-—-""“""‘*a\
halga yuzasini toping. f {
0 AN
Yechish: Tashqi chizilgan aylana radiusi R ni a, = 2Rsin180 /x/ ! / \ \
n
formuladan topamiz n = 6 da R = a. U holda ichki chizilgan aylana ‘ / /// \ }
0 -
radiusi r = Rcos 180 :ﬂ \ L/
n 2 A )
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2
Bundan halga yuzi © (R*—r?) =ﬂ% ekanligini ko‘rish mumkin.

2
Javob: -
4

6 — misol. Teng yonli trapetsiyaning balandligi h, yon tomoni tashqi chizilgan aylana markazidan o
burchak ostida ko‘rinadi. Trapetsiyani yuzini toping.

Yechish: Chizmadan ko‘rinadiki, £ZBAC burchak ichki CA
chizilgan burchak ekanligidan BC yoyni yarmi bilan o‘lchanadi, D
demak, ZBAC :%

AB = AK+KB, DC =AK - AE = AK - KB,

m
O
m

>

AK=h- ctg%, Bularga ko‘ra izlanayotgan yuza:
:% (AB+DC) h=AK -h=h?" ctg%.

Javob: h? - ctg%.

7 — misol. Doiraga muntazam 2n — burchak ichki, muntazam n — burchak tashqi chizilgan. Bu
ko‘pburchaklar yuzalari farqi Q ga teng. Doira radiusini toping.

Yechish: Ichki chizilgan muntazam 2n — burchakni yuzi n - R? sin@. Tashqi chizilgan muntazam n —
n

0 0
burchakni yuzi n - R? - tg@ ga teng. Shartga ko‘ra n - R? - (tg 180" _ sin180 ) = Q, bu yerdan
n n n
izlanayotgan R ni gqiymatini topamiz.
Javob: R = 5 Q 5
180 . 180
n(tg —sin )
n n

8 — misol. Tomoni a ga teng kvadratga to‘rtta doira shunday joylashtirilganki, ularni har biri golgan
ikkitasiga va kvadrat tomonlariga o‘rinadi. Uchlari o‘rinish nuqgtalaridan iborat, doiralarni yoylari tashkil
gilgan egri chizigli to‘rtburchak yuzini toping.

Yechish: Izlanayotgan KLMN figura
shtrixlangan figuraga tengdosh.
Agar EFMK kvadrat yuzidan ikki-
ta yarim doira yuzini olsak izlan-
gan yuza hosil gilinadi. U holda

a, o a,,_ a’(4-n)

2_
Q="

2 —
Javob: M
16

Mustaaqil yechish uchun misollar

1. Doiraga tashqi chizilgan teng yonli trapetsiya yuzi S ga teng. Agar o‘tkir burchagi % bo‘lsa,

trapetsiya yon tomoninii toping.

Javob: v/ 2S
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2. Radiusi r bo‘lgan doiraga to‘g‘ri burchakli trapetsiya tashqi chizilgan. Agar kichik tomoni sr bo‘lsa,

trapetsiya yuzini toping.
Javob: 4,5 .
3. Radiusi R bo‘lgan doiraga yuzasi doira yuzining yarmiga teng bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak ichki

chizilgan. Tog‘ri to‘rtburchak tomonini toping.
Javob: % R(VA4+m £4—1).

4. Aylanaga to‘g‘ri burchakli uchburchak tashqi, muntazam oltiburchak ichki chizilgan. Uchburchak
yuzini oltiburchak yuziga nisbatini toping.
Javob: 2
5. O“tkir burchagi 30° bo‘lgan rombga yuzi Q bo‘Igan doira ichki chizilgan. Rombni yuzini toping.
Javob: 8Q
T

6. Doira tashqi chizilgan teng yonli trapetsiyaning yuzi 32v3 sm. Agar asosidagi o‘tkir burchagi z

ekani ma’lum bo‘lsa, trapetsiya yon tomonini toping.
Javob: 8 sm

7. ABCD rombni tomoni 1++/3, o‘tkir burchagi 60°. ABD uchburchakka aylana ichki chizilgan. C
nugtadan aylanaga o‘rinma o‘tkazilgan. Bu o‘rinma AB tomon bilan E nugtada kesishadi. AE kesma
uzunligini toping.

Javob: 2
8. Teng yonli garama-garshi tomonlari yig‘indisi teng, trapetsiya o‘rtachizig‘i 10. Ma’lumki unga ichki

aylana chizish mumkin. O‘rta chiziq uning yuzini é nisbatda bo‘lishi ma’lum bo‘lsa, trapetsiya

balandligini toping.
Javob: 8

9. Yarim doiraga ABCD to‘g‘ri to‘rtburchak shunday joylashtirilganki, AB tomoni diametr ustida; C va D
uchlari doirani chegaralovchi yoyi ustida; yarim doira radiusi 5 sm. Agar ABCD to‘g‘ri to‘rtburchak yuzi
24 sm?, diagonali 8 sm dan katta ekani ma’lum bo‘lsa, tomonlari uzunligini toping.

Javob: 3 sm, 8 sm.
10. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaga ichki chizilgan aylana markazi yon tomonlardan 2 sm va 4 sm
uzoglikda joylashgan. Trapetsiya yuzini toping.

Javob: 14,4 sm

§ 1.6. «Axborotnomay larda berilgan test
masalalaridan namunalar

1 — masala. (1-son. 34-masala, 1997 vyil). Teng yonli
uchburchakning uchidagi burchagi B ga, yon tomoniga tushirilgan
balandligi h ga teng. Uchburchakning asosini toping.

pl op o g gy
COS — 2sin ﬂ COS? tg’B Ccos E
Yechilishi:

Masala shartiga ko‘ra < ACB = 3, AD = h uchburchak ichki burchaklari ’
yig¢indisi 180° ekan- A B



27

ligidan ABC uchburchakdan, <ABC = 90° — g To‘gri burchakli ABC uchburchakda < ABD o‘tkir
burchak sinusi ta’rifidan,

AB = h __h

in(90° — & A
sin(90 2) cos2

Javob: (E)

2 — masala. (3-son. 46-misol, 1997 vyil). Perimetrlari 24 va 36 bo‘lgan ikki o‘xshash
uchburchaklardan birining yuzi ikkinchisidan 10 ga ortig. Kichik uchburchakning yuzini toping.

A) 20 B) 16 S) 8 D) 12 E) 18.

Yechilishi:
Uchburchaklarda o‘xshashlik koeffitsentini k desak, u holda ularni yuzalari ma’lumki k* marta farq giladi.
Uchburchaklar perimetrlari mos ravishda

ate+c =24, k(ate+c) =36
bo‘ladi. Bu yerdan k :% ekanligini topish mumkin. Ularni yuzalarini S;, S, desak, u holda S; = S, — 10.
Yugoridagi fikrdan S;= S,/K? ekanligini e’tiborga olsak,
S1=k?S;-10, Sy :%81—10381 =8

Javob: (C)
3 — masala. (1-son. 45-masala, 1998 yil). To*g‘ri burchakli uchburchakning burchaklaridan biri 60"
ga teng. Bu uchburchakka romb shunday ichki chizilganki, 60° li burchak umumiy, rombning golgan

uchlari uchburchakning tomonlarida yotadi. Agar rombning tomoni /12 /5 ga teng bo‘lsa, berilgan
uchburchakning katta katetini toping.

A)18 B) 2.4 S)i D) % £) 2.2

Yechilishi:
Shartga ko‘ra romb tomoni CN = V12 /5,
< BEN = 30° ekanligidan o‘tkir burchak
sinusi ta’rifiga ko‘ra, BNE uchburchakda

NB = NE/2. Bundan BC =CN +NB —%

ABC — to‘g‘ri burchakli uchburchakda
< BCA=60°, burchak garshisidagi katet

BA = Bc:tg<Bc:A_£ J3 =18

Javob: (A)

4 — masala. (3-son.40-masala.1998 yil). Aylanaga tashqi chizilgan teng yonli trapetsiyaning
asoslari 54 va 24 sm. Trapetsiyaning balandligi necha sm?

A) 42 B) 40 S) 32 D) 36 E) 38

"D [
Yechilishi:
Masala shartiga ko‘ra DC =24, AB =54. |
Bizga ma’lumki, to‘rtburchakka ichki l
aylana chizish mumkin bo‘ladi, gachonki
garama-garshi tomonlari yig‘indisi # b &
M

teng bo‘lsa. Demak, DC+AB= AD+CB
yoki
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w - AD = BC,

. AB—-DC . . i
Bundan BC = 39. Shuningdek, MB :T = 15. To‘g‘ri burchakli BMC uchburchakdan MC ni
topamiz:

MC= 39715 =36
Javob: (D)

5 — masala. (5-son. 40-masala, 1998 vyil). Perimetri 2 r ga, diagonallarining yig‘indisi m ga teng
bo‘lgan rombning yuzini toping.

A)m2+p2 ) mz_pz ) m2+p2 D) mz_pz E)mz.pz
2 2 4 4 4
Yechilishi:
Rombni tomonini a, diagonallarini mos ravishda d* + d,? deb belgilaylik. Shartga ko‘ra
d; +do =m (1)
a=r/2. Bizga ma’lumki rombning diagonallari kvadratlari yig‘indisi, tomonlar kvadratlari yig‘indisiga
teng bo‘ladi.
Ya’ni,
WD) =0+ dy )

(1) tenglikni ikkila tomonini kvadratga oshiramiz:

m2 = d12 + 2d;d, + d22
(2) ni e’tiborga olsak,

p2
m2=4~T +2d; -d, (3)

2 2

m -p

Rombni yuzi S = d.d. formuladan topilar edi. (3) tenglikdan S =
2

ekanligi kelib chigadi.

Javob: (D)
6 — masala. (12-son. 10-masala, 1998 vyil). Uchburchakning asosiga parallel to‘g‘ri chizig uning
yuzini teng ikkiga bo‘lsa, asosidan boshlab hisoblaganda uning yon tomonlarini ganday nisbatda bo‘ladi.

A) (V2-1):1 B) 1:1 S)%:l D) (/3-1):1E) 22 -1): 1

Yechilishi:

ABC, MNC uchburchaklarni
Yuzalarini mos ravishda S; va S,
deb belgilaylik.

U holda,
1

Sq :EAC -AB -sino, S; :%MC - MNisin a.

Bo‘ladi. AM : MC nisbatni topish talab gilingan.
ABC va MNC uchburchaklar o‘xshash bo‘lib, o*xshashlik
koeffitsiyentini k desak,

k2:£:2:> k:£:\/§,
S MC

_AC-MC _2-1
MC 1

AC — MC = AM ekanligidan
MC
Javob: (A).
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7 — masala. (12-son. 87-masala, 1998 vyil). O‘tkir burchakli uchburchak tomonlarining uzunliklari
natural sonlardan iborat va ular ayirmasi 4 ga teng bo‘lgan ariffmetik progressiyani tashkil giladi. Shu
uchburchak kichik tomonining eng kichik giymati nechaga teng bo‘lishi mumkin.

A)8 B) 15 S) 14 D) 12 E) 13.
Yechilishi:

Aniglik uchun kichik tomoni AC =x desak, u holda BC =x+4, AB =x+8 bo‘ladi. Uchburchak
tengsizligidan x ni giymatini 4 dan katta bo‘lishini ko‘rish mumkin. Bu ma’lumot yetarli emas, chunki
shartga ko‘ra uchburchak o‘tkir burchakli. Quyida Al-Xorazmiy teoremasini keltiramiz:

Teorema: O‘kir burchakli uchburchakda ikki kichik tomon kvadratlari yig‘indisi uchinchi tomoni
kvadratidan katta;

To‘g‘ri burchakli uchburchakda ikki kichik tomon kvadratlari yig‘indisi uchinchi tomoni
kvadratiga teng;

O‘tmas burchakli uchburchakda ikki

kichik tomon kvadratlari yig‘indisi uchinchi <
tomonidan kichik;
Demak, AC? + BC?>AB? shart urinli.
U holda,
X2 + (x+4)? > (x+8)? = x* — 8x — 48 >0.
X €(—o0; —4) U (12; +0). A g

Yuqori dagi natijaga ko‘ra ABC uchburchakning kichik tomonining eng kichik giymati 13 bo‘lar ekan.
Javob: (E)
8 — masala. (1-son. 49-masala, 1999 vyil). Shaklda berilganlarga ko‘ra ADEC to‘rtburchakning
yuzini toping.

A) 10 B) 6 S) 12 D) 8 E)7

Yechilishi:
Talab qgilingan to‘rtburchakning yuzi ABC uchburchak
yuzidan BDE uchburchak yuzini ayirishdan topiladi. BDE uchbur-
chak misr uchburchagi bo‘lib, uning yuzi

DE - BE
Sepe = 2 =6.
ABC — uchburchak yuzini
1

SABCZE AB - BS-sin<[3

formulalardan foydalanib topamiz. ZB burchakning sinusi BDE uchburchakdan topiladi. sin < B = 4/5,
1 4
Saec == +9-5-— =18
ABC 2 5
Izlangan yuza
Sapec = Savc —Sgpe = 18 -6 = 12.
Javob: (S)

9 — masala. (2-son. 45- masala, 1999 yil). Parallelogramning
o‘tkir burchagi uchidan uning shu uchidan o‘tmaydigan yon |
tomonlariga tushirilgan perpendikulyar orasidagi burchak |
130° ga teng. Parallelogramning burchagini toping.

A) 40° B) 45° S) 50° D) 55° E) 35° NP

Yechilishi: A~ Je /
Masala shartiga ko‘ra < MAN =130° S
ABN va ADM to‘g‘ri burchakli uchburchaklar o‘xshash, Tz,

Mo» ¢
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chunki<ABN=<ADM ekanligi kelib
chigadi. Shu burchakni kattaligini o desak va <BAD =B deb olsak, o + p = 90°, 20, + p = 130°.
Bu tenglamalardan tuzilgan tenglamalar sistemasidan izlangan burchakni topish mumkin: p =50°.
Javob: (C)

10—-masala. (2-son. 50-masala, 1999 yil). Teng yonli uchburchakning uchidagi burchagi 2a ga,
unga tashqi chizilgan aylananing raadiusi R ga teng. Uchburchakning yuzi nimaga teng?

A) R%in20cosa  B) R%os a sin® 2a C) R?sin? 2a D) 4R?%cos’a sina
E) 2R%cos’a

Yechilishi:
Masala shartiga ko‘ra ACB = 2a.,
OA =0OB = OC =R. BDC to‘g*ri burchakli
uchburchakdan <DBC = 90° — o ekanligi-
dan mos AOC markaziy burchak 180° — 2a
ga teng.
AOC uchburchakdan, AC tomonni kosinuslar
teoremasi bo‘yicha topamiz:

AC=/R’+R’-2R"cos(180° - 2a) =

=R /2(l+ cos2a) =R 4-%%{%&1

ABC uchburchakning yuzini Sagc :%AC2 sin <ACB formula bo‘yicha hisoblaymiz:

1 ) )
SaRc = E (2R cos oc)2 sin 20, = 4 R? cos®a sina.

Javob: (D)

11 — masala. (3-son. 46-masala, 1999 vyil). ABC
uchburchakning AB va AC tomonlarida shunday K va M nuqtalar

olindiki, AK :% AB ga va AN :gAC ga teng bo‘ladi. ABC

uchburchakning yuzi 18ga teng. AKN uchburchakning yuzini
toping.

A) 4 B) 6 S)9 D)2 E) 3.
Yechilishi:
Masala shartiga ko‘ra

SABC=%~AB~AC~sin<A=18.

ANK uchburchakning yuzi
1 2 1

SANK:E' EAC gAB'Sin<A
yoKki
2 1 . 2 2
Sank=—* —AB - AC -Sin< A===Spgc= —- 18=4
ANK 9 2 9 ABC 9

Javob:(A)

12 — masala. (4-son. 43-masala, 1999 yil). Uchburchak
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burchaklari 45° va 60° ga, unga tashqi chizilgan aylananing radiusi R ga teng. Uchburchakning yuzini
toping.

A)3R;\@ B) Rz*@(ﬁﬂ) S)Ff(\@h@) D)RT\/E E)R7(3+\/§).

Yechilishi:
Masala shartiga ko‘ra ABC uchburchakda <A = 60° :
<C = 45°, < B =75° OA =OB=0C=R. Aniqlik uchun AC =a, BC =¢, AB =c deb belgilab olaylik.
Izlanayotgan uchburchak yuzini ikkita qulay usulda topish mumkin:
a-e-c
4R

SAABC = yoki  Spapc= %arsin <A.

Ma’lumki, aylanada markaziy burchakka mos ichki burchak uning yarmiga teng edi. Shunga ko‘ra
quyidagilarga egamiz:

<AOC =90°, < BOC =120°, <AOC = 150°

AAOC, ABOC, AAOB uchburchaklarda kosinuslar teoremasini go‘llab a, &, ¢ larni topish

mumkin.
a=RZ + R? - 2RZ cos150° = Ry/2+ 43 ;
v=yR? + R? — 2R? c0s120 =R /3 ;
s=+vR? + R —2R2c0s90° =R+/2:

1-usul bo‘yicha hisoblaylik
2
RV2++/3 R\/_ RV2_ R R o 3,

Saec=

2-usul bo‘yicha hisoblaylik
2
Saec= %R\/2+\/§ . R\/g; sin60° :RT(g+\/§) :

Javob: (E)

13 — masala. (5-son. 43 —masala, 1999 yil). To‘rtta nugta aylanani yoylarga ajratadi. Yoylar
uzunliklari maxraji 2 ga teng geometrik progressiyani tashkil etadi. Shu to‘rtta nuqgtani ketma-ket
tutashtirish natijasida hosil bo‘lgan to‘rtburchakning diagonallari orasidagi eng katta burchakni toping.

A) 100° B) 120° S) 150° D)130° E) 140°

Yechilishi:
<AOB, <BOC, < COD, <DOA burchaklarni
mos ravishda x, 2x, 4x, 8x deb olsak, u hol-
da <AOB =24° ,<BOC = 48°, <COD =96’ ,
<DOA=192°.

Markaziy burchak va unga mos ichki burchak-
lar xossasiga ko‘ra <DCA =96° chunki
<DOA=192°.<CDB =24° chunki <COB = 48",
demak, <DMC =60° bo‘lib, izlangan <SMB =
<DMA =120° ekanligini ko*rish mumkin.

Javob: (B).

14 — masala. (5-son. 44 — masala, 1999 vyil). BC va AD — trapetsiyaning asoslari, O — AC va BD
diagonallarining kesishish nugtasi BOC va AOD uchburchaklarning yuzlari mos ravishda 4 va 9 ga teng.
Trapetsiyaning yuzini toping.

A) 16 B)25 S) 26 D) 30 E) 36.



32

Yechilishi:
Shartga ko‘ra A BOC va AAOD uchburchaklar o‘xshash bo‘lib, o‘xshashlik koeffitsenti k =—
ekanligini aytish mumkin. Bu yerda MO = h; desak, NO

B
:§h1 bo‘ladi. j:/I C
2 i
MN:MO+NO:>MN:gh1. ;
I
BC = a; desak, AD :gal bo‘ladi. |
|
Trapetsiyani yuzi . =,
e A o 2
S:BC;AD.MN: é h1:25_
2 2 2
Javob: (B)

15 — masala. (5-son.45-masala,1999 yil). Burchagi 60° ga, katta asosi 10 ga teng bo‘lgan teng yonli
trapetsiyaga aylana ichki chizilgan.

Trapetsiyaning kichik asosi uchi va aylana markazi orasidagi masofani toping.

A)ﬂ B)# S)3§ D)S% E)4%

Yechilishi:
Aniglik uchun AD =BC =a deb belgilaylik. To‘g‘ri

burchakli AAND uchburchakdan AN :% ekanligi kelib

chikadi. To‘rtburchakka ichki aylana chizilganligi uchun
DC+ 4B

=a deyish mumkin. Bundan

10—-a+10 20
T —a—=a= —.

Bu yerda £ _E va Z/DLO =60° ekanligidan ALOD teng tomonli bo‘lib, izlangan masofa OD

:% yoki 3% ekanligini aytish mumkin.
Javob: (D)

16 — masala. (5-son. 45-masala, 1999 yil). Tomoni 1 ga teng bo‘lgan kvadrat ustma-ust quyiladi.
Shundan so‘ng kvadratlardan biri ularning umumiy simmetriya markaziga nisbati 45° ga burildi. Hosil
bo‘lgan figuraning yuzini hisoblang.

A)4-2+2 B)1.2 S) 1,25 D)3- 2 ,\/\

E)2\/§+1. I~

%
2 |
lo

Yechilishi: _
Chizmadan ko‘rish mumkinki hosil
gilingan figurani yuzii S =Sy, + 4Sasc
tenglikdan topiladi. \

< BAC =45° ekanligidan \/
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AN =NC = BN = g ~05 =@ . Bu ma’lumotlarga ko‘ra, Saagc = (vV2-1) posiin,
4

S=1+4 (\/5_1) =4-2.2 ekanligini topamiz.
4

Javob: (A).
17 — masala. (8-son. 43-masala, 1999 yil). Uchburchakning tomonlari 6; 9 va 12 ga teng. Eng katta
burchak bissektrisasi uchburchakning tomonidan ajratgan kesmalarning kattasini toping.

A) 7,2 V) 4,8 S) 6,8 D) 8,4 E) 5,6 B
Yechilishi:
Bizga ma’lumki uchburchakning uchidan
chiggan bissektrisasi garshisidagi tomonni

yon tomonlari nisbati kabi nisbatda bo‘ladi. D
Ya’ni
AB _ BD
AC DC
Bunga ko‘ra,
9__BD _pp- 7,2 A C
6 12-BD

Javob: (A)

18 — masala. Uchburakning ikki tomoni uzunliklari 6 va 3 ga teng. Agar bu tomonlarga o‘tkazilgan
balandliklar uzunliklari yig‘indisining yarmi uchinchi tomonga o‘tkazilgan balandlikka teng bo‘lsa,
uchinchi tomon uzunligini toping.

A) 6 B)5 S)3 D) 4 E)7

Yechilishi:

Aniglik uchun BD=x, CF=u, BC =a
deb belgilaylik. Shartga ko‘ra AC =6, AB=3

M:AE. ABC uchburchakning yuzini

3 tomoni va mos balandliklaar
bo‘yicha ifodalarini tenglashtiraylik:

X+Yy
27 ex 3y
2 2 2
bu yerdan y=2x = Yo ekanligini aytish mumkin.
X
X+Yy L - e y a B
a-T = 6x tenglikni ikkala tarafini x ga bo‘lamiz: a+a==12= 3a=12= a=4
X

Javob: (D)

19 — masala. (8-son. 47-masala, 1999 yil). Teng yonli tarpetsiyaning yon tomoni 7 ga diagonali
8 ga, o‘rta chizig‘i 4 ga teng. Trapetsiyaning kichik asosini toping.

A) 3 B) 4 S)5 D) 2 E) 4,2 o

Yechilishi: / ; \® N
Shartga ko‘ra AC= 8, AD =BC =7, M !
DC+ 4B y
=T 4
2 .
A
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Aniglik uchun DC =a, AB=¢ deb olaylik. AB ni davomida

a ga teng kesma go‘yamiz. Bu yerda ADC va BCE uchbur-

chaklar o‘xshash. Demak AC=CE=8 bo‘lib, ACE teng tomonli uchburchak. ~ AEC =60°, BC =7, CE=8
ma’lumotlardan BCE uchburchakda

BC? = CE? +BE?— 2 CE - BE c0s60°, ya’ni 7°=a*+8* - 2a - 8 % — a;=5 a,=3 Masala shartini a=3

ganoatlantiradi.
Javob: (A)

20 — masala. (10-son.47-masala, 1999 yil). ABC uchburchakning AD medianasi 6 ga AC tomoni 8
ga va ular orasidagi burchak 30° ga teng ABC uchburchakning vuzini topina.
A) 28 B) 26 S) 22 D) 30 E)
Yechilishi:

Bizga ma’lumki mediana uchburchak

Yuzini teng ikkiga bo‘ladi. Demak,

Sasec =2 * Spacp= 2 % -6 - 8 -sin30° =24,

Javob: (E)
21 — masala. (10-son. 48-masala,1999 yil). Radiusi 4 ga teng bo‘lgan doiraga tashqi chizilgan teng
yonli trapetsiyaning perimetri 40 ga teng. Trapetsiyaning Kichik asosini toping.
A)3 B) 4 S)5 D) 2 E)6

Yechilishi:

Masala shartidan ko‘rinadiki, R =4 ekanligidan DE=8
bo‘ladi. Aylana trapesiyaga ichki chizilganligidan

AD+BC= DC+AB
tenglik o‘rinli. Trapetsiyaning perimetri 40 ekanligini e’tiborga
olsak, u holda AD=BC=10 kelib chigadi. ADE to‘g‘ri burchakli
uchburchak topilgan ma’lumotlarga ko‘ra misr uchburchagi.
Bundan AE=6 hamda DC+AB=20, (AB=DC+2AE) ekanligidan, izlangan kichik asos topiladi:

DC=20-AB=20-DC-12=DC=4

Javob: (B)
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STEREOMETRIYA

§ 2.1. To‘s‘ri chizig va tekisliklarining xossalari

Stereometriyaning ko‘pgina masalalarini yechishdan oldin quyidagi keltirilgan to‘gri chiziq va
tekisliklarni ta’rif va teoremalarini yodda tutish lozim.

1. To‘g¢ri chiziq va tekislikning parallelligi

a tekislik va unga tegishli bo‘lmagan a te‘g‘ri chiziq birorta ham umumiy nugtaga ega
bo‘Imasa, u holda ular parallel deyiladi.

To‘g ri chiziq va tekislikning parallelik alomati. Agar to‘g‘ri chiziq a tekislikdagi biror a to‘gri
chizigga parallel bo‘lsa, u holda u shu tekislikka ham paralleldir.

To‘g‘ri chiziq va tekisliklarni parallelligi hagidagi teoremalar:

a) Agar « tekislikka tegishli beo‘lgan a te‘g‘ri chiziq g tekislikka parallel be“lib, shu bilan birga
a va Btekisliklar v to ‘g ‘ri chiziq orgali kesishsa, u holda a va v te‘g‘ri chiziglar parallel be‘ladi .

b) Agar a va ¢ parallel to‘g*ri chiziglar orgali kesishuvchi turli tekisliklar o‘tkazilsa, u holda a,
¢ va ularni kesishish chizig ‘i s to‘g‘ri chiziglar o ‘zaro parallel bo‘ladi.

v) Agar kesishuvchi a va g tekisliklarning Har biri berilgan a te‘g‘ri chizigka parallel bo‘lsa, u
holda ulrani kesishish chizig‘i ¢ p ham a to‘g‘ri chizigga parallel bo‘ladi.

2. Tekisliklarni parallelligi

Agar a va g tekisliklar birorta ham umumiy nugtaga ega be‘lmasa, u holda ular parallel
deyiladi.

Ikki tekislikning parallellik alomati: « tekislikda yotgan o‘zaro kesishuvchi a va ¢ to‘g‘ri
chiziglar B tekisligida yotgan c va d te‘g‘ri chiziglarga mos ravishda parallel be‘lsa, u holda a va g
tekisliklar o‘zaro paralleldir.

Parallel tekisliklar hagidagi teoremalar:

a) Agar ikiki parallel tekisliklarni uchinchi tekislik kesib o‘tsa, u holda kesishish chiziglari parallel
bo‘ladi.

b) Ikkita parallel tekislik orasiga joylashgan parallel to‘g‘ri chiziglarning kemalari teng.

3. To‘g¢ri chiziq va tekislikning
perpendikulyarligi

Agar tekislikni kesib o‘tuvchi te‘g‘ri chiziq tekislikdagi shu kesishish nugtasidan o‘tuvchi
istalgan to ‘g ‘ri chizigka perpendikulyar be‘lsa, te‘g‘ri chiziq shu tekislikka perpendikulyar deyiladi.

To‘g‘ri chiziq va tekislikning perpendikulyarlik alomati.

Agar tekislikni kesib o‘tuvchi te‘g‘ri chiziq, tekislikning shu kesishish nugtasidan e ‘tuvchi ikki
to‘gri chizig‘iga perpendikulyar be‘lsa, u holda tekislikning o ‘ziga ham perpendikulyar bo‘ladi.

To‘g ri chiziq va tekislikning perpendikulyarligi hagidagi teoremalar:

a) Bitta tekislikka perpendikulyar ikki to‘g‘ri chiziq o‘zaro paralleldir.

b) Agar tekislik ikkita parallel to‘g‘ri chizigdan biriga perpendikulyar bo‘lsa, u holda ikkinchisiga
ham perpendikulyardir.

v) Berilgan to‘g‘ri chizigka perpendikulyar ikki tekislik o‘zaro paralleldir.

4. Tekisliklarning perpendikulyarligi
Kesishuvchi ikkita tekislikning kesishgan to‘g‘ri chizig‘iga perpendikulyar be‘lgan uchinchi

tekislik ularni perpendikulyar to‘g‘ri chiziglar be‘yicha kesib o‘tsa, bu ikki tekislik perpendikulyar
tekisliklar deyiladi.
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Tekisliklarni perpendikulyarlik alomati. Agar tekislik ikkinchi tekislikka perpendikulyar te‘g‘ri chiziq
orgali o‘tsa, u holda ular o“zaro perpendikulyar bo‘ladi.

Perpendikulyar tekisliklar hagidagi teoremalar:

a) Agar ikki tekislik perpendikulyar bo‘lib, ulardan biriga tegishli bo‘lgan to‘g‘ri chiziq ularning
kesishish chizig‘iga perpendikulyar bo‘lsa, u holda bu to‘g‘ri chiziq ikkinchi tekislikka perpendikulyar
bo‘ladi.

b) Agar ikki tekislik perpendikulyar bo‘lib, ulardan biriga kesishgan chizigdan perpendikulyar
o‘tkazilsa, u holda bu perpendikulyar butunlay ikkinchisiga tegishli bo‘ladi.

5. Tekislikka tushirilgan perpendikulyar va og‘ma

Berilgan nugtadan berilgan tekislikka tushirilgan perpendikulyar deb, berilgan nugtani
tekislikning nuqgtasi bilan tutashtiruvchi va tekislikka perpendikulyar to‘g‘ri chizigda yotuvchi
kesmaga aytiladi. Nugtadan tekislikgacha masofa perpendikulyarning uzunligi deyiladi.

Berilgan nugtadan berilgan tekislikka o‘tkazilgan og‘ma deb berilgan nugtani tekislikdagi
nugta bilan tutashtiruvchi va tekislikka perpendikulyar be ‘lmagan istalgan kesmaga aytiladi.

Uch perpendikulyar hagidagi teorema.

Tekislikda og‘mani asosidan uning proyeksiyasiga perpendikulyar gilib o‘tkazilgan te‘g‘ri
chizig og‘maning eo‘ziga ham perpendikulyardir. Aksincha, tekislikdagi te‘g‘ri chizig og‘maga
perpendikulyar bo‘lsa, u og ‘maning proyeksiyasiga ham perpendikulyar be ‘ladi.

Og‘ma va tekislik orasidagi burchak deb, og‘ma va uning shu teksilikdagi ortogonal
proyeksiyasi orasidagi burchakka aytiladi.

6. IkKi yogli burchak va uni o‘lchash

Ikkita yarim tekislikdan va ularni chegaralab turgan umumiy te‘g‘ri chizigdan tashkil topgan
figura ikki yoqgli burchak deyiladi. Yarim tekisliklar ikki yogli burchakning yoglari, ularni
chegaralovchi te ‘g ‘ri chiziq esa ikki yogli burchakning girrasi deyiladi.

Ikki yogli burchakning girrasiga perpendikulyar tekislik bilan hosil gilingan burchak ikki yoqli
burchakning chizigli burchagi deyiladi. Ikki yogli burchakning o‘lchovi uchun unga mos chizigli
burchakning o‘Ichovi gabul gilinadi.

§ 2. 2. Ko‘pyoqglar

Ko‘pyoglarga doir masalalarni yechishda asosiy ko‘pyoqlar turlari va ularning xossalarini bilish
talab etiladi.

1. Sirti chekli migdordagi yassi ko‘pburchakdan iborat jism ko‘pyoq deyiladi. Ko‘pburchaklarning
tomonlari ko‘pyoqni girralari deyiladi. Ko‘pyogni chegaralovchi ko‘pburchaklar ko‘pyogni yoqlari
deyiladi.

2. Prizma deb ikki yog ‘i teng ko ‘pburchaklardan iborat be‘lib, parallel tekisliklarda yotuvchi va
golgan barcha qirralari parallel ko‘pyogga aytiladi. Teng ko‘pburchaklar prizmani asoslari deyiladi.
Prizmani qolgan yoqlari yon yoqlari deyiladi. Prizmaning asoslarida yotmaydigan girralari yon girralari
deyiladi. Prizmaning barcha yon qirralari parallel tekisliklar hosil gilgan parallel to‘g‘ri chiziglarning
kesmalari ekanligidan o‘zaro teng. Asoslari orasidagi masofani ifodalovchi kesma prizmaning balandligi
deyiladi. Prizmani diagonali deb bitta yog‘iga tegishli bo‘lmagan uchlarini tutashtiruvchi kesmaga
aytiladi.

Yon yoqlari asos tekisligiga perpendikulyar bo‘lgan prizma to‘g‘ri prizma deyiladi.

Muntazam prizma deb shunday to‘g‘ri prizmaga aytiladiki, uning asoslari muntazam
ko‘pburchaklardan iborat bo‘ladi.

Ixtiyoriy prizmaning yon sirti quyidagi formula bilan topiladi:

Syon = Pn 'AA]_
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bu yerda P, — prizmaning ko‘ndalang kesim perimetri; AA; — yon girrasi uzunligi.
Xususiy holda to‘g‘ri prizmaning yon sirti asosining perimetri bilan balandligi ko‘paytmasiga

teng.
Prizmaning hajmi quyidagi formula bilan hisoblanadi:
V =5,-AA; V = Sasos - H,
bu yerda S, - prizmaning ko‘ndalang kesim yuzi; AA; - yon qgirrasi uzunligi; Sases — @sosining yuzi;

H — prizmaning balandligi.

3. Asosi parallelogramdan iborat prizmaga parallelepiped deyiladi. Uning barcha oltita yoqglari
parallelogramdir.

Parallepipedning xossalari:

A) Parallelepipedning diagonallari o‘rtalari uning simmetriya markazi deyiladi;

B) Parallelepipedning garama-garshi yoglari teng va parallel;

S) Parallepipedning barcha to‘rtta diagonali ham bir nuqtada kessishadi va kesishish nugtasida
teng ikkiga bo‘linadi.

Yon girralari asos tekisligiga perpendikulyar to‘g‘ri parallelepiped deyiladi.

To‘g‘ri burchakli parallelepiped to‘g‘ri parallelepiped bo‘lib, asoslari to‘g‘ri to‘rtburchaklardan
iborat. To‘g‘ri burchakli parallelepipedning girralari teng bo‘lsa, bunday parallelepiped kub deyiladi.
Kubning hamma yoqlari teng kvadratlardan iborat.

To‘g‘ri burchakli parallelepipedning hajmi va diagonali mos ravishda quyidagi formulalar
bo‘yicha hisoblanadi:

V = abc,
d? = a%+ ¢ 2+c?
bu yerda a, 6, ¢ - to‘g‘ri burchakli parallelepipedning bir uchidan chiggan girralari.
Kubning hajgni va diagonali mos ravishda quyidagi formulalar yordamida hisoblanadi:
V=a’,

d=a+/3,

4. Piramida deb, uning bitta yog‘i ixtiyoriy ko‘pburchakdan, golgan yoglari umumiy uchga ega
bo‘lgan uchburchaklardan iborat ko‘pyoqga aytiladi. Ko‘pburchak piramidaning asosi, qolganlari yon
yoglari deyiladi. Barcha yon yoqglarining umumiy uchi piramidani uchi deyiladi. Piramidani balandligi
deb, piramidaning uchidan asos tekisligiga tushirilgan perpendikulyarga aytiladi.

Muntazam piramida deb asosi muntazam ko‘pburchakdan iborat bo‘lib, balandligi bu muntazam
ko‘pburchakni markaziga tushuvchi piramidaga aytiladi. Muntazam piramidaning barcha yon girralari
bir-biriga teng; barcha yon yoqlari teng yonli uchburchaklardir. Muntazam piramida yon yog‘ining
balandligi bu piramidani apofemasi deyiladi.

Agar piramidaning asosi n — burchakdan iborat bo‘lsa, u holda bunday piramida n- burchakli
piramida deyiladi. Uchburchakli piramida tetraedr deyiladi. Agar tetraedrning barcha girralari teng bo‘lsa,
bunday tetraedr muntazam tetraedr deyiladi.

Muntazam piramidaning yon sirti quyidagi formula yordamida hisoblanadi:

Syon = % P-h,
bu yerda P — piramida asosining perimetri, h — apofema. Piramidaning hajmi quyidagi formula bo‘yicha
hisoblanadi:

\ L S-H,

3
bu yerda S — piramida assosining yuzi; H — piramida balandligi.

5. Piramidani uning asosiga parallel tekislik bilan kesganda ikkita ko‘pyoq hosil bo‘ladi. Ulardan
biri kesik piramida deb ataladi, ikkinchisi piramida bo‘lib, u kesik piramidani to‘ldiruvchi deyiladi. Kesik
piramidani asoslari o‘xshash ko‘pburchaklardan, yon yoglari trapetsiyalardan iborat. Kesik piramidaning
balandligi deb, oxirlari asoslarida bo‘lgan perpendikulyar kesmasiga aytiladi.
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Agar kesik piramida muntazam piramidaning gismi bo‘lsa, muntazam kesik piramida deyiladi.
Muntazam kesik piramidaning yon yoqlari teng yonli trapetsiyalardan iborat. Bu trapetsiyalarning
balandligi muntazam kesik piramidaning apofemasi deyiladi.

Muntazam kesik piramidaning yon sirti quyidagi formula yordamida hisoblanadi.

1
Syon = E (P1+P2)h,

bu yerda P,P; - piramida asoslarining perimetrlari; h — apofema.
Muntazam kesik piramidani hajmi quyidagi formula bo‘yicha hisoblanadi:

=3 &+ S,S, st

bu yerda H — kesik piramida balandligi; S;S, — piramida asoslarining yuzlari .

6. a) Agar piramidaning barcha yon qgirralari asos tekisligi bilan bir xil burchak tashkil gilsa, yoki
girralari teng bo‘lsa, u holda piramidaning balandligi asosiga tashqi chizilgan aylana markaziga tushadi.

B) Agar piramidaning asosi barcha yon yoqlari bilan bir xil o burchak tashkil gilsa, yoki yon
yoglari apofemalari teng bo‘lsa, u holda piramidaning balandligi asosiga ichki chizilgan aylana markaziga
tushadi, shu bilan birga Sases = Syon - coso.

S) Agar S; va S; - piramidaning parallel kesimlari yuzlari, a; va a;, - kesimlarning chizigli o‘lchovi
elementi, h; va h; - piramidaning uchidan kesimlargacha bo‘lgan masofa bo‘lsa, u holda

S.=a, = h:
: a, h;
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
1 —misol. To‘g‘ri burchakli parallelepipedning balandligi 5 sm. P, . e
Asosining diagonali 6~+/2 sm bo‘lib, asosining tomonlari bilan A, ! E,
45° |i burchak tashkil giladi. Parallelepipedning hajmini toping. i
Yechilishi: 2
Shartga ko‘ra AA;=5sm, DB =6 V2 sm, <ABD = 45°. ABD f
to‘g*ri burchakli uchburchakdan AD=DB - sin45° = 6(sm), ;
AB= AD=DB - cos45° = 6(sm), ekanligini topish mumkin. U holda hajm p
V =AB - AD - AA; = 180 (sm°). A/‘ . L ¢
Javob: 180 sm®,
2 —misol. Muntazam to‘rtburchakli prizmaning diagonali 7 sm, . ¢
yon yog‘ining diagonali 5 sm. Prizmaning diagonali va balandligi ) Y |
A : B

!
yig‘indisini toping. :
Yechilishi: poo ‘
Shartga ko‘ra BD; =7, BC; =5, prizmani asoslari kvadratlaridan, f
i
|

yon yoqlari to‘g‘ri to‘rtburchaklardir. D;C,B; to‘g‘ri burchakli uchburchak- * ,’
dan D;C;?=a’ =BD,” — BC,* = 24 ekanligini topamiz. BB;S; to‘g‘ri bur- , Nl
chakli uchburchakdan Phme - *\",‘/a

BB, = \ BCl2 - B1Cl2 = Blclz_az =1 ﬂ - b

U holda izlangan yig‘indi BD;+BB; = 8
Javob: 8

3 — misol. Tekislikdan a masofada joylashgan nugtadan tekislikka
ikkita og‘ma tushirildi. Og‘malarning harbiri bilan tekislik orasidagi
burchak 45° ga teng. Agar og‘malar orasidagi burchak 60° ga teng
bo‘lsa, og‘malarning uchlari orasidagi masofa gancha?

Yechilishi:

Shartga ko‘ra AA =a, £ ACA = 45°,

Z ABA = 45°, <BAC =60°. Shartdan ko*ri-
nib turibdiki, AB va AC og‘malar bir-
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biriga teng. ABA to‘gri burchakli teng yonli uchburchakdan AB=a./2 . ABC teng yonli uchburchakdan
kosinuslar teoremasiga ko‘ra,

BC?= AB?+AC? — 2AB - AC - s0s 60° = 2a° +2a%> — 2 - 2a° - % =2a°.
BC =a+/2. Javob: a+/2

4 — misol. o va B tekisliklar orasidagi burchak 60° ga teng. o tekislikdagi A nuqgtadan tekisliklarning
kesilishi chizig‘igacha bo‘lgan masofa 3 ga teng. A nugtadan p tekislikkacha masofani toping.

Yechilishi:

Shartga ko‘ra AO =3, <AOB =60°. AB masofa A nuqtadan
B tekislikkacha masofa ekanligidan, hosil gilingan AOB uchburchak
to‘g ri burchakli. To‘g‘ri burchakli uchburchakda o‘tkir burchak
garshisidagi katet gipotenuza bilan shu burchak sinusi ko‘paytmasiga
tengekanligidan:
i

AB=AO-sin6O°=3-73 =153

Javob: 1,5 /3

5 — misol. To‘g‘ri parallelepipedning asosini tomonlari 6 va+/3 ga teng bolib, 30° Ii burchak
tashkil qgiladi. Parallelepipedning kichik diagonali Va2 ga teng. Shu dinnnmlnir;n acne telkiclinj pilan
hosil gilgan burchagini toping.

Yechilishi:

Shartga ko‘ra AD=6, AB=+/3, /BAD =30° bo‘lsin. Ko‘rinib 1
turibdiki parallelepipedning kichik diagonali BD =\/42 . ABD
uchburchakda kosinuslar teoremasiga ko‘ra,

BD’= AD? +AB? - 2AD - AB - s0s30°

ekanligidan BD ni topamiz:

BD:\/3+36—2~\/§~6-cos\’3()O =/21.

To‘g‘ri burchakli BDD- uchburchakdan <DBD " burchakning kosinusi:

S0S :%—@:£:><DBD':450.
BI 42 2

Javob: 45°,
6 —misol. To‘g‘ri prizmaning asosi teng yonli uchburchak bo‘lib, unir y
asosi a ga va asosidagi burchagi o ga teng. Agar prizma yon sirtining

yuzi prizma asoslari yuzlarining yig‘indisiga teng bo‘lsa, uning hajmini A
toping.
Yechilishi:
Masala shartiga ko‘ra AB=AC, BC=a. ZABC= ZACB =a
2. SpaaBC = Syon sirt (1)
ABC to‘g‘ri burchakli uchburchakdan DC:% ekanligidan a o‘tkir A '
burchak kosinusi ta’rifidan, AB=AC= —~ .
2C0s
Bundan
SAABC=1 ( 4 )2 - sin (7'[—2(1): m; Paapc = M
2 2cosa 8cos’a Cos o

(1) tenglikdan, 2 - Syapc = R - N (N- prizma balandligi) demak,
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a’sin2a _ a(l+cosa) N

4co8’ o cosa
bu yerdan N ni topamiz:
~ asin 2o
4cosa(l+cosa)
Prizmaning hajmi
a’sin 2« asin 2a a®sin? 2«
V :SA - N= > : = .
8cos"a 4cosa(l+cosa) 32cos’a(l+cosa)

Javob: a’'sin 2«
32cos® a(l+ cos)
7 —misol. Yon sirti Q bo‘lgan to‘rtburchakli muntazam piramidaning yon yog‘i asos tekisligi bilan
a burchak hosil gilsa, uning hajmini toping.

Yechilishi: 5
Shartga ko‘ra Syonsit= Q, £ SNO = a shu bilan birga |
asosi kvadratdan iborat. Quyidagi belgilashlarni olaylik AD =a, |
SO=H. Ma’lumki, yon yoqlari asos tekisligi bilan bir xil |
burchak tashkil giluvchi yoki asosiga ichki aylana chizish D ! ¢
mumkin bo‘lgan piramidalar uchun, / |
Sasos: Syon sirt © SOSo 6‘kan|lgidan — —ljxo
Sasos= > = Q - 5050 = a = ,/QCoSx .
SNO to*g‘ri burchakli uchburchakda A B
NO=
JQcos : . S, \JQcos
% = % bo‘lib, o‘tkir burchak tangensi ta’rifiga ko‘ra H=NO -tgoa= % ‘tgo.
Piramidani hajmi

4/ COS
\V = % Sasos H:%Qcosa . % tga :%Qsina\/QCOSa.

Javob: % Qsino,/QCos & .

8 — misol. Piramidaning asosi o‘tkir burchagi o bo‘lgan to‘g‘ri burchakli uchburchak bo‘lib, uning ¢
ga teng uzunlikdagi hamma yon qirralari B burchak ostida shu asos tekisligiga og‘gan. Piramidaning
hajmini toping.

Yechilishi:

Masala shartiga ko‘ra,
SA=SB=SC = ¢, <ACB =0, <SAO = <SVO =SCO <. Ma’lumotlardan
ko‘rinib turibdiki barcha girralari asos tekisligi bilan bir xil burchak tashkil
giluvchi piramida asosiga tashqi aylana chizish mumkin, shu bilan birga
piramida balandligi shu aylana markaziga tushadi. ABS uchburchak to‘g*ri
burchakli bo‘lganligi uchun O nugta BS gipotenuzaning o‘rtasida joylashgan.

SCO to‘g‘ri burchakli uchburchakdan,

SO = SC -sinf = ¢ sinp,

OC =SC - cosp =6 cosp = BC =2 ¢ sosp3.

ABS to‘g‘ri burchakli uchburchakdan,
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AS =BS - cosa = 2 6 cosacosf
AB = BS - sina = 2 ¢ cosPsina

Bundan
AB-AC _4b’cos’® Bcosasina
2 2

SaaBC = = ¢2cos® sin2a
: 3
T 1 5 5. b
Piramidaning hajmi, V =3 Sacoc - H =§v cos” Bsin2a - V sinf =?cos B sinf sin2a.
3
b eren
Javob: 3 cos” B sinf sin2a.
9 — misol. To‘rtburchakli muntazam piramida asosining yuzi 16 sm? yon yoglari balandliklari asos
tekisligi bilan ¢ = 30° burchak tashkil giladi. Piramida hajmini toping.
Yechilishi:
Shartga ko‘ra Sacoc = 16 sm®.
Bundan AB=+/16 =4 sm. to‘g‘ri burchakli

SOE uchburchakda <OES =30° ekanligi-
dan.

N =0OS =OE - ctgop :A7B ctge = 2 ctg30°= 2 V3.
U holda piramida hajmi

V:% Sacoc'SO:% ° 162\/§ :¥

10 — misol. Oltiburchakli piramidaning balandligi 8 m. Uning uchidan 3m masofada asosiga
parallel tekislik bilan kesilgan. Hosil bo‘lgan kesim yuzi 4 m?. Piramidaning hajmini toping.
Yechilishi:
Shartga ko‘ra N =8m, h=3m, Siec = 4m?, piramidaning parallel kesimlari yuzlari hagidagi
teoremadan:

256 1 2048

Saee= H’. Bu yerdan Saeoc = —— (m?). U holda piramida hajmi V =2 Suoc - H=22 (MP).
Siec  h° 9 3 27
Javob: 2948 (m®).
27

11 — misol. To‘rtburchakli muntazam piramidaning uchidagi tekis burchagi ¢ ga teng. Yon
yog‘ining asos tekisligi bilan hosil gilgan burchagini toping.
Yechilishi:
Shartga ko‘ra <BSC =¢, piramida
asosi kvadrat. o = <OES burchakni
topish talab etilgan. BSE to‘g‘ri burchak-
li uchburchakdan

- p _a 4
SE=BE - ctg—~ =—ctg =
J 2 2 J 2

U holda OSE to‘g‘ri burchakli uchbur-

chakdan coso. _OE -2,2 ctg 2:tg2 yoki
SE 2 2 2 2

o= arc cos (tg%).



42

Javob: o = arc cos (tg%).

12 — misol. Uchburchakli muntazam piramidaning to‘la sirtini toping. Bu yerda asosining tomoni a,
yon yog‘ining asos tekisligi bilan hosil gilgan burchagi o.
Yechilishi:
Masala shartiga ko‘ra, AS =SB=AB=3,<AKS =a,
Stolasirt= Syon sirt = Sasos = 3 Savss + Sacac-

3
Ma’lumkl SaSOS:EAS ‘ BS ‘ sz = a—
2 3 4
SAVSSZECB‘SK=£CB‘ OK _a. OK =
2 2 CoS & 2 cCosa
2
3
=8 lak=—?2 Ac-sin” = a3 .
2cosa 3 6Ccosa 3 12cosc
2\/§ cosa +1
U holda Siyjassitr = a ( ¢ )
4cosa

a’v/3(cosa +1)
4cos o

Javob:

13 — misol. Asosidagi ikki burchagi a va B, balandligi N, girralarining harbiri asos tekisligi bilan y
burchak tashkil giluvchi uchburchakli piramidaning hajmini toping.
Yechilishi:

Shartga ko‘ra <CAB = a, <ABC =,
<SAO = <SCO = <SBO =y, u holda OA=0B=
=0C =H tgy =R, bu yerda R — ABS uchbur-
chakka tashqi chizilgan aylana radiusi.
Bundan sinuslar teoremasiga ko‘ra

a= 2Rsina =2Hctgysina, ¢ = 2Hctgysinf,

¢ = 2Hctgysin (a + B).

Piramida asosining yuzi

SAABC :% =2H? ctg?y sina sinfsin (o + B).

Piramidaning hajmini topish formulasidan osongina hisoblasak

1
Vzg Saasc - H

Javob: % H® ctg®y sina sinPsin (o + B).

14 — misol. Muntazam kesik piramidaning asoslari kvadratlardan iborat bo‘lib, tomonlari mos
ravishda a va ¢ ga teng (a > ¢). Yon qirrasi asos tekisligi bilan ~ hurehal faebzl;il atadi Kacile niramidani
hajmi va yon yog‘ining asos tekisligi bilan hosil gilgan burchagi i

Yechilishi: /\
A1E va MN to‘g‘ri chiziglardan o‘tuvchi A a
i i

MA;B:N tekislik AD girraga perpendikulyar. AD
girradagi ikki yoqli burchak o‘z navbatida <EMA; bo‘ladi.
a—e

MA;B;N trapetsiyadan ME =

ekanligi kelib chigadi. Kesik
piramidaning balandligini
AEA; uchburchakdan topamiz.
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ya’'ni,
ABE= AC—2A1C1:(a—§)\/§. bundan N=AE :% tga. Hajmini quyidagi formula bilan
hisoblaymiz:

v :% (S1+S2 +4/S.S, ) :% (@*+6° +a6)

a—e

Izlanayotgan o= £ EMA;, burchakni A;ME uchburchakdan, bu yerda ME = . Demak,

AE (a—6)V2 a-e
tgp = = tea : =\/§ta.
g0 ME 5 g 5 g

(&’ -b)wa
Javob: V=42 "~
32

15 — masala. n — burchakli muntazam piramidaning asos S
yuzi Q harbir yon yog‘i piramida balandligi bilan ¢ burchak
tashkil giladi. Piramidani yon sirti va to‘la sirtini toping.
Yechilishi:
Shartga ko‘ra <OSM=¢. Demak
a = 90° — ¢ xuddi shunikdek barcha yon
yoglari asos tekisligi bilan bir xil
burchak tashkil giladi. Shuning uchun

; @ = arctg (\/E tga).

Syon sirt = > = Q = Q .
cosa cos(90—-¢) sing
1
Javob: Syon sirt = i Stortasirt = Q (1+——).
sing sing

16 — masala. Uchburchakli piramidaning ikki yon yog‘i to‘g‘ri burchakli teng yonli uchburchaklar
bo‘lib, gipotenuzalari ¢ ga teng hamda ular a burchak tashkil giladi. Piramidaning hajmini toping.
Yechilishi:

Barcha girralari teng yonli to‘g‘ri
burchakli uchburchakni katetlari ekanli-
gidan teng, shuning uchun balandlik DO
piramidaning asosiga tashqi chizilgan
aylana markaziga tushadi. Piramida aso-
sining yuzi

Sasos,:% ¢ ’sina. DOC uchburchakdan

H=+vDC?-0C?, bu yerda DC =

OC=R

6 .
77
Aylana radiusi. Ma’lumki ABC uchburchak teng yonli, shuning uchun <BAC = 90° - % va xuddi
shuningdek sinuslar teoremasiga ko‘ra

BC =2 R sin (90° - %),

Bu yerda OC = R = ¢

ekanligidan N =
2co0s — 2cos —
2 2

Jeosa . Hajmi V =%SaCOC ‘H formula bilan

hisoblanadi.
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Javob:é ¢® sin% Jeosa .

17 — misol. Muntazam to‘rtburchakli prizma asosining tomoni V2 ga diagonali bilan yon yog'i
orasidagi burchak esa 30° ga teng. Prizmaning hajmini toping.

Yechilishi: .
Shartga ko‘ra AB+/2 , <D;AC; =30° < "D
Sacoc = (AB)2 =2 | ,

To‘g‘ri burchakli AD1C; uchburchakdan
AD; = D:C; - ctg30° =+/6
ADD; to‘g‘ri burchakli uchburchakdan
N=DDy = AJZ - A4* =2.
Piramidaning hajmi
V = Sycoc - H=4.

Javob: V=4

18 — misol. To‘g‘ri prizmaning asosi gipotenuzasi

122 ga teng bo‘lgan teng yonli to‘g‘ri burchakli
uchburchakdan iborat. Kateti orgali o‘tgan yon yog‘ining diagonali esa 13 ga teng. Prizmaning hajmini
toping.
Yechilishi: o

Shartga ko‘ra AB;=13; AC=AB=12+/2 '
ABS to‘g‘ri burchakli uchburchakdan

2AB? =BC* = AB = 12
Prizmaning balandligi N= BBy, to‘g"ri
burchakli ABB; uchburchakdan

N=4B,-4B" =5. ¢

Prizmaning hajmi V =SH = 360 kub birlik.
Javob: 360 kub birlik.

B,

19 — misol. Muntazam tetraedr qirrasini 1:5 nisbatda bo‘luvchi nugta orgali bu giraga
perpendikulyar tekislik o‘tkazilgan. Tetraedrning hosil gilingan bo‘laklarining hajmlari nisbatini toping.
Yechilishi:
Ushbu tasdiq o‘rinli: agar K, L va M nugtalar mos ravishda uchburchakli SABC piramidaning SA,
SB, SC giralarida yotsa va |[SK| = a|SA|, |SL|=B|SB|, [SM| =y|SC]|
O°rinli bo‘lsa, u holda
VSKLM: O(B’Y VABC bo‘ladi.
(KLM) L [SA] = [KL] L [SA] 1)

1
ISK| = g ISA| 2)
(1) va (2) lardan SL| =§ |SB|
2
SM|==|SC]| (3)
5
1 2 2 4
2) va (3) lardan V ==-_ - -V =—V )
( ) ( ) SKLM 5 5 5 SABC 125 SABC
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4 121 -
Vkimase = Vascs — Vkims = Vsage - (1 ——=) = Vsagc . Vsam =121

125" 125 Y

Javob: i
125°

20 — misol. Uch burchakli muntazam piramida asosining tomoni a ga, kvadrat shaklidagi kesimning
yuzi m* ga teng. Piramida yon sirtining asos yuziga nisbatini toping.

Yechilishi:

|IBD| = |DC| bo‘lIsin. Tetraedrning

ACD tekislikka nisbatan simmetri-
yasida tetraedr va MNPQ kvadrat o‘ziga
o‘tadi, bundan P=Q. Demak, PQ L AD:>
=AAQP ~ AABC = |AQ| = |QP| =

ASMN ~ ASBC AlACl |AB|

=IAC| =
IQM | QB

a\/3 m2 - az +2am
2(a—m) '

SDI=|sc[-|DCT =

Syn=3 -Sssc =3 - |DS| - |SD| =3a°\/3m’ —a"+2am | Sacoc——|AC| |AB| - sin 60° =
4(a—m)

V3,
~——a
4

Javob: S.. :\/9m -3g° +6am
Sacoc a_m

Mustagil yechish uchun misollar

1. Agar to‘rtburchakli to‘g‘ri piramidaning asosidagi ikki yogli burchagi 45°, asosining yuzi 81 ga teng
bo‘lsa, uning hajmini toping.
Javob: 121,5
2. Uchburchakli og‘ma prizmada yon girra uzunligi 8 sm; perpendikulyar kesimi tomonlari nisbati
9:10:17 va yuzi 144 sm? bo‘lgan uchburchak. Bu prizmaning yon sirtini toping.
Javob: 576 sm®.
3. To‘gri parallelepipedning asosi tomonlari 1 va 4 hamda o‘tkir burchagi 60° bo‘lgan parallelogramdan
iborat. Parallelepipedning katta diagonali 5 sm. Uning hajmini toping.
Javob: 43 sm®
4. Piramida asosi tomonlari 6,5 va 5 sm bo‘lgan uchburchakdan iborat. Yon yoqlari asos tekisligi bilan
45° ga teng ikki yoqli burchak tashkil etadi. Piramidani hajmini toping.
Javob: 6 sm®
5. To‘g‘ri parallelepipedning asosi rombdan iborat. Diagonal kesimlari yuzlari S; va S,

Parallelepipedning yon sirtini toping.
Javob: 2,/S2 +S2
6. Uchburchakli prizmaning barcha girralari 2 ga teng bo‘lib, yon qirralaridan biri asosining shu
uchidagi tomonlari bilan 60° tashkil etadi. Prizmaning to‘la sirtini toping.
Javob: 4+6+/3

7. Piramidaning asosi yon tomoni ¢ , asosi a bo‘lgan teng yonli uchburchakdan iborat. Yon yoqlari asos
tekisligi bilan o burchak tashkil etadi. Piramidani balandligini toping.
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[, 2 2
a 46 -a
2(a+26)

Agar to‘rtburchakli to‘g‘ri piramidaning uchidagi tekis burchagi o, yon yog‘igaichki chizilgan aylana
radiusi R bo‘lsa uning hajmini toping.

Javob: tga

Javob: 4R°ctg®(45° —a/2)~Jcosa .

3sing
2

Muntazam uchburchakli prizmada yon yog‘i diagonali ikkinchi yon yog‘i bilan o burchak tashkil
etadi. Asosining tomoni a ekanligini bilgan holda prizmaning yon sirtini toping.

3a/sin(60° + a) sin(60° — )
sina '
Piramidaning asosi gipotenuzasi ¢ va o‘tkir burchagi a bo‘lgan to‘g‘ri burchakli uchburchakdan

iborat. Piramidaning har gaysi yog‘i asos tekisligi bilan B burchak tashkil etadi. Piramidaning yon
sirtini toping.

Javob:

2 .
. C Sinacosa

2cos S
To‘rtburchakli muntazam kesik piramida asoslarining tomonlari 8 va 2 ga, balandligi 4 ga teng. Uning
to‘la sirtini toping.

Javo

Javob: 168.
Muntazam to‘rtburchakli prizmaning balandligi 3 ga hajmi 48 ga teng. Pastki va ustki asoslarining
garama-qarshi yon yoqlarida yotuvchi tomonlari orqgali tekislik o‘tkazildi. Shu kesimning yuzini
toping.
Javob: 20
Parallelepiped ostki asosining diagonali va ustki asosining unga garama-garshi uchi orgali tekislik
o‘tkazilgan. Bu tekislik parallelepipedni 2ta jismga ajratadi. Shu jismlardan biri piramidadan iborat.
Parallepiped hajmining piramida hajmiga nisbatini toping.
Javob: 6:1
Oc¢Ichovlari 11 X 20 X 16 bo‘lgan to‘g‘ri burchakli parallelepipedga eng ko*‘pi bilan tomoni 3 ga teng
bo‘lgan kublardan nechtasini joylashtirish mumkin (barcha kublarning qirralari parallelepipedning
girralariga parallel).
Javob: 90 ta
Katetlari 12 va 16 sm bo‘lgan to‘g‘ri burchakli uchburchakning uchlaridan bir xil 26 sm uzoglikda
joylashgan nugta uchburchak tekisligidan ganday masofada yotadi.
Javob: 24.
Muntazam piramidaning asosi ichki burchaklarining yigindisi 720° ga tomoni 6 ga teng bo‘lgan
ko‘pburchakdan iborat. Agar piramidaning yon girrasi 10 ga teng bo‘lsa, piramidaning balandligini
aniglang.
Javob: 8
Hajmi 36 ga teng bo‘lgan muntazam to‘rtburchakli piramidaning asosidagi ikki yoqli burchaklari 45°,
Piramida asosining tomonini toping.
Javob: 6
Muntazam ABC uchburchakning AC tomoni orqgali tekislik o‘tkazilgan. Uchburchakning BD
medianasi tekislik bilan 60° li burchak tashkil etadi. AB to‘g‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi
burchakning sinusini toping.
Javob:3/4
Uchburchakli piramida yon girralarining uzunliklari bir xil bo‘lib, a ga teng. Piramida uchida bu
girralar hosil gilgan uchta yassi burchaklardan ikkitasi 45° dan, uchinchisi 60°. Piramidaning hajmini
aniqglang.

3

Javob: &
12
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20. Kubning umumiy uchga ega bo‘lgan har uchta girrasining oxirlarida joylashgan uchta uchi orqali
tekisliklar o‘tkazilgan. Agar kubning girrasi a ga teng bo‘lsa, bu tekisliklar bilan chegaralangan
jismning hajmini toping.

Javob: a’/6.

§ 2. 3. Avylanish figuralari

Aylanish figuralariga oid misol va masalalarni yechish uchun asosiy aylanish figuralari va
ularning xossalarini yodda tutish lozim:

1. Silindr_(to‘g‘ri doiraviy silindr) deb to‘g‘ri to‘rtburchakning ixtiyoriy tomonini o‘q sifatida
olib, uning atrofida aylanishdan hosil gilingan figuraga aytiladi. Aylanish o‘giga go‘shni tomonlar hosil
gilgan doiralar silindrning asoslari deyiladi. Aylanish o‘giga go‘shni bo‘lmagan tomon hosil gilgan sirt
silindrning yon sirti deyiladi. silindrning balandligi deb asoslarining umumiy perpendikulyariga aytiladi,
gachonki uning oxirlari silindr asoslarining markazlarida yotadi.

Silindrning hajmi quyidagi formula bo‘yicha hisoblanadi:

V = nR%H,
Silindrning yon sirti va to‘la sirti ushbu formulalar yordamida hisoblanadi:
Syon = 2 nRH,
St sin = 2 TRH +27R?,
bu yerda R - asosining radiusi; N — silindrning balandligi.

2._Konus ( to‘g‘ri doiraviy konus) deb, to‘g‘ri burchakli uchburchakni biror katetini o‘q sifatida
olib uning atrofida aylantirishdan hosil gilingan figuraga aytiladi. Bunda to‘g‘ri burchakli uchburchak
gipotenuzasi hosil gilgan sirt konusning yon sirti, ikkinchi katet hosil gilgan doira konusning asosi, katet
konusning o‘qi, gipotenuza konusning yasovchisi deyiladi.

Konusining hajmi ushbu formula yordamida hisoblanadi:

v= L,
3

Konusning yon sirti ushbu formula buyicha hisoblanadi:
S,..=7RL

yon
bu yerda R - asosining radiusi; H — balandligii; L - konusning yasovchisi.
3._Kesik konus deb konusning asosi va unga parallel tekislik bilan hosil gilingan kesimi orasidagi
gismiga aytiladi. Kesik konusni teng yonli trapetsiyani simmetriya o‘qi atrofida aylantirishdan hosil
gilingan figura sifatida garash mumkin. Trapetsiyani yon tomoni kesik konusning yasovchisi; trapetsiyani
asoslari hosil gilgan doiralar kesik konusning asoslari deyiladi.
Kesik konusning hajmi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

= %TEH (R12 + RiR, + Rgz),

bu yerda H — balandligi; R; va R, — katta va kichik asoslari radiuslari.
Kesik konusning yon sirti quyidagi formula bilan hisoblanadi:
Syon =n(Re+ RZ) L,
bu yerda L — kesik konusning yasovchisi.

4._Shar deb belgilangan O nugtadan berilgan masofadan uzogda bo‘lmagan fazoning nuqtalari
to‘plamiga aytiladi. Sharni yarim doiraning diametri atrofida aylantirishdan hosil gilingan figura deb
garash mumkin.

Sfera deb berilgan O nugtadan R masofadagi fazoning barcha nugtalari to‘plamiga aytiladi.
Berilgan O nuqta sferani markazi deyiladi. Sferani yarim aylanani diametri atrofida aylantirishdan hosil
gilingan figura deb garash mumkin.

Radiusi R ga teng bo‘lgan shar hajmi quyidagi formula bo‘yicha hisoblanadi:

=£7IR3.
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R radiusli sferaning yuzi (shar sirti) ushbu formula bo‘yi(z:ha hisoblanadi:
S =4nR
Shar segmenti deb sharning tekislik bilan kesimida hosil gilingan gismiga aytiladi. Shar segmenti
hajmi ushbu formula bo‘yicha hisoblanadi:

V =nh? (R —% h),

bu yerda R- shar radiusi; h — segmentni balandligi. SHar segmenti sirtining yuzi ushbu formula bo‘yicha
hisoblanadi:
S = 2aRh
Shar kamari deb uni kesib o‘tuvchi ikkita parallel tekisliklari orasidagi gismiga aytiladi.
Shar kamarining hajmi quyidagi formula bo‘yicha hisoblanadi:

V= %nh (h? + 3R, + 3R.?),

bu yerda R, R; - shar sirtining yuzi ushbu formula yordamida hisoblanadi:
S =2n Rh,
bu yerda R- shar radiusi; h- shar kamari balandligi.

Shar sektori deb shar segmenti va uni hosil giluvchi konusdan iborat figuraga aytiladi. Agar shar
segmenti yarimidan kichik bo‘lsa, u uchi shar markazida asosi segment bo‘lgan konus bilan to‘ldiriladi.
Agar segment yarimidan katta bo‘lsa, u holda aytib o‘tilgan konus undan olib tashalanadi.

Shar sektori hajmi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

:gnRZh,
3

bu yerda R - shar radiusi; h- segment balandligi; r- segment asosi radiusi.
1- masala. Konusning yasovchisi asos tekisligi bilan 60° li

burchak tashkil giladi. Konus yon sirtini uning asosi yuziga S
nisbatini toping.
Yechilishi:
Ma’lumki,
gw”: RL =%=%:c0360°=0,5.
2
asos 7ZR A E)

Javob: 0,5.

2 — masala. Shar radiusi /2 sm bolib, yon sirti asosidan 3 marta katta bo‘lgan konusga tengdosh.
Konus balandligini toping.
Yechilishi:
Shar radiusini R bilan, ya’ni R=3%/2 sm; r, H, L larni mos ravishda konusning asosini radiusi,
balandligi va konusning yasovchisi deb belgilaylik. U holda masala shartiga ko‘ra, ya’ni

1 mr? H =£ i R3, arL = 3n 12,
3 3
Quyidagi tenglamalar sistemasini tuzamiz:
r‘h=8
L=3r
L?=r+H’

bu yerdan H = 4 sm ekanligini topamiz.
Javob: 4 sm.
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3 —masala. Tomonlari 10, 17, 21 sm bo‘lgan

uchburchakni katta tomoni atrofida aylantirildi. '3
Hosil gilingan aylanish figurasini hajmi va sirtini hisoblang.
Yechilishi:

AABC uchburchakni AC tomoni
atrofida aylantirishdan hosil gilin-
gan figurani hajmi va sirti, BAB; va
BCB; ikki konus hajmlari va sirtlari B 3
yigindisiga mos ravishda teng, ya’'ni 4
Vaece, = Veae, + Vice, Saece s = Syonsas + Syonece , YOKI

VaBcB :%TCBOZ AO + %n*BOZ*OC :%nBO2 AC,

Sasce ,= T*BO*AB + 1*BO*BC = n*BO*(AB +BC).

Ko‘rinib turibdiki, hosil gilingan aylanish figuraning hajmi va A
sirtini aniglash uchun ABC uchburchakni BO balandligini topish kerak bo‘ladi. Geron formulasidan

Saasc = =+/p(p—a)(p—6)(p—c) = 84 cm®. Ikkinchi tomondan, Saasc :%AC *BO. Bundan BO = 8 sm
ekanligi kelib chigadi. U holda

VABC83 =448 &t sm3, SABCBO =216~x sz,

Javob: 448 n sm®, 216 & sm>.

4 — masala. Konus asosining radiusi r, yon sirti, asosining yuzi va o‘q kesimi yuzlari yigindisiga
teng. Konus hajmini toping.
Yechilishi:
Masala shartiga ko‘ra Syon sit= Sasos + Saass -
Ikkinchi tomondan, Syen = 7rL,
Saas =%AB*CO = rH, Sasos = 7ir°.

bu yerda L= AC, H=CO, AAOC uch-

burchakdan L =AC = \/r*+ H * ekanligini

topamiz. H=CO balandlikni

ar |pi+H? =art+rH,

tenglamadan aniglaymiz. YA’ ni H= 227z’r .
-1
2 2 3
Bundan, V= # .
(7 -1
2 2 3
Javob: —- 7Z'2_I’
3 (7 -)

5 — masala. Konus asosining vatari a yoyga tiralgan. Uning balandligi yasovchisi bilan 3 burchak
tashkil etadi. Konus hajmini toping.
Yechilishi:
AAOBE uchburchakdan
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OA=R = AB __a

Zsing 2sin i
2 2

AOBD uchburchakdan H= R ctg 3 ga
egamiz. U holda

= LRy = 7acep
24gin° %
sin

ma’ctgf

24sin® %
2

Javaob:

6 — masala. Kesik konusning yasovchisi L ga teng bo‘lib, asosi bilan o burchak tashkil giladi. Shu
bilan birga yuqori uchidan o‘tib garama-garshi tomondagi yasovchining pastki uchini tutashtiruvchi
to‘g‘ri chizigga perpendikulyar. Kesik konusning yon sirtini
toping.

Yechilishi:

AAA;C uchburchakdan AC = Lcosa
ga egamiz. Shartga ko‘ra <AA:B = 90°. AAA,B

uchburchakdan AB = 2R = L . Bundan
CoS

L
2cosa

Demak, AjO1=r=A0-AC=L(

AO=R=

— COS0).
2Cosa

U holda Syonsin = i, (R + 1) = L% (—— — cosa).
COSo

Javob: nL.? (L— cOS0).
COS

7 — masala. Radiusi R ga teng bo‘lgan shardan o‘q kesimida o burchak tashkil giluvchi shar
sektorining hajmi va to‘la sirtini toping.
Yechilishi:
Shar radiusini R bilan, segment balandligini DC =h va

AD kesmani r bilan belgilaylik. Sektor hajmi Vzg 7R’h ga

teng. AACD uchburchakda £ ACD :%, bundan h = rtg%.

AADO uchburchakdan r= R sin %. Ma’lumki,

v=21R%h= P Résin? £
3 3 4

Sektorning to‘la sirti ABC segment yuzi 2zRh va AOB konus yon sirti zRr lardan tashkil topadi.

Demak, S = 2nRh + niRr = nstin% (2tg% +1).

Javob: v= 2Z R%in2%; s =aR%in % (2tg & +1).
3 4 2 4
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8 — masala. Silindrning balandligi 5 ga, uning asosiga ichki @
chizilgan muntazam uchburchakning tomoni 3.3 ga teng. i |
Silindrning hajmini toping. i

Yechilishi:

Ma’lumki silindr hajmi V =Su0sH = aR?H formula i
bilan hisoblanadi. Bu yerda H =5 shartda berilgan. R radiusni !
ABC muntazam uchburchakdan foydalanib topamiz. Ya’ni C
L 2an 2 ACN3 _Ac3 @
R=0C=—"—==—" = . ot N N
3 3 2 3 A 2

ekanligidan R =3 . Demak, V = 457 .
Javob: 45 x.

9 — masala. silindrning yon sirti yoyilganda uning diagonali asos tekisligi bilan 45° burchak tashkil

giladi. silindrning yon sirti 144n* ga teng. silindr asosining radiusini toping.
Yechilishi: >

Masala shartidan Syon = 144n° F C

ekanligiga ko‘ra, /

AB - BS = 144n* = AB =BC =12 . - X
Silindr asosi aylanasi uzunligi ~
AB ga teng ekanligidan, a5

2nR=AB, 2nR=12n A X R
demak R =6.

Javob: 6

10 — masala. Radiusi 5 ga teng bo‘lgan sharga ichki chizilgan konusning balandligi 4 ga teng.
Konusning hajmini toping.
Yechilishi:
Masala shartiga ko‘ra CO;=4 =0,0 =1
chunki R =5. To‘g‘ri burchakli AO;0B uchbur-

chakdan O;B =,/OB? —0,0 =+/24 .

Konus asosining yuzi:
Sacoc: T *O]_B2 = 247[
Demak konusni hajmi:

\Y; :% 1*0,B? n*CO; = 32n.

Javob: 32x.
11 — masala. Sharning radiusi % ga teng. Radiusning oxiridan u bilan 60° li burchak tashkil
T
etadigan kesuvchi tekislik o‘tkazilgan. Kesimning yuzini toping.
Yechilishi:
8

Masala shartiga ko‘ra OB =OA =—,

Jr
<OBA =60°. Bundan AABO ni teng tomonli
uchburchak ekanligini aytish mumkin.

OlA: ﬁ :i.

2 Jr

Demak, Skesim= 7*O,A’=16.  Javob: 16
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12 - masala. Ko‘rsatilgan uchburchakning to‘g‘ri chiziq atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan
jismning hajmini toping.
Yechilishi:

Masala shartida keltirilgan
aylanish figurasining hajmi ABB1A;
silindr hajmidan BSB; konus hajmi-
ni ayirmasiga teng. YA’ni V¢ = Vs — Vi
Vs =n*AC**OC = 367,

Vi :%nOBZ*OC =12n

Demak, Vi=24 =«
Javob: 24 x.

13 — masala. Konusning balandligi 3, unga tashqi chizilgan sharning radisi 2 bo‘lsa, konus sirtining
shar sirtiga nisbatini toping.
Yechilishi:
Masala shartiga e’tibor bersak,
BO=2, BD =3 ekanligi AABC ni teng
tomonli ekanligini bildiradi. Ma’-
lumki shar sirti Sg, = 4 R? = 16m, konus
sirti S=x - AD - AB + 1 - AD?
AD masofa to‘g‘ri burchakli AADO dan
topiladi: AD = \/m:\@,
AB=2AD=243
demak, konus sirti Sk = 9.
S 9

Sk
S, 1

Bundan,

Javob: ﬂ_
16

14 — masala. Silindrning yasovchisiga tik bo‘lgan kesimning yuzi Q ga, o‘q kesimining yuzi esa S
ga teng. Bu silindrning to‘la sirtini va hajmini toping.

Yechilishi: o

Masala shartiga ko‘ra, Sagcp=S, Sases = Q b — 1 '— —C

Bundan quyidagi tengliklarni yozish mumkin:
S=AB - AD =2A0 - AD, I
Q=nx-AO%.
Bizga ma’lumki, silindr to‘la sirti
Ste. = Syon +2Sas0s - Yuqori dagi tengliklardan

|
AO=,/Q/z ,AD=S/2,Q/r. - _l -
Bulardan, | . :}
Sic=21- AO - AD + 21 - AO? = 1S + 20Q. ANG_C B

Ma’lumki silindr hajmi V =7 - AO? - AD ekanligidan,
V :% JQrx Sic = 7S + 2Q.

Javob: =:% JOr .
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15 — masala. Konus yon sirtining yuzi asosining yuzidan ikki marta katta. Uning o‘q kesimining
yuzi Q ga teng. Konusning hajmini toping.
Yechilishi:
Masala shartiga ko‘ra Syon =2 - Sasoc ,
SABC = Q Ma’lumki Syon =qarl=m - AO - AC,
Sasoc = =1 - AO?, Sppc = AO - OC.
formulalar yordamida hisoblanadi. Yugo-
ridagilarni e’tiborga olsak, = 2r ya’ni
AC = 2A0, shu bilan birga

Q=AO0 - V4A0? - AO? = AO*- /3.

T . Q
ekanligini topish mumkin. Bundan AO = |~
o V3
. 1 Q Q 7Q4/Q
KonushajmiV==rm- < - |=. 3= _
’ 3 J3 V.3 34/3

Mustaaqil yechish uchun misollar

1.  Kesik konus asoslarining radiuslari 542 va 2+/2 . Yasovchisi asos tekisligi bilan 45° li burchak
tashkil etsa, uning uzunligini toping.
Javob: 6
2. Asoslari uzunliklari 2 va 3, o“tkir burchagi 60° bo‘lgan teng yonli trapetsiyani kichik asosi atrofida
aylantirildi. Hosil gilingan aylanish figurasining sirti va hajmini hisoblang.
Javob: S=+/3 (3+m), V=2m.
3. Silindrni to‘g‘ri to‘rtburchakni biror tomoni atrofida aylanishidan hosil gilingan deb garash
mumkin. Agar bu to‘rtburchak yuzi S, unga tashqi chizilgan aylanasi uzunligi C bo‘lsa silindr
hajmini toping.
Javob: C- S
4. Konusning hajmi uning yon sirti yuzi bilan asosining markazidan yasovchisigacha bo‘lgan masofa
ko‘paytmasining uchdan biriga teng ekanligini isbotlang.

5. R radiusli sharda diametri shar radiusiga teng, o‘qi shar markazidan o‘tuvchi silindrik teshik hosil
gilingan. Sharning golgan bo‘lagining hajmini toping.
J3

Javob: 7nR3.

6.  Silindr va shar berilgan. silindr asosining va sharning radiuslari teng. silindr to‘la sirtining shar
sirtiga bo‘lgan nisbati m : n kabi. Ularning hajmlari nisbatini toping.
6m—3n
4n
7. Radiusi r bo‘lgan yarim doiradan konus sirti o‘ralgan. Hosil bo‘lgan konusning hajmini toping.

NEY: &

Javob: )
24

Javob:

8. Tomonlari 4 va 6 sm, o‘tkir burchagi 30° bo‘lgan parallelogram o‘zining katta tomoni atrofida
aylanishidan hosil bo‘ladigan jismning sirtini va hajmini toping.
Javob: 40 & sm?.
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9. Tomonlari a, ¢ va ¢ bo‘lgan uchburchak navbat bilan harbir tomoni atrofida aylantiriladi. Bunda
hosil bo‘ladigan jismlarning hajmlari nisbatini toping.

Javob: i :
a

Javob: 2R — ‘/4R2 S .
VA

11. Shar markazidan bir tomondagi parallel kesimlar yuzlari S; va S,. Ular orasidagi masofa d . Sharni
bu kesimlarining teng o‘rtasidan parallel o‘tuvchi kesim yuzini toping.

1.
i

o

10. R radiusli shar segmenti to‘la sirti S. Uning balandligini toping.

Javob: % (2S1+2S,+ nd?).

12. Yasovchisi asos tekisligi bilan a burchak tashkil giluvchi va hajmi V bo‘lgan konus berilgan.
O‘giga perpendikulyar tekislikni ganday balandlikda o‘tkazganda uning yon sirti teng ikkiga
bo‘linadi?

2
3V a
Javob: ﬁ .3 t—g
2 V4

13. Asoslar umumiy ichma-ich, kichik konusni yasovchisi balandligi bilan a, katta konusni yasovchisi
balandligi bilan B burchak tashkil etadi. Balandliklarning fargi h . Bu konuslarni sirtlari orasidagi
hajmni toping.

Javob: an° .
3(ctgp—ctgar)

14. Konus sirtida o‘zaro perpendikulyar bo‘lgan uchta yasovchi o‘tkazish mumkin bo‘lsin. konus
sirtining o‘q kesimida hosil bo‘lgan burchak kosinusini toping.

Javob: cosa = — % )

15. Kvadrat o‘zining bir uchi va bu uchdan chigmagan tomonining o‘rtasidan o‘tuvchi o‘q atrofida
aylanmoqda. Hosil bo‘lgan aylanma jismning hajmini va to‘la sirtini toping.

Javob: Aylanma jism asoslari umumiy
bo‘lgan konus va kesik konusdan iborat
bo‘lib, bunda kesik konusdan boshga konus
sirt o‘yib olingan.

§ 2.4 . Ko*p yoqlar va aylanish figuralari
kombinatsiyalari

Ko‘pyoglar va aylanish figuralari kombinatsiyalariga doir misollarni yechishda quyidagilarni
bilish zarur:

1. Prizma va aylanish figuralari kombinatsiyalari.

Silindrga prizma ichki chizilgan deyiladi (silindr- prizmaga tashqi chizilgan), agarda prizma asosi
silindr asosiga ichki chizilgan bo‘lsa.

Teorema: Prizmaga tashqi silindr chizish uchun prizmaning te‘g‘ri va uning asosiga tashqi
aylana chizish mumkin be‘lishi zarur va yetarlidir.

Xususiy holda har ganday uchburchakli prizmaga va har ganday muntazam prizmaga tashqi
silindr chizish mumkin. silindrga ichki chizilgan prizmaning har gaysi yon girrasi silindrni yon yasovchisi
deyiladi.
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Prizma silindrga tashqi chizilgan deyiladi (silindr —prizmaga ichki chizilgan), agarda prizma asosi
silindr asosiga tashqi chizilgan bo‘lsa.

Teorem: Prizmaga ichki silindr chizish uchun prizmaning te ‘g ‘ri va uning asosiga ichki aylana
chizish mumkin be“lishi zarur va yetarlidir.

Xususiy holda, har ganday uchburchakli prizmaga va har ganday muntazam prizmaga ichki silindr
chizish mumkin. silindrga tashqi chizilgan prizmaning yogqlari, silindrning yon sirtiga uning yasovchisi
bo‘yicha o‘rinadi. Bu yasovchisi mos ravishda silindr asoslari va prizma asoslari o‘rinish nugtalaridan
o‘tadi.

Prizma sharga ichki chizilgan deyiladi (shar esa prizmaga tashqi chizilgan), agarda prizmaning
uchlari shar sirtiga tegishli bo‘lsa.

Teorema: Prizmaga tashqi shar chizish uchun prizmani te‘g‘ri va uning asoslariga tashqi
aylana chizish mumkin be‘lishi zarur va yetarlidir.

Xususiy holda, har ganday muntazam prizmaga tashqi shar chizish mumkin.

Prizmaga tashqi chizilgan sharning markazi, prizma asoslariga tashqi chizilgan aylanalar
markazlarini tutashtiruvchi kesmaning o‘rtasida bo‘ladi.

Prizmaning barcha yoqlari sharga o‘rinsa, u holda shar prizmaga ichki chizilgan (prizma esa
sharga tashqi chizilgan) deyiladi.

Teorema: Prizmaga ichki shar chizish uchun prizmaning perpendikulyar kesimiga ichki
aylana chizish mumkin be‘lishi va prizmaning balandligi bu aylana diametriga teng be‘lishi zarur va
yetarlidir.

Xususiy holda , muntazam prizmaga ichki shar chizish mumkin, gachonki, uning balandligi
asosiga ichki chizilgan aylana diametriga teng bo‘lsa.

2. Piramida va aylanish figuralari
kombinatsiyalari

Piramida konusga tashqi chizilgan deyiladi (konus esa piramidaga ichki chizilgan), agar piramida
uchi konus uchi bilan ustma-ust tushib hamda piramida asosi konus asosiga tashqi chizilgan bo‘lsa.

Teorema: Piramidaga ichki konus chizish uchun, piramida asosiga ichki aylana chizishning
mumkin be‘lishi va piramidaning balandligi bu aylana markaziga tushishi zarur va yetarlidir.

Xususiy holda , har ganday muntazam piramidaga ichki konus chizish mumkin.

Piramida konusga ichki chizilgan deyiladi (konus esa piramidaga tashqi chizilgan), agar
piramidaning uchi konus uchi bilan ustma-ust tushib hamda piramida asosi konus asosiga ichki chizilgan
bo‘lsa.

Teorema: Piramida tashqgi konus chizish uchun piramidaning yon girralari teng be‘lishi zarur
va yetarlidir.

Piramida sharga ichki chizilgan deyiladi (shar esa piramidaga tashqi chizilgan), agar piramidaning
uchlari shar sirtida yotsa.

Teorema: Piramidaga tashqi shar chizish uchun piramida asosiga tashqi aylana chizish
mumkin bulishi zarur va yetarlidir.

Xususiy holda , har ganday tetraedrga va muntazam piramidaga tashqi chizish mumkin.

Piramidaga tashqi chizilgan shar markazi, asosiga tashqi chizilgan aylana markazidan o‘tuvchi va
asosiga perpendikulyar to‘g‘ri chizigda yotadi.

Shar piramidaga ichki chizilgan deyiladi (piramida esa sharga tashqi chizilgan), agar shar
piramidaning barcha yoglariga o‘rinsa.

Teorema: Harganday tetraedrga ichki shar chizish mumkin.

Teorema: Agar piramida asosiga ichki aylana chizish mumkin be‘lib va piramidaning
balandligi shu aylana markaziga tushsa, u holda bu piramidaga ichki shar chizish mumkin.

Xususiy holda , har ganday muntazam piramidaga ichki shar chizish mumkin.
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3. Aylanish figuralari kombinatsiyalari

Shar konusga ichki chizilgan deyiladi (konus esa sharga tashqi chizilgan), agar shar konusning
asosiga va har gaysi yasochisiga o‘rinsa.

Har ganday konusga ichki shar chizish mumkin. Uning markazi o‘q kesimiga ichki chizilgan
aylana markazi bilan ustma-ust tushib, shu bilan birga shar radiusi shu aylana radiusiga teng. Konus
yasovchilari bilan sharning urinish nugtalari to‘plami aylanadan iborat bo‘lib, u konus asosiga parallel
tekislik bilan konus yon sirtining kesimidan iborat.

Shar konusga tashqi chizilgan deyiladi (konus esa sharga ichki chizilgan), agar konusning uchi va
asos aylanasi shar sirtida yotsa.

Istalgan konusga tashqi shar chizish mumkin. Tashqi chizilgan shar markazi konus o‘q kesimiga
tashqi chizilgan aylana markazi bilan ustma-ust tushib, radiusi shu aylana radiusiga teng bo‘ladi.

Shar silindrga ichki chizilgan deyiladi (silindr esa sharga tashqi chizilgan), agar shar silindrning
harichki asosiga va barcha yasovchilariga o°rinsa.

Teorema. silindrga ichki shar chizish mumkin fagat va fagat silindr balandligi asos diametriga
teng bo‘lsa.

Ichki chizilgan shar markazi, silindr asoslari markazlarini tutashtiruvchi kesma o‘rtasida bo‘ladi.

Shar silindrga tashqi chizilgan deyiladi (silindr sharga ichki chizilgan), agar silindr asoslari
aylanalari shar sirtida yotsa.

Istalgan silindrga tashqi shar chizish mumkin. Tashqi chizilgan shar markazi silindr o‘q kesimiga
tashqi chizilgan aylana markazi bilan ustma-ust tushib, radiusi shu aylana radiusiga teng bo‘ladi.

Silindr konusga ichki chizilgan deyiladi, agar silindrning bitta asosi konus asosida yotib, ikkinchi
asosi aylanasi konus yon sirtida yotsa.

1 - masala. Balandligi asosining radiusiga teng konusga shar ichki chizilgan. SHar hajmining
konus hajmiga nisbatini toping.

Yechilishi:

Chizmada konusning o°q kesimi tasvir-
langan. Bu yerda konus AABC uchburchak, shar
unga ichki chizilgan aylana shaklida tasvir-
langan. OD=0OK=R shar radiusi. AD =r,

CD =H deb belgilaymiz. U holda

Var =2 7R% Vi Lar2H =178

3 3 3

. o H-R r
ACOK uchburchakdan R =(H — R) sih 45" =——— . Bu yerdan R =
J2 1++2
3 3
VW=4F\: = 4 S =42 +1)
Vi r (V24D
Javob: 4(~/2 +1) °,

2 —masala. Asosining radiusi 6 sm, balandligi 9 sm c
bo‘lgan konusga tashqi chizilgan shar hajmi va sirtini
toping.

Yechilishi:

Chizmada konusni o‘q kesimi tasvir-
langan. Bu yerda AABC uchburchakka tashqi
chizilgan aylana radiusi, mos ravishda
konusga tashqi chizilgan shar radiusiga
teng. Ya’ni OC=R .Shartga ko‘ra
CD=H=9 sm, AD =r =6 cm. Bundan

AC=BC=+/AD? -CD? =4/117.
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AABC uchburchakka tashqi chizilgan aylana radiusi quyidagi formula yordamida hisoblanadi:

roa6c_AC-BC-AB _AC-BC-4B _ AC’ _18 em)
48 4.5 24B-CI  2-CH 2 '

u holda Vg, :%nR3 21697 cm?®, S¢p= 4nr® = 169 ©t sm>.

Javob: %sm 169  sm.

3 — masala. Kesik konusga radiusi R bo‘lgan shar ichki chizilgan. Shar markazidan katta diametr

a burchak ostida ko‘rinadi. Kesik konus hajmini toping.
Yechilishi:

Chizmada kesik konusni o‘q kesimi tasvirlangan.
Bu yerda kesik konusga ichki chizilgan shar, ABCD
teng yonli trapetsiyaga ichki chizilgan aylana shaklida
ko‘rsatilgan. Bu aylana radiusi ON =OM ichki chizilgan
shar radiusi R ga teng. Ma’lumki kesik konus balandligi
MN =H =2R. r; pastki asosining radiusi desak,

AAMO uchburchakdan: r;=OM tg % =Rtg % :

Yuqoridagi asosining radiusi r, = DN ni quyidagi faktdan, ya’ni teng yonli trapetsiyaga aylana ichki
chizilganligidan foydalanimiz. Ma’lumki, AD+BC=AB+DC = AD = r; + r,. Ikkinchi tomondan AADK
uchburchakda AD*= AK?+DK?=( 1, — 1)? + N2 Ma’lumki, (r; + )2 = =(r1 — r)? + N2 bu yerdan r,

2

—:Rctgg. U holda kesik konusning hajmi:
r

V—%nH(rl +r, r2+r2)- . T Ryg? L +ctg z +1)

Javob: 3 TR (tg +ctg — +1)

4 — masala. Muntazam piramidaga konus ichki chizilgan. Agar piramidaning q|rraS| ¢ va |kk| yon
go‘shni girralari orasidagi burchak o bo‘lsa, konus hajmini toping.
Yechilishi: ,»

AADM uchburchakdan AM =¢ - sin %.

AMOA uchburchakdan DM = r =AM -tg 30° =

v 2Ising
=E-sing.ivaAO:R: = 2
2 3 cos 30 J3

AAOD uchburchakdan

OA=H=+/i’ - R? =ﬁ- 3_4sin? %

2

ekanligini topamiz. Konus hajmini V :%nrz - H

formula bilan topamiz.
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5 — masala. uchburchakli to‘g‘ri prizma R radiusli sharga ichki chizilgan. Prizmaning asoslari
to‘gri burchakli uchburchak bo‘lib, otkir burchagi a va eng katta yon yog‘i kvadratdan iborat. Prizma
hajmini toping.

Yechilishi:

Ma’lumki prizmaning asoslari shar sirti bilan aylana bo‘yicha kesishadi. To‘g‘ri burchakli ABC
va A;B;C; uchburchaklar bu aylanalarga ichki chizilgan. Demak, ;
to‘g ri burchakli uchburchakning to‘g‘ri
burchagi aylana diametriga tiralgan.
Ko‘rinadiki, AB va A;B; gipotenuza-
lar aylanalarni diametrlarini ifodalaydi. ABB;A; tekislik shar markazi
orgali o‘tadi. Shartda ABB1A; kvadrat

edi. Bundan H=AA = R+/2 vaAB =R 2
u holda prizma hajmi

Rssin 2a

V = Saeoc H= \/E

b: RssinZa.

J2

6 —masala. o‘q kesimi teng tomonli
uchburchakdan iborat konus teskari qo‘yilib suv
tuldirilgan va R radiusli shar go‘yildi. Suv
sathi sharga o‘rindi. Shar olingandan keyingi
suv sathi balandligini toping.

Yechilishi:

Chizmada konus shaklidagi idishning o‘q kesimi
tasvirlangan ADB - suv sathini ifodalaydi. AABC
uchburchak teng tomonli, DKE doira unga ichki chizilgan.
AD= r bo‘lsin, u holda r = OD - tg60°=R~/3va H=CD
=3R. Suvning idishdagi hajmi ABC konus hajmidan shar
hajmini ayirmasiga teng, ya’'ni

\Y :ln (’’H - 4R%) = E7tr3.
3 3

Javo

Shar olingandan keyin suv sathi MN ga tushib MNC konusni to‘ldiradi. CL ={ bo‘lsin. U holda ,

3
ML = CL - tg 30° :L, bundan V= ZML2 - CL =1 21 zh :gnR?’ tenglamani  hosil

3 3 9 9
gilamiz. Bundan h=R 315
Javob: R 3/15.

7 — masala. Sharga tashqi chizilgan teshik konusning yasovchilari o‘rtalaridan o‘tuvchi tekislik

bilan shu kesik konus hosil gilgan kesimning yuzi 4z ga teng. Kesik konusning yasovchisini toping.
Yechilishi:

Chizmada kesik konusning o‘q
kesimi tasvirlangan. Yasovchilari
o‘rtasidan o‘tuvchi kesim shar marka-
zidan o‘tadi. Kesimdagi doira radiusi
R desak, shartdan

ar? = 4n = R =2,
ekanligi kelib chigadi. Ma’lumki AD
konus yasovchisi, ikkinchi tomondan
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trapetsiyaga ichki chizilgan aylana shartiga
ko‘ra

Javob: 4.

8 — masala. Konusning o‘q kesimi teng tomonli uchburchakdan, silindrniki esa kvadratdan iborat.
Agar ularning to‘la sirtlari tengdosh bo‘lsa, hajmlarning nisbatini toping.
Yechilishi:
Masala shartiga ko‘ra Sisirtk = Stsirts. KOnus asosining radiusini r, silindr asosi radiusini R desak, u
holda konus balandligi Nk =R /3, silindr balandligi H =2 R.

Stsirtk = mr> + or -2r = 3w r?,
Stsirts = 2nR% + 2R 2R =6nR%.

Shartga ko‘ra
3nr’=6nR?=r=+2R 1)
Ularning hajmlari mos ravishda
szlnr2 - Ni N ,
3 3
V= nR? - Ny =2nR® .
Vv @ﬂZ\/E R3 2
Bu yerda (1)ni e’tiborga olsak, — = 3—3 ==
., 27R NE
Javob: ﬁ :
V3

9 — masala. muntazam oltiburchakli piramidaning apofemasi 5 ga, uning asosiga tashqi chizilgan

doiraning yuzi 12r ga teng. SHu piramidaga ichki chizilgan sharning radiusini toping.
Yechilishi:

Chizmada piramidaning garama-garshi
apofemalari orgali o‘tuvchi kesim tasvir-
langan. Masala shartidan piramida asosi
muntazam oltiburchakka tashqi chizilgan

aylana radiusi R = 2/3 kelib chigadi.
Bunga ko‘ra ichki chizilgan aylana radiusi
r = 3 ekanligini topish mumkin. AOS
Misr uchburchagidan OS =4 ga teng.
Demak

— 2SABC _2'12 -

= = 1,5.
AS + BS + AB 16

1

Javob: 1,5.
10 — masala. Radiusi R bo‘lgan sharga tort burchakli muntazam piramida ichki chizilgan bo‘lib,
bunda piramidaning asosi unga perpendikulyar bo‘lgan radiusni teng ikkiga bo‘ladi. Piramidaga ichki
chizilgan shar sirtini aniglang.
Yechilishi:
Piramidaning asosi o‘ziga perpendikulyar bo‘lgan shar radiusi O'R ni teng
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ikikga bo‘ladi
001= 00 o - R -3
IOM| = |OD| - Q:@
2 4

|0S| = gR. ISM| = \/|0S[ +|oM[" = \/%R

r= ASMN ga ichki chizilgan aylana radiusi bo‘lsin, u
ichki chizilgan sharning xam radiusi buladi:

r=

Sem_ |IOM]-]OS| _ J6R 3R _ R 3. .
P |OM|+[SM]| J6 21 2J6+24/42 2 1+47
4.2. (—R °2R)
8
V-1
4
Sehar = 4nr? = 47R - (‘/_—1) #.
Javob:nRﬂ.

Mustaqil yechish uchun misollar.

1. Konusga ichki chizilgan shar sirti konus asosining yuziga teng. Konus yasovchisining asos
tekisligi bilan hosil gilgan burchagini toping.

Javob: 2 arc tg% .
2. Yasovchisi katta asosi bilan o burchak tashkil giluvchi R radiusli shar ichki chizilgan kesik
konus yon sirti va hajmini toping.

- 4—cq 2 2 3"
Javob: Slrzl a;gﬂR ;

Sin «
3. Konusga balandligi asosining diametriga teng silindr ichki chizilgan. silindrning to‘la sirti

konus asosi yuziga teng. Konus yasovchining asos tekisligi bilan hosil gilgan burchagini toping.

2(4+/6)
===

Javob: arc tg

4. Sharga asosining o‘tkir burchagi o bo‘lgan rombdan iborat to‘g‘ri prizma tashqi chizilgan.
Prizmaning katta diagonali va asos tekisligi orasidagi burchagini toping.

Javob: arc tg (sin%).

5. Yon yoqlari asos tekisligi bilan o burchak tashkil giluvchi muntazam to‘rtburchakli piramida
berilgan. Piramidaning apofemasi m ga teng. Bu piramidaga ichki chizilgan konusning to‘la sirtini toping.

o
Javob: 2rm? cosa cosZE .
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6. Konus asosining radiusi R, o‘q kesimida uchidagi burchagi a. Bu konusga tashqi chizilgan
muntazam uchburchakli piramidaning hajmini toping.

Javob: V3R® ctg%.

7. Konusning o‘g kesimi muntazam uchburchakdan silindrniki esa kvadratdan iborat. Agar
ularning hajmlari teng bo‘lsa, to‘la sirtlarining nisbati nimaga teng.

Javob: %/3/3/2 .

8. Konusga shar ichki chizilgan. Konus to‘la sirtining shar sirtiga nisbati ularning hajmlarining
nisbati kabi ekanligini isbotlang.

9. Konusga shar ichki chizilgan. Shar sirtining konus asosining yuziga nisbati 4:3. o‘q kesim

konus uchida hosil giladigan burchakning kattaligini toping.
Javob: 60°.
10. Konusning balandligi h ga, shu balandlik bilan yasovchisi tashkil etgan burchak a ga teng.
Markazi konus ichida joylashgan hamda konusni ikkita tengdosh figuraga ajratuvchi sferaning radiusini

toping.
4 2
Javob: R=1, |%COS 3 |
2 2
COS #

11. Sharga tashqi chizilgan konusning to‘la sirti shar sirtidan n marta katta. Konus yasovchisining
asos tekisligi bilan tashkil gilgan burchagini toping.
2n-1+2,/n(n-2) 0
1+4n

12. Tetraedrning yon girralari o‘zaro tik bo‘lib, uzunliklari a, ¢, ¢ ga teng. Tetraedrning hajmi va
unga tashqi chizilgan sferaning radiusini toping.

Javob: o= arc cos >2

1 1
Javob: Vzg aec,R ZE [ 6"+ -
13. Kubning girrasi a ga teng. O‘qi kubning diagonali bilan ustma-ust tushuvchi hamda kubning
girralariga o‘rinuvchi silindrik sirt asosining radiusini toping.
J2

Javob: R=— a.
2

14. Kesik konusning balandligi uning asoslarining diametrlari orasida o‘rta proporsionaldir.
Bunday kesik konusga sharni ichki chizish mumkin ekanligini isbotlang.

15. Bir uchiga joylashgan tekis burchaklari to‘g‘ri bo‘lgan tetraedrga ichki va tashqgi sharlar
chizilgan. 2R : r >3 (1++/3) ekanligini isbotlang.
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NDKI kichik bosmaxonasida terildi.
4 bosma tabog. Adadi 120 nusha.






