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Kirish

Ushbu go'llanmada matematik fizika tenglamalarin-
ing asosiy bayoni kelfirigan bo’lib, bu materiallar oliy texnika
o'quv yurtlarining bakalavriat  talabalariga mo'ljallangan.
Mualliflar bu go’llanmani yozishda o’quvchi “Oliy matemat-
ika” ning respublikamiz oliy o’'quv yurtlarida o’qgifiladigan
kursi bilan tanishligini ko’zda tutishgan. Mualliflar shuni ham
ko'zda tutishganki, o’quvchini bu go'llonmada fagatgina
o'z mutaxassisligiga aloqasi bo'lgan bo'limlar  qizigfirishi
mumekin. Shunga ko'ra go'llanma bayoni shunday qurilganki,
o'quvchi  o'zining mutaxassisligiga xos bo'lgan bo’limlarini
alohida o'rganish imkoniga ega. Hususan, ko'pgina ma-
tematik fizika masalalarini yechish  usuli, issiglik targalish
tenglamalari uchun ham, tor tebranish masalalari uchun
ham bir xil darajada keltirilgan.

1-§ Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni
tiplarga ajratish
Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
deb ikki o'zgaruvchi x va y ga bog’lig u = u (x,y) funksiya va
uning birinchi va ikkinchi tartibli xususiy hosilalari orasidagi
quyidagi munosabatga aytiladi:

F(x,y,u,ul,ul,ul,ul ,ul )=0
Agar tenglama quyidagicha yozilsa:
a, Uy, +2a,,u;, +aul, +F(Xyuu,u )=0 (1)

u yugori tartibli hosilalarga nisbatan chizigli deyiladi.
Bu yerda a;koeffitsientlar x va y larming funksiyalari.

Agar tenglama barcha tartibli hosilalariga nisbatan
va u(x,y) ga nisbatan chizigli, ya'ni
a,,U%, +2a,,us +a,uy +bul +b,ul +cu+f=0 (2



ko'rinishda bo'lsa, fenglama chizigli deyiladi, Bunda a;;, b;,

c va f lar fagat x va y larning funksiyalaridir. Agar ular x va
y larga bog’lig bo'Imasalar, bu holda tenglama o’zgarmas
koeffitsientli deyiladi. Agar f = 0 bo'lsa, u holda tenglama bir
jinsli deyiladi. Teskarisi mavjud bo'lgan quyidagi
E=0(x,y), n=v(x,y)

almashtirishlar orgali biz oldingiga ekvivalent yangi tengla-
ma hosil gilamiz. Bunda quyidagi savol tug'iladi: § va n lar-
ni ganday tanlaganda bu o’'zgaruvchilarga nisbatan
tenglama yetarlicha soddaroq ko'rinishga ega bo'ladi?
(1) Tenglamaga nisbatan bu savolga javob gidiramiz: Hosi-
lalarni yangi o'zgaruvchilarga o'tkazsak, quyidagilarni hosil
gilomiz:
ul =Uuigl +uing
U} = UL +ulm)
W, = ULEY +2u7, ) + Ul ni? +ulE], +uln),
U], = ULELE) + UL, (E\m), +E)M) +Ujnim), + ULE], + ULE],
[y = ULES +2uL,E0m] Ul +ULE], U,
(3) da hosilalarning giymatlarini (1) tenglamaga qgo'yib
quyidagini olamiz:

a; Uy +2a,uf, +au; +F=0 (4)

(3)

u

Bunda
a,, =a,&)’ +2a,E &) +a,E)
a,;, =a,;,§,ny +2a,, (&;n’y + n;é;) + azzilyn;/
8, =a,m  x + 2a;,miMy) + azzn;z
F esa ikkinchi tartibli hosilalarga bog'lig emas. & va n ni

shunday tanlaymizki, a,, =0bo’lsin. Shu munosabat bilan

quyidagi  birinchi  tartibli  xususiy  hosilali  differensial
tenglamani ko'rib chigamiz:
a,,2) +2a,,2,2,, +a,,z,> =0 (5)



z=¢p(X,y)- bu tenglamaning birorta xususiy yechimi
bo’lsin. Agar & =& (xy) deb olsak, albatta a,;;=0 bo’ladi.

Shunday qilib yangi o’'zgaruvchilarni tanlash masalasi (5)
tenglamani yechish bilan bog’liq ekan.

Lemma:
1). Agarz=¢ (x,y) funksiya
a2}t +2a,,2,2,, +a,,z, =0
tenglamaning xususiy yechimi bo’'lsa, u holda ¢ (x,y)=C
munosabat
a,,dy® —2a,,dxdy +a,,dx* =0 (6)

oddiy differensial tenglamaning umumiy integrali bo’ladi.
2). Agar ¢ (x,y)=C munosabat (6) tenglamaning integrali
bo’'lsa, u holda z=¢(x,y) funksiya (5) tfenglamani ganoatlanti-
radi. (6) tenglama (1) tenglamaning xarakteristik tenglamasi
deyiladi, uning integrallari uning xarakteristikalari deyiladi.
E=¢ (xy) deb olib, (bu yerda ¢ (x,y)=C (6) tenglamaning
umumiy integrali), biz (4) tenglamadagi u? oldidagi koef-
fitsientni nolga tenglaymiz. Agar ¥ (x,y)=C (6) tenglaman-
ing boshga ¢ (x,y) ga bog'lig bo’'Imagan umumiy integrali
bo’lsa, u holda n="¥ (xy) deb olib, (4) dagi u}, oldidagi
koeffitsientni ham nolga tenglaymiz.

(6) tenglama quyidagi ikki tenglamaga ajraladi:

[.2
d_y 845 t4/85, —a5585)

dx a, )
d_y _ a;, — \ a122 —a;a, (8)
dx a,

lldiz ostidagi ifodaning ishorasi (1) - tenglamaning tipini



aniglaydi;
M(x,y) nugtada biz (1) tenglamani :

-agar M(x,y) nugtada a?, —a,,,a,,>0 bo’lsa, giper-
bolik tipdagi tenglama deymiz,

-agar M(x,y) nugtada a2, —a,,,a,,<0 bo'lsa, elliptik
tipdagi tenglama deymiz,

-agar  M(xy) nugtada aZ, —a,;;,a,,=0 bo'lsa,
parabolik tipdagi tenglama deymiz.

Tenglama yo'l qgo’yadigan sohadagi turlicha
nugtalarda tenglama turlicha tipda bo'lishi mumkin. Barcha
nugtalarida tenglama bir xil tipda bo'lgan G sohani
garaymiz. G ning har bir nugtasidan ikkita xarakteristika
o'tadi; giperbolik tipdagi tenglama uchun xarakteristikalar
haqiqgiy va turlicha, elliptik tipdagi tenglamalar uchun kom-
pleks ko'rinishda va turlicha, parabolik tipdagi tenglamalar
uchun ikkala xarakteristikalar haqigiy va bir xil.

Bu har bir holni alohida ko'rib chigamiz:

(1) Giperbolik tip: alz2 —a,,a,,>0 va (7) va (8) ning o'ng
tarafi haqigiy va har xil. Ularning umumiy integrallari ¢
(xy)=C va ¥ (xy)=C lar haqgiqgiy xarakteristikalar oilasini
aniglaydilar. Agar £=¢ (xy) va n=¥ (x,y) deb olsak, (4)
dagi a,; va a,, koeffitsientlar nolga teng bo'ladi va
uz, oldidagi koeffitsientga bo'lish  natijasida  quyidagi
tenglamaga kelib golamiz:

F

2a,,

ui, =¢,buyerda ¢=-

Bu tenglama giperbolik fipdagi tenglamaning kanonik
ko'rinishi deyiladi, ko'p hollarda kanonik ko'rinishning
boshqga formasidan foydalaniladi, ya'ni
E=a+pB,n=a—P deb olsak,



oc:E"jLTn, B:a;nbo’lodi (ou yerda o va B lar

yangi o'zgaruvchilar). U holda:

’ 1 ’ ’ ’ l ’ 4
ugzi(ua+uﬁ), unza(ua—uﬁ),

V4 =1(u” —Uug

i T g Ve pp /-
Nafijada uf, —ug, =¢, (¢, =49).
2. Parabolik tip; a2, —a;,a,,=0, (7) va (8) tenglamalar bir xil
va biz (6) tenglama uchun bitta umumiy ¢ (x,y) =C inte-
gralga ega bo'lamiz. Bu holda biz £=¢(X,y),n=n(X,Yy)
deb olamiz.
Bunda m=n(xy) - ixtiyoriy ¢ (x)y) ga bog'lig bo'lmagan
funksiya.
P}
ny
O’zgaruvchilami shu tariga  tanlaganimizda a1 koeffitsient
uchun

= 2 2 2
a; = an@'x +2a12§;<§; +azz§'y = (\/ani'x +'\/a22é’y) =0,

(ya'ni qu) #0)

’
X
!’
X

tenglik o'rinli bo’ladi, chunkia,, =+/a;;/a,, . Bundan esa
a,, =a;,&,ny +a;, (%'m'y + g;n;) + azzglyn'y =

= (Jau&, +/a,,8,) (Ja.m, ++/a,,m,)=0.

(4) tenglamani U, oldidagi koeffitsientga bo'lib, parabolik

tipdagi tenglamaning kanonik ko'rinishiga kelamiz:
14 ﬁ
urm = (I)’ ((I) = __)

22

3. Elliptik tip: alz2 —a;,a,,<0va (7)., (8) larning o’'ng tomon-



lari kompleks ko'rinishda. Demak, xarakteristikalar kompleks
va go’'shma kompleks ko'rinishda (o(X,y) = w(x,y)) bo’'ladi
hamda

a=§(<p(x,y) (%)) = Re (X, y).

vda
=2 (9(x,Y) WX, ) = IMp(x, ),
deb olamiz.

U holda (4) tenglamada a,, =a,, va a,, = 0ni hosil gilamiz.
(4) ni uf, oldidagikoeffitsientga bo'lib quyidagiga kelamiz:

WL Ul =0, (0=—2).
22
Shunday qilib alz2 —a,,a,, ifodaning ishorasiga qarab
quyidagi kononik tenglamalarga ega bo'lamiz:
-aj, —a;8,,>0 dauj, —uj =¢yoki Uy, = (giperbolik

tip);

- aj, —a,,8,,<0 daul, +u’, =¢ (elliptik tip);

- aj, —a,,8,,=0da ul, =¢ yoki ul, =¢ (parabolk tip);
Yugorida ko'rilgan (1) tenglamani kanonik ko'rinishga

keltiish metodi va uni yechish metodi xarakteristikalar
metodi deyiladi.

2-§ Matematik fizika tenglamalarining tiplari
Ko'pgina fizika va texnika masalalarini yechish xususiy
hosilali differensial tenglamalarga olib keladi. Bunda 2-
tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar eng ko'p
uchraydi.
u=u(x,y) ikki o'zgaruvchili funksiya uchun quyidagi misollar-
ni keltiramiz.



1. Torda to’lgin tarqalishi tenglamasi:

2 2

OU _q20U (1)

ot OX
Bu tenglamani tekshirishga torning ko'ndalang tebranishi
jarayonini kuzatish, sterjenning bo'ylama tebranishi, simdagi
elektr tebranishlari, gaz molekulalari tebranishlari  va
boshgalarni  kuzatish davomida to'gnash kelamiz. Bu

tenglamalar giperbolik tipdagi eng sodda tenglamalardir.

2. Kesmada issiqlik tarqalishi tenglamasi:
ou __, 0%
ot ox? (2)
Bu tenglamani tekshirishga issiglik tarqalishi jarayonini ku-
zatish, suyuqlik va gaz filtratsiyasi, ehtimollar nazariyasining
ba'zi bir masalalari olib keladilar. Bu tenglama eng sodda
ko'rinishdagi parabolik tip tenglamadir.
3. Laplas tenglamasi:
o°u  o’u
4+ —— =
ox> oy’
Bu tenglamani tekshirishga elektr va magnit maydoni
haqidagi masalalarni kuzatish jarayonida, statsionar issiglik
holatini tekshirish, gidrodinamika masalalari, diffuziya va
boshga masalalarni yechishda duch kelinadi. Bu tenglama
eng sodda elliptik tipdagi tenglamadir.

0 (3)

1-misol
2 2
ngx—‘j—yzgy—‘j:o, xy #0
ko'rinshdagi tenglamani kanonik (sodda) ko'rinishiga
keltiring.

Yechish.
Bu yerda



a,, =x%a,=0,a,=-y° bo'lb, a,” —a;a,, =x’y*>0. De-
mak, tenglamamiz giperbolik tip ekan.

Uning xarakteristik  tenglamasi  x°dy® —y’dx®> =0  yoki
(xdy + ydx)(xdy —ydx) =0 bo’lib u ikkita differensial tenglam-
adan iboraf, ularning o'zgaruvchilarini qjiratib,
d_y+d_x ﬂ—d—X_Oko’rinishgo ega bo'ladi, bulami inte-
y X y X

grallab Iny+Inx=Inc, va Iny—-Inx=Inc, yoki xy =c, va

y_ c, ga ega bo'lib, va {=xy,n =Y qimashtirish bajarsak,
X X

eski o'zgaruvchilar bo'yicha olingan xususiy hosilalarni yangi
o'zgaruvchilar orgali olamiz.

a_u au ag 8u8n yau y ou
X ¢ Ox anax a x2on’
ou _ouag oudn X@_l@_u.@__( uy o yau
oy 8Q8y moy ~&c xom ox® ox o~ ag ox x? on
u8§+62u an) y o%u ag+auan)
C? ox  ocom ox” x? omdL ox  on? ox
2y ou ou ou o%u o’u, 2you _
Ay - LYy - L Y
X° on oC® x°oton X olon  X° on x? an
2 2 2
,0°U 2y au+y +2y6u

ot x*ocom x'ont  x*ég
o’u (auag+auan) 1(auag 10%u
oy’ o &y Comdy’ x ondLdy x oy?
,0U ,0°u 1 0%
X > +2 +——
o aCom X" on

=Yy




o%u o%u
PoER g - larming bu qgiymatlarini berilgan differensial

tenglamaga go'yib va uni soddalashtirib, quyidagi kanonik

tenglamaga ega bo’'lamiz.
2 2 2 2

26 26u+y_4él:+2l26_u_
oc? ofon X" on X° on

) 62 L9 o°u l o%u

x*(y

X
yi( 8@ 8@811 x? on’
2

yoki —ay? ZU YU o g0 L1,

oton X on oton 2 Xy on

2

bundan ou _ia_u_

acon 26 on
2-misol

0%z . 0%z ) a_zz

=0.

sin2x~y—2ysmx-ax +y?.

ay2
ko'rinshdagi tenglamani kanonik (sodda) ko'rinishga
keltiring.

Yechish:
Buyerda a, =sin’x, a,,=-ysinx, a,=y> bo'lib,
a,, —a,a, =Yy’ -sin’x—y?-sin’ x =0. Demak, tenglama
parabolik tip ekan. Xarakteristik tenglama quyidagi
ko'rinishga ega:
sin®x-dy® + 2y -sinx - dxdy + y? - dx* = 0,
yoki
(sinx-dy + ydx)* = 0.
Quyidagi
sinx-dy+ydx=0.
tenglamada o’zgaruvchilami ajratib



tenglamani hosil gilamiz.
Uni integrallab

In y+|ntg§ =InC,
yoki
X
-tg==C
y-19 >
yechimni olamiz.
Quyidagi almashtirishlarni bajaramiz: g = y-tgi, n=y
oz _oz 6§+628n 1 SeCzxaz
OX O0&ox onox 2 2 08

oz azag 0z on txaz oz

oy aeoy omoy 208 on

8_22_1yseczx azag 826n y , X . X0z
0 "2

2 222 ox " oEan ox s 9% "

o’z _, (azzag zan] 0z 3¢ 9'zom _
2\ ez oy " oem oy ) omee oy ont oy

2 2 2
_tgzia_+2tg§ 0z +a_§,
2 o2 2 060m  on




LI S x(&ZZ o 0%z anj W2 X0 _

oxoy 2 oe2 oy oeomoy) 2 208
x0%z 9z) 1 ,xoz
:—ysec ~ltgs—+ Zsec’ = —.
2087 otom) 2 26¢
0%z 0%z 0%’z

: , larning giymatlarini differensial
ox? oy? OXoy 9ay
Tenglomogo go'yamiz:
1, o’z 1 oz
Zy?sec* = -sin? X—+= ysec? —tg sin? x— —
4 2 oE* 2 2 0§

s 2 X . X 0%z 0’z , X .0z
—y?sec? Zsinx g—— —ysec? =sinx — +
2 g

2 08%  Otom 2
+y°| tg® —E 9i 0’z 6 :
2 08° 2 agan 611
2 2
Osongina ko'rsatish mumkinki, 6—3 va 6_§ -lari o’z
o0& on

ichiga olgan hadlar o'zaro gisgaradi va tenglama quyidagi
ko’rinishgo keladi:

oz ,0°z oz
—ysec —tg sin® Xx— +y* — —ysec? smx—:O,
%~ on’ 27 "o
yoki
y8—ZZ sinxg
on’ ’
lekin
X
2tg—
sinx = 2 , tgizé,
2



bo'lganligi uchun

sinx = 22&11 5
g+
Natijada
2% &
on® &% +m’ 08
3-misol
2
0 5_2 0%z 26 z
OX oxoy — oy’®
ko'rinshdagi tenglamani kanonik (sodda) ko'rinishga
keltiring.
Yechish:
Bu yerda
a,=1 a,=-1 a,=2bo'lb, a, —a;a,, =-1<0.

Demak tenglamamiz elliptik tip ekan. Xarakteristik tengla-
ma

dy® +2-dxdy +2-dx* =0, yoki y* +2y' +2=0.

Bundan y' =-1+i; Demak ikkita kompleks yechimlar
oilasini hosil gilamiz: y+x—-ix=C, i y+x+ix=C,.
O’zgaruvchilarni almashtiramiz: & =y + X, n=x;

oz _oz ag 0z on _ az oz, dz _dz d& dz dn _dz,

OX 8§8x anax 8&, 811 dy d& dy dn dy d&
az:(azg+aza_nj+£az ag+azan]

ox* \0g* ox  OEomox ) \onmoE ox  on® ox
822+2 0%z 822_ 0’z 0’z & 0%z o _ 0%z 822 _
ol agan on?’ oxdy OEZ Ox  OEomox | OE? agan’




i 622 8& 0%z 811 0%z
oy?  og? ay deom oy og”
Differensial tenglamaga xususiy hosilalarning topilgan
ifodalarini go'yib, quyidagini hosil gilamiz:
2 2 2 2 2 2
a§+262 +8§_265_262 +26§:
0§ oton  On 0% ocon 0§

ya’'ni

0’z 0%z
2 7 =0.
o&° oOn
4-misol
2 2 2
x28—2+2xy 0z yza—:O.
oX OXoy oy’
ko'rinishdagi tenglamani kanonik (sodda) ko'rinishga
keltiring.

2
Javob: 8_2 =0, E= y
on X

5-misol

2 2 2
85_462_382_2g 6%:0
OX oxoy  oy® oX oy

ko'rinishdagi tenglamani kanonik (sodda) ko'rinishga
keltiring.

0’z oz
—-—= =0, E=X+Y, nN=3X+YV.
o&on g

Javob:



6-misol

2 2
xy # 0 bo’lganda iza—§+i26—§=
X° OX° y°oy
ko'rinishdagi tenglamani kanonik (sodda) ko'rinishga
keltiring.

0.

Javob:
2 2
8_54_654_3 lg_klg =0, i:yz, T]:XZ_
og” on” 2\80E mnom

3-§ Asosiy masalalarning qo'yilishi:
Koshi masalasi, chegaraviy masalalar, aralash masalalar.

Fizik jarayonlarni matematik tilda yozish uchun avvalo
masala qo'yilishi shart, ya'ni jarayonni bir giymatli aniglab
beruvchi shartlar bayon qilinishi kerak. Oddiy differensial
tenglamalar va aynigsa xususiy hosilali differensial tengla-
malar umuman olganda cheksiz ko'p yechimga ega.

Shuning uchun fizik masala xususiy hosilali differensial
tenglamalarga olib kelinadigan holda, jarayonni bir giymatli
aniglash uchun tenglamaga ba’zi bir go’'shimcha shartlar
go'yiladi. Ikkinchi tartibli  differensial tenglamalar bo’lgan
holda, yechim boshlang’ich shartlar orgali aniglanishi mum-
kin, ya'ni argumentning boshlang'ich giymatiga mos
keluvchi  funksiyaning va uning birinchi  hosilasining
qgiymatlari beriladi (Koshi masalasi).

Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun ham
turli ko'rinishdagi go’shimcha shartlar go’yilishi mumkin.

Eng avvalo quyidagi sodda masalani garaymiz: uchlari
mahkamlangan torning ko’'ndalang tebranishi masalasi; Bu
masalada  u(x,f) deb torning OX o’'gidan chetlanishini
garaymiz. Agar torning uchlari 0<x</ kesmaning
uchlarida mahkamlangan bo'lsa, u holda quyidagi «che-



garaviy shartlam bajarilishi zarur

u(o,t) =0,u(s,t)=0 (1)
Tor tebranishi uning t=t, vagtdagi boshlang’ich formasiga
va tezlik tagsimlanishiga bog'lig bo’'lganligi sababli quyidagi
“boshlang’ich shartlar berilishi zarur:

{ u(x, ty) = o(X)

u; (X’ to) = \V(X)

Shunday qilib, go’shimcha shartlar «kchegaraviy» va «bosh-
lang’ichy shartlardan iborat bo’ladi, bunda ¢ (x) va v (x)

lar berilgan funksiyalar. Bu shartlar tor tebranishi jarayonini,
ya'ni

(2)

2
ur =a’u’, (3)

tenglama uchun (1), (2) chegaraviy masala yechimini
to'lig aniglab beradi. Boshqa ko'rinishdagi chegaraviy
shartlar ham berilishi mumkin. (1) chegaraviy shartlar birinchi
tur shartlar deb ataladi. u(x,f) funksiyaning x bo'yicha hosi-
lasi u’, (X, t) ga qo'yilgan chegaraviy shartlar

u’, (0,t)=0

{u;(ﬁ,t)zo
ikkinchi tur chegaraviy shartlar deb ataladi. Agar che-
garaviy shartlar u(x,y) ning o'zining giymatlariga va uning
hosilasi U’ (X, t) ga go'yilgan bo'lsa:

(4)

- (5)
(a—u+8uj =0
OX et
uchinchi tur chegaraviy shartlar deb ataladi. (1) - (5)

shartlardan tashqari, bundan so'ng uchta asosiy tur che-
garaviy shartlar hagida gapiramiz:
- birinchi tur chegaraviy shart: u(0,t) = u(t) —berilgan re-



im,

J— ikkinchi tur chegaraviy shart: u’ (0,t) = v(t) —berilgan
kuch,

-uchinchi tur chegaraviy shart:
u’ (0, t) = h[u(0, t) — 6(t)] - elastik mahkamlanish.

Xuddi shunday torning ikkinchi uchi x=¢ ga ham che-
garaviy shartlar go'yiladi. Agar pu(t), v(t), va
O(t) lar nolga teng bo'lsa, u holda bu shartlar bir jinsli deb
ataladi. Endi uf, =a?u?, +f(x,t) tenglama uchun bi-
rinchi chegaraviy masalani keltiramiz: 0<x</¢ va t > 0 so-
hada aniglangan va

ul =a‘u’ +f(x,t), o0<x<¢, t>0.
tenglamani,
u(o,t) =p, (1),
{ 0. =, (1) =0
u(l t) =p, (1)
chegaraviy shartlarni va
0<x<v/.

{ u(x,0) = ¢(x)
u; (x,0) = w(x)
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi  u(x,y) funksiyani
topish masalasi.

Agar torning uchlari uchun ikkinchi yoki uchinchi che-
garaviy shartlarni olsak, bularga mos keluvchi masalalar
ikkinchi yoki uchinchi chegaraviy masalalar deb ataladi.
Agar x=0 va x=/ lardagi chegaraviy shartlar turlicha tiplar-
ga mansub bo'lsa, u holda aralash chegaraviy masalalarga
kelamiz.

Agar bizni kichik vaqgt oralig'idagi torning o’'zgarishi
qizigtirsa, u holda chegaraning ta’siri kam bo'ladi va to'lig
masala o’'rmiga cheksiz uzunlikdagi tor uchun boshlang’ich
shartlar ostidagi chegaraviy masalalar garaladi:

u? =a’u’, +f(x,t), —o<X<oo, t>0.



tenglamaning
{ u(x,0) = o(x)
uy (x,0) =y(x)’
boshlang’ich shartlarga bo’ysunuvchi yechimini topish ma-
salasi. Bu masala Koshi masalasidir.

—00 < X <O

4-§ Matematik fizika masalalari
qo'yilishining korrektligi.

Giperbolik va parabolik tipdagi tenglamalar ko’p hollarda
vaqgt o'tishiga bog'lig bo’'ladigan jarayonlarni o’'rganishda
uchraydi. Bular tebranish tenglamalari, elektr to’lginlarining
tarqalishi tenglamalari va diffuziya tenglamalaridir.  Bir
o'lchamli holda doimo bitta koordinata x va vagt t ishtirok
etadi.

Shuning uchun bu tiplarning kanonik tenglamalari odatda
quyidagicha yoziladi.

o%u  d%u . o
- +cu=g(x,t iperbolik fi
o2 otl g(x,t) (gip )
2
2 l: —%JZQ(XJ) (parabolik tip)
X

Bunday tenglamalarga keltiruvchi masalalar  uchun
go’'shimcha shartlar boshlang’ich va chegaraviy shartlarga
ajratiladi.

Boshlang'ich shartlar, biz ko'rdikki, izlanayotgan funksiya
U — ning va uning hosilasining (giperbolik holda) t=0 dagi
giymatini berishdan iborat. Bu masalalarning chegaraviy
shartlari  u(x,t) noma’lum funksiyaning koordinatalari
o'zgaradigan inferval chegaralaridagi giymatlarini  ber-
ishdan iborat.

Agar kechayotgan jarayon tenglamasida x koordinata
cheksiz oraligda o’'zgarsa, u holda chegaraviy shart
bo’'Imaydi va fagatgina boshlang’ich shartlarga ega masa-
la hosil bo'lib, bu masalani Koshi masalasi deyiladi.



Agar masala chekli oraligda qgo'yilgan bo'lsa, bosh-
lang’ich va chegaraviy shartlar beriladi va bu holda aralash
masala hagida gap yuritiladi. Elliptik fipdagi tenglamalar
statsionar jarayonlarni o'rganishda yuzaga keladi.

t vagt bu tenglamalarga kirmaydi va ikkala bog'ligsiz
o'zgaruvchilar nugtaning koordinatalaridan iborat bo’ladi.

Bu ftipdagi masalalar uchun fagatgina chegaraviy
shartlar go'yiladi, ya'ni sohaning chegarasida noma’lum
funksiyaning holati ko’rsatiladi. Bular noma’lum funksiyalarn-
ing giymati berilgan Dirixle masalasi, noma’lum funksiyaning
normal bo'yicha hosilasining giymati berilgan Neyman mao-
salasi, va nihoyat soha chegarasida funksiyaning chizigli
kombinatsiyasi  va uning normal bo'yicha hosilasi berilgan
masalalardir.

Matematik fizka masalalarida o’rganilayotgan jarayon
xarakteriga javob beruvchi yagona yechimini topish uchun,
U yoki bu konkret masalalarda ganday go’'shimcha shartlar
go'yilishi lozimligini, aynan fizik mushohadalar ko'rsatadi.
Bundan tashqari, shuni ko’'zda tutish lozimki, tenglama ja-
rayonning muhimrog tomonlarini aks ettiradi.

Fizik masalalarda boshlang’ich va chegaraviy shartlarga
kiruvchi funksiyalar tajriba natijalariga ko'ra topiladi. Shun-
day qilib, yechim garalayotgan barcha sohalarda masala
shartlarining yetarlicha kichik o'zgarishlari uning yechimlarin-
ing ham kichik o’'zgarishiga olib kelishi muhimdir. Bu holda
masalaning boshlang’ich va chegaraviy shartlarga nis-
batan turg’unligi to’g’risida gapiriladi.

Barcha biz ko'rgan masalalar yagona yechimga ega
bo'lib, boshlang’ich ma’'lumotlarga ko'ra turg’un masalalar
tipiga kiradi. Aytish  mumkinki, bu masalalar korrekt
go'yilgan. Yani, 1) yechim mavjud, 2) yechim yagona, 3)
yechim turg’undir.

5-§ To'lgin va tor tebranishi tenglamalarini yechish uchun
tarqalayotgan to’lginlar usuli. Dalamber yechimi.



Giperbolik tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy
masalalarning yechimlarini topish masalasini biz chego-
ralanmagan tor uchun boshlang’ich shartlarni ganoatlantir-
uvchi masalani yechish usulini o'rganishdan boshlaymiz:

uf —a’u’ =0 —c<x<o, t>0 (1)

{ u(x,0) = o(x) 2)

Ut (%,0) = w(x)
Avvalo bu tenglamani biz uj, =0 ko'rinishga keltiramiz.
(1) ning dx*—a’dt*> =0 xarakteristik tenglamasi ikkita
tenglamaga gjraladi: dx—a-dt=0, dx+a-dt=0,
Bularning integrallari: x —a-t =c,, X+a-t=c,
E=X+a-t,n=Xx—a-t debolsak, (1) ga asosan
uz =0 (3)
ga kelamiz. (3) niintegrallasak (& bo'yicha)
u’ (&) =f"(m) ni hosil gilamiz. Bunda f"(n)- fagat n ga
bog’liq funksiya. Endi oxirgi tenglamani n bo'yicha inte-
grallasak, quyidagiga kelamiz.
u@m) = [ mdn+f, (&) =f, (&) +f,() (4)
f, - £ning, f, - esan ning uzluksiz funksiyasi.
Aksincha, f, va f,lar ganday bo’lishidan qat'iy nazar ikki
marta diferensiallanuvchi funksiya bo’lsalar, u holda (4) bi-
lan aniglangan u(&,n) funksiya (3) tenglamaning yechimi
bo’ladi.
Demak,
u(x,t)=f,(x+at) +f,(x —at) (5)

funksiya (1) tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi.
Faraz qgilamiz, garalayotgan masalaning yechimi mavjud
bo’lsin, u holda bu yechim (5) orgali beriladi. Endi f; va

f,larni shunday tanlab olamizki, ular boshlang'ich shartlami



ganoatlantirsin, ya'ni:
u(x,0) =f,.(x) +f,(x) = o(x) (6)
ui(x,0) =a-f/(x)—a-f;(x) =w(x) (7)
(7) niintegrallab,

L0019 = [w(oda v,

X,, C-laro’'zgarmaslar.

£,00) + F, (x) = 9(x)
f00-F,00 = [w(@)da +c

dan

£, (x) =%<p(x) N 2—161 [w(@)ia +2
1 1 x o (8]
F200 =2009 - — j w(a)do - =

ni fopamiz. Shunday qilib biz f, va f, larni ¢ va y orqali
ifodaladik, va bu (8) tenglik ixtiyoriy argumentlar uchun

o'rinli. (5) ga f, va f, ning giymatlarini (8) dan go'yib,
quyidagini hosil gilamiz.

u(x, t) = @(x +at) +o(x —at) L1 (X]'at w(o)do — X]'aip(a)daj

2 2a

Xo

yoki
l X-+at

o(X + at) ; p(x—at) - [w(eda (9)

(?) formula Dalamber formulasi deb ataladi, biz uni beril-
gan masalaning yechimi mavjud degan farazda topdik. (9)

u(x,t) =

X—at



formula yechimning yagonaligini isbot kiladi.

7-misol
ot ox?
ko’rinishdagi differensial tenglamaning u =x?, %u =0
t=0 t=0
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish:
a=L  y(x)=0 @(x)=x’
ekanligidan
Ue o(Xx —at) +p(x +at) _ (x—t)* +(x+1)* _
2 2
XZ—2xt +t7 + x> +2xt +t* _2x*+2t*  ,
= =X+t
2 2
8-misol
2 2
Fu_, o
ox?

. ou . .

tenglamaning U =0, x =X  boshlang’ich  shartlarni
t=0 t=0
ganoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish:
Bu yerda a = 2, ¢(x) =0, y(x) = X, demak,
U= letz.dz Lo o - (x-2ny?]=
4 x-2t 8 - 8

%(x2 +4xt + 4t? —x? +4xt—4t2)=%.8xt = xt

9-misol
o’u _ _, d%u

ot OX?



. ou
=sinx, —

t=0

tenglamaning U =1 boshlang’ich shartlarni

t=0

ganoatlantiruvchi va t = T momentdagi yechimini toping,

X+at

. in(x +at) +sin(x—at) 1 .
Yechlsh:u=S (x +at) +sin( a)+_ Idz, ya’ni
2 2a °
. 1
u=sinxcosat +—-z| %,
2a
Bundan esa

U =sinxcosat +t

ni hosil gilamiz. Agar tzzl bo’lsa, U zzl,ya’ni tor OX o’qiga
a a

parallel.

10-misol Berilgan tenglamaning yechimini toping:

o2 ox?
Bu yerda
ou
u =X, — ==X
t=0 ot t=0

Javob. u=x(@1-1).

11-misol Berilgan tenglamaning yechimini toping

o’u  , 0%
2 A o
ot OX
Bu yerda
u =0, A = COS X.
t=0 t=0




cos X -sinat
" .

Javob. u =

12-misol
o°u _ o’u
ot ox?
tenglama bilan berilgan torning t =7 bo’'lgandagi
=sin x,a—u

u = COS X.

t=0 t=0

boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi formulasini toping.

Javob. u =-sinx

6-§ To'lgin tenglamasi uchun o’zgartiruvchilarni ajratish usuli

O<x</, t>0 sohada berilgan
uf =a’uj, (1)
tenglamaning bir jinsli chegaraviy
u(0,t) =0,u(4,t)=0 (2)
va boshlangich
{ u(x,0) = 9(x) )
u, (x,0) = w(x)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini izlaymiz. (1) tenglama
bir jinsli va chizigli, shuning uchun ham xususiy yechimlarning
yig'indisi ham bu tenglamaning yechimi bo'ladi. Yetarli ko'p
xususiy yechimlarni topgandan so’'ng, bu yechimlarni ba'zi
koeffitsientlarga ko'paytirib yig'indi olsak, yechim topilishi
mumkin. Buning uchun avvalo asosiy yordamchi masala
go'yiladi:



"o A2
utt =a uxx

tenglamaning aynan nolga teng bo’'lmagan va bir jinsli

u(o,t)=0
(4)
u(/,t)=0
chegaraviy shartlarni  ganoatlantiruvchi
u(x,t) = X(x) - T(t) (5)

ko'rinishdagi yechim topilsin. Bu yerda X(x) - fagat x, T(t) -
esa faqat t o’zgaruvchiga bog'lig funksiyalar. Agar (5) ni (1)
ga go'ysak,

X"(x)T(t) = ai T (&)X (X)

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini ay-
nan nolga feng bo’'lmagan X(x)T(t) ifodaga bo'lib, quyidagi
tenglikka kelamiz:
X"(x) 1 T"(t) (6)
X(x) a? T(t)
(5) —funksiya (1) ning yechimi bo'lishi uchun (6) tenglik
O<x</, t>0 larda aynan bajarilishi kerak. (6) ning o'ng
tomoni fagat t- ning, chap tomoni esa fagat x ning
funksiyasidir. Agar biz t ni fiksirab, x ni o'zgartirsak, chap
tomondagi ifoda ixtiyoriy x - argumentning qgiymatlarida
o'zgarmas giymat gabul qilishi ko'rinib goladi va aksincha,
ya'ni

X”(X) _i T”(t) _

X(x) a® T(t)
Bu yerda A- o'zgarmas va uning oldidagi minus ishora key-
ingi hisoblashlar o’'ng’ay bo'lishi uchun go'yildi. Lekin A - ix-
tiyoriy ishorada bo'lishi mumkin. (7) munosabatdan
quyidagi X(x) va T(t) = funksiyalarni aniglovchi oddiy differ-
ensial tenglamalarni hosil gilamiz:

X"(X)+A-X(x) =0, X(x)#0 (8)

T"(t)+a’-A-T(t) =0, T()#0 (?)

—A (7)



(4) chegaraviy shartlar quyidagicha bo'ladi:
u(0,t)=X(0)-T(t)=0
u(l,t)=X)-T(t)=0

Bulardan kelib chigadiki, X(x) funksiya quyidagi tenglikni

ganoatlantirishi kerak:

X(0)=X(¥)=0, (10)
aks holda biz
T(t)=0 va u(xt)=0
yechimlarga kelib golamiz. Bu esa noldan fargli yechimlar
topilsin  degan shartni ganoatlantirmaydi. T(t) funksiya
uchun asosiy yordamchi masalada hech ganday
go’'shimcha shart yo'q. Shunday qilio  X(x) ni topish uchun
quyidagi oddiy masala xos giymatlarni topish masalasiga
kelib golamiz:
- A parametrning shunday qgiymatlari  aniglansinki,
quyidagi
X"+ AX=0 N
{X(O) =X()=0 ()
masalaning noldan fargli yechimlari mavjud bo’lsin va bu
yechimlar topilsin. A ning shu xususiyatiga ega bo’lgan

qgiymatlari xos giymatlar, bu giymatlarga mos keluvchi (11)

ning noldan fargli yechimlari (11) masalaning xos funksiyalari

deyiladi.

Shu tariga keltiriigan masala Shturm — Liuvill masalasi deb

ataladi.

Endi biz A ning musbat, manfiy va nolga teng giymatlarini
alohida ko'rib chigamiz.
1. A<O0 bo'lgan holda masalaning noldan fargli
yechimlari

mavjud emas. Hagigatan, (8) ning umumiy yechimi
X(x) =c,eV 7 +c,e V™

ko'rinishda bo'lib, chegaraviy shartlardan



X(@0)=c,+c, =0
X(¢)=c,e* +c,e* =0, (oo=¢-~J—1)larni hosil gilo-
miz, bulardan esa ¢, =-c, va c;-(e"—-e)=0 larni hosil
gilamiz.
Lekin ko'rilayotgan holda a - hagigiy va musbat son bo'lib,
bundan e” —e * = 0ligi kelib chigadi.
Shuning uchun ¢, =0, c, =0. Bundan esa X(x)=0
kelib chigadi.
2. A=0 bo'lgan holda ham, aynan nolga teng bo'Imagan
yechimlar mavjud emas. Hagigatan bu holda (8)
tenglamaning umumiy yechimi  X(x) =c¢,X + ¢, ko'rinishda
bo’'lib, chegaraviy shartlar quyidagilarni beradi:
X(0) = [Clx + C2]x:0 =c, =0
X()=c,-¢=0
ya'nic, =0, C, =0; Bulardan esa X(x)=0 kelib
chigadi.
3. A>0 bo’'lgan holda (8) tenglamaning umumiy yechimini
quyidagicha yozish mumkin:
X(x) =D, cos JAx + D, sin VAx
Chegaraviy shartlar quyidagilarni beradi:
X0)=D, =0

X(1) =D, sinyv/Ar =0
Agar X(x)-aynan nolga teng bo'lmasa, u holdaD, #0,

shuning uchun
sin VAl =0 yoki x:”T;”; (12)
bu yerda n- ixtiyoriy butun son.
Shularga ko'ra, (11) masalaning aynan nolga teng
bo’'Imagan yechimlari fagatgina



7tn 2
l

bo’'lgan hollarda mavjuddir. Bu xos giymatlarga quyidagi
xos funksiyalar mos keladi:

X, (xX)=D, sinn—lnx,

bu yerda D, - ixtiyoriy o'zgarmas. Shunday qilib A paro-
metrning fagatgina

_(mnY’

giymatlaridagina (11) masalaning aynan noldan fargli
yechimlari mavjud bo'lib, uning ko'rinishi ixtiyoriy o'zgarmas
ko'paytma anigligida quyidagicha bo'ladi:

Xn(x):sin%}x (14)

(biz D, =1 deb oldik)
A=A, ning qgiymatlarida (9) tfenglamaning quyidagi
yechimlari mos keladi:

T, () =A, cosnT;]atjuaninnT;]at (15)

bu yerda A, va B, -lar ixtiyoriy o’'zgarmaslar. (1) - (3) ma-
salaga gaytib, shuni xulosa gilamizki, quyidagi

u,(x,t)=x,(xX)T, () =(A, cosn—nat +
¢ (16)
+ B, sinn—nat)sinﬂx
0 14

funksiyalar (1) tenglaomaning (4) chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi va biri fagat x ning, ikkinchisi fagat t ning
funksiyasi bo'lgan ikki funksiya ko'paytmasi (5) ko'rinishida

yozish mumkin bo’'lgan xususiy yechimlari bo’ladilar.
Bu yechimlar dastlabki go'yilgan masalaning (3) bosh-



lang’ich shartlarini, ulardan boshlang’ich funksiyalar ¢ (x) va
v (x) larning fagatgina xususiy hollarida ganoatlantirishi

mumekin.
Endi biz (1)-(3) masalaning umumiy yechimini topamiz.

(1) tenglamaning bir jinsliligi va chizigliligiga ko'ra xususiy
yechimlar yig'indisi:

u(x,t) = iun(x,t) = i“(An cosn??at +B, sin T%‘at) -sinnT;]x (17)

n=1 n=1

ham (1) tenglamani va (2) chegaraviy shartlari ganoatlan-
tiradi. Boshlang'ich shartlar A, va B, lamni aniglashga im-

kon beradi. (17) funksiya (3) shartlari ganoatlantirishini
talab gilamiz:

u(x,0) = p(x) = Zu (x,0) = ZA sm7x

=" o (18)
ut(x,0)=\y(x)=2 Un (x,0)=2“—”a|3nsin—”x
n=1 at n=1 f f
Furye qgatorlari nazariyasidan ma'’lumki, ixtiyoriy

0<x</da aniglangan bo’'lakli-uzluksiz va bo’'lakli-
differensiyallanuvchi funksiya f(x) - Furye gatoriga yoyiladi:

f(x)zibnsin%‘x (19)
bu yerda N
=—jf(a)sm—ada (20)

Agar ¢ (x) va vy (x) Ior Furye qatoriga yoyilish shartlarini ba-
jarsalar, u holda



9(x) =Y ¢, 5in T x
n=1 Z
_25 . 7N d (21)
o —zgcp(@sm?a g

w0 =D v, sin
g £ (22)
v, =T£\v(é)sinn7éd<‘%

Bu gatorlarni (18) formula bilan solishtirish shuni ko'rsatadiki,
boshlang’ich shartlar bajarilishi uchun (18) da
A, =0, B, =iwn (23)
ina
deb olish kerak ekan.

Shunday qilib o'rganilayotgan masalaning yechimi
bo’'lgan (17) funksiya to’liq aniglandi.

Biz yechimni (17) cheksiz gator ko'rinishida anigladik. Agar
(17) gator uzoglashsa yoki bu gator bilan aniglangan funksi-
ya differensiallanuvchi bo'Imasa, u holda bu gator berilgan
differensial tenglamaning yechimi bo'la olmaydi.

13-misol
x =0, X = ¢ uchlari mahkamlangan torning boshlang'ich

momentdagi formasi u=@-x(€—x) parabola ko'rinishida
l

berilgan bo’lsin (1-rasm). Boshlang’ich tezlik nolga teng
bo'lganda, tor nugtalarining abssissa o'gidan chetlanishini

toping.



=1
l-qu L
=W

1- rasm

Yechish:
Bu yerda

«p(x)—“h X(-x),  w(x)=0.

Qatorning koeff|T5|en’rIor|n| topamiz.

2 ¢ . KX 8h . KX
a_=—|e(X)sin——dx = — [ (¢x —x?)sin — dx, b.=0
N glcpu ; gj< )sin= ;
u, =/x—x*,  do _sm%dx du, = (¢ —2x)dx,
| kmx
v, =—— - C0S ——
kr /
8h 14 kex| 8h T
a, =——(Ix —x*)—cos—~ ¢ —2x) cos ——dx
=t = 0 knéz'([( )
ya’'ni
8h | knx
a, =
krt?
u, =¢-2x, doz=cosk—dx, du, = -2dx, 02=£-Sin@;
0 km l
a, =— kf (0 —2x)- sinknx 16h J.smkn—xdx—

16h 16h




=, 16h krmat . chX
Demak, u(x,t) = 1-(-1 coS——-sin
(%, 1) ;k% - (D*]- / W

Lekin k=2n da 1-(-1)*=0, k=2n+1 da esa 1-(-1)*=

shuning uchun

u(x t)— 32h z (2n +1)mat sin (2n +1)nxl
= (2n +1) / 1

14-misol

Chetlarix =0,x = ¢ nugtalar bilan mahkamlangan tor beril-
gan. Torning boshlang'ich momenti OAB sinig chizigda
berilgan

(2-rasm). Agar boshlang'ich tezligi nolga teng bo’lsa, ixtiyo-
riy t-momentdagi tor tebranishi formulasini foping.

Yechish:
OA to’g'ri chizigning burchak I<oeﬁ°i’rsier1’ri€/L2 = % ga teng.

Uholda u= %-x. AB to’'g'ri chiziq esa koordinata o’gida
¢ va 2h kesmalarni kesadi, u holda uning tengla-

X U . 2h
masi—+— =/, yokiu=— (¢ —X).
¢ 2h Y K( )



Shunday gilib, ®(X) = { f L y(x)=0
Demak,

2 . kmx
a, =— x)sin——dx =
= Jolsin=

o'—.l\)\a\
o

4h kmx 4h . kmx
= — | Xxsin——dx ? —Xx)sin——dx, b, =0
0 ¢ 2!( ) 0 “
2
buni bo’laklab integrallaymiz.
, é
4h knx|z  4h 2 knx
a, =———XC0S—— ——I
n 0|, knls ¢
4h ¢ Knx 2h  kn  4h . knx |z 2h k=
——|cos—=dx=——C€0S— + ——-SiN—— +—-C0S — —
nl Y T 2 ’n? o Km 2

an sin an|€ an sinﬁJr—4h sinﬁ——8h sinﬁ
k?n? l |/ k?r? 2 k’n? 2 Kk?n? 2

natijada, u(x, t)_% Z 12 smﬁ sm@ cos@,
i K 2 1

gatorning bir nechta hadlarini yozsak

8h mat 1 3nx 3nat
u(x, t)_—(sm7 COS—— — —-Sin——-COS —— +
T

¢ 3 4 14

5nx Srat 1 . 7nX Tmat
+—-8iN——-00S —— — —-sin—— - C0S —— +...)
52 ¥4 Y4 7 /

ko'rinishga ega bo'lamiz.
15-misol

X =0, X = ¢ nuqtalar bilan mahkamlangan torning boshlang’ich og’ishi
nolga teng, boshlang’ich tezligi esa, quyidagi formula bilan berilgan



v X L <—
| 2
ot 0, x—g >E.
2| 2
Torning t-momentidagi holatini toping.
Yechish:
l—h (+

Bu yerda o¢(x) =0, y(X) esa (T T) intervalda v, ga

teng bo’lib, bu intervaldan tashgarida Oga teng.
Natijada: a, =0

%(Hn) 1(/+n)
k7 _2v, ! kmx |2
b, =— sm—d —C0S— =
kma , 1 kna kn NS
~(-n) 2
20,0 [ kn(¢—h) kn(/+h)]_ 4vgl . km . kmh
= ———| cos —CoS ——sin—sin—-
k‘na 2/  K’rla 2
4 > . . . .
u(x,t) = iog Zizsm ﬁsm krth sin krat sin kX
n°a iz K 2 2/ l l
yoki
wh . mat . 7x
u(x,t) =
(x,t) = J J
1 3Tch 3rat . 3nx 1 . 5nh . bmat . 5nX
——sin Si —-sin S —..)
2/ / 5 2 1 1

16-misol x=0,x=/¢ nugtalar bilan mahkamlangan torning
boshlang’ich og’ishi quyidagi formaga ega:u = h(x* - 2x* + x) . Agar
boshlang’ich tezlik nolga teng bo'lsa, torning ixtiyoriy t vagtdagi
og'ishi holatini toping.

Javob:u:%;_)hz ! - -Ccos(2k +1)-m-a-t-sin(2k +1) - m- x.
koo (2k+1)




17-misol Tor x=0, X =/ nuqtalar bilan mahkamlangan. Torn-

ing boshlang’ich og’ishi nolga teng bo'lib, boshlang’ich tezligi esa,
quyidagi formula bilan berilgan:

l
T X——
S
au _ cosT, x—§<
at t=0 g
0, x——‘
2
Torning ixtiyoriy t vagtdagi holatini toping.
sin Tk cos krh
- P cos oo
Javob: u(x,t) = 4hf iz 22 5 / sin knxsin knat.
n°a ia K 7 —=Kkh l l

7-§ Kesmada issiqlik tarqalish tenglamalari uchun
o’zgaruvchilarni ajratish usuli

u, =a’u’, O0<x</, O<t<T (1)
tenglamaning
u(x,0) = e(x), o<x</ (2)
boshlang’ich va
u(o,t) =0, u(/,t)=0, 0<t<T (3)

chegaraviy shartlarini ganoatlantiruvchi yechimini gidiramiz.
Bu masalani yechishda biz o'zgaruvchilarni ajratish usulida
gabul gilinganiga ko'ra avval asosiy yordamchi masalani

yechamiz:
2,1

uy =a‘uy,
tenglamaning aynan nolga teng bo'lmagan
u(o,t) =0, u(/,t)=0 (3")

bir jinsli chegaraviy shartga bo’ysunuvchi va

u(x, t) =X(x)-T(t) (4)



(bu yerda X(x)- funksiya fagat x ning, T(t)- esa fagat t ning
funksiyasi) ko'rinishidagi yechimini axtaramiz. (4) da u(x,1)
ning ko'rinishini (1) tenglamaga qo'yib va hosil bo’lgan
tenglikning ikkala tomonini a’X-T ga bo’lib, quyidagini
hosil gilamiz.

1 TI B x” B

a’? T X
bu yerda A=const, chunki tenglikning o'ng tomoni faqgat-
gina x ga, chap tomoni esa fagatgina t ga bog'ligdir. Bun-
dan esa

—A (5)

X"+A-X=0 (6)

T +a’A-T=0 (7)
tengliklar hosil bo’ladi.
(3) chegaraviy shartlar esa quyidagilarni beradi:

X(0)=0,X(¢)=0 (8)
Shunday qilib, X(x) funksiyani aniglash uchun biz tebranish-
lar tfenglamasini yechishda o’'rganilgan
X" +n-X=0, X(0)=0, X(¥)=0 (%)
xos giymatlarni topish masalasiga (Shturm-Liuvill - masao-
lasiga) keldik. Unda biz shuni ko'rsatgan edikki, A ning fa-
gatgina
2
A =[“T;”j . n=12,.. (10)

giymatlari uchungina (6) tenglamaning ftrivial bo’'lmagan
yechimlari mavjud bo'lib, ularning ko'rinishi quyidagicha
edi:

xn(x)zsin%”x (11)

7hn— ning bu qgiymatlariga (7) tfenglomaning quyidagi
yechimlari mos keladi:



T (t)=C, e ™ (12)
bu yerda C, -koeffitsientlar hozircha aniglanmagan.
Agar asosiy masalaga gaytsak, ko'ramizki ,

u,(xt)=X,(x)-T,(t) =Cne’a2”"t sinnT;nx (13)

funksiya (1)-tenglomaning (3') chegaraviy shartlarini ba-
jaruvchi xususiy yechimlaridir.
Quyidagi gatorni tuzamiz:

u(x,t)=i“Cne("j atsinTcT;nx (14)
n=1

Bu gatorning har bir hadi chegaraviy shartlarni bajargani
uchun u(X,t) - funksiyaning o'zi ham chegaraviy shartlami
bajaradi. Boshlang'ich shartlarning bajarilishini talab  qilib
quyidagini olamiz:

(p(x)zu(x,O):icnsin%f‘x (15)

ya'ni C, lar ¢(x) funksiyaning (0, ¢) intervalda sinuslar
bo'yicha gatorga yoyilmasidagi Furye koeffitsientlaridir:

Co = == [o(@)sin " ede 16)

Endi (14) gator (1)-(3) masalaning barcha shartlarini ba-
jaradigan bo'lishi uchun ¢ (x) funksiyaga qo'yiladigan
shartlarni keltiramiz.

(14) gator t > 0 da uzluksiz funksiyani aniglashi uchun ¢ (x)
funksiya uzluksiz, bo'lakli uzluksiz hosilaga ega va ¢ (0)=0,
¢ (¢ )=0 shartlarni bajarishi kerak.

18-misol.
Torda issiglik tarqalishining boshlang’ich tagsimoti

U, X; <X <X,
u(x,t)],_ =f(x)= 0 _
, X < X, yoki X>X,



tenglik bilan berilsa, — =a“ -— tenglamaning yechimini toping.
X
@(z)
A
1 ______
o e
f-.
————— -1
3-rasm
Yechish:
Chegaralanmagan sterjen berilgan bo’lib, uning yechimini Puasson
+o0 (&%)
1 N 2
integrali ko’rinishida yozib olamiz: u(x,t) = ——=- [f(§)-e ** d§
2a~/nt _J;

f(x) funksiya (X,,X,) intervalda o’zgarmas u, haroratga, intervaldan
tashgarida harorat nolga teng bo’lgani uchun, yechim
Xy _(6-%)?
u - 2 . . . . . . .
u(x,t) = —2 -Ie 42t dg ko’rinishni oladi. Bu integralni quyidagi
2aNmt |

ehtimollar integrali bilan almashtirish mumkin : ®(z) = %J-e‘“zdp
To

X-§

Hagigatan =u ,d§= —2at- dudeb quyidagiga ega bo’lamiz
2a+/t
R~ S~ 3
ux,t)=——-2- | e*dpu=—"2- | e*du——2- |e*du.
N I = e o
2aVt

Shunday qilib, yechim quyidagi formula orgali ifodalanadi:



u(xt)— 0 [Ty — (2 2)]

2at 2t )
d(z) funksiyaning grafigi 3 rasmda berilgan. ®(z) funksiya uchun
maxsus jadvallar mavjud.

19-misol.

2
O<x<oo da a—u:Z—g tenglamaning u|t_0 =f(X)=u,
” -

boshlang’ich va u|X=O =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi

yechimini toping.

Yechish.

Bu yerda bizga yarim chegaralangan tordagi issiglik targalishining
differensial tenglamasi berilgan.

Berilgan shartlarni ganoatlantiruvchi yechim ko’rinishi quyidagicha

1 = et (@)’
bo’ladi: u(x,t)=——-|u,-[e * —e * ]d§
2/nt ! ’
yoki
o (&x)? (&x)?
u(x,t)— 4 —e 4 ]dgdan

a) X-§ =pu, dg= —2\/¥ -du deb olib, ehtimollar integrali yordamida

2Vt
birinchi integralni quyidagicha 0’zgartiramiz:

o fe ge o e j e du="0 o X))
24nt 5 Jr 24t
b) X:FEE" p,dizZ\/f-du deb olib, ehtimollar integrali yordamida

ikkinchi integralni quyidagicha o’zgartiramiz:
0 (§+X) +0

4t da
2 \/E I

2Vt

e op ==L [1- ()]

2.t




Shunday qilib yechim
X
ux,t)=u, o —
bt =t (2\&]

ko’rinishga keladi.

20-misol.
a_dtu
ot ox?
tenglamaning (0 < x <1),t >0 quyidagi
X, agar O<x< g;

ul_, =f(x)= p
{ — X, agar E£x<£.

boshlang’ich va u| _ =u| , =0 chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish:
Berilgan chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi Koshi masalasining
yechimini

~*Mee | knx
'S

ux,t)=> b, -e
k=1

ko’rinishda izlaymiz.
Bu yerda

l l

2 2
b, :g_[x-sin@dx:gjx-sin
‘3 / ‘)

0
kixdxﬁj(g—x)-sin@dx.
‘ Iz (
2

u=Xx,dv :sin@dx,du =dx,u= —i-cos@ deb olib,
/ kr Y4



bo’laklab integrallaymiz

2, /X knx (%2 . Kknx
b, =—(——-cos +—— -sin )
¢ krn 14 kem ¢,
2 7 knx Ix _ knx 0 knx| 40
—(-—-c0s——+—-Cos >— *Sin )| =5 sin—
km 1 T ¢ K°m I VN &
2
Natijada yechim
4.00&1 . kn U kax
ux,t)=—->» —-sin—-e * —_—
.1 n’ kz‘kz 2 /
yoki
(2n+1)2 7%t
4.0 & 1 —— . (2n+Dnx
u(x,t) =——- -N:P——.e ! -Sin———
xH 2 Z;( )2n+1 12
bo'ladi.
21-misol.
a_du
ot ox?

tenglamaning quyidagi boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimini toping.

1—1, 0<x<¢;

u(x, 1), =f(x) = 1+%,-££x£0;

0 ,x>/ux<—/
Ko’rsatma:
Yechim quyidagicha izlanadi.
1 0 g (=)’ 1 £ _(x=8)?
ux,t)=——- | 1+=2)-e * dg+ l-=2)-e 4 dg,
A v (e :

X% = u almashtirish bajarib javobni soddalashtiring.



Javob:

u(x, t)——[(1 —)cb(x”

1-
ﬁ) Y (\/—) ( ) C - \/—)]
+l\/z-[e_(xztl) ge e A ]
t\m

22-misol. Yarim cheksiz sterjenning chapdagi oxiri issiglik
o'tkazmaydigan bo’lsa va issiglik targalishining boshlang’ich tezligi
quyidagi

0, x<0;
ul_, =f(x)=1u,, 0<x<4;
0,/<x

formula bilan berilgan bo’lsa, issiglik targalish tenglamasining
yechimini toping.

Uy X+ x—1
Hn =5 {q{zaﬁj_q{zaﬁﬂ'
23-misol.

Yupga bir jinsli, uzunligi / gateng bo’lgan sterjen berilgan. U tashqi
muhitdan ajratilgan bo’lib, boshlang'ich harorati
£(x) = cx(ﬂ X)

harorat saglanadi. Sterjenning ixtiyoriy t>0 vaqgtdagi harorati
aniglansin.

Javob:

ga teng. Sterjenning oxirlarida nolga teng bo’lgan

Ko'rsatma. Sterjen haroratining targalish gonuni quyidagi tenglama
bilan beriladi:

u_.. 0u
ox?



cX (¢ —x)
62
shartlari u|_ =u| , =0 tengliklar bilan beriladi.

Boshlang'ich sharti u|t=0:f(x): va chegaraviy

Javob:
(2n+1)2n2a2t

1 n +

8-§ Elliptik tipdagi tenglama.
Chegaraviy masalalarning qo'yilishi.

Bu tipdagi eng sodda tengloma quyidagi Laplas
tenglamasidir:
o°u  o’u

+
ox> oy

Agar u(x,y) funksiya T-sohada o'zining ikkinchi tartibli
hosilalari bilan birga uzluksiz bo’lsa va Laplas tenglamasini
ganoatlantirsa, u holda u T-sohada garmonik deyiladi.

(1) tengloma t-vaqgt bo'yicha statsionar jarayonni
ifodalaydi, shuning uchun t parametr gatnashmaydi. Issiglik
manbalari mavjud bo'lganda quyidagi tenglamaga ega
bo'lamiz:

AU =

=0 (1)

Au =—f, f=—. (2)

bu yerda F - issiglik manbalarining zichligi, K - issiglik
o'tkazuvchanlik koeffisienti. (2) Puasson tenglamasi deb
ataladi.

¥ - chegara bilan cheklangan biror T - soha ichida u(x,y) -
issiglikning  statsionar tagsimoti  to'g'risidagi  masalani
quyidagi holda keltiramiz:
- Tsohaichida

Au =—f(x,y) (3)



tenglamani va quyidagi ko'rinishlardan birortasidan iborat
bo'lgan
lLu=f, Z - da (1- chegaraviy masala)

ou

Il Pl f, > -da (2- chegaraviy masalal)
n

ou
il T +h(u-f;)=0 > -da (3- chegaraviy masala)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani

topish. Bu yerda f,,f,,f;,h- berilgan funksiyalar, 2—“—
n

Z chegaraga o'tkazilgan tashqgi normal bo'yicha hosila.

Ko'p hollarda Laplas tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
masalani Dirixle masalasi, ikkinchi chegaraviy masalani —
Neyman masalasi deb atashadi.

Agar Z chegaraga nisbatan ichki (yoki tashqgi) T,- so-

hada yechim qidirilsa, u holda bunga mos masalani ichki
(yoki tashqi) chegaraviy masala deb atashadi.

9-§ Ikki o’lchamli Laplas tenglamasi va doira uchun Dirixle
masalasi. O’zgaruvchilarni ajratish usuli.

Bu bo'limda biz T - soha doira bo'lgan, ya'ni doira
uchun Dirixle masalasini o'zgaruvchilarni  ajratish  usulida
yechamiz. Doiraning radiusini r bilan belgilab markazini
koordinatalar boshida joylashtiramiz. Masalani qutb koordi-
natalar sistemasiga o'tib yechish magsadga muvofigdir.

X =T C0S @
y =rsing
almashfirishlar yordamida masala quyidagicha go'yiladi:



Fg( —) =0 (1)

Laplas ’renglomosmmg r<R uchun u=u(r.@) yechimiizianadi,
yechim r=R da

1
e

ul_, =U(e) (2)
beriigan giymat gabul qgiladi. O'zgaruvchilarni ajratish usuli
shundan iboratki, avvalo (1) tenglamaning yechimini

u=V(r)®(e) ko'rinishda iziaymiz. Bunda V(r) va ®(e) lar fagat
r va ¢ larga mos ravishda bog'ligdir. Bu holda bu noma’'lum
funksiyalar uchun (1) tenglamadan quyidagilarni hosil gila-
miz:

_ 1d*o
e
yoKi
r d ( ) 1 dZ(I)
V dr @ do
(3) tenglamaning chap tomoni ¢ ga, o’'ng tomoni esa r ga
bog’'lig bo'Imagani sababli bu tengliklar o'zgarmasdirlar:
2
Li(—)— idqj:—x (4)
V dr @ do
Bu yerda A - o zgoruvchllorni ajratishning o'zgarmasidir. A -

o'zgarmas musbat bo’'lishi kerak. (4) tenglamalarning ikkin-
2

(3)

) . . . .
> =—AD guyidagi umumiy yechimga ega:

chisi

®(¢p) = AcosVAe + Bsinap  (5)
A va B lar ixtiyoriy o'zgarmaslar. Endi A ixtiyoriy giymat gabul
gila olmasligini ko'rsatamiz. Bu shundan kelib chigadiki, A
ning giymatini 2z ga oshirish (r,¢) nugtani oldingi holatga
gaytaradi; demak biz garayotgan barcha ¢ ga bog’lig
funksiyalar ¢ bo'yicha 2r-davr bilan davriy bo'lishlari lozim.
Shunday qilib @ (p+2n)=P(p), bu esa (5) formulaga asosan



shuni bildiradiki, A qabul qiladigan giymatlari n=0,1,2,...
butun sonlarga teng bo'lishi kerak. n ning manfiy
giymatlarini biz tashlab yuborishimiz mumkin, chunki n ning
ishorasi fagat o'zgarmas B ning ishorasiga ta'sir ko'rsatadi.
Shunday qjilib A =n? (xos sonlar) va
D(¢p) =Acosne+Bsinneg. (6)

Endi biz (4) tenglamalarning birinchisiga qaytamiz va i ning
o’'miga n?ni go'yamiz:

Li (r d_V) =n?

Vdr = dr
Bundan esa quyidagini hosil gilamiz:

Bu tenglama yechimini V =r* ko'rinishida izlaymiz:
Ko'rsatkich a uchun osongina quyidagi tenglamani olamiz:
oo —Dr* +ar* —n’r* =0

yoki
o(a—1)+o—n?>=0, o?®=n? o==n.
Demak, V(r)=r",yoki V(r)=r"

Bu yechimlardan ikkinchisini tashlab yuboramiz, chunki
n>0 uchun r=0 doiraning markazida uning giymati cheksizga
aylanadi.

Natijada
u,(r,e)=r"(A, cosne+ B, sinne)

Biz  u=V(r)P(p) ko'rinishda  izZlagan (1) Laplas
tenglamasining hususiy yechimini  u, orgali belgiladik,
chunki u n ga bogligdir, ixtiyorly A, va B, o'zgarmaslar
ham n ga bogliq.

Laplas tenglamasining chizigliligi va bir jinsligi uchun
xususiy yechimlar yig'indisi ham yechim bo’ladi:



u(r,@)=> u,(r,e)=> r" (A, cosnp+B, sinng) (7
n=0 n=0

Bu tenglama ikkita no’'malum A, va B, koeffitsientlarni
o'z ichiga oladi.

(7) ko'rinishidagi yechimga Furye qatori ko'rinishini berish
uchun

Aoza?o’An:an’Bn:bn’(nzl’z’ """ )

deb olamiz. U holda u(r,e) ni quyidagi ko'rinishda yozish
mumekin.

a = .
u(r,(p):?°+2r”(ancosn(p+bnsm ne) (8)
n=1

Noma'lum koeffitsientlar a,,a,,b, larni (2) chegaraviy
shartdan aniglaymiz, bundagi U(e) funksiya ham 2n davr
bilan davriy bo'lishi kerak. (8) yechimda r = R deb quyidagi
ko'rinishdagi chegaraviy shartni olamiz:
u(op) =a?°+Z:(R”an cos ng + R"b, sin ne)

n=0

bu esa U(e) ning Furye gatoriga yoyilmasini beradi. Furye
koeffitsientlari uchun ma'lum formulalarga asosan  biz
quyidagilarni hosil gilamiz:

271
R"a, _1 jﬁ(w) cos Ny dy
T 0

271
va R"b, 1 [T(y)sin nydy
To



ya'ni 1 2 (?)
b, =—— | U(y)sinnydy
nR -([

Doira uchun Dirixle masalasining yechimini olish uchun (8)
ga (?) koeffisientlarning ifodalarini go'yish yetarli.

10-§ Sferik koordinatalarda berilgan uch o’lchovli Laplas
tenglamasi uchun o’zgaruvchilarni gjratish.

Endi biz quyidagi sferik koordinatalarda berilgan uch
o'lchovli Laplas tenglamasi uchun o’zgaruvchilarni ajratish
Usulini go'llaymiz:

2
L Dy S eSS
r 8r o’ r?sine oo r’sin® o0 op
Biz bu yerda u funksiya ¢ ga bog'liq bo'lmagan eng oddiy
va muhim holni garaymiz: ya’'ni u=u(r,8). Bu - u funksiya
kenglikning har bir doirasida o'zgarmas bo’lgan ya'ni,
r=const, 6=const, 0<e<r bo’'lgan holdir.
U holdo Laplas ’renglomosi quyidagi ko'rinishni oladi:
2 OU 1 ou
ar( o sneae( 969) 0 )
Bu tenglamaning
U=V(r)P(6) (2)
ko'rinishdagi, markazi koordinata boshida va radiusi R ga
teng bo’'lgan sharda chegaralangan, yechimi  ganday
bo’lishi mumkinligini ko'raylik. (2) ni (1) ga go'yib topamiz:
1 ddo

Vdr( dr) @snede( ede) 13)
O’'zgaruvchilarni ajratish usuli uchun standart bo’'lgan mulo-
hazalarga asosan (3) ning ikkala tomoni ham o'zgarmas
bo'lishi kerak:




1d,,dVv ) 1 d
Ay ar " a? = P gsinede
Bu yerda A ni yana manfiy bo'Imagan o'zgarmas son deb
hisoblaymiz. Hisoblashlarni yengillashtirish magsadida v - ix-
tiyoriy o'zgarmas uchun A=v(v+1) deb olamiz.

Bu holda a) (4) tenglikdan:
;2 d?v
r.2
ni hosil qilamiz. V=r* deb olib a ko'rsatkich uchun
quyidagi tenglamani hosil gilamiz:
oo —1) + 20— v(v+1) =0 yoki a(a+1) =v(v+1).
Bu tenglamaning yechimi:
o=V, o=-v-1.
v>0 deb hisoblab, biz ikkinchi ildizni tashlab yuborishimiz
mumkin, chunki r=0 da V(r)=r""" funksiya cheksizga
aylanadi. (eslatamizki, bizning magsadimiz chegaralangan
yechimni topish).
Shunday qilib,

L ondo
(smed—e)_ A (4)

+2r(jj—V—V(V +1)V =0
r

vir)=r", v=0
yechim goladi.
Endi b) holga gaytamiz:
(4) tenglikdan hosil gilamiz:

1 d .  do
Dsno do (sin6 de) viv+l) (5
0<6<rn bo’lganligi uchun biz (5) tenglamaning barcha 6 lar
uchun cheklangan yechimini topishimiz kerak.
(5) da 6- o'zgaruvchi o'rniga yangi bog'ligsiz o'zgaruvchi
X=CO0s0 (6)
ga o'tamiz. Buyerda 0<06<n dan -1<x<1 kelib chigadi.
(6) almashtirishga ko'ra:
d® dod dx . do
—=———=-sin0——,
do dx do dx




—(s ne—) =sin 6—(S|n edﬁ
dx)

va (5) tenglama quyidagi ko'rinishni oladi:
9 6in? 09y _ _y(v 1)@
dx dx

yoki

d I:(l X )—i|—|—V(V—|—1)(D 0
dx

Bundan tashqgari biz ¢ bog'lig o'zgaruvchini x=cos6 ning
funksiyasi sifatida y orqali belgilasak
D(0) = Dd(arccos X) = y(X),
U holda y(x) izZlanayotgan funksiyani aniglash uchun
quyidagi ’renglomoni olomiz

l:(l x?) :|+V(V+1)y=0
dx

Bu tenglama Lejandr Tenglomosi deb atfaladi. Bu
tenglamaning yechimi ko'pgina tatbigiy masalalar uchun
muhim rol o'ynaydi. x=+1 nugtalar (7) differensial tenglama
uchun muhim nugta bo’lganliklari uchun Lejandr tenglo-
masi chekli yechimga ega bo’lishi uchun v=n (n > 0) butun
son bo'lishi shart. Bunday v lar uchun (7) Lejandr tengla-
masining chekli yechimlari Lejandr ko'phadlari bo’ladi. Bu
ko'phadlarning ko'rinishi yetarlicha sodda yopiq ifodaga
ega:

V=P, (0= o 1] &)

Shunday qilib, b|z shuni  anigladikki, <(0) sifatida
P, (X) =P, (cos 0) ni olish lozim va shuning uchun (1) Laplas
tenglamasining V(r)®(8) ko'rinishidagi chekli yechimlari



u,(r,0)=V,(r)®, () =r"P, (cos06) (9)
funksiyalar bo’ladi.
Laplas tenglamasining chizigli va bir jinsliligidan uning
yechimi sifatida
u(r,6) = > c,r"P,(cos6) (10)
n=0
funksiyani olish mumkin.
Bu yerda C,, — ixtiyoriy o’zgarmas koeffitsientlar bo’lib, biz
ularni (10) funksiya
u(r,0)| _, =U(6) (11)
chegaraviy shartni bajaradigan gilib aniglaymiz.
Buning uchun 0 <6 <t bo'yicha
u(®)=> c,R"P,(cos0) (12)
n=0
munosabat aynan bajarilishini talab etish lozim. (12) - ayni-
yat bajariladi degan farazda biz bu koeffitsientlarni Lejandr
ko'phadlarining  ortogonalligi  xossalaridan  foydalanib

topishimiz mumkin (Lejandr ko'phadlari (-1,1) intervalda or-
togonaldir, ya'ni n=m da

1
[Py ()P, ()dx =0
-1
(12) ayniyatni P, (cos 0) ga ko' paytiramiz va R radiusli sfera
bo'yicha integrallaymiz: (m>0-fiksirlangan butun son)
ﬁ U(e)P,, (cos0)ds=> C R" ﬁ P_(cos 0)P, (cos0)ds (13)
n=0

dé=R?sin0dode sfera sirti yuzasining elementi va sfera

bo'yicha integrallash, 6 bo'yicha 0 dan = gacha va ¢
bo'yicha 0 dan 2n gacha integrallashni bildiradi.
Shuning uchun



ﬁ P (cos0)P_ (cos0)dd = 2nR2an (X)P_ (x)dx =

O,n=m
=127R*- % n=m

2m+1’

1
chunki ij (x)dx = 2
bl 2n+1

Shunday qilib, (13) tenglikning o’'ng tomonidagi hadlarning
n=m bo’'lgan hadidan tashqgari barchasi 0 ga teng.
Binobarin, (13) tenglikning o’'ng tomoni

2
C R" 4nR
2m+1
ga teng; bunga ko'ra
1 1 ~
C.=—(02m+1 u(0)P_ (cos0)dso 14
n = M+D) > fU(O)P, (cos6) (14)

Bu yerda m ning o'rniga n go'yib va (14) ni (10) ga go'yib,
R-radiusli shar uchun Dirixle masalasining yechimini hosil
gilamiz.

24-misol. Yon sirti issiglik o'tkazmaydigan yupQa sterjenda is-
siglikning statsionar targalishi gonunini toping. Chegaraviy shartlar
quyidagicha:

ul

x=0 = uo’u|x:l = u' )

Yechish:

2
Bir o’lchamli holda Dirixle masalasi, Laplas tenglamasi d—l;:O

X
ning quyidagi

u x=0 = u0’u|x:l = u'



chegaraviy shartlarni qganoatlantiruvchi U yechimini topishdan
iboratdir. Bu tenglamaning umumiy yechimi u = Ax+ B ko’rinishda
bo'lib, chegaraviy shartlarni hisobga olib quyidagi tenglikka kelamiz:
u,— U,
i X+Ug,
ya’ni yon sirti issiglik o’'tkazmaydigan yupga sterjenda issiglikning
statsionar targalishi gonunini chizigli funksiyadan iborat ekan.

25-misol. Umumiy OZ o’qgqga ega bo'lgan ikki silindr orasidagi fazoda
issiglikning statsionar targalishi gonunini toping. Silindrlar sirtlarida
harorat 0'zgarmas.

Ko’'rsatma. u funksiya 6 va z lardan bog'liq emas deb faraz qilib,
silindrik koordinatalar sistemasiga o'ting.

r
In— Inr—Ina
Javob: u=u, +(u, —U,)-—& =u, +(u, —u,) ———.
b Inb—1Ina
In—
a

26-misol.
R radiusli bir jinsli yupga doirasimon plastinkaning yugori yarmida 1
gradus haroratda, pastki yarmida esa 0 gradus haroratda saglangan sha-
roitda, bu plastinkada issiglikning statsionar targalishi gonunini toping.
Yechish:
—n<t<0da f(r)=0va .0<t<mdaf(r)=1.

Issiglik targalish quyidagi integral orgali ifodalanadi:

1% R?—r?

u(r,0) == — S dt

2ny R®—2Rrcos(t—0) +r
(t,0) nugta yuqori yarim doirada joylashgan, ya'ni 0<6<m
uholda t—06 ning qiymati —6 dan t—0 gacha o’zgaradi
va bu uzunligi m gateng interval £ nuqQtani o'z ichiga olmaydi.

Shuning uchun quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:
-0 1-t? 2dt

t =t, cos(t—0)=——, drt= .
J 2 (=9) 1+t° 1+t°
Bundan quyidagini olamiz:
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u(r,(&)):1 j f r 5 2dtzlarctg(FHr-)
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1 (R-H’ ej (R+r 9) 1 R—r
—Jarctg| ——-ctg— |+arctg) ——-tg— | = —arctg =
Tc{ R-r 2 R-r "2 i 1 (R—sz

R2—r?
arctg .
T 2Rrsin©

yoki
RZ _ r2
tg(um) = ———.
9(um) 2Rrsin 6
O’ng tomoni manfiy bo’lganligi uchun u funksiya 0<0<m
bo'lganda %< u <1 tengsizlikni bajaradi. Bu hol uchun quyidagi

yechimni olamiz:

2 _ 2
tg(n—um) = ———,
g(r —um) 2Rrsin 6
yoki
2.2
u=1—larcth—_r (0O<b<m).
s 2Rrsin®

Agar nugta pastki m <0 <27 yarim doirada joylashgan bo’lsa,

u

holda t—0 ning o'zgarish intervali (-6,t—0) —m nuQtani 0’z
ichiga oladi, lekin 0 ni o'z ichiga olmaydi. Biz quyidagi

almashtirishlarni bajarishimiz mumkin:
-0 t? -1 2dt
ctg—— =t,cos(t—0) = ,dt=— .
7 (c=0) t> +1 1+1t?

U holda 6 ning bu giymatlari uchun



0
th

1 R-r 0
dt=—-—<arctg(—— - tg—) +
r? -t Tc{ g(R+r 95 )

2 2
u(r,0) = 1 R —r

o R+ +(R- 2
g
2

R-r 0
tg(—— - ctg—
are g(R+r ¢ 92)}
Shunga o'xshash almashtirishlarni bajarib, quyidagini topamiz:

2 .2
u= —iarcth—_r (t<6<2m).
T 2Rrsin®

O’ng tomoni endi musbat bo'lganligi uchun 0<u < %
27-misol. Quyidagi Laplas tenglamasining
u|r:l = 0’ u|r:2 = y !
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini 1<r <2 halganing
ichki gismi uchun toping.

Ko’'rsatma. Qutb koordinatalar sistemasini Kiriting.

Javob: u(r,0) = gsh(ln r)-siné.

llova:
Matematik fizika masalalarining qo'yilishi va tenglamalarni
keltirib chiqarish



Matemtika, fizika va keng ko'lamdagi texnika ma-
salalari matematik fizika tenglamalarining xususiy holi
bo’'lgan ikkinchi darajali xususiy hosilali differensial tengla-
malarni tekshirishga olib keladi. Bu tenglamalarni keltirib
chigarish mexanika va fizikaning gonunlariga suyanadi. Fizik
va mexanik jarayonlarning matematik modeli bo’lgan bu
tenglamalarni keltirib chigarish usullaridan birini ko'rib
chigaylik.
1-misol.

lzotrop qattiq jisimda issiglik targalish tenglamasini
keltirib chigazing.
Yechilishi:

Qattig jismning M(x,y,z) nugtasida t vagtdagi haro-
rafini u(x,y,z,t) bilan belgilaylik. Ma'lumki, jismdagi issiglik
harakati issiglik ko'prog gismidan issiglik kamroq gismiga
garab yo'nalgan bo'ladi. Issiglik targalish nazariyasida shu
narsa gabul gilinganki, jism ichida joylashgan yuza elementi
Ac orqali o'tuvchi AQ issiglik migdori AIT-At ga pro-
porsionaldir, bu yerda AIT, Ac-element orgali o'tuvchi
grad (u) vektor oqimidir, ya'ni

AQ =Kk-AIT- At (1)
Bunda k =Kk(x,Y,2z) - jismning issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsi-
entidir.

Jism ichida X -sillig, yopiqg yuza bilan chega-
ralangan ixtiyoriy V- hajmni ajratamiz va bu hajm uchun is-
siglik balansi tenglamasini tuzamiz. Q, deb (t;t+ At) vaqgt
oralig’ida X yuza orgali V hajmga kiruvchi issiglik migdorini
belgilaymiz.

U holda (1) dan quyidagini olamiz:

Q, = ff k(M) (grad (u),do) - At

Q, deb esa, hajmda issiglik targalish manbai (yoki issiglik
yutilish manbai) bo’lishligi natijasida (t;t+ At) vagt oralig’ida



V hajmda issiglik hosil bo'lishi yoki issiglik yutilishi migdorini
belgilaymiz. Birlik vagt va birlik hajmda targalayotgan yoki
yutilayotgan issiglik migdorini ya'ni issiglik targalish yoki yuti-
lish manbalarining zichligini F(x,y,z,t) bilan belgilasak,

Q, = JH F(X,Y, z,t)dvAt

bo’ladi. Bu holda Gauss-Ostrogradskiy formulasini (t;t + At)
vaqgt oralig'ida V hajmga kelayotgan umumiy issiglik mi-
gdoriga go'llasak, quyidagi tenglikka kelamiz:

Q, +Q, = [[[ div(k- grad (u))dvat + [[[ F(x,y,z t)dvat . (2)

Ikkinchi fomondan (t;t+ At) vagt oralig’ida V jism hajmida

ou(M,t)
ot

issiglikning Au=u(Xx,y,z,t+At)—u(X,y,z,t) = At kat-

talikka o’zgarishi uchun quyidagi migdordagi issiglik sarf qi-
linishi kerak:

Qs = m [u(x,y,z,t+At) —u(x,y,z,t)]-v(x,y,2) - p(X,y, z)dv =

ou
zjgy.p.a.dv.m
bu yerda y=y(M) jism yasalgan moddaning issiglik sig'imi,
p =p(M) esa uning zichligidir. Lekin Q, +Q, =Q, bo’'lganligi
uchun (2) va (3) tengliklardan

m [y-p- %“ —div(k - grad (u)) — F(x,y,z,t)Jdv =0

V hajm ixtiyoriy va integral ostidagi funksiya uzluksiz
bo’'lgani uchun, ixtiyoriy vagt t da quyidagi munosbat o'rinli
bo'lishi kerak:

y-p-%u:div(k-grad (u)) + F(M, t) (4)

(3)

Bu tenglik bir jinsli bo’'lmagan izotrop jismda issiglik tar-
galishi tfenglamasidir. Agar jism bir jinsli bo’lsa, u holda vy,p



va k lar o'zgarmas bo'lib, (4) tenglik quyidagicha yozi-
ladi:

2 2 2
8—u=a2- 81;1+8121+8121 +f(Xx,y,2,1) (5)
ot oX® oy® oz

Bu yerda az\/z, f(x,y,z,t)=iF(x,y,z,t).
TP TP

Ixtiyoriy t vagt momentida jismning ixtiyoriy
nuqgtasidagi u(x,y,z,t) — haroratini hisoblash uchun (4) va
(5) tenglamalarni yechish yetarli emas. Fizik munosabao-
tlardan kelib chigadiki, bulardan tashgari boshlang'ich
vagt momentida jism ichidagi issiglik tagsimotini (bosh-
lang’ich shart) va jism chegarasidagi xarorat rejimini
(chegaraviy shart) ham bilish shartdir. Huddi shunday ma-
tematik fizkaning boshga masalalarini yechish uchun
ham boshlang’ich (agar jarayon nostatsionar bo'lsa) va
chegaraviy shartlarni bilish talab qilinadi. Shuning uchun
masalaning qo'yilishi deganda bundan keyin tekshirilo-
yotgan fizik jarayonni xarakterlovchi funksiyani tanlash, bu
jarayonga mos keluvchi tenglamani keltirib chigarish (yo-
ki tanlash), chegaraviy shartlarni topish va boshlang’ich
sartlarni keltirish tushuniladi.

2-misol.

Agar yon sirtfi issiglikdan izolyatsialangan bir jinsli
izofrop 0<x </ sterjenning boshlang’ich harorati x
funksiya orgali aniglanib, sterjen uchlariga tashgaridan
issiglik ogimi ta’'sir gilganda sterjen harorati aniglansin.
Yechilishi:

Sterjen harorati fagatgina nugta koordinatalari x e (0, /)
va vagt t ga bog'lig bo’'ladi, ya'ni u=u(x,t). Sterjen
ichida issiglik manbalari yo'q, ya'ni F(x,y,z,t)=0. Shuning
uchun (5) tenglama quyidagi ko'rinishda yoziladi:



) _ . 0%u(xt)

ot ox?
Bu yerda a’ =£.
TP

Boshlang'ich shart quyidagicha yoziladi:
u(x,0) = o(x), 0<x </, o(x)-berilgan funksiya.

Chegaraviy shart quyidagi ko'rinishda bo’ladi:
, 1
u, (0,t) = —k—ql(t)
(¢)

u;(f,t):k—lcqz(t) 0<t<on,

bu yerda o - sterjenning ko'ndalang kesimi yuzasi, q,(t)
va q,(t) lar sterjenning uchlari orgali unga kirayotgan is-
siglik migdori.

Shuday qilib quyidagi masalani go’yish mumekin:

au(x,t) _, 0%u(x,t) , k

=a : a‘=—,
ot ox? P (6)
0<x</, O<t<ow

tenglamaning

u(x,0) = o(x)

0,0, = ~a,() )

u;<f,t>=k—16q2(t)

boshlang’ich va chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi topilsin.

Bu masala aralash masala deb ataladi, chunki bunda
boshlang’ich va chegaraviy shartlar birgalikda
qatnashadilar. u’ (x,t)- hosilaga go'yilgan (7) -



chegaraviy sartlar Il tur shartlar deb ataladi. Bundan
tashgari u(x,t) funksiya giymatiga go'yiladigan quyidagi |
tur
u(0,t) =, (1)
u(,t) = @, (1)
shartlar va u(x,t) funksiya giymatiga go'yiladigan
shartlar bilan birgalikda bu funksiyaning u’, (x,t) hosi-
lasiga ham go'yiladigan
 tur

(8)

M ), = Wy (1)
o 9)
(= +8u)| ., = W, (1)
oX

shartlar garaladi. (?9) shart x=0 va x =/ nuqgtalardagi
elastik mahkamlanishni bildiradi.

Aralash masalalardan tashqgari, ko'p hollarda
quyidagi Koshi masalasi ham qaraladi: berilgan
tenglomaning —wo<x<w va 0<t<ow sohadagi fagat-
gina boshlang’ich shartlarga bo’ysunuvchi u(x,t) yechimi

topilsin.
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