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1-lektsiya (2s.)

Itimalhqlar teoriyasi pa'ni. Elementar waqiyalar ken'isligi

Tayanish so'zler
Waquya, elementar waqiya, elmentar waquyalar ken'isligi, tosinnanh waquya,
isenimli waqiya, mu'mkin emes waquya.

Itimalliglar teoriyas1 tosinnanli qubilislardag' (ha'diyselerdegi) nizamliglardi
izertlewshi matematikaliq ilim bolip tabiladi.

Tosinnanli ha'diyse (waqiya) degende ju'zege asiwi ha'm aspaw1 mu'mkin bolg'an
ha'r qanday waquyant tu'sinemiz.

Ha'r quyli fizikalig ha'm texnikaliq ma'selelerdi ilimiy jaqtan izertlegende
tosmnanli qubilislar dep ataliwshi ayrigsha tu'rdegi qubilislar menen ushirasiwg'a tuwra
keledi.

Tosinnanli qubilis-bir smawdi (ta'jiriybeni, eksperimentti) bir neshe ma'rte
ta'kirarlag'anda ha'r ret ha'r quyli o'tetug'in qubilis bolip tabiladi.

Misallar:
1.Bir deneni bir neshe ma'rte analitikaliq ta'rezide o'lshew.
2.Samolettin' berilgen biyiklikte ushiw1 ha'm t.b.

Ta'biyatta tosinnanliq elementleri qatnaspaytug'in bir de fizikaliq qubilis joq desek
qa'telespeymiz.

Ha'zirgi waqitta itimalliliq metodlar1 qollanilmaytug'in ta'biyat ilimleri derlik joq...

Itimalliglar teoriyas1 basqa matematikaliq ilimler siyagl praktikanmin' talabinan
kelip shiggan ha'm rawajlanbaqta.

Massaliq tosinnanli qubilislarg'a baylanisli ma'selelerdi sistemali tu'rde izertlep
baslaw ha'm sa'ykes matematikaliq apparattin' payda boliw1 XVII a'sirge tiyisli. Ataql
fizik Galiley XVII a'sirdin' basinda fizikaliq o'Ishewlerdegi qa'teliklerdi tosinnanli qubilis
dep garap ha'm olardin' itimalliglarin bahalap, on1 ilimiy jaqtan izertlewge ha'reket etken.

Itimalliglar teoriyasinin' ha'zirgi so'z mag'anasinda payda boliw1 XVII a'sirdin'
ortalarina tiyisli bolip, Paskal, Ferma ha'm Gyuygenslerdin' QUMAR oyinlar teoriyasi
oblastindag't izertlewlerge baylanisli.

Son'g't jillar1 texnikaliq mashqalalardi sheshiwge baylanishi itimalliglar
teoriyasinin' taza tarawlar1 pa'n sipatinda o'z aldina payda bolip atir. Ma'selen «Massaliq
x1zmet ko'rsetiw teoriyasi», «Informatsiyalar teoriyas1», «Tosmnanl protsessler teoriyasi»
h.t.b.

Sinawg'a qoyilatug'in tiykarg't sha'rt, onin' mu'mkin bolatug'in na'tiyjesin (aqibetin)
ko'rsete biliwimizden ibarat. Biz smmawdin' na'tiyjesin waqiya dep tu'sinemiz. Sinaw
ju'rgizilgende mu'mkin bolatug'in na'tiyjelerdin' tek birewi g'ana ju'zege asiwin elementar
waqiya deymiz ha'm oni w; arqali belgileymiz. Elementar waquyalar jiklenbeytug'in
(ajiratilmaytug'in) waquyalar, al sinaw na'tiyjesi tek bir g'ana elementar waqiya menen
ko'rsetiledi.

Simmawdin' mu'mkin bolatug'in na'tiyjelerinin' ko'pligin, yag'niy barliq elementar
wagquyalar ko'pligin elementar waqiyalar ken'isligi dep ataymiz.

On1 Q={w}={ o, 0,,...} arqal belgileymiz.

Misallar:
1. Monetani bir ret taslayiq. Bul jag'dayda

QZ{G,TS}Z{ 01, 0)2}:{ 0gG, (DTS}-

2. Kubikti bir ma'rte taslayiq. Bul jag'dayda



Q={ 01, 02, 3, V4, Os, V6 } .
3. Monetani u'sh ma'rte taslayiq. Bul jag'dayda

Q={GGG,GGTS,GTSG,TSGG,TSTSG,TSGTS,GTSTS, TSTSTS}.
Elementar waquyalar Q ko'pliginin' qa'legen u'les ko'pligine tosinnanli waqiya yaki waqiya
dep ataladi. Bul tastiyiglaw Q shekli yamasa bolg'an jag'dayda ko'pliklerdin' ayrim klassi
ushin g'ana duris boladu.

Waquyalardt A,V,S,... ha'ripleri menen belgileymiz. Ma'selen, kubikti taslag'anda
barlig mu'mkin bolg'an na'tiyjeler ko'pligi Q={ ®;, m2, ®3, 04, ®s, ®¢}-clementar waqiyalar
ken'isligi. Us1 Q ko'plikte aniglang'an wag'iyalardi qarastirayiq:

a) Jup nomerli oshkolar A={ w,, ®4, ®¢}waqiyasin (ko'pligin) quraydi Ac Q.
v) Taq nomerli oshkolar V={ o, 03, ®s} waqiyasin (ko'pligin) qurayd: Vc Q h.t.b.

Elementar waquyalar ken'isliginin' geometriyaliq su'wretleniwi ganday da bir
ken'islik desek, onda elementar waquyalar us1 ken'isliktin' noqatlar1 boladi.

Biz baglaytug'n waqiyalardi mmaday u'sh tu'rge bo'liw mu'mkin: Isenimli
wagqiyalar, mu'mkin emes waquyalar ha'm tosinnanli waqiyalar.

Isenimli wagiya dep aniq bir S sha'rtler kompleksi (jrynag') orinlang'anda so'zsiz
ju'zege asatug'in waqiyag'a aytiladi.

Ma'selen +20° temperturada «distagt suw suylq jag'dayinda boladi» degen
isenimli waqya. Bul jerde normal atmosfera basimi ha'm suwdin' temperaturas: S sha'rtler
kompleksin quraydi.

Mu'mkin emes waquya dep S sha'rtler kompleksi orinlang'anda hesh waqutta ju'zege
aspaytug'in waqiyag'a aytiladi.

Ma'selen, joqaridag't misaldag't sha'rtlerde «distagh suw muz jag'dayinda boladi»
degen waqiya mu'mkin emes waqiya.

Tosinnanli waqiya dep S sha'rtler kompleksi (jiynag'l) orinlang'anda ju'zege asiwi
da ju'zege aspaw1 da mu'mkin bolg'an waqiyag'a aytiladi.

Ma'selen monetani taslag'anda «gerb jag'inin' shig'iwi»-tosinnanli waqtya.

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. Wagquya tu'sinigin kiritin'.
Elementar waqiya terminin galay tu'sinesiz?
Elmentar waquyalar ken'isligi dep nege aytamiz?
Tosmnanli waqiya degenimiz ne?
Isenimli waquya dep qanday wagquyalarg'a aytilad1? Misallar keltirin'.
Mu'mkin emes waqiya dep qanday wagqiyalarg'a aytiladi? Misallar keltirin'.

AR el

A'debiyatlar: [1], I bap §1;2;3, [2]- [8].



2-lektsiya (2s.) .
Waquyalar algebrasi. Aksiomalar.Itimalhq ken'isligi

Tayanish so'zler
Wagquyalar algebrasi, itimalliq, waqiyalardin' qosindisi, ayirmasi, ko'beymesi,
itimalhq ken'isligi.

Da'slep bazi1 bir qosimsha tu'siniklerdi kiriteyik. Bir neshe waqiyalar berilgen
stnawda wagqtyalardin' toliq gruppasin hasil etedi dep aytiladi, eger de sinaw na'tiyjesinde
bul waqiyalardan en' bolmag'anda birewi so'zsiz ju'zege assa.

Bir neshshe waquyalar berilgen smmawda birgeliksiz delinedi, eger de olardin'
ga'legen ekewi bir wagqitta ju'zege aspasa.

Bir neshshe wagqiyalar berilgen sinawda ten'dey imkaniyatli delinedi, eger de bul
wagquyalardin' hesh biri qalg'an basqalarina salistirg'anda ju'zege asiwi artigmash dep
qarawg'a tiykar bolmasa.

Misallar:
1.Monetani taslag'anda gerb yaki tsifr kelip shig'iwi.
2.Kubikti taslag'anda 1,2,4,6 oshkolarinin' kelip shig'tw1 h.t.b.

Endi waquyalar u'stinde a'mellerdi ko'rip o'teyik. Bul a'meller ko'plikler u'stindegi
a'meller siyaqli aniglanadi.

1) A ha'm V wagquyalarinin' qosindist dep, bul waqiyalardin' en' keminde birewine derek
bolg'an elementar waqiyalardan du'zilgen waquyalarg'a aytiladi. On1 A+V yamasa AUV
arqali belgileydi.

Solay etip, waquyalardin' qosindis1 degende yaki A waquyasi yaki V waquyasi, yaki
A ha'm V ekewi de ju'zege asatug'in waqiyani tu'sinemiz.

2) A ha'm V wagquyalariin' ko'beymesi dep,bir waqittin' o'zinde ha'm A ha'm V g'a derek
bolg'an elementar waqiyalardan du'zilgen waqiyag'a aytiladi. On1 A- V yamasa ANV
arqali belgileydi.

Demek, waqyalardin' ko'beymesi degende ha'm A waqiyast ha'm B waquyasi
ekewinin' de bir wagqitta ju'zege asiwin tu'sinemiz.

3) A ha'm V wagquyalarmin' ayirmasi dep, A g'a derek, al V g'a derek bolmag'an elementar
wagqtyalardan du'zilgen waqiyag'a aytiladi.On1 A-V yamasa A\ V arqali belgileydi.

Demek A-V wagqiyast A waqiyasinin' ju'zege asip, B waqiyasinin' ju'zege aspawin
bildiredi.

Barliq elementar wagqiyalar ko'pligi yag'niy ) waqiyasi isenimli waquya, al bir de
elementke iye bolmag'an J bos ko'pligi mu'mkin emes waqiya dep ataladu.

A= Q\ A waqiyas1 A waqiyasia qarama-qars1 waqiya dep ataladi. A wagqyasi
wagqtyasinin' ju'zege aspawin bildiredi.

Qarama-qars1 waqiyalardin' qosindis1 isenimli waqiya, al ko'beymesi mu'mkin
emes waqiya boladi:

A+A=Q, A-A=Q.

Eger de A - V=0 bolsa, onda A ha'm V waquyalar: birgeliksiz dep ataladu.

A waquyasi ju'zege asqanda V waqiyasi da so0'zsiz ju'zege assa, onda A nin' ju'zege
asiwi V nin' ju'zege asiwin ta'miynleydi yamasa V waqist A waqiyasinin' saldar1 dep
ataladi ha'm on1 VcA arqali belgileydi.

Eger de AcV ha'm VcA bolsa, onda A ha'm V waqiyalar1 ten' ku'shli yamasa
ekvivalent waquyalar dep ataladi. On1 A=V dep belgileydi.

Wagqyalardin' qosindist ha'm ko'beymesinin' aniqlamalarinan tikkeley to'mendegi
ten'liklerdin' durislig't kelip shig'adu:

A+A=A



A-A=A
Eger ha'm VcA bolsa, onda
A+V=A
A-V=V
Jogaridagh wagqiyalar u'stinde keltirilgen tu'siniklerdi to'mendegi geometriyaliq
tu'rde su'wretlewge boladi:

& -

A+V A-V A-V A

1-su'wret
Meyli Q-qga'legen elementar waqiyalar ken'isligi, al F onin' u'les ko'pliklerinin' bazi
bir klas1 bolsin.
Eger de ga'legen Ae F, VeF waqiyalar1 ushin Qe F, A+Ve F, A- VeF, A\VeF
bolsa, onda F waqyalar algebrasi dep ataladi. Bunnan = Q\Qe F ekenligi kelip
shig'adi. Eger de A,€F, n=1,2,... bolg'anda

U4, eF, N4, eF
n=1 n=1
bolsa, onda wagquyalar algebras1 F waqiyalardin' c-algebrasi dep ataladi.
Endi biz itimalliq tu'sinigin kiritiwimizge boladi. [timallig-waqiyamn' ju'zege
asiwinin' mu'mkinshilik da'rejesin xarakterleytug'in san.
Waquyalar algebrasi F ke derek bolg'an qa'legen A waqiyasinin' itimalligh dep
to'mendegi aksiomalar orinlanatug'in P(A) sanli funktsiyasina aytiladi.
Al. Qa'legen A€ F ushin P(A)>0.
A2. P(Q)=1
A3. SHekli additivlik aksiomasi. Eger de A ha'm B waquyalar birgeliksiz, yag'niy A - V=
@ bolsa, onda
P(A+B)=P(A)+P(B)
A4. U'zliksizlik aksiomasi. Qa'legen kemiwshi F ten aling'an

A DA D...DA4 D.. izbe-izligi ushin ﬂAn = (J bolsa,onda |ymP(4,)=0

n=l1 n—>0
boladi.

Itimalliq P A1-A4 aksiomalarin qanaatlandiratug'in bolsa ha'm waquyalar ko'pligi F
algebra boliw menen birge c-algebra da bolsa, onda (Q, F, P) u'shligi itimalliq ken'isligi
dep ataladu.

Endi A2-A4 aksiomalardan kelip shig'atug'in itimalliqtin' baz1 bir ga'siyetlerin
ko'rip o'teyik.

1. A+ A= Q bolg'anligtan P(A)=1-P(A).
2. Eger de bunda A= Q desek P(J)=0.
3. Qa'legen A ha'm B waquyalar1 ushin P(A+B)+P(A)+P(B)-P(AB).

Bug'an itimalliglardi qosiw teoremasi delinedi.



Bekkemlew ushin sorawlar:

1. Wagquyalar algebrasi dep nege aytamiz?

2. Itimalliq terminininn' aniglamasin berin'.

3. Wagquyalardin' qosindisinin' aniglamasin aytin' ha'm geometriyaliq su'wretleniwin
ko'rsetin'.

4. Waquyalardin' atyrmasinin' aniqlamasin aytin' ha'm geometriyaliq su'wretleniwin
ko'rsetin'.

5. Wagquyalardin'  ko'beymesinin'  aniglamasin  aytin' ha'm  geometriyaliq
su'wretleniwin ko'rsetin'.

6. Itimalliq ken'isligi dep nege aytamiz?

A'debiyatlar: [1], I bap §6; [2]- [8].

3-lektsiya (2s.)
Elementar waqiyalardin' diskret ken'isligi. Itimalhqtin'
klassikaliq, statistikaliq ha'm geometriyaliq amqlamalar:

Tayanish so'zler

Elementar waqiyalardin' diskret ken'isligi, itimalhqtin' Kklassikalhq
aniqlamasi, itimalhqtin' statistikalhq amqlamasi, itimalhqtin' geometriyahq
aniqlamasa.

Eger elementar waqiyalar ken'isligi shekli yamasa sanaqli sandagh
elementar waqiyalardan turatug'in bolsa, onda bul ken'islik elementar waqiyalardin' diskret
ken'isligi dep ataladi.

Meyli Q-elementar waqiyalardin' diskret ken'isligi bolsin. Eger de Q da

> P(w)=1

wi; Q)
bolatug'in teris emes P(w;) sanl funktsiyasi berilgen bolsa, onda elementar waqiyalardin'
itimalliglar1 berilgen dep aytiladi.

A wagqryasmin' itimalligh dep, Ac Q bolg'anda to'mendegi formula menen
aniqlanatug'in P(A) sanina aytiladi:

P(A) =) P(w),A# @ (3.1)
w;€A

Egerde A= O bolsa, onda P(A)=0 boladi. P(w;) itimalliglarin elementar itimalliglar
dep ataymiz.

Solay etip, A waqiyasmin' itimalligh A waqiyasina derek elementar waqiyalardin'
itimalliglarinin' qosindisina ten'. Usilaymsha aniglang'an itimalliq A1-A4 aksiomalarin
qanaatlandiradi.

Meyli elementar waquyalar ken'isligi € o'z-ara ten'dey mu'mkinshilikli (ten'dey
itimalliglarg'a iye bolg'an) n elementar waqiyalardan ibarat bolsin, yag'niy Q={», o,....,
On}, P(01)=P(02)=...=P(0,)= -+
A waqiyast (Ac Q) k elementar waqiyalardan ibarat bolsin, yag'niy
A= {a) NORRSN N }

Onda (3.1) formula boyinsha

k
P(A)=) P(w, )=L1+1+.  +1=£
j=1 '

n



Bunda k A g'a derek elementar waqiyalar sani, n Q g'a derek elementar waqiyalar
sani. Sonligtan joqaridagh formulanmi qa'legen Ac Q waqiyast ushin to'mendegishe
jaziwg'a bolad1

A g'a derek elem. waquyalar san1 | A |

P(A)= (3.2)
Q g'a derek elem. waqiyalar san1 | Q |

Solay etip, A waqiyasmin' itimalligh A g'a derek elementar waqiyalardin' saninin'
uliwma elementar waqiyalardin' sanina qatnasina ten' eken. (3.2) formula boyinsha
aniqlang'an itimalligtin' aniqlamasi itimalligtin' klassikaliq aniqlamasi dep ataladi.
Misallar:

1. Abonent qon'iraw qilmagshi bolip, telefonnin' nomerinin' son'g" eki tsifrin umitip galdi.
Bul tsifrlardi ha'r quyli ekenligin esine tu'sirip, olard: ta'wekelge aladi. Aling'an tsifrlardin’'
kerekli tsifrlar boliw itimallig'in tabin'.

2. Eki kubik taslang'an. SHigqan oshkolardin' qosindisinin' 8 ge ten' boliw itimallig'in
tabin'.

3. YAshiktegi 10 detaldin' 7 detali jaramli. Ta'wekelge aling'an 6 detaldin' ishinde 4 detali
jaramli boliw itimallig'in tabin'.

Itimalligtin' klassikaliq aniqlamasinda sinawdag'i elementar waquyalar san1 shekli
dep uyg'arilip ha'm bul elementar waqiyalar birdey imkaniyathh edi. Biraq praktikada
mu'mkin bolg'an elementar waqiyalardin' san1 sheksiz bolg'an smawlar da ushirasadu.
Sonday-aq, stnawdin' juwmag'in, ha'tte elementar waqiyalardin' san1 shekli bolg'anda da,
birdey imkaniyatli elementar waqiyalardin' qosindist tu'rinde ko'rsetiwge mu'mkinshilik
beretug'in uliwma metodlar joq. Sonin' ushin da itimalliqtin' klassikaliq aniqlamasi ju'da’
sheklengen.

Biz endi qollamwg'a geyde qolaylirag bolg'an itimalligtin' basqasha aniglamasin
beremiz. A waqiyasinin' salistirmali jiyiligi dep, A waquyasi ju'zege asqan smawlar sani k
nin' uliwma sinawlar san1 n ge gatnasina aytiladi.

Solay etip, eger de W,(A) arqali A waqiyasinin' n sandag't sinawlardag't
salistirmali jiyiligin belgilesek, mina formulag'a iye bolamiz:

W.(4)=1,
bunda 0<W,(A)<1 ayqin.

Itimalligtin' ha'm salistirmals jiyiliktin' aniglamalarin salistirsaq minam bayqaymiz:
Itimalligtin' klassikaliq aniqlamasi sinawlar haqiyqattan da ju'rgiziliwi kerek ekenligin
talap etpeydi; Salistirmali jiyiliktin' aniglamasi bolsa sinawlar haqiygattan da ju'rgiziliwi
kerek ekenligin talap etedi.

Basqasha aytqanda, itimalliq sinawg'a shekem esaplaniladi,al salistirmali jiyilikti
sinawdan keyin esaplaydi.

Birdey tu'rdegi massaliq sinawlarda ko'pshilik jag'daylarda waqiyanin' salistirmali
jiyiliginin' turaqliligh bayqaladi, yag'nty sinawlar san1 n jeterli da'rejede u'lken bolg'anda
waqiyanin' salistirmali jiyiligi W,(A) bazi bir turaqli P sanmin' janinda terbeletug'inlig't
bayqaladi.Usi P sanina statistikaliq mag'anadag't A waqiyasinin' itimallig delinedi.
Misali: Monetani taslawlardin' sinawlari bir neshe ret ju'rgizilip, ondag' gerb jag'inin'
kelip shig''wlarinin' san1 esaplang'an. Bir qansha sinawlardin' na'tiyjeleri mina tablitsada
ko'rsetilgendey:

Sinaw ju'rgiziwshi Sinawlar san1 Gerb shig'iw san1 Jiyilik
Byuffon 4040 2048 0,5069
K.Pirson 12000 6019 0,5016
K.Pirson 24000 12012 0,5005

Itimalligtin' klassikaliq aniglamasin sinaw na'tiyjesinin' san1 sheksiz, ten'dey
mu'mkinshilikli ta'jiriybege qollaniwg'a bolmaydi. Bunday jag'daylarda itimalliqtin'
geometriyaliq aniglamasi qolayli. Onin' ushin biz G ko'pliginde noqat ten' o'lshewli




bo'listirilgen dep uyg'aramiz, al onin' qanday da u'les ko'pligin g dep belgileyik. Onda
ko'p G oblastina dusmaldan taslang'an noqattin' g oblastina tu'siwin A waqiyas1 dep
belgilep, onin' itimallig'ina minanday aniglama beriwge boladi: g oblastina dusmaldan
taslang'an noqattin' (A waquyasi) usi oblastqa tu'siw itimalligh g nin' o'lsheminin' G
oblastinin' o'lshemine (uzinliq, maydan, ko'lem) qatnasina ten', yag'niy

o'lshem g | g |
P(A)= =
o'lshem G | Gl

G .
2-su'wret

Misali: (Ushirasiw haqqindag'h ma'sele): Eki joldas bir saat dawaminda ushirasiwg'a
kelisken. Ushirasiw ornina burin kelgen adam ekinshisin 20 minut dawaminda ku'tip
turadi, al onnan keyin ketip qaladi. Eger de olardin' ha'r qaysis1 ushirasiw ornina bir saat
aralig'indag' qa'legen waqit momentlerinde keliwi mu'mkin bolsa, eki joldastin' ushirasiw
itimallig' nege ten'.

0o |20 50

3-su'wret
Eki joldastin' ushirasiw ornina keliw waqutlarin sa'ykes x ha'm y arqali belgileyik:
0=<x<60, 0<y<60.
Sonda G={(x,y): 0<x<60, 0<y<60}. A waqiyas1 eki joldastin' ushirasiwin bildiretug'in
bolsa, onda olar tek | X-y | <20 min. bolg'anda ushirasadi.

P(A) — 60°-40° :%

60>

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. Elementar waqiyalardin' diskret ken'isligi dep nege aytamiz?
2. Itimalligtin' klassikaliq aniqlamasin keltirin'.
3. Itimalliqtin' statistikaliq aniglamasin keltirin' ha'm onin' klassikaliq aniqlamadan
parqin tu'sindirin'.
4. Itimalhqtin' geometriyaliq aniglamasin tu'sindirin'.



A'debiyatlar: [1], I bap §3; [2]- [8].

4-lektsiya (2s.)
SHa'rtli itimalhqlar. Ko'beytiw teoremasi. Waqiyalardin'
g'a'rezsizligi

Tayanish so'zler
SHa'rtli itimalhq, ko'beytiw teoremasi, g'a'rezsiz waquyalar.

Ayrim jag'daylarda A waqiyasinin' bazi bir B waqiyas1 ju'zege asqandaghi
itimallig'in esaplawg'a tuwra keledi. Bunday itimalliqt1 sha'rtli itimallig deydi ha'm oni
P(A/B) yamasa Pg(A) tu'rinde belgileydi.

Misallar:

1. Qutida 2 aq shar ha'm 1 qara shar bar. Eki Adam bir birden shar aladi. To'mendegi
wagquyalar qarastiriladi:

A- birinshi adamda aq shardin' shig'iwi,

B-ekinshi adamda aq shardin' shig'iwi.

Eger de B wagqyasi jo'ninde hesh na'rse belgili bolmasa, onda A waqiyasinin' itimallig'h £

ge ten'. Eger de B waqiyasinin' ju'zege asqanligh belgili bolsa, onda A waqiyasinin'

itimalligh 5 ge ten' boladi. Solay etip, P(A)= 3 ,P(AB)= 1
2.Eki kubik bir waqitta taslang'an. Kelip shiqgan oshkolardin' qosindisit jup ekenligi
ma'lim bolg'anda, olardin' qosindis1 8 ge ten' ekenliginin' itimallig'in tabin'.

Oshkolardin' qosindisinin' 8 ge ten' boliwin bildiretug'in waqiyan1 A arqals,

oshkolardin' gosindisinin' jup ekenligin bildiretug'in waqiyani1 B arqali belgileyik. Sonda:
Q: {(1’.]) 19.]=1 3293749576} )

A={(i)): i1j=8,1j=L6  },

B={(ij): itj=2k. ij=1.6 k=16 1.},
| Q | =36, | A | =5, | B | =18 bolg'anligtan, itimalliqtin' klassikaliq aniqlamas1 boyinsha
P(A)= 5, P(B)= 3¢,

S5 3 P
P(AB)= 18 — 18 — P(B)

Bul jerde AB=A bolg'anligtan P(A/B)= ’;((A ;;) dep jaziwg'a boladi.

Meyli elementar wagqiyalar ken'isligi o'z-ara ten'dey mu'mkinshilikli n elementar

waqiyalardan turatug'in bolsin, yag'niy Q={0, ®..., ®n}, P(@)= 1+ i=1,_n
Olardin' ishinde |A | =n, |B | =k, |AB | =r bolsin. Eger de B wagqiyas1 ju'zege asqan
bolsa, onda og'an derek k elementar waqiyalardin' birewi ju'zege asadi. Sol waqitta A
wagqiyasi asiw1 ushin AB g'a derek bolg'an r elementar waqiyalardin' birewi ju'zege asadi.
Sonligtan klassikaliq aniglama boyinsha

Meyli { Q, F,P} itimalliq ken'isligi berilgen bolip, A,Be F ha'm P(A)>0 bolsin. A
wagqtyasinin' B waqiyasi ju'zege asqandaqi sha'rtli itimallig't dep



P(AB)= 55 (4.1)
formulas1 menen aniglanatug'in itimalliqqa aytamiz.
(4.1) formula styaqli P(A)>0 bolg'anda

P(7) =55 (4.2)
formulasina iye bolamiz. Bul formulalardan

P(AB)=P(A4)-P(7,)=P(B)- P(%) (4.3)
ekenligi kelip shig'adi. Bul ten'lik ko'beytiw teoremasi dep ataladi ha'm on1 to'mendegishe
aytiwg'a boladi.
Qa'legen eki waqiyanin' ko'beymesinin' itimallig'h olardin' birewinin' itimallig'in
ekinshisinin' birinshisi ju'zege asqandag' sha'rtli itimallig'ina ko'beytkenge ten'.
Ko'beytiw teoremasin induktsiya boymsha qa'legen sandag® waqiyalardin’
ko'beymesi ushin uliwmalastiriwg'a bolad.

P(AA,..A)=P(A)PCS)..P("os

Bul ten'liktin' da'lillileniwin oqiwshilardin' o'zlerine usinamiz.

A waqryast B waqiyasinan g'a'rezsiz delinedi, eger de P(A/B)=P(A) ten'ligi
orinlansa. Eger A waqiyas1 B dan g'a'rezsiz bolsa, onda B waqiyas: da A dan g'a'rezsiz
boladi. Bul jag'dayda P(%,)= P(B).

G'a'rezsiz waquyalar ushin ko'beytiw teoremasi a'piway1 ko'rinske iye boladi, atap
aytqanda, eger de A ha'm B waqiyalar1 o'z-ara g'a'rezsiz bolsa, onda

P(AB)=P(A)P(B)
Bul teoreman1 to'mendegishe uliwmalastiriwg'a boladi.
Eger de Aj, A,,... An, waquyalar1 g'a'rezsiz bolsa, onda

P(IT4)=T1P(4)

Misali: Qutida 2 aq ha'm 3 gara sharlar bar. Qutidan ta'wekelge qatarina eki shar alinadu.
Aling'an eki shardin' da aq shar boliw itimallig'in tabin'.

A arqali aling'an eki shar da aq bolad1 degen waqiyana belgileyik. A waqiyasi eki
waqiyanin' ko'beymesinen ibarat boladi:
A=A,- A,, bunda A; - birinshi ma'rte aling'an shar aq shar, A,-ekinshi ma'rte aling'an
shar aq shar bolad1 degen waquya.

Ko'beytiw teoremasi boyinsha:

pa- P(A4,4,)=P(A)P(*,)=%-+=0,

Usi sha'rtlerde, biraq birinshi ma'rte aling'an shar qutig'a qaytarilip salinip,
qutidag'1 sharlar aralastiriladi. Bul jag'dayda A; ha'm A, waqiyalar1 g'a'rezsiz bolip,

P(A)= P(4)- P(4,)=2-3=0,16

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. SHa'rtli itimalliq dep qanday itimalliqqa aytiladi?
2. ko'beytiw teoremasin aytip berin' ha'm jazip ko'rsetin'.
3. G'a'rezsiz waquyalar dep qanday waquyalarg'a aytilad1?

A'debiyatlar: [1], I bap §7; [2]- [8].



S-lektsiya (2s.)
Wagquyalardin' tohq gruppasi. Tolq itimalhqtin'
formulasi.Bayes formulasi

Tayanish so'zler
Wagqiyalardin' tohq gruppasi, birgeliksiz waquyalar, gipotezalar, tohq
itimalhqtin' formulasi, Bayes formulasi.

Eger de Hy, Ha,..., H, waqiyalar jup-juptan birgeliksiz bolsa ha'm H;+H,+...+ H,
= bolsa, onda birgeliksiz H;, Hs,..., H, waquyalar1 waqilardin' toliq gruppasin hasil
etedi deymiz.

Jogaridagh tiykarg'i teoremalar- itimalliglardi qosiw ha'm ko'beytiw teoremalarinin’
saldarlar1 retinde toliq itimalliq formulas1 dep ataliwsh1 formulani keltirip shig'arayiq.

Meyli Hy, Ha,..., H, waquyalar1 birgeliksiz waqiyalardin' toliq gruppasin hasil
etip, bul waqiyalardan birewi menen birge ju'zege asatug'n bazi bir A waqiyasinin'
itimallig'in tabiw talap etiledi. Bul gruppanin' waqiyalarina a'dette gipotezalar dep atayda.
Bul jag'dayda mina formula orinli boladt:

P(A) =3 P(H)P()  (5.1)
i=1
(5.1) formulag'a toliq itimalligtin' formulas1 delinedi.

Da'lillew: SHa'rt boyinsha H;+H,+...+ H, =Q ZP(H )=1ham A= Q- A=
i=l1

H;A+Hg,+...+ H,A

Hi, H,,..., Hy, waquyalan birgeliksiz bolg'anhiqtan,  H;A,Hgy,..., HiA waquyalar1 da

birgeliksiz boladi.Onda itimalliglardi qosiw ha'm ko'beytiw teoremalar1 boyinsha

P(A)=P(H,A+Hy,+...+ HyA)= ZP(H A) = ZP (H )P (ﬁ)

Usini da'lillew talap etilgen edi.
Misallar:
1. Birdey u'sh qut1 berilgen. Birinshi qutida 2 aq ha'm 1qara shar, ekinshi qutida 3 aq ha'm
1 qara shar, u'shinshi qutida 2 aq ha'm 2 qara sharlar bar. Birew ta'wekelge qutidan
birewin tan'lap aladi ha'm onnan bir shar aladi. Usi aling'an shardin' aq boliwinin'
itimallig'n tabin'.

Mina u'sh boljawd1 (gipotezani) qarayiq
H; —birinshi qutin1 tan'law, H,-ekinshi qutini tan'law, Hs-u'shinshi qutini tan'law ha'm A-
aq shar shighwsh1 waqiyan1 an'latsin. Ma'selenin' sha'rti boyinsha boljawlar birdey
imkaniyatli bolg'anligtan

P(H,)=P(Hy)=P(H;)= 5

A waquyasinin' usi boljawlardag'l itimalligh sa'ykes

P(/f[l P(Az 4’ P(/ ) :_:%’
Toliq itimalliqtin' formulasi boymsha
P(A)=5-3+5-3+55=%
2. Oqitiwshi jogart matematikadan sinaq aliw ushln 50 ma'sele tayarlag'an. Olardin'
ishinde differentsial esabinan 20 ma'sele, integral esabinan a'h ma'sele, itimalliglar
teoriyasimman 12 ma'sele bar. Student differentsial esabinan a'h ma'sele, integral esabinan
15 ma'sele, itimalliglar teoriyasinan 10 ma'sele sheshe alatug'in bolsa, onin' dus kelgen bir
ma'seleni sheship, sinaq tapsiriwinin' itimallig'in tabin'.
To'mendegi boljawlard: kiriteyik:



H,; —studentke ma'sele differentsial esabinan tu'sti,
H,- studentke ma'sele integral esabinan tu'sti,
H;- studentke ma'sele itimalliglar teoriyasinan tu'sti.
A- student sinaq tapsirdi.
Sonda P(Hl)_ 20 — P(Hz)_ 18 — 25 , P(H3)_ 12— —5

Sa'ykes sha'rtli itimalliglar:

P(%Il): 10:P(ﬁlz):_§:% P(/Hs) e

Sonligtan (5.1) formula boyinsha

P(A)=3-f+% i+ £=5=086
Endi itimalliglardi ko'beytiw teoremasi ha'm toliq itimalligtin' formulasinin'
saldar1 retinde Bayes formulasi dep ataliwshi formulani keltirip shig'arayiq. Minaday
ma'seleni qarastiraylq: O'z-ara birgeliksiz ~ waquyalardin' gruppast Hj;, Ha,..., H,
berilgen.Bul boljawlardin' sinawg'a shekemgi itimalliglar belgili bolip,olar sa'ykes P(H;),
P(H),..., P(Hn).Smaw ju'rgizilip, na'tiyjede bazi-bir A waqiyasinin' ju'zege asiwi
baygaladi. Us1 A wagqiyast ju'zege asitwi menen bul boljawlardin' itimalliglar1 galay
H.
o'zgeredi, basqasha aytqanda ha'r bir boljaw ushin P ( A) sha'rtli itimalliglardi tabayiq.
Itimalliglard1 ko'beytiw formulas1 boyinsha:

P(AH,) = P(A)P("/) - P(H,)P(#)

Bunnan

P(H;)P(
(H/)— P(A)/H , (1=1,2,....n)

Bundag't P(A) n1 toliq itimalliqtin' formulasi menen an'latsaq

P(H)P(4.)
P(HA): iP(H[)P(%{i) . (52)
i=1

Bul formulag'a Bayes formulasi dep ataladi.
Misali:
1. Eki atqish bir-birinen g'a'rezsiz bir nishanag'a ha't qaysisit bir retten atadi. Birinshi
atqishtin' nishanag'a tiygiziw itimalligh 0,8; ekinshisiniki 0,4. Attw tamam bolg'annan
keyin nishanada bir tesik tabilg'an (A waquyasi). Usi tesiktin' birinshi atqishqa tiyisli boliw
itimallig'in tabin'. Sinawg'a shekem minaday boljawlar boliw1 mu'mkin:
H, —birinshi atqishtiki de, ekinshi atqishtiki de tiymeydi.
H,- eki atqishtiki de tiyedi,
Hs;- birinshisiniki tiyedi, ekinshisiniki tiymeydi
H, —birinshisiniki tiymeydi, ekinshisiniki tiyedi.

Bul boljawlardin' itimalliglari:

P(H;)=0,2-0,6=0,12; P(H»)=0,8-0,4=0,32;
P(H3)= 0,8 -0,6=0,48; P(H4)= 0,2 -0,4=0,08.
Baglang'an A waquyasinin' ust boljawlardag'i sha'rtli itimalliglar:

P(},)=0; P(4,)=0;
P(7)=1; P(n)=1.

Demek H; ha'm H, boljawlar1 joqqa shig'adi,al H; ha'm H4 boljawlarinin' sha'rtli
itimalliglar1 Bayes formulas1 boyinsha esaplaniladi:



P(H/) 042?11?)1081 7 P(H/) 04313%1081 =7
Solay etip, tesiktin' birinshi atqishqa tiyisli boliw itimalligh < g'a ten' eken.

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. Waquyalardin' toliq gruppasi dep qanday sha'rtler orinlang'anda aytiladi?
2. Birgeliksiz waqiyalar dep qanday waquyalarg'a aytiladi?
3. Gipotezalar degenimiz ne?
4. Tolgq itimalligtin' formulasin jazip ko'rsetin'?
5. Bayes formulasin kelitirip shig'arin'.

A'debiyatlar: [1], I bap §7; 8, [2]- [8].

6-lektsiya (2s.)
G'a'rezsiz sinawlar izbe-izligi. Bernulli sxemasi. Binomial ha'm
polinomial formulalar

Tayanish so'zler
G'a'rezsiz sinawlar izbe-izligi, Bernulli formulasi, binomial formula, binomial
bo'listiriw, polinomial.

Praktikada sinawlar tu'rli-tu'rli gaytalanip, ta'kirarlanip turadi. Bunda eki jag'day
boliw1 mu'mkin: ju'rgizilgen simnaw na'tiyjesi alding'it yaki kelesi smnaw na'tiyjesine ya
g'a'rezsiz, ya g'a'rezli boladi. Birinshi jag'dayda-g'a'rezsiz sinawlar dep atalsa, ekinshi
jag'dayda-g'a'rezli stnawlar dep ataladi.

Itimalliglardi qositw ha'm ko'beytiw qa'deleri waqiyalardin' a'dewir quramali
kombinatsiya itimalliglarin tabiwg'a imkaniyat beredi. Biz ha'zir tanisatug'in en' a'piwayzi,
sonin' menen birge en' ken' tagalg'an sxemalardan biri g'a'rezsiz sinawlardin' ta'kirarlaniw
sxemas1 yamasa Bernulli sxemasi dep ataliwshi sxema bolip esaplanadi.

Birer smnaw na'tiyjesinde A waqiyasi ju'zege asiwi yaki aspawi da mu'mkin. A
wagqtyasinin' ju'zege asiw itimallig'in P(A)=p, ju'zege aspawiin' itimallig'm P(A)=1-p=q
dep belgileyik.

Izbe-iz o'tkerilgen eki g'a'rezsiz stnawdin' mu'mkin bolg'an na'tiyjelerin ko'reyik (1-

tablitsa).
Smawdin' AA AA AA AA
na'tiyjeleri
Itimalliglar p° pq qp q
1-tablitsa

P +2pa+q’=(p+q)*=1

Sinawlar sani, ma'selen u'shew bolg'anda da tap usilayinsha pikir ju'ritip,

joqaridag'ig'a ugsas
p'+ 3p’q+3pa’+q’=(p+q)*=1

ekenligine iye bolamiz.

Endi ma'seleni uliwma tu'rde aniqlawg'a boladi.
Bernulli formulasi. Eger ha'r bir sinawda waqiyanin' ju'zege asiw itimallig't turaqli ha'm
ol p g'a ten' bolsa, onda n ret g'a'rezsiz sinawlar ju'rgizgende ust waqiyanin' da'l m ret
ju'zege asiw itimallig'::

P(m)=C"p"q"™" (6.1)



formulas1 menen esaplanadi.

Buni da'lillew ushin n ret g'a'rezsiz sinawlar ju'rgizgende A waqiyasinin' da'l m
ret ju'zege asiwinin' ha'm n-m ret aspawinin' barliq mu'mkin bolg'an izbe-izligin du'zeyik:
AA--- AAA - A LAA - AAA--- 4.
m(pem)  n-m(pem) n=m(pem)  m(pem)

Bul izbe-izlik ag'zalarinin' bir-birinen ayirmashiligh tek ornalasiw ta'rtibinde g'ana
bolip tur, sonligtan on1 A wagquyasi m ret, A wagquyasi n-m ret ta'kirarlanip almasadi dep

qarawg'a boladi. Olardin' san1 C" ge ten' bolg'anliqtan
P(m)=C'p"q""

Kelip shigqan formula binomial formula dep te ataladi. Sebebi (6.1) ten'liktin' on' jag'
(px+q)" binominin'  jayilmasindagh x™  shamasmin' koeffitsienti  boladi.

P (0),P.(1),..., P, (n) itimallglarinin' izbe-izligi binomial bo'listiriw dep ataladu.

S P (m)=1,
m=0

yamasa
(p+q9)"=2C'p"q"" =1
m=0

Endi biz o'tkergen n sinawda A; waqiyasinin' m; ret, A; waqiyasinin' my ret,..., Ax
waqlyasinin' mi ret ju'zege asiwinin' itimallighn tabaylq (m;+ myt...+ my=n). Bul
itimalligt1 P,(my, my,..., myx) dep belgileyik. Bul itimalliq

(A AA, - A - A - A}
%K_J
my(pem)  my(pem) my (pem)

tu'rindegi elementar wagqiyalardin' itimalliglarinin' qosindisina ten'. Bunday ha'r bir

elementar waqiyanmn' itimalhgh p," - p)” -...- p,* ko'beymesine ten', al elementar
wagqtyalardin'
n!
sani _ polinomial koeffitsientine ten' bolg'anliqtan
ml!mg!...mk!
n!
m m; my
Py(mj, my,...,my)=—— P, P, ot Dy (6.2)
ml!mz!...mk!

(6.2) formula polinomial formula dep ataladi. Sebebi bul ten'liktin' on' jagh
( pixitp2Xot...tpkXk)  polinominin' jayilmasindag'i le 1 'x;n ’ x,}j * an'latpasinin’

koeffitsientleri boladi.

Misallar:

1. Elektroenergiyanin' bir sutka dawaminda sariplaniwinin' belgilengen normadan asip
ketpew itimalligh p=0,75 ke ten'. Jaqin 6 sutkanin' 4 sutkasi dawaminda
elektroenergiyanin' sariplaniwinin' normadan asip ketpew itimallig'in tabin'.

2. Baz1 bir elath punkte sentyabr ayinda orta esap penen 12 ku'n jawin jawadi. Sentyabr
ayinda dusmaldan aling'an 8 ku'nnin' ishinde 3 ku'nde jawin jawatug'ilig'inin' itimallig'in
tabin'.

3. Moneta 6 ma'rte taslanadi. Gerb jag'min' 0,1,...,6 ma'rte kelip shigiwinin' itimalligh

nege ten'?



4. Eki ten' ku'shli shaxmatsh1 oynag'anda 4 partiyadan 3 partiyan1 utiw itimalligh ko'p pe
yamasa 8§ partiyadan 5 partiyani utiw itimallig't ko'p pe?

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. G'a'rezsiz sinawlar izbe-izligi dep qay waqitta aytiladi?
2. Bernulli formulasin jazin'.
3. Binomial formula dep ne ushin aytiladi?
4. Binomial bo'listiriw degenimiz qanday bo'listiriw?

A'debiyatlar: [1], 2-bap §9; [2]- [8].

7-lektsiya (2s.)
Bernulli sxemasi ushin sheklik teoremalari

Tayanish so'zler
Asimptotikaliq juwiqlasiw, Muavr-Laplas teoremasi,Laplastin' lokalhq
teoremasi, Laplastin' integralliq teoremasi, Laplas funktsiyasi, Puasson formulas.

Biz joqarida n sinawda waqiyanin' m ma'rte ju'zege asiwin esaplaw ushin Bernulli
formulasin keltirip shig'ardiq Bul formulani keltirip shig'arg'anda biz ha'r bir sinawda
waqlyanin' ju'zege asiw itimallig'n turaqli dep uyg'ardiq. Bernulli formulasinan, n nin'
u'lken ma'nislerinde paydalaniw a'dewir qiyin ekenligin an'sat ko'riwge boladi, sebebi
og'ada u'lken sanlar menen a'meller ju'rgiziwge tuwra keledi.

Ma'selen, eger n=50, m=30, p=0,1 bolsa. Onda

50!
P5o(30)=————  (0,1)*°(0,9)*°  bolip, bunda
30120!
501=30 414 093 - 10°7, 301=26 525 286 - 10%°, 20!=24 329 020 -10"!

Arnawl tablitsalardan paydalanip esaplawdi a'dewir a'piwayilastiriwg'a boladi,
degen menen bul joldin' 0'zi de biraz quramali,sonday-aq aytarliqtay kemshilikke iye:
tablitsalar juwiq ma'nislerdi o'z ishine aladi, sonin' ushin da esaplaw protsesinde qa'telikler
jiynalip, en' juwmag'indag'l na'tiyje da'l ma'nisinen a'dewir parq qiliw1 mu'mkin. Minaday
soraw tuwadi:bizdi qiziqtiriwshi itimalligtt Bernulli formulasinan paydalanbay-aq esaplaw
mu'mkin emes pe? Mu'mkin eken. Laplastin' lokalliq teoremasi sinawlar sani jeterli ko'p
bolg'anda n sinawda waqiyanin' m ma'rte ju'zege asiwinmn' itimallig'n juwiq tabiwg'a
mu'mkinshilik beretug'in  asimptotikaliq formulani1 sipatlaydi. ( @(x) funktsiyasi

f(x) funktsiyasinin' asimptotikaliq juwiglasiwi delinedi, eger de lxi_rgéz—i;=1 bolsa).

p=7 bolg'an jag'day ushin asimptotikaliq formula 1730-jili Muavr ta'repinen tabilg'an;
1783 j. Laplas on1 0 ha'm 1 den o'zgeshe ga'legen p ushin uliwmalastirg'an. Sonin' ushin
ga'p etip atirg'an teoremani geyde Muavr-Laplas teoremasi dep te ataydi.

Laplastin' lokalliq teoremasinin' da'lilleniwi a'dewir quramali bolg'anligtan onin'
tek g'ana formulirovkasin berip, misal ko'rsetiw menen sheklenemiz.
Laplastin' lokalliq teoremasi. Eger A waqiyasimin' ju'zege asiw itimallig'h p ha'r bir
sitnawda turaqli ha'm ol 0 ha'm 1 den o'zgeshe bolsa, onda A waqiyasinin' n sinawdi da'l m
ma'rtesinde ju'zege asiw itimallig't shama menen



2
Y= nlpq.ﬁe = nlpch(x)

_ m-np
funktsiyasinin' X = NETR bolg'andag't ma'nisine ten' (n qanshelli u'lken bolsa,
sonshelli da'l boladi).

,\'2

S .
Argument x tin' on' ma'nislerine sa'ykes keliwshi ¢(x) _Ee ’ funktsiyasinin'
ma'nisleri jaylastirilg'an tablitsalar bar. ¢@(x) funktsiyasi jup funktsiya bolg'anliqtan,

yagnty
@(—x) = @(x), x tin' teris ma'nisleri ushin da tap sol tablitsalardan paydalanamiz.

Solay etip,
P(m)=—7—-(X), bunda X = =

Misali: Eger A quyasiin' ha'r bir sinawda ju'zege asiw itimallig'h 0,2 ge ten' bolsa, 400
sinawdin' da'l 80 ma'rtesinde onin' ju'zege asiw itimallig'in tabin'.
SHa'rt boyinsha n=400, m=80, p=0,2; g=0,8.

Lo (80) ® iggizes - PX) =5 ().

80 —400 0,2 __
X = - 0

Tablitsadan ¢(0) = 0,3989 eckenin tabamiz. Demek P, (80) = 0,04986 .

Eger de Bernulli formulasi boymsha esaplasaq  P,,, (80) = 0,0498 .

Meyli ja'ne n sinaw ju'rgizilgen bolip, olardin' ha'r birinde A waqiyasinin' ju'zege
astw itimalligh p turaqlt bolsin (0<p<1).

Py(m;,m;) itimalligti, yag'nty A waqiyast n smawda « m; den m, ge shekemy
ju'zege asadi degen itimalligti qalay esaplasa boladi? Bug'an Laplastin' integralliq
teoremast juwap beredi.

Laplastin' integralliq teoremasi: Eger A waqiyasinin' bir sinawdag't ju'zege asiw
itimalligh p turagli ha'm ol 0 ha'm 1 den o'zgeshe bolsa,onda P,(m;,m;) itimalliq shama
menen mina aniq integraldin' ma'nisine ten':

XU )
o 1 5
Po(mi,ms) ~ V2x I 0 2dz, (7.2)
1
X

1 m | — np /4 m , — np
X = ——— ' X = —2—
bunda a ha'm o

Bul jerde de arnawli tablitsalardan paydalanamiz; tablitsa
X 22
1 2
D(x)= T2z I { *az,
0

funktsiyas1 ushin keltirilgen (bug'an Laplas funktsiyasi delinedi). Tablitsada F(x)
funktsiyasinin' x>0 ha'm x=0 bolg'andag't ma'nisleri berilgen; x<0 ushin da sol tablitsadan
(D(—x) =—D(x) ekenligin esapqa alip) paydalanamiz.



Tablitsadan paydalaniw mu'mkin boliwi ushin (7.2) an'latpani to'mendegishe

tu'rlendiremiz:

1
X

0 2 22
by T j 0 dz+ j 0 dz = D(x") —D(x").

27
0
Solay etip
1 I
Py(m;,my) = D(x" ) —D(x").
1 - Il _
bunda X = % ham X = %

Misali: Detaldin' texnikaliq qadag'alaw bo'liminen o'tpew itimalligh p=0,2 ge ten'.
Tosinnan aling'an 400 detaldin' ishinde tekserilmegenleri 70 ten 100 ge shekem boliwinin'
itimallig'in tabin'. SHa'rt boyinsha n=400, m;=80, m;=100, p=0,2; g=0,8.

Pa0o(70,100) = D(x") — D(x").

I m | — np _ 70 — 400 -0,2 —
X — Jmpg T J400 0,2.0,8 1’25
V/ m | — np _ 100 - 400 -0,2 __
X N - J400 0,2.0,8 2 95

P.00(70,100) = D(2,5) —D(—1,25) = D(2,5) + D(1,25).

Tablitsa boyinsha: @(2,5) =0,4938; @(1,25) =0,3944.

Izlep atirg'an itimalliq: P400(70,100) = 0,4938+ 0,3944 = 0,8882.

Puasson formulasi. Meyli g'a'rezsiz n sinawlar ju'rgizilgen bolsin. Olardin' ha'r birinde A

wagqtyasinin' ju'zege asiw itimallig't p g'a ten' bolsin. Pn(m) itimalligt1 aniqlaw ushin

Bernulli formulasinan paydalanamiz.

Eger de n jeterli u'lken bolsa, onda Laplastin' asimptotallq formulasinan
paydalanamiz. Biraq, eger de waqiyanin' ju'zege asiw itimallig'h ju'da' kishi (ma'selen
p<0,1) bolsa, bul formula jaramsiz. Bunday jag'daylarda (n u'lken, p kishi) Puassonnin'
asimptotikaliq formulasinan paydalang'an qolayli. Demek, minaday ma'seleni qaraymiz:
Smawlar san1 og'ada ko'p bolg'anda ha'm ha'r bir sinawda waqiyanin' ju'zege asiw
itimalligh ju'da' az bolsa, waqiyanin' da'l m ma'rte ju'zege asiw itimallig'in tabiw talap
etiledi. Mima sha'rt orinlansin dep uyg'aramiz: np ko'beyme turaqli ma'nisin saqlasin,
yag'nty np=A bolsin.

Bizdi quziqtiriwshi itimalliqti tabiw ushin Bernulli formulasinan paydalanamiz:

Pn (m) = C:pmqnﬂn = m!(:—!m)! pm(l - P)"im =

_ 123 (n—m)[n—(n—m)-(n=2)(n—1)n]

m n—-m __ n(n=1)(n=2)-[n—(m-1)] m n-m
123 (n—m) P (1 - p) - ! 4 (1 - p)




Bizde np=\, yag'niy p=2 bolg'anliqtan
P (m) — n(=1)(n=2)~{n~(m-1)] (i)’” (1 _ i)n—m .

m!

lim P (m) di tabayiq. Sonda P, (m) =

~ 13 n(n-1)(n=2)-[n-(m-D] =" _A\nm
~ lim (=) =

=Llim[l-(1-H(1-2)---(1-2H)1-2)""]=£1lim(1 - 2)"

ﬁm _l
P(my="47"

Solay etip (a'piwayiliq ushin = belgisin qaldiramiz)

Bug'an Puasson formulasi delinedi (massaliq (n u'lken) siyrek (p kishi) waqiyalar
itimalligh).
Misali: Zavod bazag'a 5000 sipatlt buyim jo'neltken. Jolda buyimnin' za'lelleniw itimallig't
0,0002 ge ten'. Bazag'a 3 jaramsiz buyimnin' kelip tu'siwinin' itimallig'in tabin'.

SHa'rt boymsha n=5000, m=3, p=0,0002. Onda A= np=5000 - 0,0002=1 Demek

Psooo (3) = %gil = 43;: = é ~0,06.

P (m)=40"", m=12,... itimalliglarinin' izbe-izligi Puasson bo'listiriliwi dep ataladu.

> P(m)= )40 =1eckenligin an'sat ko'riwge bolad.
m=0 m=0

m!

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. f(x) funktsiyasiin' asimptotikaliq juwiqlasiwi dep qas1 funktsiyag'a aytiladi?
2. Muavr-Laplas teoremasin aytin'.
3. Laplastin' lokalliq teoremasi, Laplastin' integralliq teoremalar1 ganday
mag'anag'a iye?
4. Laplas funktsiyasin jazip ko'rsetin'.
5. Puasson formulasin jazin'.

A'debiyatlar: [1], 2-bap §10-13; [2]- [8].

II bap
Tosmnanh shamalar ha'm olardin’' bo'listiriw nizamlari
8-lektsiya (2s.)

lim(1 -4

n—»o0



Tosmnanh shamalar. Bo'listiriw funktsiyas1 ha'm bo'listiriw
tighizhg'

Tayanish so'zler
Tosinnanh shama, diskret tosinnanhh shama, u'zliksiz tosinnanli shama,
bo'listiriw mizami, bo'listiriw qatari, Puasson bo'listiriwi, bo'listiriw funktsiyasi,
binomial bo'listiriw, bo'listiriw tig"1zhig'1.

Biz burin,yag'niy itimalliglar teoriyasinin' tiykargh tu'siniklerin bayanlag'animizda
og'ada a'hmiyetli tu'sinik bolip esaplanatug'in tosinnanli shama tu'sinigin kiritken edik.

Ma'selen, kubikti taslag'anda 1,2,3,4,5,6 sanlarman birewi shig''wi mu'mkin edi.
Tosmnanli sebeplerge baylanisli shiggan oshkolardin' sanin aldin-ala aniglaw mu'mkin
emes. Us1 mag'anada oshkolar san1 tosinnanli shama bolip esaplanads; 1,2,3,4,5,6 sanlart
bul tosinnanli shamanin' gabil etiwi mu'mkin bolg'an ma'nisler bolip tabiladi.

Tosinnanli shama dep sinaw na'tiyjesinde a'welden belgisiz anaw yamasa minaw
ma'nisti gabil etiwi mu'mkin bolg'an shamag'a aytiladi.

Misallar:

1. U'sh ma'rtebe nishanag'a atqandag' tiyiwler sani;

2. Jan'adan tuwilg'an 100 na'restenin' ishinde er balalar sanz;

3. Bir sutka dawaminda telefon stantsiyasina kelip tu'sken shaqiriglar sani.

Bul keltirilgen musallardin' u'shewinde de tosinnanli shamalarimiz ~ sanap
shig'iwg'a bolatug'in bo'lek-bo'lek ma'nislerdi gabil etedi. Bunday tosinnanli shamalarg'a
diskret yamasa u'zilikliz tosinnanli shamalar delinedi.

Basqa tu'rdegi tosinnanli shamalar da ushirasadi, ma'selen: 1.Deneni analitikaliq
ta'rezide o'lshegendegi qa'telik;2.ushiw apparatinin' berilgen biyiklikke  ko'terilgen
momenttegi tezligi.

Bunday tosmnanli shamalardin' gqabil etiwi mu'mkin bolg'an ma'nisleri bazi-bir
araliqt1 toltiradi. Bunday tosinnanli shamalarg'a u'zliksiz tosinnanli shamalar delinedi.
Solay etip:

Diskret tosinnanli shama dep, onin' gabil etiwi mu'mkin bolg'an ma'nislerin sanap
shig'w yamasa nomerlep shig''w mu'mkin bolg'an shamag'a aytiladi.

U'zliksiz tosinnanli shama dep, onin' gabil etiwi mu'mkin bolg'an ma'nisleri bazi
bir shekli yamasa sheksiz araliqti u'zliksiz toltiratug'in sh aytiladi.

Tosinnanli shamalardi & 0,G,... ha'ripleri menen, mu'mkin bolg'an ma'nislerin
X,y,Z,... ha'ripleri menen belgileymiz. Ma'selen, eger de & - u'sh ma'rte atqandagh tiyiwler
sanin an'latsa, onda onin' mu'mkin bolg'an ma'nisleri: x;=0; x,=1; x3=2; x4=3 bolad1.

Meyli diskret ftosmnanh shamas1 berilgen bolip, ol xj, X,... X, ma'nislerden
birewin qabillasin, yag'niy jup-juptan birgeliksiz waqiyalardin' toliq gruppasin jasaytug'in:

52)(71,

:x2’

9.1)
§=x, |
Waquyalardan birewi ju'zege assin. Bul waqiyalardin' itimalliglarin sa'ykes indeksli
p lar menen belgileyik: P{&=x,}=p1, P{E=x2}=p2, ..., P{& =Xy} =pn.
Biregliksiz (9.1) waqiyalari, waqiyalardin' toliq gruppasin jasag'anliqtan

2P{§=xi}=§pi 1.




Bul qosind1 itimalliq tosinnanli shamanin' (dara) x; ma'nisleri boyinsha qanday da
bir jollar menen bo'listirilip, taratilip turadi.
Tosinnanli shamanin' bo'listiriw nizami dep tosimnnanli shamanin' ma'nisleri
menen olarg'a sa'ykes itimalliqlardi baylanistirtwshi qa'dege aytiladi.
Tosimmnanli shamag'a us1 nizamg'a boysmadi dep ataymiz. Bul nizam
tablitsaliq, grafikaliq ha'm analitikaliq usillarda beriliwi mu'mkin.

& X1 X2 X3 | Xn

p p1 p2 ps |l ... Pn

Z_I:pi =1.

Bunday tablitsag'a tosinnanli £ shamasimin' bo'listiriw qatari delinedi.

Bo'listiriw gatarin anig'iraq ko'z aldimizg'a keltiriw ushin onin' grafigin sizg'an qolaylh
boladz:

pi

I
,,,,,, +-=
P E———
| I |
| | |
| | ‘
J I | :
p1 i I i !
R T .
—
0 x1 x2 %3 x4 x5 Xi

3-su'wret.

Binomial bo'listiriw, Puasson bo'listiriwleri bo'listiriw nizaminin' analitikaliq
usilda beriliwi bolip esaplanadi.

Misali: Atqish nishag'a 3 ma'rte oq atadi. Ha'r bir atqandag nishanag'a tiyiw
itimalligh 0,4 ke ten'. Ha'r bir tiygizgeni ushin atiwshig'a 5 oshko jaziladi. Payda bolg'an
oshkolard1 bo'listiriliw gatarin du'zin'.

Xi 0 5 10 15

P 0,g'a'6 0,432 0,288 0,064

Bo'listiriw funktsiyasi. U'zliksiz tosimnnanli shama bazi bir araligti  tutas
toltirtwsh1 sheksiz ko'p (sanagsiz ko'plik) mu'mkin bolg'an ma'nislerge iye. Bunday
tosinnanli shamalar ushin tablitsa (bo'listiriw gatarin) du'ziw mu'mkin emes.

Tosinnanli & shamasinin' bo'listiriw funktsiyasi dep

F(x)=P{& <x}

funktsiyag'a aytiladi. Bo'listiriw funktsiyas1 tosinnanli shamanin' universal
xarakteristikasi bolip tabiladi. Ol barliq tosinnanli shamalar ushin bar boladi.Onin' baz1 bir
qa'siyetlerin keltireyik:

1. F(x) kemeymeytug'in funktsiya, yag'niy X;> X, bolg'anda F(x;)>F(x»)

2. F(-00)=0.

3. F(+0)=1

Eger de & diskret tosinnanli shama bolsa, onda ol shekli yamasa sheksiz ko'p
ma'nislerdi qabillaydi ha'm onin' ha'r bir x; ma'nisti gabil etiw itimalhigh P{& =x.} =p,
bolad:. Sonligtan F(x)=P{&<x}=> P{&=x,} =D p,.

Misali: Tosinnanli & shamasi bir ma'rte oq atqanda tiyiwler sam bolip, nishanag'a
tiyiw itimallig' 0,3 ke ten'. Onin' bo'listiriw funktsiyasin du'zin' ha'm grafigin jasan'.




Bo'listiriw gatart mina ko'riniste boladi:

Xi 0 1

P 0,7 0,3

Tosinnanli & shamasinin' bo'listiriw funktsiyasin aniglayiq:

x<0 bolg'anda F(x)=P{<&<x}=0;

0<x<1 bolg'anda F(x)=P{ & <x}=P{ £ =0}=0,7;

x>1  bolg'anda F(x)=P{ & <x}=P{=0}+P{&=1}=1
Bo'listiriw funktsiyasinin' grafigi mina su'wrette ko'rsetilgendey:

F(X)

0,7

0 ‘ 1 2 %
4-su'wret.

Bo'listiriw tigizhg'l. Tosmnanli & shamasinin' bo'listiriw funktsiyasin bilgen
jag'dayda onmn' a< & <B ten'sizliklerdi qanaatlandiriwshi itimallig'im tabiwg'a bolad.
Itimalliglard1 qosiw teoremas1 boyinsha

P{E<B}=P{S<a}+P{as<c<B}.
Bunnan
Pla<a<d<B}=P{S<P}-P{S<a},
yamasa
P{a<g<B}=F(B}-F(a).
Bul ten'likten P{ & = o } itimalliqt1 tabiwg'a boladh.
Pig=aj=limPla <& <f}=lmF(f)-F(a)]
Eger F(x) funktsiya u'zliksiz bolsa,aqirg't shek nolge ten'. Demek,
P{&=a}=0.
Tosmnanli  shamanin' bo'listiriw funktsiyast u'zliksiz bolsa, onda tosinnanli shamanin'
ga'legen bo'lek bir ma'nisti qabil etiw itimallig't nolge ten' boladi.
Bo'listiriw funktsiyasinin' tuwindisi
f(x)=F"(x)
bo'listiriw tig'1zlig'"n yamasa bo'listiriwdin’ differentsialliq funktsiyasi delinedi.
fG0=F"(0= lim "2

yamasa

fix)= lim =g
Ax—0

ten'likti jaza alamiz. Bizde

B B
P{a<E<PI=F(P}-F(a)=|F'(x)dx=[ f(x)dx



Sonday-aq, F(x)= J- f(x)dx ekenligi kelip shig'adi. Bo'listiriw tigizhig"

minaday qa'siyetlerge boysimadi:
1. f(x)>0

2. Tf(x)dx =1

0,x<0
Mbarcans: F(x)=<ax>,0<x<1 f(x)-?, a=?, P{0,25<£<0,5}=?
Lx>1

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. Tosmnanli shama dep qanday shamg'a aytamiz?
Diskret tosinnanli shama dep qanday tosinnanli shamalarg'a aytiladi?
U'zliksiz tosinnanli shamanin' aniqlamasin keltirin'.
Bo'listiriw nizam1 dep nege aytiladi?
Bo'listiriw gatar1 degenimiz ne?
Puasson bo'listiriwin jazip ko'rsetin'.
Bo'listiriw funktsiyast dep nege aytamiz ha'm onin' formulasi qanday?
Bo'listiriw tig'1zlig'h degenimiz ne ha'm on1 qanday aniqlaymiz?

PNk WD

A'debiyatlar: [1], 4-bap §18;19, [2]-[8].

9-lektsiya (2s.)
Tosmnanh shamalardin' sanh xarakteristikalar:i ha'm olardin'
qa'siyetleri

Tayanish so'zler
Matematikahq ku'tiliw, dispersiya, orta kvadrathq awisiw.

Praktikanin' ko'pshilik ma'selelerinde tosinnanli shamani toliq xarakterlew sha'rt
bolmay, al onin' tek g'ana ayrim sanli parametrlerin ko'rsetiw jetkilikli boladi. Bunday
xarakteristikalardi tosinnanli shamanin' sanli xarakteristikalar1 delinedi.

Meyli & -diskret tosinnanli  shama bolip, onin' gabil etiwi mu'mkin bolg'an
ma'nisleri X, X,... X, olardi gqabil etiw itimalliglar1 py, pa,...,pa bolsin.

Tosinnanli & shamasinin' matematikaliq ku'tiliwi dep

Mfzzn:xkpk (10.1)

sanina aytiladi. Diskret tosimnnanli shamanin' mu'mkin bolg'an ma'nislerinin’ san1 sheksiz
boliw1 da mu'mkin. Bul jag'dayda

Mﬁzixkpk (10.2)

Bunda (10.2) qatard1 absolyut jiynaqli dep uyg'ariladi.
Bo'listiriw tighzligh f(x) bolg'an u'zliksiz tosinnanli & -shamasinin' matematikaliq
ku'tiliwi dep



ME = [xf (x)dx (10.3)
sanina aytiladi. Bun1 bilay ja21wg';t da boladi:
ME = [xdF (x) (10.4)

Misallar:
1. Meyli € shamasi x1, Xa,... X, ma'nislerdi + itimalliq penen qabil etsin. Onda

ME=x-L4+x, -1+ .. +x -L=2"200
0,x<0
2. F(x)={=,0<x<4 fx)=? ME=?
ILx>4
3. Meyli € shamasi [a;b] araliqta ten' o'Ishewli bo'listirilgen bolsin. Onda
F(x):{ﬁ’a<x<b Mg‘t:Txf(x)dx:j:xﬁdxz“—;”
0,x ¢[a;b] 2 '

Endi matematikaliq ku'tiliwdin' baz1 bir qa'siyetlerin ko'rip o'teyik.

1.MC=C, C-turaqli san.

2. M(C §)=CM &

3.Eki g'a'rezsiz tosinnanli shamanin' ko'beymesinin' matematikaliq ku'tiliwi
olardin' matematikaliq ku'tiliwlerinin' ko'beymelerine ten':

MZn=M¢ "Mn

4. Eki tosinnanli shamanin' qosindisinin' matematikaliq ku'tiliwi, qosiliwshilardin'

matematikaliq ku'tiliwlerinin' qosindisina ten':
M(S+n)=MZ+Mn

5. M(&-n)=M¢&-Mn

Bul ga'siyetlerdin' durishig'in tekseriw oqiwshilardin' o'zlerine usiniladi.

Meyli & -tosinnanl shama, al M & -onin' matematikaliq ku'tiliwi bolsin.

E-ME- M ayirmag'a tosinnanli shamanin' o'zinin' matematikaliq ku'tiliwinen
awisiw1 dep ataladi. Awisiwdin' matematikaliq ku'tiliwi nolge ten":

M(&-ME)=0
Praktikada ko'pshilik jag'daylarda tosinnanli shamanm' mu'mkin bolg'an
ma'nislerinin' 0'zinin' orta ma'nisi do'gereginde shashiran'qilig'in bahalaw talap etiledi.
Tosinnanli  shamanin' dispersiyast dep, bul tosmnnanlt shamanm' onimn'
matematikaliq ku'tiliwinen awisitwinin' kvadratinin' matematikaliq ku'tiliwine aytiladi:

DE=M(E-ME)' .
Eger de M M & =m desek, onda D&E=M(E—m)?
Solay etip, eger de & diskret tosinnanl shama bolsa, onda

Dé=g<xk —m)’p, .

al eger de & bo'listiriw tig'1zligh f(x) bolg'an u'zliksiz tosinnanl shama bolsa, onda

D& = [(x=m)’ f(x)dx

Geyde tosinnanli & shamasmin' dispersiyasin to'mendegi formula boyinsha
esaplag'an qolayli boladi.



DE=ME™ - (MEY
Endi dispersiyanin' bazi bir ga'siyetlerin ko'rip o'teyik.
1.DC=C, C-turaqli san.
2.D(C-§)=C>'D¢
3.Eki g'a'rezsiz tosinnanli shamanin' qosindisinin' dispersiyast bul shamalardin'
dispersiyalarinin' qosindisina ten':

D(&+n)=D¢&+Dn
4. Eger de & ha'm 1) lar g'a'rezsiz tosinnanh shamalar bolsa,
D(¢-n)=D&+Dn
Bul ga'siyetlerdin' durislig'n tekseriw oqiwshilardin' o'zlerine usiniladi.
0. =+ D¢ -orta kvadratliq awisiw delinedi.

5
Misallar:
1. Tosinnanh & shamasi to'mendegi bo'listiriw nizami menen berilgen:
& 2 3 10
p 0,1 0,4 0,5

Matematikaliq ku'tiliwin, dispersiyasin ha'm orta kvadratli awisiwin tabin'. Dispersiyadan
aling'an kvadrat korenge orta kvadratli awisiw yamasa standart awisiw dep ataladi yag'niy

o.=+DS)
ME=2-0,1+3-0,4+10-0,5=6,4
DE=ME? —(ME) =27-0,1+32-0,4+102 - 0,5-(6,4)2=54-(6,4)2=13,04
0. =D& =4/13,04~3,61
2. Meyli & shamasi  [a;b] araliqta  ten'o'Ishewli  bo'listirilgen  bolsin.
M DE=ME —(ME)? bolg'anligtan

b
DE=ME* ~ (ME) =[x sdx— ()" =5

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. Matematikaliq ku'tiliw dep nege aytamiz ha'm onin' formulasin jazip ko'rsetin'.
2. Tosmnanli shamanin' dispersiyast dep qanday shamag'a aytamiz ha'm onimn'
formulasinin' ko'rinisi qanday?
3. Orta kvadratliq awisiw dep nege aytamiz?

A'debiyatlar: [1], 5-bap §23-25; [2]-[8].

10-lektsiya (2s.)
Tosmnanh shamalar sistemasi. Tosinnanhi shamalardin’
g'a'rezsizligi

Tayanish so'zler
Tosinnanh shamalar sistemasi, g'a'rezsiz tosinnanlhi shamalar, birgelikte
bo'listiriw tig'1zhig"1.



Itimalliglar teoriyasmin' praktikaliq qollanihiwlarinda smawdin' na'tiyjesi bir
tosmnnanli shama menen emes, al eki yamasa onnan da ko'p tosinnanli shamalar menen
su'wretlenetug'in ma'seleler menen jiyi ushirasiwg'a tuwra keledi.

Birgelikte garalatug'in eki tosinnanli ( £ ,n) shamalar jiynag'in eki tosinnanlh
shamalar sistemas1 deymiz.

Tosinnanli shamalar sistemasina baylanisli ma'selelerdi qarastirg'anda sistemanin’
geometriyaliq interpretatsiyasin paydalang'an qolayli boladi.

Ma'selen, eki tosmnanli ( & ) shamalar sistemasin koordinatalart & ha'm 1)
bolg'an shamalar xoy tegisligindegi tosmnanli noqat, yamasa qurawshilar1 £ ha'm n
shamalarinan ibarat koordinata basinan (£ ,1) noqatqa bag'itlang'an tosinnanli vektor dep

qarawg'a bolad.

5-su'wret 6-su'wret
U'sh tosmnanli (& ,n, Q) shamalar sistemasin u'sh o'lshemli ken'isliktegi

tosinanli noqat yamasa tosinanli vektor ha'm t.b. dep qarawg'a boladi.
Tosinnanl eki (& ,n) shamalar sistemasinin' birgelikte bo'listiriw funktsiyasi

dep, {&<x} ha'm { n<y} waqiyalarmin' bir waqitta ju'zege asiw itimallig'ima aytilad,
yag'nty
F(xy)=P{ & <x, n<y}. (11.1)
Geometriyaliq jagtan F(x,y) funktsiya tosmnanli ( £ ,n) noqattin' to'besi (x,y)
noqatta bolg'an sheksiz kvadratga tu'siwinin' itimallig'in bildiredi.

7-su'wret
Tosmnanli  shamalar sistemasmin' bo'listiriliw  funktsiyas1 minaday
qa'siyetlerge boysinadi( geometriyaliq intrepretatsiyasinan an'sat ko'riwge boladi).
1.Bo'listiriliw funktsiyas1 F(x,y) o'zinin' eki argumentine qarata da kemeymeytug'in
funktsiya, yag'nty x,> x; bolg'anda F(x,,y)> F(x1,y);
y>>y; bolg'anda F(x,y2)> F(x,y1).
2. F(-00,-00)=F(-00,y)=F(x,-00)=0



3. Tosinnanli & ha'm n shamalarinin' birgelikte bo'listiriliw funktsiyasin bile otirip ha'r bir
& ha'm n shamalarinin' bo'listiriliw funktsiyasin tabiwg'a boladi. Haqiyqatinda da
F.(x) = P{¢ < x} = P{{ <x,n <40} = F(x,+0);

F(y)=Pln<y;=P{g <+o,n<y}=F(+0,y)
4. F(+o0,+0)=1 Meyli D —tegisliktegi qa'legen oblast bolsin. Tosinnanli nogattin'

berilgen oblastqa tu'siw itimallig'l, bul oblast ta'repinen koordinata ko'sherlerine parallel
bolg'an tuwr1 mu'yeshlik bolg'an jag'dayda an'sat esaplanadi.

Tosimnnanl ( & ,1) nogqattin' x=a, x=B ha'm y=y, y=3 tuwrilari menen
shegaralang'an tuwr1 mu'yeshlikke tu'siw itimallig'n sistemanin' bo'listiriw funktsiyasi
arqali an'latayiq.Bir tosinnanli shamadag't siyaqli, R tuwrimu'yeshlikke onin' to'mengi
ha'm sol shegaralarin kiritiwdi, al onmn' jogarg'h ha'm on' shegaralarin kiritpewdi
sha'rtlesemiz.

8-su'wret 9-su'wret

(& ,n)€R waquyast mina eki waqiyanin' ko'beymesine ten': a<& <B ha'm y<n<8.

Bul waqiyanin' itimallighn sistemanin' bo'listiriw funktsiyas1 arqali
an'latay1q. To'mendegi formula orinli ekenligi ayqin:

P{(& . n) €R}=F(B.5)-F(0.0)-F(B,y)*+F(a, y) (11.2)

Endi sistemanin' bo'listiriw tig'izlig't tu'sinigin kiriteyik.
XOY tegisliginde ta'repleri Ax ha'm Ay bolg'an kishkene Ra tuwrimu'yeshligin alayiq.
Dara jag'dayda,

Pla<&<b,c<n<d} =j.]l‘f(x,y)dxdy,

ha'm

F(x,y)=PiE<xp<yb=| [f(x.p)dxdy

—00—00

Tosinnanl £ha'm 1 shamalarinin' birgelikte bo'listiriw tig'1zlig't boyinsha
ha'r bir £ha'm 1 shamalarinin' bo'listiriw tigizlig'm an'latiwg'a boladi. Mina formula
ormli boladi:

£.00= [ f(x.p)dy,

1,00 = [ £(xy)dx.

Eger x ha'm y ler gqanday bolg'anda da {& <x} ha'm { n<y} waquyalar
g'a'rezsiz bolsa, onda tosinnanli & ha'm m shamalari g'a'rezsiz delinedi. Bul jag'dayda



F(x,y)=Pig <x,n<y}=Pig <xj - Pin<y;=F.(x)F,(y)

Demek, g'a'rezsiz tosinnanli shamalardin' birgelikte bo'listiriw funktsiyasi
bul shamalardin' bo'listiriw funktsiyalarinin' ko'beymesine ten'.

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. Tosinnanli shamalar sistemasi dep qanday shamalarg'a aytiladi?
2. G'a'rezsiz tosmnanli shamalar degenimiz ne?
3. Birgelikte bo'listiriw tig1zlig" tu'sinigin aytin'.

A'debiyatlar: [1], 4-bap §20; [2]-[8].

11-lektsiya (2s.)
Tosmnanh shamanin' funktsiyasi

Tayanish so'zler
Tosmmnanh shamanin' funktsiyasi,Koshi mzami.

[timalliglar teoriyasimin' bir qatar a'meliy ma'selelerinde & tosmnanli shama
menen baylanisqan
n=9(s)
tosinnanli shamani u'yreniwge tuwra keledi, bul jerde u= @(x) berilgen funktsiya.
Meyli & -diskret tosinnali shama bolsin:

C_,g X1 X2 X3 | . Xn

p p1 p2 pz | . Pn

Onda n =@( &) tosinnanli shamanin' matematikaliq ku'tiliwi ha'm dispersiyasi to'mendegi
formulalar menen aniqlanadi:

my=Mn=> ¢(x,) p,
i=1

Dy=Di=M(n- my)’=3 [o(x,) = m, I* - p,

i=l
Eger n u'zliksiz tosinnanl shama bolsa, onda n =¢@( <) tosinnanli shamanin'
matematikaliq ku'tiliwi ha'm dispersiyasi to'mendegi formulalar menen aniqlanadi:

my=Mn = [p(x)f (x)dx,

Dy=Dn= [[p(x) = m, ]’ f(x)dx.

Praktikanin' ko'pshilik ma'selelerinde, a'sirese matematikaliq statistikada,
tosimnnanli argumenttin' funktsiyasinin' matematikaliq ku'tiliwi ha'm dispersiyasin tabiwdin'
0'zi ko'binese jetkilikli bolmaydi, onin' bo'listiriw nizamin da tabiw za'ru'r bolad.

Bul jerde minaday ma'sele qoyiladi: bo'listiriw tig'izlig belgili ha'm ol f(x) qa ten'
bolg'an & tosinnanli shama berilgen; basqa m tosinnanli shama menen onin' menen

n=@(&) funktsiyaliq baylanis arqali baylanisqan, bul jerde @(<&) funktsiya & shamanin'
barlig mu'mkin bolg'an ma'nisleri jaylasqan bazi bir (a,b) araliqta u'zliksiz funktsiya (a=-




oc, b=+oc boliw1 da mu'mkin). Tosinnnanli shamanin' g(y) bo'listiriw tig'1zlig'in tabiw
talap etiledi.

Bul ma'seleni sheshiwde eki jag'daydi qarastiramiz:

1. Monoton funktsiya bolg'an jag'day.

Da'slep ¢(x) funktsiya joqarida ko'rsetilgen araliqta monoton o'siwshi ha'm
og'an keri x=y(y) funktsiya tiyisli araliqta monoton o'siwshi, u'zliksiz ha'm
differentsiallaniwsh1 bolsin. OY ko'sherinde (y,y+Ay) intervaldi alamiz ha'm on1 x=y(y)
fnktsiya ja'rdeminde OX ko'sherge sa'wlelendirip (x,x+Ax) intervaldi hasil qilamiz.

(y< n<y+Ay) ha'm (x< & < x+Ax) waquyalar ekvivalent, yag'niy
P(y<n<y+Ay)=P(x<¢ < x+Ax).

Demek,
g(y) = lim P — fim PN < fim PO = (), = £(0)-p (9),
Ay—0 Ay—0
Eger ¢(x) funktsiya monoton kemeyiwshi bolsa, onda joqaridagh talqilawlar
styaql

g ==fy) v ).
ekenligine iye bolamiz. Eki jag'daydi birlestirsek

g =y O

dep jaziwg'a boladi.
Misali: Tosmnanl & shamasi bo'listiriw tig'1zlig

— 1
f(x) Tz

bolg'an Koshi nizamina boysimadi. Tosinnanli j shamasi f(x) =

1
7(1+x%)

shamas1 menen n=1—§3 tu'rinde baylanisqan. Tosmnanli 1 shamasinin' g(y) bo'listiriw
tig'izlig'in tabin'.

SHeshiw: y=1-x> funktsiyasi (-oc, +oc) araligta monoton bolg'anligtan jogaridag'
formulan1 qollaniwg'a boladi. Ma'selenin' sheshimin to'mendegi eki bag'ana tu'rinde
jaylastirayiq: sol jaqtagh bag'ana ma'selenin' uliwma sheshiminde gqabil qiling'an
funktsiyalar. On' jaqtag bag'ana qaralip atirg'an ma'selege sa'ykes aniq funktsiyalar
jaylastiriladi.

f(x) 1
7(1+x%)
y=@(x) y=1-x>
x=y(y) x=3/1-y

' -1
v (y) T
1

‘l// ' (y)‘ ¥
g = Fyy ) ) e e

Meyli endi bo'listiriw tighzligh f(x) bolg'an u'zliksiz tosmnanl & shama berilgen
bolip, tosinnanli  shamasi onin' menen n=@( &) funktsiyaliq baylanis penen baylanisqan
ha'm y=q@(x) funktsiyas1 argumenttin' (a,b) araliqtag'n mu'mkin bolg'an ma'nislerinde
monoton emes bolsin. Tosinnanli 1 shamasinin' bo'listiriw funktsiyas1 G(y) ti tabayiq.
Onin' ushin Ox ko'sherinen y araliqta jaylasqan ha'm Ox ko'sherine parallel AB tuwrisin
Ju'rgizeyik ha'm y=q@(x) iymeginin' n<y sha'rti orinlanatug'in araliqlarin ajiratip alayiq.
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Bul araliglarg'a abstsissa ko'sherinin' Ai(y), Ax(y),... araliglari sa'ykes kelsin. n<y
waqiyast tosinnanli & shamasinin' Aj(y), Ax(y),... araliglardan birewine-qaysisina
boliwina parigsiz ten' ku'shli.

Sonin' ushin

G(y)=P(M<y)=P(& eMi(y)+ & € My)+..)=D P(E e A(») =D, ff (x)dx

i i A ()

Solay etip, n=¢( <& ) shamasinin' bo'listiriw funktsiyasi ushin to'mendegi formulag'a

o 2 | S
! Ai(y)

Ai(y) intervallardin' shegaralar1 y ke baylanisli bolip, y=¢(x) funktsiyasinin'
konkret ko'rinisinde y tin' aniq funktsiyasi sipatinda an'latiliw1 mu'mkin. G(y) funktsiyasin
integrallardin' shegaralarinda qatnasiwsh1 y shamasi boyinsha differentsiallap n
shamasiin' g(y) bo'listiriw tig'zlig'ina iye bolamiz:

gy)=G ()
Misali: Tosinnanli & shamasi parametrleri m ha'm o bolg'an normal bo'listiriw ge iye.

iye bolamiz:

Tosinnanli n<& ? shamasimin' bo'listiriw t1g'1zlig'in tabin'.
SHeshiw: Bul jag'dayda (p(x)=x2, a=-oc, b=+oc; y= (p(x)=x2 funktsiya (-oc,+oc) araliqta
monoton emes. Biraq xe(-oc,0) bolg'anda kemeyedi ha'm 1 (y)=- \/; keri funktsiyag'a

iye, xe€(0, +oc) bolg'anda o'sedi ha'm i (y)= \/; keri funktsiyag'a iye. Tosinanl

shamasimin' bo'listiriw tigizlig
2

f)=5t7
ko'riniste ekenligin esapqa alsaq, to'mendegini hasil qilamiz:
_(_mz _(mz
R e = A

Y

1

ENE

Vor =nat’ (y>0).

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. Tosinnanli shamanin' funktsiyasi degenimiz ne?
2. Koshi nizamin jazip ko'rsetin'.

A'debiyatlar: [4], gl.5,§6; [2] gl.4, ,§g'a"; [5] gl.10, ,§§10.1-10.3.



12-lektsiya (2s.)
Tosinnanh shamalardin' momentleri

Tayanish so'zler
Tosinnanh shamanin' modasi, Tosinnanh shamanin' medianasi, polimodalliq
bo'litiriw, baslang'ish moment, orayliq moment, absolyut baslang'ish momenti,
absolyut orayliq momenti, orta arifmetikaliq awisiw.

Tosinnanli shamanin' en' a'hmiyeti xarakteristikalart bolg'an  matematikaliq
ku'tiliw ha'm dispersiyadan tisqar1 basqa xarakteristikalarg'a da , ma'selen tosinnanli
shamanin' modas: ha'm medianas: xarakteristikalar1 da qollaniladi.

Tosinnanli shamanin' modas: dep, onin' en' ko'p itimalligqa iye ma'nisine aytiladi.

«En' ko'p itimalligga iye ma'nisi» termini qatal aytqanda diskret tosinnanl
shamalarg'a tiyisli.

U'zliksiz tosmnanli shamalar bolg'an jag'dayda bo'listiriw tig'zlig'h maksimal
bolatug'in ma'nisine aytiladi. Modan1 M ha'ribi menen belgilewdi sha'rtlesemiz.

£

i i

' |

: |

I |

] | | :

| | | | |

| | I I | |

! | 1 : ! A
1] 1 x 1] M X
11-su'wret 12-su'wret

Eger de bo'listiriw ko'pmu'yeshligi (bo'listiriw  iymegi) birewden artiq
maksimumg'a iye bolsa, onda bo'listiriwge «polimodallig» delinedi.
Tosmnnanl £ shamasinin' medianast dep, onin' sonday Me ma'nisine aytilip, bul
ma'nis ushin
P{£<Me}=P{£>Me}
Basqasha aytqanda, bo'listiriw tig'zlig'n f(x) bolg'an tosinnanli & shamasinin' Me
medianas1 mina ten'lik penen aniglanadi:

[ reods = reode=1

Tosinnanli shamalardin' tiykarg't sanli xarakteristikalarinin' uliwmalasqan jag'day1
sipatinda  momentler tu'sinigi kiritiledi. Moment tu'sinigi massanin' bo'listiriliwin
su'wretlew ushin mexanikada ken' qollaniladi. Tap usi siyaqli tosinnanlt shamanimn'
bo'listiriliwinin' tiykarg't  qa'siyetlerin su'wretlew ushin itimalliglar teoriyasinda da
momentler jiyi isletiledi. Itimalliglar teoriyasinda eki tu'rdegi momentler qollaniladi:
baslang'ish ha'm orayliqg momentler.

Tosinnanli £ shamanin' k-shi ta'rtipli baslang'ish momenti dep, & ¥ shamanm'

matematikaliq ku'tiliwine aytiladi:
a, = Mg

Diskret tosinnanli £ shamasi ushin



n
_ k
oy = z :xi " Di
=1

U'zliksiz tosinnanlt & shamasi ushin

o0

a, = j x* £(x)dx

a, = M¢ ko'rinip turiptr.
Tosinnanli & shamanmin' k-shi ta'rtipli orayliq momenti dep, (f—Mg)k shamanin'
matematikaliq ku'tiliwine aytiladi:
f =M(E—m,)" bunda  m, = M¢

Diskret tosinnanli £ shamasi ushin

n

H = Z('xi _mg)k "D

i=1
U'zliksiz tosinnanl & shamasi ushin

g

Qa'legen tosinnanli & shamasi ushin birinshi ta'rtipli orayliq momenttin' nolge ten'

ekenligi ayqin (p;=0).

Ekinshi ta'rtipli orayliq moment dispersiyam beredi. Itimalliglar teoriyasinda
u'shinshi ha'm to'rtinshi ta'rtipli oraylig momentler de qollaniladi. U'shinshi ta'rtipli orayliq
moment p3-bo'listiriwdin' asimmetriyasinin' xarakteristikasi bolip xizmet etedi.

Tosinnanli & shamanin' bo'listiriliwi M¢E = m, matematikaliq ku'tiliwge qarata

simmetriyali delinedi, eger de y=f(x) bo'listiriw iymegi x= m, tuwrisina qarata

simmetriyal1 bolsa.

-3 »bunda o =,/D¢ shamasina «asimmetriya koeffitsienti» delinedi.

Simmetriyali bo'listirilgen tosinnanlt shamanin' barliq taq ta'rtiptegi orayliq
momentleri nolge ten'.
Tosinnanli & shamasinin' k-ta'rtipli absolyut baslang'ish momenti mina ten'lik

penen aniqlanadi:
k
B=M |é: |
al absolyut orayliqg momenti
k
v, =M ‘é —m 5‘
ten'ligi menen aniglanadi. Jup ta'rtiptegi absolyut momentler a'dettegi momentler menen

sa'ykes keledi. Birinshi ta'rtipli absolyut oraylig moment

v, =M‘§—m§‘

orta arifmetikaliq awisiw dep ataladi.
Misali: Meyli bo'listiriw tighzhigh — f(x) :%[M bolg'an tosinnanli & shamasi berilsin.

Ust shamanin' matematikaliq ku'tiliwin, dispersiyasin, orta kvadratli awisiwin, modasin,
medianasin tabin'.

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. Tosinnanli shamanin' modas1 dep nege aytamiz?
2. Tosmnanli shamanin' medianasi degnimiz ne ha'm onin' ko'rinisin jazip berin'.
3.Polimodalliq bo'litiriw dep nege aytamiz?
4. Baslang'ish moment tu'sinigin kiritin' ha'm formulasin jazip berin'.
5. Oraylig moment dep qanday shamag'a aytamiz?



6. Absolyut baslang'ish momenti, absolyut orayliq momenti tu'siniklerin aytip
berin'.
7.0rta arifmetikaliq awisiw degenimiz ne?

A'debiyatlar: [1], 5-bap,§26; [2]-[8].

13-lektsiya (4s.)
Xarakteristikaliq funktsiyalar ha'm olardin' qa'siyetleri
Tayanish so'zler
Xarakteristikaliq funktsiya, haqiyqiy parametr, jorimal birlik, qayta tiklew
formulasi, birden-birlik teoremasi, Xellidin' birinshi teoremasi, Xellidin' ekinshi

teoremasi, tuwri1 sheklik teorema, Kkeri sheklik teorema, Oraylq shek
teoremasi,Lyapunov teoremasi, Lindeberg sha'rti.

Xarakteristikaliq funktsiyalar-itimalliglar teoriyasinin' ko'p g'ana ma'selelerin
sheshiwge qolayli bolg'an, tosinnanli shamalardi su'wretlew ushin qollanilatug'an arnawl
metod bolip tabiladi.Ol A.M.Lyapunov ta'repinen Orayliq shek teoremasmin' a'piway1
formalarinan birin da'lillew ushin jaratilg'an.

Tosmnanli & shamasmin' xarakteristikaliq ~ funktsiyast dep ¢ -tosinnanli
shamasinin' matematikaliq ku'tiliwine aytiladi, yag'niy
o(t) = M0*
bunda t=haqiyqiy parametr, i-jorimal birlik. Tosmnnanli & shamasinin' bo'listiriw nizamin
bile otirip, onin' xarakteristikaliq funktsiyasin an'sat tabiwg'a boladi.
Eger de & -diskret tosinnanli shama bolip, bo'listiriw qatar: menen berilse,

yag'niy:

5 X1 X2 X3 e Xn

p p1 P2 pz | ... Pn

Onda onin' xarakteristikaliq funktsiyasi

o(t) = Z[m “Pr 130
k=1

Eger de & -u'zliksiz tosinnanli shama bolip, f(x) omn' bo'listiriw tig'izlig"n (F(x)-bo'listiriw
funktsiyasi) bolsa, onda

o0

o(t) = j 0 £ (x)dx (13.2)
- yamasa
o(t) = Tﬁ”xdF(x) (13.3)

—00

Misallar:
1.Tosmnanli & shamasi bir ma'rte nishanag'a atqandag'i tiyiwler sanin an'latsin.

Tosinnanli & shamasinin' x.f. sin tabin'. (13.1) formula boyinsha:
S
2. Tosmnanli & shamasi parametrleri (m,0°) bolg'an normal nizam boyinsha
bo'listirilgen delinedi eger de onin' bo'listiriw tig'1zligh to'mendegishe aniqlansa:




_()cfm)2
— 1 20'2
bunda
MEé=m, Dé =0
Meyli & normal bo'listirilgen tosmnanli shama bolip, ME=0,DéE=1
bolsin.
Onda

2

fx)y=L07"

onin' X.f. sin tabiw talap etilsin. (13.2) formula boyinsha :
2 x2 12
_ itx ] -5 N
pt) = [0 A=t dx =17
—00

Barliq haqiyqiy t larda

0 = l‘ ekenligin esapqa alsaq, (13.2) ha'm (13.3)
integrallardin' barliq tighzliq yaki bo'listiriw funktsiyalart ushin bar bolatug'inlig'ina
iye bolamiz.

Demek x.f. ha'r bir tosinnanlt shama ushin aniglaniwi mu'mkin.

Endi xarakteristikaliq funktsiyalardin' tiykarg'l qa'siyetlerin ko'rip o'teyik.

1. X.f. pu'tkil san ko'sherinde ten' o'lshewli u'zliksiz bolip, to'mendegi sha'rtlerdi
qanaatlandiradi:

p(0)=1, |p@)<1, (—00 < ¢ < +00)

Bul sha'rtlerdin' durishig't x.f. nin' aniqlamasinan darhal kelip shig'adi.
Endi ¢(¢) funktsiyasinin' ten' o'lshewli u'zliksizligin ko'rseteyik.

ot + h)— p(1)| = UW (0 — l)dF(x)‘ <[l =1lar x)

Meyli €>0 qa'legeninshe kishi san bolsin. A sanin to'mendegishe ten'sizlik
orinlanatug'inday ga'legenshe u'lken etip alayiq.

[aco<s;

‘x‘>A

h sanin |x| <A bolg'anda ga'legenshe kishi

o —1‘<§ bolsin. Onda

EiXh _1‘<%

2. Eger n=a&+b bolsa, bunda a ha'm b-const; onda
@,(t)=1""-p.(at)
Hagqiyqattan da, x.f. nin' aniglamas1 boyinsha
(0,7(1) — MO = MpTEaEs) _ pppith | pitané _ Eitb¢§ (at)
3. Eki g'a'rezsiz tosmnnanli shamanin' qosindisinin' xarakteristikaliq funktsiyasi

olardin' xarakteristikaliq funktsiyalarinin' ko'beymelerine ten'.

Haqiyqattan da, meyli § ha'm n - g'a'rezsiz tosinnanli shamalar bolsin. ha'm ¢=£+n deyik.
Onda

@ (1) = M0™ = ME"S = MU - MU™ = (1) - @, (1)
Solay etip,
Pe., () =0:()- 9, (1)
Buni to'mendegishe uliwmalastiriwg'a boladi.



Eger &1, £a,... &1, 2,... . ler jup-juptan g'a'rezsiz tosinnanli shamalar bolsa,
onda

D er.se, () = P (¢)-- Py (¢)
Qayta tiklew formulasi ha'm birden-birlik teoremasi

Eger tosmnanli & shamasinin' bo'listiriw funktsiyasi belgili bolsa, onda onin'

xarakteristikaliq funktsiyasin ha'mme waqit tabiwg'a boladi. Bunin' kerisi de orinli boladi,
yag'niy xarakteristikaliq funktsiya belgili bolg'an jag'dayda bo'listiriw funktsiyasin bir
ma'nisli aniqlawg'a boladi.

Teoremag'. Meyli ¢(t) ha'm F(x) tosmnanli £ shamasinin' xarakteristikaliq funktsiyasi

ha'm bo'listiriw funktsiyas1 bolsin. Eger x; ha'm x, noqatlar1 F(x) funktsiyasimin'
u'zliksizlik toshkalar1 bolsa, onda

F(x,) - F(x,) =2 lim I (8 dl 0

Da'lillew. Xarakteristikaliq funktsiyanin' aniglamasinan

c

T e 10

—C

Integral to'mendegige ten':

J, = | [ g 2

(o

Son'g't integraldi integrallaw ta'rtibin o'zgertiwge boladi (sebebi z boyimnsha
integral absolyut shamasi jiynaqli, al t boyinsha integrallaw shegaralar1 shekli sanlar)

C o0

J _ i [J‘git(z—xl)l._tgit(z—xz)dt]dF(Z)

c

Bunda bazi bir tu'rlendiriwlerdi jasag'annan keyin minag'an iye bolamiz:
limJ, = F(x,)-F(x,)

C—>0

(1) ten'lik qayta tiklew formulast delinedi. Bul formulani to'mendegi birden-birlik
teoremasin Da'lillewde paydalanadi.

Teorema 2. Bo'listiriw funktsiyasi o'zinin' xarakteristikaliq funktsiyas1 menen bir

ma'nisli aniglanadi.

Da'lillew. Haqiyqattan da teorema 1 den F(x) funktsiyasinin' ha'r bir u'zliksizlik

noqatinda mina formula orinli: (x, ~Xx, x;~y)

c

. . gity_ﬂitx
F(X):# lim lim | == (¢)dt

y—>—00 >0
—C



Bunda y boyimsha shek F(x) funktsiyasinin' u'zliksizlik noqatlar1 bolatug'in y
noqatlarinin' ko'pligi boyinsha alinadi.

Son'g't teoremanin' qollaniliwi1 sipatinda to'mendegi tastiyiqti musal retinde
keltireyik.
Misal:
1.Eger de g'a'rezsiz £ | ha'm &, tosmnanli shamalari normal bo'listirilgen bolsa,

&=&1+ <&, qosindi da normal bo'listirilgen boladi.

Haqiyqattan da eger de
M¢é=m;, D¢ 1=012; M¢&,=my, D& »=G>’ bolsa, onda &1 ha'm &, shamalarmin'
xarakteristikaliq funktsiyalari

[ty = pmer

1 9

fz( ) pimt- Vo Onda qosindinin' xarakteristikaliq funktsiyasi
1) =

L) =f(0)-f f1) = £1memr e

boladi. Bul bolsa, matematikaliq ku'tiliwi m=m;+m; ha'm dispersiyasi 62:(512+C522
bolg'an normal mizamnmn' xarakteristikaliq funktsiyasi. Birden-birlik teoremasi
boyinsha & shamasinin' bo'listiriw funktsiyasi normal degen juwmaqqa kelemiz.

Misal2. Eger de £, ha'm &, shamalar1 g'a'rezsiz bolip, Puasson nizami boyinsha
bo'listirilse, onda £=¢& 1+&, shamasi da Puasson nizami boymsha bo'listirilip, onin'

parametri A=A;+A; bolatug'inlig'in ko'rsetin' (0'z betinshe).

Endi teoriyaliq ma'selelerde ken' qollanilatug'n Xelli teoremalar1 dep ataliwshi
teoremalardi da'lillewsiz keltireyik.

Kemeymeytug'in funktsiyalardin' F(x), Fa(x),..., Fu(x),... izbe-izligi tiykarinan
kemeymeytug'in F(x) funktsiyag'a jiynaladi delinedi, eger de n—o da ol son'gh
funkiyanin' ha'r bir u'zliksizlik nogatinda og'an jiynalatug'in bolsa.

Xellidin' birinshi teoremasi. Ha'r qanday shegaralang'an kemeymeytug'in
funktsiyalardin' F(x), Fa(x),..., Fa(X),... izbe-izligi tiykarman kemeymeytug'in F(x)
funktsiyag'a jiynaliwshi keminde bir F, (x), £, (x),..., F, (x),... u'les izbe-izlikke iye

boladi.

Xellidin' ekinshi teoremasi. Meyli f(x) u'zliksiz funktsiya bolip, kemeymeytug'in
shegaralang'an funktsiyalardin' F;(x), Fa(x),..., Fu(X),... izbe-izligi bazi-bir a<x<b
araliqta tiykarinan F(x) funktsiyag'a jiynalsmm, bunda a ha'm b noqatlart F(x)
funktsiyasinin' u'zliksizlik nogatlari; onda

lim [ /(x)dF, (x) = | f(x)dF (x)

Endi xarakteristikaliq funktsiyalar ushin bazi bir sheklik teoremalar keltireyik.
Tuwrt ha'm keri teoremalar dep ataliwshi bul teoremalar  xarakteristikaliq
funktsiyalardin' gqollaniliwinda belgili a'hmiyetke iye.

Tuwn sheklik teorema. Eger de bo'litiriw funktsiyalar izbe-izligi Fi(x), Fa(x),...,
Fn(x),... tiykarinan bo'listiriw funktsiyas1 F(x) qa  jiynalsa, onda xarakteristikaliq
funktsiyalar izbe-izligi fi(t), fa(t),..., fu(t),... xarakteristikaliq funktsiya f(t) g'a
jiynaladi. Bul jiynaqgliliq t nin' ha'r bir shekli intervalinda ten' o'lshewli boladi.

Keri sheklik teorema. Eger de xarakteristikaliq funktsiyalar izbe-izligi fi(t), f2(t),...,
fu(t),... u'zliksiz f(t) funktsiyag'a jiynalsa, onda bo'listiriw funktsiyalar izbe-izligi
Fi(x), Fa(x),..., Fa(x),... tiykarinan bazi bir bo'listiriw funktsiyas1 F(x) qa jiynalada.



A'debiyatlar: [1], 7-bap,§33-35, [2], 9-bap ,§38-39; [3], 7-bap, ,§2-3.

Orayhq shek teoremasi. (Lyapunov teoremasi. Lindeberg
sha'rti).
Orayliq shek teoremasinin' ha'r qiyli formalart bir-birinen tosinnanl
gosiliwshilardin' bo'listiriliwine qoyilatug'in sha'rtler menen bir-birinen parq qiladi.
Biz bul jerde birdey bo'listirilgen qosiliwshilar ushin orayliq shek teoremasinin’
en' a'piway1 formalarinan birewin formulirovkalaymiz ha'm da'lilleymiz.
Teorema. Eger de &, &,,... £, - gla'rezsiz tosmnanh shamalar bolip, matematikaliq

ku'tiliwi m ha'm dispersiyasi 6° bolg'an birdey bo'listiriw nizamina iye bolsa, onda n jeterli
da'rejede artqanda

=& (13.4)

qosindinin' bo'listiriw nizam1 normal nizamg'a juwiqlasadi.

Da'lillew. Teoremani u'zliksiz tosinnanli shamalar bolg'an jag'day ushin da'lilleyik.
Tosinnanli n shamasinin' xarakteristikaliq funktsiyasi qosiliwshilardin' xarakteristikaliq
funktsiyalarmin' ko'beymesine ten'. Tosinnanli & i, 95 Dyers é’ o shamalar1 bo'listiriw

tighzligh f(x) ,bolg'an birdey bo'listiriw nizamina iye, demek birdey xarakteristikaliq

funktsiyag'a
8¢ (¢) = ggz(t) == 8e () = gg(t)

iye boladu.
g:(t) = [ 1" f(x)dx (13.5)
demek, B
g, =g (13.6)

g () funktsiyani tolig'iraq izertleyik. On1 t=0 noqattin' do'gereginde Makleron formulasi
boyinsha jayip, u'sh ag'za aliw menen shekleneyik:
g:(0) g:(0)

2
gz;(t):gz;(o)—i_ 1 t+[ 21 +0!(t)]f > (13.7)
bunda t—0 da o(t)—0. Bundagh g.(0), g.(0),g.(0) lerdi tabayg.
(13.5) formulada t=0 desek

2:(0)= [ f(x)dx =1
(13.5) ni t boyinsha differentsiallayiq:

g (= Tix€ " A(xX)dx = iTx€ "f(x)dx

—00

Eger de bunda t=0 desek

o0

g:(0) =i [ xf(x)dx = iME = im

—00

A'piwayiliq ushin m=0 dep esaplawg'a boladi. Solay etip, g;f (0) =0 dep uyg'aramiz.
g:(0)=0



bunnan g; (0)=- J. x> f(x)dx = -0

—00

Bul tabilg'an ma'nislerdi (13.7) ge aparip qoyayiq:
2 2
g:()=1-[F—-a@®))", (13.8)

Biz n nin' artiw1 menen tosmnanli 77, shamasinin' bo'listiriw nizam: normal nizamg'a

umtilatug'inlig'n da'lillemekshimiz.
Onmn' ushin 7, shamasinan «normalastirilg'an» to'mendegi shamag'a o'teyik

(M7, =0):

_
C, =70 (13.9)
Bul shama ushin

D 2
Dé/n: ﬂ;’:no-zzl

no no
Eger de biz £, nin' bo'listiritw nizam1 normal nizamg'a juwiqlasatug'min da'lillesek,

onda bul 7, ushin da orinli bolatug'inlig't ayqin.

Tosmnanh ¢

n

shamasinin' bo'listiriw  nizamimnin' n artganda normal nizamg'a

juwiglasatug'inin da'lillewdin' ornina , onin' xarakteristikaliq funktsiyasinin' normal
nizamnin' xarakteristikaliq funktsiyasina juwiqlasatug'min ko'rseteyik. Tosmnanl &,

shamasinin' xarakteristikaliq funktsiyasin tabayiq:
— ¢
8¢ (t)_gnn(a\/;) (13.10)
(13.6) ha'm (13.10) formulalar boyinsha
— R
&, (1) = [gn(m/;)] :
yamasa (13.8) formulani esapqa alsaq
— o’ t £ n

8¢, (t) - {1 _[T —Ot(m/;)] Mz}

Bul an'latpan1 logarifmleyik

Ing, (t) =nln{l -[% —a(=F)]

oNn n

b

t2
0_2

2 2
minaday belgilew kiriteyik: [GT —o( tn )-55 =% onda

o 1’10'2

Ing, (1) =nin{l - y}
eger de n—»>o , onda y—0. Demek n jeterli u'lken bolg'anda, on1 ga'legenshe kishi etiwge

boladi. In{l — ¥} di qatarg'a jayip, bir ag'zasin aliw menen shekleneyik ( qalg'anlar1 n—o0
da esapqa almastay kishi bolad1):

In{l - 7} =
Onda
: — T A— ) = i T2 t N1 LN — 2 T t
limg, (1) =limn-(-y) =lim—A5+a( )] =-5+Im5alCx
SHa'rt boymsha t—0 da a(t)—0. Demek,

lima(-)=0

ha'm



limlng, (t)=—1%,

n—»0
bunnan

12
: _ )7
lim g, (1)=¢"".
Al bul bolsa parametrleri m=0, o’=1 bolg'an normal nizammin' xarakteristikaliq
funktsiyasi.
Bazi bir sha'rtler orinlang'anda bul teorema birdey bo'listirilmegen qosiliwshilar
ushin da ornli boladi.
Ma'selen, A.M.Lyapunov orayliq shek teoremani to'mendegi sha'rtlerde da'lilledi:

. Zbk
lim 41— =0,

n

(Y D)’
k=1

bunda bi=vs[E=M[ &~  [°], k=1,2,...,n
D, = D¢,
Orayliq shek teoremasinin' orinli boliwinin' uliwmaliraq sha'rti Lindeberg sha'rti
bolip tabiladi: ga'legen T>0 bolg'anda

imL> [ (e=m)* /i (x)dx =0
k=1 ‘x—mk‘>an

bunda m=MEg, fi(x) bolsa &, nin' bo'listiriw tighzlig, B,= /sz .
k=1

Praktikaliq ma'selelerde orayliq shek teoremasin bir neshe tosinnanli shamalardin'
qosindisinin' berilgen araligta jatiw itimallig'in esaplawda qollaniwg'a boladi.

Meyli &4, £a,... £, g'a'rezsiz tosinnanli shamalar bolip, 7= z &, bolsm. Onda

i=1

Pla<n<pf)=® (52— ' (52)

o O-/t

D*(x) =5 J.[tzdt, F(x) = ®*(x2)

(©:1) (me)

Bekkemlew ushin sorawlar:

. Tosinnanli shamanin' xarakteristikaliq funktsiyasi degenimiz ne?
. Haqiyquy parametr dep qaysi shamag'a aytamiz?

. Jorimal birlik dep nege aytamiz?

. Qayta tiklew formulasin jazip ko'rsetin'.

. Birden-birlik teoremasin aytin'.

. Xellidin' birinshi teoremasin aytip berin'.

. Xellidin' ekinshi teoremasin atip berin'.

. Tuwr1 sheklik teoremasin tu'sindirip berin'.

. Keri sheklik teoremasin aytin'.

O 0 1N DN K~ Wi —



10. Orayliq shek teoremasin da'lillep ko'rsetin'.

A'debiyatlar: [1], 8-bap,§39;40; [2],10-bap §40;41, [3],8-bap §2-4.

III bap
Itimalliglar teoriyasinin' sheklik teoremalari.
14-lektsiya (2s.)
U'lken sanlar mizami. SHebishev teoremasi ha'm onin'
saldarlan

Tayanish so'zler
U'lken sanlar mizami, SHebishev ten'sizligi, SHebishev teoremasi, Bernulli
teoremasi, Markov teoremasi.

U'lken sanlar mizami termini menen biz burin aq Bernulli teoremasm kiritkende
dus kelgen edik. Bul teoremada so'z sinawlar sani jeterli u'lken bolg'anda birer waqiyanin'
ju'zege asiw jiyiligi onin' itimallig'man qa'legenshe kishi shamag'a parq qiliw1 haqqinda
barg'an edi. Uliwma aytqanda, u'lken sanlar nizami delingende og'an a'dewir ken' mag'ana
berip, ha'r birinin' bo'lek-bo'lek ta'siri ju'da’ kem bolg'an ha'm sani sheksiz artatug'in
wagquyalarg'a baylanisli bolg'an waqiyanin' ju'zege asiwin 1 ge jaqin itimalliq penen
tastiyiglaytug'in teoremalardi tu'sinemiz.

Bunday teoremalard: da'lillew ushin 1845-1846 jillarda P.L.SHebishev og'ada
a'hmiyetli ten'sizlikti- SHebishev ten'sizligi dep ataliwshi ten'sizlikti da'lillegen.
SHebishev ten'sizligi. Meyli tosinnanli £ shamast m: matematikaliq ku'tiliwge ha'm

shekli De dispersiyag'a iye bolsin. Onda qa'legen €>0 ushin & din' o'zinin' matematikaliq

ku'tiliwinen awisiwinin' € nan kishi bolmawinin' itimalligt joqaridan — shamasi menen

shegaralang'an boladi:

De
P{‘f—mg‘zg} <— (14.1)
Da'lillew. & -u'zliksiz tosinnanli shama bolg'an jag'day ushin da'lilleyik.
P{&—m,|> &} = P{& ¢ 4B}

e B g E

\\\\\\Rh\ é‘{\ \\\1\\“
& E
13-cyyper
Ple—m,|2 e = [ f(x)dx
‘x—mg‘zg

bunda f(x)-tosinnanli & shamasinin' bo'listiriw tig'zlig'l. Bizde



D, = ]E(x—mf)zf(x)dx:T‘x—mg‘zf(x)dxz Hx—mg‘zf(x)dx

—M |2
‘x mg|2€

bunda integraldin' to'menindegi ‘ X —m; |28 belgi, integrallaw AB kesindisinin' sirt1
boyinsha almadi degendi an'latadi. Integral belgisi astindag' | xX—m, | di e g'a

almastirsaq minag'an iye bolamiz:
2 2
D.>¢ jf(x)dng P{E—m,|2 ¢}

—ms >
‘x mé‘_g

Solay etip,

D
Ple—m|>ey <
(Diskret bolg'an jag'day oqiwshilardin' o'zlerine usiniladi.)
SHebishev teoremasi. Biz bul jerde u'lken sanlar nizamimnin' en' a'piwayi, sonin' menen
birge en' a'hmiyetli formalarinan biri bolg'an SHebishev teoremasin da'lilleymiz. Bul
teorema baglang'an ma'nislerdin' arifmetikaliq ortast menen onin' matematikaliq ku'tiliwi
arasindag'l baylanist1 an'latadu.

Meyli & tosinnanlt shamasi berilip, omin' matematikaliq ku'tiliwi m,, dispersiyasi

D, bolsin. Bul shama u'stinde g'a'rezsiz n sinawlar ju'rgizilgen bolsm: & din' birinshi

sinawdag't ma'nisin & |,

& din' ekinshi sinawdag't ma'nisin &5 h.t.b. dep belgileyik. Bul &4, &,,... &, shamalari
n g'a'rezsiz tosinnanli shamalar bolip, olardin' ha'r biri & shamasi bo'listirilgen nizam
boyinsha bo'listirilgen.Bul shamalardin' arifmetikaliq ortasin alayiq:

D&
i=1
n= n
Bul shamanin' matematikaliq ku'tiliwin ha'm dispersiyasin aniqlayiq:

Mn=m, =;ZM§. =M =g,

i=1
D”:Dn:ﬁzDé:ﬁnDcs:%
i=1

Bug'an garag'anda baglang'an ma'nislerdin' arifmetikaliq ortas: sinawlar sani jeterli u'lken
bolg'anda derlik tosinnanli shama emestey ko'rsetedi eken. SHebishev teoremasi
arifmetikaliq ortanin' usi turg'inliq gqa'siyetin an'latadi:

Teorema. G'a'rezsiz smawlar san1 jeterli u'lken bolg'anda tosinnanli shamanin'
baglang'an ma'nislerinin' arifmetikaliq ortasi itimalliq boymsha onmn' matematikaliq
ku'tiliwine jiynaladi (juwiqglasadi).

(& shamasi itimalliq boyinsha a shamasina jiynaladi delinedi, eger de n nin' jeterli u'lken
ma'nislerinde

P{é, —al<et>1-6

bolsa, bunda &, —qa'legenshe kishi on' sanlar). SHebishev teoremasi boyinsha




Y&
i=l

P{’T—m§ <8} >1-0
. Zn:é D; NPT
Da'lillew. n=+=—-; m, =m, D, =-- Tosmnanli n shamasina SHebishev ten'sizligin
gollansaq
D D D
— > <D= &
P{‘T] m77 - 8} - & ne* ? ng* <o

Onda

D&

i=1

P{E——m, 26} <0

yamasa

n

P{E——m, <&t >1-6

n

Teorema da'lillendi.

Bul teoremanin' saldari retinde to'mendegi uliwmalasqan SHebishev teoremasin
da'lillew qryin emes.
Teorema. Eger ¢4, &,,... &, - glarezsiz tosinnanl shamalar bolip, matematikaliq

ku'tiliwleri m, ,m, ,...,m. ha'm dispersiyalardin' barlig'h da jogaridan bir L san1 menen

shegaralansin: D. <L (i=1,2,...,n)

Onda
D& me,
P{i——H—<ep>1-0
th’ zm§1
— =l — i=1l
Da'lillew. n=-, deyik. Onda m, =-—— :

n
_ 1 1 _ L
D,=%t> D& <tnL=1t
i=1
Eger de n shamasina SHebishev ten'sizligin qollansaq
D
Ui L
P{n—mn ZE}S?<—

2
yamasa ma'nislerin oranlarina qoyg'annan keyin

ne
n n
Zléf Zmé‘i
i

PHE- T > g <L

n




L
ten'sizlikke 1ye bolamiz, bunda ~ 2 <o etiwge boladi. Demek,

ne

Zn:é imfi
P{lE—— ‘<g} >1-0

degen so'z. Teorema da'lillendi.
Bernulli teoremasi. Sinawlar san1 n jeterli artqanda A waqiyasinin' salistirmali jiyiligi
itimalliq boymsha onin' P itimallig'ina umtiladi, yag'niy
P{W, —p|<e}>1-6.
bunda &, — qa'legenshe kishi on' sanlar.
U'lken sanlar nizami g'a'rezli tosinnanli shamalarg'a da tarqatiliwir mu'mkin.
Markov teoremasi. Eger de g'a'rezli &4, &,,... £, - shamalar berilgen bolsa ha'm eger

de n—oc da

DY &)

—= 30

1
nz 5
onda &, 5 2eenn fn - tosinnanli shamalarinin' baglang'an ma'nislerinin' arifmetikaliq

ortast itimalliq boymsha olardin' matematikaliq ku'tiliwlerinin' arifmetikaliq ortasina
umtiladi.

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. U'lken sanlar nizami dep qanday nizamg'a aytiladi?
2. SHebishev ten'sizligin jazip berin'.
3. SHebishev teoremasin atip berin'.
4. Bernulli teoremasin aytin' ha'm formulasin jazip ko'rsetin'.
5. Markov teoremasin aytip berin'.

A'debiyatlar: [1], 6-bap,§27-28; [31,5-bap §1, [2]-[8].

15-lektsiya (2s.)
Tosmnanh protsessler teoriyasinin' tiykarg's tu'sinikleri

Tayanish so'zler
Tosmmnanh funktsiyalar teoriyasi, tosinnanh protsessler, tosinnanh
funktsiyanin' realizatsiyasi, tositnnanh protsesstin' kesimi, tosinnanh protsesstin'
matematikaliq ku'tiliwi, tositnnanh protsesstin' dispersiyasi, tosinnanh protsesstin'
korrelyatsiyaliq funktsiyasi.

Itimalliglar teoriyas1 kursinda biz tosinnanli shamalar menen shug'llang'an edik.

Tosinnanli shama-sinaw na'tiyjesinde a'welden belgisiz tek bir g'ana ma'nisti qabil
etetug'in edi.

Praktikada smaw na'tiyjesinde u'zliksiz o'zgerip turatug'in tosinnanli shamalar
menen jiyi ushirasiwg'a tuwra keleledi.
Ma'selen: O'zgerip turiwshi araligti u'zliksiz o'lshegendegi radiodalnomerdin' qa'teligi,
basgariliwshi snaryadtin' tracktoriyasinin' basqariw protsesinde teoriyaliq tracktoriyadan



awisiw1 ha'm t.b. Sinaw na'tiyjesinde o'zgerip turatug'in bunday tosinnanli qubilislarg'a
tosimnnanl funktsiyalar delinedi.

Bunday tosmnanli qubilislardi (tosmnanli protsess formasinda ju'zege asastug'in)
izertleytug'in itimalliglar teoriyasinin' arnawli tarawi- tosinnanli funktsiyalar teoriyasi
(basgasha aytqanda tosinnanli yaki stoxastikaliq protsessler teoriyasi) bolip tabiladi.

Tosinnanli protsessler teoriyasi itimalliglar teoriyasinin' en' taza tarawlarinan bolip,
ha'zirgi waqitta bul taraw og'ada tez pa't penen rawajlanbaqta. Bul ko'p g'ana texnikaliq
ma'selelerdi sheshiwdin' za'ru'rligine baylanisli praktikanin' talabinan kelip shig'ip atir.

O'zgeriwshi shama turaqli shama tu'sinigine qarag'anda qanshelli ken' ha'm bay
tu'sinik bolsa, tosinnanli funktsiya tu'sinigi de tosinnanli shama tu'sinigine qarag'anda
sonshelli ken' ha'm bay tu'sinik bolip tabiladi.

Tosinnanli funktsiya dep sinaw na'tiyjesinde a'welden belgisiz anaw yamasa
minaw konkret ko'riniske iye boliw1 mu'mkin bolg'an funktsiyag'a aytiladu.

Tosinnanli funktsiyanin' simnaw na'tiyjesinde qabil etken konkret ko'rinisine
tosinanli funktsiyanin' realizatsiyasi delinedi.

Eger de tosinnanli funktsiya u'stinde bir-neshe sinawlar yag'niy sinawlar gruppasin
ju'rgizsek, onda biz tosmnanli funktsiyanin' realizatsiyalar gruppasina yaki «jrynag'ma»
iye bolamiz.

Misallar:
1. Samolyot teoriyaliq jaqtan v tezlikke iye. Biraq haqiyqatinda onin' tezligi bul orta
ma'nistin' do'gereginde terbelip, waqittin' tosinnanli funktsiyasin an'latadi.
Ushiwd1 sinaw dep qarasaq, tosimnnanli funktsiya v(t) funktsiyasi aniq bir realizatsiyani
qabil etedi.

i)

I-su'wret
Sinawlardin' o'zgeriwi menen realizatsiyanin' ko'rinisi de o'zgeredi. Bir neshe
ushiwlardin' na'tiyjesinde tosinanli v(t) funktsiyasinin' realizatsiyalarinin' jiynag'ina
iye bolamiz.

Vi)

s M;E §

2-su'wret
2.Samolyottan samoyotqa atqanda pritseldin' kesispesi bazi bir waqit araligh
dawaminda nishana menen betlesiwi u'stpe-u'st tu'siwi kerek. Bul na'rse nishanag'a



tuwrilardin' gorizontal ha'm vertikal qa'teliklerine,yag'niy olardin' u'zliksiz o'zgeriwi
menen eki X(t) ha'm Y(t) tosinnanli funktsiyalarina iye bolamiz.
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A'meliyatta tek bir argumentke emes, al bir neshe argumentke baylanisli tosinnanl
funktsiyalar da ushirasadi.Bul argument ko'binese waqit bolg'anligtan om1 t dep
belgileymiz.

Eger de tosmnanli funktsiya waqit t g'a baylanisli bolsa, tosinnanli funktsiyani
tosmnanli protsess dep ataymiz.

Tosinnanli protsesslerdi a'dette & (t), n(t),£(t) ha'm t.b. arqali belgileydi (ayrim
a'debiyatlarda X(t), Y(t), Z(t) ha'm t.b. arqali da belgilengen).

Bazi bir tosmnanl & (t) protsesin qarastiramiz. Bul protsess u'stinde g'a'rezsiz n
smawlar ju'rgizilgen bolip, na'tiyjede n realizatsiyag'a iye boldiq deyik. Ha'r bir
realizatsiyast a'dettegi tosinnanli emes funktsiyan1 beredi. Solay etip, ha'r bir sinawdin'
na'tiyjesinde tosmnanl & (t) protsesi a'dettegi tosmnnanh emes funktsiyag'a aylanadi.

Argument t nin' bazi bir ma'nisin fiksrleyik. Bul jag'dayda tosinnanl & (t) protsesi

tosinnanli shamag'a aylanadi. Bul tosmmnanli shamani t g'a sa'ykes keliwshi tosinnanl
protsesstin' kesimi dep ataladi.

Tosmnanh protsesslerdin' tiykarg'i xarakteristikalari

Itimalliglar ~ teoriyasinda  tosinnanli  shamalardim' tiykargh  sanh
xarakteristikalarinin' ganday u'lken a'hmiyetke iye ekenligi bizge belgili.

Sanl1 xarakteristikalar apparat1 ko'p g'ana a'meliy ma'selelerdi an'sat sheshiwde en'
qolayli apparat bolip tabiladi. Us1 siyaqlt apparat penen tosinnanli protsessler teoriyasinda
da paydalanadi. Tosimnanli protsessler ushin da tiykarg xarakteristikalar kritiledi ha'm
olar u'stindegi a'meller qa'desi ornatilad.

Tosinnanli shamalardin' sanli xarakteristikalari aniq sanlardan ibarat edi, al
tosimnnanli protsessleridin' xarakteristikalari uliwma alg'anda funktsiyalardan ibarat boladi.

Tosinnanli & (t) protsesinin' matematikaliq ku'tiliwin to'mendegishe aniglaymiz:

Tosinnanli & (t) protsesinin' t nin' fiktsrlengen ma'nisindegi kesimin qarastiramiz.

Bul kesimde a'dettegi tosinnanli shamag'a iye bolamiz; onin' matematikaliq ko'tiliwin
aniqlaymiz.

Uliwma alg'anda ol t g'a baylanishi bolatug'inlig'h ayqin, yag'niy t nin' funktsiyasi
boladi:

m (1) = M5 (1)



Solay etip tosinnanli & (t) protsesinin' matematikaliq ku'tiliwi dep, t nin' ha'r bir
ma'nisinde tosimnanli protsesstin' sa'ykes kesiminin' matematikaliq ku'tiliwine ten' bolg'an
tosinnanli emes m, (¢) funktsiyag'a aytiladi.

Mag'anas1 boyinsha tosinnanli protsesstin' matematikaliq ku'tiliwi baz1 bir ortasha
funktsiyan1 an'latip, tosmnanli prtsesstin' konkret realizatsiyalari onin' do'gereginde
jaylasqan boladi.

Usig'an ugsas tosinanli protsesstin' dispersiyasi da aniglanadi.

Tosinnanli & (t) protsesinin' dispersiyasi dep, t nin' ha'r bir ma'nisinde tosmnanl

protsesstin' sa'ykes kesiminin'  dispersiyasina ten' bolg'an tosmnanli emes De(t)
funktsiyasina aytiladi:
De()=DE(1).
Mag'anas1 boyinsha ol t nin' ha'r bir ma'nisinde tosinnanli protsesstin' mu'mkin
bolg'an realizatsiyalarinin' orta ma'nis do'geregindegi shashiran'qilig'in an'latadi.

Mina
o.(1) =\[DE(1)

funktsiyasina orta kvadratli awisiw delinedi.

Tosmnanli protsesslerdi toliq su'wretlew ushin  bul xarakteristikalar
jetkiliksiz. Meyli eki &£;(t) ha'm &,(t) protsessleri berilgen bolip, olardin' matematikaliq
ku'tiliwleri ha'm dispersiyalar1 shama menen birdey, biraq bul protsesslerdin' xarakterleri
pu'tkilley basqasha bolsin. Ma'selen, &;(t) protsesi ushin tegis, izbe-iz o'zgeriw, al &x(t)
protsesi ushin ta'rtipsiz terbelisli o'zgeriw xarakterli bolsin.

Bunday o'zgerislerdi xarakterlew ushin korrelyatsiyaliq funktsiya dep
ataliwshi arnawl xarakteristika kiritiledi.

Solay etip korrelyatsiyaliq funktsiya ha'r qiyli t g'a sa'ykes keliwshi
tosinnanli protsesstin' kesimleri arasindag't baylanis da'rejesin su'wretlewshi xarakteristika
bolip tabiladu.

Meyli tosmnanh & (t) protsesi berilsin. Ha't quyli t ha'm t° waqit momentlerine
sa'ykes keliwshi onin' eki kesimin qarastirayiq.Olar tig'iz baylanisqan. Eger de t ha'm t’
larg'a sa'ykes keliwshi kesimler arasindag'l interval artsa, onda baylanis uliwma alg'anda
kemeyedi.

Tosinnanli & (t) ham & (t°) shamalarmin' baylams da'rejesin korrelyatsiyaliq

funktsiya xarakterleydi. Ol eki t ha'm t” argumentlerdin' funktsiyas1 bolip tabiladu.

Solay etip, tosinnanli & (t) protsesinin' korrelyatsiyaliq funktsiyasi dep t
ha'm t’ lardin' ha'r bir jubina tosmnnanli protsesstin' sa'ykes kesiminin' korrelyatsiyaliq
momentine ten' bolg'an eki argumenttin' tosinnanl emes Re( t, t”) funktsiyasina aytiladi:

R(t,1') = M[E(H) — m (1)) = D&(1)

yag'niy korrelyatsiyaliq funktsiya tosinnanli protsesstin' dispersiyasina aylanadi eken.

Demek, tosinnanli protsesstin' tiykarg't xarakteristikalar1 sipatinda onin'

matematikaliq ku'tiliwin ha'm korrelyatsiyaliq funktsiyasin qarastirsaq bolada.
To'mendegi ten'likti an'sat tekseriwge boladi:
R.(1,t') = R.(',1)

yag'nty korrelyatsiyaliq funktsiya o'zinin' argumentlerine qarata simmetriyali
funktsiya.

Bekkemlew ushin sorawlar:

1. Tosmnanh funktsiyalar teoriyasi haqqinda tu'sinik berin'.
2. Tosinnanli protsessler dep nege aytamiz?

3. Tosinnanl funktsiyanin' realizatsiyasi: degenimiz ne?

4. Tosmmnanl protsesstin' kesimi dep nege aytamiz?



hd

Tosinnanli protsesstin' matematikaliq ku'tiliwinin' formulasin jazin'.

Tosinnanli protsesstin' dispersiyasinin' formulasin jazip ko'rsetin'.

7. Tosmmnanl protsesstin' korrelyatsiyaliq funktsiyasi dep nege aytamiz ha'm onin'
ko'rinisi qanday?

N

A'debiyatlar: [3], g1.10,§50; [1],gl.12, §1; [8], gl.VII, §qa'.



16-lektsiya (2s.)
G'a'rezsiz o'simli protsessler. Puasson protsesi. Broun
qozg'alis1 protsesi. Statsionar tosinnanh protsessler

Tayanish so'zler
G'a'rezsiz o'simli protsessler, broun qozg'alisi, Puasson protsesi, statsionarhq
sha'rti,ordinarhq sha'rti,keyinge ta'sirsizlik sha'rti, statsionar tosinnanh protsessler.

G'a'rezsiz o'simli protsessler-tosinnanli protsessler teoriyasinin' en' da'slep ha'm en'
ko'birek izertlengen tarawlarinin' biri. Tosinnanli protsesslerdin' uliwma teoriyasin jaratiw
us1 g'a'rezsiz o'simli protsessler teoriyasin u'yreniwden baslang'an. To'mende keltiriletug'in
Puasson protsesi, broun qozg'alis1 (Viner) protsesi-g'a'rezsiz o'simli  protsesslerdin'
konkret ko'rinislerinen bolip, bular en' bir a'hmiyetli fizikaliq, biologiyaliq, ximiyaliq ha'm
t.b. ma'selelerdi sheshiwden kelip shig'ip, olardi izertlew ele dawam etpekte.

Aniglama. Tosmnanh & (t) protsesi, te TCR, g'a'rezsiz o'simli protsess delinedi, eger

de qa'legen ty, ty,..., t, ler ushin (txeT)

4 (1), §(t2)- & (t)se.., & (tn)- & (th1)
tosinanli shamalar1 g'a'rezsiz bolsa.
Puasson protsesi. Meyli to'mendegi sha'rtler orinlansin (biz (t,t+h) intervalin
ga'legenshe kishi dep uyg'aramiz):
1. (t,t+h) intervalda talaptin' bir ma'rte kelip tu'siwinin' itimallig'in Ah+0(h) qa ten'
dep esaplaymiz (statsionarliq sha'rti sha'rti).
2. (t,t+h) intervalda talaptin' birewden artiq kelip tu'siwinin' itimalligh 0(h) g'a ten'

bolsin, yag'nty h—>0 da %™ —0 (ordinarliq sha'rti).

3. Kesispeytug'in waqit araliglarindagh talaplardin' kelip tu'siwin an'latiwshi
wagquyalardi g'a'rezsiz dep esaplaymiz (keyinge ta'sirsizlik sha'rti).

Biz & (t) arqali [0;t] aralig'indag' talaplardin’ kelip tu'siwler sanin belgileyik; & (0)=0

dep uyg'aramiz (baslang'ish sha'rt).

G'a'rezsiz o'simli protsesstin' bo'listiriliwin ~ aniglaw ushin t nin' ha'r bir
ma'nisindegi & (t) shamasimin' bo'listiriliwin ha'm s<t bolg'anda & (t)- & (s)
shamasinin' bo'listiriliwin biliw jetkilikli.

Bizge belgili bo'listiriliw funktsiyas1 ha'm xarakteristikaliq funktsiya bir-birin bir
ma'nisli aniqlayds; olardan birewin bile otirip ekinshisin aniqlawg'a boladi. Bul jerde
protsesstin' xarakteristikaliq funktsiyasin tapgan qolayli boladi.

Tosinnanli & (t) protsesinin' xarakteristikaliq funktsiyasi1 dep

(1, 2) = ML
funktsiyasina aytiladi, bunda z-parametr. Puasson protsesinin' xarakteristikaliq funktsiyasi

@(t, z) = exp{At(L* —1)}

ko'riniske iye ekenligin keltirip shig'artw qiyin emes (bizge belgili, Puasson nizami
boyinsha bo'listirilgen tosinnanl & shamasinin' xarakteristikaliq funktsiyasi to'mendegishe

edi:
9(z) = exp{A(L" - 1)}

Demek, tosinnanli & (t) protsess bolg'an jag'dayda A orninda At boladi eken).
Al & (t+h)- & (t+h)-  (t) o'simnin' xarakteristikaliq funktsiyasi
E (t+h)- EO)]oxp= exp{Ah(L® —1)}



bolatug'inlig'n baygaw qiyin emes, yag'niy waqit t g'a baylanisli bolmaydi.
G'a'rezsiz o'simli & (t) protsesi bir tekli delinedi, eger de & (t+h)- & () o'simnin'
bo'listiriliwi t g'a baylanisli bolmasa. Ma'selen, Puasson g'a'rezsiz o'simli bir tekli protsess
bolip tabiladu.
Broun qozg'alis1 protsesi. Suyiqliqga saling'an kishkene bo'lekshe u'zliksiz xaostikaliq
ha'rekette bolatug'inin bayqawg'a boladi. ,Bul ha'diyse XIX a'sirde anglishan vrashi
R.Broun ta'repinen ashilip, onin' att menen Broun qozg'alis1 protsesi dep ataladi.
Bo'lekshe-suyigliqtin'  «tosinnanli»  ha'rekettegi  molekulalart menen  sanaqsiz
soqlighsiwlarg'a iye boladi; ha'r bir bo'lekshege soqligisiwdin' ta'siri derlik bolmaydi,
biraq barlig'n qosilip esletilgen ha'reketti hasil etedi.
Broun qozg'alis1 protsesin matematikaliq jaqtan izertlep, tiykarlag'an adam N.Viner
bold1 (1923 j.) Sonin' ushin da geyde bul protsessti Viner protsesi dep ataydi.
Meyli £ (t)-broun bo'lekshesinin' t waqit momentindegi koordinatasin an'latsin
ha'm & (0)=0 dep esaplayiq (baslang'ish sha'rt).
To'mendegi sha'rtler orinlansin dep uyg'arayiq:
1. Meyli & (t)-g'a'rezsiz o'simli bir tekli protsess bolsin;
2. & (tth)- £ (1) o'simnin' matematikaliq ku'tiliwi ha'm III ta'rtipli momenti bar
bolsin;
3. M[&(t+h)- & (D)]=0
4. M[&(t+h)- & (©]=0(h)
bolsin.
Bul sha'rtler orinlang'anda & (t) protsesinin' xarakteristikaliq funktsiyast

(t,z) = exp{—+ 0’2’1}
bolatug'imlig'in keltirip shig'artw qiyin emes.
Bizge belgili, eger de £ normal nizamg'a boysimiwshi tosinnanli shama bolip,
omin' parametrleri N(m,c”) bolsa, onda oni' xarakteristikaliq funktsiyas
@(2) = explimz — L o’z%}
edi.
Demek, tosmnanl ¢(z) = exp{imz —+o°z’

(t) protsesi de normal nizam boyinsha bo'listirilgen bolip, onin' parametrleri N(0; c’t)
boladi1 eken.

O'simnin’ xarakteristikaliq funktsiyast & (t+h)- & (t)]sx9= expi—Lo’z’h}
bolatug'inlig'in tekserip ko'riw qryin emes.

Demek, & (t+h)- £ (t) o'simde normal mizam boyinsha bo'listirilgen bolip, onm'
parametrleri N(0; ”h) eken, yag'ny t g'a baylamisls emes, bir tekli protsess degen s0'z.



Statsionar tosinnanh protsessler

Praktikada ko'binese barliq waqit momentlerinde o'zin bir tekli alip baratug'in
protsessler de wushirasadi. Bul jag'dayda protsesstin' orta ma'nisi do'geregindegi
terbelisinin' amplitudasi, xarakteri waqitqa hesh qanday baylanisli bolmaydi. Bunday
protsesslerge statsionar tosinnanli protsessler delinedi.

Ma'selen,

1. Samolyottin' gorizontal rejimdegi ushiwi;

2. Elektr shinjirindag' kernewliliktin' terbelisi ha'm t.b.
Solay etip & (t) protsesi statsionar tosmnanli protsess delinedi, eger de ommn' barliq
itimalliq xarakteristikalar1 t g'a baylanisl bolmasa.

Biz bul jerde statsionar tosmnnanli  protsesslerdi bayanlag'anda tiykarinan
matematikaliq ku'tiliw, dispersiya, korrelyatsiyaliq funktsiya xarakteristikalar arqali
bayanlaymiz.

Statsionar tosinnanli protsesstin' o'zgeriwi waqitqa baylanisli bolmag'anliqtan

ME(8) = m.(¢) = m, = const (1)

boliw1 kerek.

Ha'mme waqut & (t) protsessten oraylasqan &£(¢) = £(¢) —m £ () protsesske o'tiwge

bolg'anliqgtan (M &(#) = 0), ko'binese &(¢) protsesi qarastiriladi.

Statsionar tosmnanli protsess ushin qoyilatug'n ekinshi sha'rt- dispersiyanin'

turaqlilig't
DE(t)=Dg(t)= De=const  (2)

Statsionar tosmnanli protsesstin' korrelyatsiyaliq funktsiyasi qanday sha'rtke
boysmatug'inlig'in ko'rip o'teyik.

R.(t,1') an'latpada t’=t+t deyik ha'm waqit aralig'n t bolg'an R, (#,7 + 7) korrelyatsiyaliq
momentti qarastirayiq.

Eger £(t) haqiyqattan da statsionar bolsa, onda bul korrelyatsiyalig moment ot
ko'sherinen t ushastkanin' qay jerinen aling'anina baylanisli bolmaw1 kerek, al tek g'ana
ust ushastkanin' uzinlig'ina baylanisl boliw1 kerek.

Demek, R, (,t+7) ha'm R, (¢,,¢, + 7) lar birdey boliwlar1 kerek.

)
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Sonin' ushin da statsionar tosinnanli protsesstin' korrelyatsiyaliq funktsiyasi
birinshi ha'm ekinshi argumenttin' ayirmasina yag'niy t araliqqa baylanish boliw1 kerek.
R.(t,t+7)=R.(7) 3)

Bul jag'day statsionar protsessler u'stindegi a'mellerdi ko'pshilik jag'daylarda
a'piwayilastiradi.
(3)de t+ 7=t desek

R.(1,t)= Dg(t)= R, (0)=const

+



ekenligi kelip shig'adi. Sonday-aq
R;(tat') = Rg(t'5t)
bolg'anligtan,
R.(7)=R.(-7)
yag'niy onin' korrelyatsiyaliq funktsiyasi jup funktsiya eken.

Bekkemlew ushin sorawlar:

1. G'a'rezsiz o'simli protsessler dep qanday protsesslerge aytamiz?

2. Broun qozg'alis1 dep qanday qozg'alisqa aytiladi ha'm ol Kim ta'repinen
ashilg'an?

3. Puasson protsesi dep qanday protsesske aytiladi?

4. Statsionarliq sha'rtiordinarliq  sha'rti,keyinge ta'sirsizlik sha'rtlerin
tu'sindirip berin'.

5. Statsionar tosinnanli protsessler dep qanday protsesslkrge aytamiz?

A'debiyatlar: [1], gl.12,§1-4; [2],gl.15, gl.a'w; [3], gl.10, §50-57.

17-lektsiya (2s.)
Matematikalhq statistikanin' tiykarg'it ma'seleleri. Tan'lanba
xarakteristikalar

Tayanish so'zler
Statistikaliq mag'hiwmatlar, jiynaq (toplam), tan'lanba, bas toplam, tan'lanba
toplam, toplamnin' ko'lemi, variantalar, variatsiyaliq qatar, salistirmal jiyilik,
empirikaliq bo'listiriw funktsiyasi.

Massaliq tosmnanli qubilislar boysing'an nizamliliglardi ornatiw-statistikaliq
mag'liwmatlardr yag'niy baqlawlardin' na'tiyjelerin izertlewge tiykarlang'an.

Matematikaliq statistikanin' birinshi ma'selesi-statistikaliq mag'liwmatlardi ha'm
(eger de olar ju'da’ ko'p bolsa) gruppalawdan ibarat.

Matematikaliq statistikanin' ekinshi ma'selesi-izertlewdegi magsetimizge baylanish
statistikanin' mag'liwmatlardi analizlewden ibarat.

Matematikaliq statistikanin' metodlar1 menen anaw yamasa minaw qubilislardi
izertlew-ilim ha'm praktika using'an ko'p ma'selelerdi sheshiwde aytarliqtay x1zmet etedi.

Solay etip, matematikaliq  statistikanin' waziypasi ilimiy ha'm praktikaliq
juwmagqlar shig'ariw ushin statistikaliq mag'liwmatlardi  jiynaw ha'm statistikaliq
mag'liwmatlardi analizlewdin' metodlarin islep shig'iwdan ha'm jetilistiriwden ibarat.

Meyli bir tekli ob'ektlerdin' jiynag'n. Bul ob'ektlerdi xarakterlewshi bazi bir
«s1pat» yamasa «mug'dar» belgisine qarata izertlew talap etilsin.

Ma'selen, eger de buyimlar partiyast berilse, onda sipat belgisi bolip onin'
tekserilip atirg'an razmeri (ko'lemi) xizmet etiwi mu'mkin.

Geyde tutas, toliq tekseriliw ju'rgiziliwi, yag'niy joqaridagh belgilerge qarata ha'r
bir bizdi quizigtinwshi ob'ekt tekseriliwi mu'mkin. Biraq praktikada tutas tekseriliw siyrek
qollaniladi.

Ma'selen, eger jiynaq (toplam) ju'da’ ko'p sandag't ob'ektlerdi o'z ishine alsa, onda
toliq tekseriw og'ada qiyin.

Tan'lanba toplam yamasa tek tan'lanba dep, tosinnan tan'lap aling'an ob'ektlerdin'
toplamina aytiladi.

Bas toplam dep, tan'lanba ju'rgizilgen ob'ektlerdin' toplamina aytiladi. Toplamnin'
ko'lemi dep bul toplamdag'1 ob'ektlerdin' sanina aytiladi.



Ma'selen, eger 1000 buymmnan tekseriw ushin 100 buyim tan'lap alinsa, onda bas
toplamnin' ko'lemi N=1000, al tan'lanbanin' ko'lemi n=100.

Endi tan'lanba xarakteristikalarg'a toqtap o'teyik.

Meyli bas toplamnan tan'lanba toplam ajiratip alinip, x; ma'nis n; ma'rte, x, ma'nis
n, ma'rte,..., Xj ma'nis n; ma'rte baglang'an bolsin ha'm Zni =n tan'lanba toplamnin'
ko'lemin an'latsin. Baglang'an x; ma'nisler-variantalar delinedi, al o'siw ta'rtibinde jazilg'an
varintalar izbe-izligi variatsiyaliq qatar dep ataladi.

Baglawlar sani jiyilik delinedi,al olardin' tan'lanbanin' ko'lemine qatnasi, yag'niy

n

— = w, -salistirmali jiyilik dep ataladi.

Tan'lanbanin' statistikaliq  bo'listiriliwi dep, variantalar ha'm olarg'a
keliwshi jiyilikler yamasa salistirmali jiyilikler arasindag'h sa'ykeslilikke aytiladi.
Itimalliglar teoriyasinda bo'listiriliw nizami dep, tosmnanli shamanm' mu'mkin
bolg'an ma'nisleri ha'm olardin' itimalliqlar1 arasindag't sa'ykeslilikke aytilatug'in edi.
Misal. Ko'lemi 20 g'a ten' bolg'an tan'lanbanin' bo'listiriliwi berilgen:

sa'ykes

Xi 2 6 12

n; 3 10 7

Salistirmali jiyiliklerdin' bo'listiriliwin jazin'.
SHeshiw. Salistirmal1 jiyiliklerdi tabayiq:

Wi=3 =0,15; Wo=28=0,5; Wi=+%=0,35.
Salistirmali jiyiliklerid bo'listiriliwin jazayiq:
Xi 2 6 12
Wi 0,15 0,5 0,35

Tekseriw: 0,15+0,5+0,35=1

Endi empirikaliq bo'listiriw funktsiyas1 tu'sinigin aniglayiq.

Meyli & din' mug'darliq belgisinin' jiyiliklerinin' statistikaliq bo'listiriliwi belgili
bolsin. Minaday belgilewlerdi kiriteyik:
ng-belginin' ma'nisi x tan kishi baqglawlar san1 (x tan kishi variantalar san1); n- uliwma
baglawlar sani1 (tan'lanbanin' ko'lemi).

&<x waquyanin' salistrmali jiyiligi == -salistirmali jiyilik x tin' funktsiyasi boladi. Bul

funktsiya empirikaliq (ta'jiriybe) joli menen tabilatug'in bolg'anlhiqtan, on1 empirikaliq
funktsiya deydi.

Empirikaliq bo'listiriw funktsiyas1 dep, x tin' ha'r bir ma'nisi ushin £&<x waqiyanin'
salistirmali jiyiligin aniglaytug'in F*(x) funktsiyag'a aytiladi.

Solay etip, aniglama boyinsha

nx

F*x)= n
Bunda ny degenimiz x tan kishi variantalar sani, n-tan'lanbanin' ko'lemi.
F(x) penen F*(x) tin' ayirmasi: F(x) degenimiz £<x waqiyanin' itimallig'l, F*(x) usi
wagqtyanin' salistirmali jiyiligin aniqlayd.

F*(x)—>F(x) itimalliq boyimsha. F*(x) funktsiyasi F(x) boysing'an barliq

qa'siyetlerge boysinadi:
1. O<F*(x)<1.
2. F*(x)- kemeymeytug'in fnuktsiya.
3. Eger x;-en' kishi varianta bolsa, onda x>x bolg'anda F*(x)=1.
Misal. Tan'lanbanin' berilgen bo'listiriliwi boyinsha empirikaliq bo'listiriw funktsiyasin
jazin';

Xi 2 6 10

nj 12 a'’h 30




SHeshiw. Tan'lanba ko'lemi: n=12+a'h+30=60. En' kishi varianta x;=2, demek F*(x)=0,
x<2 bog'anda; £<6 ma'nis, yag'nty x;=2 ma'nis 12 ma'rte baglang'an, demek
F*(x)= 2 =0,2, 2<x<6 bolg'anda;
£<6 ma'nisler, yag'nty x;=2 ha'm x,=6 ma'nisler 12+a'h=30 ma'rte baglang'an, demek
F*(x)= 2 =0,5, 6<x<10 bolg'anda.
En' u'lken varianta x3=10 bolg'anliqtan,
F*(x)=1, x>10 bolg'anda.
Biz izlep atirg'an empirikaliq funktsiya

F*(x)
1L —_
02 TO5
1 |
0,x<2, 0 = 10 ¥
F*(x) 0,2:2<x<6,
X)=
0,56 <x<10,
I;x>10

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. Statistikaliq mag'liwmatlar dep qanday mag'liwmatlarg'a aytiladi?
2. Jiynaq (toplam) degen ne?
3. Tan'lanba dep nege aytamiz?
4. Bas toplam degenimiz ne?
5. Tan'lanba toplam degenimiz ne?
6. Toplamnin' ko'lemi dep nege aytamiz?
7. Variantalar degenimiz ne?
8. Qanday qatar variatsiyaliq qatar delinedi?
9. Salistirmal1 jiyilik dep nege aytamiz?
10. Empirikaliq bo'listiriw funktsiyasi tu'sinigin aytip berin'.

A'debiyatlar: [1], gl.11,§60-61; [6],gl.9, §1-2.



18-lektsiya (2s.)
Belgisiz parametrlerdi noqathq ha'm intervalliq bahalaw.
Statistikaliq gipotezalardi tekseriw

Tayanish so'zler
Parametrler bahasi, jiljimaytug'in baha, statistikaliq baha, effektivli baha,
noqathq baha, intervalllq baha, bahamin' da'lligi, isenim itimalhg', isenimlilik
intervali,statistikaliq Kriteriy, kritikaliq oblast, kritikliq noqat, nolinshi (tiykarg')
gipotezani.

Bul jerde garalatug'in ma'sele uliwma aytqanda to'mendegiden ibarat.

Baz1 bir O shamani yamasa (01, 02,..., 0s) shamalar sistemasin ~ ta'jiriybeden
aling'an mag'liwmatlar boyinsha bahalaw talap etilsin dep uyg'arayiq. A'piwayiliq ushin
biz tek bir 0 shama haqqinda ga'p etemiz.

Meyli ganday da eksperiment yamasa eksperimentler izbe-izligi ju'rgizilip, olardan
ha'r birinde 0 shamasi menen anaw yamasa minaw ko'riniste baylanisqan bazi bir
tosinnanli shama o'lshenetug'in bolsin. Eksperiment 0 shamanin' o'zin o'lshewden ibarat
boliw1 da mu'mkin, biraq onin' juwmag'ina az da bolsa o'Ishewdegi qa'telikler a'lbette ta'sir
etedi.

n eksperiment ju'rgizilip, o'lIshewdin' juwmag'inin'

Ny, N2,..., Nn (18.1)
izbe-izligine iye bolamiz.

Bug'an tan'lanba dep ataymiz, al n sanma tan'lanbanin' ko'lemi delinedi. Biz
ju'rgiziletug'in eksperimentlerdi g'a'rezsiz ha'm o'lshewler uqgsas birdey jag'daylarda
o'tkeriledi dep esaplaymiz. Bul (18.1) birdey F(x, 0) bo'listiriw funktsiyali tosinnanl
shamalar izbe-izligin an'latad1 degendi bildiredi.

Ma'sele (18.1) shamalardin' ma'nisleri boyinsha 0 parametrdi aniqlawdan ibarat; nx
shamalar1 tosinnanli bolg'anligtan, 6 nin' ma'nisin da'l aniglaw uliwma alg'anda mu'mkin
emes.

Sonin' ushin da ga'p to'mendegi juwiq ten'likti izlew haqqinda baradi:

O=0, = f,0:1,1,)- (18.2)

Bul ten'liktin' on' jag'inda baqlawlar san1 n ge, (18.1) tan'lanbag'a ha'm ba'lkim nx
shamaladin' bo'listiriliwin xarakterlewshi belgili parametrlerge de g'a'rezli bazi bir
funktsiya turipti.

Ha'r qanday bunday tu'rdegi funktsiyag'a statistika delinedi.

Eger de ju'rgizilgen eksperimentlerdin' san1 no'p bolmasa, onda 0 parametrdin'
belgisiz ma'nisin u'lken da'llik penen aniqlawg'a boladi dep ayta almaymuz. Ekinshi
ta'repten, bazi bir ma'selelerde n ju'da' u'lken boliw1 da mu'mkin.

Eger de n— da ga'legenshe kishi €0 shamas1 ushin

Plo-6|> 61 —0 (18.3)

bolsa, onda 6 parametrdin' 6, bahasi (n=1,2,...) tiykarli bahasi delinedi. (a'h.3) an'latpa

n—oo da @, statistikalar itimalliq boyinsha 6 shamag'a jiynaladi degendi bildiredi.

Eger de 0 parametrdi bahalaw ko'p sandag't baglawlar boyinsha ju'rgizilse, onda
tiykarliliq tu'sinigi paydasiz boladi. On1 jiljimag'anliq talabi menen almastiriw mu'mkin.
Eger de



MO, -6

Bolsa, onda 6 parametrdin' £, bahasi bahasi jiljimaytug'in baha dep atalad.

En' kishi dispersiyag'a iye bolatug'in statistikaliq baha effektivli baha delinedi.
(18.2) juwiq ten'liginin' da'lliginin' ko'birek gollanilatug'in ha'm qolayl1 xarakteristikasi-
onin' orta kvadrath qa'teligi 8 bolip, on1 to'mendegishe aniglaynuz:

3= M(0), - By
Bir san menen aniglanatug'in baha noqgatliq baha dep ataladi. Kishi ko'lemdegi

tan'lanbada noqatliq baha turpay1 ga'telerge alip keliwi mu'mkin. Usig'an baylanish kishi
ko'lemdegi tan'lanba bolg'an jag'dayda intervalliq bahalawdan paydalaniwg'a tuwra keledi.

Meyli 6-belgisiz parametr, € -onin' tan'lanba mag'liwmatlar boymnsha tabilg'an
bahasi bolsin.

|6- €@ | qansha kishi bolsa, yag'ny |8- @, |<c sha'rtte s qansha kishi bolsa, & - baha

sonsha da'l bolatug'inlig' ayqin.
Bunda s san1 0 nin' bahasinin' da'lligi dep atalad.

A A

6- @ |<c ten'sizliktin' a'melge asiwmin' o itimalligh 6 min' @ boymsha isenimli

itimallig't dep atalad.
Meyli

P{|6- 8 |<c}=a

Eger de |0- @, |<c ten'sizlikti og'an ten' ku'shli bolg'an —s<B- @ <c qos ten'sizlik
penen almastirsaq, yamasa

0, -c<8<0, +c,

minag'an iye bolamiz:

P{6O -c<6<6 +c}=a

Belglslz 0 parametrl berilgen o isenimli itimalliq penen (isenimlilik penen)

qaplaytug'in (19 -C, 9 +c) araliqqa isenimlilik intervali dep ataladu.

Bul son'g (6, -¢, 8, +¢) interval a itimalliq penen 6 parametrdin' belgisiz ma'nisin
jabadi degendi bildiredi.

Matematikaliq statistikada belgisiz parametrdi bahalaw ushin ha'r tu'rli usillardi
paydalanadi; ma'selen, bayeslik usil, en' kishi kvadratlar usili, momentler usili, Fisher
using'an shinligqqa maksimal ugsasliq usili ha'm t.b.

Ha'zirgi waqitta son'g" usil ko'birek gollanilmagqta.

Meyli &1, &o,... &, - parametrleri (a,0%) bolg'an normal bo'listirilgen g'a'rezsiz
tosmnnanli shamalar1 berilgen bolip, olar birdey bo'listirilgen bolsin, demek birdey
xarakteristikalarg'a iye.

§1+§2+ +&m
&= deyik. Onda

M&=a,Dé=4;0, =+

Biz o belgili bolg'an jag'dayda tan'lanba orta x boyinsha normal bo'listiriwdin'
matematikaliq ku'tiliwinin' bahasi ushin isenimlilik intervalin aniglayiq. Biz to'mendegini
talap etiwimiz kerek:



P{‘f—a‘<c}:a

Bizde minaday baylanis bar:

P{‘f - a‘ <c}=Pla-c<c<a+c}= @[_(“Z)—a] — [l

= O[] - P[-£] = 20 £]

Demek,
P{& —a|< ¢} =20[<] = 201],
bunda 7 = "Tﬁ Bunnan ¢ = 7-% bolg'anligtan
P{x—tz<a<x+t£}=20()=a
Bul ten'liktin' mag'anas1 mimani an'latadi: belgisiz a parametrdi (; —t %,; +17)
isenimlilik intervali menen gaplaw itimallig o ge ten' bolip, bahanin' da'lligi ¢ =¢-7 Ge

ten'. Bul jerde t sam 2@(¢)=a , D(t) =% ten'likten Laplas funktsiyasinin' tablitsasi

boyinsha aniglanadi.
Misal. Meyli &-normal bo'listiriligen tosinnanli shama bolip, onin' orta kvadratl awisiwi ¢
bolsin. Eger tan'lanbanin' ko'lemi n=36, bahanin' isenimliligi a=0,95 berilgen bolsa,

tan'lanba orta Xx boyinsha belgisiz matematikaliq ku'tiliw a n1 bahalaw ushin isenimlilik
intervalin tabin'.
SHeshiw. Da'slep t n1 tabayiq.
20(t) = 0,95, D(t) = 0,475
Tablitsadan t=1,96 ekenligine iye bolamiz. Bahanin' da'lligin aniqlayiq:
c=te=12-098
Isenimlilik intervali to'mendegishe boladu:

(x—0,98;x +0,98).

Ma'selen, eger x =4,1 bolsa, onda isenimlilik intervali to'mendegishe:
(3,12; 5,08)

yag'nty
3,12<a<5,08

Endi statistikaliq gipotezalardi tekseriwge qisqasha toqtap o'teyik.

Ko'pshilik jag'daylarda & belgili bas toplamnin' bo'listirw nizamin biliw kerek
boladi. Eger bo'listirw nizami aniq bir ko'riniske iye bolsa (on1 A dep atayiq), onda
to'mendegi gipoteza alg'a su'riledi: & belgili bas toplam A nizam boyinsha bo'listirilgen.

Bo'listiriw nizaminin' ko'rinisi belgi, al onin' parametrleri belgisiz jag'daylarda
boliw1 mu'mkin. Eger belgisiz 0 parametr aniq bir 8o ke ten' dewge tiykar bolsa, onda
0=00 degen gipoteza alg'a su'riledi.

Basqa gipotezalar da boliw1 mu'mkin:

Ma'selen, eki yamasa bir neshe bo'listiriwlerdin' parametrlerinin' ten'ligi hagqinda,
tan'lanbalardin’ g'a'rezsizligi haqqinda ha'm t.b.

Statistikaliq gipotezalar dep tosinnanli shamanin' belgisiz bo'listriwinin' ko'rinisi
yamasa belgili bo'listiriwinin' belgisiz parametrleri haqqindag'l gipotezalarg'a aytiladi.

Ma'selen, to'mendegiler statistikaliq gipotezalar boladi:

1) bas toplam Puasson nizami boyinsha bo'listirilgen;
2) eki normal bo'listiriliwdin' dispersiyalar1 o'z-ara ten'.

Birinshi gipotezada belgisiz bo'listirwdin' ko'rinisi haqqinda uyg'ariw jasalg'an, al

ekinshisinde eki belgili bo'listiriwlerdin' parametrleri hagqinda.

O¢

]=



«1980-j1l1 uris bolmaydi» degen gipoteza statistikaliq gipoteza bolmaydi, sebebi
onda yaki bo'listiriwdin' ko'rinisi, yaki bo'listirwdin' parametrleri hagqinda ga'p barmaydi.

Gipotezalard: statistikaliq tekseriw ma'selesin uliwma tu'rde formulirovkalayiq.

Meyli f(x, 0)-bir 6 parametrge g'a'rezli bolg'an tosinnanli & shamasinin' bo'listirw
nizami bolsin.

Parametr 6=0p ma'nisti qabil etedi degen gipotezan1 tekseriw za'ru'r dep
uyg'araylq. Bul gipotezani nolinshi (tiykarg') gipoteza dep, om1 Hy arqali belgileymiz;
0=01 ma'nisti qabil etedi degen gipotezani nolinshi gipotezag'a konkurent (qarama-qarsi)
gipoteza dep, on1 H; arqali belgileymiz. Geyde H; gipotezani alternativ gipoteza yamasa
tek alternativ dep te atayd.

Tiykargh gipoteza duris yaki naduris boliw1 mu'mkin.

Statistikalig kriteriy dep nolinshi (tiykarg'l) gipotezan1i gabil qiliw yaki qabil
qulmaw haqqindag'l qa'dege aytiladi.

Bul ga'de to'mendegiden ibarat: onin' ushie qanday da {(x;, X,..., Xn) statistika
aliip, onin' (da'l yamasa juwiq) bo'listiriliwi tiykarg't gipoteza orinli bolg'anda tabiladu.
Keyin statistikanin' ma'nisler oblasti ekige ajiratiladi.

Eger statistikanin' baqlang'an {(x;, X»,..., X,) ma'nisi bul oblasttin' birinshisine
tu'sse, Hy gipoteza qabil qilinadi, eger ekinshisine tu'sse, Hy gipoteza qabil qilinbaydi.

Birinshi oblast gipotezanin' qabil qiliniw oblast1 (on1 O arqali belgileydi), ekinshisi
bolsa kritikaliq oblast ( on1 W arqal1 belgileydi) delinedi.

{(x1, Xa,..., Xn) statistikaliq qabil qiliwi mu'mkin bolg'an barliq ma'nisleri bazi bir
intervalg'a tiyisli boladi. Us1 sebepli kritikaliq oblast ha'm gipotezanin' qabil qilimw
oblasti da intervallar boladi. Olardi noqatlar ajiratip turadi. Bul noqatlardi kritikaliq
noqatlar dep ataydi ha'm (k. arqali belgilenedi.

Kritikaliq oblastlar to'mendegishe boliw1 mu'mkin:

1. On' tamanlama kritikaliq oblast:

¢> Qe
2. Sol tamanlama kritikaliq oblast:

C< Qe ;
3. Eki tamanlama kritikaliq oblast:

1G1> G

{(x1, X2,..., Xp) statistikanin' kritikaliq oblastqa tu'siw itimalligh a-onin' da'llik
da'rejesi delinedi.

Statistikaliq gipotezalardi tekseriw na'tiyjesinde eki tu'rli qa'tege jol qoyiw
mu'mkin.

Birinshi tu'r ga'te-bunda duris gipoteza biykar etiledi. Basqasha aytqanda nolinshi
gipoteza Hy duris bolg'anda Hy biykar etiledi, yag'niy gipoteza H; qabil etiledi.

Ekinshi tu'r qa'te-bunda naduris gipoteza qabil etiledi. Basqasha aytqanda gipotez
H; duris bolg'anda gipoteza Hy qabil etiledi.

Kriteriydin' quwatt dep, konkurent gipoteza orinlt boliw sha'rtinde C kriteriydin'
kritikaliq oblastqa tu'siw itimallig'ina aytiladi.

Kriteriydin' quwati qansha u'lken bolsa, ekinshi tu'r qa'tege jol qoyiw itimalligh
sonsha kishi boladi.

Nolinshi (tiykarg'h) gipotezani tekseriw ushin statistikaliq kriteriylerdin' bir neshe
tu'rlerinen paydalaniladi.

Bekkemlew ushin sorawlar:
1. Parametrler bahasi1 degenimiz ne?
2. Jljimaytug'in baha dep nege aytamiz?



Statistikaliq baha ganday baha?

Baha qay wagqutta effektivli baha dep ataladi?

Nogqatliq baha, intervalliq baha, bahanin' da'lligi terminlerin tu'sindirip berin'.
Isenim itimallig'h degenimiz ne?

Isenimlilik intervali dep nege aytamiz?

Statistikaliq kriteriy dep nege aytamiz?

Kritikaliq oblast, kritikliq nogat terminleri tu'sindirin'.

0 Nolinshi (tiykarg'l) gipoteza dep nege aytamiz?

SRS R

A'debiyatlar: [1], gl.11, §§62-64; [2],gl.14, §§52-53,g1.15, §§58-62.
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