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ushın arnalg’an bolıp, onnan basqa joqarı oqıw orınlarının’ talabaları, kollejlerdin’ 

oqıwshıları ham usı tema menen qızıg’ıwshılardın’  paydalanıwına boladı.  

 

 

J U W A P L I  R E D A K T O R  
 

K.M. Koshanov  - A’jiniyaz atındag’ı No’kis ma’mleketlik pedagogikal ıq 

institutının’ professorı, filologiya ilimlerinin’ k andidatı 
 
 

P İK İR  Bİ L D İRİW S hİ L E R :  
 

1. S. Tilewmuratov  - Qaraqalpaq ma’mleketlik pdagogl;kalıq universitetinin’ 

dotsrnti, fizika-matematika ilimlerinin’ kandidatı.    
 

2.  Z. Saparov  -    A’jiniyaz atındag’ı No’kis ma’mleketlik pedagogikal ıq institutının’ 

fizika-matematika ilimlerinin’ kandidatı. 

 

 

 

 



 3 

S O ’ Z  B A S I  
 

Bul oqıw-metodikalıq qollanba “Matematikalıq analiz” pa’ninin’ tiykarg’ı 

bo’limlerinen biri bolg’an anıq emes integral teoriyasına bag’ıshlang’an. 

Ha’r qanday funktsiyalardı integrallawda ratsional funktsiyalardı a’piwayı 

bo’lshekler qosındısı tu’rinde an’latıw, ko’pag’zalını ko’beytiwshilerge jiklew ha’m  

durıs ratsional bo’lsheklerden paydalanılg’an.  Berilgen funktsiyalardı integrallawdı 

esaplawlar integrallaw usılları, ratsional funktsiyalardı integrallaw, Ostrogradskiy usılı, 

algebralıq irratsional funktsiyalardı integrallaw, transtsendent funktsiyalardı integrallaw  

arqalı orınlanıwı, jetkilikli sandag’ı mısallardın’ sheshimlerin keltiriwi menen berilgen. 

Sonin’ menen birge o’z betinshe islew ushın bir neshe shınıg’ıwlar keltirilgen. 

Qaraqalpaq tilinde ja’riyalanıp atırg’an da’slepki qollanba bolg’anlıqtan onda 

geypara kemshiliklerdin’ ushırasıwı mu’mkin. Avtorlar bul boyınsha pikirlerdi u’lken 

minnetdarshılıq penen qabıl etedi. 
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A N I Q  E M E S  İN T E G R A L  
 

 

1 .  F u n k t s i y a n ı  t u w ı n d ı s ı  b o y ı n s h a  t a b ı w  
 

Klassikalıq matematikalıq analizdin’ fundamental bo’limlerinin’ biri  bolg’an 

differentsiallıq esapta ha’reket nızamı berilgen jag’dayda onın’ bir zamattag’ı tezligin 

tabıw ma’selesi. Eger )(tss =  funktsiyası materiallıq noqattın’ ha’reket baslang’annan 

son’ t  waqıt dawamında basıp o’tken jolın an’latatug’ın bolsa, onda materiallıq 

noqattın’ usı t  waqıt dawamındag’ı bir zamattag’ı tezligi )(tss =  funktsiyasının’ 

tuwındısına ten’ boladı, yag’nıy  ).(tsv ′=  

Fizikada bul ma’selege keri  ma’sele:  materiallıq noqattın’ )(tvv =  tezligi ma’lim 

bolg’anda, onın’ ha’reket nızamın tabıw, yag’nıy tuwındısı )(tv  funktsiyag’a ten’ 

bolatug’ın )(ts  funktsiyasın tabıw ma’selesi. Usınday  ma’selelerdi sheshiwdin’ 

matematikalıq jolların islep shıg’ıw maqsetinde ju’rgizilgen ilimiy izertlewler  

na’tiyjesinde matematikalıq analizdin’ bo’limi bolg’an integrallıq esap qa’liplesti. 

Da’slepki funktsiya tu’sinigi. Meyli )(xf  ha’m )(xF  funktsiyaları     (a, b) 

intervalında anıqlang’an,  al )(xF   funktsiyası usı intervalda differentsiallanıwshı 

bolsın. Eger ha’r bir x ),( ba∈  ushın 

)()(/ xfxF =                                                            (1) 

ten’ligi orınlı bolsa, onda  )(xF   funktsiyası  )(xf   funktsiyasının’ (a, b) intervalındag’ı  

da’slepki funktsiyası delinedi. 

Eskertiw 1. Da’slepki funktsiya tu’sinigin haqıyqıy sanlar ko’pliginde 

ushırasatug’ın basqa tiptegi kesindiler (segment, yarım interval-shekli yamasa sheksiz, 

yarım segment- shekli yamasa sheksiz) ushın da kiritiw mu’mkin. Ma’selen, eger )(xf  

ha’m )(xF  funktsiyaları [a,b] segmentinde anıqlang’an, )(xF  fuknktsiyası (a,b)  

intervalında differentsiallanıwshı, al [a,b] segmentinde u’zliksiz ha’m qa’legen ∈x (a, b) 

ushın (1) ten’ligi orınlı bolsa, onda )(xF  funktsiyasına )(xf  funktsiyasının’ [a, b] 

segmentindegi da’slepki funktsiyası delinedi. 

Eskertiw 2. Eger )(xF  funktsiyası )(xf  funktsiyasının’ (a, b)  intervalındag’ı 

da’slepki funktsiyası bolsa, onda CxF +)(  funktsiyası, ha’r bir  S = const ushın )(xf  

funktsiyasının’ da’slepki funktsiyası boladı. 
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Bug’an keri tastıyıqlaw da orınlı boladı. 

Teorema 1. Eger )(1 xF ha’m )(2 xF  funktsiyaları )(xf  funktsiyasının’ (a, b) 

intervalındag’ı ha’r  qıylı eki da’slepki funktsiyaları bolsa, onda ha’r bir ∈x (a, b) ushın,               

CxFxF += )()( 12                                                                                 (2) 

ten’ligi orınlı boladı, bunda  S – erikli tu’raqlı. 

Da’lillew. )()()( 12 xFxFxФ −= belgilewin kiritemiz de teoremanın’ sha’rtinen 

ha’m da’slepki funktsiyanın’ anıqlamasınan ha’r bir ∈x (a, b) ushın ),()(/
1 xfxF =   

)()(/
2 xfxF = , ten’likleri orınlı bolatug’ının jaza alamız. Bunnan )(xФ  funktsiyası (a, 

b) intervalında differentsallanıwshı ha’m qa’legen ∈x (a, b) ushın )(/ xФ =0 ten’ligi 

orınlı bolatug’ını kelip shıg’adı. Sonlıqtan,  qa’legen ∈x (a, b) ushın CxФ =)(  = const 

ten’ligin jazıw mu’mkin (Lagranj teoremasının’ 1-saldarı). Demek, CxFxF =− )()( 12 ,  

yag’nıy (2) ten’ligi durıs.  

Da’lillengen teoremadan berilgen )(xf  funktsiyası ushın da’slepki funktsiya bir 

ma’nisli anıqlanbaydı, tek tu’raqlıg’a shekemgi da’llikte g’ana anıqlanadı degen na’tiyje 

kelip shıg’adı.  

)(xf  funktsiyasının’ da’slepki funktsiyaları ko’pliginen bazı bir )(1 xF  da’slepki 

funktsiyasın ajıratıp alıw ushın )(1 xFy =  funktsiyasının’ grafigine tiysli ),( 00 yxM  

tochkasın biliw jetkilikli boladı.   

M ı s a l. 
4

1
)(

x
xf =  funktsiyası ushın grafigi )1;3(M  tochkası arqalı o’tetug’ın 

da’slepki funktsiyasın tabın’.  

Sheshiliwi:   
4

1

x
 funktsiyasının’ barlıq da’slepki funktsiyalarının’ ko’pligi  

C
x

xF +−= 33

1
)(  

formulası menen beriledi. Mısaldın’ sha’rtinen 1)3( =F , yag’nıy 1= С+−
81

1
, 

sonlıqtan   .
81

1
1=C   Demek, 

81

1
1

3

1
)(

3
+−=

x
xF . 
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Anıq emes integral tu’sinigi. )(xf  funktsiyasının’ bazı bir ∆  kesindisindegi 

da’slepki funktsiyaları ko’pligine onın’ usı kesindidegi anıq emes integralı dep ataydı,   

∫ dxxf )(  simvolı menen belgileydi ha’m 

∫ dxxf )( = CxF +)(                                                   (3) 

tu’rinde jazıladı. Bul jazıwda )(xF  funktsiyası )(xf  funktsiyasının’ ∆  kesindisindegi 

bazı bir da’slepki funktsiyası, al C  erkli tu’raqlı, ∫ - integral tan’bası, )(xf  integral 

astındag’ı funktsiya, dxxf )(  integral astındag’ı an’latpa  boladı. 

İntegral astındag’ı an’latpanı dxxF )(′  yamasa  )(xdF  tu’rlerinde de jazıw 

mu’mkin, yag’nıy 

)()( xdFdxxf = .                                                       (4) 

Berilgen funktsiyanın’ anıq emes integralın tabıw a’meli bul funktsiyanı 

differentsiallaw a’meline keri a’mel bolıp, berilgen funktsiyanı integrallaw dep ataladı. 

Sonlıqtan tuwındıg’a baylanıslı jazılg’an qa’legen formulanı, yag’nıy )()( xfxF =′  

tu’rindegi formulalardı (3) ten’ligi ko’rinisinde jazıw mu’mkin. Tuwındılar tablitsasınan 

paydalanıp bazı bir elementar funktsiyalardın’ integralların tabıwg’a boladı. Ma’selen, 

x
tgx

2cos

1
)( =′  ten’liginen Ctgxdx

x
+=∫ 2cos

1
  bolatug’ınlıg’ı kelip shıg’adı. 

 

S h ı n ı g ’ ı w l a r  
 

1. No’kis qalasınan Kegeyli qalasına shıqqan «Tiko» jen’il avtomashinası tuwrı 

sızıq boylap tt 34 3 +=υ  nızamı boyınsha qozg’aladı. Onın’ ha’reket nızamın tabın’. 

2. Tuwrı sızıq boylap qozg’alıwshı velisopedshinin’ tezligi 35 2 += tυ  nızamı 

boyınsha o’zgeredi. Eger velisopedshi ct 2=  ta 20 m jol ju’rse, onda onın’ ha’reket 

nızamı s-ti tabın’.  

3. Eger baslang’ısh waqıtta denenin’ tezligi nolge ten’ bolsa, onda  turaqlı tezleniw 

g  menen erkin tu’siwshi denenin’ ha’reket nızamın tabın’. 

4. Tuwrı sızıq boylap Matiz jen’il avtomashinası 127 −= ta  tezleniw menen 

ha’reketlenedi. Baslang’ısh waqıtta onın’ tezligi 80 =υ m/s ten’, al 100 =s  m.  

1) Matiz avtomashinasının’ tezligin ha’m ha’reket nızamın;  
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2) onın’ 2-sekundtag’ı tezleniwin, tezligin ha’m ju’rgen jolın;  

3) en’ kishi tezlikke erisetug’ın waqtın tabın’. 

5. Dene tuwrı sızıq boylap 1) ;652 +−= ttυ  2)  245 tt −=υ  nızamları boyınsha 

qozg’alsa, onın’ ha’reket nızamın tabın’. 

6. Dene tuwrı sızıq boylap 23 −= tυ  tezlik penen ha’reketlenedi. Eger ol 

baslang’ısh waqıtta 6 m jol ju’rgen bolsa, onda onın’ ha’reket nızamın tabın’. 

7. Tuwrı sızıq boylap dene 143 2 −+= ttυ  formulası boyınsha qozg’aladı. Eger 

dene baslang’ısh momentte koordinatalar basında bolsa, onda onın’ ha’reket nızamın 

tabın’. 

8. Top baslang’ısh 0υ  tezlik penen vertikal joqarıg’a ılaqtırıldı. Usı toptın’ ha’reket 

nızamın tabın’ (hawanın’ qarsılıg’ı esapqa alınbasın). 

9. Materiallıq noqat tuwrı sızıq boylap tta 510 2 +=  tezleniw menen 

ha’reketlenbekte. Eger onın’ 1-sekundtag’ı tezligi см /8=υ , al ju’rgen jolı мs 6=  

bolsa, onda materiallıq noqattın’ ha’reket nızamın tabın’. 

10.  Materiallıq noqattın’ tezligi tuwrı sızıq boylap tsin2=υ  formulası boyınsha 

qozg’aladı. Eger 
6

π=t  momentte materiallıq noqat мs 4=  jol ju’rgen bolsa, onda 

onın’ ha’reket nızamın tabın’.  

 

2 .  A n ı q  e m e s  i n t e g r a l d ı n ’  t i y k a r g ’ ı  q a ’ s i y e t l e r i  
 

1-qa’siyeti. 

∫ = .)())(( dxxfdxxfd                                                    (1) 

Da’lillew . (1) ten’liktin’ eki ta’repin differentsiallap, )()( xdFdxxf =  ten’likti 

ha’m 0=dC  ekenligin esapqa alıp, 

∫ =+=+= dxxfdCxdFCxFddxxfd )()())(())((                           (2) 

bolatug’ınlıg’ın ko’remiz.  

(2) formuladan, eger differentsial tan’bası integral tan’basının’ aldında kelse, onda 

differentsial ha’m integral tan’baları bir-birin joq etedi degen juwmaq shıg’adı. 

2-qa’siyeti. 
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∫ += CxFxdF )()( .                                                        (3) 

Da’lillew . )()( xdFdxxf = ten’likten paydalanıp, ∫∫ = )()( xdFdxxf  ten’ligine 

iye bolamız. Endi bul ten’liktin’ on’ jag’ın ∫ dxxf )( = CxF +)(  ten’liktin’ on’ jag’ı 

menen almastırıp, (3) formulag’a iye bolamız. (3) formuladan integral tan’bası 

differentsial tan’basının’ aldında kelgen jag’dayda da bul tan’balar bir-birin joq etedi 

(eger erkli tu’raqlı nolge ten’ dep esaplansa) degen na’tiyjege kelemiz.  

3-qa’siyeti. Eger )(xf  ha’m )(xg  funktsiyaları bazı bir kesindide da’slepki 

funktsiyalarına iye bolsa, onda qa’legen ,0≠αβ  sha’rtin qanaatlandıratug’ın 

RR ∈∈ βα ,   sanları ushın )()()( xgxfx βαϕ +=  funktsiyası da usı kesindide 

da’slepki funktsiyasına iye  boladı ha’m 

∫ ∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( βαβα ,                              (4) 

formulası orınlı boladı. 

Da’lillew . )(xf  ha’m )(xg  funktsiyalarının’ da’slepki funktsiyaların sa’ykes 

)( xF  ha’m )( xG  arqalı belgileymiz. Onda )()()( xGxFxФ βα +=  funktsiyası )(xϕ  

funktsiyasına da’slepki funktsiya boladı. Sebebi, 

)()()())()(( xxgxfxGxF ϕβαβα =+=′+ . Anıq emes integraldın’ anıqlamasınan (4) 

tenliginin’ shep ta’repi CxФ +)(  funktsiyalarına, al on’ ta’repi 

221 )()()()( CxGxФCxGCxF ββββαα ++=+++  funktsiyalarına ten’ boladı. 

0≠αβ   orınlı bolg’anı ushın CxФ +)(  funktsiyalar ko’pligindegi ha’r bir funktsiya 

2)()( CxGxФ ββ ++  funktsiyalar ko’pligine de tiyisli boladı ha’m kersinshe, yag’nıy 

berilgen C sanı arqalı 21 CCC βα +=  ten’ligi orınlı bolatug’ınday etip 1C , 2C  sanların 

tan’lap alıw mu’mkin ha’m eger  1C , 2C  sanları berilgen bolsa, onda 21 CCC βα +=  

boladı. 

Da’lillengen 3-qa’siyet integrallawdın’ sızıqlılıq qa’siyeti dep ataladı ha’m ol 

berilgen funktsiyalardın’ sızıqlı kombinatsiyasının’ integralı olardın’ sa’ykes 

integrallarının’ sızıqlı kombinatsiyasına ten’ bolatug’ınlıg’ın an’latadı. 
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3 .  İn t e g r a l l a w  u s ı l l a r ı  

 

3.1. O’zgeriwshilerdi almastırıw usılı. Meyli )(xt ϕ=  funktsiyası bazı bir ∆  

kesindisinde anıqlang’an ha’m differentsiallanıwshı funktsiya bolsın. Bul funktsiyanın’ 

ma’nisler ko’pligin )(∆=Λ ϕ arqalı belgileymiz. Eger )(tU  funktsiyası Λ  ko’pliginde 

anıqlang’an, differentsiallanıwshı funktsiya  ha’m 

)()( tutU =′                                                       (1) 

bolsa, onda ))(()( xUxF ϕ=  quramalı funktsiyası ∆  kesindisinde anıqlang’an, 

differentsiallanıwshı funktsiya boladı ha’m 

)())(()())(()))((()( xxuxxUxUxF ϕϕϕϕϕ ′=′′=′=′ .           (2) 

(1) ha’m (2) ten’liklerden, eger )(tu  funktsiyası ushın )(tU  da’slepki funktsiya 

bolsa, onda  )())(( xxu ϕϕ ′  funktsiyası ushın ))(( xU ϕ  da’slepki funktsiya boladı degen 

juwmaq kelip shıg’adı. 

Yag’nıy, eger                      

∫ += CtUdttu )()(                                                      (3) 

bolsa, onda                  

CxUdxxxu +=′∫ ))(()())(( ϕϕϕ                                         (4) 

yamasa                            

CxUxdxu +=∫ ))(()())(( ϕϕϕ                                       (5) 

ten’ligi orınlı boladı. 

(5) ten’ligi o’zgeriwshilerdi almastırıp integrallaw formulası dep ataladı. Sebebi (5) 

ten’lik  (3) ten’liktegi t  nı differentsiallanıwshı )(xϕ  funktsiyası menen almastırıwdan 

kelip shıg’adı.  

(5) formulanın’ a’hmiyetli dara jag’dayların keltirip o’temiz. 

1) Meyli )(xF  funktsiyası )(xf  funktsiyasının’ da’slepki funktsiyası bolsın, 

yag’nıy 

∫ += .)()( CxFdxxf  

Onda 
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.0,)(
1

)( ≠++=+∫ aCbaxF
a

baxf                                  (6) 

Bunda ).()(
1

)(,)( baxdbaxf
a

baxfbaxx ++=++=ϕ  

2) Ct
t

dt +=∫ ||ln   ten’ligi tiykarında,  eger 0)( ≠xϕ   bolsa, (5) formuladan 

paydalanıp, 

Cx
x

dxx

x

xd +=
′

= ∫∫ |)(|ln
)(

)(

)(

)( ϕ
ϕ

ϕ
ϕ
ϕ

                                 (7) 

ten’ligine iye bolamız. 

3)  ∫ −≠+
+

=
+

tC
t

dtt ,1,
1

1

α
α

α
α >0,  ten’ligi tiykarında (5) formuladan 

,
1

))((
)())(()())((

1

C
x

xdxdxxx +
+

==′ ∫∫
+

α
ϕϕϕϕϕ

α
αα                       (8) 

bunda 1,0)( −≠> αϕ x , formulasına iye bolamız. 

M ı s a l l a r.  

1) Eger 0>a  bolsa,  ∫ + 222 )( ax

dx
   integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. tgtax ⋅= , bunda 
22

ππ <<− t , formulasına sa’ykes o’zgeriwshilerdi 

almastırıwdı orınlaymız. Onda 

t

adt
dx 2cos

= , 
t

a
ttgaattgaax

2

2
2222222

cos
)1( =+=+=+  

boladı. Demek, 

( )

.)cossin(
2

1
2sin

2

1

2

1

2cos
2

1
2

2cos11
cos

1

)(

33

33
2

3222

Cttt
a

Ctt
a

tdtdt
a

dt
t

a
tdt

aax

dx

++=+






 +=

=+=+==
+ ∫ ∫∫∫∫

 

Ma’selenin’ sheshimin aqırına jetkeriw maqsetinde t  o’zgeriwshisinen da’slepki x  

o’zgeriwshisine o’temiz. tgtax ⋅=  funktsiyası  
22

ππ <<− t   intervalında u’zliksiz, 

qatan’ o’siwshi bolg’anı ushın og’an keri funktsiya bar boladı ha’m ol  
a

x
arctgt =  

ko’rinisine iye ekenligi belgili.  
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2221
2sin

2

1
cossin

ax

ax

ttg

tgt
ttt

+
=

+
==  

ten’liginen paydalanıp, ma’selenin’ sheshimin 

,
2

1

2

1

)( 3222222
C

a

x
arctg

aax

x

aax

dx +⋅+
+

⋅=
+∫  

tu’rinde jazamız. 

2) ∫ − dxxa 22 , )0( >a  anıq emes integralın esaplan’. 

Sheshiliwi: O’zgeriwshini almastırıwdı tax sin= , bunda 
22

ππ ≤≤− x , 

formulası ja’rdeminde a’melge asıramız. Onda 

,cossin1,cos 222 tataxatdtadx =−=−=  

boladı. Demek, 

∫ ∫∫ ++=+==− Ctt
a

dtt
a

tdtadxxa )2sin
2
1

(
2

)2cos1(
2

cos
22

2222 . 

Endi t -dan x -qa o’tiw ushın tax sin=  funktsiyasına keri  funktsiyanı tabamız. 

Bul keri funktsiya bar boladı, sebebi ]
2

;
2

[
ππ−  segmentinde tsin  qatan’ o’siwshi, 

u’zliksiz funktsiya ha’m  
a

x
t arcsin=  ko’rinisine iye.  

22
22

2
2 1sin1sincossin2sin

2

1
xa

a

x

a

x

a

x
ttttt −=−=−==  

ten’ligin esapqa alıp,  

∫∫ +−+==− Cxa
x

a

xa
tdtadxxa 22

2
2222

2
arcsin

2
cos  

na’tiyjesine iye bolamız. 

3.2. Ornına qoyıw usılı.. Bazı bir jag’daylarda  

∫= dxxfJ )(                                                              (9) 

integralın esaplawda taza o’zgeriwshilerge o’tiw esaplaw protsesin bir qansha 

a’piwaylastırıwı mu’mkin. Bunı  to’mendegishe orınlaw mu’mkin.  

Meyli )(tx ϕ=  qatan’ monoton ha’m bazı bir kesindide differentsallanıwshı 

funktsiya bolsın. Onda bul funktsiyag’a keri funktsiya bar boladı. Keri funktsiyanı 

)(xt φ=                                                            (10) 
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arqalı belgileymiz. Endi (9) integral astındag’ı an’latpanı )(tx ϕ= , 

dtttddx )()( φφ ′==  tu’rindegi ornına qoyıw arqalı tu’rlendiremiz. Onda integral 

astındag’ı an’latpa dtttfdxxf )())(()( ϕϕ ′=  ko’rinisine keledi.  

)()())(( tuttf =′ϕϕ  belgilewin kiritip,  

dttudxxf )()( =                                          (11) 

ten’ligine iye bolamız.  

Meyli )(tU  funktsiyası )(tu  funktsiyasının’ bazı bir da’slepki funktsiyası bolsın, 

yag’nıy 

∫ += .)()( CtUdttu                                                     (12) 

(9)-(12) ten’liklerinen 

∫ ∫ +=+=== .))(()()()( CxUCtUdttudxxfJ φ                   (13) 

formulasına iye bolamız. (13) formula ornına qoyıwlar ja’rdeminde integrallaw 

formulası dep ataladı. 

M ı s a l l a r. 

1)∫ +

−

mn

n

bxa

dxx

)(

1

    anıq emes integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. O’zgeriwshini  

nbxat +=  

o’zgeriwshisi menen almastırıp, 

nb

dt
dxxdxnbxdt nn =⇒= −− 11 , 

formulasına iye bolamız. Bul tabılg’anlardı berilgen integraldag’ı orınlarına qoyıp, 

( )
( ) C

mbn

bxa
C

mbn

t
dtt

bnt

dt

bnbxa

dxx
mnm

m
mmn

n

+
−

+=+
−

===
+

−−
−

−

∫∫∫ 1)1(

11

)(

111
, 

bolatug’ınlıg’ın ko’remiz. 

2) ∫ − 1

3

x

dxx  integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. 1−= xt  belgilewin kiritemiz.  
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Onda ( )32322 1;211 txtdtdxtxxt +==⇒+=⇒−=  boladı. Bul tabılg’anlardı 

berilgen integraldag’ı orınlarına qoyıp,                                                                                                                                                                         

( ) ( ) ,22
5
6

7
2

1332
21

1
357246

322

Cttttdtttt
t

tdtt

x

dxx ++++=+++=+=
−∫ ∫∫  

ten’ligine iye bolamız. Endi 1−= xt  bolg’anı ushın, na’tiyjeni 

1

2

−∫ x

dxx ( ) ( ) ( ) ( ) ,12121
5

6
1

7

2 357
Cxxxx +−+−+−+−=  

tu’rinde jazamız. 

S h ı n ı g ’ ı w l a r  

O’zgeriwshilerdi almastırıw usılınan paydalanıp to’mendegi integrallardı esaplan’ 
 

1. dx
xx

x
∫ −

−
4

1
4

3

. 

3. ∫ − 2x

x

e

dxe
. 

5. ∫ xdxex2

. 

7. ∫ xx

dx
2ln

. 

9. ( ) dxxx
42 12∫ + . 

11. ∫
− 2

3

1 x

dxx
. 

13. 2
.

1

dx

x x +∫  

15. ∫
− 33

5

xa

dxx
. 

17. ∫
++ 124 xx

xdx
. 

19. ∫ xdxtgx cosln . 

21. ( )∫
+

dx
x

x
22

3

1
. 

 

23. 
( )∫ +

−
7sincos

cossin

xx

xx
. 

 

2. 
( )
∫ +

+
24

35

x

dxx
. 

4. ∫ dxe
x

x

1

2

1
. 

6. ∫ + 41 x

xdx
. 

8. ∫ + x

xdx
2sin1

cos
. 

10. ∫ xdxxsincos2 . 

12. ∫ − 422 xba

xdx
. 

14. ∫
+ 222 axx

dx
. 

16. dxxx∫ − 22 4 . 

18. ( )
∫ −

−
dx

x

x
2

3

1

1arccos . 

20. 
( )
( )∫ +

+
dx

x

xtg

1cos

1
2

. 

22. 
( )∫ −

−
dx

xx

x
2sin

cos1
. 

24. 
( )∫

+
dx

xx

xxx
2sin

sincos
. 
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25. ∫ +
+

dx
x

xx

14

3

. 

27. ∫ −3 1x

xdx
. 

 

29. 
( )

( )∫
++

+
53

2

13

1

xx

dxx
 

 

26. ∫
−− 124 xx

xdx
. 

28. 
( )

dx
x

x
∫ −

−+
1

1ln1
. 

30. 
3

2
.

4

x
dx

x +∫  

3.3. Bo’leklep integrallaw usılı. Meyli )(xu  ha’m )(xv  differentsiallanıwshı 

funktsiyaları bolsın. 

Ko’beymenin’ differentsialın tabıw  qag’ıydasınan paydalanıp, 

)()()()())()(( xduxxdxuxxud υυυ += ,  

ten’ligin jazamız. Usı ten’liktin’ eki ta’repin integrallaymız, na’tiyjede 

)()()()())()(( xduxxdxuxxud ∫∫∫ += υυυ  

ten’ligine iye bolamız. ∫ += Cuud υυ )(   ekenligin esapqa alsaq, keyingi ten’lik 

∫∫ +=+ duudCu υυυ  yamasa Cduuud +−= ∫∫ υυυ  tu’rine keledi. Erikli tu’raqlını 

∫vdu integralına birlestirip, 

∫∫ −= )()()()()()( xduxxxuxdxu υυυ                      (14) 

formulasına iye bolamız.  (14) formula )()( xdxu υ  an’latpasının’ integralın )()( xduxυ  

an’latpasının’ integralına alıp keledi, al keyingi an’latpanın’ integralı bazı bir 

jag’daylarda a’piwayı esaplanadı. Anıq emes integraldı esaplawdın’ bunday usılına 

bo’leklep integrallaw usılı dep ataladı. 

(14) bo’leklep integrallaw formulasın bir  neshe ma’rte  qollanıwdı talap etetug’ın 

jag’daylar da ushırasadı. 

M ı s a l l a r. 

1. ∫ xdxarcsin  anıq emes integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. Eger dx d ,arcsin == υxu  belgilewin kiritip, 
21 x

dx
du

−
= , x=υ  

bolatug’ınlıg’ın ko’remiz. Onda (14) formulag’a sa’ykes,  
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( ) ( )
.1arcsin

11
2
1

arcsin
1

arcsinarcsin

2

22

1
2

2

Cxxx

xdxxx
x

xdx
xxxdx

+−+=

=−−+⋅=
−

−⋅= ∫∫∫
−

 

2. xdxx sin2
∫  integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. xdxxu sin,2 == υ  belgilewlerin kiritip, xdxdu 2= , xcos−=υ  

bolatug’ınlıg’ın ko’remiz. Onda (14) formuladan,  

∫∫ +−= .cos2cossin 22 xdxxxxxdxx  

boladı. Bul ten’liktin’ on’ ta’repindegi integralg’a (14) formulanı ja’ne bir ma’rte 

qollanamız, yag’nıy υdxdxxu == cos, ⇒ xdxdu sin, == υ . Demek, 

∫∫ ++=−= Cxxxxdxxxxdxx cossinsinsincos  

boladı. Onda Cxxxxxxdxx +++−=∫ cos2sin2cossin 22 . 

Bazı bir jag’daylarda bo’leklep integrallaw protsesin bo’leklep integrallawdın’ 

ulıwmalasqan formulası ja’rdeminde alıp barg’an na’tiyjeli boladı. 

Meyli )(xu  ha’m )(xυ  funktsiyaları 1+n  ma’rte differentsiallanıwshı funktsiyalar 

bolsın. Onda (14) formula tiykarında 

∫∫

∫∫

∫∫

−=′

′′−′=′

′−=

+

−−

+

.

,

,

)()()1(

)1()1()(

)()()1(

dxuudxu

dxuudxu

dxuudxu

nnn

nnn

nnn

υυυ

υυυ

υυυ

KKKKKKKKKKKKKKKKKK

 

Bul ten’liklerdi izbe-iz  +1  ha’m  -1  sanlarına ko’beytip alıp, keyin o’z-ara qossaq, 

to’mendegi na’tiyje kelip shıg’adı: 

dxuu

uuudxu

nnnn

nnnn

υυ

υυυυ

∫

∫
−+−+

++′′+′−=
−−

−−−

)()1(1

)3()2()1()(

)1()1(

K

                         (15) 

Bul formula bo’leklep integrallawdın’ ulıwmalasqan formulası dep ataladı. 

Sonın’ menen birge bo’leklep integrallaw formulası ko’birek 

∫∫∫ ,sin)(,cos)(,)( xdxxfxdxxfdxexf ax ββ ,sin,cos dxbxedxbxe axax
∫∫

dxbxex axn
∫ cos  ha’m dxbxex axn

∫ sin  ko’rinisindegi integrallarda qollanıladı. Bunday 
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ko’rinisindegi integrallar 9-paragraftag’ı IV, V, VI ha’m VIII tu’rdegi integrallarda 

keltirilgen. 

M ı s a l. ∫ xdxx cos4  integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. xxu n cos, )(4 == υ  belgilewlerin kiritip,  (15)  formulasınan 

paydalanıp,  

( )

Cxxx

xxxxxxCxxx

xxxxxxxdxx

++−
−−+=++−

−−+−−=∫

sin12cos12

sin12cos4sinsin12cos12

sin12)cos(4sincos

234

2344

 

na’tiyjesine iye bolamız. 

 

S h ı n ı g ’ ı w l a r  

Bo’leklep integrallaw usılınan paydalanıp to’mendegi integrallardı esaplan’ 

1. ∫ xdxln . 2. ∫ xdxx ln3 . 3. ∫ dxxax . 

4. ∫ xdxx cos2 . 5. ∫ dxxex . 6. ∫ arctgxdx. 

7. ∫ dxex x23 . 8. ∫ xdxxsin . 9. dx
x

x
∫ 2

ln
. 

10. ∫ xdxe x 3cos2 . 11. ( )∫ dxx 2arcsin . 12. dxxx∫ sin . 

13. ( )∫ dxxlnsin  14. ( )∫ − dxxex 2
cos . 15. 

( )∫ +
dx

x

xex

21
. 

16. ( )∫ dxarctgxx 2 . 17. ( )∫
+

222 xa

dx
. 18. ( )∫

+
dx

x

xearctgx

2/321
 

19. ∫ +
−

dx
x

x
x

1

1
ln2 . 20. ∫ xdxchx 33 . 21. ( )∫ + xdxx cos1

22 . 

22. ∫ dxx2cos . 23. ∫ bxdxeax 3sin . 24. ∫ xdxex x cos2 . 
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4 .  A n ı q  e m e s  i n t e g r a l l a r d ı n ’  t i y k a r g ’ ı  t a b l i t s a s ı  
 

Meyli )(xu  funktsiyası bazı bir sanlar kesindisinde  differentsiallanıwshı funktsiya 

bolsın. Onda differentsialaw esabındag’ı funktsiyalardı differentsiallaw qag’ıydalarınan 

paydalanıp, bazı bir elementar funktsiyalar ushın  olardın’  anıq emes integrallarının’  

tablitsasın jazıwg’a boladı.  

I.  ∫ =⋅ Cdu0 . 

II. ∫ +=⋅ Cudu1 . 

III. ∫ +
+

=
+

C
u

duu
1

1

α

α
α  (bunda α ≠  -1). 

IV. Cu
u

du +=∫ ln (bunda 0≠u ) 

V. ∫ += C
u

a
dua

u
u

ln
 ( 0,0 ≠> aa ). 

VI. ∫ += Cedue uu . 

VII. ∫ += Cuudu sincos . 

VIII. ∫ +−= Cuudu cossin . 

IX. ∫ += Ctgu
u

du
2cos

( 0cos ≠u  bolatug’ın ha’r bir aralıqta). 

X. ∫ +−= Cctgu
u

du
2sin

( 0sin ≠u  bolatug’ın ha’r bir aralıqta). 

XI. Cutgudu +−=∫ cosln ( 0cos ≠u  bolatug’ın ha’r bir aralıqta). 

XII. Cuctgudu +=∫ sinln ( 0sin ≠u  bolatug’ın ha’r bir aralıqta). 

XIII. ∫ += C
u

tg
u

du

2
ln

sin
( 0sin ≠u  bolatug’ın ha’r bir aralıqta). 

XIV. ∫ ++= C
u

tg
u

du
)

42
(ln

cos

π ( 0cos ≠u  bolatug’ın ha’r bir aralıqta). 

XV. Cauu
au

du +±+=
±

∫
22

22
ln ( 022 >± au  bolatug’ın ha’r bir aralıqta). 

XVI. C
au

au

aau

du +
+
−=

−∫ ln
2

1
22

( au ≠  ha’m 0≠a  bolatug’ın ha’r bir aralıqta). 
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XVII. ∫ +−=+=
+

C
a

u
arcctg

a
C

a

u
arctg

aua

du 11
22

( 0≠a ). 

XVIII. C
a

u
C

a

u

ua

du +−=+=
−

∫ arccosarcsin
22

( 0≠a  ha’m au <  bolatug’ın 

ha’r bir aralıqta) 

XIX. ∫ += Cchushudu . 

XX. ∫ += Cshuchudu . 

XXI. ∫ +−= Ccthu
ush

du
2

 ( oshu≠ bolatug’ın ha’r bir aralıqta).. 

XXII. ∫ += Cthu
uch

du
2

. 

 

S h ı n ı g ’ ı w l a r  

Anıq emes integraldın’ tiykarg’ı tablitsasınan paydalanıp  

to’mendegi integrallardı esaplan’ 
 

 

1. ∫ 






 −
dx

x

x
2

1
. 2. 

( )
∫

−
dx

xx

x 21
. 3. ∫ dx

xx

x
22 sincos

2cos
. 

4. ∫ 






 − dxxx
x2

1
1 . 5. dx

x

xx
∫

++ −

3

44 2
. 

6. 

dx
x

xx
∫

−
−−+

1

11
4

22

. 

7. ( )∫ + dxxx 2
75 . 8. ∫

−+ −
dx

x

xx

10

52 11

. 9. 
( )∫ − 2/525x

dx
. 

10. dx
x

xx
∫ −

+−
1

215 2

. 11. ∫ − 232 x

dx
. 12. ∫ + x

dx

cos1
. 

13. ∫ + x

dx

sin1
. 14. ( )∫ − dxx 1032 . 15. ∫ dxea xx . 
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5 .  R a t s i o n a l  f u n k t s i y a l a r d ı  a ’ p i w a y ı  b o ’ l s h e k l e r  
q o s ı n d ı s ı  t u ’ r i n d e  a n ’ l a t ı w .   K o ’ p  a g ’ z a l ı n ı  

k o ’ b e y t i w s h i l e r g e  j i k l e w  

 
5.1. Ko’p ag’zalının’ korenleri. Tek bir g’ana x  o’zgeriwshisinin’  n - da’rejeli 

ko’p ag’zalısı dep 

,)( 1
2

2
1

10 nn
nnn

n axaxaxaxaxP +++++= −
−−

K                                  (1) 

ko’rinisindegi an’latpag’a aytıladı. Bunda 00 ≠a  bas koeffitsient, na  koeffitsienti saltan 

ag’za dep ataladı. Ko’p ag’zalının’ koeffitsientleri naaaa ,,,, 210 L  haqıyqıy sanlar 

bolıwı da, komples sanlar bolıwı da mu’mkin, x  o’zgeriwshisi R yamasa С  

ko’pliklerinen qa’legen ma’nisti qabıl ete aladı.   

Eger 0)( =cPn  ten’ligi orınlı bolsa, onda cx =  sanına ko’p ag’zalının’ koreni dep 

aytıladı.  

)(xPn   ko’p ag’zalısın ax −  eki ag’zalısına bo’liw, degende )(xPn  ko’p ag’zalısın 

,)()()( 1 rxQaxxP nn +−= −                                               (2) 

ko’rinisinde   an’latıw tu’siniledi, bunda a  berilgen san. Bunda )(1 xQn−  da’rejesi 1−n  

bolg’an ko’p ag’zalı, r  bazı bir san bolıp  )(xPn  ko’p ag’zalısın ax −  eki ag’zalısına 

bo’lgendegi qaldıq dep ataladı. Eger 0=r  bolsa, onda )(xPn  ko’p ag’zalısı ax −  eki 

ag’zalısına qaldıqsız yamasa pu’tin bo’linedi dep aytıladı. 

T e o r e m a  ( B e z u  t e o r e m a s ı ) . ax −  eki ag’zalısının’ )(xPn  ko’p 

ag’zalısına qaldıqsız  bo’liniwi ushın a  sanının’ )(xPn  ko’p ag’zalısının’ koreni bolıwı  

za’ru’r ha’m jetkilikli boladı. Yag’nıy, 

)()()( 1 axxQxP nn −⋅= −                                              (3) 

ten’ligi orınlı boladı. 

Da’lilleniwi . Za’rurliligi . Meyli ax =  sanı )(xPn  ko’p ag’zalıg’ının’ koreni 

bolsın. Onda birinshiden korennin’ anıqlamasına sa’ykes 0)( =aPn  boladı. Ekinshiden 

(2) ten’likten ax =  bolg’anda 0)( == aPr n  boladı. Demek, 0=r . Bul )(xPn  ko’p 

ag’zalısının’ ax −  eki ag’zalısına qaldıqsız  bo’linetug’ınlıg’ın an’latadı. 
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Jetkilikliligi . Meyli )(xPn  ko’p ag’zalısı ax −  eki ag’zalısına qaldıqsız  

bo’linetug’ın  bolsın. Onda (3) ten’ligi orınlı bolıp,  usı ten’likten  ax =  bolg’anda 

0)( =aPn   bolatug’ınlıg’ın keltirip shıg’aramız. Demek, ax =  sanı )(xPn  ko’p 

ag’zalısının’ koreni boladı.  Teorema da’lillendi. 

Eger sonday Nk ∈   sanı ha’m )(xQ kn−  ko’p ag’zalısı tabılıp, qa’legen 

)( CxRx ∈∈  ushın 

k
knn axxQxP )()()( −⋅= − ,                                                        (4) 

orınlı  bolsa, onda ax =  sanına )(xPn  ko’p ag’zalısının’ k   eseli koreni delinedi, bunda                  

0)( ≠− aQ kn .                                                              (5) 

5.2. Koeffitsientleri haqıyqıy sanlar bolg’an ko’p ag’zalılar. Koeffitsientleri 

haqıyqıy sanlar bolg’an  

.)( 2 qpxxxP ++=  

u’sh ag’zalısın (kvadrat u’sh ag’zalısın) qarastıramız. 

Meyli bul kvadrat u’sh ag’zalının’ diskriminantı nolden kishi bolsın, yag’nıy 

.042 <−= qpD  

Onda  

)
4

()
2

(
4

)
2

()( 22
2

2 D
i

p
x

p
q

p
xxP −−+=−++=  

yamasa 

)
22

)(
22

()(
D

i
p

x
D

i
p

xxP
−++−−+=  

tu’rinde sızıqlı ko’beytiwshilerge jiklenedi. Bunnan )(xP kvadrat ush ag’zalısının’ 

korenleri  

42
,

42

2

2

2

1
p

qi
p

x
p

qi
p

x −−−=−+−=  

tu’rindegi tu’yinles kompleks sanlar bolatug’ınlıg’ı kelip shıg’adı ha’m bul u’sh ag’zalı 

basqa korenlerge iye emes. Bunday tastıyıqlaw koeffitsientleri haqıyqıy sanlar bolg’an 

ha’m da’rejesi ekiden kem bolmag’an qa’legen ko’p ag’zalı ushın orınlı boladı. 
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T e o r e m a .  Eger βα iz += , 0≠β  kompleks sanı koeffitsientleri haqıyqıy 

sanlar bolg’an )(xPn  ko’p ag’zalısının’ koreni bolsa, onda og’an tu’yinles bolg’an 

βα iz −=  kompleks sanı da usı ko’p ag’zalının’ koreni boladı.  

Da’lilleniwi. Teoremanın’ sha’rtine sa’ykes 0)( =zPn , yag’nıy 

.01
2

2
1

10 =+++++ −
−−

nn
nnn azazazaza K  

Bunnan )(zPn =0 yamasa 01
2

2
1

10 =+++++ −
−−

nn
nnn azazazaza K  boladı. Endi 

tu’yinles sanlardın’ qa’siyetinen paydalanıp keyingi ten’likti 

01
2

2
1

10 =+++++ −
−−

nn
nnn azazazaza K                                           (6) 

tu’rinde jazıw mu’mkin. njRa j ,,2,1,0, L=∈  bolg’anı ushın (6) ten’ligi 

0)()()( 1
2

2
1

10 =+++++ −
−−

nn
nnn azazazaza K                                     (7) 

ten’ligine ten’ ku’shli boladı. (7) ten’lik 0)( =zPn tu’rinde jazıladı. Al bul bolsa z  sanı 

)(xPn  ko’p ag’zalısının’ koreni bolatug’ınlıg’ın ko’rsetedi.  

Bul da’lillengen teorema kompleks korenler haqqındag’ı teorema dep ataladı ha’m  

teoremada )(xPn  ko’p ag’zalısı korenge iye dep esaplanıldı. 

Ko’p ag’zalılardın’ korenlerinin’ bar bolıwı haqqındag’ı ma’selenin’ sheshimi 

to’mendegi algebranın’ tiykarg’ı teoreması arqalı beriledi. 

T e o r e m a .  Da’rejesi birden kem bolmag’an ha’r qanday (haqıyqıy yamasa 

kompleks koeffitsientli) ko’p ag’zalı en’ bolmag’anda bir korenge iye boladı. 

Bul teoremanı da’lillewdin’ bir neshe usılı bar. Da’lillew usıllarının’ barlıg’ı 

haqıyqıy ha’m kompleks sanlar ko’pliklerinin’ u’zliksizlik qasiyetine tiykarlanadı. Sol 

sebepli bul da’lillewlerdi algebralıq da’lilewler dep qabıl ete almaymız. Teoremanın’ 

da’lili kompleks o’zgeriwshili funktsiyalar teoriyasında keltirilgen  

(M ı s a l ı [4] qaran’). 

Meyli 1xx =   sanı )(xPn  ko’p ag’zalısının’ koreni bolsın. Onda Bezu teoremasınan 

paydalanıp 

),()()( 11 xQxxxP nn −−=  
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ten’ligin jaza alamız, bunda )(1 xQn−  da’rejesi 1−n  bolg’an ko’p ag’zalı. Endi 

algebranın’ tiykarg’ı teoremasın ha’m Bezu teoremasın )(1 xQn−  ko’p ag’zalısına 

paydalanıp, 

),())(()( 221 xQxxxxxP nn −−−=  

ten’ligine iye bolamız. Bunda  2xx =  sanı  )(1 xQn−  ko’p ag’zalısının’ koreni, )(2 xQn−  

da’rejesi 2−n  bolg’an ko’p ag’zalı. Bul teoremalardı izbe-iz paydalanıp, induktsiya 

ja’rdeminde to’mendegi na’tiyjege kelemiz: 

)())()(()( 3210 nn xxxxxxxxaxP −−−−= L ,                    (8) 

bunda 0a  sanı )(xPn tın’ bas koeffitsienti, nkxk ,,2,1, L=  sanları )(xPn tın’ korenleri. 

Bul korenler ishinde bir-birine ten’ bolatug’ınları da bar bolıwı mu’mkin. 

5.3. Koefftsientleri haqıyqıy sanlar bolg’an ko’p ag’zalılardı ko’beytiwshilerge 

jiklew.  Eger ax =  sanı koeffitsientleri haqıyqıy sanlar bolg’an )(xPn  ko’p ag’zalısının’ 

k  eseli haqıyqıy koreni bolsa, onda (4) ten’ligi orınlı boladı ha’m bul ten’liktegi 

)(xQ kn−  da’rejesi kn −  bolg’an haqıyqıy koeffitsientli ko’p ag’zalı, al ax =  sanı bul 

ko’p ag’zalısının’ koreni bola almaydı.  

Meyli βα iz += , 0≠β sanı )(xPn  ko’p ag’zalısının’ haqıyqıy emes koreni 

bolsın. Onda ko’p ag’zalının’ kompleks korenleri haqqındag’ı teoremadan βα iz −=  

sanı da )(xPn tın’ koreni boladı. Sonlıqtan (8) ten’likte )( zx −  ha’m )( zx −  tu’rindegi 

ko’beytiwshiler payda boladı ha’m olardın’ o’z ara ko’beymesi 

qpxxxixixzxzx ++=+−=+−−−=−− 222)())(())(( βαβαβα , 

boladı, bunda 22,2 βαα +== qp , tu’rinde jazıladı ha’m 044 22 <−=− βqp  boladı. 

Demek, bul jag’dayda  )(xPn  ko’p ag’zalısının’ diskriminantı nolden kishi bolg’an 

qpxx ++2 , Rqp ∈,  kvadrat u’sh ag’zalısına qaldıqsız bo’linedi. Yag’nıy, 

koeffitsientleri haqıyqıy sanlar  bolg’an )(2 xQn−  ko’p ag’zalısı tabıladı da 

)(xPn =( qpxx ++2 ) )(2 xQn−  

ten’ligi orınlı boladı.  

Eger βα iz += , 0≠β  kompleks sanı )(xPn  ko’p ag’zalısının’ k  eseli koreni 

bolsa, onda βα iz −=  sanı da bul ko’p ag’zalının’ k  eseli koreni boladı. Bul jag’dayda  
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)(xPn = kk zxzx )()( −− )(2 xQ kn−  

yamasa 

)(xPn = kqpxx )( 2 ++ )(2 xQ kn−  

ten’ligi orınlı boladı.  Bunda ,04,, 2 <−∈ qpRqp  )(2 xQ kn−  bolsa haqıyqıy sanlar 

bolg’an kn 2−  da’rejeli ko’p ag’zalı ha’m zz,  sanları bul ko’p ag’zalının’ korenleri 

bolmaydı, yag’nıy        0)(2 ≠− zQ kn ,       .0)(2 ≠− zQ kn               

Meyli kxxxx ,,,, 321 L  sanları )(xPn  ko’p ag’zalısının’ sa’ykes kαααα ,,,, 321 L  

eseli barlıq haqıyqıy korenleri bolsın. Onda (8) ten’ligi 

)(xPn = ),()()()()( 321

321 xGxxxxxxxx k

k

αααα −−−− L  

tu’rinde jazıladı. Bunda )(xG  da’rejesi ∑
=

−
k

m
mn

1

α  bolg’an ha’m haqıyqıy korenlerge iye 

emes,  haqıyqıy  koeffitsientli ko’p ag’zalı. 

Eger )(xG -tın’ da’rejesi nolden o’zgeshe bolsa, onda  )(xPn  ko’p ag’zalısının’ 

jj xx ,  tu’rindegi jβ  eseli  kompleks tu’yinles korenlerinin’ ha’r bir jubına (8) 

formulada j
jj qxpx

β
)( 2 ++  tu’rindegi ko’beytiwshi sa’ykes keledi, bunda 

042 <− jj qp . Sonlıqtan, haqıyqıy koeffitsientli )(xPn  ko’p ag’zalısı 

)(xPn = 0a L⋅−−− 3211 )()()( 321
ααα xxxxxx  

KK ⋅++++−⋅ )()()( 22
2

11
2 1 qxpxqxpxxx k

k
βα s

ss qxpx β)( 2 ++⋅ , 

tu’rinde ko’beytiwshilerge tolıq jiklenedi, bunda ,2
11

n
s

j
j

m

m
м

=+ ∑∑
==

βα . 

5.4. Durıs ratsional bo’lshekler. Ratsional funktsiya yamasa ratsional bo’lshek dep 

)(

)(
)(

xQ

xP
xf

n

m=  tu’rindegi funktsiyag’a (bo’lshekke) aytadı, bunda )(),( xQxP nm  

da’rejeleri sa’ykes nm,  bolg’an ko’p ag’zalılar. nm<   ten’sizligi orınlı bolg’an 

jag’dayda ratsional bo’lshek durıs dep ataladı. Bizler   )(),( xQxP nm  ko’p ag’zalıları 

haqıyqıy koeffitsientli bolg’an jag’daydı qarastıramız. 
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L e m m a  1 .  Eger 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf

n

m=  durıs ratsional funktsiya ha’m ax =  sanı  

)(xQn  ko’p ag’zalısının’ k  ( 1≥k ) eseli haqıyqıy koreni bolsa, onda sonday RA∈  sanı 

ha’m  haqıyqıy koeffitsientli )(xP   ko’p ag’zalısı bar boladı da  

)(

)(
)(

xQ

xP
xf

n

m= = ,
)()(

)(

)( 1 xGax

xP

ax

A

kn
kk

−
−−

+
−

                                (9) 

ten’ligi orınlı boladı, bunda )(xG kn−  arqalı )(xQn tı kax )( − g’a bo’lgendegi tiyindi. 

(9) ten’liktin’ on’ ta’repindegi ekinshi qosılıwshı durıs ratsional bo’lshek, RA∈  

sanı ha’m  )(xP  ko’p ag’zalısı bir ma’nisli anıqlanadı. 

Da’lilleniwi .  (9) formuladag’ı A  sanın 

)()()( xAGxPx knm −−=ϕ                                    (10) 

ko’p ag’zalısı ax −  sızıqlı eki ag’zalısına qaldıqsız bo’linetug’ınday etip saylap alamız. 

(9) ha’m (10) formulalardag’ı )(xG kn−  ko’p ag’zalısı )(xQn  tı  kax )( −  g’a 

bo’lgendegi qaldıq bolıp, (4) ten’likten ha’m  (5) sha’rtinen anıqlanadı. Bezu 

teoremasınan 0)( =aϕ  bolg’anda g’ana )(xϕ  ko’p ag’zalısı ax −  sızıqlı eki ag’zalısına 

qaldıqsız bo’linedi. Yag’nıy 

.0)()( =− − aAGaP knm  

Bul ten’lemeden  

.
)(

)(

aG

aP
A

kn

m

−
=                                                             (11) 

Demek, RA∈  ha’m (11) formula menen birma’nisli anıqlanadı. Sonlıqtan  )(xϕ  

ko’p ag’zalısı  ax −  sızıqlı eki ag’zalısına qaldıqsız bo’linedi. Onda koeffitsientleri 

haqıyqıy sanlar bolatug’ın bir g’ana )(xP  ko’p ag’zalısı bar boladı da 

)()()( xPaxx −=ϕ                                             (12) 

ten’ligi orınlı boladı. (10) ha’m (12) formulalarınan 

)()( xAGxP knm −= + )()( xPax −                                   (13) 

ten’ligine iye bolamız. Endi (13) tin’ eki ta’repin  )()()( xGaxxQ kn
k

n −−= qa bo’lsek, 

(9) formula kelip shıg’adı. 
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)(xϕ  ko’p ag’zalısının’ da’rejesin r  arqalı belgileymiz. Onda ),max( knmr −≤ , 

bunda  ,1, nnknnm <−≤−<  sonlıqtan  nr <  ten’sizligi orınlı. Demek, 

)(

)(

)()(

)(
1 xQ

x

xGax

xP

nkn
k

ϕ=
− −

−
 

ratsional bo’lshegi durıs bo’lshek boladı. 

Da’lillengen lemmanı k  ma’rte izbe-iz qollanıw na’tiyjesinde 

,
)(

)(

)()()(

)( 1
1

1

xG

xp

ax

A

ax

A

ax

A

xQ

xP

kn
k

k
k

k

n

m

−
−

− +
−

++
−

+
−

= K                  (A) 

tu’rindegi ten’ligine iye bolamız. Bul ten’liktegi kAAA ,,, 21 L  haqıyqıy sanlar, )(xp   

haqıyqıy koeffitsientli ko’p ag’zalı, 
)(

)(

xG

xp

kn−

  durıs ratsional bolshek ha’m ax =  sanı 

)(xG kn−   ko’p ag’zalısının’ koreni emes. 

L e m m a  2 .   Eger  
)(

)(

xQ

xP

n

m   durıs bo’lshek, al βα iz +=  sanı  )(xQn  ko’p 

ag’zalısının’  s eseli haqıyqıy bolmag’an koreni bolsa, onda DB,  haqıyqıy sanları ha’m 

koeffitsientleri haqıyqıy sanlar bolg’an )(xT  ko’p ag’zalısı bar boladı da 

,
)()(

)(

)()(

)(

2
122 xHqpxx

xT

qpxx

DBx

xQ

xP

sn
ss

n

m

−
−++

+
++

+=             (14) 

ten’ligi orınlı boladı. Bul ten’liktin’ on’ jag’ındag’ı ekinshi qosılıwshı durıs ratsional 

bolshek, DB,  sanları ha’m )(xT  ko’p ag’zalısının’ koeffitsientleri bir ma’nisli 

anıqlanadı, al )(2 xH sn−  ko’p ag’zalısı bolsa  )(xQn  tı  sqpxx )( 2 ++   ko’p ag’zalısına 

bo’liwdegi qaldıqtı an’latadı, ).)((2 zxzxqpxx −−=++  

Da’lilleniwi . B  ha’m D  sanların 

)()()()( 2 xHDBxxPx snm −+−=φ                                          (15) 

ko’p ag’zalısı qpxx ++2  kvadrat u’sh ag’zalısına qaldıqsız bo’linetug’ınday etip 

saylap alamız. Bul talaptın’ orınlı bolıwı  bezu teoremasınan ha’m kompleks korenler 

haqqındag’ı teoremadan  βα iz +=  sanı )(xφ  tın’ koreni bolg’an jag’dayda g’ana 

orınlanadı, yag’nıy 

0)()()()( 2 =+−= − zHDBzzPz snmφ .  

Bul ten’likten  0)(2 ≠− zH sn  an’latpasın esapqa alıp, 
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)(

)(

2 zH

zP
DBz

sn−
=+                                          (16) 

ten’ligine iye bolamız. Meyli d
zH

zP
c

zH

zP

sn

m

sn

m ==
−−

}
)(

)(
Im{,}

)(

)(
Re{

22

 bolsın. Onda (16) 

ten’ligin  ,)( idcDiB +=++ βα  tu’rinde jazıw mu’mkin. Endi kompleks sanlardın’ 

ten’ bolıw sha’rtinen paydalanıp,  





=
=+

dB

cDB

β
α ,

 

algebralıq tenlemeler sistemasına iye bolamız. 0≠β  bolg’anlıg’ı ushın bul sistemadan 

DB,  sanları bir ma’nisli anıqlanadı. DB,  sanlarının’ usı tabılg’an ma’nislerinde )(xφ  

ko’p ag’zalısı qpxx ++2  kvadrat u’sh ag’zalısına qaldıqsız bo’linedi. Sonlıqtan, 

haqıyqıy koeffitsientli jalg’ız )(xT  ko’p ag’zalısı bar boladı da 

)()()( 2 xTqpxxx ++=φ                                         (17) 

ten’ligi orınlı boladı. Endi (15) ha’m (17) ten’liklerinen 

)()()( 2 xHDBxxP snm −+= )()( 2 xTqpxx +++  

ten’ligin payda etemiz. Usı ten’liktin’ eki ta’repin   

)()()( 2
2 xHqpxxxQ sn

s
n −++=  

ko’p ag’zalısına bo’lsek, (14) formulasına iye bolamız. (14) formuladag’ı  

)()(

)(

)(

)(

2
12 xHqpxx

xT

xQ

x

sn
s

n −
−++

=φ
 an’latpası durıs bo’lshek, sebebi, eger )(xφ tın’ 

da’rejesin r arqalı belgilesek, onda mr ≤  ha’m 12 +−≤ snr  ten’sizlikleri orınlı boladı, 

al bunnan 1−≤ nr  bolatug’ınlıg’ı kelip shıg’adı. 

Bul da’lillengen lemmanı s ma’rte paydalanıp,  

)(

)(

)()()(

)(

2

*

2
11

12
11

2 xH

xp

qpxx

DxB

qpxx

DxB

qpxx

DxB

xQ

xP

sn
s

ss
s

ss

n

m

−
−

−− +
++

+++
++

++
++

+= K ,        (V)  

ekenligin jaza alamız. Bunda ),1(, sjDB jj =  haqıyqıy sanlar, )(* xp  haqıyqıy 

koeffitsientli ko’p ag’zalı, 
)(

)(

2

*

xH

xp

sn−
 durıs ratsional bo’lshek, )(2 xH sn−  ko’p ag’zalısı 

qpxx ++2  u’sh ag’zalısına qaldıqsız  bo’linbeydi. 
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T e o r e m a .  Eger ),(xPm   )(xQn  berilgen haqıyqıy koeffitsientli ko’p ag’zalılar, 

olardın’ da’rejeleri ushın nm<  ten’sizligi orınlı ha’m )(xQn  ko’p ag’zalısı  

)(xQn = LL 13211 )()()()()( 11
2

3210
βαααα qxpxxxxxxxxxa k

k ++−−−−  

s
ss qxpxqxpx β))(( 2

22
2 ++++L  

tu’rinde ko’beytiwshilergen jiklenetug’ın bolsa, onda 
)(

)(

xQ

xP

n

m  durıs ratsional bo’lshegi 

,
)(

)()()(

)()()()()(
)(

2

)1()1(

2

)()(

11
2

)1(
1

)1(
1

11
2

)(
1

)(
1

)1(

1

)1(

2

)1(
2

1
2

)1(
2

2

)(
2

1

)1(
1

1
1

)1(
2

1

)(
1

1

11

2

2

2

2

1

1

1

1

ss

ss

ss

ss

k

k

k

k

k

k

n

m

qxpx

DxB

qxpx

DxB

qxpx

DxB

qxpx

DxB

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xQ

xP

s

ss

k

k

k

k

++
+++

++
+++

++
++

+
++

++
−

++
−

+
−

++
−

+

+
−

+
−

+
−

++
−

+
−

=

−

−

−

−

−

−

KKK

KKKK

KK

β

ββ

ββ

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

β  

yamasa 

∑ ∑∑ ∑
= == = ++

++
−

=
s

m j
j

mm

j
m

j
m

k

m j
j

m

j
m

n

m
mm

qxpx

DxB

xx

A

xQ

xP

1 1
2

)(

1 1

)(

)()()(

)( βα
,                      (18) 

 tu’rinde a’piwayı bo’lsheklerdin’ qosındısına jiklenedi. Bul jikleniwdin’ koeffitsientleri 

haqıyqıy sanlar bolıp, bir ma’nisli anıqlanadı. 

Da’lilleniwi.   Da’slep  
)(

)(

xQ

xP

n

m  bo’lsheginen 
p

p

xx

A

)( 1

1

−
, bunda 1,,2,1 αL=p , 

tu’rindegi a’piwayı bo’lsheklerdi  ajıratamız. Bul 1-lemmanı paydalanıw arqalı 

orınlanatug’ınlıg’ı bizge belgili. Keyin 1-lemma  qaytadan 
)(

)(

xG

xp

kn−
 durıs ratsional 

bo’lshegine qollanıladı (formula (A)). 1-lemmanı izbe-iz paydalanıw protsesi )(xQn  

ko’p ag’zalısının’ barlıq haqıyqıy korenlerine sa’ykes keletug’ın a’piwayı bo’lsheklerdi 

ajıratıp bolg’ansha dawam ettiriledi. Na’tiyjede 
)(

)(

xQ

xP

n

m  bo’lshegi  

)(

)(

xQ

xP

n

m = ,
)(

)(
)(1 1

)(

∑ ∑
= −=

+
−

k

m tnj m

j
m

xQ

xp

xx

Amα
                         (19) 
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Bunda 
)(

)(
,

1 xQ

xp
nt

tn

k

m
m

−=
∑−= α  durıs bo’lshek ha’m )(xQ tn−  ko’p ag’zalısı 

haqıyqıy korenge iye emes. Endi  )(xQn  tın’ kompleks tu’yinles korenlerinin’ ha’r bir 

jubına 2-lemmanı (formula (V)) paydalanıp, 

∑ ∑
= =− ++

+=
s

m j
j

j
m

j
m

kn

m

qpxx

DXB

xG

xp

1 1
2

)()(

)()(
)( β

                          (20) 

ten’ligine iye bolamız. (19) ha’m (20) formulalardan durıs ratsional bo’lshekti a’piwayı 

bo’lshekler qosındısı arqalı an’latıw  imkanın beretug’ın (18) formulasına iye bolamız. 

A’dette (18) formulanın’ on’ ta’repindegi )()()( ,, j
m

j
m

j
m DBA  koeffitsientlerin tabıw 

ushın ten’liktin’ on’ ta’repindegi a’piwayı bo’lshekler ulıwma bo’limge keltiredi,  onda   

(18) ten’lik 
)(

)(

)(

)(

xQ

xR

xQ

xP

nn

m =  tu’rinde jazıladı. Bunnan )()( xRxPm =  ten’ligi kelip 

shıg’adı. Mine usı ten’liktegi )(),( xRxPm  ko’pag’zalarındag’ı x  tın’ birdey 

da’rejelerinin’ aldındag’ı koeffitsientlerin ten’lestirip,  )()()( ,, j
m

j
m

j
m DBA  koeffitsientlerine 

baylanıslı algebralıq ten’lemelerdin’ sızıqlı sistemasına iye bolamız. Bul algebralıq 

ten’lemelerdin’ sızıqlı sisteması birden bir sheshimge iye boladı (joqarıda da’lillengen 

son’g’ı teoremag’a qaran’). 

M ı s a l. 
( )( )22

2

12

1322

+−

++

xx

xx  durıs ratsional bo’lshegin a’piwayı bo’lsheklerdin’ 

qosındısı ko’rinisinde jazın’. 

Sheshiliwi. Joqarıdag’ı teoremadan bul ratsional bo’lshek to’mendegi ko’riniste 

a’piwayı bo’lsheklerdin’ qosındısı ko’rinisinde jazıladı: 

( )( ) ( )22222

2

11212

1322

+

++
+
++

−
=

+−

++

x

EDx

x

CBx

x

A

xx

xx . 

Bul ten’liktegi belgisiz EDCBA ,,,,  koeffitsientlerin to’mendegi qatnastan 

anıqlaymız: 

( ) ( )( )( ) ( )( )22111322 2222 −++−++++=++ xEDxxxCBxxAxx . 

x -tin’ birdey da’rejeleri aldındag’ı koeffitsientlerdi ten’lestirip  
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,1322

,222

,222

,02

,0

0

1

2

3

4

=−−
=+−+−

=+−+
=+−

=+

ECA

EDCB

DCBA

CB

BA

x

x

x

x

x

 

sızıqlı ten’lemeler sistemasına iye bolamız. Bul sistemanı sheship  

4,3,2,1,1 −=−=−=−== EDCBA  

ma’nislerin tabamız.  

Demek,  

( )( ) ( )22222

2

1

43

1

2

2

1

12

1322

+

+−
+

+−
−

=
+−

++

x

x

x

x

xxx

xx  

boladı. 

 

S h ı n ı g ’ ı w l a r  

Berilgen ratsional bo’lsheklerdi a’piwayı bo’lsheklerdin’ qosındısı 

 ko’rinisinde jazın’ 

1. ( )( )121 ++ xx

x
. 2. 

232 2 −− xx

x
. 

3. ( )( )( )431
91412 2

−+−
−+
xxx

xx
. 4. 

xxx 376

1
23 −−

. 

5. 
xx

xx

4

8
3

45

−
−+

. 6. 
xx

x

−
−

3

3

4

1
. 

7. 
( )
( )12

23
2

2

++
+−
xxx

xx
. 8. 

xx

x 1

1

2
2









−
+

. 

9. 
485 23

2

+++ xxx

x
. 10. 2−

+
xx

x
3

3 1
. 

11. 
( ) ( )22

2

42 ++ xx

x
. 12. 

( ) ( )52

796
3

23

−−
++−

xx

xxx
. 

13. 
4

1

1








+
−

x

x
. 14. 

( )23

23

2

42

−
+−

xx

xx
. 

15. ( )1

1
2 +xx

. 16. 31

1

x+
. 

17. 
( )

1

1
23

4

−+−
+

xxx

x
. 18. 

( )
( )( )521

332
2

2

+−−
−−
xxx

xx
. 
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19. ( )( )xxx ++ 22 1

1
. 20. 

( ) ( )11

1
22 ++ xx

. 

21. 
( )

( ) ( )11

33
23

2

+−
++

xx

xx
. 22. 234

35

22

442

xxx

xxx

++
+++

. 

23. ( )22

3

2

1

+

−+

x

xx
. 24. ( ) ( )222 14

1

xxx ++
. 

25. 
( )

( )22

2

136

125

+−

−

xx

x
. 26. 

( )
( )32

4

22

1

++

+

xx

x
. 

27. ( )32 9

1

+x
. 28. 

( )( )3211

2

xx

x

++
. 

29. ( )421

1

x+
. 30. ( )24

9

1−x

x
. 

 

6 .  R a t s i o n a l  f u n k t s i y a l a r d ı  i n t e g r a l l a w  

 

Pu’tin ratsional funktsiya dep 

n
nn axaxaxf +++= −

K
1

10)(  

ko’rinisindegi funktsiyag’a aytıladı. Bul funktsiyanı anıq emes integralın esaplaw 

integraldın’ sızıqlılıq qa’siyetinen paydalanıw arqalı a’melge asırıladı,   yag’nıy: 

Cxax
n

a
x

n

a

dxadxxadxxadxaxaxadxxf

n
nn

n
nn

n
nn

++++
+

=

=+++=+++=

+

−−
∫∫ ∫∫ ∫

K

KK

110

1
10

1
10

1

)()(
 

boladı. 

Eger 
)(

)(

x

xf

ϕ
 tu’rindegi ratsional funktsiya berilse, onda tikkeley  integrallawdı 

orınlaw  ko’pshilik jag’daylarda mu’mkin emes. 

Eger )(xf  ko’p ag’zalının’ da’rejesi )(xϕ  ko’p ag’zalının’ da’rejesinen kishi 

bolmasa, onda )(xf tı )(xϕ  qa mu’yesh arqalı bo’lip, berilgen ratsional funktsiyanı 

)(
)(

)(
)(
)(

x

xh
x

x

xf

ϕ
ψ

ϕ
+= , 

ko’rinisine  alıp keliw mu’mkin. 
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Bunda )(xψ  ko’p ag’zalısı )(xf  tı )(xϕ  qa bo’liwdegi tiyindi, al )(xh  bolsa, 

)(xf  tı )(xϕ  qa bo’liwdegi qaldıq  ha’m onın’ da’rejesi )(xϕ  tin’ da’rejesinen kishi,  

yag’nıy  
)(

)(

x

xh

ϕ
  durıs bo’lshek.  

Demek, bo’lshek ratsional funktsiyalardın’ integralın esaplawdı u’yreniw ushın 

durıs bo’lshekti integrallaw haqqındag’ı ma’selenin’ sheshiw usılların jaqsı o’zlestiriw 

jetkilikli boladı. Solay etip, endi  durıs bo’lshekti integrallaw ma’selesin qarastıramız. 

Meyli ∫ dx
xQ

xP

n

m

)(

)(
 integralın esaplaw talap etilsin. Bunda 

)(

)(

xQ

xP

n

m  durıs 

qısqartılmaytug’ın bo’lshek, yag’nıy nm< . Bul bo’lshek 5-paragraftag’ı (18) 

formulag’a sa’ykes 

( )
( ) ( ) ( )2n     

x

NMx
 ,

x

NMx
 ,2k    ,

22
≥

++

+
++

+≥
−− nk

qpxqpxax

A

ax

A ,            (1) 

tu’rindegi a’piwayı bo’lsheklerinin’ qosındısına jiklenedi. 

Bunda, `,,,,, qpaANM -haqıyqıy sanlar bolıp, qpxx ++2  ko’p ag’zalısı 

haqıyqıy korenlerge iye emes, yag’nıy  

0
4

2

<− q
p . 

Demek, eger (1) formulada keltirilgen a’piwayı bo’lsheklerdi integrallaw ma’selesi 

tolıq u’yrenilgen bolsa, onda  
)(

)(

xQ

xP

n

m  durıs ratsional bo’lsheginin’ integralın esaplaw 

ma’selesi sheshilgen boladı. Endi usı bo’lsheklerdi integrallaw haqqındag’ı ma’seleni 

ko’rip o’temiz. 

I. 
ax

A

−
 bo’lshegin integrallaw. 

.||ln)ln(∫ ∫ +−=−=
−

CaxAaxdAdx
ax

A   

II.   
( )kax

A

−
, bunda    2≥k , bo’lshegin integrallaw. 

x∈ ( )a,∞− ∪ ( )+∞,a  ma’nisleri ushın  

( )
( ) ( )

( )( )
C

axk

A
axdaxAdx

ax

A
k

k
k

+
−−

=−−=
− −

−
∫∫ 11

     (2) 
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III.  
qpxx

NMx

++
+

2
 bo’lshegi berilsin. 

Bul bo’lshektin’ bo’limin to’mendegishe tu’rlendiremiz 

.0
4

     ,
42

442
2

222

22
22

>







−








−+







 +=

=







−+








+⋅⋅+=++

p
q

p
q

p
x

p
q

p
x

p
xqpxx

 

Endi  2
2

4
b

p
q =−  belgilewin ha’m  

2

p
xt += ⇒  dtdx =  tu’rinde o’zgeriwshilerdi 

almastırıw  orınlansa,  onda 

222 btqpxx +=++ ,   






 −+=+
2

Mp
NMtNMx    

boladı. Demek, 

=
++

+
∫ dx

qpxx

NMx
2 =

+







 −+
+

=
+








 −+

∫∫∫ 222222 2

2

2
2

bt

dtMp
N

bt

tdtM
dt

bt

Mp
NMt

 

( )

( ) C
pq

px
arctg

pq

MpN
qpxx

M

C
b

t
arctg

Mp
N

b
bt

M

+
−
+

−
−+++=

=+






 −++=

22

2

22

4

2

4

2
ln

2

2

1
ln

2

 

boladı. 

IV.  ( )nqpxx

NMx

++

+
2

,  )2( >n  bo’lshegin integrallaw. 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )∫∫

∫∫∫

+







 −+
+−

=
+








 −+

+
+

=
+








 −+
=

++

+

− nnn

nnn

bt

dtMp
N

btn

M

bt

dtMp
N

bt

tdtM
dt

bt

Mp
NMt

dx
qpxx

NMx

2212222

22222

2122

2
2

2
           (3) 

Solay etip, IV-tipindegi a’piwayı bo’lshekti integrallaw  

( )∫
+

=
nn

bt

dt
J

22
,    ,Nn∈                                          (4) 

tu’rindegi integraldı esaplawg’a alıp kelindi. Bul integraldı bo’leklep integrallaw usılı 

ja’rdeminde esaplaw mu’mkin. Usı maqsette, 
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nbt
u

)(

1
22 +

=    ⇒    ;
)(

2
122 ++

−=
nbt

nt
du    dtdv =  ⇒   tv =  

belgilewlerin kiritip, bo’leklep integrallaw formulası tiykarında 

,
)(

2
)( 122

2

22
dt

bt

t
n

bt

t
J

nnn ∫ ++
+

+
=  

bolatug’ınlıg’ın ko’remiz. Bunda 

dt
bt

t
n∫ ++ 122

2

)(
= dt

bt

bbt
n∫ ++

−+
122

222

)(
= dt

bt
bdt

bt nn ∫∫ ++
−

+ 122
2

22 )(

1

)(

1 =

1
2

+− nn JbJ . 

Demek,  

1
2

22
22

)(
+−+

+
= nnnn JnbnJ

bt

t
J , 

bunnan  

.
2

12

)(2 22221 nnn J
nb

n

btnb

t
J

−+
+

=+                                    (5) 

(4) formulada 1=n  bolsa, C
b

t
arctg

bbt

dt
J +=

+
= ∫

1
221

 boladı. Onda (5) formuladan  

C
b

t
arctg

bbtb

t

bt

dt
J ++

+
=

+
= ∫ 32222222

2

1

)(2)(
 

bolatug’ınlıg’ı kelip shıg’adı. (5) rekkurent formulanı  izbe-iz qayta qollanıw 

na’tiyjesinde (4) integraldı 

( ) ( ) ∫ +
+

+
++

+
+

+
= −− 2222222122 bt

dt
K

bt

Ht

bt

Bt

bt

At
J

nnn K ,          (6) 

tu’rine keltiriwge boladı, bunda KHBA ,,,, L  haqıyqıy sanlar.  

L,3,2=n ma’nislerine sa’ykes keliwshi (4) integraldın’ ma’nisleri  (5) formuladan 

rekurrent esaplanadı. Solay etip, ha’r qanday ratsional bo’lshektin’  integralın esaplaw 

na’tiyjesinde ko’p ag’zalı (ratsional bo’lshek durıs bolmag’an jag’dayda), ratsional 

funktsiyalar, logarifmlik funktsiyalar ha’m arktangenslerdin’ sızıqlı kombinatsiyasına 

iye bolamız.    

Ratsional funktsiyalardı a’piwayı bo’lsheklerdin’ qosındısına jiklew arqalı 

integrallaw usılı ba’rqulla tolıq na’tiyje beredi. Biraq, bul usıldan paydalanıw 
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protsesinde 
)(

)(

xQ

xP

n

m  ratsional bo’lshegin a’piwayı bo’lsheklerdin’ qosındısına jiklew 

ushın )(xQn  ko’p ag’zalısının’  korenlerin tabıwg’a, yag’nıy 0)( =xQn  tu’rindegi 

algebralıq ten’lemeni sheshiwge ma’jbu’r bolamız. n N∈  jetkilikli u’lken bolg’an 

jag’daylarda bul ten’lemeni sheshiw an’sat bolmaydı.  Mine usı jag’day bul integrallaw 

usılının’ tiykarg’ı kemshiligi bolıp tabıladı. 

Degen menen qa’legen ratsional bo’lshektin’ a’piwayı bo’lsheklerge jikleniwinin’ 

o’zine say ta’repinen qarasaq, qa’legen ratsional funktsiyanın’ integralı bar ha’m ol 

integral a’piwayı funktsiyalar (ratsional funktsiya, logarifm ha’m arktangens) arqalı 

g’ana an’latıladı degen juwmaqqa kelemiz. Ratsional funktsiyalardan basqa elementar 

funktsiyalardın’ ishinde integralları elementar funktsiyalar arqalı an’latılmaytug’ınları 

ju’da’ ko’p. Mısalı a’meliyatta jiyi ushırasatug’ın 

         ∫ x

dx

ln
 -integrallıq logarifm, 

       ∫ dx
x

xsin - integrallıq sinus,        

          ∫ dx
x

xcos -integrallıq kosinus, 

( )∫ dxx 2sin  ha’m   ( )∫ dxx 2cos  -Frenel  integralları, 

      ∫
− dxe x2

-Puasson integralı, 

turindegi integrallar ha’m basqa da ko’plegen integrallardın’ elementar funktsiyalar 

arqalı an’latılmaytug’ınlıg’ı burınnan da’lillengen. Bunday integrallardı 

«integrallanbaytug’ın», «aqırına shekem an’latılmaytug’ın» integrallar dep ataydı. 

Ratsional bo’lsheklerdi integrallawg’a bir neshe mısallar keltiremiz. 

M ı s a l l a r. 

1) ∫ − xx

dx

22
    integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. İntegral astındag’ı funktsiyanı a’piwayı bo’lsheklerdin’ qosındısı 

tu’rinde an’latamız, yag’nıy 

( ) 22
1

2

1
2 −

+=
−

=
− x

B

x

A

xxxx
. 
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Ten’liktin’ on’ ta’repin ulıwma bolimge keltirip ha’m eki bo’lshektin’ ten’ bolıwı 

sha’rtinen paydalansaq, 

( ) BxxA +−= 21  

ten’ligine iye bolamız. Endi eki ko’p ag’zalı bir-birine ten’ bolıwı ushın o’zgeriwshi x  

tin’ birdey da’rejeleri aldındag’ı koeffitsientler ten’ bolıwı tiyis ekenligin esapqa alıp, A 

ha’m B  tu’raqlılarına baylanıslı 

12

0

=−
=+

A

BA
 

tu’rindegi algebralıq ten’lemelerdin’ sızıqlı sistemasına iye bolamız. Usı sistemanı 

sheship, 
2

1
 B,

2

1 =−=A  bolatug’ınlıg’ın ko’remiz. Demek, 

.
2

ln2ln
2

1
ln

2

1

22

11

2

1

222

C
x

x
Cxx

x

dx
dx

x
dx

x

B
dx

x

A

xx

dx

+−=+−+−=

=
−

+−=
−

+=
− ∫ ∫ ∫∫∫

 

2) ∫ −
−

dx
xx

x
3

3
    integralın esaplan’. 

Sheshiliwi.  

( )( ) 1111
33

3 +
+

−
+=

+−
−=

−
−

x

D

x

B

x

A

xxx

x

xx

x . 

Bunnan: 

( ) ( ) ( )1113 2 −+++−=− xDxxBxxAx . 

x -tin’ birdey da’rejeleri aldındag’ı koeffitsientlerin ten’lestirsek, to’mendegi 

ten’lemeler kelip shıg’adı: 

0=++ DBA , 

1=− DB , 

3−=− A . 

Bul ten’lemelerdi sheship 2,1,3 −=−== DBA  ma’nislerine iye bolamız.   

Bul belgisiz koeffitsientlerdi to’mendegi on’ay usıl menen tabıwg’a boladı: 

a) 0=x  dep alsaq, A−=− 3 , yag’nıy 3=A  bolsa,  

b) 1=x  dep alsaq, B22 =− , yag’nıy 1−=B , 

v) 1−=x  dep alg’anda, D24 =−  bolıp, bunnan 2−=D  kelip shıg’adı. 
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Demek berilgen bo’lshek 

1
2

1
133

3 +
−

−
−=

−
−

xxxxx

x  

ko’rinisine keledi. 

Bunnan 

−−−=
+

−
−

−=
−
−

∫∫∫∫ 1lnln3
1

2
1

1
3

3
3 xx

x

dx

x

dx
dx

x
dx

xx

x  

( )( )
C

xx

x
Cx +

+−
=++− 2

3

11
ln1ln2  

boladı. 

3) ∫ +++
+

`
33

23
234 dx

xxxx

x  integralın esaplan’. 

Sheshiliwi.  

( ) ( ) ( )
;

1111

23

33

23 4
2

3
3

21
3234 +

+
+

+
+

+=
+
+=

+++
+

x

A

x

A

x

A

x

A

xx

x

xxxx

x  

( ) ( ) +++++=+ 2
431

3
41 2323 xAAAxAAx  

( ) 143213 AxAAAA +++++ . 

Bunnan:  

,041 =+ AA  

023 431 =++ AAA , 

33 4321 =+++ AAAA , 

21 =A . 

Bul ten’lemeler sistemasın sheship, 

2,2,1,2 4321 −=−=== AAAA  

ma’nislerine iye bolamız. Onda: 

( ) ( )
=

+
−

+
−

+
+=

+++
+

∫∫∫∫∫ 1
2

1
2

1
2

33

23
23234 x

dx

x

dx

x

dx

x

dx
dx

xxxx

x  

( )
=++−

+
+

+
−= Cx

xx
x 1ln2

1

2

12

1
ln2 2

 

( ) ( )
C

x

x

x

x +
+

+
+
+= 2

2

2 1
ln

12

34 . 
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4)   ∫ + 1

4
4x

dx
 integralın esaplan’. 

Sheshiliwi.  

( ) ( ) ( )

( )( ) 12121212

4

21

4

212

4

1

4

2
22

2
11

22

2222244

+−
++

++
+=

+−++
=

=
−+

=
−++

=
+

xx

NxM

xx

NxM

xxxx

xxxxxx . 

Bunnan ten’liktin’ on’ ta’repin ulıwma bo’limge keltirgennen son’, bo’lsheklerdin’ 

alımların ten’lestirip, 

( ) ( )
( ) 4)22(

22

212211

2
2211

3
21

=+++++−+

+++−++

NNxNMNM

xMNMNxMM  

ten’lemesine iye bolamız. Endi x  tın’ birdey da’rejeleri aldındag’ı koeffitsientlerdi 

salıstırıw na’tiyjesinde 

.0

02)(

02)(

4

21

1221

1221

21

=+
=−++

=−++

=+

MM

MMNN

NNMM

NN

 

tu’rindegi algebralıq ten’lemelerdin’ sızıqlı sistemasın payda etemiz. Bul sistemanın’ 

sheshimin tawıp, 2,
2

2
,2,

2

2
2211 =−=== NMNM  ma’nislerine iye bolamız. 

Sonlıqtan: 

( )
∫∫ ∫∫ −

++
++=

+−

+−
+

++

+
=

+
dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x

x

dx

12

222

2

1

12

2
2

2

12

2
2

2

1

4
2224

 

( ) ( )
∫∫∫ +

+







+

+
++
++==

+−
−−−

2
1

2
212

12

2

1

12

222

2

1
22

2

2

x

dx
dx

xx

xxd
dx

xx

x  

( ) =

+







−

++
++
+++ ∫∫

2
1

2
212

12

2

1
22

2

x

dx
dx

xx

xxd  
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.)]12(

)12([2
12

12
ln

2

1

2

1
2
2

2

1
1

2

1
2
2

2

1
1

12ln
2

1
12ln

2

1

2

2

22

Cxarctg

xarctg
xx

xx
C

x
arctg

x
arctgxxxx

+−+

+++
+−
++=+

−
+

+
+

++−−++=

 

Endi  )12( += xarctgy ,  )12( −= xarctgz  belgilewin kiritsek, 

12 += xtgy ,  12 −= xtgz  boladı. Al, 
21

2

)12)(12(1

1212

1
)(

x

x

xx

xx

tgytgx

tgztgy
zytg

−
=

−+−
−++=

−
+=+ , 

onda 
21

2

x

x
arctgzy

−
=+ , yag’nıy 21

2
)12()12(

x

x
arctgxarctgxarctg

−
=−++ . 

Demek,    С
x

x
arctg

xx

xx

x

dx +
−

+
+−
++=

+∫ 22

2

4 1

2
2

12

12
ln

2

1

1

4 . 

5)    dx
xxxx

xxxx
∫ ++++

+++
36603710 2468

357

 integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. ( ) ( )22222468 3236603710 ++=++++ xxxxxx . 

Sonlıqtan:  

( ) ( ) ( ) +
+

+=
++

+++=
++++

+++
22

11
2222

357

2468

357

23236603710 x

NxM

xx

xxxx

xxxx

xxxx  

( ) 332 2
44

22

33
2

22

+
++

+

++
+
++

x

NxM

x

NxM

x

NxM   boladı. 

Bunnan: 

( )( ) +++=+++
22

11
357 3xNxMxxxx  

( )( )( ) ( )( ) ++++++++
22

33

222
22 232 xNxMxxNxM  

( )( )( ) ( ) ( ) ++++=++++ 6
42

7
42

222
44 23 xNNxMMxxNxM  

( ) ( ) +++++++++ 4
4321

5
4321 7878 xNNNNxMMMM  

( ) ( ) +++++++++ 2
4321

3
4321 164216164216 xNNNNxMMMM  

( ) ( )43214321 124189124189 NNNNxMMMM ++++++++ . 

Bul ten’liktegi x -tin’ birdey da’rejeleri aldındag’ı koeffitsientlerdi ten’lestirgende 

kelip shıg’atug’ın ten’lemeler sistemasın sheshkende, 
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0,18,20,19,5 43214321 ====−=−==−= NNNNMMMM  

kelip shıg’adı. 

Demek,  

( ) ( ) +
+

−+
+

+
+

−=
++++

+++
∫∫∫∫ dx

x

x

x

xdx

x

xdx
dx

xxxx

xxxx
222222468

357

3

20

2

19

2

5

36603710
 

( ) ( ) ( ) −
+
++++−=

+
−+ ∫∫∫

−

2

2

2

19
22

2

5

3

18
2

2
222

2 x

xd
xdxdx

x

x  

( ) ( ) ( )
( ) ( )+++

+
=

+
+−++− ∫∫

−
2ln

2

19

22

5

3

3
93310 2

22

2
222 x

xx

xd
xdx  

( ) ( )
( )
( ) C
x

x

xx
Cx

x
+

+

+
+

+
+

+
=++−

+
+

92

102

22
2

2
2

2
ln

3

10

22

5
3ln9

3

10 . 

 

S h ı n ı g ’ ı w l a r  

To’mendegi berilgen integrallardı esaplan’ 

1. ( )( )∫ ++ 121 xx

xdx
. 2. ∫ −− 232 2 xx

xdx
. 

3. ( )( )( )∫ −+−
−+

dx
xxx

xx

431

91412 2

. 4. ∫ −− xxx

dx

376 23
. 

5. dx
xx

xx
∫ −

−+
4

8
3

45

. 6. ∫ −
−

dx
xx

x
3

3

4

1
. 

7. 
( )

( )∫ ++
+−

12

23
2

2

xxx

dxxx
. 8. ∫ 









−
+

x

dx

x

x
2

1

2
. 

9. ∫ +++ 485 23

2

xxx

dxx
. 10. ∫ 2−

+
dx

xx

x
3

3 1
. 

11. 
( ) ( )∫ ++ 22

2

42 xx

dxx
. 12. 

( ) ( )∫ −−
++−

dx
xx

xxx

52

796
3

23

. 

13. dx
x

x
∫ 









+
− 4

1

1

8

1
. 14. 

( )∫ −
+−

dx
xx

xx
23

23

2

42
. 

15. ( )∫ +12xx

dx
. 16. ∫ + 31 x

dx
. 

17. 
( )

∫ −+−
+

1

1
23

4

xxx

dxx
. 18. 

( )
( )( )∫ +−−

−−
521

332
2

2

xxx

dxxx
. 
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19. ( )( )∫ ++ xxx

dx
22 1

. 20. 
( ) ( )∫ ++ 11 22 xx

dx
. 

21. 
( )
( ) ( )∫ +−

++
11

33
23

2

xx

dxxx
. 22. dx

xxx

xxx
∫ ++

+++
234

35

22

442
. 

23. ( )∫
+

−+
dx

x

xx
22

3

2

1
. 24. ( ) ( )∫

++ 222 14 xxx

dx
. 

25. 
( )

( )∫
+−

−
22

2

136

125

xx

dxx
. 26. 

( )
( )∫

++

+
32

4

22

1

xx

dxx
. 

27. ( )∫
+

32 9x

dx
. 28. 

( )( )∫
++

3211

2

xx

xdx
. 

29. ( )∫
+

421 x

dx
. 30. ( )∫

−
24

9

1x

dxx
. 

 

7 .  O s t r o g r a d s k i y  u s ı l ı  
 

Ostrogradskiy durıs ratsional bo’lshektin’ anıq emes integralın esaplaw protsesin 

a’piwaylastırıw maqsetinde matematikag’a o’zinin’ integrallaw usılın kiritken. Bul usıl 

integraldın’ ratsional bo’legin algebralıq jol menen ajıratıp alıwg’a mumkinshilik 

jaratadı. 

Meyli, 

( )
( )

( )
( ) ( ) LLL

sk
n

m

qpxxax

xP

xQ

xP

++−
=

2
                                          (1) 

tu’rindegi durıs ratsional funktsiyanı integrallaw ma’selesi qoyılg’an bolsın. Bul 

funktsiyanın’ integralın esaplaw a’piwayı bo’lsheklerdin’ integralların esaplaw 

ma’selesine alıp keletug’ınlıg’ı ma’lim. Eger 
)(

)(

xQ

xP

n

m  durıs bo’lshegin a’piwayı 

bo’lshekler qosındısına jikleniwde  

( ) ( )  
x

NMx
 ,

x

NMx
,   ,

22 nk
qpxqpxax

A

ax

A

++

+
++

+
−−

                            (2) 
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tu’rindegi bo’lshekler ushırasatug’ın bolsa, onda sa’ykes onın’ integralı 

 

∫

∫

∫

∫

++−
+

++−
=

=
++

+
++

Φ+

+
++

++
−−

+−=

=








++
++

++
++

−
+

−

−−

−

−

))((

)(

)()(

)(

)(

)(

))(1(
ln

)()(

2121

212

21

22

qpxxax

dxx

qpxxax

x

qpxx

dx
L

qpxx

x

dx
qpxx

NMx

axk

A
ax

dx
qpxx

NMx

qpxx

NMx

ax

A

ax

A

nk

n

k

nk

ψϕ

                         (3) 

ko’rinisine keledi. (2) formuladag’ı 

121 )()(

)(
−− ++− nk qpxxax

xϕ   ,
))((

)(
2 qpxxax

x

++−
ψ  

durıs ratsional bo’lshekler bolıp esaplanadı. 

Berilgen funktsiyanın’ (1) tu’rindegi jikleniwinde (2) bo’lsheklerden koffitsientleri 

g’ana o’zgeshe  bolg’an, basqa da a’piwayı bo’lshekler kiriwi mu’mkin. Aqırında, sol 

formulalardın’ ba’rin biriktirsek, to’mendegi  formula kelip shıg’adı 

∫∫ += .
)(

)(

)(

)(

)(

)(

2

2

1

1 dx
xQ

xP

xQ

xP
dx

xQ

xP                                               (4) 

Bunda  
)(
)(

1

1

xQ

xP  penen 
)(
)(

2

2

xQ

xP  -durıs ratsional bo’lshekler, sonın’ menen birge 

)....)...(...()(

...,)...()...()(
2

2

121
1

qpxxaxxQ

qpxxaxxQ nk

++−=

++−= −−

 

Bul (4) ten’lik O s t r o g r a d s k i y    f o r m u l a s ı  dep ataladı. 

Ostrogradskiy formulasının’ qolaylılıg’ı ratsional bo’lshek 
)(

)(

xQ

xP -tin’ integralının’ 

ratsional bo’legi 
)(

)(

1

1

xQ

xP -ti tawıp alıwg’a mu’mkinshilik beredi. Sol sebepli 
)(

)(

xQ

xP  

bo’lshegin integrallaw ma’selesi an’sat integrallanatug’ın I ha’m III tiptegi a’piwayı 

bo’lsheklerge jiklenetug’ın ratsional 
)(
)(

2

2

xQ

xP  bo’lshegin integrallaw arqalı sheshiledi.  

Endi Ostrogradskiy formulasındag’ı 
)(

)(

1

1

xQ

xP  penen 
)(
)(

2

2

xQ

xP  -durıs ratsional 

bo’lsheklerin qalay anıqlaw kerekligin keltirip o’temiz. 
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 Berilgen (1) bo’lshektin’ bo’limi ( )xQ -ti sızıqlı ko’beytiwshiler menen kvadratlıq 

ko’beytiwshilerge jiklew kerek. Sonda ( )xQ2  ko’p ag’zalısında bul ko’beytiwshilerdin’ 

barlıg’ı birinshi da’reje menen qatnasadı. 

( ) ( ) ( )xQxQxQ 21
′=                                             (5) 

bolg’anlıqtan ko’p ag’zalı ( )xQ -tin’ ishindegi ko’p ag’zalı ( )xQ2 -ke kirmey qalg’an 

ko’beytiwshilerdin’ barlıg’ı ko’p ag’zalı ( )xQ1 -tin’ ishine kiredi. ( )xQ1  penen ( )xQ2 -ti 

berilgen ( )xQ  ko’p ag’zalını ko’beytiwshilerge jiklemey de tabıwg’a boladı. ( )xQ  ko’p 

ag’zalısına ko’beytiwshilerdin’ barlıg’ı onın’ tuwındısı ( )xQ′  ko’p ag’zalısına da’reje 

ko’rsetkishleri birlikke g’ana kemeyip kiretug’ın bolg’anlıqtan  ( )xQ1  ko’p ag’zalılar 

( )xQ  penen ( )xQ′ -tin’ en’ ulken ulıwma bo’liwshisi bolıp, algebrada qarastırılatug’ın 

izbe-iz bo’liw usılı boyınsha tabıladı. Bunnan keyin, (5) ten’likten ( )xQ2  tabıladı. Endi 

(4) formuladag’ı bo’lsheklerdin’ alımları ( )xP1  penen ( )xP2 -ti tabıw ushın anıq emes 

koeffitsientler usılınan paydalanamız.  

Eger ( )xQ1 -tin’ da’rejesin 1n , ( )xQ2 -tin’ da’rejesin 2n  dep belgilesek 

( )nnn =+ 21 , ( )xP1  penen ( )xP2 -tin’ sa’ykes da’rejeleri dep 11 −n  menen 12 −n  

sanların alamız. Al ( )xP1  penen ( )xP2  ko’p ag’zalılarının’ anıq emes koeffitsientlerin 

ha’ripler menen belgileymiz. Bunday anıq emes koeffitsientler sanı n -ge ten’ boladı.  

(4) formulanı differentsiallasaq, 

2

2

1

1

Q

P

Q

P

Q

P +
′









=  

yamasa 

21

12
1

21
121

2

2
2

1

1111

QQ

QP
Q

QQ
PQP

Q

P

Q

QPQP

Q

P
+

′
−′

=+
′−′

=                      (6) 

kelip shıg’adı.  

( )xQ1  ko’p ag’zalısındag’ı ha’r bir ko’beytiwshi ( )xQ ′
1  ko’p ag’zalısına da’reje 

ko’rsetkishi birge kemip, al sol ko’beytkishler ( )xQ2  ko’p ag’zalısına birinshi da’rejede 

kiretug’ın bolg’anlıqtan 21 QQ ′  ko’beymesi ( )xQ1 -ke bo’linedi. Onda ko’beyme 21 QQ ′ -

ti 
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HQQQ 121 =′                                                      (7) 

ko’rinisinde jazamız, sonın’ menen birge ( )xH  ko’p ag’zalısının’ da’rejesi 12 −n -ge 

ten’ boladı. Onda (6) formula to’mendegishe boladı: 

2121

12121

QQ

T

QQ

QPHPQP

Q

P =+−′
= .                               (8) 

Bunda 
12121 QPHPQPT +−′=   1−n  da’rejeli ko’p ag’zalı ha’m onın’ 

koeffitsientleri 1P  menen 2P  ko’p ag’zalılarının’ anıq emes koeffitsientlerinin’ sızıqlı 

kombinatsiyası boladı.  

(8) formuladan 

( ) ( )xPxT =                                                     (9) 

ten’be-ten’ligi kelip shıg’adı. 

Demek, ( )xP1  penen ( )xP2  ko’p ag’zalılarının’ anıqlanbag’an n  koeffitsientlerin 

tabıw ushın (9) ten’liktin’ shep ta’repi menen on’ ta’repindegi x -tin’ birdey 

da’rejelerinin’ aldındag’ı koeffitsientlerin ten’lestiriw arqalı n  sızıqlı ten’lemeler 

sistemasın du’zemiz. Demek berilgen funktsiya Ostrogradskiy formulası boyınsha 

jiklenetug’ının da’lilledik.  

M ı s a l. Ostrogradskiy formulasınan paydalanıp  

( ) dx
x

xx
∫

+

−+
22

3

2

1  

integralın essaplan’. 

Sheshiliwi. Bunda ( ) ( )22 2+= xxQ . Onda: 

( ) 22
2 += xxQ  ha’m ( ) 22

1 += xxQ . Sonlıqtan: ( ) ( ) EDxxPBAxxP +=+= 21 ,  

dep belgileymiz. Bul jag’day ushın Ostrogradskiy formulası to’mendegishe boladı: 

( ) dx
x

EDx

x

BAx
dx

x

xx
∫∫ +

++
+
+=

+

−+
222

1
2222

3

. 

Bul ten’liktin’ eki ta’repin differentsiallasaq 

( )
( ) ( )

( ) 22

22

2

1
222

2

22

3

+
++

+

+−+=
+

−+
x

EDx

x

BAxxxA

x

xx  

ten’ligine iye bolamız. Bunnan: 
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( ) ( ) ( )( )2221 223 ++++−+=−+ xEDxBAxxxAxx . 

Bul ten’liktin’ eki ta’repindegi x -tin’ birdey da’rejelerinin’ aldındag’ı 

koeffitsientlerin salıstırıp, EDBA ,,,  koeffitsientlerine baylanıslı algebralıq 

ten’lemelerdin’ sızıqlı  

 

sistemasına iye bolamız. Bul sistemadan 

4

1
,1,

2

1
,

4

1 −==== EDBA  

ma’nisleri kelip shıg’adı. Onda,  

( ) ( ) ( )
( ) =

+
−

+
++

+
+=

+
−+

+
+=

+
−+

∫∫∫∫ 24

1

2

2

2

1

24

2

2

14

4

1

24

2

2

1
22

2

22222

3

x

dx

x

xd

x

x
dx

x

x

x

x
dx

x

xx  

( ) ( ) C
x

arctgx
x

x +−++
+

+=
224

1
2ln

2

1

24

2 2

2

 

boladı. 

S h ı n ı g ’ ı w l a r  
 

Ostrogradskiy formulasınan paydalanıp to’mendegi integrallardı esaplan’ 

1. 
( )( )∫

++

+
dx

xx

x
22

3

11

3
. 2. ( )∫

+
23 1x

dx
. 

3. 
( ) ( )∫

+−

−
dx

xx

xx
222

2

11

84
. 4. 

( ) ( ) dx
xx

xxxx
∫

++

++++
222

234

11

8121644
. 

5. ( ) dx
xx

x
∫

++

+
22

7

1

2
. 6. 

( )
( ) ( )∫

+−

−
222

2

11

84

xx

dxx
 

7. ∫ +−
++

345

2

2

1

xxx

xx
. 8. ( ) dx

xx

xxx
∫

+

−−+
223

246

1

24
. 

9. 
( )

( )( ) dx
xx

x
∫

++

−
32

22

11

1
. 10. ( )∫

+
234 1xx

dx
. 

11. ( )∫
++

32 102xx

dx
. 12. ( )∫

−
322 235

9

xx

dx
. 

.122

,122

,0

,1

−=+
=+−

=+−
=

EA

DB

EA

D
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8 .  A l g e b r a l ı q  i r r a t s i o n a l  f u n k t s i y a l a r d ı  
i n t e g r a l l a w  

 

İrratsional an’latpalardı integrallaw ma’selesin bazı bir jag’daylarda ha’r qıylı 

almastırıwlar na’tiyjesinde aldın’g’ı eki paragrafta u’yrenilgen ratsional funktsialardı 

integrallaw   ma’selesine alıp keliwge boladı. Bunday usıl r a ts i o n a l l a w  usılı dep 

ataladı. Usı r a ts i o n a l l a w  usılının’ algebralıq irratsional funktsiyalardın’ bazı bir 

tu’rlerinin’ integralların esaplawda qollanıw usılların ko’rsetemiz. 

I.        dx
bxa

bax
x n∫ 











+
+ℜ

11

,   tu’rindegi integraldı esaplaw, bunda Nn∈ .                                                        

ℜ  ha’ribi integral astındag’ı funktsiya qawsırmanın’ ishindegi an’latpalardın’ ratsional 

funktsiyası  degendi an’latadı. 

Berilgen integralda  n
bxa

bax
z

11 +
+=   tu’rinde o’zgeriwshini almastırıw qollanılsa, 

onda   

dz
zaa

bzb
dx

zaa

bzb
xz

bxa

bax
n

n

n

n
n

′










−
−=⇒

−
−=⇒=

+
+

1

1

1

1

11

 

boladı.   Bul tabılg’anlardı berilgen integraldag’ı orınlarına qoyıp, 

dz
zaa

bzb
z

zaa

bzb
n

n

n

n ′










−
−⋅









−
−ℜ∫

1

1

1

1 ,                                     (1) 

tu’rindegi integralg’a iye bolamız. (1) integral z o’zgeriwshisinin’ ratsional  

funktsiyasının’ integralı ha’m onı esaplaw usılları bizge belgili.            (1) integraldın’ 

ma’nisi tabılg’annan son’ z o’zgeriwshisinen n
bxa

bax
z

11 +
+=  formulasına sa’ykes 

da’slepki x   o’zgeriwshisine  o’tiledi. 

a) ( )∫ + dxbaxxR n, ,  ,0≠a  

b) ∫

























+
+










+
+










+
+

dx
bxa

bax

bxa

bax

bxa

bax
xR

m

m

s

r

s

r

s

r

111111

,,,,
2

2

1

1

L , 
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bunda jr  ha’m  js ( )mj ,...,2,1=   natural sanlar, ,0,,,, 1111 ≠−∈ baabRbaba  

tu’rindegi integrallardı  I  tiptegi integralg’a keltiriw mumkin.  

Haqıyqatında da, a) integralı I tiptegi integralda 1,0 11 == ba  bolg’andag’ı dara 

jag’dayı.  

b) 
j

j

r

s
bo’lsheklerinin’ ulıwma bo’limin n  arqalı belgilep, nz

bxa

bax =
+
+

11

 

tu’rlendiriwi orınlansa, onda ,
1

1
n

n

zaa

bzb
x

−
−=  dz

zaa

bzb
dx

n

n

)(
1

1 ′
−

−=  boladı ha’m integral b)  

 

 

tu’rindegi 

ratsional funktsiyanın’ integralına keledi, bunda Z
s

nr

s

nr

s

nr

m

m ∈,,,
2

2

1

1
L . Bul integraldın’ 

ma’nisi tabılg’annan son’ z o’zgeriwshisinen   da’slepki x  o’zgeriwshisine 

=z ( n

bxa

bax
1

11

)
+
+

 tu’rlendiriwine sa’ykes o’tiledi. 

M ı s a l l a r. 

1. ∫ +− 3 23xx

dx   integralın esaplan’. 

Sheshiliwi.  x   tı  zx =+3 23  formulasına sa’ykes  almastıramız. Onda 

dzzdx
z

x 2
3

3
2 =⇒

−=  boladı da, berilgen integral  

∫ ∫ ∫ −−
=

−−
=

+− 23
3

3

223 3

2

2

2

3 zz

dzz

z
z

dzz

xx

dx , 

tu’rindegi integralg’a keledi. 

Endi ∫ −− 233

2

zz

dzz  integralına ratsional bo’lshekti integrallaw usılın qollansaq, 

na’tiyjede 

( ) ( ) ( )

,2ln
3

4
1ln

3

5

1

1

)
211

(
21

3

23 22

2

3

2

Czz
z

dz
z

D

z

B

z

A

zz

dzz

zz

dzz

+−+++
+

=

=
−

+
+

+
+

=
−+

=
−− ∫∫∫  

,)(),,,,(
1

1

1

1 2

2

1

1

dz
zaa

bzb
zzz

zaa

bzb
n

n
s

nr

s

nr

s

nr

n

n
m

m

′
−

−
−

−ℜ∫ L
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boladı.  Bundag’ı CBA ,,  tu’raqlıların tabıw ushın 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ,12123

,
21121

3

22

22

2

++−++−=

−
+

+
+

+
=

−+

zDzzBzAz

z

D

z

B

z

A

zz

z
 

ten’liklerinen paydalanıldı ha’m 
3

4
,

3

5
,1 ==−= DBA  ma’nisleri tabıldı. 

Endi zo’zgeriwshisinen da’slepki x  o’zgeriwshisine o’tip, 

∫ +−+++++
++

=
+−

Cxx
xxx

dx
223ln

3

4
123ln

3

5

123

1

23
33

33
 

bolatug’ınlıg’ın ko’remiz. 

2. ( )
( )∫

+
−

3 2

1

xxx

dxx   integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. 6 xz =  belgilewin kiritemiz. Onda 

dzzdxzxzxzx 543 236 6,,, ====  

boladı. Onda,  dzz
zzz

z 5
436

6

6
)(

1
∫ +

− = dz
zz

z
∫ +

−
)1(

1
6

4

6

 tu’rindegi ratsional bo’lshektin’ 

integralına iye bolamız. 

( )

.
3

1

2

11
ln

2

1
)

3

1

2

11
ln

2
(

1

1

1

36
663 2

3

2

2

4

2345

4

6

C
xxx

xxxC
z

zz
zz

z
dz

z

zzzzz
dz

zz

z

+






 +−++−=++

+−++−=−+−+−=
+

−
∫∫

 

Demek,  ( )
( )∫

+
−

3 2

1

xxx

dxx =6  .
3

1

2

11
ln

2

1
36

663 2 C
xxx

xxx +






 +−++−  

II. ( )dxdbxaxxR∫ ++2, , bunda 0≠a , 042 ≠− acb  tipindegi integrallar . 

Bul tiptegi integrallar Eyler tu’rlendiriwleri dep atalatug’ın tu’rlendiriwler 

ja’rdeminde esaplanıwı mu’mkin. Bunda u’sh jag’day qarastırıladı. 

1. 0>a  bolg’an jag’day. Bul jag’dayda o’zgeriwshini  

axzdbxax −=++2                                         (2) 

formulası ja’rdeminde almastırıladı. (2) formula Eylerdin’ birinshi ornına qoyıwı dep 

ataladı.  (2) ten’liginin’  eki ta’repin kvadratqa ko’tersek, 

,2 222 axazxzdbxax +−=++  
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yamasa 

azxzdbx 22 −=+  

 

boladı. Onda, 
baz

dz
x

+
−=

2

2

⇒ dz
baz

dz
dx )

2
(

2

′
+

−=  boladı. 

Demek, berilgen integral  

,
22

,
2

222

dz
baz

dz

baz

dz
az

baz

dz
R∫

′










+
−










+
−−

+
−

 

tu’rindegi  ratsional funktsiyasının’ integralına aylanadı. 

Eskertiw. Eger dbxax ++2  kvadrat u’sh ag’zalısının’ korenleri kompleks 

tu’iynles sanlar bolsa, 0>a  bolg’an jag’dayda integral astındag’ı funktsiyanın’  

ma’nisleri  haqıyqıy boladı ha’m 042 <− adb  ten’sizligi orınlanadı. Sonlıqtan, 

]
4

4

2
[

44

2

22

2

2

2

2
222

a

bad

a

b
xa

a

b
d

a

b
x

a

b
xadx

a

b
xadbxax

−+






 +=

=







−+








++=+







 +=++
                     

boladı.  

042 <− adb  ten’sizligin esapqa alsaq, x  tın’ qa’legen ma’nisinde  dbxax ++2  

ko’p ag’zalısı menen a  sanının’ tan’bası birdey bolatug’ının ko’remiz. Demek, 0>a  

bolg’an jag’dayda integral astındag’ı funktsiya 

( )dbxaxxR ++2,  tek haqıyqıy ma’nislerdi g’ana qabıllaydı. 

2) 0<a  bolg’an jag’day. Matematikalıq analizde haqıyqıy ma’nisli funktsiyalar 

u’yreniletug’ın bolg’anlıg’ı ushın 0<a  bolg’an jag’dayda dbxax ++2   u’sh 

ag’zalının’ haqıyqıy korenleri u’yreniliwi tiyis. 

Meyli, dbxax ++2  kvadrat u’sh ag’zalının’ korenleri α , β R∈  bolsın. 

Onda,   ( )( )βα −−=++ xxadbxax2    ten’ligi orınlı  boladı. 

İntegral astındag’ı an’latpada  

( )zxdbxax α−=++2                                             (3) 

tu’rindegi  almastırıwın jasaymız. Bul ten’liktin’ eki ta’repin kvadratqa  ko’terip, 
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yamasa 

( ) ( ) ,2zxxa αβ −=−  

tu’rine alıp kelemiz. Keyingi ten’likten, 

dz
az

z
dxz

az

z
dbxax

az

z
x )(,,

2

2

2

2
2

2

2

′
−
−=









−
−=++

−
−= αβααβααβα  

kelip shıg’adı. Bul tabılg’anlardı berilgen integraldag’ı orınlarına qoyıp,   

dz
az

z
z

az

z

az

z
′










−
−



















−

−
−

−
−ℜ∫ 2

2

2

2

2

2

,
αβαααβααβα  

tu’rindegi ratsional funktsiyanın’ integralına iye bolamız. (3) ten’lik Eylerdin’ ekinshi 

ornına qoyıwı dep ataladı. 

II tiptegi integraldı ratsional funktsiyanın’ integralına keltiriw ushın Eylerdin’ bul 

eki almastırıwı jetkilikli, biraq analizde Eylerdin’ u’shinshi ornına qoyıwı dep 

atalatug’ın 

                                             xzddbxax −=++2                                          (4) 

ten’ligi de u’yreniledi. 

Bul almastırıw tek 0>d  bolg’an jag’dayda g’ana qollanıladı. (4) ten’liginin’ eki 

ta’repin kvadratqa ko’tergennen son’, 

dz
az

dzb
dx

za

bzda
dbxax

az

dzb
x )(,,

22
2

2
′

−
+=

−
+=++

−
+=  

tabıladı. Bul tabılg’anlardı berilgen integraldag’ı orınlarına qoysaq, 

dz
az

dzb

za

bzda

az

dzb
′










−
+










−
+

−
+ℜ∫ 222

,  

tu’rindegi  ratsional funktsiyanın’ integralına iye bolamız. 

M ı s a l l a r.  

1)  ∫
++

−
dx

xxx

x
42

2

1

1
   integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. Da’slep berilgen integraldı II tiptegi integralg’a alıp kelemiz. Onın’ 

ushın 

tx =2  

( )( ) ( ) ,22 zxxxa αβα −=−−
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formulası boyınsha o’zgeriwshini almastıramız. Onda integral 

( )
∫

++

−=
13

1

2

1
2 ttt

dtt
J  

ko’rinisine keledi. 

Endi Eylerdin’ birinshi almastırıwın qollanamız, yag’nıy 

tztt −=++ 132  

dep alamız. 

 Bunnan: 

( )

z

zz
t

z

zz
tztt

dz
z

zz
dt

z

z
tztzt

23

42
1,

23

13
13

,
23

262
,

23

1
,213

22
2

2

22
2

+
−−=−

+
++=−=++

+
++=

+
−=−=+

 

kelip shıg’adı.  

Bul tabılg’anlardı integralg’a alıp barıp qoysaq, to’mendegi na’tiyje kelip shıg’adı: 

( )
( )( ) =

+−
−−=

+
++⋅

+
−

+
++⋅

+
−−

= ∫∫ dz
zz

zz
dz

z

zz

z

z

z

zz

z

zz

J
231

42

23

13

23

1

23

13
2

23

42

2

1
2

2

22

2

22

 

( ) ( )
( )( ) −+=

−
−

+
=

+−
+−−= ∫∫∫ z

z

dz

z

dz
dz

zz

zz
23ln

2

1

123231

321
22

2

 

( )( ) =+
−

++=+
+
−− C

z

zz
C

z

z

1

123
ln

2

1

1

1
ln

2

1  

( )( ) =+
+++−

++++++++= C
ttt

tttttt

131

13113223
ln

2

1
2

22

 

( )( )( ) =+
+++−

++−−++++++++= C
ttt

ttttttttt

131

13113113232
ln

2

1
2

222

 

( )( ) ( ) ( ) =++++++++++= C
t

ttttttt

5

134132552332
ln

2

1 22
 

( ) =+++++++= C
t

ttttt 1321252
ln

2

1 22
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( )( )
.

311
ln

131
ln

2

1 422
2

2

C
x

xxx
C

t

ttt +++++=+++++=  

Bul mısaldı Eylerdin’ ekinshi ha’m u’shinshi almastırıwları ja’rdeminde de 

esaplawg’a boladı.  

2)  
( )∫

−− 212 xxx

dx    integralın esaplan’. 

Sheshiliwi.  (3) ten’liginen paydalanıp,  

( ) xzxx =−1  

tu’rinde ornına qoyıwdı orınlaymız. Onda 

( )

( ) .
1

,
1

1
12,

1

2

1

1
,1,1

2
2

2

2

22

2
222

+
=−

+
−=−−=

+
==−=−

z

z
xx

z

z
x

z

zdx
dx

z
xxzxzxxx

 

Demek,   

( )
C

xx

xx
C

x

x
x

x

C
z

z

z

dz

xxx

dx +
+−
−−=+

+−

−−

=+
+
−=

−
=

−−
∫∫ 1

1
ln

1
1

1
1

ln
1

1
ln

1
2

12
22

boladı. 

İntegrallardı  Eylerdin’ ornına qoyıw  usıllarınan paydalanıp tabıwda bir qansha 

quramalı esaplaw jumısların alıp barıw talap etedi. Sonlıqtan Eylerdin’ ornına 

qoyıwlarınan paydalanbastan  esaplanıwı mu’mkin bolag’an integrallardın’ bir neshe 

a’piwayı jag’dayların keltirip o’temiz. 

İntegral astındag’ı an’latpanı bazı bir tu’rlendiriwler ja’rdeminde 

dxdbxaxx ),( 2 ++ℜ = dxxG
dbxax

xG
))(

)(
( 22

1 +
++

 

ko’rinisine alıp keliw mumkin. Bunda )(),( 21 xGxG  ratsional bo’lshekler. )(1 xG tı )(xPn  

ko’p ag’zalısı ha’m a’piwayı bo’lsheklerdin’ qosındısına jiklep, II-tiptegi integrallardı  

a)  ,
)(

2
dx

dbxax

xPn∫
++

                                             (5) 

b)  ,,
)( 2

Nr
dbxaxx

dx
r

∈
++−

∫ α
                            (6) 



 52 

v)  ,04,,
)(

2

22
<+∈

++++
∫ qpNk

qbxaxqpxx

dx
k

           (7) 

integrallarının’ sızıqlı kombinatsiyası tu’rinde an’latıwg’a boladı. 

(7) integraldı esaplawda 

          dx
dbxax

dx
dbxaxxQdx

dbxax

xPn ∫∫
++

+++=
++ 2

2

2
)(

)( λ       (8) 

formulasınan paydalang’an qolaylı boladı,  bunda )(xPn  da’rejesi n  ge ten’ bolg’an 

ko’p ag’zalı. (8) formulada )(xQ da’rejesi 1−n  den asıp ketpeytug’ın ko’p ag’zalı, λ  

bazı bir san. (8) ten’liktin’ eki ta’repin differentsiallap ha’m na’tiyjeni  2 dbxax ++2  

g’a ko’beytkennen son’,  

λ2)2)(())((2)(2 2 +++++′= baxxQdbxaxxQxPn                       (9) 

ten’ligine iye bolamız. (9) ten’ligindegi x  tın’ birdey da’rejeleri aldındag’ı 

koeffitsientlerdi ten’lestirip, kelip shıqqan algebralıq ten’lemelerdin’ sızıqlı sistemasınan 

λ  sanı ha’m  )(xQ  ko’p ag’zalısının’ koeffitsientlerin tabamız.  (8) ten’liginin’ on’ 

ta’repindegi   ∫
++ dbxax

dx
2

  integralı kvadrat u’sh ag’zalıdan tolıq kvadratqa ajıratıw 

na’tiyjesinde  

∫
± 22 ax

dx
,     ∫

− 22 xa

dx  

tu’rindegi tablitsalıq integrallarg’a keledi. 

(6) integralda 
α−

=
x

t
1  almastırıwın jasaymız. Na’tiyjede (5) tu’rindegi 

integralg’a kelemiz. 

M ı s a l l a r.  

1) Eger ∫
− 22xx

dx  integralın esaplaw talap etilse, koren  astındag’ı an’latpanı  












−







 −−=






 −−=−
16

1

4

1
2

2
22

2
22 x

x
xxx  

ko’rinisine keltirip alıp, tx =−
4

1
 dep o’zgeriwshini almastırsaq, 
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( ) Cx

Ct

t

dt

xx

dx

+−=

=+=
−

=
−

∫∫

14arcsin
2

1

4arcsin
2

1

16

12

1

2 2
2

 

kelip shıg’adı. 

2) dx
xx

xx
∫

++
−−

22

1
2

3

 integralın esaplan’. 

Sheshiliwi.  Joqarıdag’ı (8) formuladan paydalanıp integraldı to’mendegi ko’riniste 

jazıp alamız: 

( ) ∫∫
++

+++++=
++

−−
22

22
22

1
2

22

2

3

xx

dx
xxcbxaxdx

xx

xx λ . 

Bul ten’liktin’ eki ta’repin differentsiallap ha’m na’tiyjeni  2 222 ++ xx  ge 

ko’beytirsek  

( )( ) ( )( ) λ++++++++=+− 12221 223 xcbxaxxxbaxxx  

ten’ligine iye bolamız. Bul ten’lemedegi x -tin’ birdey da’rejeleri aldındag’ı 

koeffitsientlerdi ten’lestiremiz. Sonda: 13 =a , 025 =+ ba , 134 −=++ cba , 

12 =++ λcb  ten’lemeler sistemasına iye bolamız. Bul ten’lemeler sistemasın sheship 

3
1=a , 

6
5−=b , 

6
1=c , 

2
5=λ  ma’nislerin alamız. Demek,  

( ) =
++

++++−=
++

−−
∫∫

222
5

22152
6
1

22

1
2

22

2

3

xx

dx
xxxxdx

xx

xx  

( )
( )

=
++

++++−= ∫
112

5
22152

6
1

2

22

x

dx
xxxx  

( ) Cxxxxxxx +++++++++−= 221ln
2
5

22152
6
1 222 . 

(7) integraldı esaplaw. Eger sonday ω  sanı tabılıp, qa’legen Rx∈  ushın   

)( 22 qpxxdbxax ++=++ ω  ten’ligi orınlı, yag’niy aqdapb == ,  bolsa, onda (7) 

integraldı 

2

1
2

1

)(

)2(

+
++

+= ∫
k

qpxx

dxpx
J   ha’m   ∫

+
++

=
2

1
2

2

)(
k

qpxx

dx
J  
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integrallarının’ sızıqlı kombinatsiyası arqalı an’latıw mumkin.  1J  integralı tablitsalıq 

integral. 2J  integralın Abeldin’ ornına qoyıwı dep atalatug’ın 

qpxx

px
qhxxu

++
+=′++=

2

2

2

2
)(          (10) 

tu’rlendiriwi ja’rdeminde ko’p ag’zalının’ integralına keltiredi. 

Eger apb ≠  bolsa, onda  

1+
+=

t

t
x

βα
,                                                (11) 

bunda βα,  sanları integral astındag’ı an’latpadag’ı kvadrat u’sh ag’zalıda    t  nın’ 

koeffitsienti nolge ten’ bolatug’ınday etip tan’lap alınadı, ornına qoyıw paydalanıladı. 

Bunday tu’rlendiriwde (7) integralı 

          ∫
++

,
)(

)(
22 νµλ tt

dttP
k

                                         (12) 

bunda )(tP  da’rejesi  12 −k  ge ten’ bolg’an ko’p ag’zalı,  .0>λ  Eger apb = , al  

aqd ≠  bolsa, onda (11) ornına qoyıwdın’ ornına  
2

p
xt +=  tu’rindegi almastırıwdı 

paydalanıw mu’mkin. 

(21) integraldı esaplaw ushın durıs ratsional bo’lshekti a’piwayı bo’lshekler 

qosındısına jiklep, bul integraldı 

Nm
tt

dt
J

tt

tdt
J

mm
∈

++
=′′

++
=′ ∫∫ ,

)(
,

)( 2222 νµλνµλ
 

tu’rindegi integrallardın’ sızıqlı kombinatsiyası arqalı an’latıw mumkin. 

J ′  interalı νµ += 22 tu  ornına qoyıwı ja’rdeminde esaplanadı, al  J ′′  integralı 

bolsa  
νµ

µ
+

=
2t

t
v  Abel ornına qoyıwı ja’rdeminde esaplanadı. 

M ı s a l. 
( )∫

++ 12 22 xx

dx  integraldı esaplan’.  

Sheshiliwi. Bul integraldı integrallaw ushın Abel almastırıwınan paydalanamız, 

yag’nıy  

( )
1

1
2

2

+
=

′
+=

x

x
xv , 
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( )
2

2
2222

1

2
2,1

v

v
xxxv

−
−=+=+ , 

dxdxvxdvxxv =++=+ 222 1,1 , 

22 11 v

dv

x

dx

−
=

+
 

qatnaslar payda boladı. Onda 

( ) =+
−
+=

−
=

++
∫∫ C

v

v

v

dv

xx

dx

2

2
ln

22

1

212
222

 

C
xx

xx
C

x

x
x

x

+
−+

++=+

+
−

+
+

=
22

22
ln

22

1

1
2

1
2

ln
22

1
2

2

2

2
. 

b) ∫
++

+
dx

dbxax

nmx
2

 tu’rindegi integrallar da kvadrat u’sh ag’zalını tu’rlendiriw 

arqalı esaplanadı. 

M ı s a l.   ∫
++ 542 2 xx

xdx
    integralın esaplan’. 

 Sheshiliwi. 

( )

( )



















+
−

+
=

=
+

−=
++

=
++

∫ ∫

∫∫∫

2

3

2

32

1

2

3

1

2

1

2

3
1

2

1

542

22

22
2

z

dz

z

zdz

z

dzz

x

xdx

xx

xdx

 

bunda zx =+1  belgilewi paydalanıladı. Endi 

( ) ,
2

3
1

2

3

2

3
22

2

CxCz

z

zdz +++=++=
+

∫
 

( ) CxxCzz

z

dz +++++=+++=
+

∫ 2

3
11ln

2

3
ln

2

3
22

2

. 

ten’liklerinen paydalanıp, natiyjede berilgen integral 
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Cxxx

xx
xx

xdx

+++++−

−++=
++

∫

2

5
21ln

2

1

2

5
2

2

1

542

2

2

2
 

bolatug’ınlıg’ın ko’remiz. 

Eger tabılg’an da’slepki funktsiyag’a turaqlı 
2

2ln−  ma’nisin qossaq, 

( ) Cxxx

xx
xx

xdx

+++++−

−++=
++

∫

54212ln
2

1

542
2

1

542

2

2

2  

boladı. 

v)   ∫ ± dxax 22   ha’m   ∫ − dxxa 22  

tu’rindegi integrallar to’mendegishe esaplanadı. 

222

22

2

22

2

22

2

22

22
22

ln axxadx
ax

x

ax

dx
adx

ax

x
dx

ax

ax
dxaxJ

±+±
±

=

=
±

±
±

=
±

±=±=

∫

∫∫∫∫
 

boladı. 

 ∫
±

= dx
ax

x
J

22

2

 integralına bo’leklep integrallaw formulasın qollansaq, onda  

,,;, 22

22
axvdxdu

ax

xdx
dvxu ±==

±
==  

Jaxxdxaxaxxdx
ax

x −±=±−±=
±

∫∫
222222

22

2

 

boladı. 

Demek, 

CaxxaJaxxJ +±+±−±= 22222 ln  

Caxx
a

axxdx
ax

x +±+±±=
±

∫
22

2
22

22

2

ln
22

1  

boladı. 
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∫ − dxxa 22  integralda usıg’an uqsas esaplanadı. 

g) dxdbxax∫ ++2  tu’rindegi integrallardı kvadrat u’sh ag’zalını tu’rlendiriw 

arqalı esaplaw mumkin. 

d) ( ) dxdbxaxnmx∫ +++ 2  tu’rindegi integrallar kvadrat u’sh ag’zalını 

tu’rlendiriw ha’m taza o’zgeriwshini kirgiziw arqalı an’sat esaplanadı. 

M ı s a l.  1)   ( ) dxxxx∫ +−+ 321 2  integralın esaplan’.  

Sheshiliwi. ( ) 2132 22 +−=+− xxx . Eger zx =−1  dep alıp, taza o’zgeriwshi z-

ti  kiritsek, 1, +== zxdzdx  bolıp,  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

Cxxxxx
xx

Cxxxxxx

xxCzzzzz

Czz
zz

zdz

dzzdzzzdzzzdxxxx

++++−++−+=

=++−+−++−−+

++−=+++++++=

=+













+++++++=

=+++=++=+−+

∫

∫∫∫∫

321ln232
3

321ln2321

32
3

1
2ln222

3

1

2ln
2

2
222

2

1

22222321

22
2

22

322232

2
2

22/12

2222

 

boladı. 

2)  dxxxx∫ +− 222   integraldı esaplan’. 

Bul integral to’mendegishe esaplanadı: 

( ) ( ) ( ) ( ) =+−++−−=+−=+− ∫∫∫∫ dxxdxxxdxxxdxxxx 111111122 2222

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ++−=−+−++−+−= ∫∫
2
3

11
2
1

1111111
2
1 2

3
2

22
2

1 x
xdxxdx

( ) ( ) ( ) ( )
( ) Cxxxxx

x

xxCxxx
x

++−+−++−−+

++−=++−+−++−−+

221ln
2

1
22

2

1

22
3

1
111ln

2

1
11

2

1

22

2

3
222

 

e) n -natural san bolg’an jag’dayda ∫
+ 22 axx

dx
n

 integralın esaplag’anda 

o’zgeriwshini 
t

x
1=  tu’rinde almastırg’an qolaylı boladı. 



 58 

M ı s a l.   ∫
−12xx

dx
   integraldı esaplan’. 

Sheshiliwi.  O’zgeriwshini 
t

x
1=  dep almastırsaq,  dt

t
dx

2

1−=  bolıp,  

C
x

Ct
t

dt

xx

dx +=+=
−

−=
−

∫∫
1

arccosarccos
11 22

 

boladı. 

III. ( )∫ + dxbxax
pnm , bunda pmn ,, Q∈ ,  ,, Rba ∈  tipindegi integraldı esaplaw.                                       

0=a  yamasa 0=b  bolsa bul integral tablitsalıq integral boladı. Bizler 0≠abnp  

bolatug’ın jag’daydı qarastıramız. İntegral astındag’ı ( ) dxbxax
pnm +   an’latpasına 

differentsiallıq binom dep ataladı. Differentsiallıq binomnın’ integralı to’mendegi u’sh 

jag’dayda g’ana elementar funktsiyalar arqalı an’latıladı. 

1. p  pu’tin san bolg’an jag’day. Eger p  menen birge n  ha’m m sanları da 

pu’tin sanlar bolıp kelse, onda integral astındag’ı funktsiya ratsional funktsiya boladı. 

Meyli p Z∈ , n ha’m m bo’lshek sanlar bolsın, onda n ha’m m bo’lsheklerinin’ 

ulıwma bo’limin q  arqalı belgilep, berilgen integraldı  qtx =  ornına qoyıwınan 

paydalanıp ratsional funktsiyanın’ integralına alıp kelemiz,  yag’nıy 

( )∫ + dxbxax
pnm = ∫ +−+ dtbtatq pnqmq )(1)1( , 

bunda Zqpqnqm ∈,,,  bolg’anı ushın keyngi ten’liktin’ on’ ta’repi ratsional 

funktsiyanın’ integralı boladı ha’m onı esaplaw usılları bizge belgili.  

2. 
n

m 1+
Z∈  bolg’an jag’day. Meyli 

s

r
p = , bunda ,, NsZr ∈∈  tu’rindegi 

bo’lshek bolsın. Bul jag’dayda 

sn zbxa =+  

formulasına sa’ykes x  o’zgeriwshisinin’ ornına taza z o’zgeriwshisin kiritemiz.  

Onda,



 59 

( ) ( ) ( ) ( ) zrbxadzaz

nb

sz
dxaz

b

xaz

b

x
pnns

n

s

n

m
s

n

m
mns

n

=+−=−=−=
−−

,,
1

,
1 1

1

1

11

1
b

oladı. Demek, 

( ) ( )∫∫
−+

−+
+ −=+ dzazz

nb

s
dxbxax n

m
ssr

n

m
s

r
nm 1

1
1

1
 

tu’rine keledi. Ten’liktin’ on’ ta’repindegi integralda 
n

m 1+
 pu’tin san bolg’anı ushın 

integral astındag’ı funktsiya ratsional funktsiya boladı. 

Demek, eger 
n

m 1+
 pu’tin san bolsa, differentsiallıq binom  

sn zbxa =+  

almastırıwı ja’rdeminde integrallanadı. 

3. Zp
n

m ∈++ 1
 bolg’an jag’day. Meyli  

s

r
p = , bunda ,, NsZr ∈∈  ha’m   

n

m 1+
  bo’lshek sanlar bolsın. Bul jag’dayda o’zgeriwshini almastırıw ushın  

nsn xzbxa =+                                                        

formulası qollanıladı. Sonda, 

( ) ( ) ,, 11
1

1
11

dzzbz
n

sa
dxbzax sns

n
nsn −−−−

−−=−=   ( ) 1−
−=+ bzazbxa ssn  

boladı. Demek, 

( ) ( )∫∫
−+







 +++−
++

−−=+ .11
1

1

dzzbz
n

sa
dxbxax srs

r

n

m
s

s

r

n

m

pnm  

Bunnan 
n

m 1+
+

s

r
 qosındı pu’tin san bolsa g’ana berilgen integraldı ratsional 

funktsiyanın’ integralına keltiriwge boladı degen na’tiyjege kelemiz.  

Demek, eger 
n

m 1+
+

s

r
 pu’tin san bolsa, differentsiallıq binomnın’ integralı 

nsn xzbxa =+  almastırıwı ja’rdeminde esaplanadı. 
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Joqarıda ko’rip o’tken u’sh jag’day Nyuton da’wirinde de belgili bolg’an. 

Differentsiallıq binomnın’ qarastırılg’an u’sh jag’daydan basqa jag’daylarda elementar 

funktsiyalar arqalı an’latılmaytug’ınlıg’ın XIX a’sirdin’ ortalarına kelip belgili rus 

matematigi P.L.Chebıshev da’lillegen. 

C h e b ı s h e v t i n ’  t e o r e m a s ı . ( )∫ + dxbxax
pnm  tu’rindegi anıq emes 

integral  p , 
n

m 1+
, p

n

m ++1
 sanlarının’ en’ bolmag’anda birewi pu’tin san bolg’anda 

g’ana ratsional funktsiyanın’ integralına keledi, demek, algebralıq funktsiya, 

logarifmlik funktsiya menen trigonometriyalıq funktsiya arqalı an’latıladı. Eger bul 

sanlardın’ birde-birewi pu’tin san bolmasa, onda differentsiallıq binom qanday usıl 

qollanılsa da integrallanbaydı. 

M ı s a l.   1)  dx
x

x
∫

+3 41  integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. dxxxdx
x

x 3
1

4
1

2
13 4

1
1

∫∫ 












+=+ −

. Bunda 
3
1

,
4
1

,
2
1 ==−= pnm  

ha’m 2

4
1

1
2

1
1 =

+−
=+

n

m . Demek, ekinshi jag’day boyınsha belgilew kiritemiz, 

yag’nıy: 

3 41 xt += ,  ( )43 1−= tx ,     ( ) dtttdx
332 112 −= . 

Bunnan 

( ) ( ) Cttdtttdxxxdx
x

x +−=−=













+=+

∫∫∫
−

74
7

3
121

1 3436
3

1

4

1

2

13 4

 

boladı. 

2) 

( )
∫

+ 3

5
32 2 xx

dx  integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. Bunda 
3

5
,3,2 −===−=

s

r
pnm  ha’m 

3

11 −=+
n

m , 

2
1 −=++

p
n

m . 
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Demek, joqarıda keltirilgen 3-jag’day orınlı. Sonlıqtan 3332 xzx =+  

tu’rindegi ornına qoyıwdı qollanamız. 

Sonda: ( ) ( ) ,12,12 23

4
33

1

3

1
33

1

dzzzdxzx
−−

−−=−=   ( ) 1333 122
−

−=+ zzx  

boladı. Demek,  

( )
( )

( ) ( )
C

xx

x
C

x

x

x

x

C
z

z
dz

z

z

xx

dx

+
+

+−=+
















+

+















+

−=

=++−=−−=
+

∫∫

2

3
3

3

2

3

1
3

3

3

1
3

3

3

3

3

3

5
32

28

34

2
8

1
2

2

8

121
4
1

2

. 

3)   ∫ +4 41 x

dx
 integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. İntegral astındag’ı an’latpa ushın  

1== ba , 0=m , 4=n , 
4

1−=p   bolıp, 

0
4

1

4

11 =−=++
p

n

m
 boladı. 

Demek, 441 tx =+ −   almastırıwın jasaymız. Na’tiyjede: 

( ) ( )
t

t

x
tx

4

1
4

4 4
4

1
4 1

1

1
,1

−=
+

−=
−

, 

( ) dtttdx 4

5
43 1

−
−−= . 

=








+
+

−
−=

−
−=

+ ∫ ∫∫∫ 112

1

11
224

2

4 4 t

dt

t

dt

t

dtt

x

dx  

=+−
−
+= Carctgt

t

t

2

1

1

1
ln

4

1  

C
x

x
arctg

x

x ++−
−+
++=

4 4

4 4

4 4 1
2
1

41

41
ln

4
1 . 
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Shınıg’ıwlar 

To’mendegi berilgen integrallardı esaplan’ 

 

1. ∫
− 3 22

3

xx

dxx
. 

2. dxxx∫ +3 2 . 

 3. ∫
+

+
dx

xx

xx

4

15

7

8

2

1

7

1

. 

4. dx
x

x

x∫ −
+

1

11
2

. 5. ∫ + 3 xx

dx
. 6. 

( )
∫ −

+
2

1

xx

dxx
. 

7. 
( )
∫

+ 2

5

2

14x

dxx
. 8. dx

x

x

x∫ −
+

1

11
. 

 

9. ∫
−+ 122 xxx

dx
 

10. ∫
−− 22 xx

dx
. 

 

11. 

( )
∫

−+ 2

3
2232 xx

xdx
. 12. 

( )∫
−+ 211 xx

dx
. 

 

13. ∫ −
+

dx
xa

xa
. 

 

14. ∫
−− 144 2 xxx

dx
. 15. 

( ) ( )
∫

+++ 3

1

2

1

11 xx

xdx
. 

16. dx
x

xx
∫ ++

+−
4 11

1
. 

17. dxxx +∫ 13 . 
18. ∫ + 2

5

23 x

dxx
. 

 

19. 

( )
∫

+ 2

5
2

2

32 x

dxx
. 

 

20. ( )∫ + dxxx 2

3

1 . 

 

21. ( )∫
++ 222 11

5

xxx

dx
. 

22. ∫
++ cbxax

dx
2

. 23. dx
xx

x
∫

+
4 3

1
. 24. ∫

+
dx

xx

x
3 2

3 1
. 

 

25. ∫
++ 12 xxx

dx
. 26. 

( )∫
++− 11 2 xxx

dx
. 27. dxxx∫ −− 122 . 

28. ∫
+−− 12 xxx

dx
. 29. ∫

++
+−

dx
xx

xx

22

1
2

3

. 30. 
( )

dx
xx

x
∫

+
6 5

3 2
1

. 
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9 .  T r a n s t s e n d e n t  f u n k t s i y a l a r d ı  i n t e g r a l l a w  

 

Ko’birek ushırasatug’ın integrallardın’ bir neshe tipin qarastıramız. Olar: 

A) Trigonometriyalıq an’latpalardı integrallaw 

I. ( )∫ dxxxR cos,sin  tu’rindegi integrallar. Bunda )cos,(sin xxR  funktsiyası 

xsin  ha’m xcos  qa baylanıslı ratsional funktsiya. Bul integraldı 

,
2

x
tgt = );( ππ−∈x  tu’rindegi ornına qoyıw ja’rdeminde ratsional bo’lshektin’ 

integralına keltiriw mu’mkin. Sebebi, 

22

2

2

2

2
2 1

2
,2,

1

1

2
1

2
1

cos,
1

2

2
1

2
2

sin
t

dt
dxarctgtx

t

t
x

tg

x
tg

x
t

t
x

tg

x
tg

x
+

==
+
−=

+

−
=

+
=

+
= . 

Demek, u’yrenilip otırg’an integral  ushın, 

( )∫ dxxxR cos,sin =
22

2

2 1

2

1

1
,

1

2

t

dt

t

t

t

t
R

+








+
−

+∫  

ten’ligi orınlı boladı.  Ten’liktin’ on’ ta’repindegi integral t  o’zgeriwshisinin’ ratsional 

funktsiyasının’ integralı ha’m bunday integrallardı esaplaw usılları bizge belgili. 

İntegraldı esaplap  bolg’annan son’  t  dan x  qa qayta o’tiledi.  

Joqarıda ko’rsetilgen ,
2

x
tgt = );( ππ−∈x  ornına qoyıwı universial tu’rlendiriw 

dep ataladı. Universial tu’rlendiriwden paydalanıwda quramalı esaplawlar alıp barıwg’a 

tuwra keledi. Sonlıqtan bul tu’rlendiriw  integraldı esaplawdın’ basqa usıllarınan 

paydalanıw mu’mkin bolmag’an jag’daylarda qollanıladı.  

Eger integral astındag’ı funktsiya −=− )cos,sin( xxR )cos,(sin xxR  sha’rtin 

qanaatlandıratug’ın bolsa,  onda ),0(,cos π∈= xxt  ornına qoyıwın, 

)cos,(sin xxR − −= )cos,(sin xxR  sha’rtin qanaatlandırsa )
2

,
2

(,sin
ππ−∈= xxt  

ornına qoyıwın, al eger )cos,sin( xxR −− = )cos,(sin xxR  sha’rti orınlı bolsa, onda 
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)
2

,
2

(,
ππ−∈= xtgxt  yamasa xt 2cos=  ornına qoyıwınan paydalang’an qolaylı 

boladı. 

M ı s a l l a r.  

1)  ∫ +
=

xa

dx
I

cos1
  a) ;10 << a  b) 1>a  integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. t
x

tg =
2

 almastırıwı na’tiyjesinde integral 

( )∫∫ −++
=

+
−+

+= 2

2

2

2

11

2

1

1
1

1

2

taa

dt

t

t
a

t

dt

I  

ko’rinisine keledi. 

a−1  an’latpanın’ belgisi a  g’a baylanıslı bolıp, a) jag’day ushın, yag’nıy 10 << a  

da on’, b) jag’dayda, yag’nıy 1>a  da teris boladı. Demek,  10 << a  bolg’anda  

=+
+
−

−
=

+
−
+−

= ∫ Ct
a

a
arctg

at
a

a
dt

a
I

1

1

1

2

1
11

2
22

 

C
x

tg
a

a
arctg

a
+









+
−

−
=

21
1

1

2
2

 

boladı, 1>a  bolg’anda 

=+
+

−
+

−
−
+

−
=

−
+−−

= ∫ C

t
a

a

t
a

a

a
a

a
t

dt

a
I

1
1

1
1

ln
1

1

1
11

2
22

 

( )
( ) C
ata

atata

a
+

−−+
−−−++

−
=

11

1211
ln

1

1
2

22

2
 

boladı.  

2)   dx
xx

ctgx
∫ −+ 1cossin

 integralın esaplan’. 
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Sheshiliwi.  

=
−

+
−+

+

+
⋅−

=
−+

=
−+ ∫∫∫

1
1

1

1

2
1

2
2

1

1cossin
sin
cos

1cossin
2

2

2

2

2

t

t

t

t

dt
tt

t

xx

dx
x

x

dx
xx

ctgx  

( )
C

x
tg

x
tg

Ct
tt

dtt ++−=++−=+= ∫ 2
ln

2
1

2
2

1
ln

2
1

2
1

2

1
2

. 

    3)    
( ) ( )( ) ( )( ) =

−−
=

=
=

=
−−

=
− ∫∫∫ 31cos

sin

3sinsin1

cos
3sincos 22 zz

dz

dzxdx

zx

xx

xdx

xx

dx  

( ) ( ) ++−−−=








−
+

+
−

−
= ∫ xxdz

zzz
sin1ln

2
1

sin1ln
2
1

3
1

12
1

12
1  

( )
x

xC
Cx

2sin1

3
lnln3sinln

−
−=+−+ . 

II. dxxx nm
∫ ⋅ cossin  tu’rindegi integrallar. Bul ko’rinisindegi integrallar 

to’mendegi jag’daylarda an’sat integrallanadı: 

1)  Eger 12 += km , L,2,1=k  bolsa, o’zgeriwshini xt cos=  formulasına sa’ykes 

almastırsaq, onda xdxdt sin−=  boladı ha’m 

( )∫∫∫ −−==⋅+ dtttxdxxxdxxx nknknk 2212 1sincossincossin  

ko’rinisine keledi. Endi ten’liktin’ on’ ta’repi an’sat integrallanadı. 

M ı s a l. ∫ dx
x

x
2

2

cos

sin
 integralın esaplan’. 

Sheshiliwi.   
( ) =+−−=−−= ∫∫∫ dt

t

tt
dt

t

t
dx

x

x
3

24

3

22

2

2 121

cos

sin
 

C
x

x
x

C
t

t
t +++−=+++−= 2

2

2

2

cos2

1
cosln2

2
cos

2

1
ln2

2
. 

2)  Eger 12 += kn , L,2,1=k  bolsa, o’zgeriwshi x  tı xt sin= , xdxdt cos=  

formulası ja’rdeminde almastırıw berilgen integraldı 

( )∫∫∫ −==⋅ dtttxdxxxdxxx mkkmnm 22 1coscossincossin  

ko’rinisine alıp keledi, al bul  keyingi kelip shıqqan  integral an’sat esaplanadı. 

M ı s a l. xdxx 3cossin∫  integralın esaplan’. 
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( ) =+−=−= ∫∫ Cttdtttxdxx 2

7

2

3
22

1
3

7
2

3
2

1cossin  

Cxxx +






 −= 2sin
7

2
sin

3

2
sin . 

3)  Eger 0=+ nm  ha’m Znm ∈, , 0>m  bolsa, onda  berilgen  integral 

dxxtgm
∫  ko’rinisine, al 0>n  bolg’an jag’dayda  dxxctgn

∫  ko’riniske keledi. 

Bunday jag’dayda dxxtgm
∫  integralında o’zgeriwshi  ttgx =   formulasına sa’ykes 

almastırıladı ha’m     
11sec

,sec
222

2

+
=

+
===

t

dt

xtg

dt

x

dt
dxxdxdt boladı.  

Bunnan  ∫∫ +
= dt

t

t
dxxtg

m
m

12
 bolatug’ınlıg’ın ko’riw qıyın emes. 

Al dxxctgm
∫  integralı ushın x  tı ctgxt =  formulası ja’rdeminde almastıradı. 

Na’tiyjede  
1

,cos
2

2

+
−=−=

t

dt
dxxdxecdt  boladı da, 

∫∫ +
−= dt

t

t
dxxctg

n
m

12  

ten’ligi  kelip shıg’adı. 

Solay etip, eki jag’dayda da dxxx nm
∫ ⋅ cossin  integralı ratsional funktsiyanın’ 

integralına keledi. 

M ı s a l.  

+−=








+
+−=

+
= ∫∫∫ 2411

24

2
3

2

5
5 tt

dt
t

t
ttdt

t

t
dxxtg  

( ) ( ) CxtgxtgxtgCt +++−=+++ 2242 1ln
2
1

2
1

4
1

1ln
2
1 . 

4) knm 2−=+ , Nk ∈  yag’nıy teris jup san bolsa, onda dxxx nm
∫ ⋅ cossin  

integralı  dxxxtg km
∫

2sec  yamasa  dxxecxctg km
∫

2cos  tu’rine keledi. 

Birinshi tu’rdegi integralda o’zgeriwshini ttgx =  formulası boyınsha almastırıladı 

da, 

( )∫∫∫
−− +== dtttdxxxtgdxxxtg

kmkmkm 122222 1secsecsec  
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boladı. 

Al ekinshi tu’rdegi integralda o’zgeriwshini tctgx=  formulası arqalı almastırsaq,  

onda  ( )∫∫
−

+−= dtttdxxecxctg
knkm 122 1cos  boladı. 

M ı s a l l a r.  

1) ( )∫∫ =+++=+=

+=

=

=

= Ctttdttt

xtgx

dtxdx

ttgx

xdxxtg 25722

22

262

3
1

5
2

7
1

1

1sec

secsec  

Cxtgxtgxtg +++= 253

7

1

5

2

3

1  

2)   ( ) =+=
=

=
== ∫∫∫ dtt

dtxdx

ttgx
xdxx

x

dx 2
2

22
4 1

sec
secsec

cos
 

  .
3

1 3 Cxtgtgx ++=  

5)  Eger ( )12 +−= km , Nk ∈ , yag’nıy teris pu’tin taq san, al 0=n  bolsa, onda 

(44) almastırıw formulasın qollanamız, 

( )
∫ ∫ ++

+= dt
t

t

x

dx
k

k

kk 12

22

212

1

2

1

sin
 

ko’rinisindegi an’sat integrallanatug’ın integralg’a keledi. 

M ı s a l.  

 =

+
=

+
=

=

==

=






 −=

=

−=

= ∫∫

2

255

1

2
sin

1

2
2

sin
sin

2
coscos

2

cos

t

t
z

t

dt
dz

z
tgt

z

dz

zzx

dzdx

zx

x

dx

π

π

 

( ) +






 ++






 +=+= ∫ 428

1

4264

11

16

1 24
5

42 ππ x
tg

x
tg

t

dtt  

C
x

tg
x

tg
x

tg +






 +−






 +−






 ++ −−

4264
1

428
1

42
ln

8
3 42 πππ . 
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6) Eger ( )12 +−= kn , Nk ∈ yag’niy teris pu’tin taq san, al 0=m  bolsa, 

dxxx nm
∫ ⋅ cossin   integral   ∫ + x

dx
k 12cos

    ko’rinisine keledi. Bul integraldı dxxctgn
∫  

ko’riniske keltiriw ushın 
2

π−= tx  dep belgilew jetkilikli. 

Onda: 

ttxdxdx sin
2

coscos, =






 −== π
 

boladı. 

Eger dxxx nm
∫ ⋅ cossin  ko’rinisindegi integrallar ushın 1) - 6) jag’daylardın’ hesh 

biri de orınlanbasa, onda bul integrllar qıyınıraq jollar menen esaplanadı. 

M ı s a l. ∫= xdxJ 4cos  integralın esaplan’. 

Sheshiliwi. Berilgen integral 1) – 6) jag’daylardın’ birewin de qanaatlandırmaydı. 

Eger bul integraldı esaplaw ushın 
2

x
tgt =  almastırıwın qollansaq, integral to’mendegi 

ko’riniske keledi: 

( )
( )∫

+

−= dt
t

t
J 52

42

1

12 . 

İntegral astındag’ı funktsiyanı a’piwayı bo’lsheklerge jiklew ushın 10 koeffitsient 

tabıw, al integraldı esaplaw ushın III tu’rdegi bir integraldı, IV tu’rdegi to’rt integraldı 

esaplaw kerek. Al, eger 

2

2cos1
cos2

x
x

+=  

formulasın paydalansaq, berilgen integral a’piwayı esaplanadı. 

Haqıyqatında da, 

( ) =+=== ∫∫∫ dxxxdxxxdxJ 2224 2cos1
4
1

coscoscos  

( ) ∫∫ =






 +++=++= dx
x

xdxxx
2

4cos1
2cos21

4

1
2cos2cos21

4

1 2  

Cxxx +++= 4sin
32

1
2sin

4

1

8

3
. 
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III. ∫ ∫ ∫ nxdxmxnxdxmxnxdxmx sinsin,coscos,cossin  ko’rinisindegi 

integrallar (m ha’m  n  - haqıyqıy sanlar ). İntegral astındag’ı funktsiyalar 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]βαβαβα

βαβαβα

βαβαβα

−−+=

−++=

−++=

coscos
2
1

sinsin

,coscos
2
1

coscos

,sinsin
2
1

cossin

 

formulaları arqalı sinus ha’m kosinustin’ birinshi da’rejelerinin’ qosındısı ko’rinisine 

keltirilip integrallanadı. 

M ı s a l.  

∫ ∫ ++=






 +=






 + Cxxdxxxdxx
x

2

3
sin

3

1

2

5
sin

5

1

2

3
cos

2

5
cos

2

1
2cos

2
cos . 

IV. ∫∫∫ ,sin)(,cos)(,)( xdxxfxdxxfdxexf ax ββ  

ko’rinisindegi integrallar. (Bunda )(xf -ko’p ag’zalı, α  ha’m  β  - haqıyqıy sanlar) 

Bul integrallar bo’leklep integrallaw usılı menen integrallanadı. Bunın’ ushın 

)(xfu =  dep alıw kerek. 

V. ,sin,cos dxbxedxbxe axax
∫∫  

ko’rinisindegi integrallar. 

 Eger                 
( ) ( )
( ) ( )bxbbxaebxe

bxbbxaebxe

axax

axax

cossinsin

,sincoscos

+=
′

−=
′

 

bolsa, onda  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )′−

′
=+

′
+

′
=+

bxebbxeabxeba

bxeabxebbxeba

axaxax

axaxax

cossinsin

,cossincos

22

22

 

bolatug’ının esapqa alsaq, ten’liktin’ eki jag’ın da 22 ba +  sanına bo’lip, odan keyin 

integrallasaq, to’mendegi na’tiyje kelip shıg’adı: 

( )

( )
.

cossin
sin

,
cossin

cos

22

22

C
ba

bxbbxae
dxbxe

C
ba

bxabxbe
dxbxe

ax
ax

ax
ax

+
+

−=

+
+

+=

∫

∫
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VI. ,sin,cos dxbxexdxbxex axnaxn
∫∫  

tu’rindegi integrallar. (Bunda: n -natural san, α  ha’m  β  - haqıyqıy sanlar.) 

Bul integrallardı tabıw ushın bo’leklep integrallaw usılı qollanıladı. Birinshi 

integralda 

,cos, bxdxedvxu axn ==  

ekinshi integralda 

,sin, bxdxedvxu axn ==  

dep alınadı. 

Bunın’ na’tiyjesinde x -tin’ da’reje ko’rsetkishi birme-bir kemeyip barıp, aqırında 

integrallar V tipke keledi. 

VII. ( )∫ dxxx nm ln tu’rindegi integrallar. (Bunda: n -natural san, m - haqıyqıy 

san.) 

Bul tiptegi integrallardı integrallawda   o’zgeriwshi x -ti  

xt ln=  

formulası boyınsha almastırıladı. 

Sonda: 

dtedxex tt == , 1 

boladı da, integral to’mendegi tu’rge keledi: 

( ) ∫∫
+= dtetdxxx tmnnm )1(ln . 

Demek, VII-tu’rdegi integral IV-tu’rdegi integralg’a keledi. 

M ı s a l.  

( ) =
==

==
==

=

=

=

= ∫∫ zz

z

z

z

edzed

zdzduzu
dzze

dzedx

ex

zx

dxxx
44

2

2423

4

1
,

2,ln

ln
υυ

 

=+−=−= ∫∫ dzezeezdzzeez zzzzz 4442442

8
1

8
1

4
1

2
1

4
1

 

( ) Cxx
x

Cezeez zzz +




 +−=++−=
8

1
ln

2

1
ln

432

1

8

1

4

1 2
4

4442 . 
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VIII. ( ) ( )∫∫ dxxxdxxx nmnm arccos,arcsin  tu’rindegi integrallar. (bunda m-

natural san yamasa nol, n -natural san ). Birinshi integraldı esaplaw ushın xt arcsin=  

formulasın, al, ekinshi integral ushın xt arccos=  formulasın alıw kerek. Sonda 

berilgen integrallar sa’ykes 

∫ tdttt mn cossin  

ha’m 

∫− tdttt mn sincos  

integrallarına keledi. Bul integrallar bo’leklep integrallaw usılı menen esaplanadı.  

M ı s a l.  

=
=

=
=−=

−=
=

= ∫∫ tdttd

tu
dtttt

tdtdx

tx
xdxx

cossin
cossin

sin

arccos
arccos

υ
 

=+−=−= ∫ Cttttdttt 2sin
8

1
2cos

4

1
2cos

4

1
2cos

4

1
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) =+⋅−−= Cxxxxx arccoscosarccossin
4
1

arccossinarccoscosarccos
4
1 22  

( ) Cxxxx +−−−= 22 1
4
1

arccos12
4
1

. 

 

S h ı n ı g ’ ı w l a r  

To’mendegi berilgen integrallardı esaplan’ 

1. ∫ +
dx

xx

x

cossin

sin
. 2. dx

x

xtgx
∫ 4

6

sin

cos
. 

3. dx
x

x
∫ 3

5

sin

cos
. 4. ∫ xx

dx
44 cossin

. 

5. dx
xtg

xtg
∫ −

+
2

2

1

1
. 6. ∫ +

−
dx

ctgx

ctgx

1

1
. 

7. ∫ xdxx
4

1
sin

4

3
cos . 8. ∫ xdx3sin . 

9. ∫ x

dx
4cos

. 10. dx
x

x
∫ 6

2

cos

sin
. 



 72 

 
 
 
 

11. ∫ + x

xdx

sin1

sin
. 12. ∫

+ xx

xdx
2sin1cos

sin
. 

13. 
( )2cos1 xa

dx

+∫ ,    10 << a . 14. ∫ + tgxxtg

dx

42
. 

15. ∫ + xbxa

dx
2222 cossin

. 16. dxx∫ + sin1 . 

17. ∫ + shxchx

dxex

. 
18. ∫ xdxsh3 . 

19. ∫ dxthx . 20. ∫ xch

xdx
2

. 

21. ∫ xdxx 32 cossin  22. 
( )
( )dx

ax

ax
∫ +−

−−
cos1

cos1
 

23. ∫ xdxx 26 sincos  24. ∫ +− 8sin4cos7 xx

dx
 

25. ∫ xdxcth5  
26. ∫ xsh

dxe x

4

2

 

27. ∫ x

dx
nsin

 28. ∫ 4 53 cossin xx

dx
 

29. ∫ xx

dx

2cossin
 30. ( )∫ + dxxx 1ln 23  
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