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KIRISH

Dissertatsiya asoslanishi va uning dolzarbligi: Ko’p o’lchovli tasodifiy
miqdorlar va ularga oid tengsizliklar, ehtimollar nazaryasining limitik
teoremalarini isbotlashda qo’llaniladi. Bu tengsizliklarni olish uchun quyi va
yugoridan baholashdan iborat. Katta sonlar gonuni vakuchaytirikgan kata sonlar
gonuni, takroriy logorifim gonunlari ahtimollar nazariyasining muhim tadbiqiy
masalalardan iborat ekanligidan, ularni isbotlash zarurati tug’iladi.

Ehtimollar nazaryasining asosiy tengsizliklari bir o’lchovli tasodifiy
migdorlar uchun limitik teoremalarini isbotlashda amaliy ahamiyatga ega. Xuddi
shunday ko’p o’lchovli tasodifiy migdorlar uchun tengsizliklar, ko’p o’lchovli
tasodifiy migdorlar uchun limitik teoremalarni isbotlashda va ularga olib keladigan
shartlarni bilish juda katta ahamiyatga ega.

Tadgiqotning maqsad va vazifalari: Mazkur magistrlik dissitatsiyasida
ko’p o’lchovli tasodifiy miqdorlarga oid tengsizliklar o’rganiladi. Magistrlik
disseratsiyasida bir o’lchovli va ko’p o’lchovli tasodifiy miqdorlar uchun
tengsizliklarolinadi va qanday isbotlash metodlarini o’rganishdan iborat.

IImiy tadqgigot metodlari:Ko’p o’lchovli tasodifiy migdorlar uchun
tengsizliklarni olishda Yu.V.Proxrov metodidan foydalanib isbotlangan. Ko’p
o’lchovli tasodifiy miqdorlar uchun tengsizliklar avval bir o’Ichovli tasodifiy
miqdorlar uchun isbotlanib, keyin yuqoridagi metoddan foydalanib ko’p o’lchovli
tasodifiy migdorlar uchun asosiy tengsizliklar isbotlangan.

Ishning ilmiy ahamiyati: Katta sonlar qonuni va kuchaytirilgan katta sonlar
gonuni, takroriy logorifim qonunlari ehtimollar nazariyasida muhim tadbiqiy
masalalarni yechishda qo’llaniladi. Ko’p o’lchovli tasodifiy miqdorlar uchun,
iIsbotlangan tengsizliklar ana shunday limitik teoremalarni isbotlashda ilmiy
ahamiyatga ega.

Tadgigotmavzubo’yichaadabiyotlarsharhi:

Mazkurmagistirlikdissertatsiyasidab.B.I'menenkoKypcTeopunBeposSTHOCTEH,
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C.X.CupoxuainuHoB,
M.M.MamaToBOXTUMOJUIApHA3BpHUSICUBAMATEMATUKCTATUCTHKA, B. B.
IlerpoBCyMMBIHE3aBUCHMBIXCIydaiHbIXBeIMUKH, KyukapoBS. X.
BeposiTHOCTBIEpacpeieeHNsACO3HaY€HUMUBIIPOCTPATAHC TBAXU3MEPUMHUX (D YHKII
uii, [IpoxoposlO.B.
PacnpocrpanenuenepaBenctBC. H. bepriteitnanaMmHoromepHsiiicay4vaii kabi
ehtimollar nazariyasiga oid adabiyotlar bilan tanishib chigdim va dissertatsiya
mavzusini yozish moboynida bevosita fodalandim.

Ishning ilmiy yangiligi:Mazkur magistirlik dissertatsiyasini yozish
moboynida b.B.I'nenenkovaB. B. Ilerposuunrusullaridan foydalanib, ehtimollar
nazariyasining asosoiy tengsizliklaridan olingan va eksponensial baholar
isbotlangan. TIIpoxopoBlO.B metodidan foydalanib ikki o’Ichovli tasodifiy
miqgdorlar uchun, shu tengsizliklarning analoglari keltirilgan.

Ishning amaliy ahamiyati: Ko’p o’lchovli tasodifiy miqdorlar va bir
o’lchovli tasodifiy miqdorlarga oid tengsizliklar ehtimollar nazariyasining barcha
tasodifiy masalalarida muhim amaliy ahamiyatga ega. Bu tengsizliklarni olishda va
ularni bevosita qo’llashda foydalaniladi.

Ishning tuzilishi: Mazkur magistirlik dissertatsiysi uchta bob va oltita
paragirifdan iborat.

Birinchi bobda tasodifiy miqgdorlar va ularning tagsimot funksiyasiyalari
o’rganilgan.

Ikkinchi bobda ehtimollar nazariyasining asosiy tengsizliklari Chebeshev
tengsizligi, umumlashgan Chebeshev tengsizligi va uning tadbiglari, Kolmogorof,
Koshi-Bunyakovskiy, Gelder tengsizliklari bir o’lchovli tasodifiy migdorlar uchun
isbotlangan. Shu bilan birgalikda eksponensial baholar isbotlanib, ya’ni tasodifiy
migdorlar uchun quyi va yuqoridan baholar olingan.

Uchinchi bobda ko’p o’lchovli tasodifiy miqdorlarga oid teoremalarning
isboti keltirilgan. Ikki o’lchovli tasodifiy miqdorlar uchun S.N.Bernshteyn
tengsizligining anologi isbotlangan. Shu tengsizliklarning shartli bog’liq

bo’lmagan tasodifiy miqdorlar uchun ham o’rinli ekanligi ko’rsatilgan.
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Olingan natijalarning gisqacha mazmuni (annatatsiyasi):
Ko’p o’lchovli va bir o’lchovli tasodifiy miqdorlar uchun ehtimollar
nazariyasining asosiy tengsizliklari Chebishev, Kolmogorov, S.N.Bernshteyn

tengsizliklari isbotlangan.



I-bob

1.1-§. Tasodifiy migdorlar va ularning tagsimot funksiyalari

Tasodifiy miqdorlar.Tasodifiy miqdor ta’rifini berishdan avval o‘lchovli
funksiy tushunchasini  kiritamiz. Bizga (Q,F), (R,G) o‘lchovli fazolar va
§&:Q - R funksiy berilgan bo‘lib, bu funksiy uchun A € G ekanidan
FHA)Hw §(w) €A} EG
ekani kelib chigsa, bunday funksiy o‘lchovli funksiy deyiladi.

Agar (Q, F, P), ixtiyoriy ehtimollik fazosi bo‘lsin, har qanday
&:(Q, F) - (R,G)o‘Ichovli  funksiy tasodifiy miqdorlar deyiladi. Tasodifiy
miqdorning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy x € R uchun

{w:(w)<x}={<x}=¢"((~0,x)) EF,
chunki(—o0, x) € G.
Bunda
Fe(x) = P{lw: ¢(w) < x}
funksiyaningR da aniglanganligi  kelib chigadi. Bu funksiya ¢ tasodifiy
miqgdorning tagsimot funksiyasi deyiladi.
1.1.1-ta’rif.Stasodifiy =~ migdorningx dan Kkichik qiymatlarini gabul qilish
ehtimoliga ¢ tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi deyiladi va Fg(x) kabi
belgilanadi, ya’ni
Fe(x) = P{—o0 < & < x}
yoki
Fe(x) = P{& < x}

1.1.2-ta’rif . Tasodifiy sabablarga ko‘ra u yoki bu qiymatlarni qabul

giladigan va o‘zining tagsimot funksiyaga ega bo‘lgan o‘zgaruvchi

migdorga tasodifiy miqdorlar deyiladi.



1.1. 3-ta’rif. (Tasodifiy miqdorning abstrakt) Faraz qilaylik (Q,F, P),
ehtimollar fazosi berilgan bo‘lsin . Tasodifiy miqdor deb elementar hodisalar
fazosi Q daaniglangan ¢ = &é(w), w € Q oflchovli funksiyaga aytiladi.

1.1.1-misol. &tasodifiy miqdor 1 va 0 giymatlarni mos ravishda p va q

(ptq=1) ehtimol bilan gabul qilsin:

y=F(x)

p+q ——

=

&0, 1p =Pl =1}
pq, pq=P{{=0}

Bu holda
0, agarx <0 bo'lsa
P{é <x}=F(x) =<p agar 0<x<1 bo'lsa
1, agarx > 1 bo'lsa.
Agar &tasodifiy miqdor0,1,2, . . . n giymatlarni

P{§ =k} = Cip*q"™", k=0,n
ehtimol bilan gabul qilsa, bu tasodifiy migdor binominal, qonun bo‘yicha
tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi.

Uning taqsimot funksiyasi quyidagicha bo‘ladi.

0, agarx < 0 bo'lsa
F(x) ={Xkex CEp*q" %, agar 0 < x < nbo'lsa
1, agarx > nbo'lsa.

1.1.2-misol. Agar ¢ tasodifiy miqdor 0,1,2, ... n,.. giymatlarni
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Ak

P{¢ =k} =Fe-ﬂ, A1>0
ehtimollar bilan qabul gilsa, uni Puasson qonuni bo‘yicha tagsimlangan
tasodifiy miqdor deyiladi.

Uning tagsimot funksiyasi quyidagicha aniglanadi.
0, agark <0
— Ak
FQx) = de_’l, agar 0 <k <x

k<x
bo‘Isin.
1.1.3-misol. ¢&tasodifiy miqdor [a, b] oraligda tekis tagsimlangan bo‘lsin,
u tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi quyidagicha bo‘ladi.

AN
Flxi

ﬂ

Y

1.1.4-misol. ¢ tasodifiy miqdor [a,b] tekis tagsimlangan bo‘lsin ,u
tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi quyidagicha bo‘ladi.

0, x <a bo'lganda
F(x) = b:a’ a<x<b bo'lganda
1, x>b bo’lganda.

1.1.5-misol. Agar tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi



X
(u—a)?

dx)=C fe_Wdu,
ko‘rinishda bo‘lsin, bunday tasodifiy migdor normal tagsimlangan
tasodifiy migdor deyiladi. Buerda € > 0,0 > 0, —0co0 < a < o 0°zgarish son.
1.1.4-ta’rif. Tasodifiy miqdorning qabil qilishi  mumkin bo‘lgan
qiymatlari bilan bu qgiymatlarga mos keluvchi ehtimollari o‘rtasida bog‘lanish
o‘rnatuvchi munosabatga tasodifiy migdorning tagsimot gonuni deyiladi.

Taqgsomot funksiya quyidagi xossalarga ega.
1. Barcha hagiqiy x lar uchun 0 < F¢(x) < 1.
2.Fg(x)kamaymaydigan funksiya.
Hagigatan ham, x; < x, bo‘lsin. Ushbu
A ={{<x } A ={<x} B={x <{<x}

hodisalarni Kiritsak;

A, =A;UB, AinB =Y.

Natijada ehtimolning addituvlik xossasiga ko‘ra

P(A;) = P(A,) + P(B)
yoki
0<P(x; <§<x) =P{{ <x}+ P{¢ <x1}=F(xz) — F(xy).

Bundanesax; <x,da F(x;) < F(x,)bo‘lib xossaning

isboti kelib chigadi.

3.Tagsimot funksiya chapdan uzluksiz, ya‘ni

Fe(x) = F:(x — 0) = lim F(x.,).

Xmix

Isbot. Faraz qilaylik, a; <a,<a3<:-a,<-+va n-oowdaa,Th

bo‘lsin, u holda

(w:é@ e lanm}=V
n=1

Natijada uzluksizlik aksiomasiga ko‘ra
Fz(b) — Fe(an) = P{w: §() € [a,b)}



ifodan — o0 da nolga intiladi. Bu esa  Fz(x) ning chapdan uzliksizligini
ko‘rsatadi.
Boshgacha isbotini keltiramiz.
Fe(x) = Fg(x—0), P{{<x}=F(x+0)
P{¢ = x} = Fg(x + 0) — F:(x — 0),
xga o‘sib intiluvchi x; < x, < -+ < x, < ---limx,, = x — 0.
A, ={x, <é&<x}, n=12,..,

u vaqtda
A,c A, ;c--CA, CA, ﬂAn=V.
n=1

U vaqtda uzluksiz aksiomasiga asosan

rlliirc}op(A") =P(V)=0;, = }lilrc}op{xn <é<x}=0
lim [F(x) = F(xp)] = 0,
F(x) = Tlli_r)rC}OF{;(xn) = F:(x —0).

4. lim,,_,F(x)=01lim,_,,F(x) =1.
Isbot. Biz xossani isbotlash uchun ikkita {x,} va {y,} ketma-ketliklarni
garaymizki, bunda {x,,} ketma-ketlik —o ga monoton kamayadi, {y,} esa 4o
ga monoton o‘sadi. A, ={¢ <x,}, B, ={& <y,}belgilashlarni kiritamiz.
X, 1 —oo ligidan A,, to‘plamlar ketma-ketligi ichma-ich qo‘yilgan bo‘ladi va
N A,, = @. Ehtimolning uzluksizlik aksiomasiga binoan n -« da P(4,) — 0.
U holda lim,_,F {x,} =0 kelib chigadi.

Bundan va  F(x)  funksiyaning monotonligidan  lim,,_,, F {x,,} =0
ekanligi kelib chigadi.
{y,} ketma-ketlik n — oo da +o0 ga monoton yaginlashganligi uchun B,

ketma-ketligi ham o‘suvchi bo‘ladi va U B,, = Q, binobarin  ehtimolning
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xossasiga asosan P(B,) — 1. Bundan, xuddi avvalgidek, lim,_ F {y,} =
1, lim,_,, F {y} = 1 munosabat kelib chigadi.
5. Tagsimot funksiyaning sakrashga ega bo‘lgan nuqtalari to‘plami ko‘pi bilan
sanoqli bo‘lish mumkin.
Agar x = x, nugtada F(x,+ 0) — F(xy, — 0) = Cy > 0 bo‘lsin, funksiya
X = xy nuqtada sakrashga ega bo‘lib, uning kattaligi C, ga teng bo‘ladi.
Isbot.F (x)tagsimot funksiyaning sakrashi % dan  katta bo‘lgan
nuqtalarning soni faqat 1 ta (chunki 2 ta bo‘lsin, ularning yig‘indisi

ldan katta bo‘ladi, buning esa bo‘lishi mumkin emas)

F(x)ningC, >% bo‘lgan sakrashlar soni 1 ta

F(x)ning% < Cy S% ................................................. 3 ta
F(x)ning% < Cy Si ................................................. 7 ta

F(x)ningzin <Cp =
Bu nugtalarning ketma-ket nomerlab chigish mumkin, chunki sanogli sandagi
chekli to‘plamlarning yig‘indisi yana sanoqli bo‘ladi.

1.1.5-ta’rif.  Agar & tasodifiy miqdor chekli yoki sanoqli sondagi {x;}
giymatlarni  {p,}rxprx = 1) ehtimollar bilan gabul gilsa, uni diskret tasodifiy
miqdor deyiladi.
Diskret tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi

FO= ) m
{k:ixp <x}

formula bilan aniglanadi.

1.1.6-ta’rif .£tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasini

X

F(x) = fp(u)du

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsin, bu tasodifiy miqdor absolyut uzluksiz

tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi.
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Bu erdagi p(u)funksiya ¢tasodifiy miqdorning  zichlik  funksiyasi
deyiladi.
1.1.6 - ta’rifga ko‘raF (x) = p(x) bo‘ladi.

Zichlik funksiya quyidagi xossalarga ega.
1.Zichlik funksiya manfiy emas: p(x) = 0.

Hagigatdan ham, F(x) tagsimot funksiyaning kamaymasligidan uning
hosilasi deyarli hamma nuqtalarda doim musbat bo‘ladi.
2. Agar p(x) zichlik funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lsin, u holda P{x, <
§ < xy + dx} ehtimol zichlik funksiyaning x, nugtadagi gqiymatiga nisbatan

yuqori tartibli cheksiz kichik miqdor aniqligida ekvivalent bo‘ladi.

[=153]

F(x)

1

F(b)-F(a) /

____—__ﬂ_‘__/’

jo1]
T —
kA

P{xy <& <xp+dx} = p(xy)dx

12



F(a) = PE< a} = f p(x)dx

Pla<é<b}=

a

b
= fbp(x)dx =f p(x)dx —f p()dx = k) _ p(a)

a

3. Zichlik funksiyadan (-oo; +) oraliq bo‘yicha olingan interval 1 ga teng.

0

j'p(x)dx = 1.

Bu bevosita tagsimot funksiya xossasidan kelib chigadi.

Yugorida keltirilgan normal tagsimlangan tasodifiy miqdor uzluksiz
tasodifiy miqgdordir. Normal gonun bilan tagsimlangan tasodifiy migdorning
zichlik funksiya

1 _e=e?
p(x) = oy 207
ga teng. p(x) zichlik funksiya x =a nugtada eng katta qiymatga

erishadi va uning grafigi x =a to‘gri chizigqa nisbatan simmetrik
joylashgan, bu funksiya uchun Ox o‘q garizontal asimptota, x =a+o
nugtalar bu funksiyaning bukulish nuqgtalari bo‘ladi. Bularni  e’tiborga olsak,
p(x) funksiyaning grafigi quyidagicha bo‘lishini ko‘ramiz.

Xususan a = 0, o = 1bo‘lganda tagsimot funksiya

u2

Do,1y(x) = e z2du

3

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
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O x)

P(x}

ﬂ/

a »

® 0,1y (x)tagsimot funksiya (0,1) — parametrli standart normal gonun deyiladi.

1.1.6-misol.Zichlik funksiyasi

n+1
r(s) o aw

p(x) = MT(H) 1+ 7)_7

2
dan iborat bo‘lgan tasodifiy miqdorni erklilik darajasi n bo‘lgan Styudent
qonuni bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi.
Bu erdal'(x) — gamma funksiyadir. Uning tagsimot funksiyasi quyidagicha
bo‘ladi
() g
I'(x) = \/n_T(g)f—Oo(l + ?) 2 du;

1
m(1+x2)

Zichlik funksiyasi p(x)= ko‘rinishda bo‘lgan tasodifiy miqdorni

Koshi qonuni bilan tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi.
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1.2-§ Ko‘p o‘lchovli tasodifiy miqdorlar va ularning taqsimot funksiyalari

Faraz qilaylik, (Q,F,P) ehtimollik fazosida ¢4, ¢&,, ..., &, tasodifiy
miqdor berilgan bo‘lsin .
Ushbu ((w) = (¢1(w), é(w), ..., & (w)) vektorni  qaraylik — &,&,, ..., &,
tasodifiy miqdor yordamida beriladigan &:Q — R™  akslantirish tasodifiy
vektor yoki ko‘p oflchovli tasodifiy miqdor deyiladi.

Agar R™dagi Borel to‘plamlari o — algebrasini € desak u holda
Q — R™ akslantirishni (Q,B) fazoni (R™ &) fazoga o‘lchovli akslantirish deb
garaladi.

Shuning uchunvE& Borel to‘plami uchun ¢ vektorning tagsimoti deb
ataladigan  P;(B) = P{¢ € B} funksiya aniglangan.
Ushbu

Fr e, 6. (X1, X2, 0, Xp) = P{fl <x1,&<xp..,8, < xn} (1.2.1)
funksiya(é,, &5, ... ,&,) tasodifiy vektorning tagsimot finksiyasi yoki  &;,&,,
.. , &, tasodifiy migdorning birgalikdagi tagsimot funksiya deyiladi.

Llimy,  Froe, . .6,(X1, X2, . %) = Fg g, e (X1,X2, 0, Xp—1)

2. lim Fg g & (X1,%2,..%3) =0

Xn——oo

Bu erda limit oxirgi argument bo‘yicha olingan, lekin bu shart emas
bo‘lib, V argument bo‘yicha limitga o‘tish mumkin edi. Bu xossalar bir
o‘chovli kabi isbotlanadi.
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3.F ¢, Scn(xl,xz, ..,Xp)tagsimot funksiya har bir argument bo‘yicha

.....

4, Fgl &y, (X1, X2, ..., Xp)taqsimot funksiya har bir argument bo‘yicha chapdan

.....

g, (+00,+00,..., +0) = Imunosabat orinli.

.....

Ixtiyorty  F(xq,x,,...,x,) funksiya no‘lchovli tasodifiy  vektorning
tagsimot  funksiyasi bo‘lishi uchun yuqorida keltirilgan  hossalarga
yana, quyidagi hossani qo‘shish zarur:

Ya;vaf;haqgigiy sonlar uchun quyidagi ifoda manfiy emas.
Pla; <§<pr1,a; SE <Py, an &SP} =

= F(B1, B2 -, Bn) — z p; t+
i=1

+Zl<]pl] + -+ (—D)"F(ay, ay, ... @),

bu erdaPl-J-,___,k bilan F(nyn;,...,m,) funksiyaning

n=a, n;= .Mr=aiva qolgan n, larda Bs ga teng qiymatlari
belgilangan. (R", €) fazoda  P:(B)ehtimollik o‘lchovining kiritilishi bu
o‘lchov bo‘yicha integrallash imkonini beradi. Agar ¢ funksiya: R" —
Rakslantiruvchi Borel funksiya bo‘lsin, u holda ¢ (&;(w), ..., &, (w)) funksiya

boshlang‘ich fazoni Q ga o‘lchovli akslantiradi hamda

Q
integral aniglangan bo‘ladi. Biz integral ta’rifidan foydalanib, yuqoridagi

integral

[ oGops @, 2=t €R”
Rn
bilan bir xil ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Xuddi bir o‘lchovli tasodifiy miqdor kabi tasodifiy vektorni diskret va

absolyut uzluksiz tiplarga ajratib o‘rganish mumkin.
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1.2.1-ta’rif. Agar chekli yoki sanoqli {(x,,, X, .-, Xm, ) } nuqtalar to‘plami

uchun

P{El = Xmy» $y = Xy wes $n = xmk} = Pxppyxm,, L Xmy

: : pxml'xmz, ...,xmk - 1

(xml;xmz, P ,xmk)

va

munosabatlar bajarilsa, u holda ¢ = (&,¢&,,...,&,) diskret tipdagi tasodifiy
vektor deyiladi.
1.2.2-ta’rif. Agar funksiyap(tq,t,,...,t;) = 0 bo‘lib, tasodifiy vektorning

tagsimot funksiyasi ushbu

xq Xn

Fe e, .6, (X1, X2, 0, Xp) = j jpfl,fz ..... g, (ti Lz, ta)dty dt,  dt,

ko‘rinishda bo‘lsin, & = (§,&,,...,&,) absolyut uzluksiz tipdagi tasodifiy
vektor deyiladi.

j p(tits to)dtdt, dty =1

Rn
ekanligi ravshan. Yuqoridagi p(tyt, t,) funksiya
& =(&,&,, ..., &tasodifiy vektorning  zichlik funksiyasi deyiladi.

Deyarli hamma erda

0" Fz ¢, .8, (X1, X2, v, Xp)
0xq,0x5, ..., 0%,

= p(X1, X2, e, Xn)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Agar
Fe e, 6. (X1, X2, 0 X)) = F(xq), Fg,(x2), ... , F(xy),
tenglik bajarilsa, &4,¢&,, ..., &, tasodifiy migdor o‘zaro bog‘liq emas deyiladi.
1.2.1-misol.n —o‘Ichovlia; < §; < b;, i =1,n  parallelepipedda  tekis

tagsimlangan ¢ = (&1,¢,,...,&,) tasodifiy vektorning tagsimot funksiyasi
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0, agar hech bo'maganda bitta i uchun x; < a
n

IA
S

F(xl,xz, ...,Xn) = a; < Xx; i,i =1,n

1, agar x; > b;, i=1,n
ko‘rinishda bo‘ladi.
1.2.2-misol. Zichlik funksiyasi

\/m - Q(x1 X3, Xn).

(Zn)n/z ¢

P(xpxz: ey xn) =

ko’rinishga ega bo’lgan & = (§,&,,...,&,) tasodifiy vektor normal qgonun

bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy vektor deyiladi, bunda
Q(xb X2y wees xn)zzgjzl QAjjXi Xj
musbat aniglangan kvadratik forma, |A| = det ||aij||.

Xususan n = 2bo‘lsin

1 [(x1-a)? oy F1=®)(x2=b) (x2—b)?

1 1-r o 010 o
p(x1, x3) =me 2(-r3)l ot 102 5 (1.2.2)

bu erda a, b-haqiqly sonlar, —1 <r < 1,0y 0, -mushat sonlar. Agar r = +1

bo‘lsin, & va &lar chizigli bog‘langan bo‘ladi.
Normal tagsimlangan tasodifiy vektorning tagsimot  funksiyasi

quyidagicha bo‘ladi.

D(xy, X oor, Xpy) = QXA g g
(xl X2 xn) (Zn_)n/zj j X" Xn

Agar & =(&,&) vektorning komponentalari normal qonun  bo‘yicha
tagsimlangan bo‘lib, ular o‘zaro bog‘liq bo‘lmasa, u holda wuning zichlik
funksiyasi quyidagiga teng

(x1-a1)? (xz—az)?

201 (1.2.3)

1

270, 0y

p(x1,x2) =
Demak, (1) va (2) larni solishtiradigan bo‘lsink 7 = o ligini ko‘razim, shunday
qilib tasodifiy vektorning komponentalari o‘zaro bog‘liq bo‘lmasinva har bir

komponentasi normal qonun bo‘yicha taqsimlangan bo‘lsin r = o bo‘ladi.

18



Yugoridagi mulohazalarga asosan, har bir komponentasi normal
qonun bo‘yicha tagsimlangan & = (&1,¢,, ..., &, ) tasodifiy vektorning
komponentalari o‘zaro bog‘liq bo‘lmasligi uchun a;; = 0 (i # j) bo‘lishi zarur

va etarliligini ko‘rish qiyin emas.

11-BOB

2.1-§. Ehtimollar nazariyasining asossiy tengsizliklari.

Tasodifiy miqdorning matematik kutilma atirofida tarqoglik darajasini
xarakterlaydigan kattalik, xususan, tasodifiy migdorning dispersiyasi ekanligi
bizga ma’lum. Agar dispersiya kichik son bo’lsa, u holda tasodifiy miqdor
qiymatlari matematik kutilma atirofida zichiroq joylashgan bo’ladi. Bu faktni
tasdiglovchi quydagi Chebishev tengsizligini keltiramiz.

Chebishev tengsizligi. Agar ¢ tasodifiy migdor chekli dispersiyaga ega bo’lsa, u

holda Ve > 0 son uchun ushbu tengsizlik o’rinli bo’ladi.

PlE-MEl =y <2 (21.1)

g2

Isbot. Agar F(x) ¢ tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi bo’lsa, u vaqtda

PUs-MElze)= | dF@)
lx—ME&|ze
integrallash sohasini hisobga olsak

(x=M$§)?

e M¢] = 1y0k|£—2

u vaqtda

2
[x—Mé&|ze lx—ME&|ze

AF(x) < — f G — ME? dF (x) +
€
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+glz J (x—Ma))ZdF(x)=gi2f(x—Mw)zdF(x)=i_(zU

|[x—Mw|z¢e
Chebishev tengsizligi isbot bo’ldi.
2.1.1-misol.&tasodifiy miqdor o’zining sonli xarakteristikalari bilan berilgan
MéE =1, D&=0.2, A={05<¢< 1.5}

hodisaning ehtimolini quyidan baholang.

Yechish. Tasodifiy hodisani quydagicha baholaymiz
{05<&§<15}={05—-ME<&—ME<15—ME) =
={05-1<¢§-ME<15-1}={-05<¢&-ME<05}=
= {|& — M¢| < 0.5} = {|§ — M| > 0.5}
bu yerda chiziq {|¢ — Mé&| > 0.5} hodisaga garama-garshi hodisa ekanligini

anglatadi.
P{I§ — M&| = e} U {|§ — M&| < &} =02 = (-0, 0)
P{§ —M&| = e} + P{I§ —M&| <e}=P(2) =1
P{l§ —ME| < e} =1-PE-ME| 2 e} 21 -2 (2.1.1)
Oxirgi tenglikdan quydagiga ega bo’lamiz:
P{0.5 < ¢ <15} =1-P{|¢ — M¢| > 0.5}
{I§ — M¢| > 0.5}
Hodisa ehtimolini hisoblashga Chebishev tengsizligini qo’llasak, quydagiga ega

bo’lamiz
Plle— Me| > 05) < 250" _ 4
(0.5)2  (0.5)2 25
shunday qilib
1 — P{§ — ME| > 05} = 1 - = = o= = 0.84
25 25

Umumlashgan Chebishev tengsizligi.
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Chebishev tengsizligining tadbiqini keltirishdan oldin quydagi tenglikni keltiramiz
Mg(§) = 7, g()dF (x) (2.1.2)

bu formula M=ff°ooxdF(x) formulaning umumlashmasidir. (2.1.2) tenglik
ffoool g(x)|dF (x) < oo shartda o’rinli bo’ladi.

2.1.1-teorema. Faraz qilaylik g(x) manfiy bo’lmagan X tasodifiy migdorning

qiymatlar to’plamida kamaymaydiga funksiya bo’lsin. Agar M (g¢) mavjud bo’lsa,

u holda V& > 0 son uchun quydagi tengsizlik o’rinli:

P{E>e} < M(fs? (2.1.3)

Isbot. Faraz qilaylik F(x) ¢ tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi
bo’lsin, ya’ni Fy(x) =P{{ <x} u holda (2.1.2) formulaga ko’ra va g(x)

funksiyaning xossalariga ko’ra quydagiga ega bo’lamiz:

(00 (0e] (0e]

Mg(x) = f GEOdF(x) = j gOOdF(x) + j GGOAF(x) =

— 00 — 00 &

o

> [ gdre) 2 () [ dFe) = g@FGIE =

&

= g(@[F(+) —F(e)] = g(&)[1 - F(&)] = g(e)P{§ > &}

bu tengsizlikdan esa teoremaning tasdiqi kelib chiqadi, ya’ni

M(g(E))
P{§ > e} < =222,

Xususiy holda, agar ¢ manfiy bo’lmagan tasodifiy miqdor bo’lsa, u holda g(x)
sifatida g(x)=x deb olib quydagi Chebishev tengsizligini hosil gilamiz:
P{g>e} <™ (2.1.4)

Agar g(x) =|x|",r >0, u holda quidagi tengsizlikga ega bo’lamiz
lel

Ba’zi hollarda bu tengsizlikni Markov tengsizligi deb ham yuritiladi.
Agar {£,,} tasodifiy migdorlar ketma-ketligining har bir hadi uchun

|€]" , r > Odarajasining matimatik kutilmasi mavjud bo’lsa, va
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M{|$n —¢1> e} —0
ko’rsatish kerak. Chebishev tengsizligiga ko’ra

PlIg - £l > ey < in 81

bo’ladi, shartga asosan M|&,, — &|" —2 0 bundan esa
P{lgn— ¢ > e —0}
kelib chigadi. Demak M|&|" bo’yicha yaqinlashish ehtimol bo’yicha

yaginlashishdan iborat ekan, lekin teskarisi o’rinli emas.

2.1.1-misol. Agar D¢ =0 bo’lsa, u holda P{é = M&} =1 ekanligini isbot

gilamiz. Hagigatan ¢,, = %deb olsak, u holda
1
P{lf — ME| >E} <n2?Dé =0

ya’ni Ve>0 P{lE—M¢&>e}=0.
bundan kelib chigadiki
P{|¢ — M&| >0} =0 yokiP{|¢ —Mé&| =0}=1 ekan.

Chebishev tengsizligining ba’zi bir tadbiqlari.

Chebishev tengsizligi tasodifiy migdorning o’zining matematik kutilmasidan

farqini baholaganligi uchun, uni quydagi ko’rinishda ifodalaymiz:

D& 1
P{l¢ — M¢| > k,/DE} < = (2.15)

k2DE

bu yerda k ixtiyoriy musbat son. U vaqtda quydagini hosil gilamiz:
P{|€ — M&| < kyDE} =1 - P{|§ — M| > k\/DE} 21— (21.6)
2.1.2-misol. k=3 deb olsak, u holda 1-1/9=8/9 dan katta ehtimollik bilan &
tasodifiy migdorning giymati  (M¢& — 3,/D&, M& + 3,/D&) intervalda yotadi,
ya’ni

P{|§ — M&| > 3,/D&} = P{-3,/DE < § — M§ < 3,/DE} =
= P{M§ —3/Df <§ <M +3/DE}21-2=2

9
22



Faraz qilaylik & tasodifiy migdor a,o?  parametirli normal qonun bilan

tagsimlangan bo’lsin. P{|¢ — a| < 3o}hodisa ehtimolini (2.1.5) baho bilan

solishtiramiz. s(_—atasodifiy miqgdor O va 1 parametirli normal qonun bilan

tagsimlangan, hagigatan

M(‘f—a>:M(f—a)=Mf—a=a—a

o o o o

=0

D(S—@l)_D(f—a) _ D¢ o?
o ) @2 = g2 g2
bu yerda ¢ tasodifiy migdorning matematik kutulmasini M¢ = a va dispersiyasini

D& = g2 bilan belgilanadi, u vagtda
P{¢ —al <30} = P{["-] <3} = 0(3) — (-3).

g

Bizga ma’lumki & tasodifiy migdor O va 1 parametrli normal qgonun bilan

tagsimlangan bo’lsa, uning taqsimot funksiyasi quydagicha bo’ladi:

1 ; _(z-a)?
o(x) = je 202 (z
o Zn_

ga teng bo’ladi. Integral ostidagi

@ 1 _(x—cs)z

xX) = e 2o

v oV2m

funksiya esa shu tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi diyiladi.
x2

a=0, 0 =1bo’lsap(x) = \/%_ne_T ga teng bo’ladi.

Hagigatan ehtimol bo’yicha yaqinlashish ta’rifiga asosan Ve > 0 uchun
P{l&, — €] > £} — 0

ko’rsatish kerak. Chebishev tengsizligiga ko’ra

PlIg, —§1 > o) < o ST

bo’ladi, shartga asosan
M[&, — &7 —0.

n—-oo

Bundan esa
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P{l$n =&l > e} —0
kelib chigadi. Demak M|&|" bo’yicha yaqinlashish ehtimol bo’yicha

yaginlashishga nisbatan kuchliroq ekan, lekin teskarisi o’rinli emas.

P{|¢ — M¢| < k/DE} = 1 — P{|¢ — M&| > k /DE} =1 — kiz 2.1.7)
Masalan k=3 deb olsak, u holda 1-1/9=8/9 dan katta ehtimollik bilan, ¢ tasodifiy
miqgdorning giymati

(M¢ — 3y D¢, MS + 34/DS)
intervalda yotadi, ya’ni

P{|¢ — M| > 3,/D&} = P{—3,/DE < £ — M¢ < 3/DE} =

= p{Mg ~3yDE < < Mg +3/DE) 215 =

Faraz qilaylik ¢ tasodifiy migdor a,0? parametrli normal qonun bilan

tagsimlangan bo’lIsin.

P{|¢ — a| < 3a}hodisa ehtimolini (2.1.4) baho bilan tagsimlangan, hagigatan
M(f—a)_M(f—a)_ME—a_a—a_

=0
o o o o

=1

D(f—a)_D(E—a)_DE_GZ
o ) o2 g2 g2
Bu yerda ¢ tasodifiy migdorning matematik kutulmasini M& = ava dispersiyasini

D& = o2 bilan belgiladik. U vaqtda
E—a
P{€ —a| < 30} = P {|T| < 3} = $(3) — d(=3).
Bizga ma’lumki ¢ tasodifiy migdor O va 1 parametirli normal gonun bilan
tagsimlangan bo’lsa, uning taqsimot funksiyasi quydagicha bo’ladi:

=L [eZa
¢x—m_£e z

umumiy holda a,o? parametirli & tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi

oV2m

1 ; _(x-a)?
o(x) = fe 202 (z
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ga teng bo’ladi. Integral ostidagi

1 _(x—az)2
p(x) = pw. Al
funksiya esa shu tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi deyiladi. a = 0,0 = 1
bo’lsa
1 _#2
p(x) = \/T_ne 2

ga teng bo’ladi.

Shunday qilib

Pl —al <30} = P {7 <3 =0 ~0(-3) =
;Tfez— j dx——.[e 2 dx =

e 2dx+—]e 2 dx =
rf

biz ikkinchi integralda x=-x almashtirish olsak, shuning uchun integral oldiga

minus ishorasi chigib goladi

1 x?
=—— | e z2d x—— e de—
\/Zn_J f

yana ikkinchi integralda, integrallash chegarasini o’zgartirib yozdik.

1 b %2 3 %2
de—— e 2 dx— fe_de =
\/ J V21 _f ~

:\/%_Le_xz x——fe de_\/_f x——=

%2
- Effme‘T dx —1=20(3) -1~ 0.997.
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Shunday qilib & tasodifiy miqdor (a,0?) parametirli normal gonun bilan
tagsimlangan bo’lsa, u vaqtda 0.997 ehtimol bilan a—30<¢ <a+ 30
tengsizlik bajariladi. Bunga ehtimollar nazariyasida uch sigma qoidasi deb ataladi.
1. Agar évan tasodifiy migdor uchun Mé&? < +oo, Mn? < +oo chekli bo’lsa, u
vagtda Koshi-Bunyakovskiy tengsziligi o’rinli bo’ladi:
(M&n)? < ME2Mn?yokiM|&y| < \/MEZ/Mn? (2.1.8)
hagigatan kvadrat uchhad manfiy emas
M(& +tn)? = M&? + 2tMén + t*>Mn?

shuning uchun uning diskriminanti musbat emas.

(2Mén)? — 4ME*Mn? < 0 = (Mén)? < ME*Mn?
Lekin Mé&n mavjudligi |én| < %(52 + n?) tengsizlikdan kelib chigadiki, gaysiki
Mé&? < +o00, Mn? < +o ekanligidan M|&n| < +oo kelib chigadi.
2. Agar M&% < +oovaMn? < +oo bo’lsa, u vaqtda Shvars tengsizligi o’rinli:
VM@ +m)? < ME% +My? (2.1.9)
Hagqigatdan (2.1.8) tengsizlikdan quydagiga ega bo’lamiz:

M(& +n)? = ME? + 2Mén + Mn? < M&? + 2,/ Mé&2n2 + Mn?

M +n)? < (VME? +/Mn?)?
Har ikkala tomondan kvadart ildiz olsak (2.1.9) tengsizlik kelib chigadi.

3. Faraz qilaylik p>1, g>1, 1/q+1/p=1 bo’lsin vaé va n tasodifiy miqdorlar uchun
M|&|P < 400, M|n|? < 400 bo’lsa u vaqtda quydagi Gelder tengsizligi o’rinli:
Mgyl < (MIEIDMP « (Mn|*)V/a (2.1.10)

Gelder tengsizligining xususiy holi, ya’ni p=q=2 Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi
kelib chigadi.

Isbot. Quydagi OBA egri chizigni garaymiz. y = xP~lyokix = y9~1 b<a bo’lsin.

a

1
S = fxp_ldx =—aP?,
J p

b

1
T = qu_ldy = —p1
q
0
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1 Lro1 1 1 1 1
p q9 q qg p—1 p—1
aP b1
ab < —+—
p q
bu tengsizlikdan
ol _Inl
C(MIgIP)VP TIDRE

deb olib, har ikkala tomonidan matematik kutulma olsak

H m__1,1
(MIE[PYYP (MIn|DYe " p -~ q
bundan (2.1.10) kelib chigadi.
lensen tengsizligi. Agar M|¢| < cova g(x) funksiya botiq bo’lsa, u holda
Mg(§) = g(M$) (2.1.11)

Isbot. Agar g(x) funksiya botiq bo’lsa, u holda har bir y uchun shunday g;(y)

M =1

topiladiki g(x) = g(y) + (x —y)g1(y) bo’ladi. Agar x = ¢, y = M& desak va
bu tengsizlikning har ikkala tomonidan matematik kutilma olsak

Mg () =z g(M¢)

kelib chigadi.
Lyapnov tengsizligi. Agar 0<s<t bo’lsa u vaqtda
(MIE1)Y* < (MIE1HYV* (2.1.12)

isbot qgilish uchun r=t/s, g(x) = [x|" , r = 1, n = |£|® desak lensen tengsizligini
qo’llasak quydagiga ega bo’lamiz
(MIEI) < M(E1%)¥° = MIg|*
Bu tengsizlikdan (2.1.12) tengsizlik kelib chigadi. Xususiy holda agar
g(x) = x* = (M§)? < M¢?
agar
gx) = Ix|"(r 2 1) = |ME|" < M[§|".

Kolmagorov tengsizligi. Agar o’zaro bog’liq bo’lmagané;, &,, ... ... , Ene
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tasodifiy miqdorlar chekli Dé&,(k = 1,) dispersiyalarga ega bo’lsa, ushbu
tengsilik o’rinli bo’ladi.
P{max,<en|ZEo1(§s — ME| <&} 21 -5 %0, D& (21.13)
bu yerda € > 0 ixtiyoriy son.
Isbot. Endi Me =& — M&, S, = X 1 m;

Ey = {W: |Sj| <g&gj<k-— 1}n{w: 1S, | = €}

Ey = {W: |Sj| <g,j < n}

belgilashlarni kiritaylik, u holda {w: max;<x<,|Sk| = €} = U=, Ex bo’ladi. Bu
tenglikdan E; N E; = @,i # j bo’lganligidan
P{max,<x<n|Sk| = €} = Xjit=1 P(Ex) (2.1.13)

S,ning dispersiyasini hisoblaymiz.

n

DS, =) PEIM(SH/ED 2 ) PIEOM(SH/E)
bu yerda

2

Sn 2 2 NjMn
M(E—k):M Sk+225knj+znj+2 z E, >

>k >k j>n>k
> M{S} + 22&&7; +2 Z NiMn/Ex}
>k j>n>k

Ejning ro’y berishi, &;,i = 1, k largagina ta’sir etadi, lekin boshqa

&,i = (k + 1), ntasodifiy miqdorlarga ta’sir qilmaydi, chunki

&;,i = (k + 1),n tasodifiy miqdorlar o’zaro bog’liq emasligicha qoladi. Shuning
uchun

M(Sin;/Ex) = M(Sk/Ex)M(m;/Ey) = OvaM(nny/Ex) =0

bu yerda h#j, j>k, j > k = 1. Bundan tashqari k > 1bo’lganda

2
dF (x) = €2

M(S’E) Lo [ x2dF@o) =
— == x%dF (x) =
Ey Pk (Ex) P(Ey) (Ex)

Shu sabablarga ko’ra
DS, = 2y 7_,P(Ey) (2.1.14)
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va nihoyat (2.1.13) va (2.1.14) dan

n 1
P{maxcp<nlSk| = €} = k—1P(Ek) < E_ZDSn

Bu esa Kolmogorov tengsizligining isboti bo’lganligini ko’rsatadi.

2.2-§.Eksponensial baholar.

Bu paragrifda bog’lig bo’lmagan tasodifiy miqdorlar ketma ketligi berilgan
bo’lib matematik kutilmasi nolga teng va chekli dispirsiyaga ega bo’lgan tasodifiy
miqgdorlar uchun quyi va yuqori baxolar olinadi.

Faraz qilaylik {X,,; n=1,2,...} tasodifiy miqdorlar berilgan bo’lsin va

quyidagi belgilanilarni Kiritamiz

n n
Sn:sz, of = MX?, Bn=za,§
k=1 k=1

Qn(x) = P{Sn = x}
Umumiylikka halagit bermasdan {H,,}ketma-ketlikni kamayadigan deb olamiz.

2.2.1-lemma. Agar 0 < xH,, < B,,bo’lsa, u vaqgtda
2 Hn
P{S, > x} < exp {_E (1- E)} (2.2.1)

Agar  xH,, = 2B,, bo’lsa, u vaqtda

X

P{S, = x} < exp {—m} (2.2.2)

Isbot. Faraz gilaylik t > 0 va tH,, < 1 u vaqgtda IMXE | < HX 257 tengsizlikga

ko’ra ixtiyoriy k = 2 uchun quyidagiga ega bo’lamiz.
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k 2 2
MetX"=1+Zt—MXK<1+t—02<1+£H r+lmzg ><
R 2 " 3" L

2 2

= t t
1+—oy (1 +—Hn) < exp >

) t
> > O-n(1+§Hn)

2

MetSn < exp{ (1 + = Hn)}

Hagigatan

t? t
P{S, = x} < e "*Me®n < exp {—tx + 7Bn(1 + EH")}

bu yerda xH,, < B,, bo’lganda t = Bideb olsak xM,, < B,, bo’lganda

t = Hi deb olsak (2.2.1) va (2.2.2) tengsizliklar kelib chigadi.

2

2.2.2-lemma. Agar x>0 ,’2{—" — O va Z— — o0 U vagtda ixtiyoriy

n n

fiksirlanagan u > 0 va hamma yetarli katta n lar uchun quydagi tingsizlik

o’rinli

P{S, = x} = exp {— } (2.2.3)

Isbot. Ixtiyoriy x> Ouchun 1+ x > (™% bo’ladi.

Agar 0<tHp<1 bo’lsa, u vaqtda
t2 t t2
Met¥n> | +—aﬁ(1 -~ Hy - —Hﬁ — ) >
t2 t2
> 14507 (L-5H) = exp{G 07 (1= FHa = S D)
>exp{ g2 (1— tHn)}

tZ
Me!Sn > exp {—Bn(l — tHn)} .

Agart = deb olsak , bularda 6 — kichik musbat son. U vaqtda tH,, — 0

( _6) n
va ixtiyeriy fiksirlangan a > 0 uchun quyidagi tengsizlik o’rinli.
MetSn> exp{Z2t2 (1 — @)} (2.2.4)

yetarlikatta nlaruchun. Keyin
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Metn = [7 ™ dan(y) =t J7, e qn ()dy = tZ5=y Jic  (2.2.5)
bu yerda J, /5, ..., Jsintegrallarni e* q,,(y) bo’yicha

(=0,0), (0.t(1 - 6)By), (t(1 - 6)By, t(1 + 6)By) ,

(t(1 + 8)B, , 8tB,) va (8 tB,, , )

intervallar bo’yicha mos ravishda integrallaymiz.
Ma’lumki t]; < tfog e dy = 1teng.

Agar yH, = B, bo’lasu vaqgtda

4
In(y) < e n < 7

yetarli kattan lar uchun birinchi lemmaga asosan.Shu lemmaga ko’ra

8tB, <y <—
Shu soxaga ko’ra

2

_y
gn(y) < e 2B < %Y

Bizga malumki 4 B,, < % ni yugoridagi tengsizlikga qo’yib xosil qildik.

(ee]
(00] (0e]

1
t]s < tJ e 2WetYdy == tf
8tB,, 8

eVdy = —e™ f = ZatE, < 1

tBn 8tB,
(2.2.5) gaasosan, bu yerdan

th +tjs <2< iMefSn (2.2.6)

yetarli katta n lar uchun .

Jovaj, intigrallarni baxolash uchun (2.2.1) tingsizlikdan foydalanamiz va
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xBﬂ — 0 shartga ko’ra .Quydaginihosil qilamiz

n

y2
qn(y) < exp {—b— (1- B)}

ixtiyoriy fiksirlangan g > 0 va yetarli katta n uchun.
Shunday qilib, yetarli n uchun quyidagi tengsizlik o’rinli bo’ladi:
t]Z + t]4- < th elp(J/)dy )

bu yerda,

—ty— 21—
Y =ty — -1 —h),
va
D = (0,t(1—-6)B,) U (t(1 + 6)B,,8tBy,).
Y(y)funksiyay = % nugtada (t(1 —6)B,, t(1 + 6)B,, intervalda, agar £ ni

yetarlicha kichik qilib olsak maksimumga erishadi.
Hagigatan

ySZpD = Y(y) = max(P(t(1 — §)B,), Y(t(1 + 6)By)).

Shunday qilib
t*(1 £ 6)*B;

(1 £6)By) =t*(1 £6)B, — 2B,

(1-p5)

t2B,
= 21+£6) -1 +8)*A-p)]=

2
n

2(1+8)—(1+8)*+B(1+6)?% =

t?B,
== [2(1£68) - (1+£6)?+p(1+6)?]

t?B, t’B 52
= 1— 62 1+6)H) < —L(1-——
S (A-824BAEHH <"1 - )
2
Agar ﬁ§2(1+6)2 olsak

Shuning uchun
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t’B,

> - 672)}

t]; + t], < 8t?Byexp |

X

== S)Bndeb olsak

t

x2

tzB =
" (1 - 6)2371

ekanligidan yetarli katta n uchun

t*B
32t%B, < exp {Tn 62}.

vatf, + tJ, < S—BZexp {% 52}exp {tZZBn (1- %2} =

=lep{E2(1-Z+ L)) < imets (2.2.7)

(2.2.4) ga asosang,(y) funksiya o’smaydi. x = (1 — §)tB,tenglikni e’tiborga
olsak, quyidagiga ega bo’lamiz.

t]3 < 28t2B,exp{t’*B, (1 + §)}q,(x)
(2.2.5)-(2.2.7) ga asosan tj; > %Metsn bo’ladi.

(2.2.4) ni e’tiborga olsak, quyidagiga ega bo’lamiz

2
gn(x) < {—tan(l +6) + B“Zt (1-— a)} -

2t2B, P

B 1
2t*B,,

t2B,
exp{— > (2 +(1+6)— (1—a))} =

_ 1
2t*B,,

t?B,
expy—— 1+a+286);=

x? 52
> — 1 20 +—
_exp{ ZSn(l—(S)Z( +a+ +4}

yetarlikattanuchun, agar § < %bo’lsa.
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Faraz qilaylik  p — ixtiyoriy musbat son bo’lsin.Musbat § va asonni shunday
tanlaymizki
S 2
AQ+a+25 + T)
(1-6)?
bo’lsin . U vaqtda yetarli katta n uchun (2.2.3) tengsizlik o’rinli bo’ladi. Lemma
isbot bo’1di.

<l+u

111-BOB
3.1-§. Ko’p o’lchovli tasodifiy miqdorlarga oid teoremalar.

Faraz qilaylik X;, X, ..., X,,0’zaro bog’liq bo’lmagan, quydagi shartlarni
ganoatlantiruvchi
X <L (3.1.1)
(bu yerda L-qandaydir o’zgarmas 1 < j < n)
MX; =0 (3.1.2)
tasodifiy miqdorlar bo’lsin. U vaqtda
v - X1, Xy, o, X,
Vn

uchun quydagi tengsizliklar o’rinli

P{Y,| =1} <2 _T21 L

2
agar0 < r < GT\/H bo’lsa
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P{|Y,| =1} < 2exp {— _T\/ﬁ}

4L
agarr > GTZ\/H bo’lsa (bu yerda o2Y,, ning dispersiyasi)

bu Kkeltirilgan natijalarni hamma r>0 lar uchun
r2
P{|Y,| =7} < 2exp {— E} (3.1.3)
ko’rinishida ham olish mumkin.
Xuddi yuqoridagiga o’xshash tengsizliklarni P{|Y,| = r} uchun agar

X1, X5, ..., X, m o’lchovli tasodifiy vektorlar bo’lgan holda olish mumkin.

Kelgusida
x = (x®,x@, ... ,x (M)
ning normasini yevklid normasi deb olamiz.
lx|? — (x(l))Z’ (x(Z))Z 4ot (x(n))z
(3.1.1) va (3.1.2) shartlarni ganoatlantirgan holda tasodifiy vektorlar uchun
S.N.Bernshteyn tengsizligining umumlashmalarini keltirib o’tamiz. Bizga
ma’lumki S.N.Bernshteyn tengsizligi Chebishev tengsizligiga asoslangan holda

isbot gilinadi. Ixtiyoriy h>0 uchun

n X,
P{Y, =71} < e "Mehn = ¢=h" Mexp {h —]}

o’ng tomondagi har bir ko’paytuvchini yuqoridan baholash mumkin. Shunday qilib
h ni shunday tanlaymizki
MZXi < %'l (3.1.4)
u vaqtda biz quydagi tengsizlikga kelamiz.

P{Y, = r} < e hr+h’L?
Lekin bu usul bilan tengsizlikni ko’p o’Ichovli tasodifiy miqdorlar uchun qo’llab
bo’lmaydi. Buning uchun quydagi usulni qo’llaymiz, ya’ni quydagi funksiyani
Kiritamiz.

Agar q(x) = 0 bo’lsa, xeRM, seR™lar uchun
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Xx(s) = f(Me(x'Yn))q(x)dx (3.1.5)
Rm

(bu yerda (s,x)- s va x vektorlarning skaliyar ko’paytmasi)

u vaqtda

Mx(Y,) = j (Me®™"))q(x)dx
Rm

agar a>0

P{Xx(Y)) =a}<a?! j(Me(x'Yn))q(x)dx.
Rm

Shunday qilib Y, ning R™ fazoga tushish ehtimolini topishning maxsus
ko’rinishini hosil qilamiz:{s: yX(s) = a}, buyerda y(s) (3.1.5) ko’rinishda.

Markazi kordinatalar boshida bo’lgan radiusi r ga teng bo’lgan shar uchun

a?|s|? || 2

Xy(s)=e z = (2n) zg™™ ] e () 0307 dy
Rm

(62 —parametr, xuddi shunday h ham bir 0’Ichovli holdagi kabi)

PV 27} = P fXp(h) 2 7%} <

o272 m |2

(3.1.6) tengsizlik kelgusi mulohazalar uchun asosiy tushunchalardan biri
hisoblanadi. (3.1.4) tenglikdan
Me®¥n) < x°L?

ayrim hisoblashlardan so’ng quydagi tengsizlikga kelamiz. (2L?0? < 1)

o272

P{|Y,| =r}<e 2

(1—21%262)"z
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Xususiy holda agar 2 > 2mL?deb o’ng tomondan g2 bo’yicha minimum olsak

m m 2
r2 r

PVl =7} < (2)7 (5) e (3.17)

412

(3.1.7) ning o’ng tomoni 72 > 2L%bo’lganda birdan kichik bo’ladi. Shunday gilib

(3.1.7) fazoning o’Ichovi katta bo’lishi bilan natija kuchsizlanadi.

3.1.1-teorema. Agar X4, X5, ..., X, o’zaro bog’lig bo’lmagan bir xil tagsimlangan

tasodifiy vektorlar bo’lsin va ular quydagi shartlarni ganoatlantirsin.
2
MX; =0, |X;| <L, M|x;|" =4

u vaqtda (3.1.8) uchun quydagi munosabat o’rinli bo’ladi.

2
P{|Y,| = r} < Cexp {— 8e2L2}

Bu yerda
35/12 A

c=1+ =.
V2 L

Yordamchi munosabatlar.
Faraz gilaylik X tsadifiy migdor uchun
MX =0, |X|<L DX=b

bo’lsin u vaqtda

o Mx* ,  Mx®
Me* =1+ —2"+ —|zI" + - +<
b , bL . b Lz
S1+ZZ +E|Z| +"'+:1+L_2(e _1L|Z|)

agar X tasodifiy miqdor bo’lsa ya’ni

korremerlanmagan komponentali va
MX =0, |X|<L MXY)* =2, j=12,..,m bo’lsin.
Quydagi belgilashni Kiritamiz

Q(2) =M(z,X)2= ) A (zV)?

va z ni z = |z|l, ko’rinishida olsak u vaqtda
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Me@X) = Mel?ll2%) < 1 4

M(l,, X)?
—(iz X (et — 1~ L) =

Q( ) ( L|Z|

L2| E — L|z|) (3.1.10)

m2 |Z|2

Biz kelgusida |z| va Q(z) ning darajalaridan (2m) ze 2 zichlik funksiyada
olingan integrallar bilan ish ko’ramiz.

Ulardan birinchisi

m e T
(2m) "2 j |z|¥ e™ 2 dz = —5—2K/2 (3.1.11)
R™ re)
xususiy holda m=2 bo’lsa
k
(2 )—1 | |k —Z—lzd (%) 2k/2
/[ z zZ=——

bo’ladi. Ikkinchisi uchun biz yuqoridan baholaymiz. Buning uchun
Z1,Z9) een e , zylar teoremani shartlarini ganoatlantirsin deb olamiz agar [ > 0 butun

musbat son bo’Isa u vaqtda

m |z|?
(2m) "2 j Q@ e 2 dz = M(A4,2% + -+ + Ayz2)}
Rm

Solishtirish magsadida
21
M(Jzy + -+ Anzm) = M(A123 + -+ A 22 +
+2 z J—f 2zj)? = M(M28 + -+ + Apzi)' +

1<k=j<m
agar A sonlardan hech bo’lmaganda bittasi toq bo’lsa, u holda mos qo’shiluvchilar
nolga teng, agar hamma A; lar juft bo’lsa mos qo’shiluvchilar musbat bo’ladi.
Shunday qilib Z bilan teorema shartlarni ganoatlantiruvchi normal tasodifiy
miqdorni olsak quydagiga ega bo’lamiz.

M(Az2 + -+ A,,z2)t < M(\/A_lzl + -+ mzm)” = AtMz%
buyerda A =4, + -+ 4,
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Isbot. Faraz qilaylik X, vektorning j-komponentasi dispersiysini 4; bilan
belgilaymiz, ya’ni

A=M|Xe| =2 4+ Ay

p =p(2) = L7%|z|7?Q(2)
desak (3.1.6) va (3.1.7) dan quydagiga ega bo’lamiz.

o2r2

72
P{Vp| =r}<e 2 (2m) 2z J(l +ple*—1—-u)"e 2dz

Bu yerda
u = Lo|z|/\n

72

integral ostidagi e 2dz  ifoda oldidagi ko’paytuvchini quydagi n qavs

ko’paytmasi ko’rinishida yozish mumkin.

k=2
Hagigatdan ham
k _k |Z|k
(147 2 ) = e
k=2 N2

Bu yerda |z|® darajasi bo’yicha ochib chigsak

LS S
S nk/zzp C

bu yerda

T S N 1
Sn = [mm(n’i)] ST el kg
bo’yicha hamma tartiblangan miqdorlarning yig’indisidan iborat.

N, <L (3.1.13)

s!

vaK aniqlanishiga quydagiga ega bo’lamiz.

o272 0
P{Y,|=r}<e 2 (1+ z w,) (3.1.14)
s=2
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bu yerda

m Z2
W, =(2m) 2 f K|z|°e 2dz (3.1.15)

Rm

shuning uchun W; ni baholashga kirishamiz gaysiki

s
s, s

Kslz|* < JSehLl™ 1215721 Q1 (z)
nzs' j=1

U vaqgtda

Ls s On
ns/Z 'ZJSC]L 2ij,.;

m S 72
Js, = 2n)"% j K,|215% Q) (2)e 7 dz
Rm

bu yerda endi J, ; integralni baholaymiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi, (3.1.11)

va (3.1.12) ga asosan

F(%+s—2).f‘( +21))1 s
G G

Vs, jformulaga o kirgan funksiyani baholash uchun Sterling formulasidan

Jsj < A257%(

foydalanamiz.

Agar x>0
-6
F(x) =x*le ™*V/2nxerzx, 0<60<1

biz quydagi tengsizlikga kelamiz.

r(Z+s-2j) o mo 52
ZF(%) < (s — 2j)( 2])(1+m) :

(1 + 2(s — 2]))m/2e—(s—2j)el/6
m
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IG+2))
—2
re)
Quydagi belgilashlarni kiritamiz
Hj = (s — 2/)072D2j%

< (2]')(21')(1 + 4]')1/28—(21')31/6

va quydagi bahodan foydalanamiz

(1+4)HY* < 2,[j

u holda quydagiga ega bo’lamiz

s . S 2
T e Te R L —
2(5 — 2]) 25—](5 _ 2]')5_]
(1 +¥)m/4 < eS/2=]J

bu yerda

Vs = AjZS/ZHslj.ZZZTJ'e_jel/G\ﬁel/‘*

S

V _A]25/2H1/2 m2-J 1/6\/—' 1/4
S (s —2j)6-2) ¢ Je

. jsclLm 2V ;
Tsj = ns/2sl

deb olsak va xuddi shunday T,; ni ham aniglaymiz. Quydagi tengsizliklarni

etiborga olsak
j n _ S
Hy; <s% cp < ]'_" ] = [mln (n,]—)] =S,

s! va j! Sterling formulasini qo’llasak quydagiga ega bo’lamiz

1 1
T! . < g5/12___p5s/2
si=27%  5°¢ (2L2
va
Sn 1
Ul = ZLS ST _Z—elz—(Lae\/—) (ZLZ) (3.1.16)
]:
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va xuddi shunday j! va s! larga Sterling formulasini qo’llab

Hy s = 2) "5 = @)

ekanliginin = m bo’lganda

1 sjSmz 22 (ZnA)f

SJ = 2T ngsse ? mlL>?
1 1

< —65/12 23/2 S(

< )
2 Vs 217

va

’ 1
Us = ELS STS]SZ—elz—(Lae\/—)

j=1

(3.1.15), (3.1.16) va (3.1.17) dan

st < Z Ul +Z U
s=2 s=2 s=2

Loev2 = 1/2deb olsak quydagiga ega bo’lamiz.

2L2

oo

zVI/<85/12/1_ .
s_n\/ELZLZ_C

s=2

Endi (3.1.14) ga asosan quydagi tengsizlikga ega bo’lamiz

r2

P{|Y,| =1} < Ce 2

bu esa teoremani isbotlaydi.
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3.2-§. Ikki o’Ichovli tasaodifiy miqdorlar uchun S.N Bernshteyn

tengsizliogining analogi.

Mazkur paragrfda bog’lig bo’lmagan tasodifiy miqdorlar uchun S.N
Bernshteyn tengsizligining analogi keltirilgan.
Faraz qgilaylik (Q,F, P) ehtimolli fazo bo’lsin, F; esa F-c-algebraning algebra osti
bo’lsin.

Pfi:AeF - Pf(A) e S(0,F))

F;-c-algebra ostiga nisbatdan shartli ehtimol bo’lsin, bu yerda S(R2, F;) tasodifiy
migdorlar fazosidan iborat. évan tasodifiy miqdorlar F; ga nisbatdan shartli
bog’liq emas diyiladi, agar ixtiyoriy A va v lar uchun { é<A} va {n<v} hodisalar
shartli bog’liq bo’lmasa, ya’ni
PR{E < 2,m<v}=PR{EN} PPN <)
{&,,} tasodifiy migdorlar & ga deyarli yaginlashadi (d.ya.) P o’Ichov bo’yicha
diyiladi &, > ¢ (d.ya.P™) va shunday yoziladi, agar ixtiyoriy &> 0 son

uchun
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Agar X;,X,,...,X,lar n-o’Ichovli shartli bog’liq bo’lmagan tasodifiy miqdorlar
bo’lsaMfX; = 0,Var(X;) = o2 va t-haqgigiy musbat son va ¢% = ¥ 6? bo’lsa, u
vaqgtda PFi[Y X; > to] ifoda uchun
Xchegaralangan holda, yuqori chegarani baholash mumkin.
Biz ikki o’lchovli holni qaraymiz, qaysiki tasodifiy  vektorlar
(X, Y1); (X2, Yz)» ey (X, Y)
lar uchun MPx, = Mfy, =0

var(X;) = var(¥) = o,  MRXY; = po}
bo’lgan holda, tasodifiy vektorlar uchun quydagi teoremani isbotlash mumkin.

3.2.1-teorema. Faraz qilaylik t, a va b lar haqiqiy musbat sonlar bo’lsin va shartli

bog’liq bo’lmagan tasodifiy miqdorlar uchun
(X1; Yl)! (XZJ YZ)J R (an Yn)
bu yerda MAX, = Mfy, = 0

var(X;) = var(Y;) = of
MPXY; = pa? | 0% =Y 0}
bo’lganda|X;| < R, |Y;| < R shartda quydagi

{Z X; =to z Y, = ta} < exp{_t (( |,0)|)}

munosabat o’rinli.
Isbot. Quydagi e®*i*PYi jfodani garaymiz

SyS

X7 = bSY
+ aX; + + bY; +
edXitb¥i — 11 4 qX, U1 + by,
r! s!

r=2 s=2

bu ifodadan matematik kutulma olamiz, MfaX; = MF1bY; = 0 ekanini etiborga
olsak

aZO-iZAi bZO'iZB‘

MFredXitbYi = 1 4 gbpo? + T+ * + abo?(C; + D; + E)

bo’ladi, bu yerda



4 rlo; . slo;
r= S=
(00) (00)
ar—lbs—lMFlXirYis
Ei = 2
rlslo;
r=2s=2

iborat, shunday qilib quydagini hosil giolamiz.

a’s? b?of
MFieaXithbY: exp{( > -+ Zl >Ml- + abo?G;}

bu yerda
M; = max(4;,B;), G;=p+C +D;+E;

endi, agar

S(X)=ixi; S(Y)=zn:yi
i=1 i=1

deb olsak u vaqgtda

a’c? b?c?
MFleaS(X)+bS(Y)<exp{< St >M+abaGl-}

bu yerda M = maxM;, G = maxG;
Faraz qgilaylik h = (X,Y) XvaY bo’yicha manfiy bo’lmagan funksiya bo’lsin
va f(x,y) shunday bo’lsinki h = (X,Y) > K bo’lib, X > C,, Y = C, dan iborat.

ME[R(X, Y)] = j j hGx,y)f (x,y)dxdy = f hGx,y) (x,y)dxdy >

x=c =c
o —o 17Y2C;

2
ZKJ f flx,y)dxdy = K PRi[X = C.,Y = C,]
x2cq Jy=c

Endiagar h = (X,Y) = exp(aX + bY) deb olsak, u vagtda

MFiexp(aX + bY)
exp(aC; + b(C,)

XniS(X), Y ni S(Y) bilan almashtirsak C; = C, = to deb olsak, u vagtda
MFexp(aS(X) + bS(Y))
exp((a + o) (ta))

PR[X > C,Y =2 C,] <

PR[SX) >to,S(Y) >to] <
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b2g?

2

< exp{(azzc72 + —)M + abo?G — (to)(a + b)}

O’ng tomonni a va b ga nisbatdan minimallashtirsak
ac’M + bo?G =tag, bo’*M + ac?G = to

shunday bo’lganda, ya’ni
1 1

M = G = (3.2.2)

o(a+b) ’ o(a+b)

bo’lsa, quydagicha yozishimiz mumkin.

—to(a+b)

PAR[S(X) = to,S(Y) = to] < exp{ ) (3.2.3)
Endi quydagicha olsak
1 1
MP X" < Eaﬁr!wr—z , MRy|S < Eaﬁs! w2

rs>=2 , W const , u vagtda MfX;, = Mf|X;|" ekanligidan, biz quydagi
tasdigni takidlashimiz mumkin

M;<(1—aw)™?

: " , 1
va i ga bog’liqg bo’lmagan M < o

Kiyinchalik shunday olsak MEIX 11X < |plofrtwT1

MEIX YIS < IplafstWs™,  MEIX|Y]S < |ploZriw = iws
bu yerda r,s = 2, W=const, u vaqtda

w bW bW?
- lpla - lpl lpla

. L —- . <
C=1"aw PsiTwe El_(l—aW)(l—bW)'

O’ng tomon 1 ga bog’liq emasligidan, quydagiga ega bo’lamiz.

aw bw abw? } . Ipl

G =lpl {1 + 1-aw + 1-bw  (A-aw)(1-pw))  (1-aw)(1-bW)

(3.2.5)
Endi W shunday tanlaymizki,

1-bW< |p|(3.2.6)

u vaqtda (3.2.4) , (3.2.5) va (3.2.6) dan

t
M = < ! < il .
ola+b)  1—aW =~ (1 —aW)(1 — bW)
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Chapdan eng katta tengsizlikni olsak
4> t—ob
o+ tW
buni (3.2.3) ga qo’ysak quydagi hosil bo’ladi

t?c? (1 + bW)
PR[S(X) > Y) > —
[S(X) = to, S()_ta]<exp{ > cr+tW}

(3.2.6) ni go’llasak, quydagiga ega bo’lamiz

—+2(9 _
PR[S(X) = to,S(Y) > to] < exp{ ;C |,0|)}

2(c —tW)
yoki

F —t%(2—lpl)
P[S(X) = to,S(Y) = ta] < exp Zardh (3.2.7).

Biz |X;| <R, |Y;|] <R shartlarni ganoatlantirishni e’tiborga olsak, u vaqtda
quydagiga ega bo’lamiz.
MF|X;|" < 62R™™2, MAY)|® < c?RS~?
MEIX YT < lplofR™™, MRIX YIS < Iplof RS
M5 "I < |plofRTIRTT
Shunday qgilib W=3R kelgusida qo’llash uchun W eng kichik miqdordir. U vaqtda
(3.2.7) quydagicha bo’ladi

PR[S(X) = to,S(Y) > to] < exp {M} (3.2.8)

2(1+5)
Teorema isbot bo’1di.
Agar [p| =1 bo’lsa biz bir o’lchovli tasodifiy hodisalar uchun (3.2.8) o’rinli
bo’ladi. Agar |p| =0 bo’lsa (3.2.8) ikkita bir o’Ichovli tasodifiy miqdorlar

ko’paytmasi uchun o’rinli ekanligini anglatadi.
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XULOSA

Tadqiqot natijalari bo’yicha xulosalar va ularning asoslanishi:

Ko’p o’Ichovli tasodifiy miqdorlarning tagsimot funksiyalari o’rganilib, shu
tasodifiy miqdorlar uchun tengsizliklar isbotlangan. Shu bilan birgalikda ko’p
o’lchovli tasodifiy miqgdorlar uchun ehtimollar nazariyasining asosiy tengsizliklari
isbotlangan.

Ko’p o’Ilchovli tasodifiy miqdorlar uchun S.N.Bernshteyn tengsizligining
anologi isbotlanib shu bilan birga ekspenensial baholar olingan.

Erishilgan asosiy natijalar:

Maskur ~ magistirlik  dissertatsiyasida ~ Chebishev, Kolmogorov,
S.N.Bernshteyn tengsizliklari isbotlangan. Bu tengsizliklarning turli shartlardagi
isbotlari keltirilgan.

Dissertant shaxsan erishgan natijalar:

Mazkur magistirlik  dissertatsiyasida  Chebishev, Kolmogorov,
S.N.Bernshteyn tengsizliklari isbotlangan. Bu tengsizliklarining anologlari
baholangan.

Takliflar va tavfsiyalar:
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Ko’p o’Ichovli tasodifiy miqdorlar uchun olingan tengsizliklar, ehtimollar
nazariyasining limitik teoremalarini isbotlash uchun bevosita asosiy manba bo’lib
hisoblanadi. Olingan natijalardan shu soha bo’yicha shug’ullanuvchi talabalar

foydalanishi mumkin.
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