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Kirish

1. Magistrlik dissertatsiyasi mavzusining asoslanishi va dolzarbligi.

Magistrlik dissertatsiyasi Umumlashgan Fridrixs model operratorining
spektral xossalari ya’ni muhim spektri o'rni hamda muhim spektrdan tashqaridagi
x0s giymatlari sonining o’zgarishini parametrlar o’zaro ta’sir energiyalari
~v, it lar va kvaziimpuls k& € T? ga bog'ligligini o’rganishdan iborat.Qattiq
jismlar nazariyasi, kvant mexanikasi, zamonaviy matematik fizikaning ko’plab
muhim va qiziq masalalarini o’rganishda umumlashgan Fridrixs model op-
eratori muhim ahamiyat kasb etadi. Ishda umumlashgan Fridrixs model
operator sifatida panjaradagi zarrachalar soni ikkitadan oshmaydigan sis-
temaga mos operatorlar oilasi garadi. Bunda zarrachalar nafagat o’zaro
ta’sir potensiali, balki paydo qilish va yo’qotish operatori orqali ta’sirlasadi.
Qaralayotgan operatorning ikkinchi xos giymatining mavjudligi asosan pay-
doqiluvchi va yo’qotuvchi operotordan bevosita bog’ligligi o’rganiladi.

2. Tadqiqot obyekti va predmeti.

(d = 1,2) o’lchamli panjaradagi zarrachalar soni ikkitadan oshmaydi-
gan sistemaga mos 1., (k)operatorlar oilasi.(Umumlashgan Fridrixs mod-
eli)

3. Ishning magsad va vazifalari. Ushbu magistrlik dissertatsiyasida
umumlashgan Fridrixs model operator sifatida panjaradagi zarrachalar soni
ikkitadan oshmaydigan sistemaga mos soni saglanmaydigan operatorlar
oilasi qaradi. Bunda qaralayorgan operator ikki zarrachali Shroedinger op-
ertori hamda paydo qilish va yo’qotish operatori orqali aniglanadi. Qaralay-
otgan opertorning muhim spektrdan tashqaridagi xos giymatlari sonining
o'zgarishi ikki zarrachali [{,(k) Shroedinger operatorida zarrachalar itar-
ishuvchi yoki tortishuvchi bo’lishiga, paydo giluvchi va yo’qotuvchi oper-
atorlarga hamda o’zaro tasir energiyalariga va kvaziimpulsga bog’ligligi

o’rganiladi.



4. Ishning ilmiy yangiligi. Magistrlik dissertatsiyasida quyidagi yangi
natijalar olingan:

-zarrachalar ta’sir energiyalari v, € R va kvaziimpuls k& € T¢ ning
H,,.(k), ke T operator yagona yoki ikkita xos qiymatga ega bo’ladigan
giymatlari ajratib ko'rsatilgan;

-H.,(k), ke T d=1,2 operatorning ikkinchi xos qiymati mavjudligi
paydo qiluvchi va yo’qotuvchi operatorlarga bog’ligligi o’rganilgan;

-x0s (iymatlar E«(f)(k), i = 1,2 larning joylashish o’rni parametrlarga
bog’liq o’rganilgan.

5. Tadqiqotning asosiy masalalari va farazlari. Umumlashgan
Fridrixs model operator sifatida panjaradagi zarrachalar soni ikkitadan
oshmaydigan sistemaga mos soni saqlanmaydigan operatorlar oilasi garadi.
Bunda qaralayorgan operator ikki zarrachali Shroedinger opertori hamda
paydo qilish va yo'qotish operatori orqali aniglanadi. H,(k) Shroedinger
operatorida zarrachalar itarishuvchi bo’lgada qaralayotgan operatorning
muhim spektrdan o’ngda parametrning barcha giymatlarida yagona xos
giymati borligi va muhim spektrdan chapda parametrning ma’lum qiy-
matlarida ikkinchi xos giymatining borligi xuddi shuningdek mos ravishda
zarrachalar tortishuvchi bo’lganda muhim spektrdan chapda parametrn-
ing barcha giymatlarida yagona xos giymati borligi va muhim spektrdan
o'ngda parametrning ma’lum giymatlarida ikkinchi xos giymatning borligi
o’rganiladi.

6. Tadqiqot mavzusi bo’yicha adabiyotlar sharhi.

Qattiq jismlar nazariyasi, kvant mexanikasi, zamonaviy matematik fizikan-
ing ko’plab muhim va qiziq masalalarini o’rganishda panjaradagi va uzluk-
siz fazodagi bir nechta zarrachalar soni saglanadigan kvazizarrachalar sis-
temasi uchun bog’langan holatlari hagida ko’plab masalalar va sistemada

zarrachalar soni saglanmaydigan kvazizarrachalar sistemasi uchun bog’langan



holatlari hagida [1] masalalar muhim ahamiyat kasb etadi. Kvazizarrachalarn-
ing chekli soni saglanadigan sistema Hamiltoniani (Geyzenberg va Xabbard
modeli [2, 3] misolda) panjaradagi N - zarrachali Schroedinger operatoriga
keltiriladi. Chekli soni sagqlanmaydigan kvazizarrachalar sistemasi esa ([4]
misolda s-d modeli) panjaradagi zarrachalar soni ikki, uch va h.k. N tadan
oshmaydigan sistema Hamiltonianiga keltiriladi. Shuning uchun bunday
operatorlarni spektral xossalarini o’rganish zamonaviy matematik fizikada
muhim rol o’ynaydi.

Fridrixs operatorlari H = C' @ L(M,du) Gilbert fazosida (bunda (M, d)

o’lchovli to’plam) quyidagi formula yordamida aniglanadi.

(AF)o = eofo + /@fl(Q)du(Q)

M

(AF)1(q) = av(q) fo + alq) f1(q) + « / D(q,q") f1(q")dp(q") (0.1)

bunda (fo, f1) € H, e— o’zgarmas son, a va v lar M to’plamdagi
funksiyalar ) shu to’plamdagi ikki o’zgaruvchili funksiya va a € R,
(juftlashish parametri). [5] ishda M = [-1,1] € R a(q) = q va a > 0
kichik bo’lgan holda uzluksiz spektrda cheklita ko’p xos giymatga egaligi

va operator uning uzluksiz gism fazosida

(Bof) = alq)f(q)

operatorga unitar ekvivalentligi ko'rsatilgan.

Keyinchalik [6] da umumlashgan Fridrixs modeli qaralgan (yani M —
R dagi ixtiyoriy interval f funksiya H Gilbert fazosida giymarlar qabul
giladi va D yadro H dagi chegaralangan operator bilan almashtirilgan )
hamda [5] dagi natijalar umumlashtirilgan.

Bu umumlashgan nazariyani tadbiq qilish sohasini kengaytirgan.



7] ishda d = 1,2 -olchamli Z¢ panjarada juft-jufti bilan kontakt
ta’sirlashuvchi g > 0 potensialli ikkita bir xil zarrachali (bozon) sistema
gamiltonianiga mos ikki zarrachali diskret Shredinger operatori h,(k), k €
T, d = 1,2, qaralgan.

Ushbu operatorning ixtiyoriy ¢ > 0 va k € T¢ da yagona xos qiy-
mati z(u, k) mavjudligi isbotlanib, o’z argumentlarining analitik funksiyasi

ekanligi ko'rsatilgan.

[8] ishda kontakt (bir nuqtada) ta’sirlashuvchi ikkita bir xil zarrachali
sistema gamiltoniani qaralgan. Unga mos Shredinger operatori H,(k) zar-
rachalar ta’sirlashuv energiyasi @ > 0 va sistema kvaziimpul’si k& € T?
ga bog’liq yoki yagona xos giymatga ega yoki xos giymatga ega emasligi
isbotlangan.

Ikki zarrachali diskret Shredinger operatorlarining juda keng sinfi uchun
[9] ishda quyidagicha ajoyib natija olingan: agar v— o’lchamli (v > 3 )
diskret Shredinger operatori h(0) muhim spektr tubida virtual sath yoki
x0s giymatga ega bo’lsa, u holda kvaziimpul’s k& € T” ning barcha nolmas
giymatlarida h(k) operator xos ¢iymatga ega. [18] ishda xuddi shunga
o’xshash model operatori qaralib garalayotgan opertorning spekral xos-
salari o’rganilgan.Bundan tashqari ikkizarrachali Shroedinger operatining

x0s giymati bilan model opertorining xos giymatlari soni solishtirigan.

6.Tadqgiqotda qo’llanilgan metodikaning tavsifi. Magistrlik disser-
tatsiyasining natijalarini olishda matematik analiz, kompleks o’'zgaruvchining
funksiyalari nazariyasi , funksional analiz fanlari metodlaridan foydalanil-
gan.

7.Tadqiqot natijalarining nazariy va amaliy ahamiyati. Magistr-
lik dissertatsiyasida olingan natijalar ilmiy xarakterga ega va bu natijalar
Fridrixs model operatorlarining spektral nazariyasi rivijlanishiga qo’shilgan

hissa bo’ladi. Ushbu olingan natijalardan kvant mexanikasi, matematik



fizika va qattiq jismlar fizikasidagi masalalarni yechishda foydalanish mumkin.

8.Ish tuzilmasining tavsifi. Magistrlik dissertatsiasi 61 sahifadan
iborat bo’lib, kirish, uchta bob, adabiyotlar ro’yxati va xulosa gismidan
tuzilgan.

Kirish gismida masalaning tarixi, qo’yilgan masalaning dolzarbligi va
olingan natijalar yangiligi yuzasidan gisqacha aytib o’tilgan.

Birinchi bobda chiziqli fazolar, chizigli fazolarida aniglangan o’z-o’ziga
qo’shma operatorlar va ularning spektral xossalari bayon qilingan. Asosiy
mavzuni bayon qilishda ishlatiladigan atamalar, asosiy tushuncha va ta’riflar
hamda teoremalar ularga doir misollar keltirilgan.

Ikkinchi bobda ikki zarrachali gamiltonianiga mos diskret Shroedinger
opertori qaralgan. Ushbu gamiltonian Fur’e almashtirishlari yordamida
h, impuls tasvirga o’tkazilgan. Ikki zarrachali sistema to’la kvaziimpulsi
ajratilgach, h, operator to’g’ri integralga yoyilgan. Natijada h,(k), k €
T! ikki zarrachali diskret Shredinger operatorlar oilasi aniglangan. hy,(k),
k € T operator muhim va diskret spektrga oid teoremalar keltirilgan.

1— paragrafda panjarada ikki kvant zarrachali sistema gamiltoniani
koordinata va impul’s tasvirda o'z-0’ziga qo’shma chegaralangan operator
sifatida aniglangan.

2— paragrafda ikki zarrachali diskret Shredinger operatori h,(k) ning
muhim spektri aniglangan .

3— paragrafda h,(k) operator spektriga oud asosiy natijalar bayon
qilingan.

uchinchi bobda umumlashgan Fridrixs modelning o’z-o’ziga qo’shma
chegaralangan operator sifatida garalgan. . Natijada umumlashgan Fridrixs
modelning operatorlar oilasining muhim va diskret spektrga oid teoremalar
keltirilgan.

1— paragrafda panjarada umumlashgan Fridrixs modeli o’z-0’ziga qo’shma



chegaralangan operator sifatida aniglangan.

2— paragrafda umumlashgan Fridrixs modelning muhim spektri aniglan-
gan .

3— paragrafda [.,o(k) operator spektriga oud asosiy natijalar bayon
qilingan.

4— paragrafda I1,,(k) operator spektriga oud asosiy natijalar bayon

qilingan.



Bob 1

Chiziqli normalangan fazolar va

chiziqli chegaralangan operatorlar

1.1  chiziqli fazolar.

Faraz qilaylik, V' to’plamda elementlarni qo’shish va kompleks (haqiqiy)
songa ko’paytirish amallari kiritilgan bo’lsin.

Agar V' to'plamda kiritilgan qo’shish amali uchun ushbu

—

. Yopiqlik: Va,y € V uchun z+y €V,
2. Kommutativlik: Vz,y € V uchun 2 +y =y + =z,
3. Assotsiativlik: Va,y,z € V uchun (z+y)+2 =2+ (y + 2),

4. Neytral yoki nol element mavjudligi: 36 ¢ V : Vx e V, 24+ 0 =
O+ x=nur,

ot

. Qarama-qarshi element mavjudligi: V2 € V uchun d—2 €V : =+
(—2) = (—2) +2 = 6.

va songa ko’paytirish amali uchun ushbu
1. Yopiqlik: Vo € C(R) va Vo € V uchun ax €V,

2. Assotsiativlik: Vo, 6 € C(R) va Vo € V uchun «(fz) = (af)x,

10



3. 1-x=x Ve eV,
4. (a+ p)r=ax+ fr Va,0 € C(R) va Vax €V,
5. a(x +y) =ax+ay YVa € C(R) va Va,y e V.

munosabatlar bajarilsa, V' to’plam wvektor fazo yoki chiziqli fazo deb
ataladi. Sonlar maydonining kompleks (C) yoki haqiqiy (R) bo’lishiga
garab, vektor fazolar mos ravishda kompleks yoki haqiqiy vektor fa-

zolar deb yuritiladi.

Misol 1.1. Z!'— butun sonlar to'plami, (Z')? = Z' x Z' da quyidagi
shartni qanoatlantiruvchi barcha [ : (Z')? — C funksiyalar to’plamini

qaraymiz

> P <oe.

se(Z1)?
Bu to'plam (5((ZY)?) kabi belgilanadi. (5((Z')*) to’plamda qo’shish va

songa ko’paytirish amallarini quyidagicha kiritamiz:

1. Intiyoriy f,g € (((Z")2) uchun
(f +9)(x) = [(x) + g(2);
2. Intiyoriy A\ € C va [ € (2((Z")?) uchun
(AN)(@) = Af(x).

Nol element O(x) =0, f(-) ga qarama-qarshi element —f(-) kabi aniqlanadi.
Demak, (5((Z1)?) to’plam chiziqli fazo bo ladi.

Darhagiqat, agar [ € (:((ZY?) bo’lsa, yaginlashuvchi qatorning xos-
salariga ko'ra ixtiyoriy X\ € C uchun Nf € (,((ZYH?) bo’ladi. Ixtiyoriy
[, g € (:((ZH?) uchun f+g € l((ZY)?) ekanligi Minkovskiy tengsizligidan
kelib chigadi. Shunday qilib, {3((Z1)?) fazo qo’shish va songa ko paytirish

amallariga nisbatan yopiq. A

11



Misol 1.2. T! = (—m, 7] bo'lsin. T' da qo’shish va songa ko 'paytirish
amallaring haqiqiy sonlarni 2 modul bo’yicha qo’shish va songa ko payti-

rish sifatida kiritamiz, masalan

T 3r  Iw 7
1t = T glmed 2m),
T 2 27
14.—=4 — = — 2m).
g =4m 3(moal )

Ushbu to’plam bir o’lchamli tor deb ataladi. T' da aniglangan, Haar

ma nosida o’lchovga ega va

/ 1£(0)|2dg < oo
']I‘l

shartni qanoatlantiruvchi barcha f : T — C funksiyalar to 'plamini garaymiz,
bunda integralda o’lchov Haar ma’nosida olinadi. Hosil bo’lgan to’plam
Lo(TY) kabi belgilanadi. Bu to’'plamda elementlarni qo’shish va songa ko pay-
tirish odatdagi funksiyalarni qo’shish va songa ko 'paytirish kabi kiritiladi.

Lo(TY) to’plam qo’shish va songa ko paytirish amallariga nisbatan yopiq:
haqiqatan ham, agar [ € Lo(T') bo’lsa, integralning vossalariga ko 'ra izti-
yoriy X € C uchun \f € Lo(TY) bo’ladi. Ixtiyoriy f,g € Lo(T') uchun
[+ g € Lo(TY) ekanligi esa Minkovskiyning integral tengsizligidan kelib
chiqadi. Nol element O(x) =0 kabi, f(-) ga qarama-qarshi element — f(-)
kabi aniglanadi. Demak, Lo(TY) ham chizigli fazo bo’ladi. A

V/— V chiziqli fazoning bo’sh bo’lmagan ¢ism to’plami bo’lsin.

Ta’rif 1.1. Agar V' ning o’zi V' da kiritilgan amallarga nisbatan chizigli

fazo tashkil qilsa, v holda V' to’plam V ning qism fazosi deyiladi.

Misol 1.3. (((ZY)?) fazoda f(x1,20) = [(xo, 1), 21,22 € Z' shartni
qanoatlantiruvchi barcha funksiyalar to’plamini qaraymiz va uni £5((Z1)?

kabi belgilaymiz, ya’'ni

GUZY) ={f € LUZ"Y) : flar,e) = f(ee,21), 21,20 € Z'} C 6o((Z1)).

12



Bu to’'plam {5((ZY)?) fazoda kiritilgan amallarga nisbatan chiziqli fazo tashkil
qiladi va bu fazo €5((Z)?) ning simmetrik funksiyalar qism fazosi
yoki qiaqacha simmetrik qism fazosi deb ataymiz.
Misol 1.4. Ly(T') fazoda f(p) = f(—p), p € T' shartni qanoatlantiru-
vehi barcha funksiyalar to 'plamini qaraymiz va uni LS(T) kabi belgilaymiz,
ya'ni

LY(TY) = {f € Lao(T") : f(p) = [(=p). p€ T'} C Ly(T").
Bu to’plam Lo(TY) fazoda kiritilgan amallarga nisbatan (qar. misol 1.2)
chizigli fazo tashkil qiladi uni Ls(TY) fazoning jurt qism fazosi deb

ataymiz.
V' chiziqli fazo bo’lsin. Agar p: V — R akslantirish
L. p(x) >0, VeV va p(z) =0 <= 2 =0,
2. plax) = |alp(z), Vx €V va Va € C,

3. plz+y) <plx)+ply), Yo,y eV

munosabatlarni qanoatlantirsa, unga V' fazoda aniglangan norma dey-
iladi. Norma aniglangan fazolar normalangan fazolar deyiladi. Bitta
chizigli fazo normaning aniqglanishiga ko’ra bir necha xil normalangan fa-

zolarga aylantirilishi mumkin. Odatda norma || - || kabi belgilanadi.

Misol 1.5. (5((Z')?) va €2((ZY)?) fazolarda norma

=] > @)

ve(Z1)?

tenglik bilan aniqlanadi. A

Misol 1.6. L5(T') va Ly(T') fazolarda norma quyidagicha aniglanadi:

1l = / F(@)2dg.
']I‘l

13



Faraz gilaylik, V— normalangan chizigli fazo bo’lsin.

Ta’rif 1.2. Agar {z,}, | CV ketma-ketlik uchun Cauchy sharti bajarilsa,
ya'ni Ye > 0 uchun shunday no € N mavjud bo’lib, Yn,m > ny lar uchun
|xn — xm|| < € tengsizlik bajarilsa, w holda bu ketma-ketlik fundamental

ketma-ketlik yoki Cauchy ketma-ketligt deb atalads.

Yuqorida zikr etilgan Cauchy ketma-ketligi ta’rifi quyidagi ta'rifga ek-
vivalentdir: Ve > 0 shunday ny € N mavjud bo’lib, Vn > ny va Vp € N
uchun ||2,4, — 2,|| < ¢ munosabat bajarilsa {x,} ketma-ketlik Cauchy
ketma-ketligi deyiladi.

Ta’rif 1.3. Agar {x,} ketma-ketlik uchun shunday xo € H element top-
ilib,
i [, — 0] =0

munosabat bajarilsa, bu ketma-ketlik xo elementga yaginlashuvchi (yoki

qisqacha yaqinlashuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

Bu ta'rifda asosan ketma-ketlik yaginlashadigan (ketma-ketlikning lim-
iti) element ham shu fazoga qarashli bo’lishi talab etiladi.
Osongina ko’rsatish mumkinki, istalgan yaginlashuvchi ketma-ketlik fun-

damental bo’ladi. Biroq, buning aksi doimo o’rinli emas.

Ta’rif 1.4. Agar V' fazodagi istalgan fundamental ketma-ketlik yaqginla-

shuvchi bo’lsa, u to’la fazo deyilad:.

Odatda to’la normalangan fazolarni Banach fazolari deb ataydilar.

1.2 Ichki ko’paytmali fazolar. Hilbert fazolari

V' chiziqli fazo bo’lsin.

Ta’rif 1.5. Agar (-,-) : V xV — C funksional Vr,y,z € V va Yo € C

uchun ushbu munosabatlarni qganoatlantirsa:

14



r,2) >0, (r,2) =0<=2=0;

-
2. (w+y,2) = (2,2) + (y, 2);
(

3. (o, y) = alz,y);

4. (2.y) = (y,2),
u holda V' fazo ichki (skalyar) ko’paytmali fazo deyiladi. (-,-) funk-
sional esa tchkt ko’paytma yoki skalyar ko’paytma deyilad:.
Misol 1.7. 6,((Z")?) (£5((Z")?)) fazoda ichki ko 'paytma quyidagicha kir-
itiladi:
= D [8)y(s). g bZ)(f.9€ 6(ZY)7). 4
se(Z1)?

Misol 1.8. Ly(T') (LS(T")) fazoda ichki ko paytma quyidagicha aniglanadi:

/f g, f.g € Lo(TY) (f.g € L(TY). &

Izoh 1.1. Agar T1 da Haar o’lchovidan boshqa biror sanoqli-additiv
o lchov kiritilgan bo’lsa, hosil bo’lgan fazo Lo(TY, du) kabi belgilanadi.

Ichki ko’paytma aniglangan fazolarda z va y elementlar uchun (x,y) =
0 tenglik bajarilsa, ular ortogonal elementlar deyiladi. Agar V ichki
ko'paytmali fazoda {z,} C V elementlar sistemasi (x,,2,) =1 va (2,,23) =
0, a # (0 munosabatlarni qanoatlantirsa, u holda bu sistema ortogonal
normalangan sistema (qisqacha ONS) deyiladi.

Ichki ko'paytmali fazoda norma: ||z|| = v/(x,2) tenglik bilan aniglanadi.

Teorema 1.1 (Pythagoras teoremasi). Furaz gilaylik, {x,}Y , C V
ichki ko 'paytmali V fazodagz’ ONS bo’lsin. U holda istalgan x € V uchun

]I = Z\ 2, )| + Hx—Z(%xn)wnHZ

n—=1

tenglik o’rinli.

15



Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

Natija 1.1 (Bessel tengsizligi). Faraz qilaylik {x,}Y , c V ONS
bo’lsin. U holda istalgan x € V' uchun

N
2l =) (@, )
n—=1

tengsizlik o rinli.

Natija 1.2 (Schwartz tengsizligi). Ichki ko’paytmali fazodagi istalgan

x va y vektorlar uchun
[, y)| < [l

tengsizlik o rinli.

Teorema 1.2. Istalgan ichki ko’paytmali V' fazo ||x|| = +/(x,2) norma

yordamida mnormalangan fazo bo’ladi.

Ushbu teoremadan ichki ko’paytmali fazoda kiritilgan ichki ko’paytmadan
foydalanib, normani aniqlash mumkin ekanligi kelib chiqadi. Normalangan
fazolarda esa kiritilgan normadan foydalanib, ichki ko'paytmani aniglash

masalasi quyidagi ayniyatga asoslanadi:
lz+ylP+ -yl =@ +y,2+y)+(z—yz—y) = (1.1)
=2(2,2) + 2(y,y) = 2||=||* + 2/|y||*.
Bu tenglik parallelogramm ayniyati deyiladi.

Teorema 1.3. Normalangan fazoda ichki ko 'paytmani berilgan norma orqali
kiritish uchun parallelogram ayniyatining bajarilishi zarur va yetarli; bu

holda ichki ko’paytma norma orqali quyidagicha ifodalanadi:

e kompleks normalangan fazolar uchun

(2, y) = i{(Hw +yll* = llz =) —illle + iyl* — llz — iy )}
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e haqiqiy normalangan fazolar uchun
1
(2,y) = e+ yll” = llz = y[*).
Hilbert fazolari

Ta’rif 1.6. Ichki ko paytma kiritilgan va uning yordamida aniqlangan nor-

maga nisbatan to’la chizigli normalangan fazo Hilbert fazosi deyiladi.

Misol 1.9. Yuqorida qaralgan (qar. misollar 1.7, 1.8) {2((Z1)?), (5((Z1)?),
Lo(TY) wa LS(TY) fazolar Hilbert fazolaridir.

Faraz qgilaylik, H/— Hilbert fazosi bo’lsin. Ushbu
B(xo,r)={x € H: ||z — x| <71}

to'plam H dagi markazi xy nuqgtada va radiusi r ga teng bo’lgan ochiq
shar deyiladi. Xuddi shunday

Blxo,r] ={x € H: ||z — x| <r}

to'plam H dagi markazi zy, nugtada va radiusi r ga teng bo’lgan yopiq
shar deyiladi. xp € H nugtaning atrofi deganda markazi shu nuqtada
bo’lgan ixtiyoriy ochiq sharni tushunamiz. zy € H nuqtaning ¢ atrofi

deganda esa B(xg,¢) ochiq sharni tushunamiz.

Ta’rif 1.7. Agar M C H to’plam biror B(xg,r) sharda saqlansa, u

chegaralangan to’plam deyilad:.

Ta’rif 1.8. M to’plam H ning biror qism to’plami bo’lsin. Agar har bir
x € M nugta biror atrofi bilan M ga tegishli bo’lsa, bu to’plam H fazoda
ochiq to’plam deyiladi.

Agar xy € H nuqtaning istalgan atrofida M ning biror elementi mavjud
bo’lsa, u holda bu nuqta M ning urinish nugtast deyiladi. M to’plamning
barcha urinish nuqtalari to’plami uning yopig’i deb ataladi va [M] kabi
belgilanadi. Tushunarliki, M C [M].
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Ta’rif 1.9. Agar M = [M] bo’lsa, M yopiq to’plam deyiladi.

Faraz qilaylik, H — Hilbert fazosi, M va N uning gism to’plamlari
bo’lsin. Agar M C [N] munosabat bajarilsa, N to’plam M da zich
deyiladi. Misol uchun irratsional sonlar to’plami ratsional sonlar to’plamida
zich. Xususan, agar [M] = H bo’lsa, M to’plam H da zich deyiladi. Agar
M to’plam H dagi birorta ham sharda zich bo’lmasa bu to’plam H ning
hech qayerida zich emas deyiladi. Misol uchun butun sonlar to’plami

Z!' haqiqiy sonlar fazosi R! ning hech qgayerida zich emas.

Ta’rif 1.10. Agar Hilbert fazosida hamma yerda zich sanoqli to ’plam mavjud

bo’lsa, u separabel Hilbert fazosi deyilad:.

Misol 1.10. LS(TY) separabel Hilbert fazosi bo’ladi. Bu fazoda giymatlari
to’plami chekli yoki sanoqli bo’lgan kompleks qiymatli funksiyalar to’plami
zich. Hagiqatan ham haqiqiy qiymatli g(x) funksiya uchun barcha v € T*

larda
1 _ [ng()
n n

g(x) — < g(x)

va demak lim [ngéx)]

butun gismi. Endi agar istalgan [ € LS(T') uchun
oy IR [l fa)
n

n
ketma-ketlikni aniglasak, bu ketma-ketlikning qiymatlari to 'plami chekli yoki

= g(x) munosabatlar bajariladi, bunda [q] - q ning

sanoqli va shuningdek, f.(x) — f(x), n — oco. Qiymatlari chekli yoki
sanoqli bo’lgan funksiyalar odatda sodda funksiyalar deyiladi. Sodda funk-
siyalar esa sanoqlidir.

Demak, L5(TY) separabel Hilbert fazosi bo’ladi. A

Misol 1.11. (5((Z")?) separabel Hilbert fazosidir. Bu fazoda ushbu to 'plammi

aniqlaymiz:

Py ={f € 5(Z")) : J(s) =0, agar |s| > n},
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bunda n chekli natural son. U = U P, bollsin. Tushunarliki, U

neN, n<oo

to’plam (3((ZY)?) da zich. Chunki ixtiyoriy € > 0 va istalgan | € €5((Z")?)
uchun shunday no € N mavjudki, ¥Yn > ngy larda
Yoo )P <e
se€(ZY)?, |s|>n

munosabat bajariladi. Bundan foydalanid,

fn(s) _ f(s), agar|s| <n 1.2)

0, agar |s| >n
funksiyalar ketma-ketligini qursak, u holda fn e U wva
lim |1/, — fl| = 0.
ya'ni U ning £5((ZY?) da zichligi kelib chiqadi. Agar Ug deb U dagi
ratsional gqiymatle funksiyalar to’plamint belgilasak, unda Ug to’plam U

da va demak (5((Z')?) da zich. Ug to’plam sanogli ekanligidan ¢5((Z')?)
ning separabel ekanligi kelib chiqadi. A

1.3 Hilbert fazosida chiziqli chegaralangan operatorlar

H; fazoning har bir elementiga [, fazoning yagona elementini mos qo’-
yuvchi akslantirish operator deyiladi va A : H; — H, yoki y = Ax kabi
belgilanadi. Agar H; va H, lar chizigli fazolar bo’lib, istalgan = € H; va
A € C uchun A(Ax) = AAz munosabat bajarilsa, A operator bir jinsli
deyiladi. Agar istalgan x,y € H; uchun A(x +vy) = Az + Ay munosabat
bajarilsa, u holda A operator additiv deyiladi.

Ta’rif 1.11. Bir jinsli additiv operator chizigli operator deyilads.

Demak biror A operatorni chiziglilikka tekshirish uchun uni additivlik
va bir jinslilikka tekshirish lozim. Chizigli operatorning ta'rifiga ekvivalent

quyidagi ta'rifni ham keltirib o’tish foydadan xoli bo’lmaydi:
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Ta’rif 1.12. Agar iatiyoriy x,y € Hy va o, € C lar uchun
Alax + By) = aAx + SAy
tenglik bajarilsa, v holda A operator chiziqli deyiladi.

Chiziqli operator butun fazoda aniglangan yoki uning aniglanish sohasi
butun fazoning biror qgismi bo’lishi mumkin.

Lekin chizigli operatorning aniqlanish sohasi chizigli ko’pxillik bo’lishi
talab etiladi. Operatorning aniglanish sohasi D(A) deb belgilanadi. R(A)

deb esa A operatorning giymatlar to’plamini belgilaymiz:
R(A)={ye€ Hy:Jdz € D(A), Ax=vy}.

Osongina ko’rsatish mumkinki, chizigli operatorning giymatlar sohasi ham
chizigli ko’pxillikdir.

A Hy — H, chiziqli operatorning asosiy xossalaridan biri H; fazodagi
nol elementni /, fazodagi nol elementga o’tkazishidir. Hagiqatan additiv-
lik xossasidan A(0) = A(040) = A(0)+ A(0) = 2A(0) ekani kelib chiqadi.
Bundan A(0) = 0.

Chiziqli operatorlar uchun chegaralanganlik tushunchasi odatdagi funk-
siyaning chegaralanganligi tushunchasidan biroz farq giladi.

Faraz qilaylik, H; va H, Hilbert fazolari bo’lsin.

Ta’rif 1.13. Agar A : Hy — Hs operator H; dagi istalgan chegaralan-
gan to’'plamni Hs dagi chegaralangan to’plamga o tkazsa, u chegaralangan

operator deyilad;i.

Demak chegaralanmagan operator biror chegaralangan to’plamni chegara-
lanmagan to’plamga o’kazadi. Chiziqli operatorlar uchun chegaralanganlik

ta’rifini quyidagicha ham berish mumkin:
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Ta’rif 1.14. H, va Hs Hilbert fazolari, A : Hi — Hs chizigli operator

bo’lsin. Agar biror M >0 son va istalgan x € Hy uchun
[Az ||, < Ml2|n,

tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi. Agar istalgan M
soni uchun shunday xp € Hy element mavjud bo’lib, || Axy||m, > M| xm|| o,

munosabat o’rinli bo’lsa, A chegaralanmagan operator deyiladi.

Agar A chegaralanmagan operator bo’lsa, uning normasini oo ga teng

deb gabul gilamiz.

Ta’rif 1.15. Hy va Hs Hilbert fazolari va A : Hy — Hy chizigli operator
bo’lsin. Istalgan x € Hy uchun ||Azx||g, < M||x||g, munosabat bajariluvchi
M > 0 sonlarning aniq quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi

va u || Al kabi belgilanadi.

Amalda operatorning normasini topishda bu ta'rifdan foydalanish ancha

noqulayliklar tug’diradi.

Teorema 1.4. A: H, — Hy chizigli operatorning normasi uchun quyidagi

tengliklar o’rinli:

o sl

1Al = sup gy,

2. [[Al| = sup |[[Az[p,
el <1

5. ||All = sup |[[Az[p,
e, -1

Chiziqli operatorning uzliksizligi tushunchasi sonlar o’qi R! da aniqlan-

gan funksiyalarning uzluksizligi tushunchasi bilan bir xil kiritiladi.

Ta’rif 1.16 (Geyne). Hy va Hs normalangan fazolar va A : Hy —

Hy chizigli operator bo’lsin. Agar xo € Hy elementga intiluvchi ixtiyoriy
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{x,} € Hy ketma-ketlik uchun {Ax,} € Hs ketma-ketlik Axy € Hy ele-
mentga intilsa, A operator xy nugtadae uzluksiz deyiladi. Agar A operator

Hy fazoning har bir nuqtasida uzluksiz bo’lsa u butun fazoda uzluksiz dey-
ilads.

Chiziqli operatorning bu ta’rifiga ekvivalent Cauchy ta’rifini ham keltirib
o’'tamiz:
Ta’rif 1.17 (Cauchy). Hy va Hs normalangan fazolar va A : Hy — Hs
chizigli operator bo’lsin. Agar xo € Hy element uchun ||x—xol| — 0 bo’lgan

x € Hy lar uchun ||Ax — Axol| — 0munosabat bajarilsa, A operator xg

nugtada vwzluksiz deyiladi.

Ma’lumki, uzluksiz funksiya chegaralangan bo’ladi. Chiziqli operatorlar

uchun esa uzluksizlik va chegaralanganlik tushunchalari ekvivalentdir.

Teorema 1.5. Hy va Hy Hilbert fazolariva A : Hy — Hs chizigli operator

bo’lsin. Quyidagi tasdiglar ekvivalent:

(i) A operator 0 nuqtada uzluksiz.
(ii) A operator butun Hy fazoda uzluksiz.

(iii) A operator chegaralangan.

Odatda H; Hilbert fazosini > Hilbert fazosiga akslantiruvchi barcha
chizigli chegaralangan operatorlar to’plamini L(H;, Hy) deb belgilaymiz.
Bundan buyon alohida aytilmagan bo’lsa, A operator H Hilbert fazosida
aniglangan deganda operatorning aniglanish sohasi ham giymatlar sohasi

ham H da ekanligini, ya'ni A € L(H, H) ni tushunamiz.

1.4 Hilbert fazosida teskari operatorlar

H, va H, Hilbert fazolari bo’lsin. A operator H; fazoda aniqlanib, Hs
fazoda giymatlar qabul qilsin, ya’ni A : H; — Hs.
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Ta’rif 1.18. Agar istalgan y € R(A) uchun Ax = y tenglama yagona
yechimga ega bo’lsa, A operator teskarilanuvchan deyiladi. Agar A teskar-
ilanuvchan bo’lsa, har bir y € R(A) ga Ax = y tenglamaning yagona
yechimi x € D(A) ni mos qo’yuvchi akslantirish A operatorning teskarisi

deyiladi va A~ kabi belgilanadi.
Teorema 1.6. Agar chizigli operator teskarilanuvchan bo’lsa, unga teskari

operator ham chiziglidir.

Teorema 1.7. A : Hy — Hsy operator teskarilanuvchan bo’lishi uchun
Ax =0 tenglama yagona x =0 yechimga ega bo’lishi zarur va yetarli.

Teorema 1.8 (Teskari operatorlar hagida Banach teoremasi). Faraz
qilaylik, A — H; Hilbert fazosini Ho Hilbert fazosiga o’zaro bir giymatli
akslantiruvchi chiziqli chegaralangan operator bo’lsin. U holda u teskari-

lanuvchan va teskari operator A~' ham chegaralangan.

Ta’rif 1.19. Agar A : Hy — Hs teskarilanuvchan operator, R(A) = Hs
va teskari operator A1 chegaralangan bo’lsa, u holda A wzluksiz teskari-

lanuvchan deb atalads.

Bundan buyon biz teskarilanuvchanlik va uzluksiz teskarilanuvchanlik

tushunchalari bir xil deb hisoblaymiz.

Teorema 1.9. A : H, — H> chizigli operator bo’lsin. U holda A teskarila-
nuvchan bo lishi uchun R(A) = Hs va shunday m > 0 soni topilib ixtiyoriy
x € Hy uchun ||Ax||g, > m||z||g, munosabatlarning bajarilishi yetarli va

zarur.

1.5 Hilbert fazosida qo’shma operatorlar

Ta’rif 1.20. [ Hilbert fazosida aniqlangan T operator uchun

(T, y) = (2, T"y) (1.3)
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shartni qanoatlantiruvcht T* operator T operatorning Hilbert qo’shmasi

deyiladi.

Bundan buyon operatorning qo’shmasi deganda Hilbert qo’shmasini tushu-

namiz.

Lemma 1.1. A: H — H, B: H — H operatorlar berilgan bo’lsin. Agar
barcha x,y € H lar uchun (Ax,y) = (Bx,y) tenglik bajarilsa, v holda
A= B bo’ladi.

Tasdiq 1.1. A operatorning qo’shmasi ham chiziglidir.

Teorema 1.10. Quyidagi tasdiglar o’rinli:

(a) T :— T* operator L(H) ni L(H) ga qo’shma izometrik akslantiradi.
(b) (TS) = S*T*.

(c) (T7) =T.

(d) T7' mavjud bo’lsa, u holda (T*)™' mavjud hamda (T*)~! = (T—1)*.
(¢) ITT*|| = |[T|*.

Teorema 1.11. T : [ — H operatorning qo ’shmasi mavjud bo lishi uchun
uning aniglanish sohasi D(T), H da zich bo’lishi zarur va yetarli. Agar
bu shart bajarilsa, T* operator quyidagicha aniglanadi: y € H element T
ning aniqlanish sohasiga tegishli bo’lishi uchun shunday y* € H mavjud

bo’lib istalgan x € D(T) uchun
(Tx,y) = (2, 97)
tenglik bajarilishi yetarli va zarur. Bu holda Ty = y*.

T* operator T ning qo’shmasi deb atalishi uchun ularning aniqglanish
sohalari ustma-ust tushushi lozim. Biroq umumiy holda, masalan chegar-

alanmagan operatorlar uchun bunday bo’lishi shart emas.
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Ta’rif 1.21. Agar D(A) = D(A*) va A = A* bo’'lsa, ya'ni Yo,y € H
uchun

(Az,y) = (2, Ay)
tenglik bajarilsa, A o’z-0’ziga qo’shma operator deyiladi. Agar D(A) C
D(A*) wva barcha x € D(A) lar uchun Ax = A*x munosabat bajarilsa, A

simmetrik operator deyilads.

Qo’shma operatorning mavjudligi haqgidagi teoremaga asosan D(A*) C
D(A) bo’lishi mumkin emas.
O’z-0’ziga qo’shma operatorlarning xossalari. [/ — Hilbert fazosi

bo’lsin.
Teorema 1.12. A, B € L(H) — o’z-0’ziga qo’shma operatorlar, «, 3 —

hagiqiy sonlar bo’lsin. U holda oA + BB ham H dagi o’z-0’ziga qo’shma

operator bo’ladi.

Teorema 1.13. Agar A = A* bo’lsa, barcha x € H lar uchun (Ax,x)
haqiqiy qiymatlar qabul qilads.

1.6 Musbat operatorlar

H Hilbert fazosi, A € L(H) bo’lsin. 1.13 teoremaga ko'ra (Ax, x) kvadratik
forma haqiqiy giymatlar qabul giladi. Bundan foydalanib, musbat operator

tushunchasini kiritish mumkin.

Ta’rif 1.22. Agar 1) A = A*, 2) Ve € H uchun (Axz,z) > 0 munos-
abatlar o’rinli bo’lsa, A operator nomanfiy operator deyiladi. Agar A
nomanfiy operator va barcha 0 # x € H wuchun (Ax,x) > 0 bo’lsa, A

musbat operator deyiladi.

Bundan buyon gisqalik uchun gat’iy musbat operatorlarni ham noman-

fiy operatorlar deb ataymiz.
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Teorema 1.14. A.B € L(H) — nomanfiy operatorlar, o, nomanfiy

sonlar bo’lsa, u holda oA + BB operator ham nomanfiydir.

Shuningdek musbat operatorlar uchun umumlashgan Cauchy-Bunyakovskiy

tengsizligi ham o’rinli.

Lemma 1.2. A nomanfiy operator bo’lsin. U holda quyidagi umumlashgan

Cauchy-Bunyakovskiy tengsizligi o’rinli:

[(Az, )] < V/(Az,2)V/ (Ay,y).

Misol 1.12. A : 63((Z)?) — 6((ZY2), (Af)(n) = 6(n)f(n), operator
musbat bo’lishi uchun © haqiqiy giymatli va ¥Yn € (ZY)? da 6(n) > 0

)
1)2

bo lishi yetarli va zarur. Darhagiqat agar biror ng € (Z')* da v(ng) < 0
bo lsa,

1. agar n=mny
fno(n):

0, agar n +#ng
funksiya uchun (Afny, fny) = 0(no) <0 munosabat bajariladi. Bu A mus-

bat emasligini ko 'rsatadi. A

Misol 1.13. A : L5(T') — LS(TY), (Af)(x) = e(x)f(x), [ e Ls(T),
e(x) € LS(TY) operator musbat bo lishi uchun e funksiyaning deyarli hagiqiy
qiymatli va nomanfiy bo’lishi yetarli va zarur. Haqigatan ham agar biror

X C T nolmas o’lchovli to’plam uchun £(x) < 0 bo'lsa,

1, agar ze€X
Silz) =
0, agar ¢ X
funksiya uchun
(Afi, 1) = [ e@) fite) fi(w)de = [ e(x)dz <0
/ /

tengsizlik bajariladi. Bu esa A musbat emasligini ko rsatadi. A
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Istalgan nomanfiy haqiqiy sonning yagona nomanfiy kvadrat ildizi mavjud.
Chizigli operatorlar ham xuddi shunday xossaga ega. Agar biror B musbat
operator uchun B? = A tenglik bajarilsa, B operator A ning kvadrat
ildizi deyiladi.

Teorema 1.15. Ixtiyoriy A musbat operatorning yagona B kvadrat ildizi

mavjud. Shuningdek, A bilan o’rin almashinuvchilik xossasiga ega bo’lgan

wwtiyoriy C' operator B bilan ham o’rin almashinuvchi bo’ladi.

Misol 1.14. A : Ly(TY) — Lo(TY), (Af)(x) = e(2)f(x), operator mus-

bat, ya'ni ¢ uzluksiz funksiya haqiqiy qiymatli va nomanfiy bo’lsin. U holda

(Bf)(x) = Vel(a)f(z)

operator B > 0 va B? = A tenglikni ganoatlantiradi. 1.15 teoremaga ko ’'ra

esa B operator A ning yagona kvadrat ildizi bo’ladi. A

Misol 1.15. Agar © funksiya haqiqiy qiymatli va ¥Vn € (Z)? da 6(n) >0

bo lsa,

A

A2 — BUZY)?), (Af)n) = 0(n)f(n)

operatorning kvadrat ildizi

ko ’rinishda bo’ladi. A

Operatorlarning musbatligi tushunchasi ikkita operatorni taqqoslash imkonini
beradi.

Ta’rif 1.23. Agar A, B € L(H) operatorlar uchun A— B > 0 munosabat
bajarilsa, A > B deyiladi.

Teorema 1.16. Iztiyoriy chegaralangan A operator uchun AA* va A*A

operatorlar musbatdir.
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1.7 Kompakt operatorlar

Faraz qilaylik, H;, H> - Hilbert fazolari, A : H; — H chiziqli chegaralan-

gan operator bo’lsin.

Ta’rif 1.24. Agar A operator Hy fazodagi ixtiyoriy chegaralangan to’plamni
Hs fazodagi nisbiy kompakt to’plamga o’tkazsa, u kompakt operator deyi-
ladi.

Boshqgacha aytganda, [1; fazodagi ixtiyoriy chegaralangan to’plamning
operator ta’siridagi aksi nisbiy kompakt bo’lsa, bu operator kompakt de-

yiladi.

Teorema 1.17. H Hilbert fazosi bo’lsin. Agar A kompakt, B chegaralan-
gan operator bo’lsa, u holda AB va BA operatorlar kompakt bo’ladi.

Bu teorema A va B operatorlar har xil fazolarda aniglanib, AB yoki

BA mavjud bo’lgan holda ham o’rinlidir.

Natija 1.3. Cheksiz o’lchamli fazolarda har ganday chegaralangan kompakt

operator chegaralangan teskariga ega bo’la olmaydi.

Teorema 1.18. A chegaralangan chizigli operator kompakt bo’lishi uchun

A*A operatorning kompakt bo’lishi yetarli va zarur.

Natija 1.4. A chizigli, chegaralangan operator bo’lsin. Agar A*A kompakt
bo’lsa, u holda AA* ham kompaktdir.

Yuqoridagi teoremadan quyidagi natijani olamiz:
Natija 1.5. Musbat kompakt operatorning kvadrat ildizi ham kompaktdir.

Teorema 1.19. A chizigli chegaralangan operator bo’lsin. A operator

kompakt bo’lishi uchun A* operatorning kompakt bo’lishi yetarli va zarur.
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1.8 Operatorning spektri

H - Hilbert fazosi, A : H — H biror chizigli chegaralangan operator

bo’lsin.

Ta’rif 1.25. Biror z € C uchun Ax = zx tenglama noldan farqli x € H
yechimga ega bo’lsa, z soni A operatorning xos qiymati deyiladi, unga mos

nolmas yechim xos vektor deyiladi.

Ta’rif 1.26. Agar z € C son uchun A—zI operatorning teskarisi mavjud
bo’lib, H ning hamma yerida aniglangan bo’lsa, z soni A operatorning re-
gulyar nuqgtasi deyiladi, R.(A) = (A—2I)7! operator esa A operatorning
z nugtadagi rezolventasi deyiladi. Barcha requlyar nugtalar to’plami p(A)

orqalt belgilanadi.

Ta’rif 1.27. A operatorning requlyar bo’lmagan barcha nuqtalar to’plami

A operatorning spektri deyiladi va o(A) orqali belgilanadi.
Spektr qanday nuqtalar to’plamidan iborat bo’lishi mumkin?

1. A—zI operator teskarilanuvchan emas. Demak (A—z/1)z = 0 tenglama
nolmas yechimga ega. Bu holda z soni A operatorning xos giymati,

x esa xos vektori deyiladi.

2. A — zI operatorning teskarisi mavjud, lekin chegaralanmagan. Bu

holda z soni A operatorning muhim spektriga tegishli deyiladi.

3. A — zI operatorning teskarisi mavjud, chegaralangan, lekin A — zI
ning giymatlar sohasi butun fazoga teng emas. Bu holda z soni qoldiq

spektrga tegishli deyiladi.

A operatorning z xos giymatiga mos keluvchi xos vektorlaridan hosil
qilingan fazoning o’lchami z xos giymatning karraligi deyiladi. Agar 2z

ning karraliligi 1 ga teng bo’lsa, u oddiy xos giymat, aks holda karrali xos
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giymat deb ataladi. A operatorning chekli karrali va yakkalangan xos qiy-
matlari to’plamini diskret spektr deb ataymiz va og;..(A4) deb belgilaymiz.
A operatorning muhim spektrini o..(A) deb, qoldiq spektrini esa 7,.(A)
deb belgilaymiz.

Endi H Hilbert fazosida aniglangan A chizigli chegaralangan opera-
torning spektr va regulyar nuqgtalari haqgidagi quyidagi teoremalarni kelti-

ramiz.

Teorema 1.20. Agar A € L(H) va |z| > ||A|| bo’lsa, w holda z regulyar

nuqta bo’ladsi.
Teorema 1.21. Agar A € L(H) bo’lsa, u holda o(A)— yopiq to’plamdir.

Umumiy holda o’z-0’ziga qo’shma operatorlarning muhim spektri haqgida

Weylning quyidagi teoremasi o’rinli.

Teorema 1.22. z € C soni A operatorning muhim spektriga tegishli
bo lishi uchun H da shunday {p,}°, ONS topilib,

lim (A —z2l)¢, =0

n—oo

bolishi zarur va yetarli.

Teorema 1.23. H - Hilbert fazosi va A € L(H). U holda R.(A) p(A)
to’plamda analitik, operator qiymatli (L(H) ) qiymatli funksiya bo’ladi va
intiyoriy X, i € p(A) uchun Rx(A) va R,(A) operatorlar o’rin almashtirish

rossasiga ega. Shuningdek
RA(A) = Bu(A) = (= NRAA)R,(A). (1.4)
Teorema 1.24. H - Hilbert fazosi va A € L(H). U holda

5(AY) = {z\ 7 c J(A)} va  Re(A*) = R.(A).

30



O’z-0’ziga qo’shma operatorning spektri

H Hilbert fazosi, A € L(H) o’z-0’ziga qo’shma operator bo’lsin. Quyidagi

belgilashlarni kiritamiz:

M = sup (Az,z), m= ”iﬂlfl(A[L‘,[L‘).
] =1 wi=

M va m sonlari mos ravishda A operatorning yuqori va quyi chegarasi

deyiladi.
Teorema 1.25. || Al = max{|m|,|M|}.

Ma’lumki operatorning o(A) spektri || A|| radiusli doira ichida saglanadi.

0’z-0’ziga qo’shma operatorlar uchun esa bu baholash yanada aniqroq.
Teorema 1.26. o(A) C [m, M]. Shuningdek, m, M € o(A).

Teorema 1.27. A - H Hilbert fazosidagi o’z-0’ziga qo’shma operator
bo’lsin. U holda

(a) A qoldiq spektrga ega emas;
(b) o(A) CR;

(¢c) A operatorning har xil xos qiymatlariga mos keluvchi xos vektorlari

ortogonal.

Kompakt operatorlarning spektri
A € L(H) o'z-0’ziga qo’shma operator bo’lsin.

Teorema 1.28. Kompakt operatorning z xos qiymatiga mos keluvchi L,

x0s fazosi chekli o’lchamli.

Teorema 1.29. A kompakt operator va ixtiyoriy 6 > 0 son berilgan
bo’lsin. A operatorning absolyut giymati 6 dan katta bo’lgan xos giymat-

lariga mos keluvchi chiziqli erkli xos vektorlarining soni cheklidir.
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Natija 1.6. Kompakt operatorning xos qiymatlari to’plami noldan farqgli

limitik nugtaga ega emas.

Teorema 1.30. Agar z € C soni A kompakt operatorning xos qiymati

bo’lsa, Z € C soni A" ning xos qiymati bo’ladi.

Teorema 1.31. A va A" kompakt operatorlarning z va Z xos giymatlar-

iga mos keluvchi xos qism fazolarining o’lchamlari teng.

Teorema 1.32. A kompakt operator bo’lsin. U holda
1. A operatorning spektridagi noldan farqli iztiyoriy nuqta xos qiymatdir,
2. 0 soni operatorning spektriga tegishli.

Teorema 1.33. Agar A 0’z -0’ziga qo’shma va A # 0 bo’lsa, u holda

uning hech bo’lmaganda bitta nolmas xos qiymati bor.

Teorema 1.34. (Hilbert-Shmidt) H— Hilbert fazosida o’z-0’ziga qo’shma,
kompakt operator berilgan bo’lib, {\,} uning barcha nolmas xos giymatlari
bo’lsin. H fazoda shu xos qiymatlarga mos keluvchi xos vektorlardan iborat

shunday {p,} ONS mavjudki, har bir x € H elementga yagona usulda
T = Z crdp + 2’
k

ko’rinishda yoziladi, bu yerda x' wvektor Ax’ = 0 shartni ganoatlantiradi.
Bu holda

Ax = Z )\kckgbk
k

Agar zos qiymatlar cheksiz bo’lsa, klim A =0
Unitar operatorlar. H; va H, Hilbert fazolari bo’lsin.

Ta’rif 1.28. Agar U : Hy — Hy akslantirish uchun D(U) = H,, R(U) =

Hs wva ixtiyoriy x,y € Hy lar uchun

Uz, Uy, = (2,9)m,
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munosabatlar o’rinli bo’lsa, u holda U wunitar operator deyilad:.
Unitar operatorning quyidagi ekvivalent ta’rifi ham ishlatiladi.

Ta’rif 1.29. Agar U : Hy — Hs chizigli akslantirish uchun D(U) = Hy,
R(U) = Hy va barcha x € Hy lar uchun

U2z, = [,
munosabatlar o’rinli bo’lsa, v holda bu operator unitar operator deyilad:.

Teorema 1.35. Unitar operator chiziqli, chegaralangan va normasi 1 ga

teng. Shuningdek istalgan unitar operator teskarilanuvchan.

Teorema 1.36. U chizigli operator unitar bo lishi uchun U* = U~ bo lishi

yetarli va zarur.

Shuni aytib o’tish joizki, ixtiyoriy unitar operatorning teskarisi ham uni-

tar bo’ladi.
Misol 1.16. U, : Ly(T") — Ly(TY), (U.f)(z) = ¥ f(x), f € Lo(TY), s €

Z' operator unitardir. Hagigatdan ham

01 = [ 1 sty = [ @) = 1
']I‘l Zl

va D(Uy) = Lo(ZY), R(U,) = Ly(ZY) ekanidan ta'rifga binoan U, — uni-
tar. A

Misol 1.17. U, : (o(ZY) — 6,(ZY), (U f)(n) = fin+s), f € b(ZY),s €

Z% operator unitardir. Hagiqatdan ham

1017 =D W +s)P =D IIf )l = I1/]?

neZt neZ!
va D(U) = 6(ZY), R(U,) = (o(Z1) ekanidan ta'rifga binoan U, — unitar.

A
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Faraz qilaylik, A : H; — H; va B : Hy — Hy bo’lsin. Agar shunday
U : Hy — Hy unitar operator topilib, A = U~'BU tenglik bajarilsa, A
va B operatorlar unitar ekvivalent operatorlar deyiladi.

Biz yuqorida ko'rgan U, va U, ((1.16) va (1.17) misollar) operator-
lar unitar ekvivalent. Chunki Fourier almashtirishi U, = F Usf ~1 munos-

abatni ganoatlantiradi.

Teorema 1.37. Ixtiyoriy chegaralangan unitar ekvivalent operatorlarning
spektrilari, zususan muhim spektrlari, diskret spektrlari, qoldiq spektriari

ustma-ust tushadi.

Misol 1.18. v : (,(ZY) — 6,(Z%), (V) (n) = o(n)f(n), [ € 6o(Z9),
bunda v funksiya chegaralangan, operatorni qaraymiz. Bu operator biror
operatorga unitar ekvivalent bo’ladimi? Unitar operator sifatida Fourier

akslantirishini olamiz.

f=Ff=@n) Y fet

seZl
bo’lsin.
(V1)) = (FYF ' f)(p) = (FVf)(p M > o(s)f(s)
seZl
1 -~ K
:WZU( d/Q/f “09dg felr)
1 p q,s
= 2n)i? T/ { d/zng '} a)dg
Agar

27Td/2zv =)

s€Z?
yaginlashuvchi bo lsa, bu biror v : Ly(TY) — C funksiyani aniqlaydi, ya ni

v funksiyaning Fourier almashtz’m’shz’ga bo lamiz.

pqs
-0 = G o s
seZ!
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kabi belgilash kiritsak, v operator quyidagi ko rinishga keladi:

(v/)(p) = (Qﬂl)d/Q /v(p—Q)f(Q)dq-

']I‘l

Demak €o(Z') fazodagi ko paytirish operatori Lo(TY) fazodagi integral op-
eratorga unitar ekvivalent. Yuqoridagi 1.37 teoremaga asosan
0_(‘/}) - O'(V), O_disc({}) - O_disc(v)a O_ess(‘/}) - O_ess(v)a O_res(‘/}) - O_res(v)-

Izoh 1.2. Ushbu misolda bajarilgan ba’zi amallar v operatorning ma’lum
bir shartlarni qanoatlantirishiga asoslangan. Kelgusida bunga batafsil to vtalib

o ’tishimiz munosabati bilan hozir ushbu shartlarni keltirib o’tirmadik. A

Misol 1.19. L5(T') € Lo(TY) fazoda {I1,(k), k € T'} operatorlar oilasini

qaraymiz:
Ao = = (5 -a) += (5 +0)] 10— [ota—nswa

bu yerda v(-) — juft funksiya. Shuningdek L ; (T") C Lo(T') fazoda {H(k), k €
T} operatorlar oilasini qaraymiz:
A1) = [E0) + =k = ) @) — [ vla =) p
T
Osongina tekshirib ko’rish mumkinki, ushbu LS(T') wva L (T') fazolar
har bir k € T' uchun mos ravishda (k) va Ho(k) operatorlarga nis-
batan invariant. Bu ikkala operatorning unitar ekvivalentligini ko 'rsatamiz.

Buning uchun quyidagi unitar operatorni qaraymiz:
€ € k
(U )a) s LT = BT, (0 = 1 (5 ).

Biz Ukﬁg(l{) = Hs(k)Uy bo’lishini isbot gilamiz. Hagigatan ham f €
L§7L(T1) hamda v(q) ning juftligidan

Uia(k) 1) = (et (5 1) =
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o)+t als (§—a) = [o(§—a—p) st
~ e+l - [o(5-a-(5-9)) 7 (5-»)do-

= [e(q) + ek —)lf (g - CJ) - /v(q —p)f (g —p> dp.

Xuddi shunday, Ui f element hamda operatorlar superpozitsiyasining anigla-

nishidan
(U )0) = o) + <t~ )t (5 =) = [ola=)f (5 =)
']I‘l
tenglikka ega bo’lamiz. A
Izoh 1.3. Ushbu, D(Uy) = LS(TY), (U 'f)(q) = f (g - q) munosabat-

lar o’rinli.

Misol 1.20. h : (,(ZY) — ,(ZY), (hf)(z) = Y &(s)f(x —s), [ €
se€Zl!
lo(Z2%), bunda > &(s) qator absolyut yaginlashuvchi deb faraz gilinadi.
seZl!
Bu operatorga ham Lo(TY) fazodagi unitar ekvivalent bo’lgan h operatorni

hosil qilamiz.

(h)(p) = (FhF )(p) = (FRf)(p) = (2m)" 3 (hf

neZ!
(27) dz{zg (n—s } inp) _
neZl  seZl
= (2m) Y é(s){(?w)_d/Q S fn - S)eun—&p)}ei(&p).
seZl neZl

Quyidagi

“(p) = (2m) Y e(s)e”

seZl
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fp) = 2m) ™Y fn)e )

neZ!

belgilashlarni kiritsak, u holda

(hf)(p) =<(p)f(p)

tenglik kelib chigadi. Bu operatorning spektri €(p) funksiyaning qiymat-
lari sohasining yopigt M ga tengligi uchun unitar ekvivalentlik haqidagi

A~

teoremaga asosan o(h) =M . A

37



Bob 2

Ikki zarrachali Diskret Shredinger

operatorining spektri

2.1 Ikki zarrachali sistema gamiltoniani koordinata va impul’s

tasvirlari

— butun sonlar to’plami (bir o’'lchamli butun sonli panjara), f»((Z')?)—
(ZY)? = 7' x 7' da aniglangan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalarning
Hilbert fazosi, £5((Z')?) C l5((Z')?)— simmetrik funksiyalar qism fazosi
bo’lsin.

Koordinita tasvirida ikki bozonli sistemaga mos Hamiltonian £5((Z!)?)

Hilbert fazosida quyidagi formula bilan aniglanadi:
hy = ho — 0,

(ho)(21,03) = 3 2(8) [ @1 + ,20) + Blar, 02+ 5)], ¢ € B(ZY)2),

seZ!
(0u) (w1, 22) = V(w1 — w2) @21, 20), € G((Z1)?).
£(s) va 0,:(s) funksiyalar Z' da quyidagicha aniglangan:
1, agar s=0
s)={ —L agar [s=1 @ du(s)= {

0, agar |[s|>1,

W, agar s=70
0, agar |[s|>1,
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bunda p € R.

Ta’kidlab o’tamizki, ikki zarrachali Hamiltonian fLM, (5((ZY)?) Hilbert
fazosida chegaralangan o’z-o’ziga qo’shma operator bo’ladi.

T' = (—m;7]— bir olchamli tor, Lyo((T})?*)— (TH)* = T' x T! da
aniglangan kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalarning Hilbert fazosi,
Li((TH)?) € Ly((T1)?)— simmetrik funksiyalar gism fazosi bolsin.

Fo: Lo((TYH)?) — £5((Z1)?)— standart Fourier akslantirishi bo’lsin. F3
orqali F» ning L3((T')?) gism fazodagi gismini belgilaymiz.

Impuls tasvirda ikki zarrachali Hamiltonian L§((T!)?) Hilbert fazosida

quyidagi chegaralangan o’z-o’ziga qo’shma operatorni aniqlaydi.

hy = (ff)_%ufzs = ho — v,

bunda
(ho [)(ks, ky) = (e(kp) +e(ky)) flks ky), [ € L5((T')?)
(0 ) (ks ky) = é%fb/w(Iﬁ(kﬁ‘_tﬁ)é(kﬁ‘FkH'_tﬁ'_tv)f(@%tv)d@ﬂﬁva

(T)?

feLs(TY?), By=12 B#7.
Bu yerda e(p) funksiya e(p) = (1 — cosp), p € T' ko'rinishga ega va
d(k)— Dirakning delta funksiyasi.

2.2 To’g’ri integralga yoyish.

U2, s e Z' orqali £5((Z')?) Hilbert fazosida quyidagi formula bilan aniqlan-

gan unitar operatorni belgilaymiz
(U2)(n1.m2) = [(n1+ s,m2+5). [ € B((Z)?).
Osongina ko’rsatish mumkinki,

U2 =002 s,pe !

s+p s p?
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A

tenglik o'rinli va bundan U2, s € Z!— (,((Z')?) fazoda Z' abel gruppasin-
ing unitar akslantirishi bo’ladi. £5((Z')?)— U?,s € Z* gruppaga nisbatan
invariant qgism fazo bo’ladi.

F» Fourier akslantirishidan so'ng f((Z')?) fazodagi Z' abel gruppasin-
ing unitar akslantirishi, Lo((T!)?*) Hilbert fazosida quyidagi formula bilan

aniqlangan U? = f{lﬁffg, s € Z! unitar operatorga o’tadi:

(Ugf)(lﬁ, ]{2) = exp ( — i(S, ki + kg))f(lﬁ, kg), fe L2((T1)2) (21)

Har bir k € T' uchun F} orqali quyidagi to’plamni belgilaymiz,
F% = {(lﬁ,l{ — kl)E(T1)2 tky € Tl,k — k€ Tl}

Ly((Th)?) fazo
Lo((TH?) = / © Lo (F3)dk

kET!
to’g'ri integralga yoyiladi.
Mos holda, U,, s € Z' unitar akslantirish quyidagi to’g’ri integralga
yoyiladi
U? = / U, (k)dk,
kET!

bunda U(k), Lo(F3) fazoda quyidagi tenglik bilan aniglanadi
Us(k) = exp(—i(s, k)]

va [ = Ip,m)— Ls(F3) fazodagi birlik operator.
h,, Hamiltonian (2.1) tenglik bilan aniglangan UZ, s € Z! gruppa
bilan o’rin almashinadi.
Shuning uchun
BT = [ oL@,

keT!
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yoyilmaga mos h,y operator to’gri integralga yoyiladi

hy = / Shy,(k)dk,
keT?
bunda L5(F2)— Lo(F?) fazoning simmetrik (o’zgaruvchilari o’'rnini al-
mashtirishga nisbatan) funksiyalardan tuzilgan ¢ism fazosi.
Quyidagi akslantirishni kiritamiz
T (T = T 7 (ks ky)) = ks,
7T,(€2), k € T! orqali 7rg) ning F? C (T!)* dagi qismini belgilaymiz, ya'ni

=g (2.2)

e
Ta’kidlab o’tish joizki, F2, k € T' bir o’'lchamli ko’pxillik T! ga izomorfdir.
Lemma 2.1. Teskarisi

_ 1 1
(m) ™ (ks) = (5k — k. gk + k)

tenglik bilan aniglanadigan 7r,(€2), k€ T! akslantirish F2 C (TY)? ni T' ga

biyektiv akslantiradi.

Ushbu akslantirishni qaraymiz

wp s L3(FY) — Lo(TY), wrg=go (n)', ke T,

bunda 7r,(€2) (2.2) formula bilan aniglangan. Ta’kidlab o’tamizki, w; unitar

operator bo’ladi.

h(k) = wehy, (k) (w) ™
bo’lsin.
LS(T) € Lo(T?) orqali juft funksiyalar qism fazosini belgilaymiz. h,(k),
k € T! operator L5(T!) Hilbert fazosida quyidagi formula bilan aniglanadi
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bunda ho(k)— er(-) funksiyaga ko’paytirish operatori:

(ho())0) = k) (0).  <ulp) =201 — cos 5 cosp), S € LT,

va v,— integral operator va uning rangi birdan oshmaydi:

)P = 5 [ s f € L5,

']I‘l
2.3 hy(k), k € T' operatorning muhim spektri

v,— rangi birdan oshmaydigan integral operator bo’lganligi uchun muhim
spektr turg'unligi haqidagi Veyl teoremasiga ko’ra, h,(k) operatorning
muhim spektri o..(h,(k)), 1 € R ga bog’ligsiz va ho(k) operatorning
spektri o(ho(k)) bilan ustma-ust tushadi. Shunday qilib, quyidagi tenglik-

lar o’rinli

Ocss(hyu(k)) = o(ho(k)) = [m(k), M(k)].
bunda

m(k) = ]Erel%rr% er(p) = 2(1 — Cosg) > 0,

M (k) = maxeg(p) = 2(1 + cos ﬁ) < 4.
peT?! 2

Ta’kidlab o’tamizki, ixtiyoriy g, > 0 da v, L?(T') fazoda nomanfiy op-
erator bo'ladi. z € C\[m(k), M (k)] larda aniqlangan funksiya (h,(k) op-
eratorga mos fredgolm determinanti) quyidagi formula yordamida aniglan-
gan

A(,u,k;z)zl—ﬁ ap

21 ) er(p) — 2
T!

=1—alk,z)

O’z-0’ziga qo’shma h,(k) operatorning xos qiymatlari va A(u, k; 2)

funksiyaning nollari orasidagi bog’liglikni quyidagi lemma o’rnatadi :
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Lemma 2.2. Iutiyoriy ;1 € R va k € T! lar uchun z € C\[m(k), M (k)]
soni h,(k) operatorning xos qiymati bo lishi uchun A(, k;z) =0 bo lishi

zarur va yetarli.

2.4 h,(k) ke T' operatorning spektral xossalari

Shuni takidlash joizki h,(k), k € T! operatorning muhim spektri p € RO
ga bog'ligsiz [m(k), M (k)] kesmadan iborat va bu operatorning p > 0
bo’lganda [m(k), M (k)] kesmadan o'ng tomonda xos giymatga ega emas
hamda mos ravishda p < 0 bo’lganda [m(k), M (k)] kesmadan chap tomonda
X0s giymatga ega emas.

Bundan, ushbu paragrafning natijasi sifatida quyidagi teoremani kelti-

ramiz:

Teorema 2.1. a). Itiyoriy u > 0 va k € T' lar uchun h,(k) operator
yagona (1 (k) < m(k) zos qiymatga ega bo’ladi va bu xos qiymatga mos
zos funksiya quyidagi ko’rinishda bo’ladi

uC

filp) = s e c L*(T"), C = const #0. (2.3)

b). Itiyoriy <0 va k € TV lar uchun h,(k) operator yagona M(k) <
G(us k) wos qiymatga ega bo’ladi va bu xos qiymatga mos xos funksiya
quytdagt ko rinishda bo’ladi

pC 2l
filp) =—————€ LT"), C = const+# 0. 2.4
n) = i € LT (2.4

Teorema 2.1 ni isbotlash uchun quyidagi tasdiglardan foydalanamiz.

Tasdiq 2.1. a). Ixtiyoriy k € Tt uchun a(k;-) funksiya C\[m(k), M (k)]
sohada analitik, (—oc, m(k)) intervalda musbat va monoton o’suvchi va
mos ravishda ixtiyoriy k € T' wchun a(k;-) funksiya C\[m(k), M (k)]

sohada analitik, (M(k),+o0) intervalda manfiy va monoton kamayuvchi
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b). Intiyoriy k € (—m,m) uchun quyidagi tengliklar (asimptotik yoyil-

malar) o’rinli

nojLo

+O(m(k) —2)2, z—m(k)—,

D=

(2 — M(k))”

+
k E o/ k
24/ cos 5 16 cos 34/ €08 5

Isbot. a). a(k;z) funksiyaning musbatligi (mos ravishda manfiyligi) in-

(2 — M(k))}

alk; z) = +O0(z—M(k))2, z— M(k)—,

tegral belgisi ostidagi funksiyalarning nomanfiyligi va Lebeg integralining
monotonlik xossasidan osongina kelib chiqadi.

a(k;-), funksiyaning (—oo, m(k)) intervalda hosilasi ham musbat (mosrav-
ishda a(k;-), funksiyaning (M (k),+oo) intervalda hosilasi ham manfiy)
va shuning uchun bu funksiya monoton o’suvchi (mos ravishda monoton
kamayuvchi) bo ladi.

b). a(k,z) integralni hisoblab, quyidagi tengliklarni hosil qilamiz:

(m(k) —2)>

a(k; z) = f(k; 2),
24/ cos g
bunda .
ﬂh@zg%@,

So’'ngra, f(k;z) funksiyani z = m(k) (mos ravishda z=M(k)) nugtan-
ing biror atrofida Teylor yoyib, quiydagiga ega bo’lamiz:

L k) — 2) + O(m(k) — 2%, 2 — m(k)—,

8 cos 3

flk;2) =1+

1
J(k;z) =1+ (2= M(K) +O(z = M(k))*, 2 — M(k)+,
8cos 5
Bu yoyilmalardan foydalanib, Tasdiq 2.1 ning b) bandida keltirilgan asimp-

totik yoyilmani hosil qilamiz. A
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Tasdiq 2.2. Intiyoriy ;1> 0 (mos holda < 0 va k € T lar uchun shun-
day yagona ((p; k) < m(k) (mos holda M (k) < (i (p; k) soni mavjudki,
quyidagt tenglik o rinli bo’ladi

Alp, ks Gps k) =0 (mos holda A(p, k; Gui(ps k) = 0). - (2.5)

Isbot. Yugorida bayon qilingan Tasdiq 2.1 ga ko’ra fiksirlangan p > 0
(mos holda j1 <0 )va k € T larda A, k;-) (mos holda 1 <0 Au, k;+))
funksiya (—oco, m(k)) intervalda uzluksiz va monoton kamayuvchi (mos
ravishda (M (k),+o0) intervalda wzluksiz va monoton o’suvchi ) bo’ladi.
Shu bilan birga, quyidagi tengliklar bo’ladi

lim  A(p, k;z) = —o0, lim A(u, k;2z) =1

z—m(k)— 2——00
va

lim A, k;2) = — lim A ) =1
lim (ks 2) = —o0,  lim A(p, 0, k:2)

Shuning uchun ishorasi almashinuvchi uzluksiz funksiya xossalaridan Tas-
dig 2.2 da keltirilgan fakt kelib chiqadi. A

Teorema 2.1 ning isboti. a. Tasdiq 2.2 ga ko’ra shunday yagona
G(us k) € (—oo, m(k)) mavjudki, A(u, k;G (k) = 0 tenglik o’rinli
bo’ladi.

(mos ravishda shunday yagona (i (p; k) € (M(k), +oc) mavjudki,

A, k; G(ps k) = 0 tenglik o'rinli bo’ladi) Lemma 2.2 ga ko'ra h, (k)
operator yagona (1(u; k) < m(k) (mos ravishda M (k) < (i (u; k) )xos qiy-
matga ega bo’lishi kelib chigadi.

(1 < m(k) soni h,(k) operatorning xos qiymati, yani h,(k)f = (i f
tenglama nolmas f € L*(T!) yechimga ega bo’lsin (mos ravishda M (k) <
1 soni h,(k) operatorning xos qiymati, yani h,(k)f = (1 f tenglama nol-
mas [ € L*(T') yechimga ega bo’lsin). Bu tenglama quyidagiga ekvivalent
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bo’ladi:

(ex(p) = C1)f(p) =
Bundan .
. Iz
/) ex(p) — G

ni hosil gilamiz.

Teorema isbotlandi. A

/ FOdt, f e Ly(T).
T
1
C:%/f(t)dt;éo
T
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Bob 3

Umumlashgan Fridrixs model Hy,(k)

operatorning spektral xossasi

2-bo’limda panjaradagi ikki zarrachali (zarrachalar bozon bo’lgan hol) sis-
temaga mos h,, Hamiltonianning spektral xossalarini o’rganish Lg(T?)
Hilbert fazosida aniglangan ikki zarrachali diskret Shroedinger operatori
hua(k), k € T' ning spektral xossalarini o'rganishga keltirilgan edi. Bun-
dan tashqari, h,\(k), k € T' operatorning muhim spektri o.¢(hu(k)),
[m(k), M (k)] to’plamdan iborat ekanligi va u muhim spektrdan o’ngda
x0s giymatga ega emasligi bayon qilingan edi .

Bu bo'limda H,,(k), k € T? operatorning (Fridrix model operatorin-
ing) (,7y € R va k € T? d = 1,2 parametrlardan bog’liq holda) xos

giymatlari sonini to’liq tahlil gilamiz.

3.1 I,,(k) Fridrixs model operatori

Faraz qilamiz, H = Ho ® H; — bir o'lchamli Hy = C' kompleks sonlar
Gilbert fazosi (1-kanal) va ‘H; = L3(T?) — d > 1 o’lchamli tor T¢ da
kvadrati bilan integrallanuvchi juft funksiyalarning Gilbert fazosi (2-kanal)

ning to’g'ri yig'indisidan iborat ikki kanalli Gilbert fazosi bo’lsin.

d ,
E(k), k € T? orqali Hy Gilbert fazosidagi (k) = 421(1 + cos %)
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songa ko’paytirish operatorini belgilaymiz:

E(k)fo=e(k)fo, fo € Ho,

hu(k), k€ T~ H; Gilbert fazosidagi kontakt ta’sirlashuvchi ikkita bir
xil zarracha (bozon) li sistemaga mos ikki zarrachali diskret Shroedinger

operatori bo’lsin:
hu(k) = ho(k) + 1V, p =0,

bunda ho(k) operator €;(-) funksiyaga ko’paytirish operatori:

(ho(k)1)(q) = exlq) [i(a), f1 € Hu, (3.1)

d .
k k (1) .
— — — — _ (4)
er(q) 5(2 q) +5(2+q) 2;1 (1 CO8 —5= €08 ¢ )

hamda V bir o’lchamli integral operator:
1

V1)) = ool frucnls = o [ Alohds, fie P o= (202

T

H,.(k), ke T ~veR, ue€R operator H gilbert fazosida

(B
= (M9 ) 32)

formula yordamida aniglanadi, bunda

Cy:Ho — Hy, O fo = yao(fo, ao)n,
va
C; Hy — HO; C;fl = fY(fvaVO)Hl

operatorlar mos ravishda paydo giluvchi va yo'qotuvchi operatorlar.
Tushunarliki, H.,,(k), v € R, p € R, k € T¢ operator ‘H Gilbert

fazosida o’z-o’ziga qo’shma chegaralangan operator bo’ladi.
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3.2 I,,(k) Fridrixs model operatorining muhim spektri

H., (k) va Ho.(k), k € T? operatorlar ayirmasining rangi ikkiga teng
bo’lgani uchun, muhim spektr turg’unligi hagidagi Veyl teoremasiga asosan,
H.,(k), k € T? operatorning muhim spektri Hy,(k), k € T¢ operatorning

muhim spektri o(Ho,(k)) bilan ustma-ust tushadi [13], xususan,

O_ess(H'yu(k)) = UeSS(HOM(k)) = UeSS(hu(k)) = U(hO(k)) = [5min(k)v EmaX(k)]a

tengliklar o’'rinli bo’ladi.

3.3 H,(k), k€ T? operatorning spektral xossalari

Quyidagi teorema, d = 1,2 o’lchamlarda H.,(k), k € T¢ operatorning
x0s iymatlari mavjudligi va unga mos xos funksiyaning analitikligini tavsi-

flashdan iborat.

Teorema 3.1. d = 1,2 va v > 0 p = 0 bo'lsin. U holda iatiyoriy k €
T¢ uchun H.o(k) operator muhim spektrdan tashqarida ikkita Ely(k) va
Ego(k) zos qiymatlarga ega. Va bu xos qiymatlar uchun quyidagi tengsizlik
o 'rinli

Elo(k) < emin(k) < emax(k)e(k) < EZ(k)

Unga mos [y = (for, f1x) € H wos vektor

i —C7 i . ’Y2 & i —
for =Sy =y 0= (a(k) - E;()(k)) SR R

ko’ rinishga ega, bunda ¢ # 0 — normalovchi ko paytuvchi va ffk() funksiya
T¢ da haqiqiy analitik.

Bundan tashqari, Bl : T" — R, k — E(k), i = 1,2 akslantirish
T dagi juft va haqiqiy analitik funksiya va f': T — H, k — fi € H

akslantirish esa, T? dagi vektor qiymatli analitik akslantirish bo lads.
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a(k, z) orqali T9x (C\oess(H0(k))) dahaqigiy-analitik bo’lgan quyidagi

funksiyani belgilaymiz:
1 dq
alk,z) = . 3.3
)~ o | o &)
T
Har bir fiksirlangan k& € T? uchun C\ [emin(k), emax(k)] dagi analitik

bo’lgan A.o(k;-) funksiya ( [,y operatorga mos Fredgolm determinanti)

ni quyidagicha aniglaymiz:
2

Aw%ﬁﬂ:1—[Z!L%Ja%J) (3.4)

Lemma 3.1. a) Intiyoriy k € T uchun a(k,-) funksiya (—o00,emmn(k)) in-

tervalda manfiy, monoton o’suvchi(mos ravishda (emax(k), +00) intervalda
musbat, monoton kamayuvchi ) hamda ixtiyoriy z € C\ [emin(k), Emax (k)]
uchun T da hagqiqiy analitik funksiya bo’ladi.

b) Intiyoriy v € R k € T uchun
2

Aw%mf:1—(zjam)a%ﬂ)

funksiya (—oc, emin(k)) intervalda monoton o’sadi (mos ravishda (emax(k), +00)

intervalda monoton kamayadi).

c¢) Iutiyoriy v € R, k€ T¢ uchun
Alo(k; 2) = (2 — (k) Ao (k; 2)

funksiya (—o0, emin(k)) intervalda ko ’pi bilan bitta nolga ega (mos ravishda

(Emax(k), +00) intervalda ko’pi bilan bitta nolga ega ).

Isbot. a) a(k,-) ning musbatligi integral ostidagi funksiyaning manfiyligi
(mos ravishda musbatligi)hamda Lebeg integralining monotonligidan ke-
lib chigadi. Shuningdek, a(k,-) ning hosilasi musbat bo’lganligi uchun, u
(—00, €min(k)) da monoton o’suvchi bo’ladi (mos ravishda a(k, -) ning hosi-
lasi manfiy bo’lganligi uchun, u (guax(k), +00,) da monoton kamayuvchi
bo’ladi ).
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b) 3.1 lemmaning a) bandiga ko'ra istalgan z < ey;,(k) uchun

OAo(k; z) 2 - da(k, z) v?  Oal(k,z2)
Pl ey e G e e P TR VR

tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi, ya'ni A,(k; -) funksiya (—oo, emin(k))
intervalda monoton o’sadi (mos ravishda A.o(k; -) funksiya (emax(k), +00,)
intervalda monoton kamayadi ).

¢) Tushunarliki, A,o(k;z) va Aly(k;z) funksiyalarning (—oc, emin(k))
intervaldagi nollari ustma-ust tushadi (mos ravishda (eyax(k), +00, ) inter-
valdagi nollari ustma-ust tushadi). A,o(k;-) ning (—o0, emin(k)) intervalda
monoton o’suvchiligidan uning shu intervaldagi nollari soni bittadan osh-
maydi (mos ravishda A,o(k;-) ning (,emax(k), +00) intervalda monoton
kamayuvchiligidan uning shu intervaldagi nollari soni bittadan oshmaydi ).
Bu esa Aly(k;-) funksiya mazkur intervallardan bittadan ortiq nolga ega

emasligini bildiradi. ]

Quyidagi lemmada o’z-0’ziga qo’shma [1.,(k) operatorning xos qiymati

va A,o(k; z) funksiyaning noli o'rtasidagi bog'liglik o’rnatilgan.

Lemma 3.2. Iatiyoriy v # 0 uchun z € C\ [gmin(k), €maz(k)] soni
H.o(k), k € T¢ operatorning xzos qiymati bo lishi uchun, Ao(k;z) = 0

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Zarurligi. Faraz qilamiz, z € C\ 0ess(Ho0(k)) soni Hyo(k), k € T¢
operatorning xos ¢iymati hamda f = (fo, fi) € H unga mos xos vektor
bo’lsin. U holda fy va f; lar quyidagi tenglamalar sistemasini qanoatlanti-
radi:
(e(k) = 2)fo=—7(/1, )
(ee(q) — 2)1(q) = =y fo.
Oess(Hy0(k)) = [emin(k), emax(k)] tenglikka ko'ra, ixtiyoriy z € C\

(3.5)
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[emin(k), emax (k)] va ¢ € T¢ lar uchun
en(q) —2#0, keT

tengsizlik o'rinli. (3.5) sistemaning ikkinchi tenglamasidan f; uchun quyidagi

—7ap fo
= 3-6
ifodaga ega bo’lamiz va

deb belgilaymiz.
f1 uchun (3.6)) ifodani (3.7) tenglikka qo’yib va (3.5) tenglamalar sis-
temasini birinchi tenglamasini hisobga olib quyidagi
(e(k) = 2)fo+~vc=0
va(k,z)fo+c=0

(3.8)

chizigli tenglamalar sistemasiga kelamiz. Ma’lumki, (3.8) chiziqli tenglamalar
sistemasi nolmas (fo,¢) yechimga ega bo’lishi uchun shu sistemaning deter-
minanti A,o(k; 2) nolga teng bo’lishi yetarli va zarur hamda A,o(k; 2) =0
bo’lgan holda bu sistemani yechib, [1,oy operatorning xos funksiyasi [ =

(fo, f1) quyidagi ko’rinishga egaligini topamiz:

e Yo fo

Yetarliligi. Faraz gilamiz, biror k& € T¢ va z € C\ [emin(k), Emax(k)]
uchun A.,g(k;z) = 0 tenglik bajarilsin. U holda (3.9) ko'rinishga ega
bo’lgan f = (fo, f1) vektor (3.5) tenglamalar sistemasini qanotlantiradi,
vani z € C\ [emn(k),emax(k)] soni H,o(k), k € T? operatorning xos
giymati bo’ladi. Lemma 3.2 isbotlandi. []

Lemma 3.3. a) d > 1 va k € (—m,7) bo’lsin. U holda yetarlicha kichik

va musbat enin(k) — 2z lar uchun a(k, z) funksiya quyidagi yaqinlashuvchi
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yoyilmaga ega:
agar d=2m+2, m=0,1,... bo’lsa,

a(k,z) = —%Q(k) (2 — enin (k)" In(emn(k) — 2) +

+ (z— f;‘mm(k))m+1 In(emin(k) — 2)P11(k, 2) + v(k) + $ao(k, 2),

agar d=2m+1, m=0,1,... bo’lsa,
a(k, ) = 7Po(k) (2 — emin(k)) N
2 Emin(k) — 2

+ (emin(k) — 2)" T2 Bk, 2) + v(k) + Do(k, 2),

bunda

Va

Dok, 2) = Z bi(k) (emin(k) — z)l/2

1=0
hamda ®11(k,-) va Po(k,-), k € Iy, funksiyalar z = emin(k) nugtaning

biror d— atrofi Vs(emn(k)) da analitik funksiyalar, ®s(k,emn(k)) = 0;
bi(k), 1 =0,1,2... lar esa hagiqiy sonlar

b) d>1 va k € (—m,m) bo’lsin. U holda yetarlicha kichik va musbat
emax(k) — 2 lar uchun a(k,z) funksiya quyidagi yaqinlashuvechi yoyilmaga
ega:
agar d=2m+2, m=0,1,... bo’lsa,
~ Dy(k)

2

alk,z) = (2 — emax (k)" In(2 — emax(k)) +
(2= emax (k)" In(2 — emax (k) P11(k, 2) + v(k) + Dok, 2),

agar d=2m+1, m=0,1,... bo’lsa,
7@y (k) (z — emax (k)"
2 2 — Emax (k)
(2 — emax (k)" T2 (k. 2) + v(k) + Dok, 2),

alk,z) =
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bunda
Dy(k) =

Va

Pra(k,2) = Y bi(k) (2 — emax(k)"?

hamda ©11(k,-) va Po(k,-), k € Iy, funksiyalar z = enax(k) nugtaning
biror 6— atrofi Vs(emax(k)) da analitik funksiyalar, ®o(k, cmax(k)) = 0;
bi(k), 1 =0,1,2... lar esa haqiqiy sonlar .

Isbot. Lemmaning a) va b) tasdig’larii [18] dagi 4-lemma kabi isbotlanadi.
[]

3.1 teoremaning isboti. z < ey(k) bo'lsin. U holda 3.3 lemma va

(3.13) tenglikka asosan fiksirlangan v > 0 larda

lim  Ay(k; z) = —o0, lim Ayo(k;z) = 1.

2—Emin(k)— Z——00
tengliklar o'rinli. Ao(k;-) funksiya (—o0, emin(k)) intervalda uzluksiz, mono-
ton o’suvchi va ishorasi o’zgarganligi sababli A,o(k;2) = 0 tenglama
mazkur intervalda yagona z = Eio(k) yechimga ega. Natijada 3.1 va
3.2 lemmalarga ko’ra H.,o(k) operator yagona (—oo,emin(k)) intervalda
I2o(k) < emin(k) xo0s qiymatga ega.

Eio(k) ning T? da haqiqiy analitikligi u A.o(k;2) = 0 tenglamaning
yagona yechimi ekanligidan hamda A.o(k;-) va Aso(-; z) funksiyalarning
mos ravishda C\ [emin(k), emax(k)] va T? da hagiqiy-analitik ekanligidan
kelib chiqadi. Shuningdek, ixtiyoriy k& € T uchun

0 = Aso(—k, Fg(—k)) = Dso(k, Fog(—k)) = Dso(k, Ey (k)

tengliklar bajarilishini hisobga olsak, A,o(k;-) tenglamaning yechimi yago-
naligidan I5)y(k) = El,(—k) tenglikning bajarilishi kelib chiqadi. Shuning
uchun Elj(k) funksiya T¢ dagi juft funksiya bo’ladi.
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Shuni ta'kidlaymizki, I},(k) € C\ [enmin(k), emax(k)] soni Hyo(k), k €

T operatorning xos qiymati bo’lishi uchun

{ (k) = Bl (k) fo = =11, 00) (310

(k(q) — E50(k))f1(q) = —vao fo.

tenglamalar sistemasi notrivial f; = (fox, fix) € H yechimga ega bo’lishi

zarur va yetarli, bunda

2 &

—yec
for =2 —VEi()(k)’ fila) = (a(k) - Bl (k) “) erla) — Elo(k)’
(3.11)
va ¢ # 0 - normalovchi ko’paytuvchi. e;(-) funksiyaaning T da analitik-
ligidan va e(k)—FEl(k) > 0 ekanligidan fy;(-) ning T¢ da analitikligi kelib
chiqadi. for va fis, lar uchun (3.11) ifodalardan va E%o(') funksiyaning

T da analitik ekanligidan xulosa qilish mumkinki, f: T¢ — H, k — fi €
H akslantirish T¢ dagi analitik akslantirish bo’ladi. f: k — f, € H ak-
slantirishning analitikligi fj vektornig fox va f1; komponentalari analitik

ekanligidan kelib chigadi.

2 > Emax(k) bollsin. U holda 3.3 lemma va (3.13) tenglikka asosan
fiksirlangan v > 0 larda

Z_)glnigl(k)+ Ao(k; z) = —o0, ZLI)IEOO Ayo(k; z) = 1.

tengliklar o’rinli. A.o(k;-) funksiya (emax(k),+o0) intervalda uzluksiz,
monoton o’suvchi va ishorasi o’zgarganligi sababli A,o(k; z) = 0 tenglama
mazkur intervalda yagona z = E%O(k) yechimga ega. Natijada 3.1 va
3.2 lemmalarga ko’ra H,o(k) operator yagona (emax(k), +00) intervalda

E%O(k) > emax (k) x0s qiymatga ega. Xuddi shunday bu xos giymat uchun

ham yuqoridagi mulohazalar o’rinli ]
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3.4 M, (k),k € T? operatorning xos qgiymatlari hagida

Quyidagi teorema, d = 1,2 o’lchamlarda H.,(k), k € T¢ operatorning

x0s giymatlari mavjudligi haqgida .

Teorema 3.2. a) d=1,2 va v#0 u >0 bo’lsin. U holda ixtiyoriy k €
T¢ uchun H,,(k) operator muhim spektrdan tashqarida ikkita E. (k) va
12, (k) wos giymatlarga ega. Va bu xos qiymatlar uchun quyidagi tengsizlik
o 'rinli
1 2
b (k) < emin(k) < emax(k) < e(k) < L7, (k)

b) d=1,2 va v#0 u >0 bo’llsin. U holda ixtiyoriy k € T uchun
H,,(k) operator (emax(k),c(k)) intervalda zos qiymatga ega emas.

¢c) d=1,2 vay=0 pu>0 bolsin. Uholda iztiyoriy k € T uchun

H.,.(k) operator muhim spektrdan tashqarida ikkita E (k) va E3 (k) zos

qiymatlarga ega. Va bu xos qiymatlar uchun quyidagi tengsizlik o’rinli
1 2
B (K) < emin(k) < emax(k) < e(k) = L7, (k)

Teorema 3.3. Faraz qilamizki d =1,2 va v#£0 p <0 bo’lsin.

2

a) - > emax(k) —e(k) va k € T¢ bo’'lsin. U holda H.,(k) operator
muhim spektrdan tashqarida ikkita 1, (k) va E2 (k) zos qiymatlarga ega.

Va bu zos qiymatlar uchun quyidagi tengsizlik o’rinli

cwan(k) < B (k) < (k) < B2, (k)

2

b) emax(k) — (k) > L > epn(k) — (k) va k € T bo’'lsin.U holda

I
., (k) operator yagona E%M(k) Tos qiymatga ega va bu xos qiymat quyidagi

tengsizlikni qanoatlantiradi
2
e(k) < BZ,(k)
c) 772 < emin(k) — e(k) va k € T? bo'lsin. U holda H.,(k) operator

muhim spektrdan tashqarida ikkita I}, (k) va I, (k) wos giymatlarga ega.
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Va bu zos qiymatlar uchun quyidagi tengsizlik o’rinli
1 2
b (k) < emin(k) <e(k) < BZ,(k)

c) d=1,2 va v=0 p <0 bollsin. U holda H,,(k) operator muhim
spektrdan tashqarida ikkita B!, (k) = e(k) va EZ,(k) zos qiymatlarga ega.

Va bu zos qiymatlar uchun quyidagi tengsizlik o’rinli
emax(k) < I, (k) = e(k) < e(k) < I55,(k)

a(k, z) orqali T4x (C\o.ss(H,,(k))) dahaqiqiy-analitik bo’lgan quyidagi

funksiyani belgilaymiz:

1 dq

alk,z) = . 3.12

)~ | o 1
T

Har bir fiksirlangan k& € T¢ uchun C\ [ein(k), emax(k)] dagi analitik

bo'lgan A,,(k;-) funksiya ( H,y operatorga mos Fredgolm determinanti)

ni quyidagicha aniglaymiz:

2

Ay(kiz)=1— L ) ,u] a(k, z). (3.13)

Lemma 3.4. a) Intiyoriy k € T uchun a(k,-) funksiya (—o00,emmn(k)) in-

tervalda manfiy, monoton o’suvchi(mos ravishda (emax(k), +00) intervalda
musbat, monoton kamayuvchi ) hamda ixtiyoriy z € C\ [emin(k), Emax (k)]
uchun T¢ da hagiqiy analitik funksiya bo ladi.

b) Ixtiyoriy v € R k € T? uchun

2

Au(k;z)=1— (z _Vg(k) = u) a(k, 2)

funksiya (—oc, emin(k)) intervalda monoton o’sadi (mos ravishda (emax(k), +00)

intervalda monoton kamayadi).

c¢) Iutiyoriy v € R, k€ T¢ uchun

AL (ks 2) = (2 = (k) Ayu(k; 2)
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funksiya (—o0, emin(k)) intervalda ko ’pi bilan bitta nolga ega (mos ravishda

(Emax(k), +00) intervalda ko’pi bilan bitta nolga ega ).

Isbot. Lemmaning isboti lamma 3.1 isboti kabi isbotlanadi. ]
Quyidagi lemmada o’z-o'ziga qo’shma 1., (k) operatorning xos qiymati

va A,,(k;z) funksiyaning noli o'rtasidagi bog'liglik o’rnatilgan.

Lemma 3.5. Intiyoriy v € R va p <0 uchun z € C\ [emin(k), Emas(k)]
soni H.,(k), k€T operatorning wvos qiymati bo lishi uchun, A, (k;z) =

0 tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Lemmaning isboti lamma 3.2 isboti kabi isbotlanadi. []

3.2 teoremaning isboti. Teoremaning a) bandining sharti bajarilsin . U

holda 3.3 lemma va (3.13) tenglikka asosan

lim Ay(k;z) = —o0, lim Ayo(k;z) =1.
z—e(k)— z—+00
Z_)glim(k)_ Aok z) = —o0, ZEIPOO Ayo(k; z) = 1.

tengliklar o’rinli. A,,(k;-) funksiya (—oo,emin(k)) intervalda uzluksiz,
monoton o’suvchi (mos ravishfa (epax(k), +00) intervalda uzluksiz, mono-
ton kamayuvchi )va ishorasi o’zgarganligi sababli A, (k;z) = 0 tenglama
mazkur intervalda yagona z = E%M(k) va 2z = Egu(k) yechimlarga ega.
Natijada 3.1 va 3.2 lemmalarga ko'ra [1,,(k) operator muhim spektrdan
tashqarida ikkita £} (k) va EZ,(k) xos giymatlarga ega. Va bu xos qiy-

matlar uchun quyidagi tengsizlik o’rinli
emax(k) < B, (k) < (k) < 3, (k).

Xuddi shunday teremaning qolgan banlari uchun yuqoridagi mulohaz-

alar o’rinli ]

3.3 teoremaning isboti. terema 3.3 ning isboti ham teorema 3.1 ning

isbotiga o’xshash isbotlanadi ]
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XULOSA

Ushbu magistrlik dissertatsiyasida umumlashgan Fridrixs model opera-
tor sifatida panjaradagi zarrachalar soni ikkitadan oshmaydigan sistemaga
mos soni saglanmaydigan operatorlar oilasi qaralgan. Bunda qaralayor-
gan operator ikki zarrachali Shroedinger opertori hamda paydo qilish va
yo'qotish operatori orqali aniglanadi. Qaralayotgan opertorning muhim
spektrdan tashqaridagi xos giymatlari sonining o’zgarishi ikki zarrachali
h,(k) Shroedinger operatorida zarrachalar itarishuvchi yoki tortishuvchi
bo’lishiga, paydo giluvchi va yo’qotuvchi operatorlarga hamda o’zaro tasir
energiyalariga va kvaziimpulsga bog’ligligi o’rganildi.

Magistrlik dissertatsiyasida quyidagi yangi natijalar olingan:

—zarrachalar ta’sir energiyalari v, € R va kvaziimpuls k& € T? ning
H.,.(k), k € T operator yagona yoki ikkita xos qiymatga ega bo’ladigan
giymatlari ajratib ko'rsatilgan;

-H.,,(k), k€T d=1,2 operatorning ikkinchi xos giymati mavjudligi
paydo qiluvchi va yo’qotuvchi operatorlarga bog’ligligi o’rganilgan;

-x0s (iymatlar Egi)(k), i = 1,2 larning joylashish o’rni parametrlarga
bog’liq o’rganilgan.

Magistrlik dissertatsiyasida olingan asosiy natijalar yangi bo’lib, kvant
mexanikasi, qattiq jismlar fizikasi, statistik fizika, kvant maydonlar nazariyasi
masalalarida qo’llanilishi mumkin; o’z-o’ziga qo’shma operatorlar spektral
nazariyasi va o'z-o’ziga qo’shma chiziqli operatorlar qo’zg’alishlar nazariyasini

rivojiga hissa qo’shishi mimkin.
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