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Kirisiw. 
Qandayda bir qublıstı xarakterlewshi eki shama, usı qublıstın’   barısında sonday 

bolıp o’zgeredi, olardın’ o’zgeriwlerinin’ arasında anıq baylanıs bar boladı. Bul eki 
o’zgeriwshi arasındag’ı  baylanıs  funktsionallıq baylanıs delinedi. Bul qublıstag’ı bir 
o’zgeriwshisi ekinshisinen g’a’rezsiz bolsa, onda og’an argument, al argumenttin’ 
shamasının’ ma’nisi menen anıqlanatug’ın o’zgeriwshi funktsiya dep atladı. 

Anıqlama: Eger X ko’pliktegi h’a’r bir x sanga bazıbir qag’ıyda boyınsha U 
ko’plikten bir u san sa’ykes kelse, onda X ko’plikte u funktsiya berilgen, anıklang’an dep 
ataladı h’a’m ol simvolikalıq tu’rde yxf →: yamasa ( )xfy =  dep belgilenedi.  Bunda x-
argument  yamasa erikli o’zgeriwshi, u-funktsiya yamasa eriksiz o’zgeriushi, f -
xarakteristika; X ko’plik funktsiyanın’ anıqlanıw oblastı, onı D(f) arqalı belgileydi. 

( ){ }XxxfyyY ∈== ,:  ko’plik bolsa f- funktsiyanın’ ma’nisler ko’pligi dep ataladı, onı E(f) 
arqalı belgileyli. 

D(f) ko’pliginde berilgen f(x) h’a’m D(g) ko’pliginde berilgen g(x) funktsiyalardın’ 
qosındısı dep ( ) ( ) ( )gDfDD ∩:ϕ  ko’pliginde berilgen taza ( ) ( ) ( )xgxfx +=ϕ  funktsiyag’a 
aytamız. 

f(x) h’a’m g(x) funktsiyalardın’ ko’beymesi ( ) ( ) ( )gDfDD ∩=ϕ ko’pliginde berilgen 

( ) ( ) ( )xgxfx ⋅=ϕ  funktsiyasına aytıladı. ( )xg

1   funktsiya  D(g) ko’pliginin’ ( ) 0≠xg bolg’an 

barlıq sanlarda anıqlang’an ( ) ( )xg
xf

1⋅  funktsiya f  h’a’m g funktsiyalardın’ bo’linbesi dep 

ataladı, onı 
g

f
1⋅   arqalı belgileydi. 

Grafigi Oy ko’sherine salıstırg’anda simmetriyalı bolg’an yag’nıy o’zinin’ D(f) 
anıqlanıw oblastında O(0;0)  koordinatalar basına salıstırg’anda simmetriyalı jaylasqan x 
h’a’m –x noqatlarında f(x)=f(-x) qa’siyetlerge iye bolg’an f(x) funktsiyanı jup funktsiya dep 
ataydı (keri jag’dayda taq funktsiya boladı). 

X ko’plikte o’siwshi yamasa kemeyiwshi funktsiyalar monoton funktsiyalar dep 
ataladı. 

Sonday M sanı bar bolıp, X ko’pliginde ( ) Mxf ≥   (sa’ykes ( ) Mxf ≤ ) ten’sizligi 
orınlansa, onda f(x) funktsiya X ko’pliginde to’mennen (joqarıdan) shegaralang’an dep 
ataladı. 

Eger ( )afb =  ten’likti qanaatlandırıwshı (a;b) jubı, ( )ϕfa =  ten’liktide qanaatlandırsa, 
onda olar o’z-ara keri funktsiyalar boladı. Bul eki funktsiyadan birewin tuwrı, al ekinshisin 
keri funktsiya dep qabıl etiw mu’mkin. f funktsiyag’a keri funktsiyanı 1−f  arqalı 
belgileydi.  ( ) ( )xgxf =−1   h’a’m  ( ) ( )xfxg =−1  . Biz bul jerde funktsiya h’aqqında qısqasha 
toqtap o’ttik. 
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§1. Sızıqlı funktsiyanın’ grafigi. 
 
Sızıqlı funktsiyalardın’ grafigin jasawdı mısallar ja’rdeminde tu’sindiremiz. 
1. 2−= xy  
1-usıl.  
Berilgen xy =  funktsiyanın’ grafigin jasaymız. Koordinatalar ko’sherin aldın ala 

shtrix sızıqlarda sızamız. Keyin, у  ko’sherin (-2) ge qozg’aymız. x  ko’sheri ornında 
qaladı (1-sızılma). 

 
 
 
 
                                                                                     
 
 
 
                                    1-sızılma 
 
2-usıl. 
Grafikti eki shaqadan turatug’ın h’a’m h’a’r qaysısı o’zinin’ analitikalıq 

an’latpasına iye dep qarastıramız. 
a) x-2≥0 bolg’anda 2y x= −  
b) x-2≤0 bolg’anda 2+−= xy . 
Bul eki shaqada tuwrı sızıqtı beredi. Olardın’ h’a’r birin, eki noqat boyınsha jasaw 

mu’mkin. Grafiktin’ eki shaqasıda 0y =  bolg’anda ulıwma bir noqatqa iye; usı noqattın’ 
abstsissasın esaplaymız. 

2;02 ==−= xxy  
Grafiktin’ eki shaqası ushın ulıwma (2;0) noqatqa iye boldıq. Ha’r bir shaqa ushın 

ja’ne bir noqattın’ koordinatın tabamız:  
On’ shaqa ushın ( )3;5;325;5 =−== yx  noqat 
Shep shaqa ushın ( )2;0;220;0 =+== yx  noqat 
2. 13 −+−= xy  
 
 
 

 
 
1-usıl. 
Berilgen funktsiyanın’ grafigin jasaw ushın, onı to’mendegishe tu’rlendiremiz. (-1) 

belgini qawıstın’ sırtına shıg’aramız: 
13 −−−= xy  

Berilgen xxy =−=  grafikti shtrixlang’an koordinatalar ko’sherine jaylastıramız. 
Keyin, y  ko’sherin (-3) ke ko’shiremiz h’a’m x  ko’sherin [-(-1)] ge yag’nıy (+1). 

 

 
 
 
 
 
 
 (

(

(
2 

x 

y 

 
y 
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2-usıl. 
Grafik eki shaqag’a h’a’m olardın’ h’a’r biri o’zinin’ ten’lemelerine iye. 
a) –x+3≥0 bolg’anda, yag’nıy x≤3 bolg’anda 13−+−= xy  yamasa 2+−= xy  
b) –x+3≤0 bolg’anda, yag’nıy x≥3 bolg’anda ( ) 1313 −−=−+−= xxy yamasa 4−= xy . 
Bul yarım tuwrılardın’ ulıwma noqatının’ koordinataların tabamız:  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

                                             2-sızılma 
 

1;3,62,42 −===−=+− yxxxx  
Ulıwma noqat (3;-1) 
Ha’r bir yarım tuwrı ushın qosımsha noqatlar: 
On’ shaqa ushın ( )0;4;044;4 =−== yx  noqat 
Shep shaqa ushın ( )2;0;220;0 =+== yx  noqat. 

 
O’z betinshe sheshiwge arnalg’an mısallar 

1. 1−= xy  11. 14 −−−= xy  
2. 13 −+= xy  12. 1+= xy  
3. 3−= xy  13. 3+= xy  
4. 32 += xy  14. xy 2=  

5. yx
4

5=  15. xy
2

1=  

6. 
6

1

3

1 −= xy  16. xy −=   

7. 4=y  17. 1+= xy  
8. 5−=x  18. 1−= xy  
9. 0263 =−− yx  19. 2+=xy  
10. yx−= 42  20. ( ) ( )3 3 4y x x= − − −  

 

§ 2. Kvadrat funktsiyanın’ grafigi 
 

Kvadrat u’sh ag’zalının’ ulıwma ko’rinisi : 

cbxaxy ++= 2
, 

bunda ba,  h’a’m c  qa’legen h’aqıyqıy sanlar (on’, teris, ratsional h’a’m irratsional). 
Kvadrat u’sh ag’zalının’ grafiklerin izertlew ushın eki usıldı qarastıramız. 

(0; 2) 

 
 
 
 
 
 
 

(3

3 

x 

y 

(4
1 
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1) Tolıq kvadratqa ajıratıw usılı h’a’m grafikti keyingi qurıwında jasalma usıldı 
qollanamız. 

2) Kvadrat u’sh ag’zalıqtın’ grafigin arnawlı izzertlewge tiykarlanıp jasaymız.  
1-usıl. 
a) on’ jag’ındag’ı u’sh ag’zalıqtı eki ag’zag’a ajıratamız h’a’m birinshi a  koeffitsent 

qawsırmanın’  sırtına shıg’arıladı, yag’nıy  

( ) cbxaxy ++= 2
 

cx
a

b
xay +







 += 2
 

b) Qawsırmanın’ ishindegi an’latpanı kvadrat eki ag’zalı dep qarastırıw mu’mkin. 
2x  h’a’m  

a

b
xx

a

b

2
2 ⋅= . Bunnan ko’rinip turıptı, ekinshi ag’za 

a

b

2
 boladı, al onın’ kvadratı 

2

2

4a

b . 

Onda  

c
a

b

a

b
x

a

b
xay +









−++=

2

2

2

2
2

44
 

2

2

2

2
2

44 a

b
c

a

b
x

a

b
xay −+









++=  











−+







 +=
2

22

42 a

b
c

a

b
xay  

v) Tu’rlendirilgen kvadrat u’sh ag’zalıqtın’ grafigin jasaw ushın, berilgen grafikti: 
1). a>0 bolg’anda funktsiyanın’ grafigi 2xy =  

2). a<0 bolg’anda funktsiyanın’ grafigi 2xy −=   

  a b 
3-sızılma 

 
3-sızılmada berilgen grafiktin’ koordinata ko’sherleri h’a’m grafik shtrix 

sızılmalarda ko’rsetilgen. Vertikal ko’sherlerde, en’ jaqsısı shtrix sızılmalarda ko’rsetiw 

h’a’m ol grafiktin’ simmetriya ko’sheri boladı. g) y  ko’sheri a

b

2  shamag’a jılısadı, 
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sonın’ ushın 
2

1 2







 +±=
a

b
xy  funktsiyanın’ grafigi alınadı. Keyin bul grafik a  ma’rtebe 

sozılıp (qısılıp)  h’a’m 
2

1 2







 +=
a

b
xay  grafigi alınadı. 

d) x  ko’sheri 









−=









−− c

a

b

a

b
c

44

22

 shamasına jılısadı. Yadqa tu’siremiz kvadrat u’sh 

ag’zalıqtın’ diskriminantı 

acbD 42 −=  

Bunnan, x  ko’sheri 
a

D

4
 shamasına jılısadı, ol  c

a

b −
4

2

 g’a ten’. 

Solay etip, cbxaxy ++= 2
 kvadrat u’sh ag’zalıqtın’ grafigi jasaladı. 

Grafikti bul usılda jasawdag’ı kemshilikler:  
1) Đymekliktin’ koordinata ko’sherleri menen kesilisiw noqatları anıqlanbaydı. Sol 

sebepten bul noqattın’ koordinataları, grafikti jasag’annan keyin, qosımsha esaplanadı. 
2) 2x  tın’ koeffitsentlerine baylanıslı grafikti sozıwdın’ za’ru’rligi. Sol sebepten 

iymek sızıq eki ma’rtebe jasaladı. 
Bul kemshiliklerdin’ ekinshisi bolmaydı, egerde 1±=a  bolsa. Onda funktsiya 

qpxxy ++±= 2
 

boladı.  

y  ko’sheri   








++−=

++=

qpxxy

qpxxy

2

2

 funktsiyası ushın ;
2

p±  boladı. 

x  ko’sheri 








++−=

++=

qpxxy

qpxxy

2

2

 funktsiyası ushın 
2

;
4

p
q

 
± − 
 

 boladı. 

Ko’rsetilgen sheshimlerden birinshisi aytarlıqtay kemshilikke jatpaydı. Sebebi 
koordinatalar ko’sherleri grafiktin’ kesilispesin, tekseriw ushın dep qaraw mu’mkin. 
Sonın’ ushında, qosımsha tekseriw noqatların almasada boladı. 

2-usıl.  
Bizge ma’lim, kvadrat u’sh ag’zalıqtın’ grafigi, vertikal ko’sherge simmetriyalı 

parabolanı beredi. Egerde 0>а  bolsa, onda parabola joqarıg’a bag’ıtlang’an, al 
parabolanın’ to’besinin’ ordinatası funktsiyanın’ minimumın beredi (3 a-sızılma). Egerde 

0<a  bolsa, onda parabolanın’ shaqası to’men bag’ıtlang’an, al parabolanın’ to’besinin’ 
ordinatası funktsiyanın’ maksimumın beredi  (3 b-sızılma). 

Kvadrat u’sh ag’zalı funktsiyanı izertlegenimizde, ulıwma sxema boyınsha 
dawamlaw mu’mkin. Biraqta bul jag’dayda za’ru’rlik joq. Sebebi kvadrat u’sh ag’zalıqtın’ 
ko’rnisi boyınsha, x  tın’ qa’legen h’aqıyqıy ma’nisti qabıl etiw mu’mkinligi jen’il 
anıqlanadı, yag’nıy funktsiyanın’ bar bolıw oblastı ( )∞+∞− ;  interval, al y  ko’sheri 
boyınsha grafik parabolanın’ to’besi menen shegaralang’an. Sonın’ ushında, birinshi 
koeffitsenttin’ belgisi boyınsha salıstırmalı parabolanın’ to’besinin’ jaylasıwınan 
(maksimum, minimum), birden xarakterli noqatların anıqlawg’a o’tiw mu’mkin. 

1) Parabola x  ko’sherin kesip o’tiwin anıqlaw ushın, berilgen u’sh ag’zalıqtın’ 
diskriminatın esaplaymız:  
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acbD 42 −=                                                                        (1) 
Egerde 0>D  bolsa, onda parabola x  kosherin eki noqatta kesip o’tedi. Funktsiyanın’ 

grafiginin’ x  ko’sherin kesip o’tiw noqatları 02 =++= cbxaxy  an’latıladı. Alıng’an 

kvadrat u’sh ag’zalıq 0>D  bolg’anda eki h’aqıyqıy korenge iye: 1 2,x x .  
Egerde 0=D  bolsa, onda parabola o’zinin’ to’besi menen x  ko’sherine tiyip o’tedi. 

Sebebi 0=D  bolg’anda 21 xx =  boladı. 
Egerde 0<D  bolsa, onda parabola x  ko’sherin kespeydi h’a’m tiyipte o’tpeydi. Bul 

jag’dayda D  minimum shamanı beredi h’a’m 0=y  ten’leme h’aqıyqıy sheshimge iye 
emes.  

a)   b)    c)  
 

4- sızılma                                     

a) b) c) 
                      5-sızılma 

 
2) Egerde 0≥D  bolsa, onda grafiktin’ X  ko’sheri menen kesilisiw noqatlarının’ 

koordinataları esaplanadı. Onın’ ushın 02 =++ cbxax  ten’leme sheshiledi. Bunnan 

a

Db
x

22,1
±−=  iye bolamız. 1x  ushın kishi sheshimdi alıw usınıs etiledi. Bug’an parabolanı 

simmetriya ko’sherinin’ shep jag’ında jatıwshı noqat sa’ykes keledi. 
Bul noqatlar x  ko’sherine tu’siriledi. Olardı ajıralıp turatug’ın belgi menen tu’siriw 

usınıs etiledi. Birinshi koeffitsent 0>a  bolg’anda 4-sızılmada, al 0<a  bolg’anda 5-
sızılmada ko’rsetilgen.  

3) Parabolanın’ to’besinin’ ( )00; yx  koordinataları anıqlanadı    
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a

bxx
x

22
21

0 −=+= .                                                    (3) 

x  ko’sherin kesip o’tiwshi parabolalar ushın 
2

21
0

xx
x

+
=  formula boyınsha 

anıqlag’an qolaylı. Al x  ko’sherinne tiyip o’tiwshi parabola ushın 210 xxx ==  h’a’m x  

ko’sherin kesip o’tpeytug’ın parabola ushın 
a

b
x

20 −=  formulaların qollang’an maqul. 

Egerde 1=a  bolsa, onda 
20

p
x −=  boladı. 0x  anıqlang’annan keyin, grafikte 0xx =  

ten’lemege iye bolg’an, parabolanın’ vertikal ko’sherin jasaymız. 
0x  ushın (3) formulada ko’rinip tur, parabolanın’ ko’sherlerinin’ jasalıwı saltan’ 

shamasınan baylanıssız. Egerde saltan’ ag’zanı o’zgertip, kvadrat u’sh ag’zalının’ basqa 
koeffitsentlerin o’zgerissiz qaldırsaq, onda parabola o’zinin’ ko’sheri boylap qozg’aladı. 
Bul aytılg’an sızılma (4a, b, v-sızılma) a>0 ushın, (5a, b, v-sızılma) a<0 ushın ko’rsetilgen. 

0y  di anıqlaw ushın, kvadrat u’sh ag’zalıg’a  
a

b
xx

20 −==   ma’nisti beremiz, 

na’tiyjede c
a

b
b

a

b
acbxaxy +







−+






−=++=
22

2
2

0   

( )
a

D
acb

a
c

a

b
c

a

b

a

b
y

4
4

4

1

424
2

222

0 −=−−=+−=+−=  iye bolamız. 

Solay etip, 0y  di esaplaw ushın 
a

D
y

40 −=  formulanı qollanıwımız maqsetke 

muwapıq boladı. 
4) y  ko’sheri menen parabolanın’ kesilisiw noqatlarının’ koordinataları esaplanıladı. 

Onın’ ushın kvadrat u’sh ag’zalıqqa x=0 di qoyamız ccbxaxy =++= 2 . Sızılmada (0, s) 
sa’ykes keliwshi noqat jaylastırıladı. Keyin, og’an sa’ykes keliwshi simmetriyalı noqat 
jaylastırıladı. 

5) D>0 de u noqat boyınsha iymek ju’rgiziledi, D≤0 bolg’anda u’sh noqat boyınsha 
iymek ju’rgiziledi. Qosımsha (ayıqsha, u’sh noqat boyınsha iymekti jasag’anımızda) ja’ne 
bir tekseriw noqatın h’a’m og’an simmetriyalı noqat alıwımız mu’mkin. 

 

 
6 –sızılma 

 
Mısallar.  1) 562 ++= xxy  
1-usıl. u’sh ag’zalıqtı tu’rlendiremiz: 
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( ) ( ) ( ) ( ) 43593325333256 222222 −+=+−+⋅+=+−+⋅+=++= 2 xxxxxxxy , Solay etip, 

( ) 43 2 −+= xy . Berilgen 2xy =  funktsiyanın’ grafigi jasaladı. Bul grafik y  ko’sheri 
boyınsha 3 ke jılıstırıladı, yag’nıy 3 birlikke on’g’a, x  ko’sheri boyınsha -4 ke jılıstırıladı, 
yag’nıy 4 birlikke to’menge. 

Koordinata ko’sherleri jasalg’annan keyin grafiktin’ koordinata ko’sherleri menen 
kesilisiw noqatların anıqlaw za’ru’r. 

2-usıl. Parabolanın’ to’besi minimum noqat boladı (parabolanın’ shaqası joqarıg’a 
qarag’an), sebebi a=1>0. 

a) 01651464 22 >=⋅⋅−=−= acbD , parabola x  ko’sheri menen eki noqatta kesilisedi. 
b) 0562 =++ xx  ten’lemeni sheshemiz (Viet teoreması boyınsha), 1 25; 1x x= − = −  iye 

bolamız h’a’m onı x  ko’sherinde belgileymiz  (6-sızılma). 

v) Parabolanın’ to’besinin’ koordinataların anıqlaymız 3
2

15

2
21

0 −=−−=+= xx
x  h’a’m 

4
14

16

40 −=
⋅

−=−=
a

D
y  ( 0x h’a’m 0y  di anıqlag’anımızdan son’, parabolanın’ ko’sherin 

ju’rgizemiz).  
g) Grafiktin’ y  ko’sheri menen kesilisiwi S noqatı 5=y  ordinatag’a iye (x=0 

bolg’anda). 6-sızılmada S(0;5) noqat h’a’m og’an simmetriyalı )5;6(1 −C  noqat jasalg’an. 

1C  noqatının’ abstsissasın 6)3(22 01
−=−⋅== xX c  tu’rinde esaplanadı. 

2) 162 +−−= xxy  
1-usıl. u’sh ag’zalıqtı tu’rlendiremiz: 

( ) ( ) ( ) 133321333216 2222222 +++⋅+−=+−+⋅+−=++−= xxxxxxy ~ 
( ) 103 2 ++−= xy  

Berilgen 
2xy −=  funktsiya y  ko’sheri boyınsha (3) ke, x  ko’sheri boyınsha (-10) 

g’a jılısadı. 
2-usıl. Parabolanın’ shaqaları to’men qarag’an h’a’m to’besi maksimum boladı. 

Sebebi a=-1<0. 
1) ( ) ( ) 04043611464 22 >=+=⋅−−−=−= acbD  

2) 0162 =+−− xx  ten’lemeni sheshemiz: 
2

4,66

2

406

2

6
2,1 −

±≈
−

±=
−
±= D

x  

2,0;2,6 21 ≈−≈ xx  

3) Parabolanın’ to’besinin’ abstsissası: 3
2

2,02,6

2
21

0 −=+−=
+

=
xx

x . y  ko’sherinen (-3) 

aralıqta parabolanın’ vertikal ko’sheri o’tkeriledi. Parabolanın’ to’besinin’ ordinatası 

( ) 10
14

40

40 =
−

−=−=
a

D
y  

4) Grafiktin’ y  ko’sheri menen kesilisiwshi S noqatının’ ordinatası (x=0 bolg’anda) 
1== cy . 
5) D noqatının’ koordinatası: x=-1 bolg’anda ( ) ( ) 61161 2 =+−−−−=y  
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7-sızılma 

3. 522 +−−= xxy  

Bul jerde funktsiya modulde berilgen, onda moduldin’ ishindegi belgini kerige 
o’zgertiw mu’mkin. Bul bolsa bizge qandayda bir qolaylı jag’day tuwg’ızadı. Na’tiyjede 

522 −+= xxy  

iye bolamız. Berilgen funktsiyanın’ grafigin jasaw rejesi to’mendegishe: 522 −+= xxy  
parabolanı shtrix sızıq penen jasaymız. Keyin y  ko’sherinin’ ma’nisinde jaylasqan 
grafiktin’ bo’legin, x  ko’sherine salıstırg’anda simmetriyalı tu’rde sa’wlelendiremiz (7-
sızılma). 

 
8-sızılma 

Funktsiyanın’ ja’rdemshi parabolası 522 −+= xxy  grafigin qurıw ushın bir usıldan 
paydalanamız. Onın’ ushın funktsiyanı  ( )( ) ( ) 61511252 222 −+=−−++=−+= xxxxxy  
tu’rlendiremiz. y  ko’sheri (1) ge, x  ko’sheri u’ g’a jılıstırıladı.  

Parabolanın’ to’mengi shaqası (shtrixlang’an) x  ko’sherine salıstırg’anda 
simmetriyalı to’mennen joqarıg’ı yarım tegislikke o’tkeriledi. 

Tekseriw noqatları: 
a) x=0 bolg’anda ( )5;0;55 =−=y  noqat 

b) x=-4 bolg’anda ( )3;4;335816 −=−=++−=y  noqat. 

4. 4222 +++−= xxy  
Bul funktsiya ekige ajıraladı.  
1) Egerde modul astındag’ı an’latpa x+2≥0 yag’nıy x≥-2, onda 22 +=+ xx  h’a’m  

( ) 4424222 +++−=+++−= 2 xxxxy  yag’nıy 

822 ++−= xxy                                                                        (a) 
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2) Egerde  02 ≤+x yag’nıy x≤-2, onda ( )22 +−=+ xx  h’a’m 

( ) 442422 22 +−−−=++−−= xxxxy  yag’nıy 
xxy 22 −−=                                                                (b) 

x+2=0 bolg’anda, yag’nıy x=-2 ko’rinip turıptı, (a) h’a’m (b) an’latpalar bir noqattı 
beredi: 

(a) an’latpadan ( ) ( ) 08448222 2 =+−−=+−+−−=y  
(b) an’latpadan ( ) ( ) 04422 2 =+−=−−−−=y  
Bul A(-2;0) noqattı sızılmada belgileymiz. Usı sızılmada (a) h’a’m (b) parabolalardı 

shtrix sızıqlar menen jasaymız. 
Eki parabola ushın koordinata ko’sherleri birdey bolg’anlıqtan, olardın’ grafiklerin 

ko’sherlerdi jıljıtıw usılı menen jasawg’a bolmaydı. Sonlıqtan eki funktsiya ushın ulıwma 
izertlew ju’rgizemiz. 

a) 822 ++−= xxy  
Parabolanın’ shaqası to’men bag’ıtlang’an, yag’nıy onın’ to’besi maksimum noqat 

boladı. 
Diskriminant D=22-4(-1)8=36>0. Parabola  x ko’sherin eki noqatta kesip o’tedi. 

0822 =++−= xxy  bolg’anda 





=
−=

±=
−
±−=

4

2
;31

2

362

2

1
2,1 x

x
x . 

Parabolanın’ abstsissa ko’sheri 1
2

42
0 =+−=x . Parabolanın’ ordinatası ( ) 9

14

36
0 =

−
−=y , 

y  ko’sheri menen parabola 8=y  bolg’anda kesilisedi, yag’nıy  (0;8) noqatta. Bug’an 
simmetriyalı noqat x=2 x0=2·1=2 h’a’m u=8 koordinatalarına iye, (2;8)  noqat. 

b) xxy 22 −−=  
Funktsiya kvadrat u’sh ag’zalıqtın’ s=0 bolg’andag’ı dara tu’ri. Onın’ grafigi 

koordinatalar basınan o’tetug’ın parabola. Sebebi u=-x2-x ten’lemesi x=0 h’a’m u=0 
ma’nislerdi qanaatlandıradı. Parabolanın’ to’besi maksimum noqat boladı. 

Ten’lemenin’ on’ jag’ın ko’beytiwshilerge jikleymiz: 
u=-x(x+2) 

Bunnan –x(x+2)=0 ten’lemenin’ korenleri 
X1=0;    x2=-2 

Parabolanın’ ko’sheri u-ko’sherinen 1
2

20

2
21

0 −−=+= xx
x  aralıqta jaylasadı. 

Parabolanın’ to’besinin’ ordinatası 
u0=-x0(x0+2)=1(-1+2)=1 

u-ko’sheri menen parabola (0;0) noqatta kesilisedi. Bul noqatqa simmetriyalı 
noqattın’ koordinatı x=2, x0=-2 h’a’m u=0 yag’nıy (-2;0). Esaplang’an noqatlar boyınsha 
eki parabolada shtrix sızıqlar menen sızılg’an  
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9-sızılma 

Da’slepki sha’rtti qarasaq, a) funktsiya x>-2 bolg’anda berilgen grafikti an’latadı 
yag’nıy x=-2 noqatının’ on’ ta’repi, b) funktsiya x≤-2 bolg’anda, yag’nıy x=-2 noqatının’ 
shep ta’repi. Parabolanın’ bul ko’rsetilgen bo’leklerin yag’nıy (a) h’a’m (b) lardı u’zliksiz 
sızıqlar menen ju’rgizemiz. 

Keyin, shtrix penen sızılg’an bo’leklerdi alıp taslawımız mu’mkin. 
Tekseriw noqatları: 

1) ( )5,3;5410942323;3 2 =++−=+++−== yx  noqat, 
2) ( ) ( )3;3;3429412942323;3 2 −−−=++−=+−+−=++−+−−=−= yx  noqat. 

5. xxy −= 22  

Ma’seleni sheshiw rejesi. 
xxy −= 22  ja’rdemshi funktsiyanın’ grafigi shtrix sızıqlar menen jasaladı. Keyin, x  

ko’sherinin’ to’meninde jaylasqan grafik bo’legin, bul ko’sherge salıstırmalı simmetriyalı 
sa’wlelendiriledi. 

xxy −= 22  kvadrat funktsiyanı, c=0 bolg’andag’ı kvadrat u’sh ag’zalıqtın’ dara 
ko’rinisi dep qaraw mu’mkin. Onın’ grafigi-koordinatalar basınan o’tetug’ın parabola~ 
parabolanın’ shaqaları joqarıg’a bag’ıtlang’an. Bul parabolanı 2 usıl menen jasaw qolaylı. 
Sebebi 02 2 =− xx  ten’lemenin’ sheshimi, ten’lemenin’ shep ta’repin ko’beytiwshilerge 
tarqatıw arqalı jen’il tabıw mu’mkin.                                  

( )122 2 −=− xxxx  
( ) 012 =−xx  

2

1
;0 21 == xx  

Parabolanın’ ko’sheri y  ko’sherinen   
4

1

2
21

0 =
+

=
xx

x  

aralıqta jaylasadı. Parabolanın’ to’besinin’ ordinatası  
8

1

4

1

4

1
22

2

0
2

00 −=−






=−= xxy  
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10-sızılma. 

Tekseriw noqatları: ( ) ( )1;1;1112;1 2 =−⋅== yx  noqat. 
6. ( )( )15 +−= xxy  
Bul an’latpanın’ on’ jag’ındag’ı ko’beymeni orınlasan’ 

542 ++−= xxy  
kvadrat u’sh ag’zalıqqa iye bolamız. Biraqta, bunday etip jazıwdın’ za’ru’rligi joq. Sebebi 
xarakterlik noqatlardan funktsiyanın’ da’slepki ko’rinisinen tabıw an’sat boladı. 

1) 0=y  bolg’anda 1 25; 1;x x x= = −  ko’sheri menen kesilisetug’ın (5;0) h’a’m (-1;0) 
noqatlarg’a iye bolamız. Keyingi izertlewdi qa’dimgishe ju’rgizemiz. 

2) Parabola ko’sherinin’ abstsissası 

2
2

15

2
21

0 =−=
+

=
xx

x  

Parabolanın’ to’besinin’ ordinatası 
( )( ) ( )( ) 9122515 000 =+−=+−= xxy  

3) y  ko’sheri menen kesilisiw noqatı 
( )( ) ( )5;0;51005;0 =+−== yx  noqatı. 

Tekseriw noqatı: 
( )( ) ( )25,3;5,5;25,315,55,55;5,5 −−=+−== yx  noqatı.  

 
7. ( ) 15 +−= xxy . 
Funktsiya ekige bo’linedi. 
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1) x+1≥0 bolg’anda, yag’ınıy x≥-1 bolg’anda ( )( )15 +−= xxy . Bul funktsiyanın’ 
grafigin burın bizler ko’rdik (6-mısal). 11-sızılmadag’ı grafikti jasaymız. Biraq onın’ x≥-1 
bo’legin tutas sızıqta, al basqa bo’legin shtrix sızıqta jasaymız. 

2) x+1≤0 bolg’anda, yag’ınıy x≤-1 bolg’anda ( ) ( )15 +−−= xxy  yamasa ( )( )15 ++= xxy . 
Absolyut shaması boyınsha bul parabolanın’ ordinatası, birinshi ( )( )15 +−= xxy  
parabolanın’ ordinatasının’ belgisi boyınsha qarama-qarsısına ten’ ekenligin bayqawg’a 
boladı. 

Sonlıqtan, onı izertlemey-aq, x≤-1 bolg’anda birinshi parabolanın’ ordinatasın keri 
belgi menen grafikte belgileymiz. Yag’ınıy birinshi parabola grafiginin’ shtrixlang’an 
bo’leginin’ aynalıq sa’wlelendiriwin jasaymız. 

  
12-sızılma 

Tekseriw noqatları: 
( ) ( )25,3;5,1;25,35,05,615,15,15;5,1 −=⋅=+−+=−= yx  noqatı. 

8. ( )( )15 +−= xxy  
Funktsiya ekige ajıraladı. 
a) x≥0 bolg’anda ( )( )15 +−= xxy . Bul funktsiyanın’ grafigi 6-mısalda qaralg’an. x≥0 

bolg’anda bul grafiktin’ bo’legin tutas sızıqta, al qalg’an bo’legin shtrix sızıqta jasaymız. 
b) x≤0 bolg’anda ( )( )15; ++=−= xxyxx  bul parabolanın’ shaqası joqarıg’a qarag’an. 
1) 0=y  bolg’anda x1=-5;  x2=-1 
2) Parabolanın’ to’besinin’ abstsissası: 

3
2

15

2
21

0 −=−−=+= xx
x . 

Parabolanın’ to’besinin’ ordinatası: 
( )( ) 413350 −=+−−=y . 

3) x=0 bolg’anda ( )5;0;515 =⋅=y  noqatı. 
Bul noqat parabolanın’ y  ko’sheri menen kesilisiw h’a’m birinshi parabola menen 

ulıwma noqat. 
Tekseriw noqatı: 

( )( ) ( ) ( )5;6;5511665;6 −=−−=+−−=−= yx  noqatı. 
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13-sızılma 

9. ( )( )15 +−= xxy  
Berilgen funktsiya jup funktsiya. Sebebi  

)()1()5()( xfxxxf =+−=−−=− . 
Sonın’ ushın, x≥0 bolg’anda da’slep grafiktin’ on’ jag’ın jasaymız. 
Bul jag’dayda berilgen funktsyanı  

( )( )15 +−= xxy  
tu’rinde jazıwg’a boladı. Bul funktsiyanın’ grafigin jasag’annan keyin, grafiktin’ shep 
ta’repi y  ko’sherine salıstırg’anda simmetriyalı jasaladı. 

 
14-sızılma 

 
O’z betinshe sheshiwge arnalg’an mısallar 

 
1. y x x=  8. y x x= −  

2. 22 8 5y x x= − +  9. 122 +−= xxy  

 3. 232 +−= xxy  10. ( )21+= xy  

4. ( )2

3 12 ++−= xy   11. [ ]122 ++= xxy  

5. 2 4y x= +   12.  12 −= xy  
6. xxy 42 +=  13. 22 += xy  
7. 652 +−−= xxy  14  2

2

1
xy =  
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15. ( )
4

1
12 2 +−= xy  23.  22xy =  

16. ( ) 213 2 +−= xy  24  xxy −= 2  
17. 52 2 += xy  25.  12 += xy  
18. 52 2 −= xy  26. 72 −= xy  
19.  28 2y x x= −  27. 52 −= xy  
20. 232 ++= xxy  28. 2 2 3y x x= + −  
21. 122 −+−= xxy  29. ( )2

2 1 3y x= − +  

22. 1
2

1 2 ++= xxy  30. 23 12 15y x x= + +  

 

§3. Da’rejesi ekiden u’lken bolg’an funktsiyalardın’ grafikleri 
 

1. 13 += xy  
33 xx =−  bolsa, onda funktsiyanı 

13 += xy  

tu’rinde jazıw mu’mkin. 
1-usıl. 
Berilgen 3xy =  funktsiya jup. Onın’ grafigi vertikal ko’sherge iye parabola. 

Sızılıwı boyınsha 2xy =  kvadratlıq funktsiyasına uqsaydı, tek bir qansha qısıq. bul 

funktsiyanın’ grafigin jasap, keyin gorizontal ko’sherdi (-1) ko’sheremiz. 
2-usıl. 
1. Bar bolıw oblastı- OX  ko’sheri. 
2. Funktsiyanın’ o’zgeriw oblastı- ∞<≤ y1  yarım interval. 
3. Bar bolıw oblastı- OX  ko’sheri 
4. Bar bolıw oblastı- OX  ko’sheri 
5. 0 0x =  de 1y = , parabolanın’ to’besi (0;1). 
3. X-o’skende (on’ yarım tegislikte) U ordinatası abstsissag’a qarag’anda derlik 

tez o’sedi – kub nızamı boyınsha. 
Grafiktin’ eki usılda jasalıwına qaramastan, onın’ durıslıg’ın tekseriw ushın 

qosımsha tekseriw tochkası (-1;2) esaplanadı. 
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15-sızılma  

 
 

O’z betinshe sheshiwge arnalg’an mısallar 
 

1. 13 −= xy  7. 
3

1

х
y =  

2. ( )22 32 −+= xxy  8. 
4

1

х
y =  

3. ( )22 34 +−= xxy   9. 3хy =  

4. 
3

2

1
2 







 −= xy  
10. 4хy =  

5.  42 xxy −=   11. 33 −= xy  

6.  xxy 93 −=   
 

§4. Bo’lshek da’rejeli funktsiyalardın’  grafigi 
 

1. 3 1 2y x= − −  
1-usıl. 
Funktsiyanı sonday etip tu’rlendiremiz, x argumentke qosımsha ajralıp tursın. 

           1 1
3 2( ) 3 2 ( )

2 2
y x x

 = − − = − − − =  
3 2 ( 0,5) 3x− ⋅ − − +  

Berilgen funktsiya:  .y x= − −  Bul funktsiya ushın bar bolıw oblastı ( 0;∞− ) 
yag’nıy shep yarım ko’sher. Funktsiyanın’ o’zgeriw oblastı 0y ≤ , sebebi radikaldın’ 
belgisi minus. 

Solay etip, funktsiyanın’ grafigi u’shinshi sherekte jaylasqan. Ol y x=  grafigine 
qıya simmetriyalı. Sızılma 1 de berilgen funktsiya shtrix sızıg’ında ko’rsetilgen. 

Keyin, u- ko’sheri argumentke qosılg’an shamag’a jılıstırıladı. Yag’nıy (-0;5) 
h’a’m alıng’an ( 0,5)x− −  funktsiyanın’ grafigi  4,12 ≈  ma’rtebe sozıladı. 
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Bunnan keyin x-ko’sheri funktsiyag’a ⋅− 2 ( 0,5)x− −  qosılg’an shamag’a keri 
jıljıydı. 

2-usıl.  
Funktsiyanı da’slepki o’zinin’ tu’rinde alamız 
                                3 1 2y x= − −  
1. Anıqlanıw oblastı 1 2 0x− ≥  sha’rtinen tabıladı; bunnan  2 1x ≤  h’a’m 0,5x ≤ . 

Anıqlanıw oblastı ( )5,0;∞ . 
2. Funktsiya ulıwma ko’riniste, sebebi jup yamasa taq h’a’m periodlı 

qa’siyetlerge iye emes. 
3.  X ko’sheri menen grafiktin’ kesilisiw tochkası: 
               0y =  yag’nıy 3 1 2 0;x− − =  bunnan  1 2 3;x− =  1 2 9;x− =  2 8;x =  4;x =  

kesisiwshi bir tochkası A(4;0) ge, U ko’sheri menen kesilisiw tochkası: 
x=0, yag’nıy 3 1 0 2y = − − =  

Ja’ne bir kesilisiw tochkası: V(0;2) 
4. Funktsiyanın’ shegaralıq ma’nisleri  
x=0,5 te, 3 1 1 3;y = − − =  (0,5;3) tochkası  x → −∞  te, y → −∞ . 
5. Ha’r tu’rli bo’leklerindegi iymekliktin’ o’zgeriwi.  
Barlıq aralıqta iymeklik o’siwshi.  

 
16-sızılma 

 
O’z betinshe sheshiwge arnalg’an mısallar 

1.  xy −= 1  5. 3 2y x=   
2. 105 +−= xy  6. 2 4y x= −  
3. 5 4y x= −  7. y x=  

4 . 21 xy −=   
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§5. Bo’lshek-sızıqlı funktsiyanın’ grafigi 
 

Eki qısqarmaytug’ın putin-ratsional funktsiyanın’ (ko’pag’zalının’) qatnasınan 
du’zilgen  

( ) ( )
( ) m

mm
n

nn

m

n

bxbxb

axaxa

xQ

xP
xf

+++
+++

==
−

−

...

...
1

10

1
10  

Funktsiya bo’lshek ratsional funktsiya dep ataladı. Bo’lshek-ratsional funktsiya  
( ){ }xbxQRxxRX m 0`,:`\ =∈=  

ko’plikte, yag’nıy bo’limi no’lge aylandırıwshı tochkalardan o’zgeshe bolg’an 
barlıq h’aqıyqıy sanlardan ibarat bog’an ko’plikke aytıladı.  

Bo’lshek-sızıqlı funktsiya-bul аx в
y

сx d

+=
+

 tu’rindegi algebralıq bo’lshek, onın’ alımı 

h’a’m bo’limi sızıqlı funktsiyadan turadı. 
Barlıq  bo’lshek-sızıqlı funktsiyanın’ pu’tin bo’legin ajratıwg’a boladı. Mısalı: 

3 2 2 3 (2 2) 1 1
2

1 1 1 1

x x x
y

x x x x

− − − −= = = = −
− − − −

 

Bo’lshek-sızıqlı funktsiyanın’ grafigin tikkeley izzertlew usılı arqalı jasaw 
mu’mkin. Sonday-aq, jasalma usıldı qollanıp, funktsiyanı aldın ala tu’rlendirilip, keyin 
grafigi jasaladı. 

1. 2 2

1 1
y

x x
= =

+ +
    

1-usıl. 
1

y
x

=  funktsiyanın’ grafigi shtrix sızıg’ı menen sızıladı. Keyin, u ko’sheri (+1) ge 

jıljıydı, bunnan son’ grafik vertikal bag’ıtı boyınsha eki ese sozıladı. 
2-usıl.  
1. Funktsiyanın’ bar bolıw oblastı 1x ≠ −  sha’rtinen anıqlanadı; ( 1;−∞− ), ( )+∞− ;1  

intervalg’a iye bolamız. x=-1 tuwrısı vertikal asimtota boladı. 
 Funktsiyanın’ o’zgeriwi: 
a) 0y ≥  modul retinde. 
b) 0y ≠    0y →    y → ∞  bolg’anda sha’rtlerinde shegaralang’an. 
Bunnan 0>у  yag’nıy funktsiya yarım tegisliktin’ joqarısında jaylasqan 0y →  de 

x → ±∞  yag’nıy X ko’sheri gorizantal asimtota boladı. 
2. Funktsiyanın’ grafigi u ko’sheri menen x=0 de u=2 yag’nıy A(0;2) tochkada 

kesisedi. 
3. Anıqlaw h’a’m tekseriw ushın ja’ne bir tochkanı esaplaymız. Mısalı x=-3 te 

3
1

1 3
y = =

−
; (-3;1) tochka. 
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17-sızılma 

 
O’z betinshe sheshiwge arnalg’an mısallar 

1.
3

2

−
=

x
y  7. 

1

2
2

2

++
−=
xx

xx
y  

2. 
x

y
−

−
2

5  8. 
32

4
2

2

−−
−=
xx

x
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§6. Ko’rsetkishli funktsiyanın’ grafigi 
 

Anıqlama. Ko’rsetkishli yamasa eksponentsial (latınsha “eksponent”-“ko’rsetkish”) 
funktsiya dep, xay =  ko’rinisindegi funktsiya aytıladı, bunda 1,0 ≠> aa , x-erikli 
o’zgeriwshi. 

Ko’rsetkishli funktsiya ilimde h’a’m texnikada u’lken a’h’miyetke iye. Tabiyattag’ı 
ko’p qubılıslardı xay = ko’rinistegi funktsiya ja’rdeminde anıqlaw mu’mkin. 

Ko’rsetkishli funktsiya to’mendegi qa’siyetlerge iye. 
01 . Ko’rsetkishli funktsiyanın’  anıqlanıw oblastı barlıq h’aqıyqıy  sanlar ko’pliginen 

ibarat: ( ) 1RaD x = . 
02 . Ko’rsetkishli funktsiyanın’  o’zgeriw oblastı: ( )( ) 1;0 +=+∞ RfE  den ibarat. 
03 . Funktsiya 1>a  bolg’anda xa  funktsiya annıqlanıw oblastında o’siwshi, 10 << a  

bolg’anda bolsa kemeyiushi. 
04 1>a  bolsın. Bul jag’dayda 0>x  bolg’anda 1>xa , 0<x  bolg’anda 1<xa . 
05 . 10 << a  bosın. Bul jag’dayda 0>x  bolg’anda, 1<xa ,  0<x bolsa 1>xa  
06 . Eger 1>a  bolsa, onda +∞→x  de  +∞→xa ,  −∞→x  de bolsa   0→xa  boladı. 
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07  Eger 10 << a  bolsa, onda +∞→x  de  0→xa ,  −∞→x  de bolsa   −∞→xa  
boladı. 

08 . 0=y tuwrı sızıq xay = funktsiya grafiginin’ gorizantal asimptotası boladı.  
09 . Ko’rsetkishli funktsiyanın’ grafigi anıqlanıw oblastında oyıs boladı. xay =  

h’a’m xay −=  funktsiyalarının’ grfikleri to’mendegishe boladı. 
 

 
18-sızılma 

       1. 13xy +=   grafigin jasan’. 
         1-usıl. 
Berilgen funktsiya 3xy = . u-ko’sheri (+1) ko’shiriledi.  

2-usıl. 
1. Anıqlanıw oblastı: (- ∞∞; ) ; 
Funktsiyanın’ o’zgeriw intervalı 

( )1 0x+ >  
1 y≤ < ∞  

03 , 1y y≥ ≥  
2. Funktsiyanın’ ulıwma ko’rinisi, eki shaqadan turadı:  
a) 11 0 3xx де y ++ ≥ =    

b) ( )11 0 3 xx де y − ++ ≤ =   yamasa   
1

1

3

x

y
+

 =  
 

 

Ulıwma tochka: 1 1 01 0 1 0; 1; 3 3 1;x де x x y − ++ = + = = − = = =    A(-1;1) tochka. 

3. u-ko’sheri menen kesilisiwshi tochka: 
x=0;  y=31=3;   V(0;3)  tochka 

4. 1lim lim 3 x

x x
y +

→±∞ →±∞
= = ∞                    

x+1>0 de  u=3
1+х
 funktsiya o’siwshi. 

x+1<0 de  u=3
( )1+− х

 funktsiya kemiwshi. 
Argumenttin’ o’siwine qarag’anda, funktsiyanın’ o’siwi h’a’m kemeyiwi tezirek 

boladı. 
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19-sızılma 

 
O’z betinshe sheshiwge arnalg’an mısallar 

 

1. 2

1

xey
−

=   
7. 5xy =  

2. xey
1

−
=  8. 1

3

x

y
 =  
 

 

3. 
2

3

2
x

y
−








=  9. 1

5

x

y
 =  
 

 

4. xy sin2=  10. 2xy =  
5. 3xy =  

11. 1

2

x

y
 =  
 

 

6. 2xy =  
12. 1

2

x

y
 =  
 

 

 

§7. Logarifmlik funktsiyanın’ grafigi 
Anıqlama.  xay =  ko’rsetkishli funktsiyang’a keri bolg’an funktsiya a  tiykarlı 

logarifmlik funktsiya dep ataladı h’a’m xy alog=  dep belgilenedi. )1,0( ≠> aa . 
Bizge belgili,  xy alog= xa y =⇔  bolıp, bunda xa xa =log . 
Nol ja’ne teris sanlardın’ logorifmleri joq: 

01 . Onın’ anıqlanıw oblastı barlıq on’ sanlar ko’pliginen ibarat: 
( ) ( )+∞== + ;0log 1RxD a . 

02 . Onın’ ma’nisler ko’pligi barlıq h’aqıyqıy sanlar ko’pliginen ibarat: ( ) 1log RxE a = . 
03 . Funktsiya 1>a  bolg’anda, o’siwshi, 10 << a  bolg’anda bolsa kemeyiushi. 
04 1>a  bolsın. ul jag’dayda 1>x  bolg’anda 0log >xa  ten’sizlik, 10 << x  bolg’anda 

bolsa 0log <xa ten’sizlik orınlı (yag’nıy  1>x  bolsa, funktsiyanın’ grafigi Ox ko’sherinen 
joqarıda, 10 << x bolsa, kerisinshe,  Ox ko’sherinen to’mende jaylasadı). 
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05 . 10 << a  bosın. Bul jag’dayda 1>x bolg’anda, 0log <xa ten’sizlik, 10 << x  bolsa 
0log >xa ten’sizlik orınlı  (yag’nıy  1>x  bolsa, funktsiyanın’ grafigi Ox ko’sherinen 

joqarıda jaylasadı). 
06 . Eger 1>a  bolsa, +∞=

+∞→
xa

x
loglim , −∞=

+→
xa

x
loglim

00
 qatnasları orınlı boladı. 

07 . Eger 10 << a  bolsa, −∞=
+∞→

xa
x

loglim , +∞=
+→

xa
x

loglim
00

 qatnasları orınlı boladı. 
08 . Eger 1>a  bolsa, funktsiyanın’ grafigi do’n’es, 10 << x bolg’anda oyıs boladı. 

Logarifmlik funktsiyanın’ grafigi ( )0;1  tochkadan o’tip, ordinitalar ko’sherine 
asimptotikalıq tu’rde jaqınlasadı. 0=x tuwrı sızıq (Ou ko’sheri), funktsiya grafigine 
vertikal asimptota boladı. 

xy alog=  logarifmlik funktsiya  xay =  ko’rsetkishli funktsiyag’a keri funktsiya 
bolg’anlıg’ınan onın’ grfigi ko’rsetkishli funktsiyanın’ grfigine (olar birdey tikarlı 
bolg’anda) birinshi h’a’m u’shinshi shirek bissektrisasına baylanıslı simmetriyalıq boladı. 

Anıqlama. Tiykarı 10 bolg’an  logarifm onlıq logarifm dep ataladı h’a’m ol lg""  
belgisi arqalı jazıladı, yag’nıy xxy lglog10 == . 

Anıqlama. Tiykarı "71,2" =e bolg’an logarifm natural logarifm dep ataladı h’a’m ol 
ln""  belgisi arqalı jazıladı, yag’nıy xxy e lnlog ==  

Mısallar.  1. 2log (2 )y x= −  

 
 

 
20-sızılma 

 

 
21-sızılma 

Funktsiya jup bolg’anlıqtan, da’slep bir shaqası jasaladı, keyin ekinshiis og’an 
simmetriyalı boladı. 

1-usıl. 
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0≥х  bolg’anda 2log (2 )y x= − . Bul an’latpanı sonday etip tu’rlendiremiz, argument 
on’ belgige iye bolatug’ınday: 

( )2log 2y x= − −    

Berilgen ( )2logy x= −  funktsiyanın’ grafigin jasaymız. Keyin u-ko’sherin (-2) 

jıljıtamız. Bunnan son’ bul grafiktin’ shep bo’legin o’shiremiz. Na’tiyjede grafiktin’ on’ 
shaqasına iye bolamız h’a’m onı u-ko’sherine salıstırg’anda simmetriyalı ko’shirip shep 
shaqasın jasaymız. 

Da’slep grafiktin’  0≤х  bolg’anda shep shaqasın jasaw jen’il. Ol ushın funktsiyanı 
to’mendegishe tu’rlendiremiz. 

( )2log 2y x= − −   ; ( )2log 2y x= +  

Bul jag’dayda berilgen grafik a’piwayı boladı: u=lgx. 
 

 
U ko’sheri (+2) jıljıtıladı. Bunnan keyin (shtrixlang’an) grafiktin’ on’ bo’legi 

o’shiriledi h’a’m grafiktin’ shep bo’legine simmetriyalı iymek penen awmastırıladı. 
2-usıl.  
1. Funktsiyanın’ anıqlanıw oblastı 2 0x− >  sha’rtinen anıqlanadı yag’nıy 

0≥х    de   2-x>0;    x<2 
0≤х    de   2+x>0;    x>-2 (-2;2) interval 

2. Funktsiya jup. 
3. Xarakterli tochkalar: 
a) X ko’sheri menen kesilisiw tochkası:   u=0 de yag’nıy ( )2log 2 0x− =  yamasa 

;12 =− х  ;1=х   ;1±=х    on’ shaqa ushın A(1;0) tochkag’a iye bolamız. 

b) U ko’sheri menen kesilisiw tochkası :  x=0 de ( )2 2log 2 0 log 2 1;y = − = =   V(0;1) 

tochka. 
v) 2;)2(limlim

22
=−∞=−=

→=
xxy

xx
 tuwrı (sonday-aq x=-2 shep shaqa) vertikal asimptota 

boladı. 
O’z betinshe sheshiuge arnalg’an mısallar 

 
1. ( )21lg xy +=  6. 5logy x=  
2. ( )32log 2

2 ++= xxy  7. 1

4

logy x=  

3. 
x

x
y

+
−=

1

1
ln  8. 1

3

logy x=  

4. ( )3log 2
3 += xy  9. 3logy x=  

5. 4logy x=  10. 1

3

logy x=  
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11. lgy x=  12. 1

10

logу x=  

13. 4logy x=  
14. 1

4

logy x=  

 

§8. Trigonometriyalıq funktsiyanın’ grafigi 
 

Anıqlama. Tuwrı mu’yeshli u’shmu’yeshlikte su’yir mu’yesh qarsısında jatqan 
katettin’ gipotenuzag’a qatnası sol su’yir mu’yeshtin’ sinusı dep ataladı h’a’m ol 

AB

CB=αsin  dep belgilenedi. 

Anıqlama. Tuwrı mu’yeshli u’shmu’yeshlikte su’yir mu’yeshke qon’sı katetinin’ 

gipotenuzag’a qatnası, sol su’yir mu’yeshtin’ kosinusı dep ataladı h’a’m ol 
AB

CA=αcos  dep 

belgilenedi. 
Anıqlama. Tuwrı mu’yeshli u’shmu’yeshlikte su’yir mu’yeshke qarsısında jatqan 

katettinin’ su’yir mu’yeshke qon’sı katetine qatnası sol su’yir mu’yeshtin’ tangenisi dep 

ataladı h’a’m ol 
AC

BC
tg =α  dep belgilenedi. 

Anıqlama. Tuwrı mu’yeshli u’shmu’yeshlikte su’yir mu’yeshke qon’sı katetinin’ 
mu’yesh qarsısında jatqan katettine qatnası sol su’yir mu’yeshtin’ katangensi dep ataladı 

h’a’m ol 
BC

AC
tg =α  dep belgilenedi. 

1. 2 sin
3

y x
π= − + funktsiyanın’ grafigin jasan’. 

1-usıl. 
Funktsiyanı  

sin 2
3

y x
π= − + +  

tu’rinde jazamız. 
Berilgen siny x= −  funktsiyanın’ grafigin jasaymız. 

U ko’sherin (+
3

π ) ko’shiremiz, al X-ko’sherin (-2). 

2-usıl.  
Grafigin eki shaqag’a iye h’a’m onın’ ten’lemeleri h’a’r qıylı. 

1) 0
3

x
π+ ≥   de yag’nıy  

3
x

π≥ −   de   sin( ) 2;
3

y x
π= − + +  

2) 0
3

x
π+ ≤   de yag’nıy   

3
x

π≤ −   de   sin 2
3

y x
π  = − − + +  

  
 

Yamasa  

sin( ) 2
3

y x
π= + +  

1. Anıqlanıw oblastı: ( )∞∞− ;   
Funktsiyanın’ o’zgeriw intervalın 

1
3

sin1 ≤






 +−≤− π
x  



 27 

sha’rtinen anıqlaymız. 
2. Funktsiya taq h’a’m jup qa’siyetlerge iye. 
Funktsiya  2π  periodqa iye. 
3. Grafiktin’ eki shaqası ushın ulıwma tochka. 

               ; sin 0 2 2; ;2
3 3

x y
π π = − = − + = − 

 
tochka. 

4. Grafiktin’ on’ shaqasının’ bir periodı ushın basqa xarakterlik tochkaları: 

1) ; ; sin 2 1 2 1; ;1
3 2 2 3 6 2 6

x x y
π π π π π π π + = = − = = − + = − + =  

 
  tochkası. 

2)  2 2
; sin 2 2; ;2

6 2 3 3
x y

π π π ππ  = + = = − + =  
 

. 

3)  ;3;
6

1
1;3212

2

3
sin;

6

1
1

23

2







=+=+−==+= πππππ
yx    

4)  






==+−= 2;
3

2
1;2;

3

2
12

3
ππππ

yx    tochkası.  

4a. Grafiktin’ shep shaqasının’ bir period ushın basqa xarakterlik tochkaları. 

1) 






−=+−=+






−=+






 +−=−=−−=−=+ 1;
6

5
;1212

2
sin2

36

5
sin;

6

5

32
;

23

πππππππππ yxx  

tochkası. 

2)   ( ) 






−=+−=−=−−= 2;
3

1
1;22sin;

3

1
1

26

5 πππππ
yх    tochkası. 

3)   






−=+






−=−=−−= 3;
6

5
1;32

2

3
sin;

6

5
1

23

1
1

ππππ yx    tochkası. 

4)   






−=−=−−= 2;
3

1
2;2;

3

1
22

3
ππππ

yx  tochkası. 

       Bul alıng’an tochkalar arqalı funktsiyanın’ grafigin jasaw qıyın emes.      

 
2 – sızılma. 

 
O’z betinshe sheshiuge arnalg’an mısallar 

1. xxy coscosln +=  
2.  ( )tgxy lg=  
3.  xy sin=  
4. xy sin=  
5. xy cos=  

6. xy cos=  
7. xtgy =  
8. tgxy =  
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§9. Keri trigonometriyalıq funktsiyanın’ grafigi 

1. 2arcsin 0,5
2

y x
π= + −   

1-usıl. 
Berilgen xy arcsin=  funktsiyanın’ grafigi U - ko’sheri boyınsha 2 ma’rtebe 

sozıladı. Keyin U - ko’sheri (+0,5) jıljıydı, al X - ko’sheri (
2

π ). 

2-usıl.  
1. Funktsiyanın’ anıqlanıw oblastı    1 0,5 1x− ≤ + ≤   bunnan    1,5 0,5x− ≤ ≤  

2. Funktsiyanın’ o’zgeriw oblastı     
2

5,0arcsin0
π≤+≤ x ,   

22
2

2

πππ −•≤≤− y  

     
22

ππ ≤≤− y            sha’rtinen tabıladı. 

3. Ulıwma ko’rinistegi funktsiya. 
4. Xarakterlik tochkalar. 

a) Shegaralıq ma’nisler:     1,5; 2arcsin 1 ; 1,5;
2 2 2

x y
π π π = − = − − = − 

 
 tochkası. 

b) Aralıq tochkaları:     1; 2arcsin 0,5 2 ; 1;
2 6 2 6 6

x y
π π π π π = − = − − = − = − − − 

 
 

tochkası.                                               

 
23 – sızılma 








 −−−=−=−=
2

;5,0;
2

0arcsin2;5,0 2

ππ πyx   tochkası. 

)
6

;0(;
26

2
2

5,0arcsin2;0
ππππ −−•=−== yx   tochkası. 

 
O’z betinshe sheshiwge arnalg’an mısallar 

 
1. ( )arctgxy ln=  3. xy 2arccos=  

2. 
x

y
1

arcsin=  4.  ( )ctgxarctgy =  

5. 
2

2

1

1
arccos

x

x
y

+
−=   

6. ( )ctgxarctgy =  
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7. ( )xy arcsinsin=   8. xy arcsin=  
9. xy arcsin=  10.  xy arccos=  
11. xy arccos=  12. arcigxy =  
13. arcctgxy =  14. xarctgy =  
15. xarcctgy =   
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Juwmaqlaw 
Akademiyalıq litsey h’a’m ka’sip-o’ner kolledjlerinde matematika sabag’ında 

funktsiyalardın’ grafigin jasawdı teren’irek  u’yretiw, alg’an bilimin h’a’m 
qa’liplestirgen uqıplılıg’ın bekkemlew- bul aktual ma’selelerdin’ biri bolıp 
esaplanadı. Sol sebepli, bul metodikalıq qollanbanın’  tiykarg’ı maqseti funktsiyanın’ 
grafigin jasawda, onı izertlew ta’rtibin u’yretiw metodikası menen baylanıslı. Sonın’ 
ushında, bunda to’mendegi jumıslar islendi: 

- funktsiyanın’ ulıwma qa’siyetlerine arnalg’an bolıp, bunda funktsiyanın’ 
anıqlanıw oblastı, o’zgeriw shegaraları, juplıg’ı, taqlıg’ı, simmetriyalılıg’ı, 
periodlılıg’ı ma’seleleri h’a’m olarg’a mısallar, o’z-betinshe jumıslardı orınlaw ushın 
tapsırmalar  keltirilgen. 

- funktsiyanın’ xarakterlik tochkaları bolg’an, koordinat ko’sherleri menen 
kesisiw tochkaların, funktsiyanın’ shegaralııq ma’nislerin, makimumg’a h’a’m 
minimumg’a iye tochkalardı tabıw,  olarg’a mısallar h’a’m o’z-betinshe jumıslardı 
orınlaw ushın tapsırmalar  qaralg’an. 

- funktsiyanın’ ulıwma qa’siyetlerin izertlew, funktsiyanın’ xarakterli 
tochkaların tabıw h’a’m onı grafikke tu’siriw, funktsiyanın’ grafiginin’ xarakterin 
h’a’r tu’rli aralıqlarda izertlew, funktsiyanın’ ma’nisin bir h’a’m eki tochkada 
tekseriw ma’seleleri qaralg’an. 

Ulıwmalastırıp aytqanımızda, bul jumıs mazmunı boyınsha metodikalıq 
xarakterge iye bolıp, onı usı bag’dardag’ı shug’ıllanıwshılar ushın metodikalıq qural 
iretinde paydalanıwına  boladı. 
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