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Kirish

Dissertatsiya mavzusining asoslanishi va uning dolzarbligi: Ma’lumki
hayot harakatdan iborat, shuning uchun harakat bilan bog’liq bo’lgan
masalalarni o’rganish va xal qilish katta ahamiyatga ega. Bundan tashqari
ko’plab murakkab jarayonlarning matematik modellari differensial tenglamalar
bilan ifodalanadi.  Yugorida keltirilgan fikrlar mavzuning dolzarbligini
ko’rsatadi.

Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan differensial tenglamalar hagida birinchi
ish [24] adabiyotda ko’rsatilgan 1940 yilda Silberstein R. hamda 1.Ya.
Vinerning 1969 yilda e’lon qilingan “/luddepenimanbhbie ypaBHCHHUS C
uHBOMIONMSIMU mavzusidagi maqolalaridir.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun aralash masalalarni
Fur’ye usuli bilan yechishda yechimni ifodalovchi gator va bu qatorni
differensiallash bilan hosil gilingan gatorlarni tekis yaqinlashishini ko’rsatishda
masala shartida berilganlarga ko’proq talablar qo’yiladi.

Fur’ye usuli bilan topilgan yechimni ifodalovchi qator hamma vaqt ham
tekis yaqinlashuvchi bo’lmasligi mumkinligini kuzatish mumkin. Bu holda
gatorni ikki gismga ajratib olish taklifini fanga A.N.Krilov tomonidan Kiritilgan
bo’lib, quyida bu usul haqida qisqacha bayon qilingan.

Bunday kamchilikni to’ldirish uchun rus matematigi A.N.Krilov
tomonidan  ’Fur’e  qatorlari yaqinlashtirishning tezlashtirish usuli’’ deb
nomlangan usulni qo’llash mumkin. Bu usulning mohiyati shundaki,
tekshirilayotgan gator tarkibidan sekin yaqinlashuvchi, ammo yig’indisi oshkor
ko’rinishda hisoblanishi mumkin bo’lgan gqator ajratiladi va demak bu
gatorninig silliglik masalasi haqgida bevosita fikr yuritish mumkin. Qatorning
qolgan qismi esa tez yaqinlashuvchi bo’lib istalgancha hadlab differensiallash
imkoniyatini beradi va hosil bo’lgan qatorlar tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
Krilovning bu usuli B.A.Chernyatin tomonidan rivojlantirildi va issiglik
o’tkazuvchalik, to’lqin tebranishi va Shredinger tenglamalari bilan berilgan

aralash masalalariga tadbiq gilindi.



A.N.Krilov va B.A.Chernyatin usullari hozirga kelib, A.A.Andreev [3],
M.Sh.Burlutskaya va A.P.Khromov [4-12] tomonidan involyutsiyaga ega
bo’lgan xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun qo’yilgan aralash
masalalar yechimlarini topishga tadbiq gilinmoqda.

Hozirga kelib involyutsiyaga ega bo’lgan xususiy hosilali differensial
tenglamalarni o’rganish matematikaning yangi o’rganilayotgan sohalaridan
bo’lib, uning rivojida M.Sh.Burlutskaya va A.P.Khromov larning tutgan o’rni
begiyosdir. Bu sohaning  asoschilari A.N.Krilov va B.A.Chernyatin lar
hisoblanadi. Bu soha bo’yicha ko’plab ishlar olib borish mumkin va ushbu
dissertatsiyada ba’zi bir yangi izlanishlar natijalari bilan keltirilgan hamda yangi
g’oyalar taklif qilingan.

Tadgiqot obyekti va predmeti: Differensial tenglamalar, involyutsiya
xossasiga ega bo’lgan differensial tenglamalar,  Shturm-Liuvill masalasi
yordamida yechiladigan involyutsiya xossasiga ega bo’lgan xususiy xosilali
differensial tenglamalar.

Tadgigot magsadi va vazifalari: Matematik modellari differensial
tenglamalar bilan ifodalangan jarayonlarni yorituvchi differensial tenglamalarni
ko’p hollarda analitik ko’rinishda yechimini topish imkoniyatlari juda ham kam.
Shuning uchun mazkur ishda matematik modellari invoyutsiya xossasiga ega
bo’lgan xususiy hosilali differensial tenglamaga oid chegaraviy masalani tadqiq
qilish bilan garalayotgan masala yechimining mavjudligi ko’rsatiladi va Fur’ye
usuli bilan klassik yechim quriladi.

Tadqigotning ilmiy yangiligi:

1) Invoyutsiya xossasiga ega bo’lgan ko’plab birinchi va ikkinchi tartibli oddiy
differensial tenglamalarni yechishga oid misollar keltirildi;

2) Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan bir jinsli bo’lmagan ikkinchi tartibli
tenglama yechimini qurish amalgam oshirildi;

3) Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan issiqlik tarqalish tenglamasi uchun

aralash masala yechimi topish Fur’ye usuli bilan oddiy differensial tenglamalar



uchun Shturm-Liuvill xos giymatlari masalasi orgali ifodalandi va klassik
yechim standart shaklda qurildi.

Tadgigotning asosiy masalalari va farazlari: Ushbu dissertatsiya ishida
quydagi masalalar ko’riladi.

- tadqiqot uchun zarur tushunchalar, ta’riflar va teoremalar isbotlari bilan bayon
gilingan.

- Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan oddiy differensial tenglamalar yechimini
topish

- Involyutsiyaga ega bo’lgan xususiy xosilali tenglamalar uchun xos giymat va
xos funksiyalarni topish.

- Involyutsiyaga ega bo’lgan xususiy xosilali tenglamalar uchun klasssik
yechimni qurish

Tadgiqot mavzusi bo’yicha adabiyotlar sharhi(tahlili): [24]
adabiyotda invoyutsiya tushunchasiga oid boshlang’ich masala va uning yechimi
keltirilgan bo’lib, bazi bir oddiy differensial tenglamalar uchun yechim topilgan.
Men bu adabiyotdan disseretatsiyamning 2- bobida foydalandim va bir gancha
misollarga yechim topdim.

[1]-[23] adabiyotlarda esa involyutsiya qatnashgan xususiy hosilali
differensial tenglama, funksional operator, integral operator, aralash masala va
boshqa masalalar qaralgan bo’lib, bu adabiyotlardan dissertatsiyamning 3-
bobida foydalandim. Bu adabiyotlar yordamida involyutsiya gatnashgan xususiy
hosilali differensial tenglamalar uchun Fur’ye usuli orgali klassik yechimni
topishga muvaffaq bo’ldim.

Tadgiqotda qo’llanilgan wuslub(metodika)ning tavsifi:  Ushbu
dissertatsiyada differensial tenglamalar, chiziqli algebra, haqiqiy o’zgaruvchili
funksiyalar nazariyasi va variatsion hisoblash usullari qo’llanilgan.

Tadgiqot natijalarining nazariy va amaliy ahamiyati: Dissertatsiya
ishida olingan natijalar ilmiy-nazariy ahamiyatga ega. Ulardan optimal
boshgaruv nazariyasi va spektral analiz nazariyasida matematik modellarni

tadqiq etishda foydalanish mumkin



Ish tuzilmasining tavsifi:

Magistrlik dissertatsiyasi quyidagi tarkibiy gisimlardan iborat.

- Titul varoq

- Anotatsiya

- Mundarija

- Kirish

- Asosiy gism (uchta bobdan iborat)

- Foydalanilgan adabiyotlar ro’yhatidan iborat.

Dissertatsiyaning birinchi bobi tayanch tushunchalardan tashkil topgan
bo’lib, involyutsiya tushunchasini o’rganish uchun boshlang’ich ma’lumotlar:
o’zgarmas koffisientli chiziqli differensial tenglamalar, O’zgarmasni
variatsiyalash usuli, involyutsiya va uning xossalari, Eyler va Lagranj
tenglamalari bayon gilingan.

Dissertatsiyaning ikkinchi bobida invoyutsiya xossasini o’rganish uchun,
oddiy differensial tenglamalar nazariyasidan ma’lumotlar, oddiy differensial
tenglamalar involyutsiyasi chizigli differensial tenglamalar invoyutsiyasi,
chizigli differensial tenglamalar sistemasining involyutsiyasi keltirilgan va

ularga doir bir gancha misollarni ishlab umumiy yechimlari keltirib chigarilgan.

Dastavval agar a(c(x))=x bo’lsa, u holda a(x) involyutsoya eslagan

holda involyutsiyalarga misollar keltiramiz.

Masalan a(x):»\”‘ll—x’“ meN a(x):axirb funksiya va uning Xxususiy
. bo Cexa(x)=t a(0=X a2 |
hollari bo’lgan «a(x)=1 X’a(x)_x’a(x)_x—l’a(x)_x—l funksiyalar
involyutsiyaga misol bo’la oladi. Shuning uchun birinchi darajali

involyutsiyaga ega bo'lgan birinchi tartibli oddiy diferensial tenglamalarni

umumiy holda
y'(x)=y(a(x))

ko’rinishda berilishi mumkin. Agar x ni «(x) bilan almashtirsak
Y'(er(x))=y(x)
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iIfodani va differensial tenglamani differensiallash bilan
y'(x)=c'(x)y (a(x))=a(x) y(x),

ya’ni ikkinchi tartibli Eyler tipidagi

y'(X)=a'(x)y(x)=0
tenglamani hosil gilamiz. Endi involyutsiya gatnashgan oddiy differensial
tenglamalarni yechishga misollar keltiramiz:

1-misol. Ushbu
y'(x)=y(1~-x)

tenglamani yeching.

Yechilishi. Berilgan tenglamada x ni 1-x bilan almashtirsak,

y'(1-x)=y(x)
tenglikni hosil gilamiz. Berilgan tenglamani differensiallash bilan
V() ==Y (1=X)=~()
yoki
y'(X)+x(x)=0

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimi

y(x)=Ccosx+C,sinx
ko’rinishga ega va bu yechimda x ni  1-x bilan almashtirosh va

differensiallash bizga

y(1-x)=Ccos(l-x)+C,sin(l-x) va y'(x)=-Csinx+C,cosx

tengliklarni beradi. Berilgan tenglamaga ko’ra
—C,sinx+C, cosx =C, cos(1—x)+C,sin(l—x)

tenglikni hosil qilamiz. Bir qator hisoblashlardan so’ng bu tenglikdan
C,cosl+C,sinl=C,,
C,sin1-C,cosl=-C,

Bundan C, = 1:;;'”1

os1 C, bo’lgani uchun berilgan tenglamaning



umumiy yechimini

1+sinl_. .
y(x)= C{Wsmﬁcos;cj =C(sinx+cos(l-x))

ko’rinishda ifodalashimiz mumkin, bu yerda C :%sl

C,.
Javob: y(x)=C(sinx+cos(l-x))
Dissertatsiyaning uchinchi bobida tagdim etilayotgan ishning asosiy gqismini
tashkil gilgan bo’lib, bunda involyutsiya xossasiga ega bo’Igan xususiy hosilali
eng sodda giperbolik tenglama uchun aralash masala garalgan hamda
masalaning klassik yechimi keltirilgan.
M.Sh.Burlutskaya va A.P.Khromov

1 ou(xt) _au(ét)
pi ot OF |E=1-x

u(0,t)=0, u(x,0)=gp(x), (2)

ko’rinishdagi , aralash masalani garaymiz. Bu yerda quyidagi shartlar :

+a(X)U(x), x<[O] e (- 4), (1)

1) f— haqgigiysonva fF=0 ;

2) q(x)eC*[0,1], q(x)=0(1-x), q(x)—haqgiqiy funksiya;

3) p(x)eC'[01] va ¢(0)=0, ¢'(1)=0
bajariladi deb hisoblaymiz.
(1)-(2) masalaning yechimini topish uchun Fur’ye usulidan foydalanamiz.
Fur’ye usuliga ko’ra u(Xt)=y(x)-T(t) belgilash kiritamiz. Natijada (1)
tenglama

%y(X)-T’(t)=y’(l—x)-T(f)+Q(X)y(X)'T(f) yoki

T'(t) _y(I=x)+a(x)y(x)

BiT (1) y(X)
ko’rinishda yozilishi mumkin. Oxirgi tenglikning chap qismi fagat tga , o’ng

gismi esa fagat x ga bog’liq funksiyalar bo’lgani uchun , bu tenglik o’zgarmas

sondan iborat, ya’ni



T'(t) _yA=-x)+a(x)y(x)_,

BT (1) y(X)

Bundan y(x) funksiya uchun

Y (1=x)+a(x)y(x)=2y(x), )
»(0)=0 (4)
xos giymatlar masalasini, T (t) funksiya uchun esa T (t)=ce*”* ifodani hosil
gilamiz.
2. (3)- (4) masalaning yechimini topamiz. (3) tenglamada x ni 1—x ga
almashtirib, y(x)=2(x), y(1-x)=2,(x) belgilashlar Kiritsak,
2,(X)+q(1-x)Z,(x) =1z, (X),
—2,(X)+0q(X)Z,(X)=A4Z,(X)
tenglamalarni hosil gilamiz. Agar z(x):(j((ig belgilash kiritsak, bu

tenglamalarni vector matritsa usuli bilan

[O —1} z;(X) . q(x) 0 ) (z(x) . z,(X)
1 0)lzx)) | 0 a@-x))lzx)) |zx)
yoki Z(X):[Z(&;J ga nisbatan

Bz'(x)+P(x)z(X)=A1z(X) (5)

Drak sistemasi ko’rinishida yozishimiz mumkin, bu yerda

B:(O ‘1j,p(x)=[q(x) 0 j va 7,(x)=2,(1-X).

1 0 0 q(l-x)

z,(X)

Teskarisi ham o’rinli: agar Z(X):L
2

] funksiya (5) sistemaning yechimi

bo’lib, z,(X)=2z,(1-x) tenglik bajarilsa, u holda y(x)=z(x) funksiya (3)
tenglamaning yechimi bo’ladi.
1-lemma. (5) tenglamaning umumiy yechimi
z(x)=2z(x,A)=TV (x,4)c (6)

ko’rinishga ega, bu yerda



ul(x):exp(iiq(t)dtj, uz(x):exp(—ifq(t)dt) :

G e
c :[ , C,,C, —ixtiyoriy o’zgarmas sonlar.

2

Eslatma 1). B matritsani diognal ko’rinishga keltiruvchi, ya’ni g7 :{i O]
0 i

tenglikni ganoatlantiruvchi

o el el el )

matritsalar mavjud bo’lib, bu matritsalarga teskari matritsalar mos ravishda

1(1 i 1(1 i 1(-1 1 1(-1 1
Ti=2 T A== Ti=2 Tl=2
' Z[i 1}’2 2(1 —i]’ ’ Z[i 1}’ ' 2(1 i

ko’rinishga ega.
Eslatma 2). (5) tenglamaning umumiy yechimi komponentalari bo’yicha
quyidagi ko’rinishga ega:
Z,(X)=cu, (x)e ™ —c,iu, (x)e*™,
Z,(X)=—Cjiu,(X)e "™ +c,iu, (x)e*™
0

bu yerda u,(X)= exp(iiq(t)dtj U (X)= exp(—ifq(t)dtj

2-lemma. (3) sistemaning umumiy yechimi
y(X)=Y(X,A)=cop(X, 1) (7)

ko’rinishga ega, bu yerda

o(x A)=u,(x)e b e 0 _juy, (x)e* , c—ixtiyoriy 0'zgarmas son

10



I Bob. Asosiy tushunchalar

Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan oddiy differensial tenglamalarni yechish
jarayonida almashtirishlardan so’ng Eyler yoki Lagranj tenglamalari hosil
bo’ladi. O’z navbatida bu tenglamalar almashtirishlar yordamida o’zgarmas
koeffisiyentli chizigli tenglamalarga olib o’tilishi va yechilishi mumkin.
Shuning uchun bu bobda asosiy tushunchalar gatorida o’zgarmas koeffisiyentli
chizigli differensial tenglamalar uchun Eyler va Lagranj tenglamalarini ko’rib
chigamiz.
1.1-§.0’zgarmas koeffisiyentli chiziqli differensial tenglamalar.

Biz n-tartibli 0’zgarmas koeffisiyentli chiziqli
Lly]=y"+ay"™? ++ay=F(t) 1)
differensial tenglamani garaymiz, bu yerda a,a,,....,a, —o’zgarmas kompleks

sonlar, f(t) qandaydir oraligda berilgan t o’zgaruvchining kompleks

funksiyasi.
(1) tenglamaning chap gismi n—tartibli chizigli differensial operator deyiladi
va L[y] kabi belgilanadi. (1) tenglamaning o’zi esa
L[y]=f(1) (2)
ko’rinishda yoziladi.
Dastlab n- tartibli bir jinsli o’zgarmas koeffisiyentli tenglamani garaymiz.

I.Bir jinsli tenglamalar. Har bir
L[y]zy(”)+a1y("‘1)+---+any
operatorga yoki bir jinsli
L[y]=0 ©)
tenglamaga (3) tenglamaning yoki L[Y] operatorning xarakteristik ko’phadi

deb nomlangan

11



D(p)=p"+ap™+-+a (4)
ko’phadni mos qo’yamiz.
1-lemma. Ixtiyoriy n marta uzluksiz differensiallanuvchi f(t) funksiya uchun

quyidagi:

et (ty]=e*| D)+ 2 pro s D" (4) f(”)J (5)

formula o’rinli.

Isboti. L[y]=y", (0<k<n) bo’lsin, u holda D(p)=p* bo’lib, agar | >k

bo’lganda D (1)=0 bo’lgani uchun

k k k-t k(k=1)...(k—=1+1
LI:e,uf (t)]:%(emf (t))zgci%(em). f(l)(t):I=0 ( ) ||( + )ﬂ,k'e“f(')(t)z
K ! « DU (A » DY(A
:eﬂéﬁ—dd/y (/Ik)-f(')(t):e“é) “( )f(')(t)ze“é “( )f<'>(t)

Biz bu yerda ikki funksiya ko’payitmasining k — tartibli hosilasini hisoblashda

Leybnits formulasidan foydalandik.
Demak (5) formula L[y]=y" xususiy hol uchun isbotlandi. (5) formulaning
umumiy holda to’g’riligi L[y] operatorning L[y]=y", (0<k <n)ko’rinishdagi

operatorlarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat ekanligidan kelib chigadi.

Lemma isbhotlandi.

2-lemma. A- soni D(p) xarakteristik ko’phadning Kk karrali ildizi bo’lsa, u
holda y,=e*, y,=te™ ...,y =t"e*" funksiyalar bir jinsli (3) tenglamaning
yechimlari bo’ladi.

Isboti. A— soni D(p) xarakteristik ko’phadning k karrali ildizi bo’lgani
uchun  D(4)=D'(1)=---=D"“?(1)=0,D%(1)=0
(5) formulani y, =t’e* (0< j<k-1) funksiyalarga tadbiq qgilib,

17— o] DV (4) d* (o) D"(2) d" .,
L[ym]: L[eﬁ“tJ]:e* (k—g)w(tj)+”.+%w(t1)}:0

12



chunki | > j bo’lganda %(t"):o. Lemma isbotlandi.

=0 bo’lsin. U holda A soni

3-lemma. r=0,12,....k—1 uchun L[tfe”]t .

xarakteristik ko’phadning karraligi k dan kichik bo’lmagan ildizi bo’ladi.

Isboti. 1-lemmaga ko’ra

:e“[D(ﬂ,)t“ +¥$+...+ D" (4) dr(tr)}

L[treM] r! dt’

k

chunki k>r bo’lganda %(tr):o. Bundan tashqari k<r bo’lganda

k
%(tr)t O:O. Shuning uchun
D(r)(l)
L[tre =g r(r-1..1 =D"=0 r=0,1,.., k-1
[ ]t:O r! (r=2) t=0 ( )

Demak, A xarakteristik ko’phadning k dan kichik bo’Ilmagan ildizi bo’ladi.

Lemma isbotlandi.

Endi bir jinsli (3) tenglamaga qaytamiz. Aytaylik D(p) xarakteristik ko’phad
m (m<n) ta turli 4,4, .., A4, ildizlarga ega bo’lsin. Bu ildizlarning
karraliklarini

k,,K,,...,k_ bilan belgilaymiz. U holda 2-lemmaga ko’ra

t t k-1 t
n=et, y,=te", .y, =tie™,

(6)
Virrkon =€ Vo=t Y, =TT,
funksiyalar ham bir jinsli (3) tenglamaning yechimlari bo’ladi. k; +---+k, =n
bo’lgani uchun (6) formula (3) tenglamaning n ta y;, (t) yechimlarini aniglaydi.
4-lemma. Agar y,,),,....y, funksiyalar (6) tengliklar bilan aniglansa, u

holda
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Y1(O) yz(o) yn(o)
y0)  y:(0 .. y,(0)

o) vio) . yi()

Isboti. Faraz qilaylik (7) determinant nolga teng bo’lsin. U holda bu

#0 @)

determinantning satrlari orasida
by (0)+ by (0)+---+by,,y;(0)=0 (8)
(j=1,2,..,n)
chiziqli bog’liqlik mavjud, bu yerda b,,b,,...,b, ; koeffisiyentlarning barchasi
bir vaqtda nolga teng emas.
L[y]=boy"™™ +by" )+ +b Ly
differensial operatorni garaymiz. Bu operatorga darajasi n —1 dan ortmagan

D,(p)=byp" " +b,p"* +---+b, 4
xarakteristik ko’phad mos keladi.

1=1,2,...,k; bo’lsin, u holda (8) munosabatni

L[treﬂlt] t

yoki

L[tfeﬂlt]t_():o (r=01,..k -1r=j-1)

ko’rinishda yozishimiz mumkin.

3-lemmaga ko’ra 4, soni Dl(p) xarakteristik ko’phadning karraligi k, dan
kichik bo’lmagan ildizi bo’ladi. Xuddi shu kabi j=k; +1,...,k; +K, ko’rinishda
tanlab 2, soni D,(p) xarakteristik ko’phadning karraligi k, dan kichik
bo’lmagan ildizi bo’lishini va hakozo A, soni Dj(p) xarakteristik ko’phadning
karraligi k, dan kichik bo’lmagan ildizi bo’lishini isbotlashimiz mumkin.
Shuning uchun har bir ildizni karraligi bilan hisoblab D,(p) xarakteristik

ko’phadning ildizlari soni k; +---+k,=n ga teng bo’ladi degan xulosaga
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kelamiz. Ammo bu mumkin emas, chunki D;(p) xarakteristik ko’phadning

darajasi n—1 dan ortmaydi. Hosil bo’Igan ziddiyat lemmani isbotlaydi.
1.2-§.0’zgarmasni variatsiyalash usuli.

Bir jinsli bo’lmagan chiziqgli tenglamalarning xususiy yechimlarini topish
ko’p hollarda o’zgarmasni variantsiyalash usuli bilan amalga oshiriladi. Biz
ikkinchi tartibli tenglama va matritsa ko’rinishida berilgan tenglamalar sistemasi
uchun ko’rib o’tamiz.

Dastlab ikkinchi tartibli
y"+a(x)y +b(x)y = f(x) (1)
tenglamani qaraymiz. Aytaylik y;(x), y,(x) funksiyalar (1) tenglamaga mos bir

jinsli qismi bo’lgan

y"+a(x)y’+b(x)y =0 0
tenglamaning yechimlari bo’Isin. (1) tenglamaning xususiy yechimini
y(x) = C,(x)y1(¥) + C, (x)y,(x) ©3)

ko’rinishda izlaymiz, bu yerda C,(x), C,(x)noma’lum funksiyalar.
/(%)= [C1()2 09 + C(x)y (x)]+ Co(x)y1 (9 + C(x)y5 (x)
C,(x), C,(x) noma’lum funksiyalarni shunday tanlaymizki kvadrat qavs
ichida joylashgan funksiya nolga teng bo’lsin, ya’ni
CJ()y,0) +C3(x)y,(x) =0 )
bo’lsin. U holda
Y (%)= C(x)y; () + C(x)y5(x) (5)
(3) va (5) ni (1) tenglamaga qo’yilsa va guruhlansa

C,(a)yr(x)+a(x)y; (x)+ b(x)ys (x)]+ C, (x)y3 (x)+ a(x)y5 (x) + b(x )y, (x)] +
+CI()V1 (9 +C(x)y5(x)= T (x)

tenglikni va bundan yl(x), Y, (x) funksiyalar (2) tenglamaning yechimi

ekanligidan
C{(x)y1 (%) +C5(x)y5(x) = f (x) ©)
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tenglikni hosil gilamiz. Natijada C,(x), C,(x) noma’lum funksiyalarni aniqlash

uchun (4) va (6) dan iborat bo’lgan
{C{(X)yl(x) +C3(x)y,(x)=0,
C(X)y1 (9 +C5(x)y5 (x)= F(x)
tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. (7) sistemani Kramer qoidasi bo’yicha

q&):—%, c;(x)=%y;)(x) ©

munosabatlarni hosil gilamiz, bu yerda

(7)

o(x)=

) ) o

nx) yilx

(8) tengliklarni [x,,x] kesmada integrallash va hosil bo’lgan C;(x), C,(X)

noma’lum funksiyalarning ifodalarini (3) tenglikka qo’yib (1) tenglamaning

y(x):]S Y1(t) yZ(t))‘-wdt (10)

xoYl(X) Yar(x) oft)

xususiy yechimini hosil gilamiz.

Misol. y"+ u°y=g(x) tenglamaning y(0,)=0, y'(0,z)=x shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini topamiz.

Yechilishi. Berilgan tenglamaning mos bir jinsli gismi: y”+ z?y =0 bo’lib,
uning umumiy yechimi y,(x)=cosx, y,(x)=sinux ildizlarga va bizda
f (X) = g(X) bo’lgani uchun (10) formulaga ko’ra berilgan tenglamaning xususiy

yechimi

X

y(x)=|

0

cost  sin it
COS 4X  Sin X

.@dt = 1_)'Ssin p(x—t)g(tpt
Mo

a(t)
ko’rinishga ega bo’ladi, chunki

COS LiX sin ux
— SN X 1 COS X

=
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Berilgan tenglamaning umumiy yechimi mos bir jinsli gismining umumiy
yechimi bilan bu tenglama xususiy yechimlari yig’indisiga teng bo’lgani

uchun, u

y(x)=C, cosux+Czsinyx+1jsin u(x—t)g(t)t
Ho

ko’rinishga ega. y(0,)=0, y'(0, )= 1 boshlang’ich shartlarga ko’ra
C, =0, C, =1 ekanligini aniglaymiz.

Javob. y(x)=sin ux +%Tsin u(x—t)g(t )t
0
Endi sistema uchun umumiyrog bo’lgan holni qaraymiz:

X'=At)X + f(t), X(0)=x, (11)
sistemaning umumiy yechimini topamiz. (11) sistema  yechimini
X (t) =®(t)c(t) ko’rinishda izlaymiz, bu yerda CI)(t) bilan X'= A(t)X
sistemaning  ®(0)=E shartni ganoatlantiruvchi fundamental matritsasi

belgilangan. U holda
X'(t)=@'(t)e(t) + o(t)e'(t)
bo’lib, (1) ga ko’ra
@'(t)c(t)+ d(t)c'(t)= A)X + f(t),
yoki

c(t)=d7(t)f (t)

Bundan

bo’lgani uchun berilgan sistemaning xususiy yechimi
t
x(t)=d(t)e(t) = dt)] @ (s)f (s)ds
0

va umumiy yechimi esa
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t
X(t)=d(t)+ o) d(s
0

ko’rinishga ega bo’ladi. X (0)=x,, ®(0)=E boshlang’ich shartga ko’ra

izlanayotgan yechim
t
X(t)=d(t)x, + D(t)[ D 7(s)f (s)ds
0

dan iborat.

1.3-§. Eyler va Lagranj tenglamalari. Differensial tenglamalar orasida oddiy
almashtirishlar vositasida o’zgarmas koeffisiyentli tenglamalarga o’tuvchi
o’zgaruvchi koeftisiyentli tenglamalar ham uchraydi.

n n-1

d'y rat"t dy .
dt" dt"

ko’rinishdagi tenglamaga Eyler tenglamasi deyiladi, bu yerda a,, a,....,a,

a,t" +---+an_1t%+any=0 (12)

X

o’zgarmas sonlar. Agar (12) tenglamada t ni e" bilan almashtirsak
tenglamaning ko’rinishi o’zgarmaydi. Demak, (12) tenglamada x erkli
o’zgaruvchini
=Int, t=¢" (13)

almashtirish bilan kiritsak, u holda x ni x+C bilan almashtirishda tenglama
o’zgarmaydi, ya’ni hosil bo’lgan yangi tenglama x ni oshkor ko’rinishda
saglamaydi. Erkli o’zgaruvchini almashtirishda tenglama chizigli tenglamaga
o’tmaganligi uchun, biz o’zgarmas koeffisiyentli chiziqli tenglamaga ega

bo’lamiz.

Bu tasdigni hisoblashlar vositasida bevosita tekshirishimiz mumkin. Biz y

funksiyaning t bo’yicha hosilalarini (13) formula bo’yicha X bo’yicha

hosilalari orgali ketma ket ifodalaymiz:
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dy_dy dx_ .dy
dt dx dt dx

2 2
M:e_xi e_xﬂj:e_zx M_ﬂ ’
dt? dx dx dx? dx

3 B 2 3 2
d_:e_xi e—2x M_ﬂ :e—SX M_Bxu_FZﬂ )
dt® dx | dx?  dx dx® dx>  dx

Biz ko’ramizki, t bo’yicha olingan birinchi, ikkinchi va uchinchi

<

X —2x -3x

tartibli hosilalarni gatnashgan ifodalar mos ravishda e, e va e

ko’paytuvchilarga ega. Faraz gilaylik t bo’yicha olingan k — tartibli hosila

dy _ wfdfy  d*ly dy
— =" | —+a +o oy —
dt* dxk X ! dx
ko’rinishga ega bo’lsin, bu yerda «,,,,....,_; — 0’zgarmas sonlar. U holda t

bo’yicha olingan (k +1)— tartibli hosila
d*ty  od (d 'y} e[ d Ty d“y dy
A &(W I e R G v

—(k+1)x

ko’rinishga ega bo’ladi va yana qavs oldida e ko’paytuvchi , qavslar

ichida esa x bo’yicha birinchi tartibli hosiladan boshlab (k +1)—tartibli

hosilagacha ifodalarning chizigli kombinatsiyalari joylashgan. Demak

ko’rsatilgan xossa ixtiyoriy k natural soni uchun isbotlandi. Biz hisoblangan

k
hosilalarni (1) tenglamaga qo’ysak, har bir k uchun ?kay ifodani a t“ =a e

ko’paytirishlozim bo’ladi va shu bilan birga x ni o’zida saqlovchi ko’rsatkichli
ko’paytuvchilar qisqaradi hamda o’zgarmas koeffisiyentli chiziqli tenglama

hosil bo’ladi.
1-misol. Ushbu

2
t2%+3t%+y:0

tenglamani garaymiz. t =e* almashtirish bizga

d’y  dy
—+2—+y=0
a2 Cdx Y
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tenglamani beradi. Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi: k* + 2k +1=0 bir
xil
ki =k, =-1 ildizga ega bo’lgani uchun x o’zgaruvchi bo’yicha umumiy
yechim

y =e7*(C, +C,X)
ko’rinishga ega. Kiritilgan almashtirishga ko’ra t o’zgaruvchi bo’yicha
umumiy yechim

y:%(CleC2 Int)

ko’rinishda bo’ladi.

Biz almashtirilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi karrali ildizlarga ega

bo’lmagan holda e = (ex)k xususiy yechimga ega bo’ladi va demak dastlabki

tenglamada bu yechim t* ko’rinishga ega bo’ladi. Shuning uchun bevosita
xususiy yechimni bu ko’rinishda izlash va uni (12) tenglamaga qo’yish mumkin.

Agar

m [+ K
t" ﬂt—)z k(k=1)...(k =-m+1t“, m<k

dt™
ekanligini e’tiborga olib bu ko’rinishdagi ifodalar (12) tenglamaga qo’yilsa va

hosil bo’1gan tenglik x* ga gisgartirilsa k ni aniglash uchun n — darajali

14
+a, ,k(k-1)+a, ;k+a, =0 (14)

algebraic tenglamani hosil gilamiz. Avvalgi mulohazalardan (14) tenglama x
o’zgaruvchi bo’yicha topilgan xarakteristik tenglama bilan ustma ust tushadi.
(14) tenglamaning har bir k oddiy ildiziga (12) tenglamaning t xususiy
yechimi, (14) tenglamaning ikki karrali k ildiziga (1) tenglamaning t* va

t“Int xususiy yechimlari mos keladi va hakozo. k =a +if qo’shma kompleks
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ildiziga t¥ =™ tenglikka binoan  (12) tenglamaning ikkita
y=t*cos(fInt) va y=t*sin(SInt) xususiy yechimilari mos keladi.

2-misol. Ushbu

d’y

tZF—FSt%—FSy:O

tenglamani garaymiz. Bu tenglamaning xususiy yechimini y=t* ko’rinishda
izlaymiz va berilgan tenglamadan
k(k-1)+3k+5=0
yoki
k?+2k+5=0
xarakteristik tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama k=-1+2i qo’shma

kompleks ildizlarga ega bo’lgani uchun berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y = %[Cl cos(2Int)+C,sin(2Int)]

ko’rinishga ega bo’ladi.

Differensial tenglamalar orasida oddiy almashtirishlar vositasida o’zgarmas

koeffisiyentli tenglamalarga o’tuvchi o’zgaruvchi koeffisiyentli tenglamalar

orasida Lagranj tenglamasi deb nomlangan

n n-1
(at+b)" Y 1 a (at+ byt LY - rera @)Y iay=o0 (15)
dt" dt" dt
ko’rinishdagi tenglamalar ham uchraydi bu yerda a,, a,...,a, 0’zgarmas

sonlar. (15) Lagrang tenglamasida x erkli o’zgaruvchini
x=In(at+b), at+b=¢" (16)
tengliklar yordamida almashtirilsa o’zgarmas koeffisiyentli chizigli tenglama
hosil bo’ladi.
Bir jinsli bo’lmagan Eyler tenglamasining o’ng tomoni P(t) ko’phadning
chekli sondagi arifmetik amallardan tashkil topgan Ze"‘t P(t) iIfodasidan iborat

bo’lsa, u holda almashtirish natijasida hosil bo’lgan 0’zgarmas koeffisiyentli bir
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jinsli tenglamaning o’ng tomoni Zt“P(In t) ko’rinishga o’tsa bunda ham
xususiy yechimlarni topish bilan integrallashni amalga oshirilishi mumkinligini
eslatamiz.
Endi Eyler va Lagrang tenglamalarini yechishga oid misollardan namunalar
keltiramiz.

4-misol. Quyidagi tenglamani yeching.

d’R 2dR n(n+1)

dr?> rdr r?

R=0

Yechilishi. Berilgan tenglamaning xususiy yechimini R=r" ko’rinishda
izlaymiz. Natijada
k?+k—-n(n+1)=0,
xarakteristik tenglama tenglamani hosil gilamiz. Uning ildizlari

1 An(n+1)+1 1 An(n+1)+1
__+ y k2:___
2 2 2 2

bo’lgani uchun tenglamaning umumiy yechimi

k, =

1 o —a 1
Rzﬁ[clr +C,r ]’a:E 4n(n+1)+1

ko’rinishga ega bo’ladi.
5-misol. Quyidagi tenglamani yeching.

2.,

ty" —4ty'+ 6y =t
Yechilishi. Berilgan tenglamada x=Int, t =e* almashtirishi qo’llash bilan
bu tenglama bir jinsli bo’Imagan

2
dy5y

dx? dx+6y:€x

tenglamaga o’tadi. Bu tenglama mos bir jinsli qismining umumiy yechimi

y=Ce™ +C,e™
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Xususiy yechimini esa y = A4e* ko’rinishda izlaymiz va bu xususiy yechim

X

y= %e bo’lgani uchun almashtirish natijasida hosil bo’lgan tenglamaning
yechimi
2x 3x 1 X
y=Ce" +Cye +Ee
bo’lib, (13) almashtirishga ko’ra berilgan tenglamaning yechimi
y = Cpt? + C,t° +%t

funksiyadan iborat bo’ladi.
6-misol. Quyidagi tenglamani yeching.
t2y" —ty'+ 2y =tInt
Yechilishi. (13) almashtirish bu tenglamani

d?y , dy

dx? dx r2y=xe

tenglamaga o’tadi. Bu tenglama mos bir jinsli qismining xarakteristik tenglamasi
k?-2k+2=0
o’zaro qo’shma  k=-1%1 kompleks ildizlarga ega bo’lgani uchun uning

umumiy yechimi

y=e"[Ceosx+C,sinX]
ko’rinishga ega. Xususiy yechimini esa y = (Ax + B)e” ko’rinishda izlaymiz
va bu xususiy yechim y=xe® bo’lgani uchun almashtirish natijasida hosil

bo’lgan tenglamaning yechimi
vy = e *[Cicosx + C, sin x|+ xe*

bo’lib, (13) almashtirishga ko’ra dastlabki tenglamaning yechimi
y = %[Clcoslnt+ C,sinint]+tint

funksiyadan iborat.
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1.4-§.Involyutsiya tushunchasi va uning asosiy xossalari.

Qandaydir f akslantirish berilgan bo’lib, bu akslantirishda P nuqtaning tasviri
P’ = f(P) nuqta bo’lsin. O’z navbatida P" = f(P'),P"=P yani fof(P)=P
bo’lsin. Demak, f akslantirish involyutiv akslantirish bo’lishi uchun quyidagi
shartlarning biri o’rinli bo’lishi kerak:
1) ixtiyoriy P nugta uchun
f(f(P))=P (17)
tenglikning bajarilishi yoki
2) ixtiyoriy P nugta uchun P’= f’(x) munosabat bilan birgalikda
P'=f*(P) (18)
munosabat bajarilishi, ya’ni har qanday akslantirish o’ziga teskari akslantirish
bilan ustma ust tushishi lozim.

Shu sababli ko’plab geometric adabiyotlarda, masalan [1] da o’ziga teskari
akslantirishlar bilan bir xil bo’lgan akslantirishlarga involyutiv akslantirishlar
deyiladi. Shuningdek geometriyada butun son o’qida aniqlangan haqiqiy
argumentli (1) tenglikni ganoatlantiruvchi f(x) funksiyaga kuchli involyutsiya
deyiladi.

Kuchli invoyutsiyalar to’plamini Y  bilan belgilasak, u holda har bir
f(X)e Y funksiyaning grafigi y = x to’g’ri chizigga nisbatan simmetrik
joylasgan bo’ladi. Agar G  bilan Oxy tekislikning y=x to’g’ri chiziqga
nisbatan simmetrik joylashgan funksiyalar to’plami bo’lib, bunda har bir X
element uchun bu to’plamning X absissaga ega bo’lgan yagona nuqtasi mos
kelsa, u holda G to’plam Y to’plamdagi birorta f(x)  involyutiv
akslantirishning grafigi bo’ladi.
Kuchli invoyutiv akslantirish bo’ladigan f(x) akslantirishni quyidagi tartibda
hosil qilishimiz mumkin. Faraz qilaylik haqiqiy o’zgaruvchili g(X, y) funksiya

barcha tartiblangan (X, y) haqiqiy nuqtalar to’plamida aniqlangan bo’lib,
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g(x,y)=0 tenglikdan g(y,x)=0 tenglik kelib chigsin. Ma’lumki, xususiy
holda g(x,y)=g(y,x) tenglik bajarilsa , odatda g(x,y) funksiyaga simmetrik
funksiya deyiladi. Agar har bir x uchun g(x, y):O tenglamani
ganoatlantiruvchi y = f(x) funksiya mos kelsa, u holda y= f(x)e Y bo’ladi.

misollar keltiramiz;
0

1. g(x,y)=x+y-C bo’lsin. U holda g(x,y)=0 tenglikdan g(y,x)
tenglik kelib chigganligi uchun y = f(x)= x—C bo’ladi;

2. g(x,y)=x>+y*—C bo’lsin. U holda g(x,y)=0 tenglikdan g(y,x)=0
tenglik kelib chigganligi uchun y= f(x)=3/x—C bo’ladi.  Yugqorida bayon
etilganlardan tashgari  f(x)eY, f(x)=x munisabatlarni ganoatlantiruvchi

involyutiv funksiyalarning to’plamining elementlari monoton lamayuvchi

funksiyalardir, ya’ni

lim f(x)=—c0, [im f(x)=+ (19)

X—>+00 X—>—00

munosabatlar o’rinli. Endi quyidagi tasdigni keltiramiz.

1-teorema. f(x)=x munosabatni ganoatlantiruvchi har bir uzliksiz
f (X)— kuchli involyutsiya yagona qo’zg’almas nuqtaga ega.

Isboti. (x)= f(x)—x kuchli involyutsiya xossasiga ega bo’lgan uzluksiz
monoton funksiya bo’lgani uchun uning grafigi y = X to’g’ri chizigga nisbatan
simmetrik joylashgandir, ya’ni bu funksiya (19) munosabatni ganoatlantiradi.
Ma’lumki, (19) tenglik yagona x=X, nugta uchun o’rinli bo’lgani uchun
f(x,)—X, =0, yani f(x,)=X,. Teorema isbotlandi.

Demak, f(X)— kuchli involyutsiya bo’lsa, u holda u yagona qo’zg’almas
nuqtaga ega bo’lishini ko’rib o’tdik. Endi involyutsiyaning turlarini ko’rib

ox+ f

chigamiz. Buning uchun f(x)=
g g (x) o

kasr chizigli almashtirishni garaymiz.

Kasr chizigli almashtirish proyektiv tekislikning har bir M nugtasini uning M’

nuqtasiga o’tkazsin, ya'ni M(x,) va M'(x}) nugtalari uchun
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f(M)=M", f(M)=M
tengliklar bajarilsin va shu bilan birgalikda x, # x; bo’lsin. Aytilganlarga ko’ra

koordinatalar bo’yicha

X,_axo+ﬁ X_ax6+,8
=07 =2
Po+O Mo+ O

tengliklarni yozamiz. O’z navbatida bu tengliklardan

PhoXg + Ko —axy — B =0,
Py + g — Xy — =0

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Sistemaning birinchi tenglamasidan
ikkinchi tenglamasini hadlab ayirib

S(xy — %o )+ a(xy —%,)=0, yoki (S+a)x;—X,)=0
tenglikni hosil gilamiz. Ammo x, # x{ bo’lgani uchun 6 =—a bo’ladi.

Demak, f(X) kuchli involyutiv akslantirish bo’lganligi uchun, u

f (X) _ aX + ﬁ
X—a
ko’rinishda bo’lishi lozim. Endi bu invoyutsiyaning qo’zg’almas nugqtalarini
topamiz.

f(x)= x tenglik bajarilishi uchun

ox +
ﬂ—f_h
ya’'ni
wZ—20x— =0
tenglik o’rinli bo’lishi kerak.
A=a®+ Py

belgilash kiritamiz. U holda quyidagi hollar bo’lishi mumkin:
a) agar A>0 bo’lsa, u holda qaralayotgan involyutsiya ikkita
haqiqiy qo’zg’almas nuqtalarga ega bo’ladi va bu involyutsiya
giperbolik involyutsiya deyiladi;

b) agar A=0 bo’lsa, u holda garalayotgan involyutsiya yagona
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haqiqiy qo’zg’almas nuqtaga ega bo’ladi va bu involyutsiya
parabolik involyutsiya deyiladi;
c) agar A <0 bo’lsa, u holda garalayotgan involyutsiya
haqiqiy qo’zg’almas nuqtaga ega bo’Imaydi va bu involyutsiya
elliptik involyutsiya deyiladi;
Bu mulohazalardan  f —kuchli involyutsiya bo’lishi uchun u
parabolik involyutsiya bo’lishi lozim. Demak, quyidagi tasdiq
o’rinli.

2-teorema. Agar

akslantirishda a®+ Sy =0 bo’lsa, u holda bu akslantirish kuchli involyutsiya
bo’ladi.
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I bob bo’yicha xulosa:

| bobda involyutsiya tushunchasiga olib keladigan asosiy tushunchalar
keltirilgan bo’lib, o’zgarmas koeffisienli chiziqli differensial tenglamalar,
o’zgarmasni varaiatsiyalash usuli, Eyler va Lagranj tenglamalari va unga doir
misollar yechilishi bilan keltirilgan. Bundan tashgari involyutsiya tushunchasiga
ta’rif berilgan va involyutsiyaga oid bir nechta teoremalar isbotlari bilan
keltirilgan. Kuchli involyutsiya bo’lish shartlari, kasr chiziqli involyutsiya va

uning turlari hagida bayon gilingan.
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I1 Bob. Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan oddiy differensial tenglamalar
2.1-§.Differensial tenglamalar involyutsiyasi.
Dastlab biz differensial tenglamalar involyutsiyasining ta’rifini keltiramiz.

Ta’rif. Agar f,(x), f,(x),.., f,,(x)  akslantirishlar involyutsiyalar bo’lsa, u

holda

F G0 y(F 00 Y20 Y(F (0 YO (LD YO (£ (0 YO (£ ()=0 (0)
ko’rinishdagi tenglamalarga involyutsiya xossasiga ega bo’lgan tenglamalar
deyiladi.
Endi involyutsiya xossasiga ega bo’lgan differensial tenglamalar uchun ba’zi
mulohazalarni keltiramiz.
1-teorema. Agar
y'=F(x, y(x), y(f (x)) 2
tenglama uchun quyidagi shartlar bajarilsin:
1) f(X)—yagona qo’zg’almas nuqtaga ega  bo’lgan  uzluksiz
differensiallanuvchi funksiya;
2) F(x,y(x),y(f(x)))- barcha argumentlari bo’yicha aniglangan va bu
argumentlar bo’yicha uzluksiz differensiallanuvchi funksiya;

3) (2) tenglama y(f (x)) argumentga nisbatan bir qiymatli yechimga ega, ya’ni

y(f(x))=G(x, y(x), y'(x)) (3)
U holda
" —a—F+6F-’x+ oF - (X)) F(x, y(x), y'(F(x
0=+ a0 ey TR P @

munosabat o’rinli bo’lib, bu yerda y(f(x)) (3) tenglik bilan beriladi hamda
(2) tenglamaning

¥(X) = Yo, Y'(X) = F(Xo, Yo, ¥o) (5)

boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi bo’ladi.
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Isboti. Dastlab (4) tenglama (2) tenglamani differensiallash yo’li bilan hosil
gilinishini  ko’rsatamiz. Buning uchun (2) tenglamani x bo’yicha
differensiallaymiz:

v OF OF oF o OF OF
Y00 =S oy (0 (10 1100 = Tos Sy

oF ()= F i)y
ey f(x))'F(X’ y(f () y(f(f(x))- f'(x)= x oy y'(x)

oF :
i F(x, y(f (x)), y(x))- £/(x)

ya’ni (4) tenglama o’rinli ekanligini ko’ramiz. Teoremani isbotlashda (2) ning

o’ng tomonidagi ifodadan hamda involyutsiyaning f(f(x))=x xossasidan
foydalandik. Boshlang’ich shartlardan (5) ni hosil gilish uchun esa

y'(f(x))=F(x y(f (x)), y(x)) (6)
tenglamada X ning o’rniga X = X, giymarni qo’yamiz va f(x,)=x, ekanligini
e’tiborga olamiz. Teorema isbotlandi.

Endi y(x) funksiyani oshkormas holda saglovchi

y'=F(y(f(x)) Y
ko’rinishdagi differensial tenglamalarni qaraymiz.
2-teorema. Agar (7) tenglamada quyidagi shartlar bajarilsa:
1) f(X)— yagona qo’zg’almas X, nuqtaga ega bo’lgan  uzluksiz
differensiallanuvchi kuchli involyutsiya;
2) F(y(f(x))-butun son o’qida aniqlangan uzliksiz differensiallanuvchi
qat’iy monoton funksiya bo’lsin. U holda
y'(f (x))=F'(y(f (x))- F(y(x))- F(x) (8)
oddiy differensial tenglamaning

y(X)=Yor Y(X%)=F(¥o)

boshlzng’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi (7) tenglamaning y(xo)z Yo

boshlangich shartni qanoatlantiruvchi yechimidan iborat bo’ladi.
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Isboti. Berilgan tenglamani x bo’yicha differensiallaymiz. Natijada
y"(x)=F'(y(f (x)))- y'(f (x)- f'(x)
tenglikni hosil gilamiz. Ammo
FE()=x (%)= y(T(%))=F(y(f (%)) =F(y(x))

bo’lgani uchun

va shu bilan birga

tenglikdan

y(f(x))=F(y'(x))
kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

Yuqorida keltirilgan teoremalardan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar yuqgoridagi 1-chi va 2-chi teoremalarda

_ox+p
f(x) =2

, a’+ By >0

akslantirishlar giperbolik involyutsiya bo’lib, (2) va (7) tenglamalar (-, '/ y)

yoki (a/ ¥, +oo) oraliglarda aniglangan bo’lsa, u holda bu teoremalar o’z

kuchini saglaydi.

Eslatma.1l) Agar x, nugta f(X) involyutsiyaning qo’zg’almas nuqtasi bo’lib,

X>X, bo’lsa, (2) va (7) tenglamalar kechikkan argumentli differensial

tenglamalar bo’ladi.

2) Agar X, nugta f(X) involyutsiyaning qo’zg’almas nuqtasi bo’lib,

X < X, bo’lsa, (2) va (7) tenglamalar ortgan argumentli differensial tenglamalar

bo’lad.

2.2-§.Chizigli differensial tenglamalar involyutsiyasi.

Biz endi
Ly(x)= X, (5™ )= Y(1 () + o)
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ko’rinishdagi differensial tenglama
Y(%)= Yo ¥ (%)= Y1, V" (%) = Y2 Y (x0) =y, (10)
bosglang’ich shartlar bilan berilgan bo’lsin. Bu yerda f(X) involyutiv xossaga
ega bo’lgan funksiya.
1-teorema. Aytaylik (9) tenglamaning a,(x),a,(x)...., a,(x) koeffisiyentlari,
qo’zg’almas X, nuqtaga ega bo’lgan kuchli involyutsiya hosil qiluvchi f(x)
funksiya hamda go(x) funksiyalar C"(—oo,400) funksiyalar sinfiga tegishli. Agar

M=t .9

() dx (1)

ko’rinishdagi operator bo’lsa, u holda

Ya, (1 0M*Ly() - y()= Za(F0OM o) ~p(f()  (12)

chizigli oddiy differensial tenglamaning

M*LY(X)er, = Vi + M (x) o k=012,..,n—1 (13)
boshlang’ich  shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi (9) tenglamaning (10)
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi nilan bir xil bo’ladi.

Isboti. (9) differensial tenglamani n marta ketma ket differensiallash yo’li

bilan uning ko’rinishini o’zgartiramiz.

Ly(x)=a,(x)y™ +a,_,(x)y™™ +---+a,(x)y +a,(x)
bo’lgani uchun (9) tenglamani

Ly(x)=y(f (x))+ ()
ko’rinishda yozamiz. Bu tenglikni
Y(F(x))= Ly(x)—p(x) = M°Ly(x) - M p(x)

ko’rinishda yozamiz. Bu tenglamani har ikkala qismini X bo’yicha

differensiallab,

Y(F()- £1x) =5 MOLY() - M p(x),

yoki (11) operatorning aniqlanishiga ko’ra
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y'(f(x))= %X)% M °Ly(x)—%x)% M °p(x) = M*Ly(x)- M 'p(x)

tenglikka kelamiz. (11) munosabatni eltiborga olgan holda yana

differensiallashni davom ettiramiz:

Y(F() £0)= £ MPLy(x)- 2 Mp(x)

va bundan

V(F00) = g™ g™ ) = ML)~ M ()

tenglikni yozamiz. Bu jarayonni davom ettirib,

V0= g™ I~ geM )= MLy ()M o0

tenglikka kelamiz. Hosil gilingan tengliklar mos ravishda
8y (x)). @ (f (x)).... a, ( (x))

ifodalarga ko’paytirilib qo’shilsa

Yay (0 (F(0)= Xay(f0M by(x)- Zaf(M el)  (14)

tenglik hosil bo’ladi. Ammo (9) tenglamada f(f(x))=x ekanligi e’tiborga
olinsa, u holda (9) va (14) tenglamalardan (12) tenglama hosil bo’ladi.
Boshlang’ich shartlarni esa differensiallash yo’li bilan yuqorida keltirilgan
ifodalardan hosil gilishimiz mumkin.

Hagigatdan ham, k=0.12,.., n—1 uchun

yOF(x)=M*Ly(x)-M*p(x)  va y*I(f(x))=y*(x,) =y,

ekanligidan
M Ly(XX x=x — Yk T M k(D(XX X=Xg

bo’ladi. Teorema isbotlandi.

1-misol (Zilbershteyin).Quyidagi tenglamani yeching:

y'(x)= ij

33



Yechilishi. Berilgan tenglamani yechish uchun x=e¢', y(x)= g(t) almashtirish

kiritamiz. U holda

bo’lgani uchun

bo’ladi va bundan tashqgari t=Inx bo’lgani uchun

, gy dto 1 L,

y(x)=g'1) - =>9t)=e"g't)
bo’lib, Zilbershteyin tenglamasi
g'(t)=e'g(-1)

ko’tinishni oladi. Hosil bo’Igan tenglamani yana bir bor differensiallash bilan

g"(t)=e'g(-t)-e'g'(-t)=g'(t)- o(t)
ya’'ni

g"(t)-g'(t)+9(t)=0

o’zgarmas koeffisiyentli differensial tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamaning

xarakteristik tenglamasi

k?—k+1=0
va uning ildizlari
(< LeiV3
2 2
bo’lgani uchun hosil gilingan oddiy differensial tenglamaning umumiy yechimi
t
g(t)=e? {Cl cos§+c2 sin ?}

bo’ladi. Bu tenglamadan

t
9'(t)—%g(t)+§e2{—clsin§+@ cos%}

S Ci+4/3C,  t/3 C,—+/3C, . t/3
=€ 5 COosS 5 + 5 SIn 5
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bo’lgani uchun

tenglikka ko’ra

e 2|C,cos——-C,sin— |=e Ccos + sin
2 2 2 2 2 2
Bu tenglikdan C, =Cl+T*@C?, -C, :CZ_TﬁCl, yani  C, =+/3C,

ekanligini aniglaymiz. Demak,

t t
g(t)=C,e? {ﬁcos% +sin %} =2C,e? {cos%cos% +sin%sin %} =

t
—Ce2 cos Z_@
6 2

bu yerda C =2C,.

Ammo g(t) = y(x), t =In x bo’lgani uchun berilgan tenglamaning yechimi
y(x)=C+/x cos(% - g In\x\}

dan iborat.

2-misol .Quyidagi tenglamani yeching:

f’(x)+a2f(1j:0

X

Yechilishi. Berilgan tenglamani yechish uchun x=e', f(x)=g(t) almashtirish
kiritamiz. U holda

f(x)=fle')=gt

bo’lgani uchun

f(lj = f(e‘t)z g(-t)

X

bo’ladi va bundan tashgari t=In x ekanligi e’tiborga olinsa
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t(x)=g't) 2 =Lg)=e gt

X X

bo’lib,berilgan tenglama

e 'g'(t)+a’g(-t)=0,
yoki

g'(t)=—a’e'g(-1)
ko’tinishni oladi. Hosil bo’Igan tenglamani yana bir bor differensiallash bilan

g"(t)=-ae'g(-t)+a’e'g'(-t)=g'(t)-a"g(t),
ya’'ni
g"(t)-g'(t)+a"g(t)=0

o’zgarmas koeffisiyentli differensial tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamaning

xarakteristik tenglamasi

k?—k+a*=0
va uning ildizlari
1 .J1-a*
K., ===i
Y22 2

bo’lgani uchun hosil gilingan oddiy differensial tenglamaning umumiy yechimi

t
> 1
e2[C, +C,t], agar |a| == bo'lsa,
V2
> tV4a* -1 V4o -1 1
g(t)=1e2 ClcOST+CZSinT ,agar \a\>ﬁbo-|5a,

1+V1-4a* 1-1-40*
t L 1 '
Ce 2 +Ce 2 agar|a/<—=bo'lsa

V2

bo’ladi. Ammo g(t)z f(X), t=InXx bo’lgani uchun berilgan tenglamaning

yechimi
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Jx[C, +C, In|x|] agar|a|= % bo'lsa,

Vaa* —1In|x| \c \/ In\x\
2

f (x)=4+/x| C, cos

1+1-4a* 1-+1-4a* 1
Cxx 2 +Cx 2 , agar|a|<—=bo'lsa

V2

,agar |a|>—= bo'lsa,

ﬁ

ko’rinishga ega.
Yugorida keltirilgan misollarni yechilishidan foydalanib quyidagi teoremani
isbotlash mumkin.

2-teorema. Ushbu
y'(x)= axﬂy(ij . 0<x<+o, Y1)=1y, (15)

ko’rinishdagi tenglamani integrallash mumkin.

Isboti. Berilgan tenglamani x bo’yicha differensiallash natijasida
" - 1 -
00=apx 3] ax Py (16

tenglama hosil bo’ladi. Berilgan (15) tenglamadan

y(ij = %X‘ﬂ y'(x)

bo’lgani uchun bu tenglamani bir gator murakkab bo’lmagan hisoblaslar

yordamida
x*y"(x)= Axy'(x)+a”y(x)=0 (17)
Eyler tenglamasi ko’rinishida ifodalashimiz mumkin.
(17) tenglamada x=e", y(x)=g(t) almashtirish kiritamiz. U holda

y(x)=yle')=g(t)

bo’lgani uchun

y(lj =ylet)=g(-1)

X
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bo’ladi va bundan tashqgari t=Inx ekanligi e’tiborga olinsa

y(x)=g'0)- 5 = 90

V== g0+ ")
X X
tengliklar hosil bo’ladi. Bu tengliklarga ko’ra (17) tenglama
g"(t)-(B-1)g'(t)+g(t)=0 (18)
ko’rinishni oladi.
Endi y(l)z Y, boshlang’ich shart e’tiborga olinsa, u holda x=e',x, =1
bo’lgani uchun t =0 bo’lganda g(0)=y(l)=y, va
y'(x)=ax” y(lj
X
berilgan tenglamadan y'(1)=ay, bo’lgani uchun g'(t)=xy’(x) tenglikdan
9'(0)= y'(1)= a y, ekanligini ko’ramiz.
Demak, (18) tenglamani
9(0)= o, 9'(0)=ay, (19)
boshlang’ich shartlar bo’yicha integrallash mumkin. Teorema isbotlandi.

Isbotlangan teoremada hosil bo’Igan differensial tenglamani integrallaylik.

3-misol. Ushbu
g"(t)-(8-1)g'(t)+a’g(t)=0
(18) tenglamani
9(0)=Y,, 9'(0)=a,
(19) boshlang’ich shartlar bo’yicha yeching.

Yechilishi. Xarakteristik tenglama
k? —(B-1k+a’ =0
ko’rinishdagi kvadrat tenglama bo’lib, uning diskriminanti
A=(B-1F —4a?
Quyidagi holler bo’lishi mumkin:

1-hol. A >0 bo’lsa, u holda xarakteristik tenglama ikkita haqiqiy
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k= %(,6’+1—\/Z), Ky = %(ﬁ+1+\/Z)
ildizlarga ega. Bu holda (18) tenglamaning umumiy yechimi
g(t)=C,e"t' +C,e*
bo’lgani uchun
g'(t)=Cke’ +C ke
bo’lib, (19) chegaraviy shartlarga asosan

{ C,+C, =Yy,
kiC; +k,C, = ay,

tenglamalar sistemasini yozamiz. Bu sistemani yechib, noma’lum

a -k

_ y _a-k,
Yk, -k Y

C C, =
2 kz_leO

koeffisiyentlarni aniglaymiz. Demak,

gt) =20 [~k e — (@ —k, ]

ke kg

(18),(19) masalaning yechimi bo’ladi. Endi x =e', y(x)=g(t) belgilashlarni va
k, = %(,8 +1-+A) k, = %(ﬂ +1++/A)
ckanligi e’tiborga olinsa, u holda (15) masalaning yechimi

y(x)= %[(a —k X4 —(ar =k, )X ]’

yoki to’laroq holda

p+1 =
- J(B+1Y-402
YoX 2 2 2\, 2
X)= 1-2 1) -4 2
y(x) 25+ 17 —aa? (ﬁ+ o +(8+1F - 4a )x +

J(pr1)P-4d?

+ 2a+ﬂ+1—\/(ﬁ+1)2—4a2)>< 2

ko’rinishda ega bo’ladi.
2-hol. A =0 bo’lsa, u holda xarakteristik tenglama ikkita teng haqiqiy
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ki =k, :%(IB“L]-)

ildizlarga ega bo’lgani uchun (18) tenglamaning umumiy yechimi

,[3+1t

g(t)=(C,+C,t)e 2

bo’lgani uchun va

g'(t) _ |:(C1 + szt)(ﬂ +1) " Cz}eﬂzﬂt

bo’lib, (19) chegaraviy shartlaega asosan

C; = Yo
p+1
C,+C-——=ay,
2
tenglamalar sistemasini yozamiz. Bu sistemani yechib, noma’lum

a—-pF-1
2

Ci=Yo Cy= Yo

koeffisiyentlarni aniglaymiz. Demak,
p+1

AL,
9(t)= 222+ (20 - p-10k *
(18),(19) masalaning yechimi bo’ladi. Endi x =e", y(x)=g(t) belgilashlarni va
ckanligi e’tiborga olinsa, u holda (15) masalaning yechimi
B+l

yix)= 2% "o+ (20— p-Dinjx]

ko’rinishda ega bo’ladi.

3-hol. A <0 bo’lsa, u holda xarakteristik tenglama ikkita lompleks

Ky 5 :%(,6’+1ii\/4a2 —(,8+l))
ildizlarga ega. Bu holda (18) tenglamaning umumiy yechimi

as 2 _ 2 _
gt)=e 2 Clcost‘/4a (ﬂ+1)+czsint‘/4a (5+1)
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bo’lgani uchun g(0)=y,,9'(0)=ay, boshlang’ich shartlar e’tiborga olinsa, u
holda

A —
g'(t)=e 2t-ﬂ;—1[C1 t\/4a ] (B+1) LCos

2

. t\/4a ~(B+1) |
2

ﬁﬂ[ ClSInt\/40£ ;'B” +C, o t‘/m ;ﬂ+1].\/4“2_(ﬁ+1)

+e ?
2

bo’lib, (19) chegaraviy shartlaega asosan

1= Yoo
B+l Jha®—(B+1)
> C, + 5 C, = ay,
tenglamalar sistemasini yozamiz. Bu sistemani yechib, noma’lum
L C,= 20— -1
2
Jaa® —(B+1)

koeffisiyentlarni aniglaymiz. Demak, (18),(19) masalaning yechimi

C,=y

Yo

W [ i ()
o(t)- W_(M{m (5+1 2

+ (20 = p—1)sin

t\J4a2 — (B +1)}
2

bo’ladi. Endi x=¢', y(x)= g(t) belgilashlarni  ¢’tiborga olinsa, u holda (15)

masalaning yechimi

y(x)=

yO /Xﬂ+1

J4a? (B +1)In|x .
J4a? — (B +1)

2

Jaa® —(p+1) |n\x\]

[\/4a2 — (B +1)cos

+ (202 - p—1)sin ;

ko’rinishda ega bo’ladi.
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2.3-§.Chiziqli differensial tenglamalar sistemasining
involyutsiyasi.
Biz endi involyutsiya xossasiga ega bo’lgan chizigli tenglamalar sistemasini
ko’rib chigamiz. Quyidagi tasdiq o’rinli.
Teorema. Agar y—-n o’lchamli vector, A° va B-nxn o’lchamli

matritsalar bo’lsa, u holda

y'(x)=Ay(x)+By(c—x) (20)
sistemaning
y(c/2)=y,
boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi
y"(x)=(A—BAB)y'(x)+ (BA’B™ - B?)y(x)y 1)
sistemaning

y(c/2)=y,, y'(c/2)=(A+B)y,

boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat.

Isboti. Berilgan sistemani X bo’yicha differensiallab,
y"(x)= Ay'(x)-By'(c-x)

tenglamani hosil gilamiz. (20) tenglamada x — ¢ —x almashtirish bajarsak,

y(c—x)=Ay(c—x)+By(x) (22)
tenglikni hosil gilamiz. (22) ni (21) ga qo’yib
y"(x)= Ay'(x)—BAy(c —x)-B?y(x) (23)

tenglamani hosil gilamiz. Ammo (12) tenglamadan

y(c—x)=B"(y'(x)- Ay(x))=By'(x)~BAy(x)
bo’lgani uchun (23) bir gator sodda hisoblashlardan keyin (21) ko’rinishni oladi.
Ikkinchi tomondan  y(c/2)=Y, bo’lgani uchun y’(c/2)=(A+B)y, tenglik

kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

Xususiy holda A va B kommutativ matritsalar bo’lsa, ya’ni AB = BA bo’lsa,
uholda A=BAB™, B*A=AB™ bo’lib,
A=BAB1=A—-A=0, BA’2B*=BA-AB ' =BAB A= A2
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bo’lgani uchun isbotlangan teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar y—n o’lchamli vector, A va B—-nxn o’lchamli kommutativ
matritsalar bo’lsa, u holda
y'(x)=(A2 - B?)y(x)
sistemaning
y(c/2)=yo, y'(c/2)=(A+B)y,
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi (20):
y'(x)= Ay(x)+By(c—x)
sistemaning
y(c/2)=y,
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi Koshi masalasining yechimidan iborat.
Misol. Ushbu
{yi(X)= Y1 (x)+2y,(x)+ 5y, (4= x)+ 2y, (4~ x),
Y5(x) =31 (x)+ ¥, (x)+3y, (4~ x)+5y,(4~x)

sistemaning

¥(2)=y, = @

boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi

2/+242,+162, =0,
2;+242,+242, =0

12)=yo-( 5} 22 5

boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat ekanligi yuqorida

sistemaning

keltirilgan natijadan kelib chigadi, chunki keltirilgan misolda

il

kommutativ matritsalar va
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A2 _B? -  A+B=
-24 -24 6 6

ekanligini e’tiborga olishimiz kifoya.

2.4-§. Misollar yechish.
Biz bu bo’limda involyutsiya xossasiga ega bo’lgan birinchi va ikkinchi
tartibli differensial tenglamalarni yechishga oid misollar yechishdan namunalar
keltiramiz.

Dastavval agar a(a(x))=x bo’lsa, u holda a(x) involyutsoya eslagan

holda involyutsiyalarga misollar keltiramiz.

Masalan a(x)=%1-x" meN , a(x):ax+b funksiya va uning Xususiy
cx—a

hollari bo’lgan  a(x)=1-x,a(x)= %,a(x) = xil Ja(x)= );—Jri funksiyalar

involyutsiyaga misol bo’la oladi. Shuning uchun birinchi darajali
involyutsiyaga ega bo'lgan birinchi tartibli oddiy diferensial tenglamalarni
umumiy holda
y'(x)= y(e(x))
ko’rinishda berilishi mumkin. Agar x ni «(x) bilan almashtirsak
Y'(er(x))=y(x)
ifodani va differensial tenglamani differensiallash bilan
y'(x)=a'(x)y'(a(x) = &' (x)(x),
ya’ni ikkinchi tartibli Eyler tipidagi
y"(x)-a/(x)y(x)=0
tenglamani hosil gilamiz. Endi involyutsiya gatnashgan oddiy differensial
tenglamalarni yechishga misollar keltiramiz:
1-misol. Ushbu
y'(x)=y(1-x)
tenglamani yeching.
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Yechilishi. Berilgan tenglamada x ni 1-x bilan almashtirsak,

y'(1-x)=y(x)

tenglikni hosil gilamiz. Berilgan tenglamani differensiallash bilan

y"(x)=-y'-x)=-y(x)
yoki

y"(x)+ y(x)=0

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimi

y(x) = Cicosx + C, sinx
ko’rinishga ega va bu yechimda x ni  1-x bilan almashtirosh va

differensiallash bizga

y(l-x)=C,cos@—x)+C,sin@—x) va y'(x)=—-C,sinx+C,Ccosx
tengliklarni beradi. Berilgan tenglamaga ko’ra
—C;sinx+C, cosx = C; cosL— x) + C, sin(Ll—x)
tenglikni hosil qilamiz. Bir gator hisoblashlardan so’ng bu tenglikdan
{Cl cosl+C,sin1=C,,
C,sin1-C,cosl=-C,

1+sinl
cosl

Bundan C, = C, bo’lgani uchun berilgan tenglamaning

umumiy yechimini

1+sinl . :
y(x) 1( ooy S x+cosxj (sin x + cos(L— X))

ko’rinishda ifodalashimiz mumkin, bu yerda C = %Cl.
COS

Javob: y(x)=C(sinx+cos—x))
2-misol. Ushbu
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tenglamani yeching.

Yechilishi. Berilgan tenglamada x ni a— x bilan almashtirsak,

1
y(a—x)=—
y(x)
tenglikni hosil gilamiz. . a(x)za—x akslantirishning qo’zg’almas nuqtasi

a—x=x tenglikdan X:% bo’lgani uchun berilgan tenglama uchun

boshlang’ich  shartlarni y(g) =Y y'(ﬁj = 1t = S ko’rinishida
2 2 ( aj Vo
ya— 2

olishimiz mumkin. Berilgan tenglamani differensiallash bilan

Y OY)-y2(_

y(x)

tenglamaga kelamiz. Bu tenglamani

R

ko’rinishda yozib integrallash bilan
, 1
y'(x)= 2 ¥(x)
Yo

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yana bir bor integrallash bilan

y(x)= Cexz{%]

Yo

umumiy yechimni va y(%) =y, boshlang’ich shartga ko’ra C = yoexpL— 2;‘12)
Yo

ekanligini aniglaymiz. Shuning uchun berilgan tenglamaning yechimi

a
X——

¥(x) = yoexp| —2
Yo

ko’rinishga ega.
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=
Javob: y(x)= y.exp >
Yo

3-misol. Ushbu

y'(x)= y(xi_l)

tenglamani yeching.

X

Yechilishi. Berilgan tenglamada x ni bilan almashtirsak,

x-1

y(xi_lj =y(x)

tenglikni hosil gilamiz. Berilgan tenglamani differensiallash bilan

()= : y( x j:—(%y(ﬂ

(x-1 x—1 x-1)

yoki bundan

(x=1)"y"(x)+ ¥(x)=0
tenglamani hosil gilamiz.
Bu tenglamaning yechimini y =(x —1)" ko’rinishida izlasak,
xarakteristik tenglama k(k—1)+1=0 ko’rinishda bo’lib, uning oldizlari

k= % + % bo’lgani uchun bu tenglamaning umumiy yechimini

y(x)= «/x—l[Clcos\/§ InV/x—1+C,sin~/31In \/x—l]

ko’rinishda ifodalashimiz mumkin.

Endi bu funksiyani berilgan tenglamaga qo’yamiz. Buning uchun x ni 1
x p—

bilan almashtirsak bu funksiya
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y(xf J: L [cicosyBIn i1 -C,sin B V1]

funksiyaga, va bu funksiyaning hosilasi
y'(x)= ﬁ[(cl +4/3C,)cosv3In VX —1+(C, —/3C,)sinv3In Vx 1]
X_

bo’lgani uchun berilgan tenglamaga ko’ra
2C, = C, +~/3C,, 2C, =C, —~/3C,
Bundan C12 + C22 =0 bo’lgani uchun berilgan tenglamaning yechimi y(x): 0
dan iborat.
Javob: y(x)=0
4-misol. Ushbu

tenglamani yeching.

x+1

Yechilishi. Berilgan tenglamada x ni bilan almashtirsak,

x-1

y’(x +1] =y(x)

x—1

tenglikni hosil gilamiz. Berilgan tenglamani differensiallash bilan

y(x) = Z)Zy,(x+1j:_ 2 W(x)

(x—l x-1

yoki bundan

(¥x—=12)° y"(x)+2)(x)=0
tenglamani hosil gilamiz.

Bu tenglamaning yechimini y = (x —1)" ko’rinishida izlasak,
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xarakteristik tenglama k(k—1)+2=0 ko’rinishda bo’lib, uning oldizlari

k = % + ﬂ bo’lgani uchun bu tenglamaning umumiy yechimini

y(x)=/x —1[Clcosﬁ InVx—1+C,sin/7In+/x —1]
ko’rinishda ifodalashimiz mumkin.

+1
x-1

Endi bu funksiyani berilgan tenglamaga qo’yamiz. Buning uchun x ni

bilan almashtirsak bu funksiya

y(f:ﬂ - \/;/i_l [(Clcosﬁln 2+C,sin/71n2)cosv/7 In+/x —1]+

J2 . .
b= (€, sinv7In2—C, cos/7 In 2)sin7 In /x—1]

uning hosilasi esa

y'(x) = ﬁm[(cl +37C,)cosNTINVx—1+(C, —7C,)sin /7 In Vx—1]

bo’lgani uchun berilgan tenglamadan

C, +/7C, =232(Cycos\TIn 2+ C,sin/7In 2
C, —~/7C, = 2-/2(C,sin\7In2-C, cos~/7In 2

a+7

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemadan C, =C; o
a_

munosabatni hosil gilamiz, bu yerda

o =2+/2sin(+/7 N 2) — 4sin(2v/2 In 2) — 2414 cos (/7 In 2).
Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy yechimi

y(x)= C\/x——l[(a+x/7)cos 7 In\/x——1+(a—x/7)sin\/7ln x/x——l]
ko’rinishga ega.
Javob: y(x)= C\/x——l[(a +ﬁ)cos 7InVx—1+ (a —ﬁ)sinﬁln x/x——l]

bu yerda

a = 22/25sin(\7 In 2) — 4sin(2+/2 In 2) — 24/14 cos(+/7 In 2)
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5-misol. Ushbu

tenglamani yeching.

Yechilishi. Berilgan tenglamani x bo‘yicha ketma-ket differensiallab

y"(x) =5 y'(lj ,

X X
(W)(g)— 2. 'lj 1 (1)
y"¥)(x) ng(x Y5

tengliklarni hosil gilamiz.

Endi berilgan tenglamada f : x —>% almashtirish bajarsak, tenglama

y"(lj =Yy(x)
X

ko‘rinishni oladi. Agar bu tenglikni hisobga olsak, yuqorida hosil qilingan ikki

tengliklardan

ya’'ni
x*y M) (x)+2xy"(x) - y(x) =0
Eyler tenglamasini hosil gilamiz. Bu tenglama uchun xarakteristik tenglama
k(k—1)k —2)k —3)+2k(k -1k —2)-1=0,

yoki

k(k-1)k —2)k -1)-1=0
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglamani

(k2 -2k +(k? —2k)-1=0

ko‘rinishda yozsak,

k? -2k = , k? =2k =

—l+\/§ —1—\/§
2 2

Bu tengliklarning har ikkala gismiga 1 ni qo‘shish natijasida
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(k=1 =25, (g -5
2 2
tengliklarni hosil gilamiz. Bundan xarakteristik tenglama ikkita haqgiqgiy va ikkita
kompleks:
1445 . v2+245 [-1+45 . . -2+245
=1+ 5 =1+ 5 , Ky g =1 > :1i|#

ildizlarga ega bo‘lgani uchun berilgan differensial tenglamaning umumiy

yechimi

+C,sh

y(x)= X{Clchi—“zfﬁ In\x\] (—VZ;NE |n\x\ﬂ +

+X|:C3 COoS +C,sin

[\/—2+2\/§ In‘X‘J | {\/ 2+245 ' ‘ﬂ
2
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
6-misol. Ivolyuntsiya xossasiga ega bo’lgan birinchi va ikkinchi tartibli
y'(x)=y(f (x))+o(x) |
y"(x)=y(f (x))+(x) (24)
tenglamalarni oddiy differensial tenglamalarga keltiring va misollarga tadbig
giling, bu yerda f(x)—involyutsiya, ya’ni f(f(x))=x, @(x)- berilgan
funksiya.
Yechilishi. 1. Dastlab (24) da berilgan birinchi tartibli tenglamani oddiy

diferensial tenglamaga keltirish uchun, bu tenglamani
y(f(x)=y'(x)-o(x)

ko’rinishda yozib differensiallash natijasida

yf(f(x»:,ii[yxx)—go(x)]:%{y”(x)—(p’(x)] (25)

f'(x) dx f'(x
tenglikni hosil gilamiz. Endi (24) tenglamada garalayotgan involyutsiyani

e’tiborga olib, x — f(x) almashtirish bajarilsa,

y'(f(x))= y(x)+ (£ (x)) (26)
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tenglik hosil bo’ladi.(25) va (26) tengliklardan involyutsiya xossasiga ega

bo’lgan (24) tenglamani yechish masalasini ikkinchi tartibli

1
——-Y"(x)- =——¢ f 27
P Y= e el @D

oddiy differensial tenglamani integrallash masalasiga olib kelish mumkin ekan.

Misollar keltiramiz:

a) agar (24) tenglamada f(x)= 1 bo’lsa, u holda hosil bo’lgan
X

X

V0= + ol (28)

tenglamani integrallash masalasi (27) ga ko’ra

X2y +y=x¢'(x)- co(%j (29)

bir jinsli bo’lmagan ikkinchi tartibli Eyler tenglamasini integrallash masalasiga
keltirilishi mumkin.
Dastlab (29) tenglama mos bir jinsli gismining umumiy yechimini

topamiz. Mos bir jinsli gismining xarakteristik tenglamasi
k(k-1)+1=0, yoki k? =k +1=0

ko’rinisda bo’lib

ildizlarga ega bo’lgani uchun mos bir jinsli gismining umumiy yechimini

3 NE]

ko’rinishida ifodalashimiz mumkin.

Demak,

y(x)= &{Cl cosgln x+C, sin?ln x} (30)
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Endi o’zgarmasni variantsiyalash usuli bilan berilgan tenglamaning umumiy

yechimini topamiz.

Cl’(x)(\/? cos? In XJ +C} (x)(\/;sin ? In xj =0,

_ C{(x)[ﬁsin g In XJ + C;(x)(\/} cos? In Xj _ X_\Z/é[xz(p,(x)_ (/{%ﬂ

Bu tenglamalardan

Hosil bo’Igan tenglamalarni integrallab,

C,(x)=Cyy \/_jz 2sm?ln z[ (p'(z)_(p(lﬂdz,

C,(x)=¢, +%jz_2cosgln z{zzgo’(z)—goeﬂdz

tengliklarni va (30) ga ko’ra (29) tenglamaning umumiy yechimi bo’lgan

y(x)= Cpv/x cosﬁ In X + C,o+/X N ? In X +

T\/_I 2 sm%ln z{ z(p’(z)—qoeﬂdz

funksiyani topamiz.

b) agar (24) tenglamada f(x)=1-x bo’lsa, u holda hosil bo’lgan

y'(x)=y(-x)+(x)

tenglamani integrallash masalasi (27) ga ko’ra
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y'+y=¢(1-x)-pl-x)
bir jinsli bo’Imagan ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglamani integrallash
masalasiga keltirilishi mumkin. Yuqoridagi usul bilan bu tenglamaning umumiy

yechimi

y(X)= CypCO8X + Copsin X+ Tsin(x— 2)o'(z)- p(1-2)pz

1/2

ko’rinishga ega ekanligini ko’ramiz.

2. Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan ikkinchi tartibli
y"()=y(f (x)+e(x) . (31)
tenglamani garaymiz, bu yerda f (x)—involyutsiya, ya'ni f(f(x))=x,
@(x)- berilgan funksiya.
(31) tenglamani yechish uchun, bu tenglamani
y(f(x))=y"(x)-o(x)

ko’rinishda yozib ikki bor differensiallash natijasida

V(0= gl 0o = by 6= ()

y'(f(x))=~ - W) ,tx)%£ f ']('X))y”’ T '](-x)%t f '1(x)](p,(x)_

- f%(x) 9"(x)

(32)

tengliklarni hosil gilamiz. Endi (31) tenglamada garalayotgan involyutsiyani

e’tiborga olib, x — f(x) almashtirish bajarilsa,

y"(f(x))= y(x)+o(f (x)) (33)
tenglik hosil bo’ladi.(32) va (33) tengliklardan involyutsiya xossasiga ega
bo’lgan ikkinchi tartibli (31) tenglamani yechish masalasini to’rtinchi tartibli
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oddiy differensial tenglamani integrallash masalasiga olib kelish mumkin ekan.

Misollar keltiramiz:

a) agar (31) tenglamada f(x)= % bo’lsa, u holda hosil bo’lgan
" 1
0=y |+ o

tenglamani integrallash masalasi (34) ga ko’ra
X4yIV + 2X3ym i y — X4(0”(X)+ 2X3§0'(X)+ go(lj
X

bir jinsli bo’lmagan to’rtinchi tartibli Eyler tenglamasini integrallash masalasiga
keltirilishi mumkin.
b) agar (31) tenglamada f (X)zl—x bo’lsa, u holda hosil bo’lgan
y"(x)=y(L-x)+p(x)
tenglamani integrallash masalasi (34) ga ko’ra
y" —y=9¢"(x)+el-x)
bir jinsli bo’Imagan to’rtinchi tartibli oddiy differensial tenglamani integrallash
masalasiga keltirilishi mumkin.
¢) xuddi yugoridagi kabi usullar bilan
y"(x)=y({L-x)+p(x)
tenglamani integrallash masalasini
Y +y=9"(x)-el-x)
oltinchi darajali oddiy differensial tenglamani integrallash masalasiga keltirilishi

mumkin.

7-misol. Ushbu
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y(x)=yR1-x°)
tenglamani yeching.

Yechilishi. . Berilgan tenglamada x ni 3/1—x*® bilan almashtirsak,

y=x )= y(x)

tenglikni hosil gilamiz. Berilgan tenglamani differensiallash bilan

W)=y )
A A

yoki bundan

@)y (5 () =0

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yechishning qolgan bosgichlari bizga

ma’lum emas.
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II bob bo’yicha xulosa:

Il bobda differensial tenglamalar involyutsiyasi, chizigli differensial
tenglama va tenglamalar sistemasining involyutsiyasi kabi tushunchalarga
to’xtalib o’tilgan bo’lib, bunday tenglamalarni yechishda ko’p hollarda Eyler va
Lagranj tenglamalarini yechishga to’g’ri keldi. Bundan tashqari involyutsiya
xossasiga ega bo’lgan birinchi va ikkinchi tartibli bir jinsli va bir jinshi
bo’lmagan differensial tenglamalarni yechishga doir namunalar keltirib o’tildi.
Bunday tenglamalarni yechishning afzalligi shundaki, ko’p xollarda oshkormas
differensial tenglamalarni yechishga to’g’ri keladi. Oddiy usul bilan bu
tenglamalarni har doim ham yechib bo’lmaydi, shuning uchun maxsus
involyutsiya tushunchasini tadbig gqilgan holda bu tenglamalarni oddiy

tenglamalarga keltirib olinadi va umumiy yechim topiladi.
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11 Bob. Involyutsiya xossasiga va maxsus potensialga ega bo’lgan
xususiy hosilali differensial tenglama uchun aralash masala.
Biz ushbu bobda involyutsoya va maxsus ko’rinishdagi potensialga ega
bo’lgan differensial tenglama uchun aralash masalani tadqiq gilamiz.
3.1-§.Masalaning qo’yilishi va yechilish usuli.
Biz quyidagi:
1 au(xt) _au(é,t)
g ot o |E=1-x
u(x,0)=g(x), u(0,t)=0 )

aralash masalani garaymiz. Bu yerda quyidagi shartlar :

+q(xu(x,t), xe[0,1], te(-oo ;+x), (1)

1) g - hagigiysonva =0 ;
2) q(x)eC 0,11, q(x)=q(l—x), q(x)—hagigiy funksiya;
3) p(x)eC'[01] va ¢(0)=0, ¢'(1)=0

bajariladi deb hisoblaymiz.

(1) tenglama V(x) =1-x involyutsiyani 0’zida saqlovchi eng soda
xususoy hosilali differensial tenglamadir. Involyutsoyaga ega bo’lgan
tenglamalar ustida ko’plab tadqiqotlar olib borilmoqda ( masalan [1] va unda
keltirilgan adabiyot-larga garang) .

(1)-(2) masalaning yechimini topish uchun Fur’ye usulidan
foydalanamiz. Biz keltirgan shartlar masalaning klassik yechimini, ya’ni har
ikkala argument bo’yicha wuzluksiz differensialanuvchi yechimni toppish
imkoniyatini beradi. ¢(x) funksiyaga nisbatan qo’yilgan shartlar tabbiy bo’lib ,
bu funksiya (1)-(2) chegaraviy masaladan kelib chiquvchi xos funksiani
ganoatlantiradi. q(x) funksiyaga qo’yolgan shart esa masalani tadqiq qilishdagi
ko’plab muammolarni osonlashtiradi va yechim ko’rinishining yaxshi shaklini
beradi.

Ishda [2] ning usullaridan foydalaniladi va bu usul funksional gatorni hadlab

differensiallashdan chetlanishga imkoniyat yaratadi.
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Fur'ye usuliga ko’ra u(x,t)=y(x)-T(t) belgilash kiritamiz. Natijada (1)

tenglama

yoki
T'(t) _ y'@—x)+q(x)y(x)

BiT(t) y(x)
ko’rinishda yozilishi mumkin. Oxirgi tenglikning chap qismi faqat t ga , o’ng

gismi esa fagat X ga bog’liq funksiyalar bo’lgani uchun , bu tenglik o’zgarmas

sondan iborat, ya’ni

T’ _y@-x)+ay(x) _ ,

BiT(t) y(x)
Bundan y(x) funksiya uchun
y'@=x)+a(x)y(x) = Ay(x), €)
»0)=0 (@)

xos giymatlar masalasini, T(t) funksiya uchun esa T(t)=ce*'”" ifodani hosil
gilamiz.
2. (3)- (4) masalaning yechimini topamiz. (3) tenglamada x ni 1—x ga
almashtirib, y(x)=z,(x), y(Ll—x)= z,(x) belgilashlar kiritsak,
2;(%)+ 90— x)z,(x) = 4z, (x),
—25(x)+a(x)z,(x) = 22, (x)
();)) belgilash  kiritsak, bu

(%)

tenglamalarni hosil qilamiz. Agar z(x)=(2

tenglamalarni vector matritsa usuli bilan
ol ol A}
7,(x)

yoki  z(x)= (22 (X)) ga nisbatan

Bz'(x)+ P(x)z(x) = Az(x) (5)
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Drak sistemasi ko’rinishida yozishimiz mumkin, bu yerda

B:[O ‘j,p(x):(q“) 0 )j va 2,()= 2,(1— ).

1 0 0 q(l-x
Zl(x)} funksiya (5) sistemaning yechimi
z,(x)

bo’lib, z,(x)=2z,(1-x) tenglik bajarilsa, u holda y(x)=z,(x) funksiya (3)

Teskarisi ham o’rinli: agar Z(X):(

tenglamaning yechimi bo’ladi.
1-lemma. (5) tenglamaning umumiy yechimi
z(x)=z(x,4)=TV(x,4) (6)

ko’rinishga ega, bu yerda

T :[ t _ij  V(x,2)=diag(u, (x)e ™, u,(x)e™),

ul(X)=e><p[i§q(t)dtj, uz(X)=e>@[—iTQ(t)dtj ,

0
c, L

c= , C,C, —ixtiyoriy 0’zgarmas sonlar.
C,

Eslatma 1).B  matritsani diognal ko’rinishga keltiruvchi, ya’ni

i 0
T'BT :£0 ij tenglikni ganoatlantiruvchi

ol el el el

matritsalar mavjud bo’lib, bu matritsalarga teskari matritsalar mos ravishda

11 1 i -i 1 -i 1
Tl_l = 1 . ) Tz_l = 1 - T3_1 = 1 ; ) T4_1 = l .
2\1 1 21 -1 201 1 201 -1

ko’rinishga ega.

Eslatma 2). (5) tenglamaning umumiy yechimi komponentalari bo’yicha

quyidagi ko’rinishga ega:

Zl(x): Clul(x)ei/lix _Cziuz(x)e/lix, ZZ(X): —cliul(x)e*’“x +C2iU2(X)e’“X
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bu yerda

u,(x) = exp(ijq(t)dtJ , Uy (x) = exp [— ijq(t)dtJ
0 0
: : : 0 - L :
Isboti. Dastlab (5) sistemadagi B = (1 0 j matritsani kanonik ko’ronoshga

keltiramiz. B matritsaning xarakteristik tenglamasi |B—kE=0< k®+1=0

tenglama +i ildizlarga ega bo’lgani uchun  uning kanonik shakli

D = diag(i,—i) ko’rinishda bo’lib bunga T BT = D tenglik orgali erishiladi.

a a
Agar T = (all alzJ almashtirish matritsasi bo’lsa, u holda bu tenglikni
21 922

BT =TD < 0 - (A A _ 41 4| i O' N
-a,;, —a A —al
<:>£ 21 22}2( 11_ 12)
aq a; Al —ayl
ko’rinishda ifodalashimiz mumkin. Oxirgi tenglikdan

a;;, =la, =—l,a,=-,a,, =1 bo’lgani uchun almashtirish

) i 1
atritsasi T :( ]
—1
1 —i
-1 1

10 1 —i
_)
0 1 0 2

bo’lgani uchun bu tenglikdan T~ :(

[

] dan iborat. Bu matritsaga teskari matritsani topamiz.
10 1 -i| 1 O 1 0|1/2 il2
. - . - :

1 0 1 |i/2 1/2 0 1 ]i/2 1/2

/2172 ekanligini aniglaymiz. Endi
i/2 1/2 Jint anigaymiz.

(5) tenglamada z = Tv almashtirish kiritamiz. U holda
BTv'(x)+ P(x)Tv(x) = ATv(x)
tenglik hosil bo’ladi. Hosil bo’lgan tenglikni chapdan T~ matritsaga
ko’paytirilsa
T BTV(X)+ T P(X)Tv(x) = AT "Tv(x),
yoki
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DV/(x)+T 7 P(x)JTv(x) = Av(x),
yoki nihoyat
V'(x)+ P (xv(x) = AD 'v(x) (7)
tenglamani hosil gilamiz, bu yerda
P.(x)=D7'T*P(xJT = D 'q(x),
chunki q(x)=g(l- x) simmetriklikdan P,(x) ham diognal matritsa bo’ladi.
Endi (7) sistemani komponentalari bo’yicha yozsak bu sistema ikkita
vi(x)—ig(xy (x)==avi(x).  v5(x)+ia(xv,(x)=Av,(x)
tenglamalarga ajraladi. Bu tenglamalarning umumiy yechimlari mos ravishda
vy (x)=v,(x, 2)=cu (x)e ™™, v, (x) =V, (x,4)=c,u,(x)e™™
Bu yerda u,(x),u,(x) lemma shartida aniglangan funksiyalar, c,,c, —ixtiyoriy
0’zgarmas sonlar.
Nihoyat (7) tenglamaning yechimini matritsa ko’rinishida yozib (6)
formulani hosil gilamiz. Lemma isbotlandi.
2-lemma. (3) sistemaning umumiy yechimi
y(x)=y(x,2) = colx, 1) ®)
ko’rinishga ega, bu yerda

1
—i{q(t)dt

p(x, A)=u(x)e © e —ju,(x)e*"* , c—ixtiyoriy o'zgarmas son

yA
Isboti. Agar Z(X)z( ) funksiya (5) sistemaning yechimi bo’lsa va

2,(x)
Z,(X)=z,(1-x) bo’lsa, u holda y(x)= z,(x) funksiya (3) sistemaning yechimi
bo’lishi yuqorida ko’rsatolgan edi. Xususiy holda bundan
2,(1)=12,(0) )

tenglikni hosil gilamiz. (6) va (9) dan

c,u;(0)—ic,(0) = —ciiu, (e +c,u, (L™
yoki

¢,[uy (0)+ iu, (e | = ¢, |u, e +iu, (0)] (10)
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1

—i[q(t)dt
u,(0)=1,u,(0)=1, u,(1)e ° =u;" (1) bo’lgani uchun (10) dan

c,fL+iu, @ = cou, e Lt iu, (e |
Bundan ¢, =c,u,(@)e*" bo’lgani uchun
y(x) = z,(x) = cu (x)e ™ = cyiu, (x)e** = cop(x, 4)
bo’lib, bu (8) ni isbotlaydi.
Endi masalaning xos giymati va xos funksiyalarini topamiz.

3-lemma. (3)-(4) chegaraviy masalaning xos giymati
1
A, =2m+a,neN, buyerda a=%+jq(t)dt , (11)
0

va unga mos xos funksiya
A (X): p(l— X)eZnni(lfx) _ ip(x)ebmix’ (12)
buyerda p(x)=u,(x)e®".

Isboti. (4) va ( 8) ga ko’ra xos giymatlarni topish uchun ¢(0,4)=0, yoki

u (0 °© M0 _jy,(0)*° =0,

yoki
(Cifaay
e ©0 =g
Bu tenglikdan

A, =2m+a,nel’

1
x0s giymatlarni topamiz, bu yerda a = % + [ q(t)dt.
0

Endi masalaning y,(x)=¢(x,4,) xos funksiyalarini topamiz.

u (x)= em(iiq(t)dt] =exp(iiq(t)dt —ijl):q(t)dt] .
= e><p(a - il_gxq(t)dtjz e™u,(1-x)
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Biz bu yerda yana q(x) potensialni simmetrikligidan foydalandik.

Demak, yugoridagi belgilashlarga asosan

—ilq(t)dt

Y (X 4,) =uy (x)e * eﬂ“i(l_x)—iuz(x)eﬂ“ix=u1(x)e“a.e2””i(1*X).eia(H)_
—iuz(x)-ez’”"X a'x—uz (1-x) ™62 iy (x)e™e?™ =
= pla-)e ™ ip(x)e

Lemma isbotlandi.

3.2-§.Masala xos giymati va xos funksiyalarining xossalari.

Dastlab {y,(x)} funksiyalar sistemasining xossalarini tekshiramiz.
4-lemma. {y,(x)} funksiyalar sistemasi L,[0,1] fazoda to’liq ortonormal

sistemani tashkil giladi.

Isboti. Xos funksiyalari {y,(x)} bo’lgan L operatorni garaymiz:
Ly = y'@-x)+a(x)y(x), y(0)=0
Bu operatorga qo’shma bo’lgan L™ operatorni topamiz. Aytaylik z(x)eW,[0,1]
bo’lsin. U holda

(Ly.2)= [[y'@=x)+a0x)y(x )R%)dx:Iy'a—xmmiq(x)y(xmx:
Iy' Qi x+Iq (2l = y(Uz0)+ iy<x>z'<1—x>+z<x>wx

Bundan L*z(x)=2z'(1—x)+q(x)z(x), z(0)=0, ammo q(x) hagigiy funksiya

O‘—.H

bo’lgani uchun, u holda L =L" bo’lib bundan xos funksiyalarning ortogonalligi
kelib chigadi.

Endi {y,(x)} funksiyalar sistemasining to’laligini ko’rsatamiz.
Aytaylik f € L[0,]] bo’lib, f funksiya y,,neZ funklsiyaga orthogonal
bo’Isin. U holda
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(s )= 300 [ T2 iple -

= i FL-x)p(x)e*™™ - iiﬂﬂp(X)ez”””dx = £ [FA=%)=iT(x)|p(x)e>™ =0

{ez’mix} trigonometrik sistema tola bo’lgani uchun oxirgi tenglikdan
f(1—x)+if(x)=0,xe[0]] (13)
ayniyatga ega bo’lamiz. (13) tenglikda x ni 1—Xx ga almashtirib hosil bo’lgan
tenglikni i ga ko’paytirib
if (x)+i°f(l-x)=0 (14)
ayniyatga ega bo’lamiz. (13) va (14) tengliklarni hadlab qo’shib f(x)=0

ekanligini ko’ramiz. Lemma isbotlandi.

Eslatma. 4-lemmadan (11) xos giymatlar bir karralliligi kelib chigadi.

Yo (X)
¥4l

norma. U holda y; (x)=yy,(x), bu yerda

5-lemma. Aytaylik y,(x)= bo’lsin, bu yerda |y,|-L,[0;1] fazodagi

’ :%[1], [1]:1+o(%j
Isboti.

N P S LR ey LT
j p(L—x)p(x e~ ™ dx — jp p(1— x )™ dx

Uchinchi va to’rtinchi integrallarni bo’laklab integrallash, ularga kiruvchi

eksponentalarni chegaralanganligi hamda |p(x)|=1 ekanligini e’tiborga olsak

Hyn HZ =2+0(1/ n) ekanligini ko’ramiz, bundan esa lemmaning tasdig’i kelib
chigadi.
L operatorning L,[0;1] fazodagi aniglanish sohasini D, bilan belgilaymiz.
6-lemma. Agar f(x)e D, bo’lsa, u holda bu funksiyaning {y,(x)} xos
funksiyalar bo’yicha Fur’ye gatori [0;1] kesmada absolyut va tekis yaginlashadi.
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Isboti. f(x) funksiyaning {y,(x)} xos funksiyalari bo’yicha Fur’ye qatori

> (Fya W2ya () =3 (F, v b2y (x)

ko’rinishga ega. Aytaylik g, haqgiqiy soni L operatorning xos giymati
bo’lmasin. E birlik operator uchun (L - ,E)f =g bo’lsin. U holda f =R, g

bu yerda R, — L operatorning rezolventasi. Shu bilan birga
(L _ﬂoE)yg = (;tn — Ho )yg’

bndan yy = (4 — )R, ¥ Va

(f.v0)=(R,0.v2)=(0.R, ¥°)= (0.v?)

Ao = Ho
Shuning uchun

0

> (FyIM =3

o0 = Ao — Hy

CRHHE

1
Ao — Mo

" 2
= O(lj va Z‘(g, yﬁ] <o bo’lgani uchun lemmaning tasdig’i
n

Koshi  Bunyakovskiy  tengsizligi va  y.(x) xos funksiyaning
chegaralanganligidan kelib chigadi.

6-lemmadan Z\cn\ gatorning yagqinlashishi kelib chigadi. Shuning uchun
fo(x)=>c,e®™™ funksiya (—oo,+00) oraligda uzluksiz va davri 1 ga teng

2
n-

bo’lgan davriy funsiyadir, bu yerda c,, = (f(x),y, (x))y
7-lemma. x €[01] bo’lganda

fo0)= 5 o)+ o—x] (15)

formula o’rinli.

Isboti. 6-lemmaga ko’ra x € [0;1] bo’lganda

P = (0., 2 (X) = 0¥ ()= Lo [l e ("]

—00
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bundan

(%)= pL—x)fo (L~ x)~ip(x)f,(x) (16)
o(1—x)= p(x)fo(x)=ipL—x)fs (1~ x) (17)

(16) va (17) dan
ip(x)+p(1-x)=2p(x)fo(x) (18)

(18) dan esa (15) kelib chigadi.

Eslatma. f, (X) funksiya davriy bo’lgani uchun [0;1] kesmadagina berilgan
qiymati bilan butun son o’qida bir qiymatli aniqlanadi. Shuning uchun f,(x)
funksiya gator bilan emas balki (15) formula bilan beriladi.

8-lemma. Agar ¢(x)eC![0:1], »(0)=¢'(1)=0 bo’lsa, u holda f,(x)
funksiya butun son o’qida uzluksiz differensiallanuvchi bo’ladi.

Isboti. (15) formuladan f,(x) funksiyaning [0;1] kesmada uzluksiz

differensiallanuvchanligi (kesma chetlarida bir tonlamali hosilalar tushuniladi)
kelib chigadi. f,(x) davriy funksiya bo’lgani uchun, bu funksiya x=n,ne N
nugtalardan boshga butun (—oo,+00) son o’qida uzluksiz differensiallanuvchi
bo’ladi. fj(n—0)= fy(n+0) ekanligini ko’rsatamiz. f,(x) funksiyaning
davriyligiga ko’ra
f;(0+0)= f4(0-0) (19)

ekanligini ko’rsatish yetarli. (18) ifodani differensiallab

i9/(x)— ' (L—x) = 2p"(x) o (x) + 2p(x) T3 (x) (20)
tenglikni hosil gilamiz. (20), lemma shartlari va

f5(0)= fo(1), f5(1—-0)= f;(0-0)

shartlardan
2p'(0)f5(0)+2p(0)f;(0+0)=ig'(0),  2p'(1),(0)+2p()f;(0-0)=-ig'(0)

tengliklarga va bulardan
2 p'(0)+ip' W], (0)+2[p(0)T5(0+0)+ip’@)f;(0-0)]=0  (21)
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tenglikni hosil gilamiz. Shu bilan birga

(0) 1 )= 4]t e e 150 il

p'(0)=-iq(0)+ia, p'))=qlt)=a
hamda q(0)=q(1). U holda p'(0)+ip’(1)=0 bo’lib (21) dan (19) kelib chigadi.
Lemma isbotlandi.
Eslatma. ¢'(1)=0 shart tabbiy, chunki barcha xos funksiyalar bu shartni
ganoatlantiradi.
3.3-§.Masalaning klassik yechimi. Fur’ye usuliga ko’ra (1),(2) masalaning

u(X,t) yechimi formal ko’rinishda

> (p.¥2 00 = 3y (" @2)

qator ko’rinishida ifodalanadi, bu yerda c, = (f(x),y, (x))y2.
9-lemma. Barcha x €[0;1] va t e (—a0,4+00) lar uchun (22) gator absolyut va

tekis yaginlashadi va uning uchun quyidagi
> CoYn(x)e ™ =¥ [p(1—x)foL-x+ At)=ip(x)fo(x + A)]  (23)

formula o’rinli, bu yerda p(x)=u,(x)e'®".
Isboti. (22) gatorning yaginlashishi 6-lemmadan kelib chigadi. Keyin

3 c,¥n (e = 3, [pa—x)e?™ ) —ip(x)e? ™ st =

_ eaﬁit|: p(1— X)icneZﬂni(l—x+ﬂt) B ip(x)icnebzni(x+ﬂt):|

—00 —00

Bundan (23) kelib chigadi.
Teorema. Agar ¢(x)e CH0:], ¢(0)=¢'(1)=0.q(x)eC[01] q(x)=qgl-x)

bo’lsa, u holda (1),(2) masalaning klassik yechimi mavjud va u

u(x,t)=e¥"[p(l—x)fo(L—x+ A)=ip(x)fo (x + A)], (24)
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ko’rinishga ega, bu yerda p(x):e)@(aix—ijq(t)dtj, fo(x) davri 1 ga teng
0

bo’lgan davriy funksiya bo’lib [0,1] kesmada
1 .
fo(X)=——lip(X)+ @l — X 25
o(%) 2p(x)[co( )+ p(1—x)] (25)
Isboti. Yugorida agar (25) tenglik bilan berilgan f,(x) funksiyani butun son

o’qida 1 ga teng davr bo’yicha davom ettirsak, u holda son o’qining barcha
nuqtasida uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo’lishi ko’rsatilgan edi. Endi
(24) formula bilan berilgan u(x,t) funksiya (1),(2) aralash masalaning yechimi
bo’lishini ko’rsatamiz.

Dastlab u(X,t) funksiya (1) tenglamani qanoatlantirishini ko’rsatamiz.

%U(X,t): ae® [p(L—x)fo(L—x+ Bt)—ip(x)fo(x + pt)]+

+ et pL— ) FL—x + At)—ip(x) F(x + A))

u@t% :aeam{—p'(l—é)fo(l—é‘+ﬂt)—p(l—eg)fo'(l—5+ﬂt)—}
i — pA=x)fo(E+ g —ip(E) fy (& + )
_ o {— p'(x) o (x + At) - p(x) fy(x + Bt) - }
- p'(-x)foll—x+ At)—ip(L— x)fg(1— x+ At)

Hisoblanganlarni (1) formulaga qo’yib

[ foll—x+ At)ap(t—x)+ip’@—x)— plL-x)a(x)]+ fo(x + A)-

e - aip(x) ¢ B0 + im0+ 1501 ) pl )t +ipl )
|+ fo(x+ A= p(x)+ p(x)]

tenglikni hosil gilamiz. Oxirgi ikkita kvadrat gavslardagi ifodalar nolga teng.

&=1-x

p(x) va p'(x) ifodalarinig oshkor ko’rinishlarini qo’ysak birinchi va ikkinchi
kvadratdagi ifodalarining ham nolga tengligini ko’ramiz. Demak u(x,t)

funksiya (1) tenglamani ganoatlantiradi.
Shu bilan birga x €[0,1] bo’Iganda

u(x,0)= p(L-x)f, (1—x)=ip(x)f, (x) = ¢(x)
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ya’ni boshlang’ich shart bajariladi.
Nihoyat,

u(0,t)=e*"[p()f,(At)-ip(0)f, (A)] =0,

ya’ni chegaraviy shart ham bajariladi. Teorema isbotlandi.
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III bob bo’yicha xulosa:

IIT bobda biz involyutsiya xossasiga ega bo’lgan xususiy hosilali
differensial tenglamalarni yechishni ko’rib chiqilgan. Bunday tenglamalarni
yechish uchun avvalo Fur’ye usuli tadbiq qilingan bo’lib, bu usulda yechmni
ikkita oddiy funksiyalar ko’paytmasi orqgali ifodalash kiritilgan. Bu holda
tenglama ikkita oddiy differensial tenglamalar sistemasiga keladi. Bu
sistemalarni yechishda xos qiymat va xos funksiyalarni topishga to’g’ri ke
ba’ladi. Bundan tashqari chiziqli algebraning ba’zi tushunchalari: Teskari
matritsa, diogonal matritsa va h.k. lar yechimni izlashda qo’l keladi. Shunday
qilib yechim qator ko’rinishida izlanadi. Topilgan qatorni berilgan differensial
tenglamaning umumiy yechim bo’lishi uchun uni tekis yaqinlashishga
tekshiriladi. Yugoridagi shartni ganoatlantirsa bu gator yechim bo’ladi aks holda
yechim mavjud bo’lmaydi. Bu jarayon o’ta murakkab bo’lgani uchun hamma
masalaning ham yechimini topishga muvaffaq bo’lavermaymiz. Xulosa qilib
aytganda biz yuqorida keltirgan usul har doim ham kutilgan natija

beravermaydi.
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Xulosa

Magistrlik dissertatsiyasida involyutsiya xossasisiga ega bo’lgan
differensial tenglamalar bayon etilgan bo’lib, dastlab involyutsiya, kasr chizigli
akslantirishlar uchun involyutsiya hosil bo’lishining yetarli shartlari,
involyutsiya hosil giluvchi tenglamalarni yuqori tartibli Eyler tenglamalariga
keltirish usullari turli xil misollar vositasida bayon etildi.

Dissertatsiyada involyutsiya xossasiga ega bo’lgan differensial
tenglamalarning eng sodda hollarini muhokama qilamiz va ularning
xususiyatlarini o’rganamiz. Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan differensial
tenglamalar haqida birinchi ish [3] adabiyotda ko’rsatilgan 1940 yilda
Philosific Magazine jurnalining 30- tomining 7-seriyasida e’lon qilingan
1

Silberstein R.ning “ Solution of the equation f'(X): f(
X

j ”  mavzudagi

hamda W.5I. Bunep ning Jduddepenmuanbusie ypaaerus jurnalining 1969 vyil
5-tomida e’lon qilingan “/luddepeHnmanbabie ypaBHEHUS] C WHBOJIOIMUSMU
mavzusidagi maqolalaridir. Ammo internet sayitlarida bu sohalar bo’yicha e’lon

gilingan magolalarni deyarli uchratmadik va mustaqil tarzda

1
f'(x)=f| =
00=1(%]
tenglamaning umumiy ko’rinishi
y(x)=CA/x cos(% - ? In\x\)

funksiyadan iborat bo’lishini aniqladik, shundan so’ng 1.51. Bunep [12] ning

f'(x):f(xfaj

magqolasi bo’yicha
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ko’rinishdagi tenglamalar taxlil qilindi. Shu bilan birga ikkinchi tartibli

: : y 1 . .

involyutsya xossasiga ega bo’lgan f(X)=f(—j tenglamaning umumiy
X

yechimi aniqlash masalari ko’rildi. Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan

f(x)= f@

tenglama birinchi bor Zilbershteyin tomonidan taxlil qilingan bo’lib, tagdim

etilayotgan ishda

ko’rinishdagi tenglamalarga o’tkazish masalasi ko’plab misollarda garab o’tildi.

Tadqiqotlarni involyutsiya xossasiga ega bo’lgan bir jinsli bo’lmagan
1 1
0= Pt + |+ g0+
X 9(x)

tenglamalar ustida ham olib borish mumkin deb o’ylaymiz.

Umuman dissertatsiyada olingan asosiy natijalar:

a) involyutsiya va uning xossalarini ifodalovchi birinchi tartibli chizigli
differensial tenglamalar tadqiq qilinishi;

b) involyutsiya xossasiga ega bo’lgan Zilbershteyin tipidagi ikkinchi tartibli
differensial tenglamasining yechimi keltirilishi;

C) Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan

ko’rinishdagi tenglamalarga oid ko’plab misollarni ko’rilganligi;
d) involyutsiya gatnashgan birinchi tartibli xususiy hosillali differensial
tenglama uchun aralash masala garalgan va bu masalaning klassik yechimi

Fury’e usuli bo’yicha keltirib chiqarish amalga oshirilishi.
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Andijon Davlat Universiteti Fizika-matematika fakul’teti
5A130102 - “Differensial tenglamalar” magistratura
mutaxassisligi bo’yicha bitiruvchisi Usmonov Baxromning
“INVOLYUTSION XOSSASIGA EGA BO’LGAN XUSUSIY
HOSILALI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR” mavzusidagi
magistrlik dissertatsiyasiga
TAQRIZ
Magistrlik dissertatsiyasida involyutsiya xossasisiga ega bo’lgan

differensial tenglamalar bayon etilgan bo’lib, dastlab involyutsiya, kasr chizigli
akslantirishlar uchun involyutsiya hosil bo’lishining yetarli shartlari,
involyutsiya hosil giluvchi tenglamalarni yuqori tartibli Eyler tenglamalariga
keltirish usullari turli xil misollar vositasida bayon etildi.

Dissertatsiyada involyutsiya xossasiga ega bo’lgan differensial
tenglamalarning eng sodda hollarini  muhokama qilamiz va ularning
Xususiyatlarini o’rganamiz. Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan differensial
tenglamalar haqida birinchi ish [3] adabiyotda ko’rsatilgan 1940 yilda
Philosific Magazine jurnalining 30- tomining 7-seriyasida e’lon qilingan
1

Silberstein R.ning “ Solution of the equation f'(x)= f(
X

j ”  mavzudagi

hamda W.5I. Bunep ning Jduddepenmuansusie ypaaerus jurnalining 1969 vyil
5-tomida ¢’lon qilingan “/luddepeHnuanbabie ypaBHEHUS C WHBOJIOIMUSAMH
mavzusidagi maqolalaridir. Ammo internet sayitlarida bu sohalar bo’yicha e’lon

gilingan magolalarni deyarli uchratmadik va mustaqil tarzda

1
f'(x)=f| =
0= 1(%]
tenglamaning umumiy ko’rinishi
y(x)=Cvx COS(% —~ ? In\x\)

funksiyadan iborat bo’lishini aniqladik, shundan so’ng 1.51. Bunuep [12] ning

magqolasi bo’yicha




ko’rinishdagi tenglamalar taxlil qilindi. Shu bilan birga ikkinchi tartibli

: : y 1 . .

involyutsya xossasiga ega bo’lgan f(X)=f(—j tenglamaning umumiy
X

yechimi aniqlash masalari ko’rildi. Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan

f(x)= f@

tenglama birinchi bor Zilbershteyin tomonidan taxlil qilingan bo’lib, tagdim

etilayotgan ishda

ko’rinishdagi tenglamalarga o’tkazish masalasi ko’plab misollarda garab o’tildi.

Tadqiqotlarni involyutsiya xossasiga ega bo’lgan bir jinsli bo’lmagan
1 1
0= Pt + |+ g0+
X 9(x)

tenglamalar ustida ham olib borish mumkin deb o’ylaymiz.

Umuman dissertatsiyada olingan asosiy natijalar:

b) involyutsiya va uning xossalarini ifodalovchi birinchi tartibli chizigli
differensial tenglamalar tadqiq qilinishi;

C) involyutsiya xossasiga ega bo’lgan Zilbershteyin tipidagi ikkinchi tartibli
differensial tenglamasining yechimi keltirilishi;

¢) involyutsiya xossasiga ega bo’lgan

ko’rinishdagi tenglamalarga oid ko’plab misollarni ko’rilganligi;
d) involyutsiya gatnashgan birinchi tartibli xususiy hosillali differensial
tenglama uchun aralash masala garalgan va bu masalaning klassik yechimi

Fury’e usuli bo’yicha keltirib chiqarish amalga oshirilishi.

Tagrizchi : ADU matematika kafedrasi dotsenti,
f. m. f.n. G.Mo’minov
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