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KIRISH

Ta’lim jarayonini tashkil etish, uni yetarli materiallar bilan ta’min-
lash, o‘quv jihozlaridan magsadli foydalanish, o‘quvchi fikrini darsga
doimiy jalb etish o‘qituvchidan katta mahorat, bilim va ko‘nikma talab
etadi.

Keyingi yillarda matematik hamda boshga murakkab masalalarni
hal qilishda turli hil dasturlarning o‘rni juda muhim ahamiyat kasb et-
moqgda. Shulardan biri Maple simvolli matematik dasturlash tilidir,

Maple — simvolli va sonli hisoblarni tez va samarali bajarish uchun
mo‘ljallangan hamda elektron hujjatlarni tayyorlash va grafik vizual-
lashtirish vositalariga ega bo‘lgan kompyuter matematikasining yetakchi
tizimlaridan biridir.

Ushbu qo‘llanmaning magsadi talabalarning mustaqil o‘zlashtiri-
shini tashkil etish, ularni matematik fanlarga oid masalalarni matematik
paket Maple dasturi yordamida bajarish usullarini o‘rgatish, Maple das-
turi imkoniyatlarini ochib berish, darslarni o‘tishda kompyuter texnolo-
giyalaridan foydalanishni o‘rgatish, shu bilan birga, talabalarning bu so-
hadagi gizigishlarini oshirish, yechilgan misollarni Maple dasturlari yor-
damida tekshirish va 0‘z ustlarida mustaqil ishlashni o‘rgatishdir.

Ushbu uslubiy qo‘llanmada kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar
nazariyasi masalalarini yechish uchun Maple matematik paketning qo‘l-
lanilish imkoniyatlari garalgan. Kompleks sonlar ustida amallar, kom-
pleks sonlarni kompleks tekislikda tasvirlash, kompleks sonlar ketma-
ketligi limitini hisoblash, Maple dasturining grafik imkoniyatlaridan foy-
dalangan holda, kompleks tekislikdagi sohalarni tasvirlash, kompleks
o‘zgaruvchili funksiyalarning qiymatini hisoblash va bu funksiyalar yor-
damida sohalarni akslantirishga doir misollar yechib ko‘rsatilgan.

Bu misollardan matematik masalalarni yechishda kompyuter mate-
matikasining zamonaviy imkoniyatlarini qo‘llash katta samara berishini
ko‘rish mumkin.



1. KOMPLEKS SONLAR VA ULAR USTIDAAMALLAR
1.1. Kompleks son tushunchasi

1-ta’rif. z kompleks son deb z = x + iy ko‘rinishdagi ifodaga
ay-tiladi, bunda z va y lar haqgiqiy sonlar, i esa (i* = —1) mavhum
birlikdir.

Odatda, = hagigiy songa z kompleks sonning hagiqgiy gismi, y ha-
qiqiy songa esa z kompleks sonning mavhum qismi deyiladi va
r = Rez, y = Imz kabi belgilanadi. Kompleks sonlar to‘plami C
bilan belgilanadi.

2-ta’rif. Agar o, = z,, y, = —y, bo‘lsa, y holda z, = z, + 1y,
kom-pleks son z, = z; + 1y, 9a qo ‘shma kompleks son deyiladi va 7,
kabi bel-gilanadi.

Demak, z = = + iy bolsa, z = x + iy = = — iy bo‘ladi.

3-ta’rif. Ikkita 2, = z, + 1y, va z, = z, + iy, kompleks sonlar

be-rilgan bo‘lib, z, = z,, y; = y, bo‘lsa, unda 2 va z, kompleks

sonlar bir- biriga teng deyiladi.
Kompleks sonlar uchun “katta” va “kichik” tushunchalari mavjud
emas.

Aytaylik, ikkita 2, = z, + iy, va z, = x, + iy, kompleks sonlar
be-rilgan bo‘lsin. Ular ustidagi arifmetik amallarni aniqlaymiz.

4-ta’rif. lkkita 2, =z, +1iy, va 2z, =z, +1y, kompleks
sonlarning yig‘indisi deb z, + z, = (z; + z,) + i(y; +y,) kompleks
songa aytiladi.

5-ta’rif. Ikkita 2z =2 +iy, va 2z, = x, +iy, kompleks
sonlarning ko‘paytmasi deb 2z, = (@) — y,yy) + U2,y + ¥,T5)
kompleks songa ayti-ladi.

6-ta’rif. Ikkita 2z =2 +iy, va =z, =, +iy, kompleks

: : : z 1Ty + YTy — X
sonlarning bo‘linmasi deb -+ = 122 Ny 9t — b kompleks

2 2 2 2
&) Ty + Y5 Ty + Y5

songa aytiladi.
7-ta’rif. Ikkita 2z =z +idy, va z, =z, +1y, kompleks
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sonlarning ayirmasi deb 2z —z, = (z;, —x,) + iy, —y,) kompleks
songa aytiladi.
8-ta’rif. z kompleks sonning n-darajasi deb 2" =z-2---2z ga
ay-tiladi. '
O-ta’rif. 2 kompleks sonning n-darajali ildizi e deb, w" = z ni
ganoatlantiruvchi w kompleks songa aytiladi.

1.2. Kompleks sonning geometrik tasviri
Tekislikda, Oxy Dekart koordinatalar sistemasida z = x + iy

kom-pleks son koordinatalari  va y bo‘lgan M(z,y) nugtani ifodalaydi
(1-chizma).

Y
Y- ,M(flf, y)
i .
90 .
0 X X
1-chizma.

Shu M(x,y) nuqta z = = + iy kompleks sonning geometrik
tasviri deyiladi. Demak, har bir kompleks son tekislikda bitta nugtani
ifodalay-di. Aksincha, tekislikdagi har bir nuqta haqgigiy gismi shu
nuqtaning absissasiga, mavhum qismi esa ordinatasiga teng bo‘lgan
kompleks sonni ifodalaydi.

Shunday qilib, tekislikning barcha nugqtalari to‘plami bilan barcha
kompleks sonlar to‘plami orasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud.
Bunda barcha hagigiy sonlarning geometrik tasviri absissalar o‘qini, bar-
cha sof mavhum sonlarning geometrik tasviri ((0,0) nuqtadan fargli) esa
ordinatalar o‘qini ifodalaydi. Shuning uchun abssissalar o‘qini haqiqiy
0 ‘q, ordinatalar o‘qini esa mavhum o ‘q deyiladi. Oxy tekislikni esa kom-
pleks tekislik deyiladi va C harfi bilan belgilanadi.

1-chizmadagi O_M vektorga M(x,y) nugtaning radius vektori
deyilib, bu vektorning uzunligi » ga z = = + iy kompleks sonning
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moduli de-yiladi va |z| kabi belgilanadi. OM vektor bilan Oz hagigiy

o‘gqning musbat yo‘nalishi orasidagi ¢ burchak z kompleks sonning
argumenti deyiladi va ¢ = argz kabi belgilanadi.

Agar z = x + iy kompleks son berilgan bo‘lsa, uning moduli va
argumenti quyidagi tengliklar yordamida hisoblanadi:

r:‘z‘:\/x2+y2,

arctgg, agar x > 0,y > 0 bo'lsa,
x

Y = argz = q Cl?”Ctgg + m, agar x < 0 bo'lsa

x

afr’ctg2 + 27, agar x > 0,y <0 bo'lsa
x

1-chizmadan

T

cosp = —, sing = ¥
r

ekanligini hosil gilamiz va bundan
z =1z 4 iy = r(cosy + isiny)
ifodaga ega bo‘lamiz. Bu ifoda z kompleks sonning trigonometrik
ifodasi (shakli) deyiladi.
e’ =cosp + isiny
tenglik Eyler formulasi deyiladi. Bundan
2z = re"
kompleks sonning ko‘rsatkichli ko‘rinishi kelib chigadi.
1-teorema. Ikkita z, va z, kompleks son ko ‘paytmasining moduli
shu kompleks sonlar modullarining ko ‘paytmasiga teng.
22| = ||| 2|
Ikkita kompleks son ko‘paytmasining argumenti shu kompleks

sonlar argumentlarining yig‘indisiga teng.
2-teorema. Ushbu

n n

z

= ‘z , argz" = nargz (n € N)

tengliklar o‘rinlidir.



3-teorema. Ikkita kompleks son nisbati L uchun
&)

‘zl‘ 21
= —, arg— = argz, — argz,
‘22 29

i

)
tengliklar o ‘rinli.
Izoh. Kompleks sonlar argumentlariga doir keltirilgan tengliklarda

kompleks son argumenti shu songa mos radius vektorning tekislikdagi
holati ma’nosida tushuniladi.

Yugoridagilardan z" uchun
2" = [r(cosgp + isin ) ]n = r"(cosny + isinny)
Muavr formulasi kelib chigadi.

1.3. Maple dasturida masalalarni yechish
Maple dasturida ¢+ mavhum birlik I simvoli bilan yoziladi, shuning
uchun x + 2y kompleks son dasturga x+y*I ko‘rinishida kiritiladi.
Masalan,
> z[1]=-4-3*1; z[2]=-1+2*I;
zy=-4-31

22:-1+2I

Kompleks son (kompleks o‘zgaruvchili funksiya) haqiqiy Rez va
mavhum Im(z) qismlardan tashkil topgan, shunga ko‘ra,
> Rez[1]:=Re(z[1]); Imz[1]:=Im(z[1]);
Rez, :=-4

Imz, :=-3

Kompleks sonning qo‘shmasi quyidagicha kiritiladi conjugate (z):
> conjugate (2+3*1);
2-31

Kompleks sonlar ustida arifmetik amallarni bajarish quyidagi mi-
sollarda berilgan:
1. Kompleks sonlarni qo‘shish va ayirish
> (2+3*1)+(4+2*1);
6+5I
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> (2+3*1)-(4+2%1);
-2+ 1

2. Kompleks sonlarni ko‘paytirish va bo‘lish
> (2+3*1)*(4+2*0);
2+161

> (2+3*1)/(4+2*1);

Ly

10

Maple dasturida kompleks sonni kompleks tekislikda tasvirlash
uchun plots paketining complexplot funksiyasidan foydalaniladi. Bu-
ning uchun kompleks sonni kvadratik gavs ichida yozish

> z:=[1+2*1];

z:=[1+21]
va keyin complexplot[plots] funksiyasi yordamida kompleks tekislikda
nuqgtani yasash zarur (2-chizma).

> complexplot[plots](z, x=-2..2, style=point, symbolsize=14);

3

o
||||||||||||||||||||||

Bir vaqgtning o‘zida bir nechta kompleks sonni ham tasvirlash
mumkin.

> 71:=[2+3*1,-2+2*1,1-1];
z1:=[2+31,-2+21,1-1]

> complexplot(z1,x=-2..4,style=point, symbolsize=14);
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Kompleks sonning moduli abs(z) funksiyasi yordamida aniglanadi,
masalan,
> abs(sqrt(3)+2*1);

7

Kompleks sonning argumenti argument(z) funksiyasi yordamida
aniglanadi, masalan,
> argument(sqrt(3)+1);
1

— 7.

6
Eslatma. Maple dasturida kompleks sonning argumentining
giymati (—m,7) oraligda olinadi.
Endi kompleks sonlar ustida amallarni bajarishga doir bir necha

misollarni analitik va Maple dasturida yechilish uslublarini ko‘rib chiqa-
miz.

(14 49)(1 — 20)

1-misol. — ni hisoblang.
— 1
Yechish:
I+491—-2i) @B-91+3) @B—-91+4) 4+2 P
1—3 (1—4)(1+ 1) 12 — 2 '

Maple dasturida yechilishi:
> (1+D)*(1-2*D/(2-1);

2+ |
1+ 4)(1 — 2i)

1—1

Javob: =2+
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1+

1—1

2-misol.

kompleks sonning trigonometrik ko‘rinishini
toping.
Yechish: Oldin 1*

! kompleks sonning hagigiy va mavhum

gism-larini topamiz:

1+i  (I+49)Q+d) 1+i+i+7 _2_
1—i  (1—4)(1+9) 12 — ¢ 2
r=Rez=0, y=Imz =1, u holda kompleks son mavhum
o‘g-ning musbat yo‘nalishida yotadi va argz = arctgg dan
i
arg z = arctg(+o00) = g ga ega bo‘lamiz. Moduli
r =|i| = 0% +1* =1 gateng.

Binobarin 7 = [Cosg + ising].

Maple dasturida yechilishi:
> abs((1+1)/(1-1))*(‘cos'(argument((1+1)/(1-1)))+ 1*'sin'(argument

((X+1)/(1-1))));
1 1
cos|—m |+ Isin|—7
37+ 3

Javob: 1+ = cosz+z'si1r1z
1—14 2 2

3-misol. %— 273 kompleks sonning trigonometrik formasini to-
ping.
1 V3

Yechish: z = Rez = 5 y=Imz = 5 bu holda kompleks

son to‘rtinchi chorakda yotadi va ¢ = argz = arctgg + 27 dan
x
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5
@ = arctg(—\/g) + 27 = —arctg\/g + 27 = —g tor =2

3
ni hosil gilamiz. Kompleks sonning moduli

1 3 \/[;]2+ ?]2:\/g=«/1=1
J3 [ 5m

1
ga teng. Demak, — — i 2 = | cos 2% + jgin 2 |.
2 2 3 3

Maple dasturida yechilishi:
> abs(1/2-(sqrt(3)/2)*1)*(‘cos'(argument(1/2-(sqrt(3)/2)*1))
+I*'sin’(argument(1/2-(sqrt(3)/2)*1)));

1 . 1
cos| ——m |+ Isin| ——7

V3 [ 5o .57r]

1 .
Javob: — — i— = | cos— + isin—
2 2 3

4-misol. /—2 + 2¢ ni hisoblang.
Yechish: —2 + 2¢ kompleks sonning moduli

r=yJ2P 422 = Vit+a =8 =22

va argumenti

Y 2 T 3T
¢ =arctg=+mT=arclg—+ 1 =——+1T=—
x —2 4
ga teng. Muavr formulasiga ko‘ra
sl + 27k 57 + 27k

U holda,
k=0daw = \/E[congrisin%] =141,
k=1da
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3T 3T

— 427 — 4+ 27 11n 11
W, = 2|cosE—— 4isind | = V2| cos—— + isin— | =
3 3 12 12
V3-1 3-1
= —|— -1
2 2
k = 2da
3T 3
— 447 — 44
Wy :\/5 cos4——|—isin4— :\/5 coslg—w—}—z'sinlg—w =
3 3 12 12
_\/5—1_@+1.Z,
2 2 '

Maple dasturida yechilishi:
> solve(z\3=-2+2*I);

11 [_1_11]_&@1, [_1_11]&_@]
2 2 2 2 2 2 2 2
Javob: w, =1+ ¢, w2:_ 3_1+\/§_1-i,
2 2
31 341
Wy = 5 5 )

3
5-misol. 1+ V3 ~ ni hisoblang.

Yechish: 1 + N3 kompleks sonning moduli 2 ga, argumenti g ga

teng. Muavr formulasiga ko‘ra 1 + N3 = 2[(:08% + ising]
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3
1+i\/§ =23 COS3-§—|—’éSin3-§ =
=8 cosm +isint = 8(—1+1i-0) = -8

Maple dasturida yechilishi:
> evalc((1+sqgrt(3)*D"3);
-8

1.4. Mustagqil yechish uchun misollar.
1. Ifodani hisoblang.

1+2; 1 2 — 3i
a) -——; b —.

1—2i 2 (14 24)(37)
2. Kompleks sonlarning trigonometrik shaklini toping.
a)—l—z‘ﬁ; p) =~

2 2 1+
3. Hisoblang.
a) V3 + 4i; b) ¥-8.
4. Hisoblang.
. 10 .3
a) 1+17 b) —4+3i .
Javoblar: 1. a) 3 + Ez’, b) 7 -+ iz’.
5 10 15 15

Adw . 4w 3m .. 3w
2.8) | cos— + isin— |, b) | cos— + isin— |.
3 3 2 2

3.a) (2 + 1), b) i?(x@ +i); & g(@ —i); £+/2i.

4.3a) 32i, b) 125[005(% + 3arctg %) + z'sin(?)?7T + 3arctg 2)}
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2. KOMPLEKS TEKISLIKDA CHIZIQ VA SOHALAR

2.1. Kompleks tekislikda chizig tushunchasi
Egri chizigni tekislikda nuqgtaning uzluksiz harakati natijasida qol-
dirgan izi deb garash mumkin. Harakatdagi nuqtaning koordinatalarini
x va y deyilsa, ravshanki ular biror ¢ o‘zgaruvchining uzluksiz funksi-

yalari bo‘ladi:
r = x(t)
y = y(t)
ayni paytda, (z,y) juftlik kompleks sonni ifodalagani sababli, uni
z = z + 1y ko‘rinishda yozish mumkin. Natijada
z =x 4y = x(t) + iy(t) = 2(t) bo‘ladi.
Demak, 2z =2(f) (o« <t<p3) funksiya [a,3] segmentni
kompleks tekislik nuqtalariga akslantiradi va bu nuqtalar to‘plami esa
kompleks te-kislikda egri chizigni ifodalar ekan. Bunda z, = z(«) egri

(o <t < B)

chizigning boshlang‘ich nuqtasi, z, = 2(3) esa egri chizigning oxirgi
nuqtasi  bo‘ladi.
Agar z(a) = 2(0) bo‘lsa, bunday egri chiziq yopiq deyiladi.

Agar z = z(t) egri chiziqda ¢ o‘zgaruvchining ikkita turli ¢, va ¢,
(¢, = t,) qiymatlariga mos keladigan z(t,) va =z(t,) nugtalar ham

turlicha bo’lsa, u holda egri chiziq Jordan chizig ‘i deyiladi.
Agar xz(t) va y(t) funksiyalar [a,b] segmentda uzluksiz

differensial-lanuvchi ~ bo‘lib,  2'(t) = x'(¢) + iy'(t) = 0  shartni
ganoatlantirsa, z = z(t) = z(t) 4+ iy(t) egri chiziq silliq egri chizig
deyiladi.

2.2. Kompleks tekislikda soha tushunchasi
Biror z, € C nugtava € > 0 son berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. Ushbu U(z,,c) = z€ C: ‘z — Zo‘ < e to‘plamga
z, € C nugtaning e — atrofi deyiladi.
Shunga o‘xshash 2z, € C nugtaning e —atrofi tushunchasi
Kiritiladi:
15



U(zge) = 2€C: plz,2,) <€
Ushbu
z e C: O<‘z—z0‘<8

2€C: 0<plzz) <e

to‘plam z, € C (2, € C) nugtaning e “yilgan atrofi deyiladi.
Faraz gilaylik, C da biror D to‘plam berilgan bo‘Isin.
2-ta’rif. Agar z, € D nugta o zining biror atrofi bilan shu D
to ‘plamga tegishli bo ‘Isa, z, nuqta D to plamning ichki nugtasi deyila-
di.
3-ta’rif. Barcha nuqtalari ichki nugtalardan iborat to ‘plam ochiq

to ‘plam deyiladi.

Agar z, € C (7, € C) nuqtaning ixtiyoriy o‘yilgan atrofida
D c C (D c C) to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, z, hugta D
to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

4-ta’rif. Agar D to ‘plamning barcha limit nugtalari shu D to ‘p-
lamga tegishli bo‘Isa, D to ‘plam yopiq to‘plam deyiladi va D kabi bel-
gilanadi.

5-ta’rif. D C C (D Cc C) to'plam berilgan bo lsin. Agar
D,UD, =D, D,ND, =2, D,ND, =92 shartlarni
ganoatlantiruvchi, bo’sh bo‘lmagan D, va D, to'plamlar mavjud
bo ‘lmasa, D to ‘plam bog ‘lamli to‘plam deyiladi.

6-ta’rif. Agar D C C (D C C) to ‘plamning ixtiyoriy ikkita 2

va z, nuqtalarini D to ‘plamda to ‘liq yotuvchi chiziq bilan tutashtirish
mumkin bo ‘Isa, D to ‘plam chiziqli bog ‘lamli deyiladi.

7-ta’rif. Agar D C C to‘plam (D c C) ham ochiq, ham
bog ‘lamli bo ‘Isa, u soha deb ataladi.

Ochiq to‘plamlar uchun bog‘lamlilik tushunchasi bilan chizigli
bog‘lamlilik tushunchasi ustma-ust tushadi.

8-ta’rif. D C C (D C C) sohaning o ‘ziga tegishli bo ‘Imagan li-
mit nugtasi uning chegaraviy nugtasi deyiladi. D sohaning barcha che-
garaviy nuqtalari to ‘plamiga uning chegarasi deyiladi va 0D ko ‘rinish-
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da belgilanadi.
Agar D sohaning chegarasi bog‘lamli to‘plam bo‘lsa, D soha bir
bog‘lamli deyiladi, aks holda u ko‘p bog‘lamli deyiladi.

2.3. Kompleks tekislikda to‘plamlarni tasvirlash

Bu masalaning katta qismi ham chizigning ta’rifidan, ham Maple
dasturining conic funksiyasidan foydalanib yechiladi, shuning uchun ix-
tiyoriy ikkinchi tartibli egri chiziglar bilan yaratiladi, u holda quyidagi
ko‘rinishdagi tenglamani aniglaydigan chiziq bor:

ax® +bxy +cy’ +dr+ey+ f =0

Agar chizigning chegarasi sohada yotsa, uni (qat’iy bo‘lmagan
tengsizlik) tekis chiziq bilan tasvirlab bo‘ladi (linestyle=1), agar kirmasa
(qat’iy tengsizlik) — uzuk chiziq bo‘ladi (linestyle=3).

Masalan |z — z,| = R aylanani geometrik tasvirlash uchun:

Shartga garab topshirigni kiritamiz:

> 70:=1-0.5*I: R:=3: abs(z-z0)=R; z:=x+y*I:

|z+ (-1.+051)] =3

Berilgan funksiyaning oshkormas tasvir uchun gayta nomlangan
implicitplot funksiyasidan foydalanib berilgan munosabatning aksini
topamiz.

> with(plots):

> implicitplot(abs(z-z0)=R, x=-5..5,y=-5..5, color=black,
thickness=3);

Ko‘rib turganimizdek, aylana hosil bo‘ldi, endi uning tenglamasini
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topamiz.
> evalc(abs(z-z0)=R); 1hs(%)"2=R"2;

AJ(x-1)2+ (y+05)7 =3

(z -1+ (y+0.5?*=9
Binobarin, ‘z — Zo‘ = R markazi z, nuqtada, radiusi R bo‘lgan
aylana. Uning kanonik tenglamasi
(z — Re<zo>)2 +(y — Im(zo))2 = R
Endi bir necha misollarni analitik va Maple dasturida yechilish us-
lublarini ko‘rib chigamiz.

1-misol. Kompleks tekislikda quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
nugqtalar to‘plamini ko‘rsating.

|z +1] <1.

Yechish: |z| = | + iy| = \a? + y* ekanligidan,
2+ 1| =z +1+iy| = J(@ + 1?2 + ? bo‘ladi, shuning uchun

|2+ 1| <1 dan J@+1)? +y® <1 ni hosil gilamiz. Bu yerdan

(z 4+ 1)* +¢* < 1 kelib chigadi. Bu tengsizlik markazi (-1;0) nuqgtada
bo‘lgan, radiusi 1 ga teng doiraning ichki qismini ifodalaydi.

A
Yy

By

2-chizma
Maple dasturida yechilishi:
> with(plots): implicitplot(abs((x+1*y)+1)=1,x=-3..3,y=-3..3,
filled=true, coloring=[grey,white], scaling=constrained,
numpoints=10000);
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2-misol. Kompleks tekislikda quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
nuqtalar to‘plamini ko‘rsating.

0 < Im(iz) < 1.

Yechish: 2 =x 41y dan
Im(iz) = Im(i(z + 1y)) = Im(—y + iz) = = bo‘lib, berilgan
tengsizliklar 0 < =z < 1 tengsizliklarga keladi. C tekislikning hagigiy
gismi 0 < x < 1 tengsizliklarni ganoatlantiruvchi z nuqtalar to‘plami
x = 0 va z =1 gorizontal to‘g‘ri chiziglar orasidagi tekislik qismidan
iborat.

..

Y

3-chizma
Maple dasturida yechilishi:
> with(plots):implicitplot(Im(I*(x+y*1))*(Im(I*(x+y*1))-1)=0,x=-
3..3,y=-3..3/filled=true,coloring=[grey,white], scaling=constrained,
numpoints=10000);
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3-misol. Kompleks tekislikda quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
nugqtalar to‘plamini ko‘rsating.

l—2z «
0 < arg - < —.
z+1 2
. l—2z « : 1—=2
Yechish: arg - = — tenglamani va arg - =0
z+1 2 z 41
tenglamalarni garaymiz:
1— : 11— 1—
arg z - tenglamani Re Z =0, Im Z > 0 bo‘lgan
z+1 2 z+1 z+1

z nuqtalar ganoatlantiradi, ya’ni

. 2 2
- —q? — 1
Re——— =0 = —— +2 =0
Zre 2"+ (1 +y) bundan
), — 2
mi—2>0 = a >0
R z? + 1+ y)’
2> +y*> =1, z > 0 kelib chigadi.
arg1 — % — 0 tenglamani Re™ — % > 0valm—2= = 0 bo‘lgan
Z+1 Z+1 zZ+1
z nugqtalar ganoatlantiradi, ya’ni
( - 2 2
- 22— 1
Re——— >0 = —— +2 >0
e 7" + {1 +y) bundan
, — 2
Im>— 2 =0 = ud =0
z2 41 > + (1 +y)
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2 +y? <1, z = 0 kelib chigadi. Bu —1 < y < 1 ni beradi.

Binobarin, izlanayotgan soha tekislikning {z > 0, 2> + * < 1}-

markazi koordinata boshida va radiusi 1 ga teng o‘ng yarim doirani be-

radi;
A

Y

L

4-chizma
Maple dasturida yechilishi:
with(plots): implicitplot((argument((I1-(x+y*1))/(x+y*1+1)))
*(argument((1-(x+y*1))/(x+y*I1+1))-Pi/2)=0,x=-3..3,y=-3..3,
view=[-3..3,-3..3], numpoints=100000, filled=true,

coloring=[grey,white], scaling=constrained);
)

¥

-2 -1 I 2
] %
1

2

m ]

4-misol. Kompleks tekislikda quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
nuqtalar to‘plamini ko‘rsating.
|z —2|— |z +2| <2.
Yechish: Quyidagi 2z € C: |z —2|—|z+2| =2 to‘plam soha
chegarasi bo‘ladi. Agar z = x + 2y desak, unda
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lz—2|—|z+2|=|z+iy—-2|-|e+iy+2|=
= |z —2+iy|— |z +2+iy| =
= J(@—2? +y* — (& +27? + 1 bolib,
J@ =272 + 12 —J(z + 2 + 4> = 2 tenglamaga kelamiz.

2
Bu tenglamani yechib, z? —% =1 z< —% ni hosil gilamiz,

2
2_Y _4

ya’-ni bu z Y giperbolaning chap shoxchasi. Izlanayotgan

soha esa bu shoxchadan o‘ng tomonda joylashgan tekislik qismi bo‘ladi.

B

5-chizma
Maple dasturida yechilishi:
> implicitplot(abs((x+1*y)-2)-abs((x+1*y)+2)=2,x=-3..3,y=-3..3,
filled=true, coloring=[grey,white], scaling=constrained,
numpoints=10000);

5-misol. Kompleks tekislikda quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
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nuqtalar to‘plamini ko‘rsating.
‘22‘ > ‘1 + z2‘.
Yechish: bu analitik usulda yechish juda murakkab tengsizlikka
keladi, shuning uchun uni Maple dasturida oson tasvirlash mumkin:
> implicitplot(abs(2*(x+1*y))-abs(1+(x+1*y)*2)=0,x=-3..3,y=-3..3,
filled=true, coloring=[white,grey], scaling=constrained,
numpoints=10000);

34
6-misol. Kompleks tekislikda quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
nugqtalar to‘plamini ko‘rsating. ‘z — 21‘ = ‘z — 2, ‘

Yechish: Agar 2z, =z, +1y,, 2, = 2, + 1y, bo‘lsa, u holda

z—z|=|z—z|dn @—2)+@—y) =@-—5)+FH—p)

yoki =2z, + 17 —2yy, + y; = —2az, + T3 — 2yy, + Ys,
2y(yy — yy) = 2a(z) — 3,) + (3722 - xf) + (922 - 912)'
y — A th_ L% [x — M] ni hosil gilamiz.

2 Yy — Uy 2

Bu |z — 2| = |z — | ni qanoatlantiruvchi, burchak koeffistiyenti

T, — X + : C .
F="1 "2y [xl o ;y]L Y2 ] nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqdan
Yy — Y, 2 2
iborat.

Masalani Maple dasturida yechish uchun biror kompleks sonni ola-
miz:
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z1—5—%\mz2—3+4LUMa[%+m%%%ﬂb}—M@
2 2

nugtadan o‘tuvchi, burchak koeffisenti esa k = = = 1

ga teng to‘g‘ri chiziq hosil bo‘ladi.

> implicitplot(abs(x+1*y-5+2*I)=abs(x+I1*y-3-4*1),x=-8..8,
y=-4..4,view=[-4..4,-4..4], thickness=2);

¥ o2

..........D:. %
i/r" 2 4

7

2.4. Mustagil yechish uchun misollar

Kompleks tekislikda quyidagi munosabatlarni ganoatlantiruvchi
nuqtalar to‘plamini ko‘rsating.

1. |Rez| <1 5.|2] >1—Rez
2. |z +i]>1 6.|z+1+]z—1]=4
3.O<8Lrgz<z 7'1+Z‘<‘1_Z‘
3 8. |z — 1‘ = Rez
4. ReZ "L =0
z+1
Javoblar: 1. —1 < z < 1 yo‘lak.
2. Markazi z = —i nuqtada va radiusi 1 ga teng bo‘lgan doiraning

tashqarisi.
3. Haqiqiy o‘qdan yugqorida joylashgan, uchi z = 0 nuqtada bo‘l-

gan hamda argz =0 va jargz = g} nurlar bilan chegaralangan
cheksiz sektor.
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4. Markazi z = 0 nuqtada va radiusi 1 ga teng bo‘lgan aylana.

5. y> = 1— 2z parabola bilan chegaralangan va z =1 nuqtani
saglovchi yarim tekislik.

2 2
6. r— + L= 1}- ellips.
4 3

7. {x < 0} — yarim tekislik.
8. Mavhum o°q direktrisasi bo‘lgan va fokusi z = 1 nuqgtaga joy-
lashgan parabola: y*> = 2z — 1.

3. KOMPLEKS SONLAR KETMA-KETLIGI VAULARNING
LIMITI TUSHUNCHASI

3.1. Kompleks sonlar ketma-ketligi

Ta’rif. Har bir n € N natural songa bitta z kompleks son mos
qo‘yil-sa, kompleks sonlar ketma-ketligi berilgan deyiladi.
Kompleks sonlar ketma-ketligi gisqacha =z, orqali belgilanadi.

z, = x, + 4y, ekanligidan har bir kompleks sonlar ketma-ketligi ikkita

n

haqiqiy sonlar ketma-ketligini aniglaydi: =z, va vy,
Teorema. z, = T, +1y, ketma-ketlik o = a + bi

kompleks songa yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun =z, ketma-ketlik a
soniga, y, ketma-ketlik b soniga yaqinlashishi zarur va yetarli.

Bu teoremadan kompleks sonlar ketma-ketligi uchun hagiqgiy son-
lar ketma-ketligi uchun o‘rinli bo‘lgan barcha ketma-ketlik limiti xossa-
larining bajarilishi kelib chiqadi, ya’'ni

1) lim(z, + 2 ) = lim z, + lim 2 ;

2) lim cz, = climz, ;
n—aoo n—oo

. ! n . ! . n
3) lim(z, 2,) = lim 2, - lim 2
n—oo n—oo n—:oo

n’
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. !
! lim z,
. X . "
4) lim — = ~=>— agar lim z, = 0 bo‘Isa.
n—oo z. lim z, n—00
n—o

3.2. Kompleks sonlar ketma-ketligi limitini hisoblash

1-misol. lim [i 1+¢ +1-— z] limitni hisoblang.

n—oo| 2n
Yechish: lim z, = lim z, + ilimy formulaga ko‘ra
lim i%—ii—kl—i = lim i+1+ii—1 =
n—oo| 2N 2n n—oo| 21 2n
. 1 - 1 .
= lm|—+1|4+¢lim|——-1|=1—71
n—oo| 2n n—oo| 2n

Maple dasturida yechilishi:
> Limit((1/(2*n))*(1+D)+1-i,n=infinity)=limit((1/(2*n))*(1+1)+1-
I,n=infinity);

1 1
—+ -1
im |[2—2 1+ (1-1)|=1-1
n—>00 n
Javob: 1—7.
_ 2+nt 1—-3ns |
2-misol. lim limitni hisoblang.

n—oo -2 n? 41

Yechish: limitning 4-xossasiga ko‘ra,

2 5. 3
o 24mi 1-3ni . 29— Bui43n . 2 oal
lim = lim = lim —
n—oo -2 p? 41 I R TR 41
2
n
lim 3—§i+3 _ _
_ n—oo n2 n . 3 . 3<Z—|—2) _3(7/‘|‘2>__§_§Z
i | 59 _|_12 i—2 (1—2)(i+2) -5 5 5
n—00 n
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Maple dasturida yechilishi:
> Limit(((2+n*D)*(1-3*n*1))/((1-2)*n"2+1),n=infinity)=
limit(((2+n*1)*(1-3*n*1))/((1-2)*n"2+1),n=infinity);

I (2+ In)(1—3In) :_§_§[

n—oo| (=2 4+ Nn® +1 5 5
Javob: —§—§z'.
5 9

3.3. Mustagqil yechish uchun misollar

2
a) lim [ —" 42" | b tim |1— S+ 22—,
n—oo| n + 1 n—1 n—00 2 n
n—i 4+ 5ni 2
a) lim . b) 1im[1+5“] |
n—co 144 n? 41 n—oc n

Javoblar: 1.a) 1+ 2i; b) 1 — %z 2. a) 2(1 i) b) €,

4. KOMPLEKS O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR

4.1. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar, ularning limiti,
uzluksizligi

1-ta’rif. Agar D sohadan olingan har bir z = x + 4y kompleks
son-ga bir yoki bir necha w = u + 7w kompleks son mos qo‘yilgan
bo‘lsa, u holda kompleks o ‘zgaruvchili funksiya berilgan deyiladi.

2-ta’rif. Agar har bir z argumentga funksiyaning bitta qiymati
mos kelsa, w = f(z) kompleks o‘zgaruvchili funksiya bir qiymatli
deyiladi. Agar funksiyaning bir nechta qiymati mos keladigan =z
argument mavjud bo‘lsa, u holda bunday funksiya ko‘p qiymatli
deyiladi.

3-ta’rif. Agar z argumentning turli giymatlariga funksiyaning tur-
li giymatlari mos kelsa, w = f(z) kompleks o‘zgaruvchili funksiya bir
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varaqli deyiladi. Agar 2z ning turli giymatlariga funksiyaning bir xil giy-
matlari mos kelsa, funksiya ko‘p varaqli deyiladi.

w=u+iw va z=uz+y ligidan, w = f(z) kompleks
o‘zgaruvchili funksiyaning berilishi ikkita u = v z,y vav=1v z,y
haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalarning berilganini bildiradi. Bundan
u=wu zy funk-siya w = f(z) funksiyaning haqgigiy qismi,
v = z,y funksiyaesa mavhum gismi deyiladi.

D sohada w = f(z) kompleks o‘zgaruvchili funksiya berilgan va
z, € D bo‘lsin.

4-ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday ¢ ¢,z, >0
son topilib, ‘z — zo‘ < 6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha z € D
lar uchun ‘f(z) — A‘ < ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A soni w = f(z)
funksiya-ning z — z, dagi limiti deyiladi.

Funksiya limiti gisqacha lim f(z) = A kabi yoziladi. A = ~

2=z,
yoki z, = ocobo‘lgan hollarda limitning ta’rifi huddi haqiqiy analizdagi
kabi ta’riflanadi.

w = f(z) funksiyaning z — z, dagi limitining mavjudligi
quyidagi ikki shartga teng kuchli:

1) 2, = x, +iy, nhuqtada funksiyaning haqgigiy va mavhum
gismla-rining limitlari mavjud: lim v z,y = a, limv z,y = b, bu

v y—

yerda A = a + ib;

2) lim | f(z)| = |A| va lim arg f(z) = arg A limitlar mavjud.

Z—>ZO Z—>ZO

5-ta’rif. w = f(z) funksiya z, € D nuqtada uzluksiz deyiladi,
agar lim f(z) = f(z,) bo‘lsa, oxirgi shart AlimOAf(zO) = 0 shartga

ekvivalent.
w = f(z) funksiyaning uzluksizligi uning hagiqiy va mavhum
gismlarining uzluksizligiga teng kuchli.
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4.2. Kompleks o‘zgaruvchili elementar funksiyalar

Ba’zi kompleks o‘zgaruvchili elementar funksiyalarni ko‘rib chi-
gamiz:

1) kompleks o‘zgaruvchili chiziqgli funksiya w = az + b, bu yerda
a,b € C.

Xossalari: bir giymatli, bir varagli va uzluksiz. w ning giymati z
ni arga burchakka burish va |a| marta cho‘zish va b birlik parallel

b

1—a

ko‘chirish bilan hosil gilinadi. Agar a == 1 bo‘lsa, u holda z, =

qo‘zg‘al-mas nuqta bo‘ladi.
3) w = 2" darajali funksiya.
Xossalari:  uzluksiz, bir qiymatli, kompleks tekislikning
2rm <argz < M, k=0,1,..,n—1 tengsizlikni ganoatlan-
n n
tiruvchi sohalarida bir varagli. w ning giymati z ni argz burchagini n

marta kattalashtirish va uzunligini |z| marta uzaytirish bilan hosil
gilinadi.

4) w = [z kvadrat ildiz funksiya.

Xossalari: uzluksiz, ikki giymatli, bir varagli. w ning bitta giymati
z dan argz burchagini ikki marta Kichraytirish va uzunligini \/M

marta Kkichraytirishdan hosil qgilinsa, ikkinchi qiymati birinchi
giymatining koordinatalar boshiga nisbatan simmetrigidan olinadi.
az + b

cz+d

5) Kompleks o‘zgaruvchili kasr chizigli funksiya w =

ad = cb, c = 0,

Xossalari: z = _d da uzluksiz, bir giymatli, bir varaqli.
C

6) Kompleks o‘zgaruvchili ko‘rsatkichli funksiya w = e°.

n

z z
1+—+...+—+...
1! n!
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kompleks sonlar qatori absolyut yaqinlashuvchi. Bu qatorning yig‘indi-

sini e* orqali belgilaymiz va uni kompleks o‘zgaruvchili ko‘rsatkichli
funksiya deb ataymiz:

n

; z z
e =14+——+...+—+...
1! n!

e” uchun ko‘rsatkichli funksiyaning asosiy xossasi o‘rinli:
€Z1+ZQ — 621 . 622.
Kompleks o‘zgaruvchili ko‘rsatkichli funksiya 7' = 2mi davrli
davriy funksiyani ifodalaydi.
7) Kompleks ozgaruvchili trigonometrik funksiyalar.

Kompleks o‘zgaruvchili trigonometrik funksiyalar quyidagi gator-
lar yig‘indisi sifatida ta’riflanadi:

3 2n+1
: 2z z
sinz = 2 —— 4+ ...+ (-1)" —=— + ...

3! 2n +1 !

2 2n

z z
cosz=1——+..4+(-1)" + ...

2! 2n !

Bu gatorlarning har biri absolyut yaginlashuvchi ekanligidan, funk-
siya har bir kompleks son uchun aniqlanadi. Ko‘rsatkichli va trigono-
metrik funksiyalar quyidagi formula orqali bog‘langan:

e” = cosz + 1sin 2.

Bu formulaga Eyler formulasi deyiladi. Undan quyidagi formula

kelib chigadi:
e ¥ = cosz —isinz.

Bu formulalarni qo‘shish va ayirish orqali yana ikkita formulani
hosil gilamiz:
62',2 T e—iz . eiz L e—z'z
—, sing = ——

24

Bu formulalardan kompleks o‘zgaruvchili trigonometrik funksiya-
larning huddi haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalar kabi 27 davrga egaligi
kelib chigadi.

tgz va ctgz funksiyalar ham haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalar

kabi aniglanadi:

COS 2 —
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sin 2 COS 2
tgz = , ctgz = ——.
COS 2 sin z

Maple paketida tgz,ctgz funksiyalar tan(z), cot(z) ko‘rinishda

yozi-ladi.
8) Giperbolik funksiyalar.
Kompleks o‘zgaruvchili giperbolik funksiyalar quyidagi qatorlar
yig‘indisi sifatida ta’riflanadi:
3 Z2n+1

z
shz =z 4+ —4+ ...+ — + ...
3! 2n +1 !
2 2n
chz:1+z—+...+ z + ...
21 2n |

Bu gatorlarning har biri absolyut yaginlashuvchi ekanligidan, funk-
siya har bir kompleks son uchun aniqlanadi. Ko‘rsatkichli funksiyaning
ta’rifidan

e* = chz +shz, e * = chz — shz,

chy =S¢ gyt
2 2

formulalar kelib chiqgadi. Giperbolik funksiyalar trigonometrik funksiya
larning xossalariga o‘xshash xossalarni qanoatlantiradi, masalan:

ch z + 2z, = chzchz, + shzshz,, ch’z — sh?z = 1.

Kompleks o‘zgaruvchili  giperbolik  funksiyalarning  davri
T = 2mni ga teng. Kompleks o‘zgaruvchili giperbolik funksiyalar va
trigonometrik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o‘rinli:
chiz = cosz, cosiz = chz, shiz = isinz, siniz = ishz.

Giperbolik shz, chz, thz:Sh—Z, cthz:Ch—Z funksiyalar

chz shz
Maple paketida sinh(z), cosh(z), tanh(z), coth(z) orgali yoziladi;
9) Kompleks o°zgaruvchili logarifmik funksiya.
Ko‘rsatkichli funksiyaga teskari funksiya logarifmik funksiya deyi-
ladi va Lnz bilan belgilanadi. Shuning uchun, agar w = Lnz bo‘lsa, u
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holda e” = z bo‘ladi. w = z + y deb belgilaymiz. Oxirgi tenglikdan

Ty ‘

e z‘ cosargz + isinargz ,e” cosy + isiny =

= ‘z‘ cosargz + isinargz
cosy = cosargz,

v . : Ly = argz + 2wk, k € Z
siny = sinargz

ex:‘z

,len‘z

larni hosil gilamiz. Bu yerdan Lnz = In|z| +i argz + 27k , k € Z

ni olamiz.

Logarifmik funksiyaning ko‘p qiymatliligi e* funksiyaning davriy-
ligidan kelib chigadi;

10) Teskari trigonometrik funksiyalar.

Aresin z, Arccos z, Arctgz, Arcctgz teskari trigonometrik

funksiyalar sin z,cos z,tgz,ctgz funksiyalarga teskari funksiya sifatida
aniglanadi. Ma-salan, agar w = Arccosz bo‘lsa, u holda

1w —w
e +e : :
cosw = z, e =z e —2z™ +1=0.

Uholda e’ = 24+ V2?2 —1, iw=Ln z+~N2z2 —1 ,demak, bu

holda
w = Arccosz = —iLlm z +Nz*>—1 .

Teskari trigonometrik funksiyalarning bir giymatli bosh tarmoglari
arcsinz, arccosz, arctgz, arcctgz kabi belgilanadi.

Maple paketida teskari trigonometrik funksiyalar bir gqiymatli funk-
siya sifatida hisoblanadi va quyidagicha yoziladi:
arcsin(z), arccos(z), arctan(z), arccot(z).
11) Teskari giperbolik funksiyalar.
Areshz, Arcchz, Arcthz, Arccthz teskari giperbolik

funksiyalar shz, chz,thz, cthz funksiyalarga teskari funksiyalar sifatida

aniglanadi.
Maple paketida teskari giperbolik funksiyalar bir giymatli funksiya
sifatida hisoblanadi va quyidagicha yoziladi:
arcsinh(z), arccosh(z), arctanh(z), arccoth(z).
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12) Umumlashgan darajali funksiya va umumlashgan ko‘rsat-
kichli funksiya.

a In|z|+i argz427k aln|z ’ ‘
r — eaan — e | | g — e | | . pHiarg 2 °6227Tka,]{3 c 7.

z In|a|+iarga '
at = eana — e | | g _62227rk’ ELeZ.

Bu funksiyalar ham ko‘p giymatli bo‘lib, Maple paketida bir qiy-
matli funksiya sifatida hisoblanadi.

4.3. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning qiymatini Maple
dasturidan foydalanib topish
Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning qiymatini Maple paketida
evalc() funksiya yordamida topiladi. Bunda ko‘p qiymatli funksiyalar
uchun fagat bosh giymatlari aniglanadi, shuning uchun zarur hollarda
hosil gilingan javobga ko‘p qiymatli javobni qo‘shish kerak bo‘ladi.

Funksiya qiymatini topishga doir misollar
1+
1-misol. e 2 ni hisoblang.

™

) I4+—1 —i T .. T )
Yechish: e 2 =e-¢2 =c¢ COSE—i—ZSII’lE = 1e.

2-misol. sin 47 ni hisoblang.
ez’z . e—iz
Yechish; sinz = 0 formuladan foydalanib hisoblaymiz:
1
o ei-iﬂ' . e—i-iw 6—7r - €7T '€7T - 6—7T .
sinim = = = ¢——— = ishm.
21 21 2
Maple dasturida yechilishi:
> evalc(sin(I*pi));

I sinh(p)
3-misol. cos 2 + ¢ ni hisoblang.

Yechish: cosz = % formuladan foydalanib hisoblaymiz:
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i 2+i —i 2+i — —2i
0 e2i=1 4 o2t

cos 2+1 = Te — _
2 2
e ! cos2+isin2 +e cos2 — isin2 .
= 5 = cos2chl — isin2shl

Maple dasturida yechilishi:

> evalc(cos(2+1));
cos(2) cosh(1) - I sin(2) sinh(1)

4-misol. tg 2 + ¢ ni hisoblang.

sin 2 e” —e ¥

Yechish: tgz = = , , formuladan foydalanib
COS 2 i e + e ¥
hisoblaymiz:

. ei 241 e—z’ 2+1 62i_1 o 6_2i+1

tg 241 = —— — = : : =
i BZ 241 4+ e—z 241 i 622—1 + 6—21—}—1
_ —shlcos2 +ichlsin2  cos2sin2 + ichlshl
ichlcos2 + shlsin?2 sh21 + cos? 2

Maple dasturida yechilishi:
> evalc(tan(2+l));
sin(2) cos(2) + | sinh(1) cosh(1)

cos(2)? + sinh(1)?>  cos(2)? + sinh(1)?

5-misol. Ln 1 — ¢ ni hisoblang.
Yechish: Lnz = In|z|+i argz + 2kn , k € Z dan foydalanib

to-pamiz:
In 1—i =In|l—i|+iarg 1—i +2kn , k€ Z

[1—i| =12 +12 = V2,
7

—1
arg 1 —1 :arcth—i—QW:—g-FQW:I

ekanligidan,
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Ln1—¢—mJ§+{%ﬁam}kez

Maple dasturida yechilishi:
> Ln(1-i)=In(abs(1-1))+I*(argument(1-1)+2*pi*k);
1 o
Ln(1—|)=é In(2)+(—4+2nk) I
6-misol. —1 ' ni hisoblang.
Yechish: 2 = etne — @ Wzlti mmat2kr - 4o 7 formulaga
ko‘ra hisoblaymiz.

{ iLn —1 i Inl4+i 7+2km i1 m+2kw — T4+2km
-1 =e =e =e =e , ke

Maple dasturida yechilishi:

> evalc((-1)M);
e(—Tc)

7-misol. Arcsin%z’ ni hisoblang.

Yechish: Aresinz = —ilni z +N2z> —1 formuladan

4. [ 16 4. [ 25
—i+———1 —i | =
3 9 3 9

— i 1 "3+ kmkeZ

foydalanib topamiz:

4

Arcsin—1 = —iLni = —iLni

4.4, Mustaqil yechish uchun misollar
Quyidagi funksiyalarning giymatini toping.

2-3i
1) e 3) sin[%—ki]

™.

ZZ
2 e 4) ch 2
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5 cos 2+ 10) Ln 1+

6) tg 2—1 11) Arcsini
. 12) Arccosl
7 th 2
) e \/jL ' 13) Arctg 1+ 2¢
2
8) —2 14) Arcth 1—1 .
\L+i
9) [1 — z]
J2
Javoblar: 1) ¢* cos 2mr —3 +isin 27 —3 ;2) g + z%
3) gshl + i%shl; 4) cos2; 5) cos2chl — isin2shl;
6) sin 4 o sh2 .
2 cos’2 + sh’1 2 cos?2 + sh?l
sh4 . sin?2

7) —1 ;
ch4 — cos?2 ch4d — cos?2
8) 2'2 cos 2k +1 72 +isin 2%k +1 ™2 ke Z

1
C [ 2k+—
1 1 [ 4

\/56 ]W,kEZ

9)
1 A
10) §1n2 + Z[Z + 2k7r], k € Z;

1) kr —iln N2+ -1 ke
12) 2km, k € Z;

13) %[arctg%—!— 2% + 1 W]—Filnf), k€ Z

14) i1n5 + [%arcth + [k + %]7? i, k € Z.
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5. KOMPLEKS O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
YORDAMIDA BAJARILADIGAN KONFORM
AKSLANTIRISHLAR

5.1. Konform akslantirishlar
w = f(z) funksiya D C C to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu D

to‘plamda z, nugtani olib unga shunday Az orttirma beraylikki,
zy, + Az € D bo‘lsin, natijada f(z) funksiya ham z, nuqtada

Aw = flzy + A2) — f(z)
orttirmaga ega bo‘ladi.

1-ta’rif. Agar Az — 0 da aw nisbatning limiti

Az
lim aw = lim [z +82) = Jz)
Az—0 Az Az—0 Az

mavjud va chekli bo‘lsa, bu limit kompleks o‘zgaruvchili f(z) funksiya-
ning z, nuqtadagi hosilasi deb aytiladi va f(z,) kabi belgilanadi:
| . f(z() +AZ>_f(Z())
=1
f (ZO) Agilo Az
2-ta’rif. Agar f(z) funksiya z, € D nugtada f (z,) hosilaga ega
bo‘lsa, funksiya z, nuqtada kompleks analiz ma’nosida differensialla-

nuvchi deyiladi.

Faraz qilaylik, w = f(z) funksiya biror D C C' sohada berilgan
bo‘lsin.

3-ta’rif. Agar f(z) funksiya z, € D nuqtaning biror U(z,,e) C D
atro-fida C-differensiallanuvchi bo‘lsa, f(z) nugtada gollomorf (yoki

analitik) deb ataladi.
4-ta’rif. Agar f(z) funksiya D sohaning har bir nugtasida

golomorf bo‘lsa, funksiya D sohada golomorf deyiladi.

5-ta’rif. Agar ¢(z) = f[l] funksiya z = 0 nugtada golomorf
V4

bo‘lsa, f(z) funksiya oo nugtada golomorf deyiladi.
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6-ta’rif. Agar f(z) funksiya z, € D nuqtada golomorf bo‘lsa,

f(z) funksiya z, nuqtada antigolomorf deyiladi.

7-ta’rif. Agar w = f(z) akslantirish:

1) markazi z, nugtada bo‘lgan cheksiz kichik aylanani cheksiz ki-
chik aylanaga o°‘tkazish xossasiga;

2) z, nugtadan o‘tuvchi har ganday ikkita chiziq orasidagi
burchakning miqdorini ham, yo‘nalishini ham saglash xossasiga ega
bo‘lsa, w = f(z) akslantirish z, nugtada konform akslantirish deyiladi.

Agar w = f(z) funksiya z, nugtaning biror atrofida golomorf

bo‘lib, f(z,) = 0 bo‘lsa, w = f(z) akslantirish 2, nuqgtada konform
bo‘ladi.

Agar w = f(z) akslantirish D sohada bir varaqgli bo‘lib, sohaning
har bir nugtasida konform bo‘lsa, u D sohada konform akslantirish
deyiladi.

Konform akslantirishlar nazariyasida, asosan, quyidagi ikki masa-
la o‘rganiladi:

3) D c C, sohada w = f(z) akslantirish berilgan holda f(D) ni
topish;

4) Ikkita £ c C, va F C C, sohalar berilgan holda E ni F ga
konform akslantiradigan w = f(z) ni topish:

Bu masalalarni hal gilishda quyidagi teoremalardan foydalaniladi.

Teorema (Riman). Agar £ Cc C, va F C C, sohalar chegarasi 2

ta nugtadan kam bo‘lmagan bir bog‘lamli sohalar bo‘lsa, E sohani F
sohaga konform akslantiruvchi w = f(z) funksiya mavjud.

Teorema (Sohaning saglanish prinsipi). Agar w = f(z) funksiya
D sohada golomorf bo‘lib, f(z) = const bo‘lsa, f(D) ham soha
bo‘ladi.

5.2. Maple dasturida konform akslantirishlar bajarish
w = f(z) kompleks o‘zgaruvchili funksiya z kompleks o‘zgaruv-

chili tekislikdagi to‘plamni w kompleks o‘zgaruvchili tekislikdagi to‘p-
lamga akslantiradi. Bu tekisliklarni qo‘shib kompleks o‘zgaruvchili
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funksiyani bitta tekislikdagi to‘plamlarni akslantiruvchi akslantirish deb
qarash mumkin. To‘rtburchak sohalarni akslantirish conformal(z,z=
al+bl*l..a2+b2*1) funksiyasi yordamida amalga oshiriladi, bu yerda
al+bl*l va a2+b2*I nuqtalar tomonlari ordinata o‘qlariga parallel bo‘l-
gan to‘g‘ri to‘rtburchak uchlaridir.

1-misol. —2 < Rez < —1, 1<Imz <3 kvadratning
w = 2z + 5+ chizigli funksiya yordamidagi akslantirilgan sohani
toping.

Yechish: Avvalo, w =2z 4544 ni z ga nisbatan yechamiz,

natija-da z = w_TH bo‘ladi. Uni hagigiy va mavhum gismlarini
topamiz:
s A v—1
Z=—=—4+1———=—= = +1
2 2 2 2 2
: — v —1
T+ = + 1
2 2
Rez:x:u_5; Imz:y:U_1
2 2

Endi —2§Ing—1dan—2§“?_5g—1 val<u<3ni

hamdalglmz§3danlg%gSvabundan:&gvg? ni hosil

gilamiz. Shunday qilib izlanayotgan soha
1< Rew <3 3<Imw<7 danibo-rat.
Maple dasturida yechilishi:

Dastlab, berilgan to‘plamni grafik ko‘rinishini beramiz:
> with(plots): conformal(z, z=-2+I1..-1+3*1, view=[-4..4,-1..4]);
3_

|||||||||||||||




Endi akslangan to‘plamni grafik ko‘rinishini quyidagicha aniqlay-
miz:
> conformal(2*z+5+I1, z=-2+l1..-1+3*I, view=[-4..4,-1..8]);

E_

|||||||||||||||||||||

2-misol. 2 < Rez <3, 1<Imz<3 kvadratning w = 2°
chiziqgli funksiya yordamidagi akslantirilgan sohani toping.
Yechish: dastlab, berilgan to‘plamni grafik ko‘rinishini beramiz:
> with(plots): conformal(z, z=-2+l..-1+3*I, view=[-4..4,-1..4]);
5!

|||||||||||||||

-2 1 2
Endi akslangan to‘plamni grafik ko‘rinishini quyidagicha aniqlay-
miz:
> conformal(z2, z=-2+1..-1+3*I);
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3-misol. 2 < Rez <3, 1<Imz <3 kvadratning w = Jz
chiziqgli funksiya yordamidagi akslantirilgan sohani toping.
Yechish: Dastlab berilgan to‘plamni grafik ko‘rinishini beramiz.
> with(plots): conformal(z, z=-2+I..-1+3*1, view=[-4..4,-1..4]);
5!

|||||||||||||||

-2 1 2
Endi akslangan to‘plamni grafik ko‘rinishini quyidagicha aniglay-
miz:> conformal(sqrt(z), z=-2+l1..-1+3*I);




167

|
:%

121

111

4-misol. 1 < Rez <2, 1<Imz <2 kvadratning
w = % kasr chiziqgli funksiya yordamidagi akslantirilgan sohani
toping.

Yechish: 1-misoldagi kabi oldin w — % ni = ga nisbatan

yechamiz, natijada (z — 1 — i)w = 2z — ¢
2W—w— 1w =22 —1
(w—2)z =w+ 1w —1
w ~+ i(w — 1)

z = > ni topamiz. Uni haqiqiy va mavhum gismlarini
w R

2 2
: — 2
topamiz: z = Rez = “ il

(u —2)* + v?
w? —3u + v — 20 +2
y=Imz =
(u —2)* + v?
Shartga ko‘ra, 1 < Rez <2 1<Imz <2 tengsizliklardan
v>4—2u
v =Rew va v=Imw lar uchun 1 5 Vva
(u — 3)* +(U—§)2 Z 7
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U — 2

v <
2 tengsizliklarni hosil gilamiz.

D\o 9 _ O
uw—=)+(v+1)°>-
(0= 2P+ (0417 22

Bu akslangan sohani beradi.

Maple dasturida yechilishi: Dastlab, berilgan to‘plamni grafik ko*-
rinishini beramiz: > with(plots): conformal(z, z=1+I..2+2*1, view=[0..3,-
1.3));

3_

I:IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
4 05 1 148 2 25 3

Endi akslangan to‘plamni grafik ko‘rinishini quyidagicha aniqglay-
miz.
> conformal((2*z-1)/(z-1-1), z=1+1..2+2*1, view=[0..8,-4..4));

4
3_

2_

T
| il
o JJI 'Il fI JJII /I /
1 2 3 ’?,/:ij/}:/ﬁ /4 2
e SN
S
2 \:.:1 “w—__,_______r—ﬂ-"/
] e
-3 \ \\‘“-—h___,_f

-4

5-misol. 1 < Rez <2, 1<Imz <2 kvadratning w = ¢*
ko‘rsatkichli funksiya yordamidagi akslantirilgan sohani toping.
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Yechish: z = 2 + iy hamda w = pe™ deb olamiz. Unda w = €°

X

: =€ :
tenglikdan ’; ni hosil gilamiz. Berilgan shartlardan e! < p < ¢?
=Y

va 1 <y <2 ni olamiz. Bularni e’tiborga olsak izlanayotgan soha
welC:e<p< e?, 1 <1 <2 ko‘rinishda bo‘ladi.

Maple dasturida yechilishi:

Dastlab, berilgan to‘plamni grafik ko‘rinishini beramiz:

> conformal(z, z=1+1..2+2*1, view=[0..3,-1..3]);
i

DIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
4 05 1 15 2 25 3

Endi akslangan to‘plamni grafik ko‘rinishini quyidagicha aniq-
laymiz:
> conformal(exp(z), z=1+I. 2+2*I)'

-
Jissse
1ERER
&

W)

T

m

-3 -2 -1 3 4

D
D



6-misol. 1 < Rez < 2,1 <Imz <2 kvadratning w = sinz — ¢
funksiya yordamidagi akslantirilgan sohani toping.

Maple dasturida yechilishi:

Dastlab, berilgan to‘plamni grafik ko ‘rinishini beramiz:

> conformal(z, z=1+1..2+2*I, view=[0..3,-1..3]);
3_

I:IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

4 oA 1 15 2 2Ah 3

Endi, akslangan to‘plamni grafik ko‘rinishini quyidagicha aniqlay-
miz:

> conformal(sin(z)-1, z=1+1..2+2*1);
13

05

I:I: 1 1 II 1 1
057

_15

-1 5

_QE

-2,55
i : 1 :
7-misol. 2? + y* + 22 — 2y + 1 = 0 aylananing w = = funksiya
Z

yordamidagi akslantirilgan sohani toping.

Yechish: oldin 2% + y* + 22 — 2y + 1 ifodani z va ylar bo‘yicha
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to‘la kvadratga keltiramiz:
> with(student):
> completesquare(x"2+y"2+2*x-2*y+1,X);

x+1)°+y2-2y

> completesquare(%,y);
(v-1)° - 1+ (x+ 1)°

Bu ko‘rinishdagi aylana tenglamasi kompleks tekislikda

‘z — (—=1+14)| = 1 ko‘rinishga ega va markazi (—1;1) nuqtada, radiusi
1 ga teng bo‘ladi.
Endi, aylana tenglamasida = = ‘e va y = © ;Z almashtirish
]

olamiz. Mapleda z ni z1 kabi belgilaymiz:
> simplify(subs({x=(z+z1)/2,y=(z-z1)/(2*1)} x"2+y"2+2*x-
2*y+1));
zzl +z+zIl +1z—1zI +1

Awvalo, w = E ni z ga nisbatan yechib, z = 1 va z = é larni
Z w w
topamiz va ifodaga qo‘yamiz:
> simplify(subs({z=1/w,z1=1/w1},%));
l+wl+w+Ilwl-lw+wwl
wwl

Endi, w = w4+ i va w = u — «w almashtirish olib, w va w lar
bo‘yicha to‘la kvadratga keltiramiz:
> simplify(subs({w=u+1*v,wl=u-1*v},numer(%)));

1+2u+2v+u2+v2

> with(student): completesquare
(completesquare(1+2*u+2*v+u”2+v/~2,u),v);

(v+1)%-1+ (u+1)°

markazi (—1;1) nuqtada, radiusi 1 ga teng aylana hosil bo‘ldi.

w = E akslantirish yordamida aylananing aksini topish uchun be-
Z

rilgan aylana tenglamasini parametrik ko‘rinishda x = —1 + cost,

46



y =1+ sint olib, complexplot() funksiya yordamida kompleks
tekislikda tasvirlash mumkin:

> with(plots):complexplot(1/(-1+cos(t)+1*(1+sin(t))),t=0..2*Pi,
view=[-3..1,-3..1));

|||||||||||||||||||||

[
8-misol. 4, 1, 1 + 4 nugtalarni, mos ravishda, 0, oo, 1 nuqgtalarga
aks-lantiruvchi kasr chizigli funksiyani toping.
Yechish: 1 nugtani oo nugtalarga akslantiruvchi kasr chizigli

w = Zj j__z funksiya maxraji z —1 ga teng bo‘ladi. Boshqa parametr-
larni aniglash uchun quyidagi sistemani yechamiz:
[ai + b B
i—1
a(l+i)+b
| 1+d)—-1
> solve({(a*I+b)/(1-1)=0,(a*(1+1)+b)/(1+I-1)=1},{a,b});
{b=1a=1}
Demak, w = 1z 1.
z—1

5.3. Mustagil yechish uchun misollar

1. 1< Rez <3, 2<Imz <4 kvadratning w = ‘-
V4

kasr chizigli
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funksiya yordamidagi aksini toping.

2. —1<Rez<2 1<Imz <4 kvadratning w = 2z + ¢ funksiya
yordamidagi aksini toping

3. —1<Rez<2 1<Imz <4 kvadratning w = e¢* ko‘rsatkichli
funksiya yordamidagi aksini toping.

4, —1 < Rez <2, 1<Imz <4 kvadratning w = cos zfunksiya yor-
damidagi aksini toping.

5. 2% + ¢y? = 1 aylananing w = E funksiya yordamidagi aksini toping.
V4

6. Quyidagi shartni ganoatlantiruvchi kasr chizigli akslantirishni toping.
w0) =4, wl + 1) =2+ 24, w2i) = 0.
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Mohira Vaisova, Rasul Sharipov

KOMPLEKS ANALIZ MASALALARINI
YECHISHDA MAPLE DASTURIDAN
FOYDALANISH

(uslubiy qo‘llanma)

Mubharrir; Yo‘ldoshev Ro‘zimboy
Texnik muharrir: Sherali Yo‘ldoshev
Musahhih: Tamara Turumova

UrDU noshirlik bo‘limi O*zbekiston matbuot va axborot
agentligining 2009-yil 19-avgustdagi Ne148 ragamli buyrug'i
bilan qayta ro‘yxatdan o‘tkazilgan.

Terishga berildi: 26.08.2015.

Bosishga ruxsat etildi: 5.09.2015.

Ofset qog‘ozi. Qog‘oz bichimi 60x84 Ye.
Tayms garniturasi. Adadi 50. Buyurtma Ne.56.
Hisob-nashriyot tabag'i 2.5.

Shartli bosma tabag'i 2,3.

UrDU noshirlik bo‘limida tayyorlandi.

Manzil: 220110, Urganch shahri,

H. Olimjon ko‘chasi, 14-uy.

Telefon: (0-362)-224-66-01.

UrDU bosmaxonasida chop etildi.
Manzil: 220110. Urganch shahri,
H. Olimjon ko‘chasi, 14-uy.
Telefon: (0-362)-224-66-01.



