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5A 130101-“Matematika (yo‘nalishlar bo‘yicha)” mutaxasisligi bo‘yicha
magistri akademik darajasini olish uchun tayyorlangan Ismailova
Nargizaning «Dirak operatori uchun izlar formulasi va teskari masala»

mavzusidagi magistrlik dissertatsiyasiga

TAQRIZ
Kvant mexanikasining fundamental tenglamalaridan biri bu Dirak
tenglamasidir. U amaliy jihatdan muhim tadbiqlarga ega bo‘lib, umuman olganda u
yarim chegaralanmagan operatordir. Shuning uchun yarim chegaralangan
operatorlar spektral xossalarini o‘rganishda qo‘llanilgan ko‘plab usullarni bu yerda
to‘g‘ridan to‘g‘ri qo‘llashning imkoni bo‘lmaydi.

Dirak operatori teskari spektral masalalar nazariyasida muhim natijalar
M.G.Gasymov, B.M.Levitan, [.S.Frolov, V.E.Zaxarov, A.B.Shabat, M.Ablovits,
X.Sigur, D.Kaup, A.Nyuel, T.V.Misyur, M.Z.Zamonov, A.B.Xasanov, P.Djakov,
B.S.Mityagin, S.Albeverio, R.Xruniv, YA.Mukutyuk va boshqa olimlar ishlarida
olingan.

V.E.Zaxarov, A.B.Shabat, S.V.Manakovlarning ishida ushbu

u, = 2iu‘u‘2 =1
nochiziqli Shredinger tenglamasi Dirak opertoriga qo‘yilgan teskari masala
usulidan foydalanib integrallanishi mumkinligi ko‘rsatildi. Bu esa Dirak
operatoriga qo‘yilgan teskari masalalarni o‘rganishga bo‘lgan qiziqishni yanada
kuchaytirdi. Hozirgi kunda bu sohaning kvant fizikasiga, chiziqli va nochiziqli
xususiy hosilali tenglamalar nazariyasiga, kristallografiyaga, geologo-razvedka
masalalariga muhim tadbiqlari topilganligi bois bu mavzuning do'lzarbligi yanada

ortmoqda.




[smailova Nargizaning magistrlik dissertatsiyasida Dirak bperatori uchun
izlar formulasi yangicha elementar usulda keltirib chiqarilgan va teskari spektral
masala atroflicha o‘rganilgan, ya’ni davriy potensalli Dirak operatorining spektral
berilganlari yordamida uning koeffitsiyentlarini tiklash algoritmi ko‘rsatilgan.

Magistrlik dissertatsiya kirish, uchta bob, xulosa va adabiyotlar ro‘yhatidan
iborat. Birinchi bobda Dirak tenglamasining kelib chiqishi va Dirak operatori
hagida asosiy ma’lumotlar keltirilgan. Magistrlik dissertatsiyasining ikkinchi
bobida har xil chegaraviy shartlarda Dirak operatori uchun izlar formulasi
yangicha elementar usulda Kkeltirib chiqarilgan. Uchinchi bobda esa davriy
potensalli  Dirak  operatorining spektral berilganlari yordamida uning
koeftitsiyentlarini tiklash algoritmi ko‘rsatilgan.

Dissertatsiya ishi yuqori saviyada ilmiy xatolarsiz tayyorlangan. Muallifning
dissertatsiya bo‘yicha 2 ta ilmiy maqolasi “Ilm sarchashmalari” jurnalida chop
etilgan.

Yugqorida keltirib o‘tilganlarni hisobga olib, dissertatsiya ishi Oliy va O‘rta
Maxsus Ta’lim Vazirligi tomonidan magistrlik dissertatsiyasiga qo‘yilgan barcha
talablarga to‘lig javob beradi deb hisoblayman.

Ismailova Nargizaning «Dirak operatori uchun izlar formulasi va teskari
masala» mavzusidagi magistrlik dissertatsiyasini Davlat attestatsiya komissiyasi
oldida himoya qilishga tavsiya qilaman va muvaffaqiyatli himoyadan keyin
muallifni  5A 130101-“Matematika (yo‘nalishlar bo‘yicha)” ixtisosligi bo‘yicha

matematika magistri akademik darajasiga loyiq deb bilaman.

Taqrizchi: Qoraqolpoq memleketlik universiteti
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5A 130101-“Matematika (yo‘nalishlar bo‘yicha)” mutaxasisligi bo‘yicha
magistri akademik darajasini olish uchun tayyorlangan Ismailova Nargizaning
«Dirak operatori uchun izlar formulasi va teskari masala» mavzusidagi

magistrlik dissertatsiyasiga

TAQRIZ

Regulyar Shturm—Liuvill operatorining izi ilk bor 1953 yilda I.M.Gelfand va
B.M.Levitan tomonidan hisoblandi. Bu ishdan keyin tez orada L.A.Dikiy tomonidan
regulyar iz formulasi boshqacha usul yordamida keltirib chiqgarildi va buning
natijasida u Shturm-Liuvill operatorning barcha darajalari uchun regulyarlashgan
izlar formulasini hisoblash uchun rekkurent formula olishga muvofiq bo‘ldi. Dirak
operatori uchun regulyarlashgan izlar formulasi E.Abduqodirov tomonidan olindi.
Davriy potensialli Dirak operatori uchun izlar formulasi V.A.Marchenko tomonidan
keltirib chiqarilgan. Bu natija A.B.Yaxshimurotov ishida Laks usuli yordamida
keltirib chiqarilgan. Izlar formulasi differensial operatorlarga qo‘yilgan teskari
masalalarni o‘rganishda muhim o‘rin egallaydi.

Teskari spektral masalalarni o‘rganish XX asr boshlarida boshlangan bo‘lib, bu
yo‘nalishning rivojiga muhim turtki bo‘lgan ilk natija 1929 yilda V.A.Ambarsumyan
tomonidan olingan.
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B.S.Mityagin, S.Albeverio, R.Xruniv, YA.Mykytyuk va boshga olimlar ishlarida
olingan.
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Kirish

Bizga n - o‘lchamli chiziqli fazoda A chiziqli operator biror bazisda

a,, 4ap a,
A= a, dy a,,
anl an2 ann

matritsa bilan berilgan bo‘lsin. Chiziqli algebra kursidan ma’lumki, agar
AisAyses A, sonlar A chizigli operatorning xos qiymatlari bo‘lsa, u holda bu xos
qiymatlar yig‘indisiga berilgan operatorning spektral izi deyiladi, A matritsaning
diagonal elementlari yig‘indisiga esa, matritsaviy izi deyiladi va quyidagi tenglik

o‘rinli bo‘ladi:

k=1 k=1
Agar ushbu
Ly=-y"+q(x)y—-Ay=0, (0<x<1)
y(0)cosa + y'(0)sina =0, aeR'
y(m)cos B+y'(m)sin =0, BeR
regulyar Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining A,,4,,...,4 ,... - Xxos qiymatlar

ketma—ketligi yordamida quyidagi

qatorni tuzsak shubhasiz u uzoqlashadi, chunki A, lar uchun ushbu

1
2
A =n +co+0(n—2, n—> ©

asimptotika o‘rinli

Ta’rif. Ushbu



> (4, —A) <o
n=1

sonli  qgatorning  yig‘indisiga  regulyar =~ Shturm-Liuvill  operatorining

regulyarlashtirilgan izi deyiladi.
Bu yerda A ushbu

-y"'=Ay, 0<x<r
y(0)cosa + y'(0)sina =0, a <R’
y(m)cos B+ y'(m)sin =0, BeR

masalaning xos qiymatlari.

Regulyar Shturm—Liuvill operatorining izi, ya’ni

0

> (A, —A)<w

n
n=l

sonli qatorning yig‘indisi ilk bor 1953 yilda [.M.Gelfand va B.M.Levitan [16]

tomonidan hisoblanildi va ular quyidagi ajoyib natijani qo‘lga kiritdilar

© 1% qg0)+qg(r) 1 (=
A —n®—— dx | = - d.
Z:‘){ N ﬁ{q(X) x} 4 2 j‘) q(x)dx
bunda A ushbu
—y"+q(x)y =2,
y'(0)=y'(7)=0,

Shturm-Liuvill masalasining xos qiymatidir.

Bu ishdan keyin tez orada L.A.Dikiy [21] tomonidan yuqoridagi formula
boshqacha usul yordamida keltirib chigariladi va buning natijasida u L
operatorning barcha darajalari uchun regulyarlashgan izlar formulasini hisoblash
uchun rekkurent formula olishga muvofiq bo‘ldi. Bu sohadagi keyingi muhim
natija V.B.Lidskiy va V.A.Sadovnichiylar [39] tomonidan olindi. Dirak operatori
uchun regulyarlashgan izlar formulasi E.Abduqodirov [1] tomonidan olindi.

Davriy potentsialli Shturm — Liuvill operatori uchun izlar formulasi X.Xoxshtad
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[58] tomonidan keltirib chiqarildi. Davriy potensialli Dirak operatori uchun izlar
formulasi V.A.Marchenko [40] kitobida keltirib chiqarilgan. Bu natija
A.B.Yaxshimurodov [61] ishida Laks usuli yordamida keltirib chiqarilgan. Izlar
formulasi differensial operatorlarga qo‘yilgan teskari masalalarni o‘rganishda

muhim o‘rin egallaydi.

Berilgan potensial bo‘yicha Shturm-Liuvill operatorining spektral
xarakteristikalarini topish masalasiga spektral analizning to‘g‘ri masalasi deyiladsi,
aksincha, spektral xarakteristikalar bo‘yicha Shturm-Liuvill operatorini tiklash
masalasiga spektral analizning teskari masalasi deyiladi. Turli xil chegaraviy
shartlardagi spektrlar, spektral funksiya, sochilish nazariyasining berilganlari va

shunga o‘xshash xarakteristikalar spektral xarakteristikalar bo‘la olishi mumkin.

Teskari spektral masalalarni o‘rganish XX asr boshlarida boshlangan bo‘lib,
bu yo‘nalishning rivojiga muhim turtki bo‘lgan ilk natija 1929 yilda
V.A.Ambarsumyan [5] tomonidan olingan.

Shturm-Liuvill operatorining teskari spektral masalalari nazariyasining
keyingi rivojiga G.Borg [9], N.Levinson [35], A.N.Tixonov [55], L.A.Chudov
[59], V.A.Marchenko [42], .M.Gelfand, B.M.Levitan [16], B.A.Dubrovin [24],
Yu.M.Berezansko [7], M.G.Gasymov [14], A.Sh.Blox [8], F.S.Rofe-Beketov[49],
F.Gestezi, B.Saymon [19], V.A.Yurko [73], X.Xoxshtadt [58], N.I[.Axiezer [6],
[.V.Stankevich [54], V.A.Marchenko va 1.V.Ostrovskiy [42], X.P.Mak-Kin va
E.Trubovits [46], E.Trubovits [56] va boshqa olimlarning ishlarida sezilarli
darajada hissa qo‘shilgan.

K.Gardner, Dj.Grin, M.Kruskal va R.Miuralar [11] tomonidan teskari
spektral masalalarni nochiziqli tenglamalarni yechishga tadbiq qilinishi teskari
spektral masalalarni o‘rganishga bo‘lgan qiziqishni yanada orttirdi va Shturm-
Liuvill operatoridan boshqa operatorlar uchun ham teskari spektral masalalarni
turli sinflarda (davriy potensialli, deyarli davriy potensialli, chekli zonali
potensialli, cheksiz zonali potensialli cheksiz kamayuvchi potensialli va hokazo)

chuqurroq o‘rganish zarurligini ko‘rsatdi.



Shunday operatorladan biri Dirak operatoridir. U amaliy jihatdan muhim
tadbiglarga ega bo‘lib, umuman olganda yarim chegaralanmagan operator va yarim
chegaralangan operatorlar spektral xossalarini o‘rganishda qo‘llanilgan ko‘plab
usullarni bu yerda to‘g‘ridan to‘g‘ri qo‘llashni imkoni bo‘lmaydi.

Dirak operatori teskari spektral masalalar nazariyasida muhim natijalar
M.G.Gasymov, B.M.Levitan [15], I.S.Frolov [57], V.E.Zaxarov, A.B.Shabat [28],
M.Ablovits, X.Sigur, D.Kaup, A.Nyuel [2], T.V.Misyur [43-45], M.Z.Zamonov,
A.B.Xasanov [26], P.Djakov, B.S.Mityagin [22], S.Albeverio, R.Xruniv,
Y A.Mukutyuk [3] va boshqa olimlar ishlarida olingan.

V.E.Zaxarov, A.B.Shabat, S.V.Manakov ([27-28]) ishida nochiziqli
Shredinger tenglamasi:

u, = 2iu‘u‘2 —iu
Dirak opertoriga qo‘yilgan teskari masala usulidan foydalanib integrallanishi
mumkinligi ko‘rsatildi. Bu esa Dirak operatoriga qo‘yilgan teskari masalalarni
o‘rganishga bo‘lgan qiziqishni yanada kuchaytirdi. Hozirgi kunda, bu sohaning
kvant fizikasiga, chiziqli va nochizigli xususiy hosilali tenglamalar nazariyasiga,
kristallografiyaga, geologo-razvedka masalalariga muhim tadbiqlari topilganligi
bois bu mavzuning dolzarbligi yanada ortmoqda.

Mazkur dissertatsiya ishida davriy potensialli Dirak operatori uchun izlar
formulasi yangicha elementar usulda keltirib chigarilgan va teskari spektral masala
atroflicha o‘rganilgan, ya’ni davriy potensalli Dirak operatorining spektral

berilganlari yordamida uning koeffitsiyentlarini tiklash algoritmi ko‘rsatilgan.



Dissertatsiyada olingan asosiy natijalarning qisqacha bayoni

Quyidagi Dirak operatorini qaraymiz

LyEBQ+Q(x)y:/ly, O<x<m, (1)
dx
y,(0)cosa + y,(0)sinax =0 5
31 (7)c05 B -+ y, (7)sin f =0, ®
bu yerda
01 p(x) q(x) yi(x)
B= , Qx)= , = :
(—1 Oj * (W) - p(x)J 7 (yz (x)j
p(x),q(x) e C'[0,7], o, B € R. y(x,A) orqali (1) tenglamaning
y,(0)=smea, y,(0)=-cosa. (3)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.

1. ¢ = [ =0 bo‘lsin, u holda (2) chegaraviy shart Dirixle chegaraviy shart
bilan ustma-ust tushadi, ya’ni

{yl (O) =0, (4)

n(m)=0
bo‘lib, (1)+(4) masalaga Dirixle chegaraviy masalasi deyiladi. {én}, n e Z orqali

Dirixle chegaraviy masalaning xos qiymatlarini belgilaymiz.
T
2. a=p= Py bo‘lsin. Bu holda (2) chegaraviy shart Neyman chegaraviy

shart bilan ustma-ust tushadi, ya’ni

{y2(0)=0,
y2(7r)=0,

bo‘lib, (1)+(4) masalaga Neyman chegaraviy masalasi deyiladi. {17” }, n € /Z orqali

)

Neyman chegaraviy masalaning xos qiymatlarini belgilaymiz. 6, = n, n € Z orqali
ushbu w, (1) =sin Az funksiyaning nollarini belgilaymiz.
3. Ushbu chegaraviy shartlarga mos ravishda
1(0)=y1(7), ¥,(0)=y,(7) (6)
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Y1(0) ==y (7)., »,(0)==y,(7) (7)
davriy va antidavriy chegaraviy shartlar deyiladi. (1)+(6) masalaga Dirak operatori
uchun qo‘yilgan Davriy chegaraviy masala, (1)+(7) masalaga esa antidavriy
chegaraviy masala deyiladi

Lemma 1. (1) tenglamaga qo‘yilgan Dirixle va Neyman chegaraviy

masalalari uchun mos ravishda quyidagi izlar formulasi o‘rinli:

ni)( E —py=— p(0) ;p(ﬂ) )

ni@(m —n)= r(0) ;P(”) -

Lemma 2. (1) sistemaga qo‘yilgan davriy va antidavriy chegaraviy

masalalar uchun mos ravishda quyidagi izlar formulasi o‘rinli

[e¢]

Z(/Izn + A — 4”) =0,

n=—x

2Lk, + Hypy —2(2n+1)]=0.
Bu yerda A, u, —lar mos ravishda davriy va antidavriy masalaning xos
qiymatlari.
Teorema 1. Quyidagi izlar formulalari o‘rinli

(A, + 1, —2€,]= p(0)+ p(n),

—00

[Ms

n

0

>[4, +u, —2n,]=-p(0)- p(r).

n=—00

Quyida butun o‘qda berilgan Dirak tenglamalar sistemasini ko‘rib chigamiz:

0 1)y p(x)  q(x) \» ¥,
Ly= 4 ’ 0. 0), .
’ (—1 Oj(y;j+(q<x) —p(x)j(yzj (yj xe(=0,),  (®)

bu yerda p(x) va g(x) haqiqiy uzluksiz 7 davrli funksiyalar, A esa kompleks
parametr. (8) tenglamaning ushbu

c(0,2)=(1,0)" va s(0,1)=(0,1)"



boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini
c(x,A) = (c,(x,2),¢,(x, 1)) va s(x,A) =(s,(x,1),5,(x, 1))
orqali belgilaymiz.
Ta’rif 1. A(A) =c¢, (7, 1)+ s,(m,A) funksiyaga (8) Dirak operatori uchun
Lyapunov funksiyasi yoki Xill diskriminanti deyiladi.
(8) operatorning spektri quyidagi to‘plamdan iborat:

E={AeR": —ZSA(/I)SZ}:R'\{0(/12”_1,/12”)}. 9)

Ushbu (4,,,,4,,), neZ intervallarga lakunalar deyiladi. Spektrning chekka

nuqtalari davriy va antidavriy masalaning xos qiymatlari bilan ustma ust tushadi.
s,(r,A)=0 tenglamaning ildizlarini & , neZ orqali belgilaymiz. ¢ ,
ne Z sonlar (1) sistemaga qo‘yilgan Dirixle masalasining xos qiymatlari bilan

ustma —ust tushadi va ushbu &, €[4,, |,4,,], n € Z munosabat bajariladi.

2n—1°

Ta’rif 2. & €[A,,,,4,,], neZ  sonlar ketma-ketligi va ushbu

1

S2(7T9§n)

spektral berilganlari deyiladi.

o, = sign{sz(ﬂ,fn) — }, ne€ Z ishoralar ketma-ketligiga (8) masalaning

Ta’rif 3. Spektral parametrlar & ,o,, ne Z va spektrning chekka nuqtalari
A, n € Z larga (8) masalaning spektral berilganlari deyiladi.

(8) masalaning spektral berilganlarini topish masalasiga to‘g‘ri masala va
aksincha spektral berilganlar yordamida p(x) va g(x) koeffitsiyentlarni tiklash
masalasiga teskari masala deyiladi.

Agar (8) masalada p(x) va ¢g(x) o‘rniga  p(x+7) va ¢q(x+71)
funksiyalarni olsak, u holda hosil bo‘lgan yangi masalaning spektri 7 parametrga
bog‘liq bo‘lmaydi, ya’ni A (r)=A,, neZ, ammo spektral parametrlar 7
parametrga bog‘lik bo‘ladi: & (r), o,(r), ne€Z va bu masala uchun izlar

formulasi ushbu



p)= % (@—gm} (10)

(0= Y (<1 0, (DN, (7) = Aoy )y — &, (0))

n=—00

== (G-,

k#n

\/ ﬁ (;tzk—l B gn (T))(;L% — gn (T))

(11)
ko‘rinishda boladi.

Teorema 2. Agar p(x),q(x)eC'(R") haqiqiy = -davrli funksiyalar bo‘lsa,
u holda (8) masalaning & (¢#), neZ spektral parametrlari quyidagi Dubrovin

differensial tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi:

£,(1)= (=)0, (OV(E, (1) = Ay, )( Ay, = &, (1))

<[26,(0+ X+ Ay = 25,(0))x

% = (2’2k—1_6n(l‘))(2"2k—§n(1‘)) 7 12
JH Go-coy 0 2

(12) Dubrovin tenglamalar sistemasi quyidagi boshlang‘ich shartlar bilan

qaraladi:
&0, =80, 0,0, ,=0,0), nez.

& (t) spektral parametr o‘z lakunasining chetiga har safar urilganda o (¢)
ishora qarama-qarshisiga o‘zgaradi.

(12) Dubrovin tenglamalar sistemasi hamda (10) va (11) izlar formulasi (8)
masalaga qo‘yilgan teskari spektral masalani yechish algoritmini beradi.

Quyidagi teoremada (10) va (11) izlar formulasi yordamida potensialni
silliglik darajasi va lakunalar uzunliklarini kamayish tartibi orasidagi bog‘lanish
ko‘rsatilgan.

Teorema 3. Agar p(x), g(x) 7m-davrli haqiqiy funksiyalar C*(—o0, o0)

sinfdan bo‘lsa va 4, — A, | lakunalar uzunligi eksponensial tarzda kamaysa, ya’ni

agarda ixtiyority butun » larda A, -4, , <ae" tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan
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shunday a >0,b >0 o‘zgarmas sonlar mavjud bo‘lsa, u holda p(x) va g(x) lar
butun o‘qda haqiqiy analitik funksiyalardan iborat bo‘ladi.
Teopema 4. Agar p(x) va ¢g(x) haqiqiy analitik 7 -davrli funksiyalar

bo‘lsa, u holda lakunalar uzunligi 4, — A, | eksponensial kamayadi.

2n-1
G.Borg tomonidan davriy potensialli Shturm-Liuvill operatori uchun % son

davr bo‘lishining zarur va yetarlilik shartlari keltirilgan. Ushbu teoremada G.Borg

teoremasining Dirak sistemasi uchun anologi keltiriladi.
Teorema 5. (8) tenglamalar sistemasining p(x) va g(x) koeffitsiyentlari %

davrli bo‘lishi uchun, (1)+(7) antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki
karrali bo‘lishi zarur va yetarli.
X.P.Mak-Kin, E.Trubovits va P.Deyft ishlarida davriy va antidavriy

chegaraviy shartli Shturm-Liuvill operatorining A,, xos qiymatlariga mos ¢,, (x)

ortonormallangan xos funksiyalarning kvadrati uchun
> & () =1
k=0
ayniyat olingan. Quyidagi teoremada bu ayniyatni Dirak sistemasi uchun analogi

keltiriladi.Ushbu
cees V2 (X), ¥ (%), (%), 1, (%), Y, (%), ... (13)

funksiyalar (1) sistema uchun [0,7] kesmada qo‘yilgan davriy va antidavriy

masalaning
WSAL <AL SA <A <A, <

xo0s gqiymatlarga mos keluvchi normallangan xos vektor-funksiyalar bo‘Isin.

Teorema 6. (13) funksiyalar uchun quyidagi ayniyatlar o‘rinli:

= C > C
2 akygk—l,l(t):_p(t)_'_aa 2 bkygk,l(t):p(t)_‘_aa
k=—0 k=—0

= c = c
Z aky22k—l,2(t):p(t)+§9 2 bkygk,z(f):_p(f)"'aa
k=—0 fe=—00

11



k_zakka—l,l (t)ka—l,z () =4q(), k_zbkka,l (f)yzk,z () =—q(1),

A

bu yerda
-AN(Ay,) A'(2y,) >
a, =— 2k-1 ’ bk:_, 2k ’ c= 2(2%_2%_]),
f(lzk—l) g ()’Zk) fe=—c0
> A, . —A © A, —
fD)=r(A,-2) [1 —2"‘}( , g =2, -2 ] —Zkk
0#k=—00 0#k=—00
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I BOB. DIRAK OPERATORI HAQIDA ASOSIY MA’LUMOTLAR

1. Dirak tenglamasini keltirib chiqarish

Kvant mexanikasining fundamental tenglamalaridan biri bu Dirak
tenglamasidir. Odatda uni Shredinger tenglamasining relyativistik umumlashmasi
deb garaladi. Ma’lumki, Shredinger tenglamasi norelyativistik zarralarni vaqt
bo‘yicha holatini aniglovchi to‘lgin tenglamasi bo‘lib, u 1926 yil Avstraliyalik
fizik E.Shredinger tomonidan keltirib chigarilgan

i oy (r,t) _ - n’
0 2

m

Vi (r,)+V(r)y (1), re R’

bu yerda m zarrani massasi, 277 Plank doimiysi. Shredinger bu tenglamani

2

keltirib chigarishda norelyativistik energiya tenglamasi £ =V+p—, hamda

2m
energiya va impulsning operator £ — if0,, p - —ihV ko‘rinishidan foydalangan.
Shredingerning bu natijasiga ko‘ra kvant mexanikasida yangi tushuncha ya’ni

to‘lqin funksiyasi w(r,t) tushunchasi paydo bo‘ldi. Unga ko‘ra, agar to‘lqin

funksiyasi y (r,¢) to‘g‘ri normallansa, ? Kattalik zarraning fazoni biror

y(r,1)

sohasida bo‘lish ehtimolini beradi.

Shundan keyin, relyativistik zarralar uchun ham to‘lqin tenglamasini keltirib
chigarish mumkinmi? degan savolga javob topish o‘sha davrning ko‘plab
olimlarini bu yo‘nalishda ilmiy izlanishlar olib borishiga sababchi bo‘ldi. Natijada,
1926 yilda bir-biridan bexabar ravishda Klein va Gardonlar tomonidan dastlabki
relyativistik to‘lqin tenglamasi olindi

2 2 2
(Vz L9 }//(r,t) =" 0y (),

2 or 7

bu yerda ¢, yorug‘lik tezligi, m zarrani massasi. Hozirgi kunda bu tenglama
Klein-Gardon tenglamasi deb yuritiladi va uning yechimi y (r,t) spinsiz skalyar

Bozonlar holatini ifodalaydi. Bu tenglamadan keyin 1927 yilda Angliyalik fizik
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Dirak tomonidan relyativistik kvant nazariyasining yangi vaqtga nisbatan chiziqli
bo‘lgan “relyativistik to‘lqin tenglamasi” keltirib chigarildi. Bu tenglama hozirgi
kunda Dirak tenglamasi deb yuritiladi va spinli zarralarning holatini ifodalaydi.

Uning ko‘rinishi quyidagicha:

I—}O '//(7",1‘) = lh av,(r’t) s
ot
bu yerda
Iflo :Z a, 0 +a, 0 +a, 0 + Bmc® = cap + Bmc’
i ox, ox, Oox,

p—>—ihV,V =i g +J g +k g ana’E—)ih2
ox, ox, Oox, ot

w(r,0) = (W, (1,00, (7). (10,0, (1))
a=ai+a,j+ak

(O Glj (O sz (O G3j
al = 9052 = ’a3 =
o, 0 o, 0 o, o0
1 0 —1i 1 O 1 0
o, = ’ ,O, =1 . l ,O03 = ;ﬁ: :
1 0 i 0 0 -1 0 -1,

1,-2x2 o‘lchamli birlik matritsa.

Eynshteyn nisbiylik nazariyasiga ko‘ra relyativistik energiya tenglamasi

ushbu

E=\/pzc2 +m’c (1.1)
ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda p= p(p,,p,,p;) bo‘lib u zarraning impulsini

bildiradi. Energiya va impulsning operator quyidagicha

p—>—ihV,V =i g +J g +k g ana’E—)ih2
ox, ox, Oox, ot

ko‘rinishini (1.1) tenglikka qo‘yib, Shredinger nazariyasidan foydalansak,
relyativistik zarralar uchun to‘lqin tenglamasiga ega bo‘lamiz:

, 1 0? m*c’
\% TPy W = e V. (1.2)
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Bu tenglama vaqtga nisbatan chiziqli emas, bizni qiziqtirgan relyativistik
to‘lqin tenglamasi vaqtga nisbatan chiziqli bo‘lishi zarur, shu maqsadda (1.2)
tenglikning chap tomonini quyidagicha ko‘rinishda yozib olamiz:

2 . .
v 1O (aﬁxl Fo,0, +ad, + ﬁ&lj(aléxl ro,0, +a,d, +- ﬂ&,j.(l.?,)
c; Ot C c

Bizning maqsad (1.3) tenglikni ganoatlantiruvchi «, va [ Kkattaliklarni
mavjudligini  ko‘rsatishdir. Dirakgacha bo‘lgan olimlar (1.3) tenglikni
qanoatlantiruvchi kattaliklar haqiqiy va kompleks sonlar ichida, hattoki 2x2
o‘lchamli matritsalar ichida ham mavjud emasligini bilganlar. Dirakni xizmati
shundaki, u bunday kattaliklarni 4x4-o‘lchamli matritsalar ko‘rinishida qidirgan va
natijada ularning mavjudligini ko‘rsatishga muvaffaq bo‘lgan. (1.3) tenglikni
bajarilishi uchun bu kattliklardan ushbu

p’=lal=a;=aj =1,pa,=0,a,a, +a;a; =0,i=1,23; j =1,2.3;i # j

shartlarni bajarilishi talab qilinadi. Bu shartlarni ganoatlantiruvchi matritsalar

ushbu
0 o 0 o, 0 o,
al = 9052 = ,a3 =
o, 0 o, 0 o, o0

o 1 0 —i 10 I, o0
%=y o2 070 —1fPlo o

ko‘rinishda bo‘lib, (1.3) tenglikning o‘rinli ekanligini oddiy hisoblashlar
yordamida ko‘rsatish mumkin. Shundan keyin, (1.2) va (1.3) tengliklardan darhol
quyidagi ayniyatni yoza olamiz

(alﬁxl +a,0, +a,0, +éﬁ81jyf :%w. (1.4)

Agar (1.4) tenglikning har ikkala tomoniga gaytadan bu matritsa operatorni

qo‘llasak, natijada (1.2) formulani hosil qilamiz, ya'ni

1 6° m’c?
(Vz_c_zatz}//: w
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bo‘ladi. Shunday qilib, biz relyativistik zarralar holatini ifodalovchi, vaqtga
nisbatan chiziqli bo‘lgan ushbu
L Ow(r,t) | hc 0 0 0 2
ih—=|—|a,—+a,—+a,— |+ Bmc r,t 1.5
N L(léxl e F gy [T A (1.5)

Dirak relyativistik to‘lqin tenglamasini keltirib chiqardik.
Dirak operatori uchun spektral masalalarni o‘rganishda ko‘p hollarda

statsionar Dirak tenglamasi bilan ishlashga to‘g‘ri keladi. (1.5) tenglamada ushbu
iEt

y(r)=y(re "

almashtirishni bajarsak, natijada quyidagi

Hoy(r)=Ey(r), (1.6)
statsionar Dirak tenglamasiga ega bo‘lamiz. Bu yerda E zarraning relyativistik

energiyasi. Agar zarra biror skalyar V' (r) potensial maydon ta’sirida bo‘lsa, u

holda (1.6) tenglama quyidagicha yoziladi

Hoy(r,E)=Ey(r.E),
bunda

A

H-= cap + fmc’ +V(r) :]f10+ V(r).

Bu tenglik yordamida aniglangan ifoda odatda Dirak operatori deb yuritiladi.
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2. Davriy potensialli Dirak operatori uchun Lyapunov funksiyasi va

uning xossalari

Quyida butun o‘qda berilgan Dirak tenglamalar sistemasini ko‘rib chigamiz

0 1Y » p(x)  q(x) Y » Ny
Ly = =A , —00, 00), 2.1
Y (—1 (J(yJ%g(x) —p(x)j(yzj (yj reom), (2

bu yerda p(x) va ¢g(x) haqiqiy uzluksiz 7 davrli funksiyalar, A esa kompleks
parametr. (2.1) tenglamaning ushbu
c(0,2)=(1,0)" va s(0,1)=(0,1)"
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini
c(x, 1) = (c,(x,A),¢,(x,A)) va s(x,A) = (s,(x,4),5,(x, 1))
orqali belgilaymiz.

c(x,A) va s(x,A) vektor-funksiyalar x ning har bir tayinlangan qiymatida
A parametrga nisbatan butun funksiya bo‘lib, (2.1) tenglamaning fundamental
yechimlar sistemasini tashkil qiladi, hamda bu yechimlar uchun quyidagi ayniyat
bajariladi:

¢, (x,A)s,(x,A) —c,(x,A)s,(x, 1) =1.

Ta’rif 2.1. A(A)=c¢,(n,A)+s,(wr,A) funksiyaga (2.1) Dirak operatori
uchun Lyapunov funksiyasi yoki Xill diskriminanti deyiladi.

Teorema 2.1. a) [0,7] kesmada Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan
»,(0)=y,(7), y,(0)=y,(m) davriy chegaraviy shartli masalaning xos qiymatlari
haqiqiy bo‘ladi va ular A(A1)—-2=0 tenglamaning ildizlari bilan ustma-ust
tushadi;

b) [0,7] kesmada Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan y,(0)=-y,(7),
v,(0)=—y,(7) antidavriy chegaraviy shartli masalaning xos qiymatlari haqiqiy
bo‘ladi va ular A(A)+ 2 =0 tenglamaning ildizlari bilan ustma-ust tushadi.

Natija 2.1. Ushbu A(1)-2=0, AA)+2=0 tenlamalarning ildizlari

haqiqiy bo‘ladi.
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Misol 2.1. Agar p(x)=0, g(x)=0 bo‘lsa, u holda

Ccos Ax

— M
e )= O sy =l A =2c0sax
sin Ax cos Ax

bo‘ladi.  A(A)-2=0 tenglamaning ildizlari A, ,=A4, =2n, neZ bo‘ladi

A(A) + 2=0 tenglamaning ildizlari esa A,,,, =4,,., =2n+1, neZ bo‘ladi.

4n+2

Ushbu
(1) = (C?s /lxj . f( sin A(x —¢) C?S A(x — t)J(p(t) q(t) jc(t,}t)dt ’
sinAx )] y\—cosA(x—¢) sinA(x—¢t) \qt) — p(t)
S d) = (— sin /lxj . j( sin A(x —¢) C?S A(x — t)j(p(t) q(t) Js(t,}t)dt
cos Ax o\—cosA(x—t) simA(x—1t) \qg(t) - p(t)

integral tenglamalar yordamida c(x,A) va s(x,4) yechimlarning katta W lardagi

asimptotikasini o‘rganish mumkin. Bunda quyidagi asimptotik formulalar kelib

cos Ax e‘lml‘x
c(x,A) = . +0 T f
Sin o

—sin Ax e‘lml‘x
s(x,A) = I + 0 )
COS o

Bulardan, xususan Lyapunov funksiyasining haqiqiy A lardagi asimptotikasi kelib

chiqadi:

l‘—)oo, xel0,x],

/”t‘—)oo, xel0,7].

chiqadi:
A(A)=2cosAm + Q(%), A — w0,

Teorema 2.2. Lyapunov funksiyasi uchun quyidagi tenglik o‘rinli:

_df;j) = e, r, 20521, 2) + e, (7,2 =5, (2, Y (1,203, (6, ) =5, (7, ) (1, 2) +

+c, (m,A)s2 (t,A) +[c,(m, A) =5, (7, A)Jc, (8, A)s, (¢, A) — s, (7, A)ca (2, /”t)}dt.
Teorema 2.3. Agar haqiqiy A son uchun ushbu —2 < A(4) <2 tengsizlik
bajarilsa, u holda quyidagi tengsizlik o‘rinli bo‘ladi:

dA()
di

0.
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Natija 2.2. Ushbu —-2<A(1)<2 polosa ichida Lyapunov funksiyasing

ekstremal qiymatlari yo‘q.

Teorema 2.4. a) A son A(A1)=2 tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lishi
uchun quyidagi tengliklar bajarilishi zarur va yetarlidir:

s, (m,A)=0, s,(7r,A)=1, ¢,(m, 1) =1,¢,(7w,A)=0;

b) A son A(A)=-2 tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lishi uchun quyidagi
tengliklar bajarilishi zarur va yetarlidir:

s (m,A)=0, s,(r,A)=-1, ¢,(x,A)=-1, ¢c,(x,A)=0.

Teorema 2.5. a) agar A son A(A)=2 tenglamaning ikki karrali ildizi
bo‘lsa, u holda A(A) <0 bo‘ladi. Xususan, bu nuqtada Lyapunov funksiyasi lokal
maksimumga erishadi.

b) agar A son A(A)=-2 tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lsa, u holda
A(A1)>0 bo‘ladi. Hususan, bu nuqtada Lyapunov funksiyasi lokal minimumga

erishadi.

Natija 2.3. Ushbu A(1)+2=0 tenglamalar ildizlarining karrasi ikkidan

oshmaydi.

Yuqorida keltirilgan teoremalar va A(A) Lyapunov funksiyasining
asimptotikasiga ko‘ra, umuman olganda A(A) funksiyaning grafigi quyidagi

ko‘rinishda bo‘lishi kelib chiqadi:
A

AN VA N
FARVARTRYR

(1-rasm)

E orqali —-2<A(A)<2 tengsizlikning yechimlari to‘plamini belgilaymiz,

tushunarliki, £ to‘plam
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E= U[j"2n72"2n+l] =R'\ U(2’2n—172"2n)

kesmalar birlashmasidan iborat. Bu kesmalar orasidagi intervallar lakunalar
deyiladi: (4,,,,4,,),neZ.

n—12

Teorema 2.6. a) har bir yopiq [4,, ,,4,,], neZ lakunda s,(7,A)=0

tenglama bitta & €[4, ,, 4, ], neZ ildizga ega va komleks tekislikning qolgan

2n—1°

0
qismlarida yechimga ega emas, xususan £ to‘plamda yechimga ega bo‘lmaydi.

0) har bir yopiq [4,, ,,4,,], n€Z lakunada c,(7,A)=0 tenglama bitta
n,€li,, »4,,], neZ ildizga ega va kompleks tekislikning qolgan qismlarida

0
yechimga ega emas, xususan E to‘plamda yechimga ega bo‘lmaydi.
Teorema 2.7. Quyidagi yoyilmalar o‘rinli:
Az(;t) — 4 =42 ﬁ (;tzk—l — ;t)(;LZk —A)

2
k=—0 ak

T X _;t, Sl(ﬂ,/l)ZEﬁﬂ.
k=—0

“ e ay “ % a,

c,(m,A)=—nx
k

Buyerda a,=1va k#0daa, =k.

Eslatma 2.1. Bu yerda va bundan keyin, Il ko‘paytmalar va X _
yig‘indilarda xususiy ko‘paytmalar va xususiy yig‘indilar simmetrik deb olinadi.
Lemma 2.1. (2.1) sistemaning c(x,A) va s(x,4) yechimlari uchun quyidagi
ayniyatlar bajariladi:
c(x+m,A)=c/(m,A)c(x,A)+c,(m,A)s(x,A),
s(x+m,A)=s,(m,A)c(x, 1)+ 5,(7m,A)s(x,1).

Quyidagi Dirak tenglamalar sistemasini ko‘rib chigamiz

0 1Yy + +
L(r)ys( j(yij{p(x oo j(y‘}z(y‘j,xe(—oo,oo),(2.2)
-1 OA\yy) \g(x+7) —plx+7)\», 2
bu yerda ¢ haqiqiy parametr. c(x,A,7) va s(x,A,7) orqali (2.2) tenglamaning
quyidagi

c(0,A,1)=(1,0)" va s(0,4,¢)=(0,1)"
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boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini belgilaymiz. Lyapunov
funksiyasining ta’rifiga ko‘ra A(4,7)=c,(7,A,7)+s,(7,A,7) bo‘ladi.
Lemma 2.2. Quyidagi ayniyatlar o‘rinli:

c(x,A,7)=5,(t,)c(x+1,4)—c,(t,)s(x +7,4),
s(x,A,7)==s,(t,)c(x +1,1) +c,(r,A)s(x +7,A).

Lemma 2.1 va 2.2 lardan foydalanib quyidagi muhim teorema oson isbotlanadi.
Teorema 2.8. Ushbu A(A,7)=A(A) ayniyat bajariladi, ya’ni Lyapunov

funksiyasi 7 parametrga bog‘liq emas.
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3. Floke yechimlari va ularning xossalari

Teorema 3.1. (Floke). a) agar A’(1)—4#0 bo‘lsa, u holda (2.1)

tenglamaning quyidagi ko‘rinishdagi ikkita chiziqli erkli yechimi mavjud:

X X

v (x,A)=pT  p_(x,A), y.(x.A)=pl  p.(x.2),
bunda p_(x,4) va p,(x,A) funksiyalar x bo‘yicha = davrli bo‘lib,

LCE JEQ) -4

¥ 9 >

b) agar A(A4)=2 bo‘lsa, u holda (2.1) tenglamaning 7 davrli yechimi
mavjud bo‘ladi;

c) agar A(1)=-2 bo‘lsa, u holda (2.1) tenglamaning 7 antidavrli yechimi
mavjud bo‘ladi.

Agar v (0,1) =1 deb olinsa, u holda

2 — ey + 2B G mAF JE() -4 )
2s,(7,2)

bo‘ladi.
Bu yerdagi ildiz analitik 1ldiz bo‘lib, wuning quyidagi shartni

qanoatlantiruvchi shohchasi olingan

JR() -4 -2isinaz =ole™"), A,

shart o‘rinli bo‘ladigan shohchasi olingan.

Shuning bilan birga C \ E sohada analitik bo‘ladigan funksiyaga ega bo‘lamiz, bu
yerda E orqali ushbu —2<A(A1)<2 tengsizlik bajariladigan haqiqiy o‘qning
qismi belgilangan. E to‘plamning har bir kesmasida bu funksiya uzilishga ega

bo‘ladi. w_(x,4) va w_(x,A) yechimlarga Floke yechimlari deyiladi.
Teorema 3.2. a) agar |A(4)|>2 bo‘lsa, u holda |p_(1)>1,

p.(2)|<1
bo‘ladi;
b) agar ‘A(l)‘ <2 bo‘lsa, u holda ‘p_ (ﬂ,)‘ =

p.(A) =1 bo‘ladi.
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Teorema 3.3. Floke yechimlari Veyl yechimlariga proporsional bo‘ladi va
Veyl-Titchmarsh funksiyasi quyidagi formula bilan beriladi:

mi(l): Sz(ﬂ,l)—cl(ﬂ)l)i\/m'

2s,(7,7)

Eslatma 3.1. Lemma 2.1 va2.2 lardan quyidagilar kelib chiqadi:

c(r, A, v)==s,(m, ), (t,)c(t,A) +c,(m,A)s,(t,)c(r,A) —
—s,(m,A)c, (t,A)s(T,A) + ¢, (7, A)s, (T,A)s(T,A),
s(m,A,v)=s,(m,A)c,(t,A)c(t,A) + 5, (7, A)c,(t,A)s(T,A) —

—c(m,)s, (t,A)c(t, L) —c,(m,A)s, (T, A)s(T, ).

Bu ifodalardan foydalanib Floke yechimlari uchun quyidagi
s (T (@, 0w, (T, A) +y, (0,2, (T,)]=5,(7,A,7) = ¢/ (7, A,7),  (3.1)
S, @AW (@2 v (095 @A) =5,(1,2.0) + ¢, (m,4,7) (3.2)

tengliklarni hosil qilamiz.

Natija 3.1.. Davriy potensialli (2.1) Dirak operatori xos qiymatga ega emas.

Uning spektri uzluksiz bo‘lib, u quyidagi to‘plamdan iborat:
E=Per|-25a)<2=R'"\ Ay, 1, As)- (3.3)

Ushbu (4,, ,,4,,), n € Z intervallarga lakunalar deyiladi.
Ushbu s5,(7,4) =0 tenglamaning ildizlarini & , neZ orqali belgilaymiz.
(Bu yerda Veyl-Titchmarsh funksiyasining mahrajidan kelib chiqdik.) & , neZ
sonlar (2.1) Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan quyidagi
1(0)=0, »(7)=0
Dirixle masalasining xos qiymatlari bilan ustma-ust tushadi.

Bundan tashqari &, €[4,, ,,4,,]1, n€Z bo‘ladi.
Ta’rif 3.1. Usbu & elA,, 4,1, neZ sonlar va
o, =sign{s,(n,&) —c,(x,E,)}, neZ ishoralarga (2.1) masalaning spektral

parametrlari deyiladi.
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Eslatma 3.2. Agar & =A,,, yoki & =4, bo‘lsa, u holda

s,(m, &) —;:0 bo‘ladi. Shu sababli bu holda aniqlik uchun o, =1 deb

s,(7,¢,)

olamiz.

Ta’rif 3.2. Lakunalarning chetlart 4, , ne€Z hamda &, o, ==, neZ
spektral parametrlarga (2.1) masalaning spektral berilganlari deyiladi.

Ta’rif 3.3. (2.1) sistemaning spektral berilganlarini topish masalasiga
to‘g‘ri masala deyiladi, aksincha, spektral berilganlar orqali (2.1) sistemaning

koeffitsientlarini topish masalasiga teskari spektral masala deyiladi.
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I bob bo’yicha xulosa

Dissertatsiyaning ushbu bobida Dirak tenglamasining kelib chiqish tarixi,
hamda Dirak operatori haqida asosiy ma’lumotlar keltirilgan. Davriy potensialli
Dirak operatori uchun Lyapunov funksiyasi haqida tushunchalar berilib, uning
xossalari o‘rganilgan, hamda bir nechta teorema, lemmalar keltirilgan hamda
ularning tadbiqiga doir misollar keltirildi. Bundan tashqari potensial argumentining
haqiqiy siljishida Lyapunov funksiyasining o‘zgarmaslik xossalari ham
o‘rganilgan. Keltirilgan bu lemma va teoremalar Dirak operatori uchun qo‘yilgan
teskari masalani yechishda muhim ahamiyatga ega. Floke yechimlari va bu

yechimlarning xossalari ol Irganilgan.
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II BOB. DIRAK OPERATORI UCHUN IZLAR FORMULALARI

1. Dirixle va Neyman chegaraviy shartli Dirak operatori uchun izlar

formulasi.

Quyidagi Dirak operatorini garaylik

LyEBQ+Q(x)y=iy, O<x<r, (1.1)
dx
y,(0)cosa + y,(0)sinax =0 -
y,(m)cos B+ y,(m)sin B =0, (12)
bu yerda
0 1 p(x) q(x) y1(%)
B = , Qx)= , = )
(—1 Oj 0 (qu) - p(x)J - (yQ (x)j
p(x),q(x) e C'[0,7], o, B R. y(x,A) orqali (1.1) tenglamaning
»,(0)=sma, y,(0)=-cosa. (1.3)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaylik. Koshi funksiyasi
yordamida (1.1)+(1.3) masalani

v, (x,A) =sin(Ax + o) + J)E {[p(t) sinA(x—t)+q(t)cos A(x—1)]y,(t) +
+[g(t)sinA(x —1) — p(t)cos A(x — )]y, (z‘)}dz‘ , (1.4)
V,(x,A) =—cos(Ax+a) + J)E {[q(t) simA(x—t)— p(t)cos A(x—1)]y,(t) -

—[p(t)sin A(x — 1)+ g(t)cos A(x — )]y, (¢)}dt . (1.5)
integral tenglamalar sistemasiga keltiramiz. Agar p(x),q(x) € C'[0,7] bo‘lsa, u

holda har bir fiksirlangan x larda (1.4)+(1.5) integral tenglamalar sistemasining

y(x,A) yechimi uchun
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v (x,A) =sin(Ax+a) + i {p(x) sin(Ax + a) + p(0)sin(Ax —a) —

|xIm A|
—g(x)cos(Ax+ a)+ q(0)cos(Ax — ) — a(x) cos(Ax + a)}+ Q(e JE }

W —
v, (x,A) = —cos(Ax +a) + i {p(x)cos(Ax +a) — p(0)cos(Ax —ar) +

‘xlml‘
e

+ g(x)sin(Ax + ) + q(0) sin(Ax — o) — a(x) sin(Ax + oc)} +0 7
A

A= e,
assimptotik formula o‘rinli bo‘ladi, bu yerda
a(x)=[[p*(s)+4°(s)}ds.
0
w(A) orqgali (1.1)+(1.2) masalaning xarakteristik tenglamasini belgilaymiz:
w(A)=y,(m)cos B+ y,(7)sin . (1.6)
y,() va y, () lar o‘rniga ularning assimptotik ifodalarini qo‘yib, quyidagiga
ega bo‘lamiz:
w(A) =sin(Arx +a — B)+ i{p(ﬂ) sin(Ar +a+ )+

+ p(0)sin(Ar —a — B)—q(r)cos(Ar +a + B)+

|7 Im A
+q(0)cos(Ar —a — B)—a(r)cos(Ax + o — ﬁ)}+ Q(e P j : (1.7)

(1.7) ifodani

wd)=sin(Ar +a — B)+ i{[p(ﬁ)coﬁﬂ + p(0)cos2a +

+q(r)sin2B + g(0)sin 2a |sin(Azxr + . — ) —
—[—p(m)sin2p + p(0)sin2a + g(7w)cos2 [ —

|7 Im 2|
e

—q(0)cos2a + a(m)]cos(Ar +a — B)} + Q( pr J W N

ko‘rinishda yozishimiz mumkin.
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Wy(A) =sin(Az +a - p). (1.8)

w,(A) funksiya nollarini x  orqali belgilaylik. Ko‘rish qiyinmaski,

a f—
o, =n-— P ,neZ
3
I"y, —kvadrat kontur bo‘lsin.
Ed
Cre B
I-'="'-'-::-
o
0
Ih JA
1-rasm.

AZ(N()%)a_i), B = (N, + )1 +1)

Cz(N0 +%j(—l+i), D=(No+%)(_1_i)’

bu yerda N natural son.

Quyidagi munosabatni qaraylik:

_vz((i)) 14 i{p(ﬂ) c0s23 + p(0)cos 2a + g(rr) sin 28 + ¢(0) sin 2a} -

_cg(Ar+a-p)
22

Ap(r)sin 2P + p(0)sin 2a + g(rr)cos2f —

—q(0)cos2a +Cl(7‘[)}+g(%). (1.9)

l. a= =0 bolsin, u holda (1.2) chegaraviy shart Dirixle chegaraviy

shart bilan ustma-ust tushadi, ya’ni

{y‘(o)zo’ (1.10)

yl(ﬂ-) =0.
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{fn}, ne/Z orqali (1.1)+(1.10) masalaning xos qiymatlarini belgilaylik.
a=p=0 da u =n,neZ ga ega bo‘lamiz. Quyidagi tengliklarni o‘rinli

ekanini isbotlash qiyin emas:

&+ Ng:@,, rE)=oo A{W“) - W‘)(i)}d}tz

£, LW w(4)
Mdl wA) _ 1 i W) o, (1.11)
ey wo(A) 2mi ;. wy(4)

Qaralayotgan holda (1.9) tenglik ushbu ko‘rinishga keladi:

wd) 1
— + p(0 —q(0)+ cctghn;+ 0| — |
o~ 2 Ao+ p(0))-[om) - 4(0)+ a(m)- crga) =( fj
w(A) . .
Agar In funksiyani Makloren gatoriga yoysak, u holda
WO
w(A) 1
In—=—=— + p(0)|—
Ny~ 2 P+ O]
~[g(m) - q(0) + a(n)]- ctghn} + Q(%) (1.12)
ni olamiz. (1.11) formulaga (1.12) ni qo‘yib,
+Z(§ +c, )——— i3 {—[p(ﬂ)er(O)—
—(q(m)—q(0)+ a(m))ctgAr] + Q(%)}d& (1.13)
tenglikni keltirib chigaramiz.
1 i 1
V4 n=1Z —N I
ayniyatdan foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
L j <827 5 <o, (1.15)
2miv, A

Yetarlicha katta N, uchun ushbu baholash o‘rinli bo‘ladi:
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§ O(izjdz =0 L . (1.16)
My A — N,
(1.15) va (1.16) ga asosan, (1.13) dan
N )+ p(0 |
& 438, +&,)=- LN Ug(—j (117
n=l1 2 NO
ni hosil qilamiz. (1.17) tenglikda N, — oo da limitga o‘tib
e 0) +
G+ 26, +e,) = PO E (1.18)
n=l

ga ega bo‘lamiz. (1.18) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

e oo PO+ p(r)
nzz_w(é,, n) = 5 :

T
2.a=0= Py bo‘lsin. Bu holda (1.2) chegaraviy shart Neyman chegaraviy

shart bilan ustma-ust tushadi, ya’ni

{yz(o) =0,
yz(ﬂ') =0.

{17” }, n e Z orqali (1.1)+(1.19) masalaning xos qiymatlarini belgilaymiz. Bu

(1.19)

holda u, =n, neZ
va

m)) =1+ ﬁ = p(1)— p(O)]+[9(7) - 4(0) - a(m)Jeighn |+ Q(%j '

Birinchi holdagidek, ko‘rish mumkinki,

_p0)+ p(7)
2

M +Zl(m +1.,)
va

ni@(m —n)= r(0) ; p(7) -

30



2. Davriy va antidavriy chegaraviy shartli Dirak operatori uchun izlar
formulasi

1. Davriy chegaraviy shart, ya’ni

1 (0)=y,(m), ¥,(0)=y,(7) (2.1)
da regulyarlashtirilgan iz formulasi

[e¢]

Z(/Izn + A — 4”) =0,

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda A,,4,,. —(1.1)*(2.1) masalaning xos
qiymatlari.Haqiqatan, bu holda
w(d)=A(1)-2, (2.2)
bu yerda
AA)=0,(r, )+ @, (m, ). (2.3)

0(x,1)=(0,(x,1),0,(x,1)) va ¢(x,1) =(¢,(x,1),0,(x,1))" orqali (1.1)
tenglamaning

0,(0,4)=0,0,(0,4)=0, ¢,(0,4)=0, ¢,(0,4)=1
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini belgilaymiz. 6(x,1) va

¢(x,A) funksiyalarning assimptotik formulalaridan

0,(m,A)=cos A + i[(p(ﬁ) — p(0))cos Az + (q(rr) + q(0))sin Az +

|7 ImA|
+a(m)sin Az |+ 2(67} Al =,

0,(m,A) =sin Az + % [ (p(z) + p(0))sin Az + (¢(7) — g(0)) cos Az —

l‘—)oo,

‘ﬂ' lmi‘
—a(r)cos lﬂ] + Q(eT),

¢, (r,A)=—sinAxr + i[— (p(m)+ p(0))sin Az + (q(7r) — q(0))cos Az + (2.4)

l‘—)oo,

‘ﬂlmi‘
+ a(m)cos }m] + Q[e JE }
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@, (r,A)=cosAr + i [(p(ﬂ') — p(0))cos Az —(q(m)+¢q(0))sin Az +

‘ﬂlmﬂ,‘
+a(m)sin Az ]+ Q(e e J

— 0
ga ega bo‘lamiz, bu yerda
a(m)=[[p* () +a* )is. (2.5)
0
(2.4) assimptotikadan
1 e‘ﬂlml‘
w(A) :2cos/l7r—2+za(7r)sin/l7r+2 — [A] >0 (2.6)
kelib chiqadi.
wy(A)=2cosAn -2, (2.7)

bo‘lsin. U holda w,(4) funksiyaning ildizlar1 ikki karrali bo‘ladi va ularni
u, , neZ orqali belgilasak,

My = Moy = My, =20, nEZ.
(2.6) va (2.7) dan quyidagiga ega bo‘lamiz:

W) 1 AT ( 1 j

=1+—a(x)cte—+ 0
() g P

wo(h) 22 (2.8)

Ko‘rish mumkinki,

4] L W) w1 w(A)
Z]:v[/‘t Ty ]_M rfo /1{ ey wo(z)}d’l o rfo In ) di. (2.9)

(2.8) tenglikdan

wid) 1 (1
M) 22t +O(zj

ga ega bo‘lamiz. (2.9) tenglikning o‘ng qismi hisoblansa

ctglﬂ
Sy LGy +0( ! j dj = 0( 1 j (2.10)
2 2 N,

27 I
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(2.10) ni (2.9) ga qo‘yib va N, — oo, da limitga o‘tsak, u holda davriy masala

uchun iz formulasini hosil qilamiz:

S[A, + 4, —4n]=0

2n+1
n=o0

2. Antidavriy chegaraviy shart, ya’ni
1(0)==y(7m), »,(0)=~y,(7) (2.11)

da regulyarlashtirilgan iz formulasi

i[zﬂn +2"2n+1 _2(2n+1)]: O 9

Nn=00

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda A, , 4 (1.1)+(2.11) masalaning xos

2ns Monet T
qiymatlari.
Yuqorida keltirilgan mulohazalardan quyidagi teoremaning o‘rinli ekani
kelib chiqadi:

Teorema. Quyidagi iz formulalari o‘rinli

0

(4, +u, —2&,]1= p(0)+ p(n),

n=—00

0

>[4, +u, —2n,]=-p(0) - p(n),

n=-—00o

bu yerda A

n

, u, neZ —davriy va antidavriy masalaning xos qiymatlari,
&..n,,neZ — Dirak operatori uchun mos ravishda Dirixle va Neyman

masalalarining xos qiymatlari.
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IT bob bo‘yicha xulosa

Dissertatsiyaning ikkinchi bobida Dirak operatori uchun izlar formulasini
keltirib chiqarishning yangicha elementar usuli keltirilgan. Bunda birinchi
bo’limda Dirak operatori uchun qo’yilgan Dirixle va Neyman chegaraviy shartlari
hollarida izlar formulalari keltirib chiqgarildi. Ikkinchi bo’limda esa Dirak operatori
uchun qollyilgan davriy va antidavriy chegaraviy shartlari hollarida izlar
formulalari keltirib chiqarildi. Har ikkala bolllimda izlar formulalari yangicha

elementar usulda keltirib chiqarildi.

34



IIT BOB. DIRAK OPERATORI UCHUN TESKARI MASALA

1. Butun o‘qda berilgan davriy potensialli Dirak operatori uchun Dubrovin

tenglamalar sistemasi analogini keltirib chiqarish.

I bobdagi (2.2) masalaning spektri ¢ ga bog‘lig emas, shuning uchun u I
bobdagi (3.3) to‘plamdan iborat, lekin spektral parametrlar ¢ ga bog‘liq. Ularni
& (1),0,(t), neZ orqali belgilaymiz.

Teorema 1.1. Agar p(x),q(x)eC'(R") haqiqiy = -davrli funksiyalar
bo‘lsa, u holda (2.2) masalaning & (), neZ spektral parametrlari quyidagi

Dubrovin differensial tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi:

£,(1)= (=", (OV(E, (1) = Ay, )( Ay, = &, (1))

<[26,(0+ X+ Ay = 25,(0))x

. , heZ. (1.1)
o, (5 (D =&, ()

k#n

X \/kﬁ (izk_l _ én (t))(izk - én (f))

(1.1) Dubrovin tenglamalar sistemasi quyidagi boshlang‘ich shartlar bilan

qaraladi:
én (t)‘lzo = én (O) > Gn (t)‘z=0 = Gn (O) 2 n e Z M
& (t) spektral parametr o‘z lakunasining chetiga har safar urilganda o (¥)

ishora qarama-qarshisiga o‘zgaradi.

Isbot. I bobdagi (2.2) differensial ifoda va ushbu
1(0)=0, »(7)=0 (1.2)
chegaraviy shartlar yordamida tuzilgan L(¢), t<R' operatorlar oilalarining
L%(0,7) vektor-funksiyalar fazosini garaymiz.
L(t) operatorning & (¢), n € Z xos qiymatlariga mos ortonormallangan xos

vektor-funksiyalar  y (x,t), neZ  bo‘lsa, u holda L(¢¥)y, =& (9)y,,
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E ()= (L(z‘) Vs yn) bo‘ladi. Oxirgi tenglikni ¢ bo‘yicha differensiallasak
quyidagiga ega bo‘lamiz:
E,0=(LOr,)y, )+ (LO)y,.5,).
£ =(L07,.3,)+ QG +0y,.9,)+E,O0,.5,)-
Bu yerda

._dd d9 (p'(x+t) q'(x+1) j

=—, 3 =—, QUx+1)=|",
dt dx qg'(x+1) —p'(x+1)

L(¢t) operatorning simmetrikligidan va uning xos vektor-funksiyalari

normallanganligidan foydalansak

E(O=(Qx+1)y,.,)

tenglikni hosil qilamiz, ya’ni
én ()= J.{pl(x + t)[yjl (x,1) - yjz (xD]+q'(x+1)- 2y, (x,0)y,,(x,0)}dx.  (1.3)
0

(1.3) tenglikni bo‘laklab integrallasak va (1.2) chegaraviy shartlarni inobatga

olsak,

&, ()= POy, (0,0) = y3, (m,)] -

= 23, ()Y (6,8 = 29,y (1) () (e + X —

20,0 ()Y (6s0) + 29,5 (5,0 (5,0 + 1)

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu ayniyatni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
én ()= p(t)[yjz 0,0) - yjz (7,0)] -

- 2} W (6D, (60 + plx+ D)y, (5,0 +q(x +1)p,, (x,0)] +

+ y:z2 (X,f)[—y;l (X,f) + q(x + t)ynl (X,f) - p(x + t)yn2(x9t)]}dx'
I bobdagi (2.2) tenglamalar sistemasi va (1.2) chegaraviy shartlardan foydalanib,

E.(0) = O (0.0) = 2 (0] — £, (O 192 (6.0) + ¥ (1) d,

E)=-Ip0)+&, O] [y, (1) - y2,(0,6)] (1.4)
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ayniyatni hosil qilamiz. Ushbu
1
¢,(t)
tenglikni hisobga olib, (1.4) tenglikni
[p(®) +&,(0][55 (7,8, (1)) - 1]
¢, (t)

bilan almashtiramiz. Dirak sistemalarining yechimlari uchun yozilgan

Df@%)+yﬂniﬂm:{y&%gyg%%gQ_yx%iyé?gggj

yn(xat): S()C,gn(l‘),l‘)

&, (=-

(1.5)

T

Shemm |

0
tenglikdan, I bobdagi (2.2)+(1.2) masalaning normallangan o‘zgarmaslari uchun
quyidagi formulani hosil qilamiz:

_ 05, (7,8,(0),1)
oA

¢, (t) =T[S12(x,§n(f),f) +5, (x,8, (1),1)]dx = -8,(7,6,(6),0) . (1.6)

(1.6) ifodani (1.5) tenglikka qo‘yib

$,(7,6, (1):1)
0s, (7,5, (1):1)
oA

| [p(t)+§,,<r)]-(s2<n,é,,<r),r)— : j
)=

tenglikka ega bo‘lamiz.
x=m va A=¢& (t) qiymatlarni
¢, (x,A,0)s,(x,A,t) —c,(x,A,0)s,(x,A,t) =1

ayniyatga qo‘ysak,
1
¢(7,¢,(0),1) =
| 5, (7,6, (£),1)
hosil bo‘ladi.
Bu tenglik va

[c,(m,A,t)—s, (m,2,0)] =(A(A)—4) - 4e,(m,A,t)s, (7, A1)

ayniyatni hisobga olgan holda, quyidagini hosil qilamiz:

5,(m,&,(1),1) — =0, (A (&, (1)) -4,

1
$,(7,6,(1):1)
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bu yerda

AR =c,(m, A ) +5,(T, 1), ©, (z‘)=sign{s2(7r,§n(z‘),z‘)— ! }

$,(7,6,(1),1)
Demak,
[P0+ E,0]- 0, (OJN (1) -4
£, S O . (1.7
oA
bo‘lar ekan.
Ushbu
N (L) —4=-4r" ﬁ (Ao /1)2(/12" — ;t), s\ (A t) =1 ﬁ s =h ,
f=—c0 a, k=0 Ap

yoyilmalardan foydalanib, (1.7) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozishimiz

mumkin:

én ()= 2(_1)n_l 0, (t)\/(gn )= Ay ) Ay, =&, @) x[p(H) + &, (1)] X
X \/kﬁ (izk_l _ 5,, (l‘))(l% - 5}1 (t))

. , heZ (1.8)
—, (5 () ~¢,®)

k#n
buyerda a,=1va k#0daa, =k.
Bunda biz

Slg _1 ﬁ gk _gn :(_l)n—l

a k=—w ak

n
k#n

tenglikdan foydalandik. Quyidagi

pH=3 (%—mnj

k=—0
birinchi iz formulasidan foydalanib, (1.1) tenglamani keltirib chiqaramiz.

(1.1) tenglamada barcha ildizlar arifmetik ma’noda tushuniladi. ¢, (¢)
nuqtalar bilan [A, ,,4, ] lakunalar chegaralarining har bir to‘qnashuvida o, (¢)

ishora teskarisiga o‘zgaradi. I bobdagi (2.2) tenglamaning Lyapunov funksiyasi ¢
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ga bog‘lig emasligidan bu tenglamaning spektri ¢ ga bog‘liq emasligi kelib
chigadi. Teorema isbotlandi.

Hozir Dubrovin tenglamalar sistemasi uchun qo‘yilgan Koshi masalasini
o‘rganamiz. Shu maqgsadda (1.1) Dubrovin tenglamalar sistemasida

o‘zgaruvchilarni almashtirish bajaramiz:

EW) =L, + (A, — A, )sin’x (1), neZ. (1.9)
U holda
dx, 1 o
" =—(=1)""c,0) k(...  ,E &), neZ (1.10)
dt 2
bo‘ladi, bu yerda

= (PR

k#n

= (26, + 3+ 2 = 28] J [T Vet men)

Boshlang‘ich shartni

xn(O)zarcsin\/M, neZ (1.11)
2’2}1 - 2"2;1—1
ko‘rinishda olamiz. Nihoyat (1.10) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:
d.
;"; = H (X XgsX,s)y NEZ, (1.12)
bu yerda
1 e
H,(x)=5(=1) '0,(0) 1,(£) (1.13)
va
E=E W=, ,+(A, — 4, )sin’x (t), neZ. (1.14)

(1.11), (1.12) Koshi masalasini o‘rganish maqsadida

xn

K = {x = (X Xy ] = i(@n )

. oo},
Banax fazosini kiritamiz va

H=(.,H ,H, H,.)
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deb belgilaymiz. Dubrovin sistemasini K banax fazosida bitta tenglama
ko‘rinishida yozamiz:

dx
= H ), (1.15)

Ma’lumki, y'=F(y), »(0)=y, Koshi masalasi K banax fazosida
yagona yechimga ega bo‘lishi uchun Lipshits shartini bajarishi yetarli edi, ya’ni
barcha x,y € K larda

HF(x) — F(y)H < const - Hx — yH

bo‘lishi yetarli.

H(x) K fazoda Lipshits shartini qanoatlantirishini isbotlaymiz. D= [[D,

k=—o0

to‘plamni kiritamiz, bu yerda D,,keZ lar kesishmaydigan ochiq doiralar (1
rasmga qaralsin ). D, doiralar A -tekislikda joylashadi, [4,, ,,4,,] yopiq

2’21\7—1 + 2’21\7

lakunalarni o‘z ichiga oladi, markazi nuqtalarda joylashadi va

Ao = Ay + E formula bo‘yicha

yetarlicha katta ‘k‘ lar uchun 7, radiuslari 7, = e

aniqlanadi.

NN
AT A A

(1 rasm)

Lemma 1.1. €D bo‘lsin. U holda

hnzg(n),n—)oo, ”=Q(l), n—> o0

baholashlar o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. D to‘plamda quyidagi baholashlar o‘rinli:

E, = Aya|
E-& |

NP
£ & |

= 2§n + i(iﬂc—l + ﬂ,Zk _251) H

k#n
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<@n+0)-T] <

k#n

( 2k 1 j( gk 2k j
ERER )

lzk—l + j“21\7 B 2§k (gk B lzk—l )(gk B j“2k)|
+ <

<@n|+e)* T+

= €-er 1
<(2‘n‘+0)2,exp{k§|@klgz_z%—zgk§+§|<ék b )G (1.16)

Ayy va A, lar uchun assimptotikalardan foydalansak, hamda D,
to‘plamlar tuzilishiga ko‘ra (1.16) da &, = O(n) , n — o baholashga ega bo‘lamiz.

Koshi integral formulasidan quyidagiga ega bo‘lamiz:

Oh, _ 1. J- h”('”’gk"’S’i"”’”')ds,
08, 27 gp, (s=&)

Oh,
bundan —==0(1), n — o kelib chiqadi. Lemma isbotlandi.
k

Agar x,y € K bo‘lsa, uholda &£, € D, buyerda
5 = ("'75—] > 507 5] 7"') > T] = ("'717—] > T]O’ T]l 7"')7
&= oy + (Mg = Ay )sin’ x,, 1, = Ay + (g, = Ay )sin’ y, .
Shuning uchun

oh (0)
0,

‘gk _771«‘3

=0

< e[~y -fin” x, —sin’ ll<e: 320 =) e =l ==

va

1)~ HO| = 3, = o JH ()= H, ()] =

1 0
:5 _Z(A’Zn _2"2}1—1) n

<C-|

ya’ni Lipshits sharti bajariladi.
Shunday qilib, (1.12) cheksizta tenglamalar sistemasi ixtiyoriy boshlang‘ich

berilganlarda yagona yechimga ega va barcha ¢ € R' lar uchun yechim mavjud.
y ]
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2. Koeffitsiyentlar analitikligi va lakuna uzunligining kamayishi orasidagi

bog‘lanish

Bu paragrafda Dubrovin tenglamalar sistemasi yordamida lakunalar uzunligi

bilan quyidagi

0 1Y)y p(x)  gq(x) Y » Ny
Ly= =1 , —00, 00 2.1
Y (—1 (J(yJ%g(x) —p(x)j(yzj (yj xetm ey @

Dirak tenglamalar sistemasining p(x) va ¢(x) koeffitsiyentlari analitikligi
orasidagi bog‘lanish o‘rganiladi, bu yerda p(x) va g(x) x davrli haqiqiy uzluksiz
funksiyalar, A esa kompleks parametr.

Teorema 2.1. Agar p(x), ¢(x) m-davrli haqiqiy funksiyalar C*(—o0, )
sinfdan bo‘lsa va 4, — A, | lakunalar uzunligi eksponensial tarzda kamaysa, ya’ni
agarda ixtiyority butun » larda A, -4, , <ae" tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan
shunday a >0,b >0 o‘zgarmas sonlar mavjud bo‘lsa, u holda p(x) va g(x) lar
butun o‘qda haqiqiy analitik funksiyalardan iborat bo‘ladi.

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra 4, — 4, | < ae" (a>0,b>0).

E =2 +(A,, —A,,)sin’ z, bo‘lsin,

buyerda z, =x,6 +iy,, neZ.

b
Vv, SZM bo‘lganda &, qiymatlar D, doirada joylashishini ko‘rsatamiz.
Haqiqatan ham,
A - :
2n—12+ A’Zn _gn _ A’Zn ZA’Zn—l _(A’zn —/12,,_1)51112 z,|=

b
1 1 oy _a
=(4,, —izn_l)x—‘cos2zn‘£ae ke <Ze M <y
2 2 2 "

x=(...,X, Xy, X,,...) haqiqiy qismlari K to‘plamdan va mavhum qismlari

v, n, neZ bo‘lgan z=(..,z,z,,z,,...) kompleks ketma-ketlikdan 1borat

e
4

F to‘plamni qaraylik.
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Lemma 1.1. dan foydalanib, F'to‘plamda H(z) uchun Lipshits sharti
bajarilishini ko‘rish mumkin.
Quyidagi vektor-funksiyalar ketma-ketligini o‘rganaylik

6, (0)—4,,,
-2 ’

ne’z,

z”(t) = x,(0) = arcsin \/

2n 2n—1

t
20 (1) = x,(0) + [ H, (e 29 (5), 20 (5), 2 (5),...)ds, m=0,1,2, ..,
0

b
bu yerda ¢ kompleks argument. ‘t‘ < 2 da
c

b

yf,m”)(f)‘ < an (_”)zS")(S), Zém)(s)p Zl(m)(s)a---)ds sc- M ’ ‘n
0

tengsizlikdan

, m=0,1,2, ..

b
M) < —|n
O
baholashlarni olamiz.

Demak,

t‘ S% uchun z"(t) vektor-funksiyalar ketma-ketligi F ga
c
tegishli bo‘ladi. Lipshits shartidan foydalanib, z"(#) vektor-funksiyalar ketma-

ketligi ‘t‘ < 43 doirada tekis yaqinlashishini ko‘rish mumkin.
c

b
z"(t) ketma-ketlik hadlari ‘t‘ < 2 doirada golomorf vektor-funksiyadan
c

iborat bo‘lganligi uchun Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, z(¢#) limitik vektor-

b
funksiya ham shu doirada golomorfligi kelib chigadi. Bunda ‘t‘ < 2 doirada
c

gn (t) = )’Zn—l + ()’Zn B )’Zn—l)Sinz Zn (t) » NE Z

funksiyalarning golomorfligiga ega bo‘lamiz.
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Xususan — 43 <t< 43 da, z(#) vektor-funksiyalar haqiqiy, analitik bo‘ladi
c c

va (1.12) tenglamalar sistemasini hamda (1.11) boshlang‘ich shartlarni

qanoatlantiradi. Quyidagi

p= 2 (@—g(r)} 22)
ORVACEDY [% -g <z>j 23)

qatorlarning tekis yaqinlashuvchiligidan, bu gatorlarning #=0 nuqta atrofidagi
P(1), §*(t)+§'(t) yig‘indilarining ham golomorfligi kelib chigadi.

Agar (1.2) Dirixle chegaraviy shartlar o‘rniga Neyman chegaraviy shartlari
(y,(0)=0, y,(7)=0) olinsa, u holda yuqoridagi usul yordamida quyidagi

g -q'@) :;ﬁ‘ (@—ni(ﬂj (2.4)

qator yig‘indisining ham golomorfligini keltirib chigarish mumkin. (2.3) va (2.4)
tengliklardan 7 = 0 nuqta atrofida ¢ (¢) funksiyaning golomorfligi kelib chigadi.

Haqiqiy tlarda (2.2), (2.3) va (2.4) qator yig‘indilari izlar formulalariga
ko‘ra mos ravishda p(¢), ¢°(t)+q'(t) va q°(t)—q'(¢t) funksiyalarga o‘tadi.
Bundan p(7) va g(¢) koeffitsiyentlar nol nuqta atrofida analitikligi kelib chigadi.

(2.1) tenglamalar sistemasi o‘rniga

L(t)y= 0 1)y + p(x+t,) q(x+t)) Y » "l Vi xeR
21 o)t ) gty = pler i) s V) ’

tenglamani qarasak, t =0 nuqtada p(t+¢,) va q(¢+t,) funksiyalar analitikligi
kelib chiqadi, bu yerda ¢, haqiqly tayinlangan son. Demak, p(f) va ¢(¢)
funksiyalar 7, nuqtada analitik. Teorema isbotlandi.

Natija 2.1. Isbotlangan teoremalardan p(z) va ¢(¢) funksiyalar har bir
haqiqiy ¢, nuqta atrofida analitik davom etishi kelib chiqadi. Bu atroflar [0, 7]

kompaktning qoplamasi bo‘ladi, shuning uchun ulardan chekli qismqoplama
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ajratish mumkin. Bu chekli atroflar sistemasi [0, 7] kesmani o‘z ichiga olgan
polosa uchun ham qoplama bo‘ladi. Bundan , =z -davrli p(¢) va q(¢)
funksiyalarning 7 -davrli ekanligidan foydalanib, ularning haqiqiy o‘qni o‘z
ichiga oluvchi biror polosaga analitik davom qilishi kelib chiqadi.

Teorema 2.2. Agar p(x) va ¢(x) m-davrli haqiqiy analitik funksiyalar
bo‘lsa, u holda 4, — A, , lakun uzunliklari eksponensial ravishda kamayadi..

Isbot. Dastlab haqiqiy ¢ larda quyidagi chegaraviy masalaning xos

qiymatlari assimptotikasini o‘rganamiz:

s e oo
=1 0\y;) \glx+it) —p(x+i) \y, )
y1(0)=0, y(7)=0. (2.6)
(2.5)+(2.6) masalaning xos qiymatlari
s, (m, A,it)=0 (2.7)

tenglamadan aniqlanadi. s,(x,A,if) uchun quyidagicha assimptotika olish

mumkin:
s, (x, A, it) = —sin Ax + i{— [ p(x +it) + p(it)]sin Ax +
e‘xlm/l‘
+[q(x +it) — q(it)]cos Ax + a(x,t)cos Ax |+ O ot 4| >0, (2.8)
bu yerda

a(x,t)= I[pz(s +it)+q° (s +it)]ds .
0
(2.7) va (2.8) formulalardan
—sin Az + i{— [p(7 +it) + p(it)]sin Axr +

|7 Im 4|

+[q(x +it) — q(it)]cos A + a(m,t)cos Az} + Q(e e j -0 (2.9

tenglama kelib chigadi.
Quyidagicha funksiyalarni kiritaylik:
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f(A)=—=sinAxr, g(A)=s,(m, A,it) +sinAr.
f(A1) va g(A1) uchun P

m,

. (2 rasm) to‘g‘ri to‘rtburchakda Rushe teoremasini

qo‘llaymiz

”+—

%]
b |-

_
(2 rasm)

Yetarlicha katta m,ne N va heR. sonlar bilan boshlab (2.9) baholashga ko‘ra

P

m,n,h

to‘g‘ri to‘rtburchak chegarasida ‘ g(l)‘ < ‘ f (l)‘ tengsizlik bajariladi. Shunday
to‘g‘ri to‘rtburchaklarning eng kichigini P orqali belgilaymiz. Rushe teoremasi
bo‘yicha, P, , to‘gri to‘rtburchakda f(1)+ g(4)=s,(7,it,A) funksiya
m+ n +1 ta nollarga ega bo‘ladi. Bu nollarni

& @), ..., &), ..., & (it)

orqali belgilaymiz. P, ., to‘g‘ri to‘rtburchak esa bu nollardan boshqa yana bitta

nolga ega bo‘ladi, uni & ,,(ir) orqali belgilaymiz. Shunday qilib, yetarlicha katta

n =n, qiymatlarda quyidagi tengsizlik bajariladi

1 1
n——<Reé& (it)<n+—.
5 S, (it) 5

: .1 :
Markazi ne Z \ P nuqtada va radiusi _" (0<B<1) bo‘lgan B, doirada f(A)
n

va g(A)funksiyalar uchun Rushe teoremasini qo‘llaymiz. Natijada B, doirada

&, (it) xos qiymat yotishi kelib chiqadi. Demak
, 1
én(lt)=n+Q[Wj, ‘n‘ — ® (2.10)
n

O‘rinli bo‘ladi. & (it) funksiyalarning ¢ bo‘yicha uzluksizligidan (2.10) baholash

chekli oraliglarda tekis ekanligi kelib chigadi.
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Lemma 2.1. Yetarlicha katta ‘n‘ va musbat ¢ o‘zgarmas uchun D

to‘plamda

Reh,

> c-|n| (2.11)
baholash o‘rinli bo‘ladi.
Isbot.

(g B ;tzk—l)(gn — ;tzk)
A = n : D
e ey - €

bo‘lsin. U holda D to‘plamning tuzilishiga ko‘ra va 4,, ,,4,, lar uchun

assimptotikalardan
4 = (1 + ;tzk—l;tzk B gkz B gn ‘(;tzk—l + ;tzk B 2§k)J _
n 2
kn (gn - gk)
=exp iln(l n Aot _gkz -<, ‘(/122;(_1 + 2, —2@)} _
ksn (gn _-gk)

- exp{éln(l _ gi oy + Ay —2E) + Q&—IZD} -

= exp{— L : i(;tZk—l + Ay —28,)+ Q(sz} =1+ Q(lj )
S —< —\n

n  k#n n

n| — oo

. 1
ni keltirib chiqarish mumkin. Shuning uchun yetarlicha katta ‘n‘ larda Re 4, > 5

tengsizlik bajariladi. Bundan yetarlicha katta ‘n‘ lar uchun

2
Reh,|” >Reh? = Re(2§n + Y (A + Ay —2&, )j xRed, —
k=—0

2
— Im(2§n + Y (Aypy + Ay —2§k)j xImA, >c* - n’
k=—0

tengsizlikka ega bo‘lamiz. 2.1 lemma isbotlandi.

(2.1) tenglamadan foydalangan holda, & () spektral parametrlarning analitikligini

ko‘rsatish qiyin emas. (1.2) va (1.4) tengliklardan x (¢) ning ham analitikligi kelib
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chiqadi. x, (¢), neZ yechimni mavhum argumentga davom ettiramiz. Dubrovin

tenglamasidan
x,(t)=x,0)+ an (e x,(7),x,(7),x,(7),...)dT (2.12)

kelib chiqadi. (2.12) ayniyat yetarlicha kichik kompleks ¢ larda o‘rinli bo‘ladi.

Xususan f=is, s € R' (yetarlicha kichik sonlar) da

x,(is)=x,(0) + THH(..., x,(7),x,(7),x,(7),..)dt  (2.13)

bo‘ladi.
(2.13) tenglikda 7 = i@ almashtirish bajarsak, u holda u

x,(is)=x,(0)+ J{i -H (..., x (iw), x,(iw),x,(iw),...)do (2.14)

ko‘rinishda bo‘ladi. (2.14) tenglikdan kichik s va yetarlicha katta |n| lar uchun

‘Imxn (is)‘ = JS'ReHn(..., x,(w),x,(iw),x,(iw),..)do| =

=|s - Re H,(....x (ia), X,(i®),x,(io,),...)| 2 C, :|n

b

ni keltirib chiqaramiz. & (is) uchun assimptotikalardan va oxirgi tengsizlikdan
quyidagiga ega bo‘lamiz:

o) =&, (i5) = 2,

>(Ay, — Ay, )sh*(Imx, (is)) = (A,, — A,,_,)sh*(C, - ‘n‘)

= Ay, = Mgy fsin x, (is)| >

Shunday qilib, @ >0, 5 >0 lar uchun ‘n‘ ning biror qiymatidan boshlab

A, — Ay <ae" tengsizlik bajariladi. Teorema isbotlandi.
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3. Dirak operatori uchun Borg teskari teoremasi analogi

Navbatdagi paragrafda Dirak operatori uchun Borg teoremalarining teskari
ikkita analogi isbotlanadi.

Dirak tenglamalar sistemasini qaraylik

0 1Yy (P q(x) (¥ b2
Ly= =A , —00, 0) , 3.1
Y (‘1 Oj(y;]-i_(‘ﬂx) —p(X)](yzj (yzj xel ) ( )

buyerda p(x) va g(x) C 1(Rl) sinfdan olingan 7 davrli haqiqiy funksiyalar.
¥(0)=y(7)=0 (3.2)
y(0)+y(7)=0 (3.3)
chegaraviy shartlar mos ravishda davriy va antidavriy chegaraviy shart deyiladi.
(3.1) tenglamalar sistemasining c¢,(0,4)=1, ¢,(0,4)=0, s5,(0,4)=0,
5,(0,4) =1 boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini c¢(x,4) va
s(x, ) bilan belgilaymiz.
Davriy va antidavriy masalalar uchun xarakteristik tenglamalar mos ravishda
quyidagi ko‘rinishga ega :
AA)-2=0, AA)+2=0,
bu yerda A(A) =c¢,(m,A)+s,(7m,A).

Teorema 3.1. (3.1) tenglamalar sistemasining p(x) va ¢(x)
koeffitsiyentlari % davrli bo‘lishi uchun, (3.1)+(3.3) antidavriy masalaning barcha
xos qiymatlari ikki karrali bo‘lishi zarur va yetarli .

Isbot. Zaruriyligi. p(x) va g(x) funksiyalar % davrga ega bo‘lsin. Agar
biror p = p(A) son uchun (3.1) tenglamalar sistemasining

y(x + %j =p-y(x) (3.4)

tenglikni ganoatlantiruvchi nolmas yechimlarini izlasak, u holda p ni aniglash

uchun quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:
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p’=8(M)p+1=0, (3.5)
T (7 . T
bu yerda 6(4)= C(E,/lj + 5 (E,AJ - (3.1) tenglamaning B} davrga mos

Lyapunov funksiyasi. (3.4) tenglikdan y(x+ )= p’y(x) ayniyatga ega bo‘lamiz,
bundan esa

(3.6)

kelib chigadi. (3.5) va (3.6) tengliklardan 6(A) = p + 1 , AL =p° + Lz bo‘lishi
P P

kelib chiqadi, bunga ko‘ra A(1)+2=67(1) bog‘lanish o‘rinli bo‘lishi kelib
chiqgadi. Bu bog‘lanish (3.1) + (3.3) masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali
ekanini ko‘rsatadi.

Yetarliligi. (3.1) + (3.3) antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki
karrali bo‘Isin.

Dastlab katta kompleks A larda (3.1) sistemaning

»,(0,A)=sma, y,(0,1)=-cosa (3.7)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi y(x,A) yechimining assimptotikasini

o‘rganamiz. Yaxshi ma'lumki, (3.1)+(3.7) Koshi masalasi
y,(x,A) = sin(Ax + &) + f{[ p(6)sin A(x — 1) + q(1) cos A(x — 1)y, (£, A) +
+[g(2)sin 2(x = 1) = p(¢) cos A(x = 1)]y, (1, A)}dt
Y, (x,4) = —cos(Ax + o) + f{[(J(f)Sin A(x=1) = p(t)cos A(x = 1) ]y, (1, 4) —

—[p(t)sin A(x —t) + q(t) cos A(x — )]y, (¢, A)}dt (3.8)
integral tenglamalar sistemasiga ekvivalent.
Lemma 3.1. Har bir fiksirlangan x larda, (3.8) integral tenglamalar sistemasining

y(x,A) yechimlari uchun (W — ) da quyidagi assimptotik formulalar o‘rinli:

y,(x,A) =sin(Ax + a) + i {p(x) sin(Ax + o) + p(0)sin(Ax — o) —
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=( lxm7]
—g(x)cos(Ax + @) + q(0) cos(Ax — o) — a(x) cos(Ax + oc)} + o(e ) J,

V,(x,A) =—cos(Ax+ ) + i {p(x) cos(Ax+ a) — p(0)cos(Ax — ) +

=( JximA|
+ g(x)sin(Ax + a) + g(0) sin(Ax — @) — a(x) sin(Ax + oc)} + o(e ) J, (3.9)

bu yerda
a(x) = [[p*(5) + ¢* (5)1ds.

Lemmaning isboti. (3.8) integral tenglamalar sistemasida noma’lum

funksiyalarni quyidagicha almashtiramiz:
y,(x,A) =sin(Ax + a) + i {p(x) sin(Ax + o) + p(0)sin(Ax — o) —
— g(x)cos(Ax + o) + g(0) cos(Ax — o) — a(x) cos(Ax + o)} + z,(x, 1) ,
V,(x,A) =—cos(Ax+ ) + i {p(x) cos(Ax+ a) — p(0)cos(Ax —ax) +

+ g(x)sin(Ax + a) + ¢(0)sin(Ax — ) — a(x) sin(Ax + &)} + z, (x, A) .
U holda (3.8) sistema

z,(x,A) = ij.{[q'(t) —qg(t)a(t)]cos(Ax =24t —a) +

+[p'(t) — p(H)a(®)]sin(Ax — 22¢ — &) +
+[p(t) p(0) + q(£)q(0)] cos(Ax — 221 + o) +

+[p(1)q(0) + q(1) p(0)]sin(Ax — 24t — o) }dt +
+ [p(sin AGe— 1)+ () cos Ax — Dz, (1.2) +
FLg(t)sin A(x — 1) — p(£)cos A(x — 1))z, (6, M),
2202 = 5 T 0~ ga)sinGie 240 —c0) -

—[p'(®) — p(®)a(t)]cos(Ax — 24t — ) +

+[p(H) p(0) + q(1)q(0)]sin(Ax — 24t + ) —
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~[p(H)q(0) - g(1) p(0)] cos(Ax — 24z + a) ydt +

+ [{g()sin A(x — 1) — p(t)cos A(x — 1))z, (t, A) —

O ey

—[p(t)sin A(x —t) + q(t) cos A(x — )]z, (¢, 1) dt (3.10)
ko‘rinishda bo‘ladi. |z (x,4)|+|z,(x,4)| funksiyalar uchun Gronoull lemmasidan

foydalansak, 3.1 lemma tasdig‘i o‘rinli ekanligini ko‘ramiz.
o =% va a=n da c(x,A) va s(x,A) yechimlar uchun quyidagi
assimptotik formulalar olinadi:

¢, (x, ) = cos Ax + i { p(x)— p(0)]cos Ax +

_( iz
+[g(x) + g(0)]sin Ax + a(x)sin Ax} + o(e . j

¢, (x,A) = sin Ax + i {~[p(x) + p(0)]sin Ax +

_( Jxim]
+[g(x) — g(0)]cos Ax — a(x) cos Ax} + o(e . j ,

s, (x, 1) = —sin/lx+i{— [ p(x) + p(0)]sin Ax +

_(Jrimz
+[q(x) — g(0)]cos Ax + a(x) cos Ax} + o(e . j

s,(x,A) = cos Ax + i {~[p(x) - p(0)]cos Ax —

‘xlml‘

A

—[q(x)+q(0)]sin/lx+a(x)sin/lx}+3(e j (>  (3.11)

Bundan A(A) Lyapunov funksiyasi uchun

_( |zIma|
A(/l)—2cos/l7r+%a(7r)sin}t7r+o(e/1 j (4] > ),

assimptotikaga ega bo‘lamiz. Bundan :

52



24 A =] 2c0s2% + L g(m)sin 22 s e (4] > )
2 22 A ) '

tenglik kelib chiqadi. f(A)=+2+A(A) funksiyani kiritamiz, bu yerda
A = Zmi . . e o
f(A)= 2(:087 + 0| e? , (W — o) assimptotika  o‘rinli  bo‘ladigan

radikalning shoxchasi olinadi. Ko‘rinib turibdiki, f(A4) butun funksiya bo‘ladi.
funksiyalar uchun

Z‘Iml‘
= 2

1(2) = 200827 £ A Gy AT oL € :

2 2 2 A

A= oo (3.12)

assimptotikaga ega bo‘lamiz.
Quyidagi lemmani isbotlash qiyin emas.
Lemma 3.2. A son (3.1)+(3.3) antidavriy masalaning ikki karrali xos
qiymati bo‘lishi uchun
c,(m, ) =s,(r,A)=c,(m, ) +1=5,(x,A)+1=0
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Quyidagi matritsa-funksiyani qaraylik

c(x, D) +e(x—=m,A) s(x,A)+s(x—7x, ,t)j
S () ’ S () '

Lemma 3.3. Har bir tayinlangan x da F(x,A)matritsa-funksiya 1 ning butun

F(x,A) =(

matritsa-funksiyasi bo‘ladi.
Isbot. Ushbu
c(x—nm,A)=s,(r,A)c(x,A)—c,(m,A)s(x, 1),
s(x—nm,A)=c/(m,A)s(x,1)=s,(m,)c(x, )

ayniyatlardan foydalanib, F(x,1) matritsa-funksiyani

SN G (a2

c(x, l)j
f(A) f(A) f(A) f(A)

F(x,1) =(
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ko‘rinishda ifodalash mumkin. f(A) funksiyaning ildizlari oddiyligini hisobga

olgan holda, oxirgi ifoda, 3.2 lemma va f (A1) funksiya butunligidan, 3.3 lemmani
tasdig‘iga ega bo‘lamiz.

Lemma 3.4. Barcha 1 < C larda
1 0
FIZ = (3.13)
2 0 1

Isbot. Assimptotik formulalardan

T T Anr 1 T A
cl(z,lj +C1(_5’}“j =20057 +ﬁ 2{]9(5) —P(O)}0057+

ayniyat o‘rinli bo‘ladi.

bo‘lishi kelib chigadi. Bundan

54



10
lim F| =, 1 | =
e\ 2 0 1

kelib chigadi. Bundan, xususan F (%,lj butun  matritsa-funksiya
T

chegaralanganligi kelib chiqadi. Liuvill teoremasidan F (2 /”tj matritsa-funksiya

o‘zgarmas ekanligi kelib chigadi. Demak, (3.13) ayniyat o‘rinli. 3.4 lemma
isbotlandi.

3.4 lemmadan quyidagi

(c(f,zjw(—ﬁ,z}S(E,A}S(—E,ADEVW OJ (3.14)
2 2 2 2 0 f(A)

: L] o
ayniyat olinadi. (3.14) ayniyatda, assimptotik tengliklardan foydalanib, ) oldidagi

koeffitsiyentlardan bir-biriga tenglashtirib, quyidagi munosabatlarga ega bo‘lamiz:

o5)pom0 ) -{5)- o)
EHRUIR R

p@—pm) -0, q@—qm) 0. (3.15)

ya’'ni

Agar (3.1) tenglamalar sistemasi o‘rniga

0 1Yy +1t +1t
L)y E( j(y:j{p(x ) q(x+1) j(yl j _ ;{yl j re (0,00,
-1 0O\y;) (glx+0) —plx+) )\, 2
tenglamalar sistemasini qarasak, bu yerda ¢ haqiqiy parametr, u holda
Lyapunov funksiyasining ¢ parametrga bog‘liq emasligini e’tiborga olsak,
p(%ﬂj—p(t):O, q(%ﬂj—q(t):O,

tengliklarga ega bo‘lamiz. 3.1 teorema isbotlandi.

Quyidagi teorema ham shunga o‘xshash isbotlanadi.
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Teorema 3.2. Agar davriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali
bo‘lsa, u holda % son (2.41) tenglamalar sistemasining p(x) va ¢g(x)
koeffitsiyantlari uchun antidavr bo‘ladi, ya’ni quyidagi ayniyatlar o‘rinli bo‘ladi:

p(% + xj =-p(x), q(% + xj =—q(x).

Endi quyidagi kanonik ko‘rinishdagi Dirak sistemasini qaraylik

( 0 lj(yfj"'(p()o 0 j(ylj:i(ylj,x € (-0, ©), (3.16)
_1 O yz O Q(X) y2 y2

bu yerda p(x) va g(x) funksiyalar C'[0,7] sinfdan olingan =z davrli haqiqiy
funksiyalar. Bu holda Borg teskari teoremasining analogi o‘rinli emas, masalan
qg(x)=p(x) da bu tenglamalar sistemasining umumiy yechimi quyidagi

ko‘rinishda bo‘ladi:

v, (x,A)=C, cos[/lx — jp(t)dtj -C, sin[/lx — jp(t)dtj ,

v,(x,4) =C, sin[/lx — jp(t)dtj +C, cos[/lx — J)E p(t)dtj :
Bundan
A(A) = 2cos[ft7r — ]T'p(t)dtj

tenglikni olamiz. Demak, bu holda davriy va antidavriy masalalarning barcha xos
qiymatlari ikki karrali bo‘ladi. Biroq, (3.16) tenglamalar sistemasi uchun quyidagi
teorema o ‘rinli.

Teorema 3.3. Agar antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali
bo‘lsa, u holda % son (p(x)—q(x))* funksiya uchun davr bo‘ladi.
Isbot. Quyidagi belgilashlarni kiritaylik
A(x) = p(x) +q(x), B(x) = p(x) —q(x), n(x) = —%IA(f)df-
W — o da ushbu assimptotik tengliklar o‘rinli bo‘ladi:
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¢, (x,A) = cos(Ax + 1(x)) + %{% [B(x) — B(0)]cos(Ax +n(x)) +

i | Im A
+ %{BZ (t)dt sin(Ax + n(x))} + Q(e e J

[B(x) - B(0)]sin(Ax +n(x)) -

¢, (x, ) = sin(Ax +n(x)) + %{_%

i | Im A
_%J’Bz(t)dtcos(/lx+77(x))}+2(e e J’

s, (x,A) = —sin(Ax + n(x)) + l{ [B(x) + B(0)]sin(Ax + n(x)) +

1
Al 4

i |xIm 2]
+%{Bz(t)dtcos(/le](X))}JrQ(e/lz J’

s, (x, 1) = cos(Ax + 1(x)) + l{ [B(x) — B(0)]cos(Ax +1(x)) +

1
Al 4

i | Im A
+ %{BZ (t)dt sin(Ax + n(x))} + Q(e e J .

Bu assimptotikalardan Lyapunov funksiyasi uchun

T |7 Im 2|
A(A) =2cos(Ar +n(r))+ %{i{Bz (t)dtsin(Am + 17(7[))} + 2(67} ),‘ — 0

assimptotikaga ega bo‘lamiz.

Faraz qilaylik, n7(z) =0 bo‘lsin. U holda

Ar 17~ ) " m
A(A)+2=|2cos=—+—[B*(dtsin=— | +0| ——|,
2 8% 2 = 2

f(A) =42+ A(A) belgilashni kiritamiz. f(A) funksiya uchun

|z ImAa|/2
e

Ar 1 7% Ar
A) =2cos—+— | B*(t)dtsin=— + O , >
e RTILAC 2=( fjH

assimptotik formulaga ega bo‘lamiz. Teorema shartidan f(A4) butun funksiya

bo‘lishi kelib chigadi.
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b

Fx i) = (c(x, A)+c(x—m,2) s(x,A)+s(x—m,A)
o 12 1)

matritsa funksiyani qaraylik.

Har bir tayinlangan x larda F(x,A) matritsa-funksiyani butun funksiya
bo‘lishini ko‘rsatish qiyin emas.

Lemma 3.5. Agar antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali
bo‘lib, n(7) =0 bo‘lsa, u holda quyidagi ayniyat o‘rinli bo‘ladi:
F(E,,‘tjz(cosn _Sinnj, 3.17)

sinp  cosqy

bu yerda n = n(%)

Lemmaning isboti. Assimptotik formulalardan

limF(z,ljz c?sn —siny
Ao\ 2 siny  cosn

kelib chigadi, shuning uchun u butun kompleks tekislikda chegaralangan bo‘ladi.
Liuvill teoremasiga ko‘ra 3.5 lemma tasdig‘iga ega bo‘lamiz.

Lemma 3.6. Agar antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali
bo‘lib, n(7) =0 bo‘lsa, u holda ushbu tengliklar o‘rinli bo‘ladi:

v v

4[3(%) - 3(0)}:0317 + Jz'Bz(t)dt + f B (t)dt\sinn =0,

T

4[3(%) + B(O)}sinn + Jz'Bz(t)dt + f BX(t)dt ' cosn =0,

T

4[8(%) + B(O)} sinn — JZ‘B2 ()dt + fBz (t)dt ;cosn =0,

T

2
B*(t)dt + [ B*(t)dt psinn =0,
0

O 0 [ Y

4[8(%) — B(O)} cosn —
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bu yerda n = n(%)

Lemmaning isboti. Yechimlarning assimptotikalariga ko‘ra, haqiqiy

A — o da quyidagi assimptotik ifodalarga ega bo‘lamiz:

c (%,}tj + cl(— %,}t =2cosn cos% +

13 5 . Ar 1 T A
+— | B (t)dtcosnsin— + —| B| — |— B(0) |cosncos— +
81! @ g 2 22 (2j ()} g 2
+— IB (t)dt+jB (t)dt>sm17cos/l—7[+0( lj

2 A2

cz(%,ij + cz(—%,/l = 25inncos%+

12 A 1 T A
+— | B*(t)dtsinnsin == — —| B| = |+ B(0) |sinn cos =— —
8&{ @ g 2 22[ (2} ()} g 2

7T 7T

_ jB (t)dt+jB (t)dt SmnCOS%JrOsz

sl(%,ij + sl(— %,/lj =-2sinn cos% —

—LJ'BZ(t)a’tsinnsin/1—7[—L B Z |+ B(0) sinncos;t—ﬁ+
811 2 22| 2 2
+— IB (t)dt+jB (t)dt cosncosL+O( lj
84 2 A2

sz(%,ij + sz(—%,}tj = —2cosncos% +

17 5 . Ar 1 Vs A
+— | B (t)dtcosnsin— — —| B| — |— B(0) |[cosncos— +
31} B (Odicosrsin= 2,1{ (2) ()} TES
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T

1|2 AT 1
+— Hdt + | B*(t)dt sin cos—+0
- { (1) J (t) 1 cos = (fj

(3.17) tenglikda % ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni

tenglasak, 3.6 lemmaning tasdig‘iga ega bo‘lamiz.
Demak, agar antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali bo‘lib,

n(x) =0 tenglik bajarilsa, u holda

[B(%) - B(O)} cosn =0, [B(%) + B(O)} sinn =0, (3.18)

7T v

jB (t)dt+jB (t)dt psinn =0,

T

2
B*(tydt+ [ B*(t)dt fcosn =0,  (3.19)
0

bo‘ladi, bu yerda n = n(%

Antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali bo‘lib, n(z) =0
tenglik bajarilishi shart bo‘lmasin. U holda p(x) va g¢(x) funksiyalar o‘rniga

p(x)= p(x)+c, g(x)=q(x)+c funksiyalarni qaraymiz, bu yerda
c= —L]Z A(t)dt
21, '

Bu holda
A@t) = A()+2¢, B(t) = B(), fi(7) =0,

- 3 2 .
H*z{ ’>"’f=z£[‘4(’+5}““’)}“’f

bo‘lishini ko‘rish qiyin emas. Shuning uchun (3.18) tengliklar quyidagi ko‘rinishga

T 1 % T
{B(Ej - B(O)}cos n { {A(f + 5) - A(t)}dt =0, (3.20)
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T

{B(%) 4 B(O)}sin %T{A(t 4 gj - A(z‘)}dt - 0. (3.21)

0

Agar antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali bo‘lsa, u holda

quyidagi

(0 lj,(y;(x)}(p(xm 0 J.(yl(x)j:i(yl(x)jxdl 5.22)
-1 0) \»(x) 0 q(x+s)) \»,(x y,(x)) C
¥(0)+ y(7)=0, (3.23)

masalaning xos qiymatlari ham ikki karrali bo‘ladi, bu yerda s haqiqiy parametr.

Bu holda (3.20) va (3.21) tengliklar
V4 13 V4
Bl = +s5|-B(s)|cos{—[| 4 t + = +5 |- A(t +5) [dt } =0, (3.24)
2 4+ 2
V4 |1z T
Bl —+s |+ B(s) |sin —IAZ‘+—+S —A(t+s)|dt ;=0 (3.25)
2 4+ 2
ko‘rinishda bo‘ladi. (3.24) va (3.25) tengliklarni mos ravishda B(% + sj + B(s)
va B(% + Sj — B(s) ga ko‘paytirib, hosil bo‘lgan tengliklarni kvadratlarini

qo‘shsak, Bz(% + Sj —B*(s)=0 kelib chigadi. Bu esa B*(x) = (p(x)—¢q(x))’

funksiyalar uchun ham davr % ekanini bildiradi. Teorema isbotlandi.
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4. Davriy va antidavriy chegaraviy shartli Dirak operatorining xos

funksiyalarining kvadrati uchun ayniyatlar

X.P.Mak-Kin, E.Trubovits [46] va P.Deyft, E.Trubovits [20] ishlarida davriy

va antidavriy chegaraviy shartli Shturm-Liuvill operatorining A,, xos qiymatlariga

mos ¢,, (x) ortonormallangan xos funksiyalarning kvadrati uchun

Z gk(Pzzk (x)=1
=0

ayniyat olingan. Bu yerda ¢, faqat A,,4,, 4,,... larga bog‘liq, agar 4,, —4,, , >0
bo‘lsa, u holda musbat bo‘ladi, agar 4,, —4,, , =0 bo‘lsa, u holda nolga teng
bo‘ladi.

Ushbu paragrafda silliq davriy potensialli Dirak tenglamalar sistemasining

xos vektor-funksiyalari komponentalari kvadratlari uchun ba’zi bir ayniyatlar

olinadi.

L (R') vektor-funksiyalar fazosida quyidagi Dirak operatorini qaraylik

0 1Y) » p(x)  q(x) \ » Ny
Ly = =A , —00, ), 4.1
Y (—1 (J(yJ%g(x) —p(x)j(yzj (yj xetom), G

bu yerda p(x) va g(x) - C' (Rl) sinfdan olingan 7 davrli haqiqiy funksiyalar.
(4.1) tenglamalar sistemasining, c¢,(0,4)=1, ¢,(0,4)=0, s,(0,4)=0,
s,(0,4)=1 boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini c¢(x,4) va
s(x,A) orqali belgilaymiz.
L operatorning spektri butun o‘qdan sanogqlita ko‘p bo‘lmagan o‘zaro

kesishmaydigan, chegaralangan (4,,, 4, ,),ne Z oraliglar (lakunalar) ni chiqarib

tashlashdan hosil qilinadi. Lakun oxirlari [0, 7] kesmada (4.1) sistemalar uchun yo

davriy, yo antidavriy masalalarning xos qiymatlaridan iborat bo‘ladi va A’(1) — 4
butun funksiya nollaridan tuzilgan bo‘ladi, bu yerda A(1)=c,(7,A)+s,(7,1).

Bundan tashqari quyidagi assimptotika bajariladi:

62



Ayris A, :n+ﬂ+Q(L2j, n‘—)oo.
n —\n
Ushbu
s V5 (%), (%), Yo (%), y1 (), p,(X), ... (4.2)

Funksiyalar (4.1) sistemaning [0, 7] kesmadagi
WSAL <AL SA <A <A, <

xos qiymatlarga mos keluvchi normallangan xos vektor-funksiyalar bo‘Isin.

Teorema 4.1. (4.2) funksiyalar uchun quyidagi ayniyatlar o‘rinli:

k_Z 4, Yo, () ==p(0) + 5 k_Z by, () = p(t) + >
= c d c
Z akyzzk—l,z(t):p(t)_'_aa 2 bkyzzk,z(l‘)=—p(t)+§,
f=—c0 k=—0

kZakka—l,l (f)J’2k—1,2 () =4q(), kZka’2k,1 (f)J’2k,2 () =—q(1),

bu yerda
- A4 AL ©
a, = ,( 2k_l)> bk:M’ c= D (A =)
S (L) g (Ay) k=0
> Ay —A > A, —A
fA) ==, -2) [] % g =n(A-A) [ *—. (43)
0#k=—00 0#k=—00

Teoremaning isboti. Ushbu

0 TY ) (px+0) qlx+0) Y » Vi
e =1 , X € (—00, 0),
=1 OA\yy) \g(x+1) —px+) )\, )
tenglamalar sistemasining c,(0,4,¢) =1, ¢,(0,4,£)=0, 5,(0,4,1)=0, s5,(0,4,1) =1
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini c(x,A,¢) va s(x,A,t) orqali
belgilaymiz, bu yerda ¢ - haqiqiy parametr.

W — oo da quyidagi
Sl(ﬂ-az’at) _02(7[92“91‘) Cl(ﬂ-az’at)_s2(7raiat)

5 5 5

SA) SA) SA)
s(mAt) =y (mAt) e (mAnt) =5, (7, A )
g(Ad) gd) g(4) '
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funksiyalar assimptotikasini o‘rganamiz. Quyidagi

S ()~ A

s, A t) = (&, (1) - ’l)kf[ k

k#0

ayniyatdan foydalanib

s, (7, A1) | 2“_2“21\7_ ﬁl_gk(t)_l_gk(t)_
- k k=—wl_lzk—1 l—ﬁ% B

= exp{ i 11’1(1 4 M)} X
ke=—c0 A= lzk—l

y \/exp{ 5 11{1 e =60 Ay =6, (0) | Moy =6, (D) =&, (t))}} _
A=Ay, A=Ay A=A, )A-4,,)

_ \/ exp{% é(’%k—‘ )+ Q(%j} «

X \/exp{% i(izk—l + Ay =26, (D) + Q(%)} ’

Al > o0 (4.4)

ga ega bo‘lamiz. (4.3) belgilashlar va

S (BB so )0

izlar formulasini e’tiborga olib, (4.4) dan

s(mAt) o1 _c 1 o
O _1+l(p(t) 2J+Q()ﬁj’ | — 4.5)

ni hosil qilamiz. Ushbu

o, (DA (&, (1) -4

/(70,20 = 5,(T, 2 t) = 5, (0, 200) 3

k== | Os,(7T,A,t)
— (A=, (1))
( oA A=& (1) ]
tenglik va
= 0 (YA (G (1) -4
P 8s, (77,1 =q(0)

oA A= (1)

iz formulalari asosida (4.5) assimptotikadan foydalangan holda quyidagi
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¢ (A t)—s,(m,A,0) _ 1 1 "
I _lqa)+g(fj,\u—» (4.6)

tenglikni hosil qilamiz, bu yerda o, (¢) = sign{c,(7,&, (¢),t) — s,(7, &, (¢),1)}.

Shunga o‘xshash quyidagi assimptotikalar olinadi:
b ) ed L) o,
f) z 2 T\
M:]+l(p(t)+£j+0(%j, ‘),‘—)oo,
g@ AU 2) A

¢ (A t)—s,(m,A,0) _ 1 1 "
o 210" o) H-

—cy(m At 1 c 1 "
— _1+l( p(t)+2j+2()fj’ 4| = 0. 4.7)

Olingan assimptotikalar va Mittag-Leffler teoremasidan foydalanib, ushbu

ayniyatni keltirib chigaramiz:

s, (A1) 14 i 5, (7, Ay st) 1

f(l) ke=—o0 f’()’Zk—l) A— )’Zk—l ’

—cz(ﬁ,ﬂ,,t):1 & =67, Ay 1) 1

+ Z ’ 2
f(l) fe=—o0 f ()’Zk—l) A— )’Zk—l
¢, (m,At)—s,(m, A1) _ i ¢, (7w, Ay 15t) =8, (, Ay, 1 51) . 1
f(l) fe=—c0 f’()’Zk—l) A— )’Zk—l
s, (7, A,t) 14 i 5, (7, 4,0 1
g = g(Ay)  A-14y
_cz(ﬂ,l,t):“_ i —cz(ﬁ,l%,t). 1
g = g () A=y
c,(m,A,t) = s,(m,At) & (7, Ay ,1) = 8,(7, Ay ) 1 4.8)

g k=0 g' (A ) A=y - -

(4.5)-(4.8) tengliklarda ) da koeffitsiyentlarni tenglashtirib quyidgi ayniyatlarni

keltirib chiqaramiz:

. Sl(ﬂ-7)’2k—l 7t)

k;w f,(lzk—l )

_ _E < _Cz(ﬂ'alzk—lat)
PO=5 2 G

=q(1),
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< Cl(”a/lzk—lat) Ly (”a/lzk—lat)

k;w f ,(A’Zk—l )

c
=—p(t) EE

LTINS i1 G2 S
i— & (Ay,) 2 i & (Ay)
G Ik HG Y VL) N 4.9)
j—s g (Ayy) 2

(4.9) tenglik va quyidagi lemmadan teorema isboti kelib chiqgadi.
Lemma 4.1. Quyidagi tengliklar o‘rinli:

Sl (7[9)’}1 Dt) = A,(ln )y}il (t) ° C2 (7[7)’}1 Pt) = _A,()’n )y}f,Z (t) 4

Q82 o0) =5 AR = N (22, 003,0),

537,21 = A+ (2,0, (07,50). (410

Lemmaning isboti. (4.10) tenglikni birinchisini isbotlaylik. A, ikki karrali
bo‘lgan holda lemma tasdig‘t o‘rinli ekani ko‘rinib turibdi. A, 1ikki karrali
bo‘lmasin deb olaylik. Quyidagi

c(t+n,A)=c/(m,A)c(t,A)+c,(m,A)s(t, 1),
st +m,A)=s,(m,A)c(t,A)+s,(w,A)s(t, 1),
s(x, L, t)=c,(t,)s(x+1,A) —s,(t,A)c(x +£,1)
tengliklardan
s, (m, A, t) =s,(m, )] (8, A) +[s,(m, A) — ¢, (7, )]e, (t, A)s, (8, A) — ¢, (7, A)s] (¢, 1).
(4.11)
ayniyatni keltirib chigaramiz.

v, (x,A) - (4.1) tenglamalar sistemasi uchun Floke yechimlari bo‘lsin. Ular uchun

quyidagi yaxshi ma’lum bo‘lgan tasvirlar o‘rinli:

v e = e ) + 5, (T, ) = (7, 1) F A (L) — 4 ).
25, (7, 2)

Quyidagicha belgilash kiritaylik:
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S,(m,A)—c (7, )

l//(x72’n):l//i(x72’n):c(x7z’n)+ 'S(xain)' (4.12)

2s,(7, 7))
Ushbu
AN(A)=s, (ﬂ,/ln)]‘{{cl (t,1) + Sz(”’z’z)(;clll()”’l) s, (m)} 4
+ {cz (t, 1) + Sz(”’z’z)(;c/'l()”’i) s, (t,/l)} }dt -
js(?; /S T () + s3(t,A)]dt
formuladan

N2 = 5,(5,2,)- (WPt 2,) + V2 (6,2,)1di

kelib chiqadi. A, xos qiymatlar oddiy bo‘lganligi uchun

A'(A)

(LA )=+ [—21 .
w(t,A,) ST

Y, (1)

tenglikni keltirib chigaramiz. Bundan
s, (m, 2,00 (t,2,) =AWy, (©) (4.13)
kelib chigadi. (4.11), (4.12) va
[c,(m,A) — s, (m, )] =N (L) — 4 —4ds,(n,A)c, (7, 1)
ayniyatdan foydalanib, (4.13) tenglikning chap qismini quyidagicha yozib olamiz:
s, (2, (t4,) =

= —431 (71[’/1”) {2s,(m,A,)c,(t,A,) +[s,(m,A,)—c (7, A,)]s, (t,;tn)}2 =
1 5 5
= m{4sl (m,A)c; (t,A,)+

+ 4Sl(7[9)’n)[s2(7[9)’n) _Cl(ﬂ-aln)]cl (ta)’n)sl(taln) _4S1(”aln)cz(ﬂ-aln)slz(taln)} =
ZSI(E,),”)CIZ(Z‘,ln) +[S2(7[9)’n) — G (”aln)]cl(taln)sl(taln) _Cz(ﬂ-aln)slz(taln) =
=s,(m,4,,t).
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(4.13) tenglikdan foydalangan holda, lemmaning birinchi ayniyatini keltirib
chigaramiz; qolgan tengliklar ham shunga o‘xshash isbotlanadi. Lemma
isbotlandi.

Ta’kidlash kerakki, p(x)=¢g(x)=0 va p(x)=m,m>0,g(x)=0 holda

olingan ayniyatlar sonli tenglik ko‘rinishiga keladi.
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IIT bob bo‘yicha xulosa

Ushbu bobda Dirak operatori uchun to’g’ri va teskari masalalar o’rganilgan..
Bunda butun o‘qda berilgan davriy potensialli Dirak operatori uchun Dubrovin
tenglamalar sistemasi analogini keltirib chiqarilgan, koeffitsiyentlar analitikligi va
lakuna uzunligining kamayishi orasidagi bog‘lanish keltirib chigarilgan, Dirak
operatori uchun Borg teskari teoremasi analogi olingan, hamda Davriy va
antidavriy chegaraviy shartli Dirak operatori xos funksiyalarining kvadrati uchun

ayniyatlar olingan.
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XULOSA

Mazkur magistrlik dissertatsiyasi Dirak operatori uchun qollyilgan har xil
chegaraviy shartlarda izlar ormulalarni yangicha elenemtar usulda keltirib
chigarish va bu formulalarni teskari masalaga qo!/llashga bag! Jishlangan.

Magistrlik dissertatsiyasining birinchi bobida Dirak tenglamasining kelib
chiqish tarixi, hamda Dirak operatori haqida asosiy ma’lumotlar keltirilgan. Davriy
potensialli Dirak operatori uchun Lyapunov funksiyasi haqida tushunchalar berilib,
uning xossalari o‘rganilgan, hamda bir nechta teorema, lemmalar keltirilgan hamda
ularning tadbiqiga doir misollar keltirildi. Bundan tashqari potensial argumentining
haqiqiy siljishida Lyapunov funksiyasining o‘zgarmaslik xossalari ham
o‘rganilgan. Keltirilgan bu lemma va teoremalar Dirak operatori uchun qo‘yilgan
teskari masalani yechishda muhim ahamiyatga ega. Floke yechimlari va bu
yechimlarning xossalari ol Irganilgan.

Magistrlik dissertatsiyasining ikkinchi bobida Dirak operatori uchun izlar
formulasini keltirib chiqarishning yangicha elementar usuli keltirilgan. Bunda
birinchi bo’limda Dirak operatori uchun qo’yilgan Dirixle va Neyman chegaraviy
shartlari hollarida izlar formulalari keltirib chigarildi. Ikkinchi bo’limda esa Dirak
operatori uchun qollyilgan davriy va antidavriy chegaraviy shartlari hollarida izlar
formulalari keltirib chiqarildi. Har ikkala bolllimda izlar formulalari yangicha
elementar usulda keltirib chiqarildi.

Magistrlik dissertatsiyasining uchinchi bobida Dirak operatori uchun to’g’ri
va teskari masalalar o’rganilgan.. Bunda butun o‘qda berilgan davriy potensialli
Dirak operatori uchun Dubrovin tenglamalar sistemasi analogini keltirib
chigarilgan, koeffitsiyentlar analitikligi va lakuna uzunligining kamayishi orasidagi
bog‘lanish keltirib chiqarilgan, Dirak operatori uchun Borg teskari teoremasi
analogi olingan, hamda Davriy va antidavriy chegaraviy shartli Dirak operatori xos

funksiyalarining kvadrati uchun ayniyatlar olingan.

70



ADABIYOTLAR RO’YXATI

. AGnykaneipoB . BprumcneHue perysspu30BaHHOTO CielNa Uil CHCTEMBI
Hupaxa. // Bect. Mock. yH-Ta, cep. MaT. Mex., 1967, Ne 4, c. 17-24.

. A6rnosur; M., Curyp X. ConauToHsl U Metoa oOpaTHOW 3amaun.—M.:Mup,
1987, 479 c.

. Albeverio S., Hryniv R., Mykytyuk Ya. Inverse spectral problems for Dirac
operators with summable potentials. // Russian J. Math. Phys., 2005, v. 12,
No 4, pp. 406-423.

. AmumoB IIILA. O pa6Gorax A.H.TuxonoBa mo oOpaTHbIM 3ajadaMm JJis
ypaBaenus typma-Jlnysumns. // YMH, 1976, 1. 31, Bein. 6(192), c. 84-88.
. Ambarzumjan V.A. Uber eine Frage der Eigenwerttheorie. / Zeitschrift fiir
physik. 1929, 53. s. 690-695.

. Axuezep H.U. KoHTHHYanbHBIN aHAIOT OPTOTOHAIBHBIX MHOTOWICHOB Ha
cucteme untTepBanos. // JIAH CCCP, 1961, 1. 141, Ne 2, c. 262-266.

. bepezanckuit FO.M. OO0 o0parHOii 3ajaue CHEKTPaJbHOTO aHaau3a JJis
ypaBuenus pegunrepa. // JAH CCCP, 1955, 1. 105, Ne 2, c. 197-200.

. biox A.Il. O6 omnpenenenusi aud@PepeHInanbHOTO YpaBHEHUSI IO €ro
cnexktpanbHoi MaTpuue-pyukuuu. // JAH CCCP, 1953, 1. 42, Ne 2, c. 209-
213.

. Borg G. Eine Umkehrung der Sturm-Liouvillschen Eigenwertaufgabe,
Bestimmung der Differentialgleichung durch die Eigenwerte.// Acta Math.,
1946, 78, Ne 2, s. 1-96.

10.Chuan Fu Yang. « New trace formulae for a quadratic pencil of the

Schrodinger operator» JOURNAL OF MATHEMATICAL PHYSICS 51,
033506 (2010).

11.Gardner C.S., Greene J.M., Kruskal M.D., Miura R.M. Method for solving

the Korteweg-de Vries equation. // Phys. Rev. Lett., 1967, v. 19, Ne 19, pp.
1095-1097.

71



12.Garnett J., Trubowitz E. Gaps and bands of one dimensional periodic
Schrldinger operators. / Comment. Math. Helv., 1984, v. 59, pp. 258-312.

13.Garnett J., Trubowitz E. Gaps and bands of one dimensional periodic
Schrl!dinger operators II. / Comment. Math. Helv., 1987, v. 62, pp. 18-37.

l14.T'aceimoB M.I'., Jleutan b.M. Ompenenenue auddepeHInaaIbHOro
omeparopa 1o aAByMm criektpam. // YMH, 1964, 1. 19, Ne 2, ¢. 3-63.

15.T'aceimoB M.I'., JleButan b.M. OOparnas 3amaua ans cuctemsl Jupaka. //
JAH CCCP, 1966, T. 167, Ne 5, ¢. 967-970.

16.T'enbpang WM.M., Jleeuran b.M. O6 omnpenenenuu auddepeHuaaIbHOro
ypaBHEHHMs 10 ero crnekTpainbHol Gynkuuu. / U3B. AH, cep. marem., 1951,
T. 15, c. 309-360.

17.Tenspang W.M., Jleutan b.M. O06 ogHOM NpOCTOM TOXKAECTBE s
cOOCTBEHHBIX 3HaUeHUH MU hepeHInaTIbHOTO onepaTopa BTOPOro MOpsaKa.
/I Doxn. AH CCCP, 1953, 1. 88, Ne 4, c. 953-956.

18.Gel’fand 1., Lidskii V. On the structure of the regions of the stability of
linear canonical systems of differential equations with periodic
coefficients.// (Russian) Uspehi Mat. Nauk. (N. S.) , 1955, v. 10, Ne 1(63),
pp. 3-40.

19.Gesztesy F., Simon B. Uniqueness theorems in inverse spectral theory for
one dimensional Schrl!dinger operators. // Trans. Amer. Math. Soc., 1996,
v. 348, Ne 1, pp. 349-373.

20.Dieft P., Trubowitz E. Inverse scattering on the line. / Comm. Pure and
Appl. Math. 1979, v. 32, pp. 121-251.

21. lukuit JILA. ®opmynsl cieaoB s auddepeHInanbHbIX ONepaTopoB
Mrypma-Jlnysums. / YMH, 1958, 1. 13, Ne 3, ¢. 111-143.

22. JlxxkakoB II., Mwutarun b.C. 30HBI HEYCTOMYMBOCTH OJHOMEPHBIX
nepuoanyeckux omnepatopoB Llpeaunrepa u Hupaka. / YMH, 2006, 1. 61,
BhITl. 4 (370), c. 77-182.

72



23.ly6porun b.A., Hosukos C.II. Ileproauueckuii ¥ yCIOBHO MEPUOIUUCCKUN
aHaJIOTM MHOTOCOJMTOHHBIX perieHuil ypaBHeHusi Kopresera-ne ®pusa. //
KIOTD, 1974, 1. 67, Ne 12, c. 2131-2143.

24 JlyopoBun b.A. OOpatHas 3ajiaya TEOPUH paCCEIHUs ISl MEPUOANYECKUX
KOHEYHO30HHBIX MOTEHIMANOB. // OyHKII. aHalu3. U ero mpwi., 1975, 1.9,
BbII. 1, c. 65-66.

25. J1yopoBun b.A. Ilepuoguueckass 3amaya 1isi ypaBHeHus Kopresera-ne
®pusa B Kjlacce KOHEUHO30HHBIX MOTEHIMANOB. // (DYHKI. aHalu3. U €ro
npunoxenus, 1975, 1.9, Beim. 3, c. 41-51.

26.3amoHoB M.3., XacanoB A.b. O paspemmmocTy oOpaTHOW 3amayu s
cucteMbl J{upaka Ha Bceit ocu. // BectH. Mock. yH-Ta, cep. maT. mex., 1985,
Ne 6, c. 3-7.

27.3axapoB B.E., ManakoB C.B. IlomHas HMHTErpupyeMoOCTb HEIMHEHHOTO
ypaBHenus pegunrepa. // TM®, 1974, 1. 19, Ne 3, c. 332-343.

28.3axapos B.E., llIabat A.b. Tounas Teopusi 1ByMmepHOi caMO(OKYCUPOBKHU U
OJIHOMEPHOM aBTOMOYJISILIMK BOJH B HEMMHEHHBIX cpenax. // KOTD, 1971,
T. 61, Ne 1, c. 118-134.

29.Utc A.P., MatBee B.b. Omnepartopsl Ilpeamnrepa ¢ KOHEYHO30HHBIM
cnekTpoM U N-COIMUTOHHBIE peieHusi ypaHeHus Kopresera-ne ®@pusza. //
TMO®, 1975, 1. 23, Ne 1, c. 51-68.

30.Utc A.P., Kotnspos B.II. SIBHble GopMynbl ajisi pelieHud HETUHEHHOTO
ypaBHenus [Ipexunrepa. \\ Jlokn. AH YCCP, cep. A, 1976, Ne 11, c. 965-
968.

31.1Atc A.P. AcumnroTuka peuieHuii HelnmHenHoro ypasHenus lIpenunrepa u
M30MOHOJIPOMHBIE JlepopManuu CUCTEM JIMHEHWHBIX au(depeHInantbHbIX
ypaBHenuit. // JJAH CCCP, 1981, 1. 261, Ne 1, c. 14-18.

32.1tc A.P. O cBsI3u MeXIQy COIUTOHHBIMU M KOHEYHO30HHBIMHU PELICHUSIMU
HenuHeitHoro ypaBHeHus llpenunrepa.\\ CnexrpanbHas Teopus. BonHoBbie
npoueccol. — JI.: U3n-Bo JII'Y, 1982, c. 118-137. -(IIpoGaembl maT. Gpu3ukw,
BhII. 10).

73



33.Lax P.D. Periodic solutions of the KdV equations. \\ Lecture in Appl. Math.
AMS, 1974, v. 15, pp. 85-96.

34.Lax P.D. Trace formulas for the Schrodinger operator. / Comm. Pure
and Appl. Math., 1994, v. 47, Ne 4, pp. 503-512.

35.Levinson N. The inverse Sturm-Liouville problem. // Math. Tidsskr. B.,
1949, pp. 25-30.

36.JleButan b.M. Obpatnas 3agaua LlItypma-JInyBusmist Ajis KOHEUHO30HHBIX U
0ECKOHEYHO30HHBIX ToTeHuuanoB. // Tpyast MockoB. Mar. obuiecTBa,
1982, T. 45, c. 3-36.

37.Jleutan b.M. OGpatusie 3agaun Llrypma-JlnyBumis. - M.: “Hayka”, 1984,
240 c.

38.JIesutan b.M., Caprcsu U.C. Oneparopsl typma-JInyBunnsa u Jupaxa. -
M.: “Hayka” 1988 1., 432 c.

39 JIunckuit B.b., CagoBHumumuii B.A. Perymsipu3zoBaHHble CyMMbl KOpHEN
OJIHOTO KJIacca 1eNbiXx pyHKuui. / OyHKIl. aHanu3 U ero npwi., 1967, 1. 1,
Ne 2, c. 52-59.

40.Mapuenko B.A. Oneparops! [lItypma-JInyBriuia u ux npuinoxenus. -Kues:
HayxoBa nymka, 1977, 332 c.

41.Mapuenko B.A. Tlepuoanueckas 3anaya Kopresera-ne ®@puza. / Mar. c0.,
1974, 1. 95, BB. 3, c. 331-356.

42.Mapuenko B.A., OctpoBckuii 1.B. XapakTepuctuka CIeKTpa olepaTtopa
Xwumna. // Mar. ¢0., 1975, 1. 97, Bei. 4, ¢c. 540-606.

43.Mucropa T.B.  XapakTepucTuka  CHEKTPOB  MEPUOAUYECKON U
AHTUTICPUOANYECKON KpaeBbIX 3aja4, MOpOXKIaeMbIx oneparnuent upaka 1./
Teopust pynkuuit, pyHKu. aHanu3 U ux npuioxenus, 1978, soim. 30, c. 90-
101.

44 Muctopa T.B. Koneunozonnsle onepatopsl Jupaka. / Teopus QpyHkimii,

¢byHKU. aHanu3 U ux npuioxenus, 1980, soim. 33 ¢. 107-111.

74



45.Mucropa T.B. Annmpokcumaiusi NeprHOAMYECKOr0 IMOTEHIMAIa OIepaTopa
Hupaka koHeuyHO30HHBIMH. // Teopust dyHKuMHA, (YHKU. aHaIU3 M HUX
npunoxenus, 1981, Boimn. 36, c. 55-65.

46.McKean H.P., Trubowitz E. Hill’s operator and hyperelliptic function
theory in the presence of infinitely many branch points. / Comm. Pure
Appl. Math., 1976, v. 29, pp. 143-226.

47 HosuxoB C.II. Ilepuoguueckas 3amaua Kopresera-ge ®puza 1.// dyHki.
aHanu3 u npui., 1974, 1. 8, Ne 3, c. 54-66.

48.IleuennoB A.C. Crenpl 0IHOTO Kjlacca CHUHTYJSPHBIX TUdPepeHIranabHbIX
onepaTopoB: MmeTo] Jluackoro-Cagosuuyero. // BectH. Mock. yH-Ta, cep. 1,
MateM., MeX., 1999, Ne 5, c. 35-42.

49.Pode-bekeroB @.C. CnekrpanbHas mMaTpuila U obpartHas 3agava Lltypma-
JlnyBunns Ha Bcer ocu. // Teopus pyHkumii, PyHKI. aHAIU3 U UX MPHUIL.,
1967, Ne 4, c. 189-197.

50.CaBun A.B. O mouTH-nmEpUOIHYECKUX omeparopax Jlupaka ¢ HHUrae He
IJIOTHBIM criekTpoM. //  BectH. Mock. VYH-ta, cep. 1, maTemaruka,
Mexannka, 1986, Ne 2, ¢. §89-91.

51.CaBun  A.B. ToxaectBo st KBaApaToB COOCTBEHHBIX (PYHKIUN
06eckoHeuHo30HHOTO omneparopa Lltypma-JInysunns. / BectH. Mock. yH-Ta.
cep. 1. mar. mex., 1984, Ne 6, c. 83-85.

52.CanoBununii B.A., [TeuennioB A.C., Ko3ko A.W. PerynsipuzoBaHHbIE Clebl
CUHTYJIApHBIX U] depeHInaIbHBIX onepaTopoB. // Jloknaasl akaaeMuu
Hayk, 2009, T. 427, Ne 4, c. 461-465.

53.CanoBanunit B.A., [lononsckuit B.E. Cnensl onepatopos. / YMH, 2006, T.
61, Beim. 5(371), c. 89-156.

54.CranxeBuu M.B. O0 onHOM 3a7ade CEKTPaIbHOTO aHadu3a AJisl YpaBHEHUS
Xumna. // JAH CCCP, 1970, T. 192, Ne 1, c. 34-37.

55.TuxonoB A.H. O eauHCTBEHHOCTH pELICHHS 3aJadyd SJIEKTPOpa3BeaAKU. //

JAH CCCP, 1949, 1. 69, Ne 6, c. 797-800.

75



56.Trubowitz E. The inverse problem for periodic potentials. // Comm. Pure.
Appl. Math., 1977, v 30, pp. 321-337.

57.®pono U.C. ObpatHas 3anaya paccessHus sl cucTeMbl [[upaka Ha Bceit
ocu. //IAH CCCP, 1972, 1. 207, Ne 1, c. 44-47.

58.Hochstadt H. On the determination of Hill’s equation from its spectrum.//
Arch. Rat. Mech. Anal. 1965, v. 19, pp. 353-362.

59.UynoB JI.A. O6patHas 3anada llltypma-JInyBunns. // Mar. ¢6., 1949, 1. 25
(67), Ne 3, c. 451-454.

60.XacanoB A.b., MOparumoB A.M. OO oOpatHOl 3amade sl ormepaTtopa
Hupaka ¢ nepuoguyeckum noteHimanom. //YsMXK, 2001, Ne 3-4, c. 48-55.

61.dxmumypaTtoB A.b. BeruuciaeHnue peryaspu3oBaHHOIO Cea JJs onepaTopa
Hupaka metonom I1.[.Jlakca. // Y3MK, 1998, Ne 6, c. 76-80.

62.Khasanov A.B., Yakhshimuratov A.B. The calculation of the trace Formulas
for Dirac's operator by Lax's method. // Firat Universiteti Fen ve Muh.
Bilimlari Dergisi. 1999, 11(3), pp. 295-302. (Typuus).

63.XacanoB A.b., fxmmumypatoB A.b. O0 omHOM cmoco0e BBIYUCIICHUS
peryisipu3oBaHHOrO cieaa ais oneparopa Jupaka. // Y3MXK, Ne 4, 1999, c.
77-82.

64 SAxmmmypatoB A.b., Tanup6epreso M.b. O6 ongHoM crioco0e BEIYUCIICHUS
peryisipu3oBaHHOrO cjeaa omepatopa Jlupaka ¢ OCOOEHHOCTBIO B
norennuane. // Jlokmaaet AH PV3., 1999, Ne 11, c. 14-17.

65.XacanoB A.b., AxmumyparoB A.b. Ananor o6paTtHoit Teopemsl I'.bopra nmns
oneparopa Hupaxka. / Y3MIK, 2000, Ne 3, c. 40-46.

66.AxmumyparoB A.b., babamxanoB b.A. Brluucienue peryiasipu3oBaHHOIO
ciena onepartopa Jupaka ¢ ocoOeHHocTsIMU B noteHnuae. // Y3MXK, 2000,
Ne 5-6, c. 82-87.

67.Hasanov A.B., Shturm-Liuvill chegaraviy masalalar nazariyasiga kirish.,
Toshkent, 201 1yil.

68.XacanoB A.b., SAxmumypartoB A.b. HexoTopsle To)kIecTBa sl KBAaJIpaTOB

KOMIIOHEHT COOCTBEHHBIX BCKTOp-(i)YHKI_II/Iﬁ CHUCTCMBI ypaBHCHI/Iﬁ I[I/IpaKa C

76



INIaJJKUMH TTepuoandeckuMu kodgdunuentamu. // Mar. 3ametku, 2004, T.
76, BoII. 3, c. 459-465.

69.XacanoB A.b., SxmumypatoB A.b., XacanoB M.M. OO0 uHTErpupoBaHUU
HenuHeitHoro ypaBHeHusi llpenunrepa B kiiacce nepuogudYecKux QyHKIUH.
/ «The Third Turkish World Scientific Symposium», KazaxcraH, r. Aamartsl,
2009, 28 urons-2 urojs, c. 239.

70.XacanoB A.b., SxmumyparoB A.b. O6 ypaBuenun Koprepera-ge ®pusa c
CaMOCOTJIACOBAaHHBIM HMCTOYHHUKOM B KJacce MEPUOAMYECKUX (PyHKumi. //
TM®, 2010, 1. 164, Ne 2, c. 214-221.

71.Yakhshimuratov A. The Nonlinear Schrodinger Equation with a Self-
consistent Source in the Class of Periodic Functions. / Mathematical
Physics, Analysis and Geometry, 2011, v.14, pp. 153-169.

72 SxmmmypatoB A.b. MuTerpupoBanue ypaBHeHus Kopresera-ne ®pusa co
CHEIUaIbHBIM CBOOOJHBIM YJIEHOM B KJIacCE€ MEPUOAMYECKUX (DYHKIMM. //
Y umckuit matemarnueckuii xxypaai. 2011, . 3, N 4, 2011, c. 144-150.

73.1Opko B.A. OoOparnas 3agava i guddepeHIuanbHbIX  ONepaToOpOB.-
Caparos: u3a. Capar. yH-ta, 1989, 176 c.

74.

75.

77



	1
	15
	16
	17
	18

	19
	Nargiza_dissertatsiya

