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Kirish 

Bizga n  - o‘lchamli chiziqli fazоda A chiziqli оpеratоr birоr bazisda  
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matritsa bilan berilgan bo‘lsin. Chiziqli algеbra kursidan ma’lumki, agar 

n ,...,, 21  sonlar A chiziqli оpеratоrning  хоs qiymatlari bo‘lsa, u hоlda bu хоs 

qiymatlar yig‘indisiga bеrilgan оpеratоrning spеktral izi dеyiladi, A matritsaning 

diagonal elеmеntlari yig‘indisiga esa, matritsaviy izi dеyiladi va quyidagi tеnglik 

o‘rinli bo‘ladi:  
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rеgulyar Shturm–Liuvill chеgaraviy masalasining  n ,...,, 21 ,… - хоs qiymatlar 

kеtma–kеtligi yordamida quyidagi 
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sоnli qatоrning yig‘indisiga rеgulyar Shturm–Liuvill оpеratоrining 

rеgulyarlashtirilgan izi dеyiladi. 
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masalaning хоs qiymatlari. 

Rеgulyar Shturm–Liuvill оpеratоrining izi, ya’ni 





)( 0

1n
nn   

sоnli qatоrning yig‘indisi ilk bоr 1953 yilda I.M.Gеlfand va B.M.Lеvitan [16] 

tоmоnidan hisоblanildi va ular quyidagi ajоyib natijani qo‘lga kiritdilar 
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Shturm-Liuvill masalasining хоs qiymatidir. 

Bu ishdan kеyin tеz оrada L.A.Dikiy [21] tоmоnidan yuqoridagi fоrmula 

bоshqacha usul yordamida kеltirib chiqariladi va buning natijasida u L  

оpеratоrning barcha darajalari uchun rеgulyarlashgan izlar fоrmulasini hisоblash 

uchun rеkkurеnt fоrmula оlishga muvоfiq bo‘ldi. Bu sоhadagi kеyingi muhim 

natija  V.B.Lidskiy va V.A.Sadоvnichiylar [39] tоmоnidan оlindi. Dirak оpеratоri 

uchun rеgulyarlashgan izlar fоrmulasi E.Abduqоdirоv [1] tоmоnidan оlindi. 

Davriy pоtеntsialli Shturm – Liuvill оpеratоri uchun izlar fоrmulasi Х.Хохshtad 
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[58] tоmоnidan kеltirib chiqarildi. Davriy pоtеnsialli Dirak оpеratоri uchun izlar 

fоrmulasi V.A.Marchеnkо [40] kitоbida kеltirib chiqarilgan.  Bu natija 

A.B.Yaxshimurodov [61] ishida Laks usuli yordamida kеltirib chiqarilgan. Izlar 

fоrmulasi diffеrеnsial оpеratоrlarga qo‘yilgan tеskari masalalarni o‘rganishda 

muhim o‘rin egallaydi.  

Bеrilgan pоtеnsial bo‘yicha Shturm-Liuvill оpеratоrining spеktral 

хaraktеristikalarini tоpish masalasiga spеktral analizning to‘g‘ri masalasi dеyiladi, 

aksincha, spеktral хaraktеristikalar bo‘yicha Shturm-Liuvill оpеratоrini tiklash 

masalasiga spеktral analizning tеskari masalasi dеyiladi. Turli хil chеgaraviy 

shartlardagi spеktrlar, spеktral funksiya, sоchilish nazariyasining bеrilganlari va 

shunga o‘хshash хaraktеristikalar spеktral хaraktеristikalar bo‘la оlishi mumkin. 

Tеskari spеktral masalalarni o‘rganish ХХ asr bоshlarida bоshlangan bo‘lib, 

bu yo‘nalishning rivоjiga muhim turtki bo‘lgan ilk natija 1929 yilda 

V.A.Ambarsumyan [5]  tоmоnidan оlingan.  

  Shturm-Liuvill оpеratоrining tеskari spеktral masalalari nazariyasining 

kеyingi rivоjiga G.Bоrg [9], N.Lеvinsоn [35], A.N.Tiхоnоv [55], L.A.Chudоv 

[59],  V.A.Marchеnkо [42], I.M.Gеlfand, B.M.Lеvitan [16], B.A.Dubrоvin [24], 

Yu.M.Bеrеzanskо [7], M.G.Gasymоv [14],  A.Sh.Blох [8], F.S.Rоfе-Bеkеtоv[49], 

F.Gеstеzi, B.Saymоn [19], V.A.Yurkо [73],  Х.Хохshtadt [58],  N.I.Aхiеzеr [6],  

I.V.Stankеvich [54],  V.A.Marchеnkо va I.V.Оstrоvskiy [42],  Х.P.Mak-Kin va 

Е.Trubоvits [46], Е.Trubоvits [56]  va bоshqa оlimlarning ishlarida sеzilarli 

darajada hissa qo‘shilgan. 

 K.Gardnеr, Dj.Grin, M.Kruskal va R.Miuralar  [11] tоmоnidan tеskari 

spеktral masalalarni nоchiziqli tеnglamalarni yеchishga tadbiq qilinishi tеskari 

spеktral masalalarni o‘rganishga bo‘lgan qiziqishni yanada оrttirdi va Shturm-

Liuvill оpеratоridan bоshqa оpеratоrlar uchun ham tеskari spеktral masalalarni 

turli sinflarda (davriy pоtеnsialli, dеyarli davriy pоtеnsialli, chеkli zоnali 

pоtеnsialli, chеksiz zоnali pоtеnsialli chеksiz kamayuvchi pоtеnsialli va hokazо) 

chuqurrоq o‘rganish zarurligini ko‘rsatdi. 
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Shunday оpеratоrladan biri Dirak оpеratоridir. U amaliy jihatdan muhim 

tadbiqlarga ega bo‘lib, umuman оlganda yarim chеgaralanmagan оpеratоr va yarim 

chеgaralangan оpеratоrlar spеktral хоssalarini o‘rganishda qo‘llanilgan ko‘plab 

usullarni bu yеrda to‘g‘ridan to‘g‘ri qo‘llashni imkоni bo‘lmaydi.  

Dirak оpеratоri tеskari spеktral masalalar nazariyasida muhim natijalar 

M.G.Gasymоv, B.M.Lеvitan [15], I.S.Frоlоv [57], V.Е.Zaхarоv, A.B.Shabat [28],  

M.Ablоvits, Х.Sigur, D.Kaup, A.Nyuеl [2], T.V.Misyur [43-45], M.Z.Zamоnоv, 

A.B.Хasanоv [26], P.Djakоv, B.S.Mityagin [22], S.Albеvеriо, R.Хruniv, 

YA.Mukutyuk [3] va bоshqa оlimlar ishlarida оlingan.   

V.Е.Zaхarоv, A.B.Shabat, S.V.Manakоv ([27-28]) ishida nоchiziqli 

Shredinger tеnglamasi:  

xxt iuuiuu  22  

Dirak оpеrtоriga qo‘yilgan tеskari masala usulidan fоydalanib intеgrallanishi 

mumkinligi ko‘rsatildi. Bu esa Dirak оpеratоriga qo‘yilgan tеskari masalalarni 

o‘rganishga bo‘lgan qiziqishni yanada kuchaytirdi. Hоzirgi kunda, bu sоhaning 

kvant fizikasiga, chiziqli va nоchiziqli хususiy hоsilali tеnglamalar nazariyasiga, 

kristallоgrafiyaga, gеоlоgо-razvеdka masalalariga  muhim tadbiqlari tоpilganligi 

bоis bu mavzuning dоlzarbligi yanada оrtmоqda. 

Mazkur dissеrtatsiya ishida  davriy pоtеnsialli Dirak оpеratоri uchun izlar 

fоrmulasi yangicha elеmеntar usulda kеltirib chiqarilgan va tеskari spеktral masala 

atrоflicha o‘rganilgan, ya’ni davriy pоtеnsalli Dirak оpеratоrining spеktral 

bеrilganlari yordamida uning kоeffitsiyеntlarini tiklash algоritmi ko‘rsatilgan. 
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Dissеrtatsiyada оlingan asоsiy natijalarning qisqacha bayoni 

 
Quyidagi Dirak operatorini qaraymiz   
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RCxqxp   ,],,0[)(),( 1 . ),( xy  orqali (1) tenglamaning 

                        sin)0(1 y ,   cos)0(2 y .                                    (3)                

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.  

1. 0   bo‘lsin, u holda (2) chegaraviy shart Dirixle chegaraviy shart 

bilan ustma-ust tushadi, ya’ni  
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bo‘lib, (1)+(4) masalaga Dirixle chegaraviy masalasi deyiladi.  n , Zn  orqali 

Dirixle chegaraviy  masalaning xos qiymatlarini belgilaymiz.  

2. 
2


   bo‘lsin. Bu holda (2) chegaraviy shart Neyman chegaraviy 

shart bilan ustma-ust tushadi, ya’ni  
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bo‘lib, (1)+(4) masalaga Neyman chegaraviy masalasi deyiladi. n , Zn  orqali  

Neyman chegaraviy masalaning xos qiymatlarini belgilaymiz. Znnn  ,  orqali 

ushbu  sin)(0 w  funksiyaning nollarini belgilaymiz.  

3. Ushbu chegaraviy shartlarga mos ravishda 

)()0(),()0( 2211  yyyy                               (6) 
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 ),()0( 11 yy    )()0( 22 yy                                  (7) 

davriy va antidavriy chegaraviy shartlar deyiladi. (1)+(6) masalaga Dirak operatori 

uchun qo‘yilgan Davriy chegaraviy masala, (1)+(7) masalaga esa antidavriy 

chegaraviy masala deyiladi 

Lemma 1. (1) tenglamaga qo‘yilgan Dirixle va Neyman chegaraviy 

masalalari uchun mos ravishda quyidagi izlar formulasi o‘rinli: 

2
)()0()( 
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
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
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Lemma 2.  (1) sistemaga qo‘yilgan davriy va antidavriy chegaraviy 

masalalar uchun mos ravishda quyidagi izlar formulasi o‘rinli 

  04122 
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n
nn n , 

0])12(2[ 122 
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

n
nn n . 

Bu yerda nn  , lar mos ravishda davriy va antidavriy masalaning xos 

qiymatlari.  

Teorema 1.   Quyidagi izlar formulalari o‘rinli  
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nnn 



. 

 
 Quyida butun o‘qda berilgan Dirak tenglamalar sistemasini ko‘rib chiqamiz:  
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bu yerda )(xp  va )(xq  haqiqiy uzluksiz   davrli funksiyalar,   esa kompleks 

parametr. (8) tenglamaning ushbu 
Tc )0,1(),0(     va  Ts )1,0(),0(   
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boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini 

 Txcxcxc ),(),,(),( 21    va  Txsxsxs ),(),,(),( 21    

orqali belgilaymiz. 

 Ta’rif  1. ),(),()( 21  sc   funksiyaga (8) Dirak operatori uchun 

Lyapunov funksiyasi yoki Xill diskriminanti deyiladi.  

(8) operatorning spektri quyidagi to‘plamdan iborat: 














n
nnRRE ),(\}2)(2:{ 212
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Ushbu ),( 212 nn   , Zn  intervallarga lakunalar deyiladi. Spektrning chekka 

nuqtalari davriy va antidavriy masalaning xos qiymatlari bilan ustma ust tushadi. 

  0),(1 s  tenglamaning ildizlarini n , Zn  orqali belgilaymiz.  n , 

Zn  sonlar (1) sistemaga qo‘yilgan Dirixle masalasining xos qiymatlari bilan 

ustma –ust tushadi va ushbu ],[ 212 nnn   , Zn  munosabat bajariladi.  

Ta’rif 2. ],[ 212 nnn   , Zn   sonlar ketma-ketligi va ushbu 










),(

1),(
2

2
n

nn s
ssign


 , Zn  ishoralar ketma-ketligiga (8) masalaning 

spektral berilganlari deyiladi.  

Ta’rif  3. Spektral parametrlar nn  , , Zn  va spektrning chekka nuqtalari 

n , Zn  larga (8) masalaning spektral berilganlari deyiladi. 

  (8) masalaning spektral berilganlarini topish masalasiga to‘g‘ri masala va 

aksincha spektral berilganlar yordamida )(xp  va )(xq  koeffitsiyentlarni tiklash 

masalasiga teskari masala deyiladi.  

Agar (8) masalada )(xp  va )(xq  o‘rniga  )( xp  va )( xq  

funksiyalarni olsak, u holda hosil bo‘lgan yangi masalaning spektri    parametrga 

bog‘liq bo‘lmaydi, ya’ni nn  )( , Zn ,  ammo spektral parametrlar   

parametrga bog‘lik bo‘ladi:  )(n , )( n , Zn  va bu masala uchun izlar 

formulasi ushbu 
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ko‘rinishda boladi. 

Teorema 2. Agar )()(),( 11 RCxqxp   haqiqiy  -davrli funksiyalar bo‘lsa, 

u holda (8) masalaning )(tn , Zn  spektral parametrlari quyidagi Dubrovin 

differensial tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi:  
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(12) Dubrovin tenglamalar sistemasi quyidagi boshlang‘ich shartlar bilan 

qaraladi: 

)0()(
0 ntn t  


,     )0()(

0 ntn t  


,    Zn . 

)(tn  spektral parametr o‘z lakunasining chetiga har safar urilganda )(tn  

ishora qarama-qarshisiga o‘zgaradi.  

(12) Dubrovin tenglamalar sistemasi hamda (10) va (11) izlar formulasi (8) 

masalaga qo‘yilgan teskari spektral masalani yechish algoritmini beradi.  

Quyidagi teoremada (10) va (11) izlar formulasi yordamida potensialni 

silliqlik darajasi va lakunalar uzunliklarini kamayish tartibi orasidagi  bog‘lanish 

ko‘rsatilgan. 

Teorema 3. Agar )(xp , )(xq   -davrli haqiqiy funksiyalar ),(2 C  

sinfdan bo‘lsa va 122  nn   lakunalar uzunligi eksponensial tarzda kamaysa, ya’ni  

agarda ixtiyoriy butun n  larda nb
nn ae
  122   tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan 
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shunday 0,0  ba  o‘zgarmas sonlar mavjud bo‘lsa, u holda )(xp  va )(xq  lar 

butun o‘qda haqiqiy analitik funksiyalardan iborat bo‘ladi. 

Теорема 4.  Agar )(xp  va )(xq  haqiqiy analitik  -davrli funksiyalar 

bo‘lsa, u holda lakunalar uzunligi 122  nn   eksponensial kamayadi. 

G.Borg tomonidan davriy potensialli Shturm-Liuvill operatori uchun 
2
  son 

davr bo‘lishining zarur va yetarlilik shartlari keltirilgan. Ushbu teoremada G.Borg 

teoremasining Dirak sistemasi uchun anologi keltiriladi.  

Teorema 5. (8) tenglamalar sistemasining )(xp  va )(xq  koeffitsiyentlari 
2
  

davrli bo‘lishi uchun, (1)+(7) antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari  ikki 

karrali bo‘lishi zarur va yetarli. 

X.P.Mak-Kin, E.Trubovits va P.Deyft ishlarida davriy va antidavriy 

chegaraviy shartli Shturm-Liuvill operatorining k2  xos qiymatlariga mos )(2 xk  

ortonormallangan xos funksiyalarning kvadrati uchun  

1)(
0

2
2 



k
kk x  

ayniyat olingan. Quyidagi teoremada bu ayniyatni Dirak sistemasi uchun analogi 

keltiriladi.Ushbu  

...),(),(),(),(),(..., 21012 xyxyxyxyxy                          (13) 

funksiyalar (1) sistema uchun ],0[   kesmada qo‘yilgan davriy va antidavriy 

masalaning 

...... 21012     

xos qiymatlarga mos keluvchi normallangan xos vektor-funksiyalar bo‘lsin.  

 Teorema  6.  (13) funksiyalar uchun quyidagi ayniyatlar o‘rinli:  





 

k
kk

ctptya
2

)()(2
1,12 ,    






k
kk

ctptyb
2

)()(2
1,2 , 





 

k
kk

ctptya
2

)()(2
2,12 ,    






k
kk

ctptyb
2

)()(2
2,2 , 
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



 

k
kkk tqtytya )()()( 2,121,12 ,    






k
kkk tqtytyb )()()( 2,21,2 , 

bu yerda 

)(
)(

12

12









k

k
k f

a

 ,        

)(
)(

2

2

k

k
k g

b






 ,          





k
kkc )( 122  , 












k

k

k
f

0

12
1 )()( 

 ,    







k

k

k
g

0

2
0 )()( 

 . 
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I BOB. DIRAK OPERATORI HAQIDA ASOSIY MA’LUMOTLAR 

 
 

1. Dirak tenglamasini keltirib chiqarish 
 

Kvant mexanikasining fundamental tenglamalaridan biri bu Dirak 

tenglamasidir. Odatda uni Shredinger tenglamasining relyativistik umumlashmasi 

deb qaraladi. Ma’lumki, Shredinger tenglamasi norelyativistik zarralarni vaqt 

bo‘yicha holatini aniqlovchi to‘lqin tenglamasi bo‘lib, u 1926 yil Avstraliyalik 

fizik E.Shredinger tomonidan keltirib chiqarilgan  

),()(),(
2

),( 2
2

trrVtr
mt

tri 








 
 , 3Rr  

 bu yerda m  zarrani massasi, 2  Plank doimiysi. Shredinger bu tenglamani 

keltirib chiqarishda norelyativistik energiya tenglamasi 
m

pVE
2

2

 , hamda 

energiya va impulsning operator   ipiE t ,  ko‘rinishidan  foydalangan. 

Shredingerning bu natijasiga ko‘ra kvant mexanikasida yangi tushuncha ya’ni 

to‘lqin funksiyasi ),( tr  tushunchasi paydo bo‘ldi. Unga ko‘ra, agar to‘lqin 

funksiyasi ),( tr  to‘g‘ri normallansa, 2),( tr  kattalik zarraning fazoni biror   

sohasida bo‘lish ehtimolini beradi. 

 Shundan keyin, relyativistik  zarralar uchun ham to‘lqin tenglamasini keltirib 

chiqarish mumkinmi? degan savolga javob topish o‘sha davrning ko‘plab 

olimlarini bu yo‘nalishda ilmiy izlanishlar olib borishiga sababchi bo‘ldi. Natijada, 

1926 yilda bir-biridan bexabar ravishda Klein va Gardonlar tomonidan dastlabki 

relyativistik to‘lqin tenglamasi olindi  

),(),(1
2

2
0

2

2

2

2
0

2 trcmtr
tc















  , 

bu yerda 0c  yorug‘lik tezligi,  m  zarrani massasi. Hozirgi kunda bu tenglama 

Klein-Gardon tenglamasi deb yuritiladi va uning yechimi ),( tr  spinsiz skalyar 

Bozonlar holatini ifodalaydi. Bu tenglamadan keyin  1927 yilda Angliyalik fizik  



 14 

Dirak tomonidan  relyativistik kvant nazariyasining yangi vaqtga nisbatan chiziqli 

bo‘lgan “relyativistik to‘lqin tenglamasi” keltirib chiqarildi. Bu tenglama hozirgi 

kunda Dirak tenglamasi deb yuritiladi va spinli zarralarning holatini ifodalaydi. 

Uning ko‘rinishi quyidagicha:  

t
tritrH





 ),(),(0


  , 

bu yerda 

22

3
3

2
2

1
10 mcpcmc

xxxi
cH  




















   

t
iandE

x
k

x
j

x
iip
















 
321

,  

kji
trtrtrtrtr T

321

4321 ;)),(),,(),,(),,((),(






 





























o3

3
3

2

2
2

1

1
1

0
,

0
0

,
0

0












  




























 











2

2
321 0

0
;

10
01

,
0

0
,

01
1

I
I

i
io

  

2I -2x2 o‘lchamli birlik matritsa. 

Eynshteyn nisbiylik nazariyasiga ko‘ra relyativistik energiya tenglamasi 

ushbu  
4222 cmcpE                                                  (1.1) 

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda ),,( 321 ppppp   bo‘lib u zarraning impulsini 

bildiradi. Energiya va impulsning operator quyidagicha  

t
iandE

x
k

x
j

x
iip
















 
321

,  

ko‘rinishini (1.1) tenglikka qo‘yib, Shredinger nazariyasidan foydalansak, 

relyativistik zarralar uchun to‘lqin tenglamasiga ega bo‘lamiz:  

 2

22

2

2

2
2 1



cm
tc












 .                                                (1.2) 
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Bu tenglama vaqtga nisbatan chiziqli emas, bizni qiziqtirgan relyativistik 

to‘lqin tenglamasi vaqtga nisbatan chiziqli bo‘lishi zarur, shu maqsadda (1.2) 

tenglikning chap tomonini quyidagicha ko‘rinishda yozib olamiz:  







 





 




 txxxtxxx c
i

tc


321321 3213212

2

2
0

2

с
i1 .(1.3) 

 Bizning maqsad (1.3) tenglikni qanoatlantiruvchi i  va   kattaliklarni 

mavjudligini ko‘rsatishdir. Dirakgacha bo‘lgan olimlar (1.3) tenglikni 

qanoatlantiruvchi kattaliklar haqiqiy va kompleks sonlar ichida, hattoki 2x2 

o‘lchamli matritsalar ichida ham mavjud emasligini bilganlar. Dirakni xizmati 

shundaki, u bunday kattaliklarni 4x4-o‘lchamli matritsalar ko‘rinishida qidirgan va 

natijada ularning mavjudligini ko‘rsatishga muvaffaq bo‘lgan. (1.3) tenglikni 

bajarilishi uchun bu kattliklardan ushbu  

jijiII ijjii  ;3,2,1;3,2,1,0,0,, 2
3

2
2

2
1

2   

shartlarni bajarilishi talab qilinadi. Bu shartlarni qanoatlantiruvchi matritsalar 

ushbu  





























o3

3
3

2

2
2

1

1
1

0
,

0
0

,
0

0












  




























 











2

2
321 0

0
;

10
01

,
0

0
,

01
1

I
I

i
io

  

ko‘rinishda bo‘lib, (1.3) tenglikning o‘rinli ekanligini oddiy hisoblashlar 

yordamida ko‘rsatish mumkin. Shundan keyin, (1.2) va (1.3) tengliklardan darhol 

quyidagi ayniyatni yoza olamiz 




mc
с
i

321 321 





  txxx .                               (1.4) 

Agar (1.4) tenglikning har ikkala tomoniga qaytadan bu matritsa operatorni 

qo‘llasak, natijada (1.2) formulani hosil qilamiz, ya`ni  

 2

22

2

2

2
2 1



cm
tc












  
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bo‘ladi. Shunday qilib, biz relyativistik zarralar holatini ifodalovchi, vaqtga 

nisbatan chiziqli bo‘lgan ushbu  

),(),( 2

3
3

2
2

1
1 trmc

xxxi
c

t
tri 
































 
               (1.5) 

Dirak relyativistik to‘lqin tenglamasini keltirib chiqardik. 

 Dirak operatori uchun spektral masalalarni o‘rganishda ko‘p hollarda 

statsionar Dirak tenglamasi bilan ishlashga to‘g‘ri keladi. (1.5) tenglamada ushbu  



iEt

ertr


 )(),(   

 almashtirishni bajarsak, natijada quyidagi 

)()(0 rErH  


,                                                   (1.6) 

statsionar Dirak tenglamasiga ega bo‘lamiz. Bu yerda E  zarraning relyativistik 

energiyasi. Agar zarra biror skalyar )(rV  potensial maydon ta’sirida bo‘lsa, u 

holda (1.6) tenglama quyidagicha yoziladi 

),(),(0 ErEErH  


, 

 bunda  

)()( 0
2 rVHrVmcpcH 






 . 

 Bu tenglik yordamida aniqlangan ifoda odatda Dirak operatori deb yuritiladi. 
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2. Davriy potensialli Dirak operatori uchun Lyapunov funksiyasi va 

uning xossalari 

 

Quyida butun o‘qda berilgan Dirak tenglamalar sistemasini ko‘rib chiqamiz  

,
)()(

)()(
01
10

2

1

2

1

2

1

















































y
y

y
y

xpxq
xqxp

y
y

Ly      ),( x ,   (2.1) 

bu yerda )(xp  va )(xq  haqiqiy uzluksiz   davrli funksiyalar,    esa kompleks 

parametr. (2.1) tenglamaning ushbu 
Tc )0,1(),0(     va  Ts )1,0(),0(   

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini 

 Txcxcxc ),(),,(),( 21   va  Txsxsxs ),(),,(),( 21    

orqali belgilaymiz. 

 ),( xc va ),( xs   vektor-funksiyalar x  ning har bir tayinlangan qiymatida 

  parametrga nisbatan butun funksiya bo‘lib, (2.1) tenglamaning fundamental 

yechimlar sistemasini tashkil qiladi, hamda bu yechimlar uchun quyidagi ayniyat 

bajariladi: 

1),(),(),(),( 1221   xsxcxsxc . 

Ta’rif  2.1. ),(),()( 21  sc   funksiyaga (2.1) Dirak operatori 

uchun Lyapunov funksiyasi yoki Xill diskriminanti deyiladi.  

Teorema 2.1. a) ],0[   kesmada Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan 

)()0( 11 yy  , )()0( 22 yy   davriy  chegaraviy shartli masalaning xos qiymatlari 

haqiqiy bo‘ladi va ular  02)(    tenglamaning ildizlari bilan ustma-ust 

tushadi; 

b) ],0[   kesmada Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan )()0( 11 yy  , 

)()0( 22 yy   antidavriy chegaraviy shartli masalaning xos qiymatlari haqiqiy 

bo‘ladi va ular  02)(    tenglamaning ildizlari bilan ustma-ust tushadi. 

Natija 2.1. Ushbu 02)(   , 02)(    tenlamalarning ildizlari 

haqiqiy bo‘ladi. 
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Misol 2.1. Agar 0)( xp , 0)( xq  bo‘lsa, u holda  











x
x

xc




sin
cos

),( ,   









x
x

xs




cos
sin

),( ,     cos2)(   

bo‘ladi.  02)(    tenglamaning ildizlari Znnnn  ,2414   bo‘ladi;  

02)(    tenglamaning ildizlari  esa Znnnn   ,122414   bo‘ladi. 

Ushbu  

dttc
tptq

tqtp
txtx
txtx

x
x

xc
x

),(
)()(

)()(
)(sin)(cos
)(cos)(sin

sin
cos

),(
0








 



























  , 

dtts
tptq

tqtp
txtx
txtx

x
x

xs
x

),(
)()(

)()(
)(sin)(cos
)(cos)(sin

cos
sin

),(
0








 



























   

integral tenglamalar yordamida ),( xc  va ),( xs  yechimlarning katta   lardagi 

asimptotikasini o‘rganish mumkin. Bunda quyidagi asimptotik formulalar kelib 

chiqadi: 

],0[,,
sin
cos

),(
Im


























 xeO

x
x

xc
x

,  

],0[,,
cos
sin

),(
Im


























 xeO

x
x

xs
x

. 

Bulardan, xususan Lyapunov funksiyasining haqiqiy   lardagi asimptotikasi kelib 

chiqadi: 

.,1cos2)( 





 


 O  

Teorema 2.2. Lyapunov funksiyasi uchun quyidagi tenglik o‘rinli: 


 .),(),(),(),()],(),([),(),(

),(),(),(),()],(),([),(),()(

2
212221

2
22

0

2
111121

2
12

dttcststcsctsc

tcststcsctsc
d

d





 






  

Teorema 2.3.  Agar haqiqiy   son uchun ushbu 2)(2    tengsizlik 

bajarilsa, u holda quyidagi tengsizlik o‘rinli bo‘ladi: 

0)(






d
d . 
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Natija 2.2. Ushbu  2)(2    polosa ichida  Lyapunov funksiyasing 

ekstremal qiymatlari yo‘q. 

Teorema 2.4. a)   son 2)(    tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lishi 

uchun quyidagi tengliklar bajarilishi zarur va yetarlidir: 

0),(,1),(,1),(,0),( 2121   ccss ; 

b)   son 2)(    tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lishi uchun quyidagi 

tengliklar bajarilishi zarur va yetarlidir: 

0),(,1),(,1),(,0),( 2121   ccss . 

Teorema 2.5. a) agar    son  2)(    tenglamaning ikki karrali ildizi 

bo‘lsa, u holda  0)(    bo‘ladi. Xususan, bu nuqtada Lyapunov funksiyasi lokal 

maksimumga erishadi. 

b) agar    son  2)(    tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lsa, u holda  

0)(    bo‘ladi. Hususan, bu nuqtada Lyapunov funksiyasi lokal minimumga 

erishadi. 

Natija 2.3. Ushbu 02)(    tenglamalar ildizlarining karrasi ikkidan 

oshmaydi.  

Yuqorida keltirilgan teoremalar va )(  Lyapunov funksiyasining 

asimptotikasiga ko‘ra, umuman olganda )(  funksiyaning grafigi quyidagi 

ko‘rinishda bo‘lishi kelib chiqadi: 

 
(1-rasm) 

E  orqali 2)(2    tengsizlikning yechimlari to‘plamini belgilaymiz, 

tushunarliki, E  to‘plam  
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








 

n
nn

n
nn RE ),(\],[ 212

1
122   

kesmalar birlashmasidan iborat. Bu kesmalar orasidagi intervallar lakunalar 

deyiladi:  ),( 212 nn   , Zn . 

Тeorema 2.6. а) har bir yopiq ],[ 212 nn   , Zn  lakunda 0),(1 s  

tenglama bitta ],[ 212 nnn   , Zn  ildizga ega va komleks tekislikning qolgan 

qismlarida yechimga ega emas, xususan 
0
E  to‘plamda yechimga ega bo‘lmaydi. 

б) har bir yopiq ],[ 212 nn   , Zn  lakunada 0),(2 c  tenglama bitta 

],[ 212 nnn   , Zn  ildizga ega va kompleks tekislikning qolgan qismlarida 

yechimga ega emas, xususan 
0
E  to‘plamda yechimga ega bo‘lmaydi. 

Тeorema 2.7. Quyidagi yoyilmalar o‘rinli: 






 


k k

kk

a2
21222 ))((44)( 

 , 









k k

k

a
c 

 ),(2 ,   







k k

k

a
s 

 ),(1 . 

Bu yerda 10 a  va  0k  da kak  . 

Eslatma 2.1. Bu yerda va bundan keyin, 
 k  ko‘paytmalar va 

k  

yig‘indilarda xususiy ko‘paytmalar va xususiy yig‘indilar simmetrik deb olinadi.  

Lemma 2.1. (2.1) sistemaning ),( xc  va ),( xs  yechimlari uchun quyidagi 

ayniyatlar bajariladi: 

),(),(),(),(),( 21  xscxccxc  , 

),(),(),(),(),( 21  xssxcsxs  . 

Quyidagi Dirak tenglamalar sistemasini ko‘rib chiqamiz       

,
)()(

)()(
01
10

)(
2

1

2

1

2

1


















































y
y

y
y

xpxq
xqxp

y
y

yL 



 ),( x ,  (2.2) 

bu yerda t  haqiqiy parametr. ),,( xc  va ),,( xs  orqali (2.2) tenglamaning 

quyidagi  
Ttc )0,1(),,0(    va Tts )1,0(),,0(   
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boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini belgilaymiz. Lyapunov 

funksiyasining ta’rifiga ko‘ra  ),,(),,(),( 21  sc   bo‘ladi. 

 Lemma 2.2. Quyidagi ayniyatlar o‘rinli:  

).,(),(),(),(),,(
),,(),(),(),(),,(

11

22







xscxcsxs
xscxcsxc

 

Lemma 2.1 va 2.2 lardan foydalanib quyidagi muhim teorema oson isbotlanadi. 

Teorema 2.8. Ushbu )(),(    ayniyat bajariladi, ya’ni Lyapunov 

funksiyasi   parametrga bog‘liq emas. 
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3. Floke yechimlari va ularning xossalari 

 

Teorema 3.1. (Floke). a) agar 04)(2    bo‘lsa, u holda (2.1) 

tenglamaning quyidagi ko‘rinishdagi ikkita chiziqli erkli yechimi mavjud:  

),,(),(),,(),(   xpxxpx
xx

   

bunda ),( xp  va ),( xp  funksiyalar x  bo‘yicha   davrli bo‘lib,     

2
4)()( 2 




 ; 

b) agar 2)(    bo‘lsa, u holda (2.1) tenglamaning   davrli yechimi 

mavjud bo‘ladi; 

c) agar 2)(    bo‘lsa, u holda (2.1) tenglamaning   antidavrli yechimi 

mavjud bo‘ladi. 

Agar 1),0(1    deb olinsa, u holda  

),(
),(2

4)(),(),(
),(),(

1

2
12 




 xs
s

cs
xcx


 

 

bo‘ladi. 

Bu yerdagi ildiz analitik ildiz bo‘lib, uning quyidagi shartni 

qanoatlantiruvchi shohchasi olingan  

  Im2 sin24)( eoi  ,      i . 

shart o‘rinli bo‘ladigan shohchasi olingan.  

Shuning bilan birga EC \  sohada analitik bo‘ladigan funksiyaga ega bo‘lamiz, bu 

yerda E  orqali ushbu 2)(2    tengsizlik bajariladigan haqiqiy o‘qning 

qismi belgilangan. E  to‘plamning har bir kesmasida bu funksiya uzilishga ega 

bo‘ladi. ),(  x  va ),(  x  yechimlarga Floke yechimlari deyiladi.  

 Teorema 3.2. a) agar 2)(    bo‘lsa, u holda 1)(,1)(     

bo‘ladi; 

b) agar 2)(    bo‘lsa, u holda 1)()(     bo‘ladi. 
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Teorema 3.3. Floke yechimlari Veyl yechimlariga proporsional bo‘ladi va 

Veyl-Titchmarsh funksiyasi quyidagi formula bilan beriladi:  

),(2
4)(),(),(

)(
1

2
12





s

cs
m


 . 

Eslatma 3.1. Lemma 2.1 va2.2 lardan quyidagilar kelib chiqadi: 

 ),(),(),(),(),(),(),,( 2121  cscccsc  

),(),(),(),(),(),( 2222  sscscs  , 

 ),(),(),(),(),(),(),,( 1211  scsccss  

),(),(),(),(),(),( 1211  ssccsc  . 

Bu ifodalardan foydalanib Floke yechimlari uchun quyidagi 

),,(),,()],(),(),(),()[,( 1221211  css   ,     (3.1) 

),,(),,()],(),(),(),()[,( 2122111  css      (3.2) 

tengliklarni hosil qilamiz. 

Natija 3.1.. Davriy potensialli (2.1) Dirak operatori xos qiymatga ega emas. 

Uning spektri uzluksiz bo‘lib, u quyidagi to‘plamdan iborat: 

  





n
nnRRE ),(\2)(2 212

11  .                                  (3.3)                        

Ushbu ),( 212 nn   , Zn  intervallarga lakunalar deyiladi. 

 Ushbu 0),(1 s  tenglamaning ildizlarini n , Zn  orqali belgilaymiz. 

(Bu yerda Veyl-Titchmarsh funksiyasining mahrajidan kelib chiqdik.) n , Zn  

sonlar (2.1)  Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan quyidagi 

0)0(1 y ,  0)(1 y  

Dirixle masalasining xos qiymatlari bilan ustma-ust tushadi. 

Bundan tashqari  ],[ 212 nnn   , Zn   bo‘ladi.  

Ta’rif 3.1. Usbu ],[ 212 nnn   , Zn  sonlar va  

 ),(),( 12 nnn cssign   , Zn  ishoralarga (2.1) masalaning spektral 

parametrlari deyiladi.  
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Eslatma 3.2. Agar   12  nn   yoki nn 2   bo‘lsa, u holda 

0
),(

1),(
2

2 
n

n s
s


  bo‘ladi. Shu sababli bu holda aniqlik uchun 1n  deb 

olamiz. 

Ta’rif 3.2. Lakunalarning chetlari n , Zn  hamda n ,  1n , Zn  

spektral parametrlarga (2.1) masalaning spektral berilganlari deyiladi.  

Ta’rif  3.3. (2.1) sistemaning spektral berilganlarini topish masalasiga 

to‘g‘ri masala deyiladi, aksincha, spektral berilganlar orqali (2.1) sistemaning 

koeffitsientlarini topish masalasiga teskari spektral masala deyiladi.  
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I bob bo’yicha xulosa 

 

Dissertatsiyaning ushbu bobida Dirak tenglamasining kelib chiqish tarixi, 

hamda Dirak operatori haqida asosiy ma’lumotlar keltirilgan. Davriy potensialli 

Dirak operatori uchun Lyapunov funksiyasi haqida tushunchalar berilib, uning 

xossalari o‘rganilgan, hamda bir nechta teorema, lemmalar keltirilgan hamda  

ularning tadbiqiga doir misollar keltirildi. Bundan tashqari potensial argumentining 

haqiqiy siljishida Lyapunov funksiyasining o‘zgarmaslik xossalari ham 

o‘rganilgan. Keltirilgan bu lemma va teoremalar Dirak operatori uchun qo‘yilgan 

teskari masalani yechishda muhim ahamiyatga ega. Floke yechimlari va bu 

yechimlarning xossalari o�rganilgan. 
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II BOB. DIRAK OPERATORI UCHUN IZLAR FORMULALARI  

 

1. Dirixle va Neyman chegaraviy shartli Dirak operatori uchun izlar 

formulasi. 

 

Quyidagi Dirak operatorini qaraylik   

                       ,)(B yyx
dx
dyLy     x0 ,                                 (1.1) 








,0sin)(cos)(
0sin)0(cos)0(

21

21




yy
yy

                                             (1.2) 

bu yerda  












01

10
B ,   











)()(

)()(
)(

xpxq
xqxp

x ,  









)(
)(

)(
2

1

xy
xy

xy , 

RCxqxp   ,],,0[)(),( 1 . ),( xy  orqali (1.1) tenglamaning 

                        sin)0(1 y ,   cos)0(2 y .                                             (1.3)                

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaylik. Koshi funksiyasi 

yordamida (1.1)+(1.3) masalani  

 
x

tytxtqtxtpxxy
0

11 )()](cos)()(sin)([)sin(),(   

                              dttytxtptxtq )()](cos)()(sin)([ 2  ,                   (1.4) 

 
x

tytxtptxtqxxy
0

12 )()](cos)()(sin)([)cos(),(   

                              dttytxtqtxtp )()](cos)()(sin)([ 2  .                   (1.5) 

integral tenglamalar sistemasiga keltiramiz. Agar ],0[)(),( 1 Cxqxp   bo‘lsa, u 

holda har bir fiksirlangan x  larda (1.4)+(1.5) integral tenglamalar sistemasining 

),( xy  yechimi uchun 
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  )sin()0()sin()(
2
1)sin(),(1 


 xpxxpxxy






















,)cos()()cos()0()cos()( 2

ImxeOxxaxqxxq
 

  )cos()0()cos()(
2
1)(),(2 


 xpxxpxсosxy  



,

,2

Im
)sin()()sin()0()sin()(

























xeOxxaxqxxq
 

assimptotik formula o‘rinli bo‘ladi, bu yerda  

 
x

dssqspxa
0

22 )]()([)( . 

 )(w  orqali (1.1)+(1.2) masalaning xarakteristik tenglamasini belgilaymiz: 

 sin)(cos)()( 21 yyw  .                           (1.6) 

)(1 y  va )(2 y  lar o‘rniga ularning assimptotik ifodalarini qo‘yib, quyidagiga 

ega bo‘lamiz:   







)cos()()sin()0(

)sin()(
2
1)sin()(








qp

pw
 

 







 2

Im

)cos()()cos()0(



eOaq .              (1.7) 

(1.7) ifodani  



.)}cos()](2cos)0(

2cos)(2sin)0(2sin)([
)sin(]2sin)0(2sin)(

2cos)0(2cos)([
2
1)sin()(

2

Im





























eOaq

qpp
qq

ppw

 

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. 
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)sin()(0  w .                                              (1.8) 

)(0 w  funksiya nollarini  n  orqali belgilaylik.  Ko‘rish qiyinmaski,  

Znnn 


 ,



 . 


0NГ kvadrat kontur bo‘lsin.  

 
1-rasm. 

  

),1(
2
1

0 iNA 





   ),1)(

2
1( 0 iNB   

)1(
2
1

0 iNC 





  , )1(

2
1

0 iND 





  , 

bu yerda 0N  natural son.  

Quyidagi munosabatni qaraylik:  

  


 2sin)0(2sin)(2cos)0(2cos)(
2
11

)(
)(

0

qqpp
w
w

 




 


 2cos)(2sin)0(2sin)({
2

)( qppctg
 

                                       





 2

1)}(2cos)0(


 Oaq .                    (1.9)                              

1. 0   bo‘lsin, u holda (1.2) chegaraviy shart Dirixle chegaraviy 

shart bilan ustma-ust tushadi, ya’ni  

 







.0)(
,0)0(

1

1

y
y

                (1.10) 



 29 

 n , Zn  orqali (1.1)+(1.10) masalaning xos qiymatlarini belgilaylik. 

0   da Znnn  ,  ga ega bo‘lamiz. Quyidagi tengliklarni o‘rinli 

ekanini isbotlash qiyin emas:    








 



 


 








 d

w
w

w
w

i Г

N

n
nn

0N

0

)(
)(

)(
)(

2
1)(

0

0

1
0  

 .
)(
)(ln

2
1

)(
)(ln

2
1

0N0N 00
 

ГГ

d
w
w

iw
wd

i











                       (1.11) 

Qaralayotgan holda (1.9) tenglik ushbu ko‘rinishga keladi:  

     .1)()0()()0()(
2
11

)(
)(

2
0













 Octgaqqpp
w
w

 

Agar 
)(
)(ln

0 


w
w

 funksiyani Makloren qatoriga yoysak, u holda  

  )0()({
2
1

)(
)(ln

0

pp
w
w 


  

  





 2

1})()0()(


 Octgaqq                          (1.12) 

ni olamiz. (1.11) formulaga  (1.12) ni qo‘yib,  




 


 )0()([

2
1

2
1)(

0N

0

1
0 pp

i Г

N

n
nn 


  

.1]))()0()(( 2 


 dOctgaqq









                        (1.13) 

tenglikni keltirib chiqaramiz.  

                                 


 


1
222

121
n nz

z
z

ctgz


                             (1.14)                                 

ayniyatdan foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:  





0

0
2
1

N

dctg
i






.                                      (1.15) 

Yetarlicha katta 0N  uchun ushbu baholash o‘rinli bo‘ladi:  
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 

















0

2

11

0N
N

OdO
Г




.                                           (1.16) 

 (1.15) va (1.16) ga asosan,  (1.13) dan  

















01
0

1
2

)0()()(
0

N
OppN

n
nn


                              (1.17) 

ni hosil qilamiz. (1.17) tenglikda 0N  da limitga o‘tib  

2
)()0()(

1
0




pp
n

nn






                                 (1.18)                    

ga ega bo‘lamiz. (1.18) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:  

2
)()0()( 


ppn

n
n







. 

2. 
2


   bo‘lsin. Bu holda (1.2) chegaraviy shart Neyman chegaraviy 

shart bilan ustma-ust tushadi, ya’ni  

 







.0)(
,0)0(

2

2

y
y

     (1.19) 

 n , Zn  orqali  (1.1)+(1.19) masalaning xos qiymatlarini belgilaymiz. Bu 

holda  Znnn  ,  

va 

      





 2

0

1)()0()()0()(
2
11

)(
)(





 Octgaqqpp

w
w

. 

Birinchi holdagidek, ko‘rish mumkinki,  

 
2

)()0(
1

0
 pp

n
nn







  

va 

 
2

)()0(  ppn
n

n






. 

 



 31 

2. Davriy va antidavriy chegaraviy shartli Dirak operatori uchun izlar 

formulasi 

1. Davriy chegaraviy shart, ya’ni  

 )()0(),()0( 2211  yyyy       (2.1) 

da regulyarlashtirilgan iz formulasi  

  04122 





n
nn n , 

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda 122 , nn  (1.1)+(2.1) masalaning xos 

qiymatlari.Haqiqatan, bu holda 

,2)()(  w                                                       (2.2) 

bu yerda 

),(),()( 21   .                                          (2.3) 

 Txxx ),(),,(),( 21    va  Txxx ),(),,(),( 21    orqali (1.1) 

tenglamaning  

1),0(,0),0(,0),0(,0),0( 2121    

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini belgilaymiz. ),(  x  va 

),(  x  funksiyalarning assimptotik formulalaridan  

   


 sin))0()((cos)0()(
2
1cos),(1 qqpp  

                                      







 






,sin)( 2

ImeOa , 

   


 cos))0()((sin)0()(
2
1sin),(2 qqpp  

                                          







 






,cos)( 2

ImeOa , 

  


 cos))0()((sin))0()((
2
1sin),(1 qqpp           (2.4) 

                                           







 






,cos)( 2

ImeOa , 
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  


 sin))0()((cos))0()((
2
1cos),(2 qqpp  

                                                        







 






,sin)( 2

ImeOa  

ga ega bo‘lamiz, bu yerda 

  dssqspa  



0

22 )()()( ,         (2.5) 

 (2.4) assimptotikadan  

 







 









2

Im

sin)(12cos2)( eOaw    (2.6) 

kelib chiqadi.  

 2cos2)(0  w ,    (2.7) 

bo‘lsin. U holda )(0 w  funksiyaning ildizlari ikki karrali bo‘ladi va ularni 

,n Zn  orqali belgilasak,  

 Znnnnn   ,2212  .           

(2.6) va (2.7) dan quyidagiga ega bo‘lamiz:  

 ,1
2

)(
2
11

)(
)(

2
0














 Octga

w
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     (2.8) 

Ko‘rish mumkinki,  

   






 








0N0N

0

0 )(
)(ln

2
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)(
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2
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0
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nn d

w
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i
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w
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i
n 














 .   (2.9) 

(2.8)  tenglikdan  

 





 2

0

1
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)(
2
1

)(
)(ln





 Octga

w
w    

ga ega bo‘lamiz. (2.9) tenglikning o‘ng qismi hisoblansa 
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(2.10) ni (2.9) ga qo‘yib va ,0 N  da limitga o‘tsak, u holda davriy  masala 

uchun iz formulasini hosil qilamiz:  

   04122 





n
nn n          

2. Antidavriy chegaraviy shart, ya’ni  

 ),()0( 11 yy    )()0( 22 yy        (2.11) 

da regulyarlashtirilgan iz formulasi  

   0)12(2122 





n
nn n  ,    

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda  122 , nn   (1.1)+(2.11) masalaning xos 

qiymatlari.  

Yuqorida keltirilgan mulohazalardan quyidagi teoremaning o‘rinli ekani 

kelib chiqadi:  

         Teorema.   Quyidagi iz formulalari o‘rinli  

  )()0(2  pp
n

nnn 



, 

  ),()0(2  pp
n

nnn 



 

 

bu yerda Znnn ,,   –davriy va antidavriy masalaning xos qiymatlari,  

Znnn ,,  – Dirak operatori uchun mos ravishda Dirixle va Neyman 

masalalarining xos qiymatlari.  
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II bob bo‘yicha xulosa 

  

Dissertatsiyaning ikkinchi bobida Dirak operatori uchun izlar formulasini 

keltirib chiqarishning yangicha elementar usuli keltirilgan. Bunda birinchi 

bo’limda Dirak operatori uchun qo’yilgan Dirixle va Neyman chegaraviy shartlari 

hollarida izlar formulalari keltirib chiqarildi. Ikkinchi bo’limda esa Dirak operatori 

uchun qo�yilgan davriy va antidavriy chegaraviy shartlari hollarida izlar 

formulalari keltirib chiqarildi. Har ikkala bo�limda izlar formulalari yangicha 

elementar usulda keltirib chiqarildi.   
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III BOB. DIRAK OPERATORI UCHUN TESKARI MASALA  

 

1. Butun o‘qda berilgan davriy potensialli Dirak operatori uchun Dubrovin 

tenglamalar sistemasi analogini keltirib chiqarish.  

 

I bobdagi (2.2) masalaning spektri t  ga bog‘liq emas, shuning uchun u I 

bobdagi (3.3) to‘plamdan iborat, lekin spektral parametrlar t  ga bog‘liq. Ularni 

)(),( tt nn  , Zn  orqali belgilaymiz.  

Teorema 1.1. Agar  )()(),( 11 RCxqxp   haqiqiy  -davrli funksiyalar 

bo‘lsa, u holda (2.2) masalaning )(tn , Zn  spektral parametrlari quyidagi 

Dubrovin differensial tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi:  

 
 ))()()(()()1()( 212
1 tttt nnnnn

n
n   

 



 ]))(2()(2[ 212

k
kkkn tt   













nk

k nk

nknk

tt
tt

,
2

212

))()((
))())(((


 ,  Zn .                         (1.1) 

 (1.1) Dubrovin tenglamalar sistemasi quyidagi boshlang‘ich shartlar bilan 

qaraladi: 

)0()(
0 ntn t  


,     )0()(

0 ntn t  


,    Zn . 

)(tn  spektral parametr o‘z lakunasining chetiga har safar urilganda )(tn  

ishora qarama-qarshisiga o‘zgaradi.  

 Isbot. I bobdagi (2.2) differensial ifoda va ushbu  

0)0(1 y ,   0)(1 y                                     (1.2) 

chegaraviy shartlar yordamida tuzilgan )(tL , 1Rt  operatorlar oilalarining 

),0(2
2 L  vektor-funksiyalar fazosini qaraymiz. 

)(tL  operatorning Zntn ),(  xos qiymatlariga mos ortonormallangan xos 

vektor-funksiyalar Zntxyn ),,(  bo‘lsa, u holda nnn ytytL )()(  ,  
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 nnn yytLt ,)()(   bo‘ladi. Oxirgi tenglikni t  bo‘yicha differensiallasak 

quyidagiga ega bo‘lamiz: 

   nnnnn yytLyytLt  ,)(,))(()(  , 

    ),)((,)(,)()( nnnnnnnn yytyytxyytLt    . 

Bu yerda  

dx
d

dt
d 




  , ,  











)()(

)()(
)(

txptxq
txqtxp

tx . 

)(tL  operatorning simmetrikligidan va uning xos vektor-funksiyalari 

normallanganligidan foydalansak   

 nnn yytxt ,)()(   

tenglikni hosil qilamiz, ya’ni   

.}),(),(2)()],(),()[({)(
0

21
2

2
2
1 dxtxytxytxqtxytxytxpt nnnnn  



     (1.3) 

 (1.3) tenglikni bo‘laklab integrallasak va (1.2) chegaraviy shartlarni inobatga 

olsak,   

 )],(),0()[()( 2
2

2
2 tytytpt nnn   

  dxtxptxytxytxytxy nnnn



0
2211 )()},(),(2),(),(2{  

.)()},(),(2),(),(2{
0

1221 dxtxqtxytxytxytxy nnnn 


 

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu ayniyatni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:  

 )],(),0()[()( 2
2

2
2 tytytpt nnn   

 


0
2121 )],()(),()(),()[,({2 txytxqtxytxptxytxy nnnn  

.)]},()(),()(),()[,( 2112 dxtxytxptxytxqtxytxy nnnn   

I bobdagi (2.2)  tenglamalar sistemasi va (1.2) chegaraviy shartlardan foydalanib,  

 



0

2
2

2
1

2
2

2
2 }),(),({)()],(),0()[()( dxtxytxyttytytpt nnnnnn

 , 

)],0(),([)]()([)( 2
2

2
2 tytyttpt nnnn                     (1.4) 
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ayniyatni hosil qilamiz. Ushbu  

)),(,(
)(

1),( ttxs
tc

txy n
n

n   

tenglikni hisobga olib,  (1.4) tenglikni  

)(
]1)),(,([)]()([)( 2

2
2

tc
ttsttpt

n

nn
n




                         (1.5) 

bilan almashtiramiz. Dirak sistemalarining yechimlari uchun yozilgan  

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xyxyxyxydxxyxy  

tenglikdan, I bobdagi (2.2)+(1.2) masalaning normallangan o‘zgarmaslari uchun 

quyidagi formulani hosil qilamiz: 
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2 ttsttsdxttxsttxstc n
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 (1.6) ifodani  (1.5) tenglikka qo‘yib 
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tenglikka ega bo‘lamiz. 

x  va )(tn   qiymatlarni  

1),,(),,(),,(),,( 1221  txstxctxstxc   

ayniyatga qo‘ysak,  

)),(,(
1)),(,(

2
1 tts

ttc
n

n 
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hosil bo‘ladi. 

Bu tenglik va  

),,(),,(4)4)(()],,(),,([ 12
22

21 tstctstc    

ayniyatni hisobga olgan holda, quyidagini hosil qilamiz:  
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2
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n
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bu yerda 

),,(),,()( 21 tstc   ,  
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Demak,  
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bo‘lar ekan.  
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a
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 ),,(1 , 

yoyilmalardan foydalanib, (1.7) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozishimiz 

mumkin: 

 
 )]()([))()()(()()1(2)( 212
1 ttptttt nnnnnn

n
n   






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
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
 ,  Zn                        (1.8) 

bu yerda  10 a  va   0k  da kak  . 

Bunda biz   

1)1( 
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
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n aa
sign   

tenglikdan foydalandik. Quyidagi   


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

 





 




k
k

kk ttp )(
2

)( 212 
  

birinchi iz formulasidan foydalanib, (1.1) tenglamani keltirib chiqaramiz. 

 (1.1) tenglamada barcha ildizlar arifmetik ma’noda tushuniladi. )(tn  

nuqtalar bilan ],[ 212 nn    lakunalar chegaralarining har bir to‘qnashuvida )(tn  

ishora teskarisiga o‘zgaradi. I bobdagi (2.2) tenglamaning Lyapunov funksiyasi t  
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ga bog‘liq emasligidan  bu tenglamaning spektri t  ga bog‘liq emasligi kelib 

chiqadi. Teorema isbotlandi. 

Hozir Dubrovin tenglamalar sistemasi uchun qo‘yilgan Koshi masalasini 

o‘rganamiz. Shu maqsadda (1.1) Dubrovin tenglamalar sistemasida  

o‘zgaruvchilarni almashtirish bajaramiz: 

Zntxt nnnnn   ),(sin)()( 2
12212  .             (1.9)  

U holda 

Znh
dt

dx
nn

nn  
 ...),,,,(...,)0()1(

2
1

101
1             (1.10)  

bo‘ladi, bu yerda   
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Boshlang‘ich shartni  
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nn

nn
n 







 ,)0(arcsin)0(
122

12


                     (1.11) 

ko‘rinishda olamiz. Nihoyat (1.10)  tenglikni quyidagicha yozish mumkin:  

ZnxxxH
dt

dx
n

n   ,...),,,(..., 101 ,                    (1.12) 

bu yerda 

)()0()1(
2
1)( 1  nn

n
n hxH                                   (1.13) 

va 

Zntxt nnnnnn   ),(sin)()( 2
12212  .          (1.14) 

 (1.11), (1.12) Koshi masalasini o‘rganish maqsadida  







  






n
nnn xxxxxxK )(:,...),,(..., 122101  , 

Banax fazosini kiritamiz va  

,...),,(..., 101 HHHH   
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deb belgilaymiz. Dubrovin sistemasini K  banax fazosida bitta tenglama 

ko‘rinishida yozamiz: 

).(xH
dt
dx

                         (1.15) 

Ma’lumki, 0)0(),( yyyFy   Koshi masalasi K  banax fazosida 

yagona yechimga ega bo‘lishi uchun Lipshits shartini bajarishi yetarli edi, ya’ni 

barcha Kyx ,  larda  

yxconstyFxF  )()(  

bo‘lishi yetarli. 

)(xH  K  fazoda Lipshits shartini qanoatlantirishini isbotlaymiz. 





k
kDD  

to‘plamni kiritamiz, bu yerda ZkDk ,  lar kesishmaydigan ochiq doiralar (1 

rasmga qaralsin ). kD  doiralar  -tekislikda joylashadi, ],[ 212 kk    yopiq 

lakunalarni o‘z ichiga oladi, markazi  
2

212 kk    nuqtalarda joylashadi va 

yetarlicha katta  k  lar uchun kr  radiuslari 2
122 1

2 k
r kk

к 


    formula bo‘yicha 

aniqlanadi. 

 
(1 rasm) 

Lemma 1.1. D   bo‘lsin. U holda  




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nnOh
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n
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
 

baholashlar o‘rinli bo‘ladi. 

Isbot. D  to‘plamda quyidagi baholashlar o‘rinli:  
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12 k  va k2  lar uchun assimptotikalardan foydalansak, hamda kD  

to‘plamlar tuzilishiga ko‘ra (1.16) da  nnOhn ,)(  baholashga ega bo‘lamiz. 

Koshi integral formulasidan quyidagiga ega bo‘lamiz:  












kD k

kkn

k

n ds
s

sh
i

h
2

11

)(
,...),,(...,

2
1





, 

bundan  



nO
h

k

n ,)1(


 kelib chiqadi.  Lemma isbotlandi. 

Agar  Kyx ,  bo‘lsa,  u holda  D , ,  bu yerda 

,...),,(..., 101   ,         ,...),,(..., 101   , 

nkkkn x
  sin)( 12212  ,   nkkkn y

  sin)( 12212  . 
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ya’ni Lipshits sharti bajariladi. 

Shunday qilib, (1.12) cheksizta tenglamalar sistemasi ixtiyoriy boshlang‘ich 

berilganlarda yagona yechimga ega va barcha  1Rt  lar uchun yechim mavjud. 
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2. Koeffitsiyentlar analitikligi va lakuna uzunligining kamayishi orasidagi 

bog‘lanish 

 

Bu paragrafda Dubrovin tenglamalar sistemasi yordamida lakunalar uzunligi 

bilan quyidagi 
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Ly  ),( x    (2.1) 

Dirak tenglamalar sistemasining )(xp   va  )(xq  koeffitsiyentlari analitikligi 

orasidagi bog‘lanish o‘rganiladi, bu yerda )(xp  va )(xq    davrli haqiqiy uzluksiz 

funksiyalar,     esa kompleks parametr. 

Teorema 2.1. Agar )(xp , )(xq   -davrli haqiqiy funksiyalar ),(2 C  

sinfdan bo‘lsa va 122  nn   lakunalar uzunligi eksponensial tarzda kamaysa, ya’ni  

agarda ixtiyoriy butun n  larda nb
nn ae
  122   tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan 

shunday 0,0  ba  o‘zgarmas sonlar mavjud bo‘lsa, u holda )(xp  va )(xq  lar 

butun o‘qda haqiqiy analitik funksiyalardan iborat bo‘ladi. 

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra nb
nn ae
  122    ( 0,0  ba ).  

nnnnn z2
12212 sin)(     bo‘lsin, 

bu yerda   nnn iyxz  ,  Zn . 

nbyn 4
  bo‘lganda n  qiymatlar  nD  doirada joylashishini ko‘rsatamiz. 

Haqiqatan ham,  
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n
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,...),,(..., 101 xxxx   haqiqiy qismlari K  to‘plamdan va mavhum qismlari 

Znnbyn  ,
4

 bo‘lgan ,...),,(..., 101 zzzz   kompleks ketma-ketlikdan iborat 

F  to‘plamni qaraylik.  
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Lemma 1.1. dan foydalanib, F to‘plamda )(zH  uchun Lipshits sharti 

bajarilishini ko‘rish mumkin.  

Quyidagi vektor-funksiyalar ketma-ketligini o‘rganaylik  

Znxtz
nn

nn
nn 







 ,)0(arcsin)0()(
122

12)0(


 , 

...,,2,1,0,),...)(),(),((...,)0()(
0

)(
1

)(
0

)(
1

)1(   
 mdsszszszHxtz

t
mmm

nn
m

n  

bu yerda t  kompleks argument.  
c

bt
4

  da 

ntcdsszszszHty
t

mmm
n

m
n   

 ...)),(),(),((...,)(
0

)(
1

)(
0

)(
1

)1( ,                    

 tengsizlikdan  

nbty m
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)()(  ,  ...,2,1,0m   

baholashlarni olamiz. 

Demak, 
c

bt
4

  uchun )()( tz m  vektor-funksiyalar ketma-ketligi  F  ga 

tegishli bo‘ladi. Lipshits shartidan foydalanib, )()( tz m  vektor-funksiyalar ketma-

ketligi  
c

bt
4

  doirada tekis yaqinlashishini ko‘rish mumkin. 

)()( tz m  ketma-ketlik hadlari 
c

bt
4

  doirada golomorf vektor-funksiyadan 

iborat bo‘lganligi uchun Veyershtrass teoremasiga ko‘ra,  )(tz  limitik  vektor-

funksiya ham shu doirada golomorfligi kelib chiqadi. Bunda 
c

bt
4

  doirada  

)(sin)()( 2
12212 tzt nnnnn    , Zn  

funksiyalarning golomorfligiga ega bo‘lamiz. 
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Xususan 
c

bt
c

b
44

  da, )(tz  vektor-funksiyalar haqiqiy, analitik bo‘ladi 

va (1.12) tenglamalar sistemasini hamda (1.11) boshlang‘ich shartlarni 

qanoatlantiradi. Quyidagi  
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qatorlarning tekis yaqinlashuvchiligidan, bu qatorlarning 0t  nuqta atrofidagi 

)(~ tp , )(~)(~ 2 tqtq   yig‘indilarining ham golomorfligi kelib chiqadi.  

Agar (1.2) Dirixle chegaraviy shartlar o‘rniga Neyman chegaraviy shartlari 

( 0)0(2 y , 0)(2 y ) olinsa, u holda yuqoridagi usul yordamida quyidagi  
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qator yig‘indisining ham golomorfligini keltirib chiqarish mumkin. (2.3) va (2.4) 

tengliklardan 0t  nuqta atrofida )(~ tq  funksiyaning golomorfligi kelib chiqadi.  

Haqiqiy t larda (2.2), (2.3) va (2.4)  qator yig‘indilari  izlar formulalariga 

ko‘ra mos ravishda )(tp , )()(2 tqtq   va )()(2 tqtq   funksiyalarga o‘tadi. 

Bundan )(tp  va )(tq  koeffitsiyentlar nol nuqta atrofida analitikligi kelib chiqadi. 

 (2.1) tenglamalar sistemasi o‘rniga   
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tenglamani qarasak, 0t  nuqtada )( 0ttp   va )( 0ttq   funksiyalar analitikligi 

kelib chiqadi, bu yerda 0t  haqiqiy tayinlangan son. Demak, )(tp  va )(tq  

funksiyalar 0t  nuqtada analitik. Teorema isbotlandi. 

Natija 2.1. Isbotlangan  teoremalardan )(tp  va )(tq  funksiyalar har bir 

haqiqiy  0t  nuqta atrofida analitik davom etishi kelib chiqadi. Bu atroflar ],0[    

kompaktning qoplamasi bo‘ladi, shuning uchun ulardan chekli qismqoplama 
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ajratish mumkin. Bu chekli atroflar sistemasi ],0[   kesmani o‘z ichiga olgan 

polosa uchun ham qoplama bo‘ladi.  Bundan ,  -davrli )(tp  va )(tq  

funksiyalarning  -davrli  ekanligidan foydalanib, ularning haqiqiy o‘qni o‘z 

ichiga oluvchi  biror polosaga analitik davom qilishi kelib chiqadi.  

Teorema 2.2. Agar  )(xp   va  )(xq   -davrli haqiqiy analitik funksiyalar 

bo‘lsa, u holda 122  nn   lakun uzunliklari eksponensial ravishda kamayadi.. 

Isbot. Dastlab haqiqiy  t  larda quyidagi chegaraviy masalaning xos 

qiymatlari assimptotikasini o‘rganamiz:  

  ,
)()(

)()(
01
10

2

1

2

1

2

1















































 y

y
y
y

itxpitxq
itxqitxp

y
y

 ),0( x ,   (2.5) 

0)(,0)0( 11  yy .                                      (2.6) 

 (2.5)+(2.6) masalaning xos qiymatlari  

0),,(1 its                                           (2.7) 

tenglamadan aniqlanadi. ),,(1 itxs   uchun quyidagicha assimptotika olish 

mumkin:  

  xitpitxpxitxs 


 sin)]()([
2
1sin),,(1  

 







 2

Im

cos),(cos)]()([



xeOxtxaxitqitxq ,     ,    (2.8) 

bu yerda 

 
x

dsitsqitsptxa
0

22 )]()([),( . 

(2.7) va (2.8) formulalardan  

   


 sin)]()([
2
1sin itpitp  

 0cos),(cos)]()([ 2

Im














eOtaitqitq      (2.9) 

tenglama kelib chiqadi.  

Quyidagicha funksiyalarni kiritaylik: 
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 sin)( f ,  sin),,()( 1  itsg . 

)(f  va )(g  uchun hnmP ,,  ( 2 rasm) to‘g‘ri to‘rtburchakda Rushe teoremasini 

qo‘llaymiz 

 
(2 rasm) 

Yetarlicha katta Nnm ,  va 1
Rh  sonlar bilan boshlab (2.9) baholashga ko‘ra 

hnmP ,,  to‘g‘ri to‘rtburchak chegarasida )()(  fg   tengsizlik bajariladi. Shunday 

to‘g‘ri to‘rtburchaklarning eng kichigini P  orqali belgilaymiz. Rushe teoremasi 

bo‘yicha, hnmP ,,  to‘g‘ri to‘rtburchakda ),,()()( 1  itsgf   funksiya 

1 nm  ta nollarga ega bo‘ladi. Bu nollarni  

)(itm , …, )(0 it , …, )(itn  

orqali belgilaymiz. hnmP ,1,    to‘g‘ri to‘rtburchak esa bu nollardan boshqa yana bitta 

nolga ega bo‘ladi, uni )(1 itn  orqali belgilaymiz. Shunday qilib, yetarlicha katta 

0nn   qiymatlarda quyidagi tengsizlik bajariladi  

2
1)(Re

2
1

 nitn n . 

Markazi PZn \  nuqtada va radiusi n
1 , ( 10   ) bo‘lgan nB  doirada )(f  

va )(g funksiyalar uchun Rushe teoremasini qo‘llaymiz. Natijada nB  doirada 

)(itn  xos qiymat yotishi kelib chiqadi. Demak  











 

n
Onitn

1)( ,    n                             (2.10) 

O‘rinli bo‘ladi. )(itn funksiyalarning t  bo‘yicha uzluksizligidan (2.10) baholash 

chekli oraliqlarda tekis ekanligi kelib chiqadi.  
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Lemma 2.1. Yetarlicha katta n  va musbat c  o‘zgarmas uchun  D  

to‘plamda  

nchn Re                             (2.11) 

baholash o‘rinli bo‘ladi. 

Isbot.  

DA
nk kn

knkn
n 







 


 ,
)(

))((
2

212  

bo‘lsin. U holda D  to‘plamning tuzilishiga ko‘ra va  kk 212 ,     lar uchun 

assimptotikalardan  


















nk kn

kkknkkk
nA 2

212
2

212

)(
)2(1


  

























 




 2

212
2

1212

)(
)2(1lnexp

kn

kkknkkk

nk 
  






























 




 2212

1)2(11lnexp
n

kkk
nnk

O





 

























 




 n

OO
nnk

kkk
n

111)2(1exp 2212 



, n     

ni keltirib chiqarish mumkin. Shuning uchun yetarlicha katta n  larda  
2
1Re nA  

tengsizlik bajariladi. Bundan  yetarlicha katta n  lar uchun  







  




 n

k
kkknnn Ahh Re)2(2ReReRe

2

212
22   

22
2

212 Im)2(2Im ncAn
k

kkkn 





  




    

tengsizlikka ega bo‘lamiz. 2.1 lemma isbotlandi. 

 (2.1) tenglamadan foydalangan holda, )(tn  spektral parametrlarning analitikligini 

ko‘rsatish qiyin emas. (1.2) va (1.4) tengliklardan )(txn  ning ham analitikligi kelib 
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chiqadi. Zntxn ),(  yechimni mavhum argumentga davom ettiramiz. Dubrovin 

tenglamasidan  

 dxxxHxtx
t

nnn ),...)(),(),((...,)0()( 101
0

              (2.12) 

kelib chiqadi. (2.12) ayniyat yetarlicha kichik kompleks t  larda o‘rinli bo‘ladi. 

Xususan  1, Rsist   (yetarlicha kichik sonlar) da 

 dxxxHxisx
is

nnn ),...)(),(),((...,)0()( 101
0

        (2.13) 

bo‘ladi. 

 (2.13) tenglikda  i  almashtirish bajarsak, u holda u  

 dixixixHixisx
s

nnn ),...)(),(),((...,)0()( 101
0

           (2.14) 

ko‘rinishda bo‘ladi. (2.14) tenglikdan kichik s  va yetarlicha katta n  lar uchun  

   dixixixHisx
s

nn ),...)(),(),((...,Re)(Im 101
0

 

,),...)(),(),((...,Re 101001 nCixixixHs n     

ni keltirib chiqaramiz. )(isn  uchun assimptotikalardan va oxirgi tengsizlikdan 

quyidagiga ega bo‘lamiz: 

 
2

12212 )(sin)()()1( isxiso nnnnn   

).(sh)())((Imsh)( 1
2

122
2

122 nCisx nnnnn     

Shunday qilib, 0,0  ba  lar uchun n  ning biror qiymatidan boshlab 

nb
nn ae
  122    tengsizlik bajariladi. Teorema isbotlandi. 
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3. Dirak operatori uchun Borg teskari teoremasi analogi 

  

Navbatdagi paragrafda Dirak operatori uchun Borg teoremalarining teskari 

ikkita analogi isbotlanadi.  

 Dirak tenglamalar sistemasini qaraylik  

  ,
)()(

)()(
01
10

2

1

2

1

2

1

















































y
y

y
y

xpxq
xqxp

y
y

Ly  ),( x ,   (3.1) 

bu yerda  )(xp  va )(xq    11 RC  sinfdan olingan   davrli haqiqiy funksiyalar. 

   0)()0(  yy                                       (3.2)  

 0)()0(  yy                                       (3.3)  

chegaraviy shartlar mos ravishda davriy va antidavriy chegaraviy shart deyiladi. 

 (3.1) tenglamalar sistemasining 1),0(1 c , 0),0(2 c , 0),0(1 s , 

1),0(2 s  boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini ),( xc  va 

),( xs  bilan belgilaymiz. 

Davriy va antidavriy masalalar uchun xarakteristik tenglamalar mos ravishda 

quyidagi ko‘rinishga ega : 

02)(   ,   02)(   , 

bu yerda ),(),()( 21  sc  . 

Teorema 3.1. (3.1) tenglamalar sistemasining )(xp  va )(xq  

koeffitsiyentlari 
2
  davrli bo‘lishi uchun, (3.1)+(3.3) antidavriy masalaning barcha 

xos qiymatlari  ikki karrali bo‘lishi zarur va yetarli . 

Isbot. Zaruriyligi. )(xp  va )(xq  funksiyalar 
2
  davrga ega bo‘lsin. Agar 

biror )(   son uchun (3.1) tenglamalar sistemasining    

 )(
2

xyxy 





                                                 (3.4) 

tenglikni qanoatlantiruvchi nolmas yechimlarini izlasak, u holda   ni aniqlash 

uchun quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:  
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01)(2   ,                                (3.5) 

bu yerda 












  ,

2
,

2
)( sc  - (3.1) tenglamaning 

2
  davrga mos 

Lyapunov funksiyasi. (3.4) tenglikdan )()( 2 xyxy    ayniyatga ega bo‘lamiz, 

bundan  esa  

               (3.6)  

kelib chiqadi. (3.5) va (3.6) tengliklardan  



1)(  , 2

2 1)(


   bo‘lishi 

kelib chiqadi, bunga ko‘ra )(2)( 2    bog‘lanish o‘rinli bo‘lishi kelib 

chiqadi. Bu bog‘lanish (3.1) + (3.3) masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali 

ekanini ko‘rsatadi. 

Yetarliligi. (3.1) + (3.3) antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki 

karrali bo‘lsin.  

Dastlab katta kompleks    larda (3.1) sistemaning  

 sin),0(1 y ,    cos),0(2 y                           (3.7) 

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi ),( xy  yechimining assimptotikasini 

o‘rganamiz. Yaxshi ma`lumki, (3.1)+(3.7)  Koshi masalasi  

 
x

tytxtqtxtpxxy
0

11 ),()](cos)()(sin)([)sin(),(   

dttytxtptxtq ),()](cos)()(sin)([ 2   , 

 
x

tytxtptxtqxxy
0

12 ),()](cos)()(sin)([)cos(),(   

dttytxtqtxtp ),()](cos)()(sin)([ 2                     (3.8) 

integral tenglamalar sistemasiga ekvivalent. 

Lemma 3.1. Har bir fiksirlangan x  larda, (3.8) integral tenglamalar sistemasining 

),( xy  yechimlari uchun )(   da quyidagi assimptotik formulalar o‘rinli: 

  )sin()0()sin()(
2
1)sin(),(1 


 xpxxpxxy  
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 












Im

)cos()()cos()0()cos()(
xeoxxaxqxxq , 

  )cos()0()cos()(
2
1)cos(),(2 


 xpxxpxxy  

 












Im

)sin()()sin()0()sin()(
xeoxxaxqxxq ,    (3.9) 

bu yerda 

 
x

dssqspxa
0

22 )]()([)( . 

 Lemmaning isboti. (3.8) integral tenglamalar sistemasida noma’lum 

funksiyalarni quyidagicha almashtiramiz:  

  )sin()0()sin()(
2
1)sin(),(1 


 xpxxpxxy  

 ),()cos()()cos()0()cos()( 1  xzxxaxqxxq  , 

  )cos()0()cos()(
2
1)cos(),(2 


 xpxxpxxy  

 ),()sin()()sin()0()sin()( 2  xzxxaxqxxq  . 

U holda (3.8) sistema  

 
x

txtatqtqxz
0

1 )2cos()]()()({[
2
1),( 


  

 )2sin()]()()([  txtatptp  

 )2cos()]0()()0()([  txqtqptp  

 dttxptqqtp )}2sin()]0()()0()([   

 
x

tztxtqtxtp
0

1 ),()](cos)()(sin)([   

dttztxtptxtq ),()](cos)()(sin)([ 2   , 

 
x

txtatqtqxz
0

2 )2sin()]()()({[
2
1),( 


  

 )2cos()]()()([  txtatptp  

 )2sin()]0()()0()([  txqtqptp  
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 dttxptqqtp )}2cos()]0()()0()([   

 
x

tztxtptxtq
0

1 ),()](cos)()(sin)([   

dttztxtqtxtp ),()](cos)()(sin)([ 2                    (3.10) 

ko‘rinishda bo‘ladi.  ),(),( 21  xzxz   funksiyalar uchun Gronoull lemmasidan 

foydalansak, 3.1 lemma tasdig‘i o‘rinli ekanligini ko‘ramiz. 

 
2
   va    da ),( xc  va ),( xs  yechimlar uchun quyidagi 

assimptotik formulalar olinadi: 

  xpxpxxc 


 cos)]0()([
2
1cos),(1  

 












Im

sin)(sin)]0()([
xeoxxaxqxq , 

  xpxpxxc 


 sin)]0()([
2
1sin),(2  

 












Im

cos)(cos)]0()([
xeoxxaxqxq , 

  xpxpxxs 


 sin)]0()([
2
1sin),(1  

 












Im

cos)(cos)]0()([
xeoxxaxqxq , 

  xpxpxxs 


 cos)]0()([
2
1cos),(2  

 












Im

sin)(sin)]0()([
xeoxxaxqxq ,   )(       (3.11) 

Bundan )(  Lyapunov funksiyasi uchun  

















 Im

sin)(1cos2)( eoa ,   )(  , 

assimptotikaga ega bo‘lamiz. Bundan :  



 53 
















 







 Im2

2
sin)(

2
1

2
cos2)(2 eoa ,   )(  . 

tenglik kelib chiqadi. )(2)(  f  funksiyani kiritamiz, bu yerda  












Im

2

2
cos2)( eof , )(   assimptotika o‘rinli bo‘ladigan 

radikalning shoxchasi olinadi. Ko‘rinib turibdiki, )(f  butun funksiya bo‘ladi. 

 funksiyalar uchun  




























Im

2

2
sin

2
)(

2
cos2)( eoaf ,     (3.12) 

assimptotikaga ega bo‘lamiz.  

 Quyidagi lemmani isbotlash qiyin emas. 

Lemma 3.2.   son (3.1)+(3.3) antidavriy masalaning ikki karrali xos 

qiymati bo‘lishi uchun  

01),(1),(),(),( 2112   scsc  

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli. 

Quyidagi matritsa-funksiyani qaraylik  








 


)(
),(),(,

)(
),(),(),(








f

xsxs
f

xcxcxF . 

Lemma 3.3. Har bir tayinlangan x  da ),( xF matritsa-funksiya   ning butun 

matritsa-funksiyasi bo‘ladi. 

 Isbot. Ushbu 

),(),(),(),(),( 22  xscxcsxc  , 

),(),(),(),(),( 11  xcsxscxs   

ayniyatlardan  foydalanib, ),( xF  matritsa-funksiyani  















 ),(

)(
),(

),(
)(

1),(
),,(

)(
),(

),(
)(

1),(
),( 1122 
















 xc
f

s
xs

f
c

xs
f

c
xc

f
s

xF  
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ko‘rinishda ifodalash mumkin. )(f  funksiyaning ildizlari oddiyligini hisobga 

olgan holda, oxirgi ifoda, 3.2 lemma va )(f  funksiya butunligidan, 3.3 lemmani 

tasdig‘iga ega bo‘lamiz. 

Lemma 3.4. Barcha C  larda  


















10
01

,
2
F                                    (3.13) 

ayniyat o‘rinli bo‘ladi. 

Isbot. Assimptotik formulalardan  




































2
cos)0(

2
2

2
1

2
cos2,

2
,

2 11



 ppcc  



















































Im
2

2
sin

22
eoaa , 




































2
cos)0(

2
2

2
1,

2
,

2 22



 qqcc  



















































Im
2

2
cos

22
eoaa , 




































2
cos)0(

2
2

2
1,

2
,

2 11



 qqss  



















































Im
2

2
cos

22
eoaa , 




































2
cos)0(

2
2

2
1

2
cos2,

2
,

2 22



 ppss  



















































Im
2

2
sin

22
eoaa ,  

bo‘lishi kelib chiqadi. Bundan  
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
















 10
01

,
2

lim 


F  

kelib chiqadi. Bundan, xususan 





  ,

2
F  butun matritsa-funksiya 

chegaralanganligi kelib chiqadi. Liuvill teoremasidan 





  ,

2
F  matritsa-funksiya 

o‘zgarmas ekanligi kelib chiqadi. Demak, (3.13) ayniyat o‘rinli. 3.4 lemma 

isbotlandi. 

3.4 lemmadan quyidagi  
















































)(0
0)(

,
2

,
2

,,
2

,
2 




f
f

sscc        (3.14) 

ayniyat olinadi. (3.14) ayniyatda, assimptotik tengliklardan foydalanib, 

1  oldidagi    

koeffitsiyentlardan bir-biriga tenglashtirib,  quyidagi munosabatlarga ega bo‘lamiz: 

0)0(
2







 pp  ,        0

22
)0(

2
2 





























  aaqq , 

0
22

)0(
2

2 




























  aaqq , 

ya’ni  

0)0(
2







 pp  ,   0)0(

2







 qq  .                        (3.15) 

Agar (3.1) tenglamalar sistemasi o‘rniga  

,
)()(

)()(
01
10

)(
2

1

2

1

2

1


















































y
y

y
y

txptxq
txqtxp

y
y

ytL  ),( x , 

tenglamalar sistemasini qarasak, bu yerda t  haqiqiy parametr, u holda  

Lyapunov funksiyasining t  parametrga bog‘liq emasligini e’tiborga olsak,  

0)(
2







  tptp  ,   0)(

2







  tqtq  , 

tengliklarga ega bo‘lamiz. 3.1 teorema isbotlandi.  

Quyidagi teorema ham shunga o‘xshash isbotlanadi.  
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Teorema 3.2. Agar davriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali 

bo‘lsa, u holda 
2
  son (2.41) tenglamalar sistemasining )(xp  va )(xq  

koeffitsiyantlari uchun antidavr bo‘ladi, ya’ni quyidagi ayniyatlar o‘rinli bo‘ladi: 

)(
2

xpxp 





 
 ,   )(

2
xqxq 






 
 . 

Endi quyidagi kanonik ko‘rinishdagi Dirak sistemasini qaraylik  

,
)(0

0)(
01
10

2

1

2

1

2

1













































 y

y
y
y

xq
xp

y
y

 ),( x ,         (3.16) 

bu yerda )(xp  va )(xq  funksiyalar ],0[1 C  sinfdan olingan   davrli haqiqiy 

funksiyalar. Bu holda Borg teskari teoremasining analogi o‘rinli emas, masalan 

)()( xpxq   da bu tenglamalar sistemasining umumiy yechimi quyidagi 

ko‘rinishda bo‘ladi: 


















 

xx

dttpxCdttpxCxy
0

2
0

11 )(sin)(cos),(  , 


















 

xx

dttpxCdttpxCxy
0

2
0

12 )(cos)(sin),(  . 

Bundan  









 




0

)(cos2)( dttp  

tenglikni olamiz. Demak, bu holda davriy va antidavriy masalalarning barcha xos 

qiymatlari ikki karrali bo‘ladi. Biroq, (3.16) tenglamalar sistemasi uchun quyidagi 

teorema o‘rinli. 

 Teorema 3.3. Agar antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali 

bo‘lsa, u holda 
2
  son 2))()(( xqxp   funksiya uchun davr bo‘ladi. 

 Isbot. Quyidagi belgilashlarni kiritaylik 

)()()( xqxpxA  , )()()( xqxpxB  , 
x

dttAx
0

)(
2
1)( . 

  da ushbu assimptotik tengliklar o‘rinli bo‘ladi:  



 57 

 


  ))(cos()0()(

4
11))(cos(),(1 xxBxBxxxc 


  





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








  2
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0

2 ))(sin()(
8
1




xx eOxxdttB , 

 


  ))(sin()0()(

4
11))(sin(),(2 xxBxBxxxc 


  





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







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0

2 ))(cos()(
8
1




xx eOxxdttB , 

 


  ))(sin()0()(

4
11))(sin(),(1 xxBxBxxxs 


  















  2
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0

2 ))(cos()(
8
1




xx eOxxdttB , 

 


  ))(cos()0()(

4
11))(cos(),(2 xxBxBxxxs 


  















  2

Im

0

2 ))(sin()(
8
1


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xx eOxxdttB . 

 Bu assimptotikalardan Lyapunov funksiyasi uchun  

,))(sin()(
4
11))(cos(2)( 2

Im

0

2


















  





 eOdttB     

assimptotikaga ega bo‘lamiz. 

Faraz qilaylik, 0)(   bo‘lsin. U holda  

,
2

sin)(
8
1

2
cos22)( 2

Im2

0

2

















  





 eOdttB   . 

)(2)(  f  belgilashni kiritamiz. )(f  funksiya uchun  

,
2

sin)(
8
1

2
cos2)( 2

2/Im

0

2








  





 eOdttBf      

assimptotik formulaga ega bo‘lamiz. Teorema shartidan )(f  butun funksiya 

bo‘lishi kelib chiqadi. 
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






 


)(
),(),(,

)(
),(),(),(








f

xsxs
f

xcxcxF  

matritsa funksiyani qaraylik. 

Har bir tayinlangan x  larda ),( xF  matritsa-funksiyani butun funksiya 

bo‘lishini ko‘rsatish qiyin emas.  

 Lemma 3.5. Agar antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali 

bo‘lib, 0)(   bo‘lsa, u holda quyidagi ayniyat o‘rinli bo‘ladi:  








 













cossin
sincos

,
2

F ,                               (3.17) 

bu yerda 







2
 . 

Lemmaning isboti. Assimptotik formulalardan  








 
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






 



 cossin

sincos
,

2
lim F  

kelib chiqadi, shuning uchun u butun kompleks tekislikda chegaralangan  bo‘ladi. 

Liuvill teoremasiga ko‘ra 3.5 lemma tasdig‘iga ega bo‘lamiz.  

Lemma 3.6. Agar antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali 

bo‘lib, 0)(   bo‘lsa, u holda ushbu tengliklar o‘rinli bo‘ladi:  

0sin)()(cos)0()
2

(4
2

0

2
2

0

2 

















  






dttBdttBBB , 

0cos)()(sin)0()
2

(4
2

0

2
2

0

2 

















  






dttBdttBBB , 

0cos)()(sin)0()
2

(4
2

0

2
2

0

2 

















  






dttBdttBBB , 

0sin)()(cos)0()
2

(4
2

0

2
2

0

2 

















  






dttBdttBBB , 



 59 

bu yerda 







2
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Lemmaning isboti. Yechimlarning assimptotikalariga ko‘ra, haqiqiy 

  da quyidagi assimptotik ifodalarga ega bo‘lamiz:  
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 (3.17) tenglikda 

1  ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni 

tenglasak, 3.6 lemmaning tasdig‘iga ega bo‘lamiz.  

Demak, agar antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali bo‘lib, 
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 Antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali bo‘lib, 0)(   

tenglik bajarilishi shart bo‘lmasin. U holda )(xp va )(xq funksiyalar o‘rniga  
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masalaning xos qiymatlari ham ikki karrali bo‘ladi, bu yerda s  haqiqiy parametr. 
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0)(
24

1cos)(
2

2

0





























 












  



 dtstАstАsBsB ,            (3.24) 

0)(
24

1sin)(
2

2

0





























 












  



 dtstАstАsBsB            (3.25) 

ko‘rinishda bo‘ladi. (3.24) va (3.25) tengliklarni mos ravishda   )(
2

sBsB 





 
  

va )(
2

sBsB 





 
  ga ko‘paytirib, hosil bo‘lgan tengliklarni kvadratlarini 

qo‘shsak,  0)(
2

22 





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funksiyalar uchun ham davr 
2
  ekanini bildiradi. Teorema isbotlandi. 
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4. Davriy va antidavriy chegaraviy shartli Dirak operatorining xos 

funksiyalarining kvadrati uchun ayniyatlar  

 

X.P.Mak-Kin, E.Trubovits [46] va P.Deyft, E.Trubovits [20] ishlarida davriy 

va antidavriy chegaraviy shartli Shturm-Liuvill operatorining k2  xos qiymatlariga 

mos )(2 xk  ortonormallangan xos funksiyalarning kvadrati uchun  
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2
2 
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kk x  

ayniyat olingan. Bu yerda k  faqat ...,,, 210  larga bog‘liq, agar 0122  kk   

bo‘lsa, u holda musbat bo‘ladi, agar 0122  kk   bo‘lsa,  u holda nolga teng 

bo‘ladi. 

 Ushbu paragrafda silliq davriy potensialli Dirak tenglamalar sistemasining 

xos vektor-funksiyalari komponentalari kvadratlari uchun ba’zi bir ayniyatlar 

olinadi. 

  12
2 RL  vektor-funksiyalar fazosida quyidagi Dirak operatorini qaraylik 
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Ly  ),( x ,   (4.1) 

bu yerda )(xp  va )(xq  -  11 RC  sinfdan olingan   davrli haqiqiy funksiyalar. 

 (4.1) tenglamalar sistemasining, 1),0(1 c , 0),0(2 c , 0),0(1 s , 

1),0(2 s  boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini ),( xc  va 

),( xs  orqali belgilaymiz.  

L  operatorning spektri butun o‘qdan sanoqlita ko‘p bo‘lmagan o‘zaro 

kesishmaydigan, chegaralangan Znnn  ),,( 122   oraliqlar (lakunalar) ni chiqarib 

tashlashdan hosil qilinadi. Lakun oxirlari ],0[   kesmada (4.1) sistemalar uchun yo 

davriy, yo antidavriy masalalarning xos qiymatlaridan iborat bo‘ladi va 4)(2    

butun funksiya nollaridan tuzilgan bo‘ladi, bu yerda ),(),()( 21  sc  . 

Bundan tashqari quyidagi assimptotika bajariladi: 
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xos qiymatlarga mos keluvchi normallangan xos vektor-funksiyalar bo‘lsin.  

 Teorema 4.1. (4.2) funksiyalar uchun quyidagi ayniyatlar o‘rinli:  





 

k
kk

ctptya
2

)()(2
1,12 ,    






k
kk

ctptyb
2

)()(2
1,2 , 





 

k
kk

ctptya
2

)()(2
2,12 ,    






k
kk

ctptyb
2

)()(2
2,2 , 





 

k
kkk tqtytya )()()( 2,121,12 ,    






k
kkk tqtytyb )()()( 2,21,2 , 

bu yerda 

)(
)(

12

12









k

k
k f

a

 ,        

)(
)(

2

2

k

k
k g

b






 ,          





k
kkc )( 122  , 












k

k

k
f

0

12
1 )()( 

 ,    







k

k

k
g

0

2
0 )()( 

 .      (4.3) 

 Teoremaning isboti. Ushbu  
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funksiyalar assimptotikasini o‘rganamiz. Quyidagi  
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iz formulalari asosida (4.5) assimptotikadan foydalangan holda quyidagi 



 65 










2

21 1)(1
)(

),,(),,(


 Otq
f

tstc ,                   (4.6) 

tenglikni hosil qilamiz, bu yerda )}),(,()),(,({)( 21 ttsttcsignt kkk   . 
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Olingan assimptotikalar va Mittag-Leffler teoremasidan foydalanib, ushbu 

ayniyatni keltirib chiqaramiz:  
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(4.5)-(4.8) tengliklarda 

1  da koeffitsiyentlarni tenglashtirib quyidgi ayniyatlarni 

keltirib chiqaramiz: 
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 (4.9) tenglik va quyidagi lemmadan teorema isboti kelib chiqadi. 

 Lemma 4.1. Quyidagi tengliklar o‘rinli: 

)()(),,( 2
1,1 tyts nnn   ,   )()(),,( 2

2,2 tytc nnn   , 

)()()()(
2
1),,( 2,1,1 tytytc nnnnn   , 

)()()()(
2
1),,( 2,1,2 tytyts nnnnn   .                    (4.10) 

Lemmaning isboti. (4.10) tenglikni birinchisini isbotlaylik. n  ikki karrali 

bo‘lgan holda lemma tasdig‘i o‘rinli ekani ko‘rinib turibdi. n  ikki karrali 

bo‘lmasin deb olaylik. Quyidagi  
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                                                                                                                           (4.11) 

ayniyatni keltirib chiqaramiz. 

),(  x  - (4.1) tenglamalar sistemasi uchun Floke yechimlari bo‘lsin. Ular uchun 

quyidagi yaxshi ma’lum bo‘lgan tasvirlar o‘rinli:  

),(
),(2

4)(),(),(
),(),(

1

2
12 




 xs
s

cs
xcx 




 . 

Quyidagicha belgilash kiritaylik: 
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(4.13) tenglikdan foydalangan holda, lemmaning birinchi ayniyatini keltirib 

chiqaramiz; qolgan tengliklar ham shunga o‘xshash isbotlanadi. Lemma 

isbotlandi. 

 Ta’kidlash kerakki, 0)()(  xqxp  va 0)(,0,)(  xqmmxp  holda 

olingan ayniyatlar sonli tenglik ko‘rinishiga keladi.  
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III bob bo‘yicha xulosa 

  

Ushbu bobda Dirak operatori uchun to’g’ri va teskari masalalar o’rganilgan.. 

Bunda butun o‘qda berilgan davriy potensialli Dirak operatori uchun Dubrovin 

tenglamalar sistemasi analogini keltirib chiqarilgan, koeffitsiyentlar analitikligi va 

lakuna uzunligining kamayishi orasidagi bog‘lanish keltirib chiqarilgan, Dirak 

operatori uchun Borg teskari teoremasi analogi olingan, hamda Davriy va 

antidavriy chegaraviy shartli Dirak operatori xos funksiyalarining kvadrati uchun 

ayniyatlar olingan. 
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XULOSA 

 

Mazkur magistrlik dissertatsiyasi Dirak operatori uchun qo�yilgan har xil 

chegaraviy shartlarda izlar ormulalarni yangicha elenemtar usulda keltirib 

chiqarish va bu formulalarni teskari masalaga qo�llashga bag�ishlangan.  

 Magistrlik dissertatsiyasining birinchi bobida Dirak tenglamasining kelib 

chiqish tarixi, hamda Dirak operatori haqida asosiy ma’lumotlar keltirilgan. Davriy 

potensialli Dirak operatori uchun Lyapunov funksiyasi haqida tushunchalar berilib, 

uning xossalari o‘rganilgan, hamda bir nechta teorema, lemmalar keltirilgan hamda  

ularning tadbiqiga doir misollar keltirildi. Bundan tashqari potensial argumentining 

haqiqiy siljishida Lyapunov funksiyasining o‘zgarmaslik xossalari ham 

o‘rganilgan. Keltirilgan bu lemma va teoremalar Dirak operatori uchun qo‘yilgan 

teskari masalani yechishda muhim ahamiyatga ega. Floke yechimlari va bu 

yechimlarning xossalari o�rganilgan. 

Magistrlik dissertatsiyasining ikkinchi bobida Dirak operatori uchun izlar 

formulasini keltirib chiqarishning yangicha elementar usuli keltirilgan. Bunda 

birinchi bo’limda Dirak operatori uchun qo’yilgan Dirixle va Neyman chegaraviy 

shartlari hollarida izlar formulalari keltirib chiqarildi. Ikkinchi bo’limda esa Dirak 

operatori uchun qo�yilgan davriy va antidavriy chegaraviy shartlari hollarida izlar 

formulalari keltirib chiqarildi. Har ikkala bo�limda izlar formulalari yangicha 

elementar usulda keltirib chiqarildi. 

Magistrlik dissertatsiyasining uchinchi bobida Dirak operatori uchun to’g’ri 

va teskari masalalar o’rganilgan.. Bunda butun o‘qda berilgan davriy potensialli 

Dirak operatori uchun Dubrovin tenglamalar sistemasi analogini keltirib 

chiqarilgan, koeffitsiyentlar analitikligi va lakuna uzunligining kamayishi orasidagi 

bog‘lanish keltirib chiqarilgan, Dirak operatori uchun Borg teskari teoremasi 

analogi olingan, hamda Davriy va antidavriy chegaraviy shartli Dirak operatori xos 

funksiyalarining kvadrati uchun ayniyatlar olingan. 
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