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Kirish

O‘zbekiston Respublikasining «Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonuni va
«Qadrlar tayyorlash Milliy dasturi» mazmunida barkamol shaxs va
malakali mutaxaassisni tarbiyalab voyaga yetkazish jarayonining mohiyati
to‘laqonli ochib berilgandir. Malakali qadrlar tayyorlash jarayonining har
bir bosqichi o‘zida ta’lim jarayonini samarali tashkil etish, uni yuqori
bosqichlarga ko‘tarish, shu bilan birga jahon ta’limi darajasiga yetkazish
borasida muayyan maqsad va vazifalarni amalga oshirish lozim.

Ushbu magsadlarning ijobiy natijaga ega bo’lishi, eng avvalo, yosh
avlodga ilmiy bilimlar asoslarini puxta o‘rgatish, ularda keng dunyoqarash
hamda tafakkur ko‘lamini hosil qilish, ma’naviy axloqiy sifatlarni
shakllantirish borasidagi ta’limiy  tarbiyaviy ishlarni samarali tashkil
etishga bog‘liqdir.

Ana shu vagifalardan kelib chiggan holda bugungi kunda
matematika fanida erishilayotgan yutuglarni o‘rganish uchun uning asosi

bo‘lgan tushunchalarni mukammal o‘zlashtirishimiz kerak.

Mavzuning dolzarbligi. Ko‘p argumentli funksiyalar nazariyasining
shakllanishi, rivojlanishi o‘tgan asr boshlariga to‘g‘ri kelib, A. Puankare
va F.Xartogs nomi bilan bog‘langan. Keyinchalik A.Kartan, K.Oka
ishlarida nazariya algebraik geometriya va topologiya uslubiyati bilan
bog‘landi va boyitildi. Aynigsa, 60 — 70 - yillarda uni matematik fizika,
xususiy hosilali differensial tenglamalar, Banax algebrasi kabi yo‘nalishlarga
tadbiq qilinishi, bu yerdagi qator muammolarning muvaffaqgiyat bilan hal
qilinishi ko‘p argumentli golomorf funksiyalarga bo‘lgan qizigishni yanada
kuchaytirdi.

Keyingi  vaqtlarda  subgarmonik  funksiya  plyurisubgarmonik
funksiyalar orasida turuvchi m- subgarmonik funksiyasi tushunchasi bizga
A.Sadullayev va B.Abdullayev ishlaridan ([3],[4]) yaxshi tanish.

Ushbu bitiruv malakaviy ishida m-subgarmonik funksiyalar sinfida

Grin funksiyasi va uning xossalari o‘rganilgan.



Tadqiqot magqgsadi: m-subganmonik funksiyalar sinfida Grin
funksiyasini o‘rganish

Tadqiqot predmeti: Ko‘p kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar
nazariyasi.

Bitiruv malakaviy ishi mazmuni.

C" fazoda yuqoridan chegaralangan (psh) plyurisubgarmonik
funksiyalar =~ mavjud emas, konstantadan farqli. Buning uchun
plyuripotensiallar nazariyasida Grin funksiyasini aniqlashda quyidagi

L= {u(z) € psh((C”) : u(z) <c, + lnﬂz‘}
sinfdan foydalaniladi. (Y. Sichak[1], V.P.Zaxaryuta[2], A. Sadullaev[3]).
Vox (z,E) Grin funksiyasi L sinf va (ddcu )n Monj-Amper operatori

yordamida aniglanadi. ln‘z‘ funksiya (ddcu)n =6, (bunda ¢, — Dirak
0

merasi, =1, suppd, = {0}) Monj-Amper tenglamasining fundamental

yechimi bo‘ladi; bu Grin funksiyalarini o‘rganishda muhim axamiyat kasb
etadi.

Plyurisubgarmonik  funksiyalardan farqli oflaroq m —sh((C”)
funksiyalar  sinfida yuqoridan chegaralangan funksiyalar mavjud:
(dd%tyn/\ﬁn_”ﬂ (bunda 8 = dd°

1
k%@)Z—E@m;§7

2 . .
z‘ ) operator uchun gessianlarda uning

L<m<n, (dd%k,) A" =8 (q [4)

fundamental yechimi m —subgarmonik funksiyadan iborat bo‘ladi va
manfiy.
km<z> funksiya ham m — sh funksiyalar sinfi yadrosi deyiladi.

m —sh((C”) funksiyalar sinfida Grin funksiyasi subgarmonik va

plyurisubgarmonik funksiyalarda aniglangan kabi

L = {u(z) eEm — sh((C”) ; u(z) < O} sinf yordamida aniqglanadi.

m



Ta’rif: £ C C" —ixtiyoriy to‘'plam va L _ (E) = {u cL :u|,< —1}
bolsin: V, (2,E)={u(z):ueL,(E)} deb olamiz. U xolda V, (2 E)
regulyarizatsiyaga F to‘plamning Grinning m — funksiyasi deyiladi.

Ta’rif: K ¢ C" kompakt 2 € K nuqtada m —regulyar deyiladi, agar
V;L (zO,K ) = —1 Dbo‘lsa; agar K  to‘plamning istalgan nuqtasi
m —regulyarlik nuqtasi bo‘lsa, ya’ni VT: (z,K ) k= —1 bo‘lsa m —regulyar
kompakt deyiladi.

Ushbu VT: (z,K ) < Vf(z,K ) munosabatdan, agar K  klassik
potensiallar nazariyasidagi ma’noda, ya'ni subgarmonik funksiyalar sinfiga
nisbatan regulyar bo‘lsa, u xolda u m —regulyar kompaktni ifodalaydi.

Teorema. Agar K C C" — m —regulyar kompakt bo‘lsa, u holda
VT: (z,K ) Grin  funksiyasi C" da uzluksiz  funksiya  bo‘ladi,
v, (zK)ec(c).

VT: (z,K ) Grin  funksiyasi  berilgan K C C"  kompaktning
m — psevdoqavariq qobig‘ini tadqiq qilishda qulay vosita hisoblanadi.
m —psevdoqavariq  kompaktlar ~va  sohalar nochizigli  differensial
tenglamalar nazariyasi va m —subgarmonik funksiyalar nazariyasida
muxim rol o‘ynaydi. m —psevdoqavariq silliq sohalar tushunchasi turli
usullar bilan kiritiladi, geometrik jixatdan chegaraviy nuqtalarda urinma
kompleks vektorlar yordamida (q.[7],[8],[9]), va m —subgarmonik
funksiyalar yordamida kiritiladi (q.[4],[5],6].)

Ta’rif. K C C" kompakt uchun

}%m = {z e C": u(z) < HuHK Yu € m — sh((C”)}
to‘plam K kompaktning m — psevdogavariq qobigc deyiladi. Agar
K=K bo‘lsa, K kompkt m — psevdogavariq deyilad:.

Teorema. Istalgan K C C" kompakt uchun uning K qobig‘i
{Vm (z,K ) = —1} to‘plam bilan ustma-ust tushadi,
K= {Vm (z,K ) = —1}. Bundan tashqgari Grin funksiyasi uchun

V; <27K> = V;L (Z,ﬁ') ayniyat o‘rinli bo‘ladi.



I-bob.
Dastlabki ma’lumotlar
1.1. Subgarmonik va plyurisubgarmonik funksiyalar
va ularning xossalari.
Subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari. Faraz qilaylik,

D C R" sohada aniglangan lokal integrallanuvchi «: D — [—00,400)

funksiya berilgan bo‘lsin, u € L}OC(D).
Agar bu funksiya quyidagi ikki shartni bajarsa:

1) u(x)  yuqoridan  yarim  uzluksizz = Vz’ € D uchun

E u(z) < u(z’) (bundan wu(x) funksiyaning D ga tegishli ixtiyoriy

x_}J;O

kompaktda yuqoridan chegaralanganligi kelib chiqadi);
2) har bir z° € D nuqta uchun shunday 7(z°)> 0 topiladiki,

r < r(z°) uchun

f u(x)do ; (1.1)

n S(z°,r)

u(z?) <

u holda u(x) funksiya D sohada subgarmonik funksiya deyiladi.
Subgarmonik funksiyalar sinfi Sh(D) kabi belgilanadi. Kelgusida
qulaylik uchun biz trivial u(z) = —oo funksiyasi ham D da Sh(D) ga
tegishli deb qaraymiz.
Endi subgarmonik funksiyalarning xrossalarini keltiramiz:
1) subgarmonik funksiyalarning musbat koeffitsientli chiziqli
kombinatsiyasi subgarmonik funksiya bo‘ladi:
u,(r) € SW(D), a, € R, (k=12..,m) =
= a,u,(7) + aytuy(z) + ... +a, u (z) € Sh(D) ;
2) chekli sondagi subgarmonik funksiyalarning maksimumi
subgarmonik funksiya bo‘ladi:
0y (2), 0y (@), (2 > <D > =
= max{ul( ), U (2 }ESh



3) monoton kamayuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligining

limiti subgarmonik funksiya bo‘ladi:

u(x) € SKD) ,  ui(x) > u; . (x) (F=12..)=

:>jli_>rrolo u;(z) € SK(D) ;
4) tekis yaqginlashuvchi subgarmonik funksiyalar ketma - ketligi
subgarmonik funksiyaga yaqinlashadi:
u;(z) € SKD) (j=12..), u;(z) Zu(z) = u(z) € SKD) ;
5) Maksimumlar printsipi. Agar u(z) € Sh(D) funksiya biror z° € D

nuqtada o‘zining maksimumiga erishsa, ya’ni

u(z’) = sup u(z) (1.2)
zeD

bo‘lsa, u holda u(x) = const bo‘ladi.
Isbot. Ushbu
M:{xED:u(:I:):u(:IJO)} M =g
to‘'plamni  qaraylik. u(x) funksiyaning yuqoridan yarim uzluksiz

bo‘lganligidan va (1.2) shartdan M to‘plamning D da yopiqligi kelib

chiqadi.
Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy p € M uchun (1.2) formulaga ko‘ra
1
ue’) =u(p) <—— [ w@)do <u@), r<r(p),
Tul S

bo‘ladi. Bu munosabatdan u‘s(pr)E u(z’), yami p ning B(p,r(p))

atrofida u(z) = u(z’) bo‘lishini ko‘ramiz. Bu esa M to‘plamning D da
ochiq ekanligini ko‘rsatadi. Demak, M = D.

6) Agar V(z) € Sh(D), wu(z) € (D) funksiyalar uchun G CC D
sferada

19‘8(;3 u‘aG

bo‘lsa, u holda G da ¥(z) < u(z), € G tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bu xossadan quyidagi muhim hulosaga kelamiz. Faraz qilaylik,

Y(z) € Sh(D) (N C(D)

berilgan bo‘lib, B(xz’,r) CC D bo‘lsin. Ushbu



u(z) = fﬁ(y)P(a:, y)do(y), =z € Bz’ ),
0B

Puasson integralini qaraylik. u(z) € h(B) u‘aB: 19‘83 bo‘lib, 6) —
xossaga ko‘ra B = B(z°,r) da ¥(x) < u(z) bo‘ladi. Uzluksiz funksiyalar
uchun isbotlangan bu xossa ixtiyoriy 1 € Sh(D) uchun ham o‘rinlidir:
Y(z) < w(z) va deyarli barcha z € S lar uchun ¥(x) = u(z) o‘rinlidir;

7)  aytaylik, wu(x) € Sh(D) funksiya va z° € D nuqta berilgan
bo‘lsin. Ushbu

va

n(x®,r) = ! f u(x)dV,

o n
r
Vn B(z°,r)

bunda V r" miqdor B(z°,7) ning hajmi, integrallarni (o‘rta giymatlarni)
qaraylik.
1.1-teorema. Faraz qilaylik, u(z) € Sh(D) va u(x) £ —oo bo‘lsin. U
holda ixtiyoriy z° € D uchun
w(z) < n (2°,r) < m,(z°7), n,(z°7r)>—00 ,0<7r<p(a°dD),

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari, agar r monoton kamayib
nolga intilsa, unda n (z°7) va m (2°7) ota qiymatlar monoton
kamayib, u(z’) ga intiladi.

1.1- teoremadan ushbu muhim natijaga ega bo‘lamiz: D C R" sohada
subgarmonik u(z) = —oo funksiya D da lokal integrallanuvchidir, ya’ni
ixtiyoriy B CC D uchun f u(x)dV integral mavjuddir;

B
8) subgarmonik funksiya [) sohaning har bir nuqtasida uzilishga

ega bo‘lishi mumkin. Ayni paytda, quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi.
1.2-teorema. Agar u(x) € Sh(D) bo‘lsa, u holda shunday monoton

to‘plamlar



o0
D,cD,,cDh, |Up,=D
j=1
ketma — ketligi va shunday monoton kamayuvchi funksiyalar
u;(z) € SK(D;) N C*(D,) , J=123,..
ketma — ketligi mavjudki,
u(z) = lim u, () (z € D)

j—oo 7

bo‘ladi.

Ushbu
1

1|z

K(z) = {ce , agar |xz|<1 bolsa,

0, agar |z[>1 bolsa,
funksiyani qaraylik. Bu funksiya C°°(R") sinfga tegishli bo‘lib, uning
salmog‘i suppK(z) = B(0,1) dir. Endi K(x) ning ifodasidagi o‘zgarmas ¢

ni shunday tanlab olamizki,

fK@MVzl

Rn
bo‘lsin. u(z) # —oo deb, bu yadro yordamida ushbu
1 Yy—x
us(z) = — f u(y)K[ 5 ]dV , 6>0, (1.3
|y—x|§6

integralni garaylik. uz(x) funksiyasi
Dy :{xED: p(a:,@D)<6}
ochiq to‘plamda aniglangan bo‘lib, z € D da
1 Yy —T
) = = [ ) K[

n
6 R™

v = [ (e + 8y) K(y)dV
R
bo‘ladi. Keyingi tenglikdagi birinchi integral C°°(D;) sinfga, ikkinchi
integral esa Sh(Dy) sinfga tegishli bo‘ladi. Binobarin,
us(x) € Sh(Dys) N C™(Dy).
u(z) ning subgarmonik funksiya ekanligidan, u; ning 6 | 0 da, monoton

kamayuvchi bo‘lishligi va



f K(z)dV =1
Rn
tenglikdan, us(z) ning u(z) ga intilishini topamiz.

9) Subgarmonik funksiyalar umumiy holda C? sinfga tegishli
bo‘lmasligidan, Awu - Laplas operatorini fagat umumlashgan funksiya

sifatida gqarash mumkin bo‘ladi:

Au(p) = [ulre, p € F(D).
1.3—teorema. Har ganday subgarmonik funksiya

u(z) € SK(D), w % —oo, uchun umumlashgan ma’noda Awu > 0 bo‘ladi,

ya'ni ixtiyoriy ¢ € F(D), ¢ >0 uchun f uAp >0 munosabat
o‘rinlidir.
Jumladan, u(x) funksiya C? sinfga tegishli bolib, u subgarmonik
2 2
bo'lsa, w € Sh(D) (N C*(D), u holda Au = 9u +...+ Iu > 0 dir.
oz oz’
Yuqorida keltirilgan teoremaning aksi ham o‘rinli: agar umumlashgan

funksiya « uchun
Aup) = [udp>0, peFD), ¢>0,
munosabat bajarilsa, u holda u subgarmonik funksiya bo‘ladi;
10) F.Riss teoremasi. Har qanday wu(z) € Sh(D), u #* —o0,
funksiya olinganda ham D sohada shunday musbat o‘lchov g mavjudki,

ixtiyoriy D® CC D soha uchun

u(z) = f K(z —y)dp, + @ (2) (1.4)
DO
bo‘ladi, bunda @ , (z) € h(D") va
QLIH x|, agar n =2 bolsa,
s
K(.I) = A 1 1 R
— : —» agar n > 2 bo'lsa,
(n —2)o, ‘x‘”

Eslatib o‘tamiz, K(z) funksiyasi Laplas tenglamasining fundamental

yechimidir: AK(x) = 6(x) bo‘lib, bu yerda 6(x) - Dirakning umumlashgan



funksiyasi, 6 o p(z) = p(0), ¢ € F(R"). § ga massasi x = 0 da bo‘lgan
birlik o‘lchov (zaryad) mos keladi.
F. Riss teoremasini isbotlashda Aw ning musbat funktsionalligidan

foydalaniladi. Ma’lumki, har bir musbat funktsional biror p o‘lchovni
aniglaydi: Au o ¢ = fgpd,u , p € F(D). p/, chekliolchov bolib,
Hz) = f K(z —y)d p

DO
integral mavjuddir. Ayni paytda, AK(z—y)=06(x—y) ligidan,

AY = p, ya'ni
fﬁAg&dV:fgod,u, Yo € F(DY),

bo‘lishini ko‘rish qiyin emas. Bundan ushbu
P o (z) = u(z) — I(z)

ayirma uchun AuDo — 0 bo‘lishi, ya'ni u,, ning D" sohada garmonik

D
funksiya ekanligi kelib chigadi.

11) Agar u(z) € Sh(D) bo‘lsa, u holda e"*) € Sh(D) dir.

8xossaga ko‘ra, wu(x) funksiyasini Sh va C° funksiyalar bilan
yaqinlashtirish mumkin. Shundan kelib chiqib, qgaralayotgan xossani
u(z) € Sh(D)N C*™ (D) funksiyalar uchun isbotlash yetarlidir. Bu holda
2
n | du
De"®) = @) A 4 + Z 2. > 0 ekanligini ko‘rish qiyin emas.
=197

]

Xuddi shunday quyidagi xossa ham o‘rinlidir.

12).  Agar u(z) € Sh(D), u|,<0  bolsa, u  holda
—In[—u(x)]€ Sh (D) dir.

13) Xartogs lemmasi. Faraz qilaylik, D € R" sohada yuqoridan
lokal tekis chegaralangan

uj(a:), j=123,...,

subgarmonik funksiyalar ketma — ketligi berilgan bo‘lib, har bir tayinlangan

x € D nuqtada



lim u.(z) < A

T (o) <
bolsin. U holda Ve >0 va K CC D kompakt uchun shunday j € N
topiladiki, Vj > j, z € K da

ui(r) <A+e
tengsizlik bajariladi.

Ushbu K CC G CC D munosabatda bo‘lgan G sohada {u,(z)}
ketma — ketlikni yuqoridan lokal tekis chegaralanganligidan, shunday
C = const mavjudki, uj(a:) < C (x € G) tengsizlik bajariladi. u; larning
o‘rniga u; —C ketma - ketlikni qarab, biz G da uj(a:) <0 deb

garashimiz mumkin.
1
Agar 0 <r < gp(K,aG) soni olinsa, unda ixtiyoriy z° € K da

B(z°,r) C G bo‘lib, Fatu teoremasiga ko‘ra
u;(z)dV < f ]11_>HOIO u (x)dV < AV r"

m ]
j—00

B(z%,r) B(z*,r)
bo‘ladi. Bundan Ve > 0 son olinganda ham, shunday j topilib, 7 > 7

bo‘lganda, ushbu

f u;(z)dV <

B(a?r)

A+ E] Vo'
2
tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi.

Plyurisubgarmonik funksiyalar va ularning xossalari.
Plyurisubgarmonik funksiya tushunchasini keltirish uchun yuqoridan
yarim uzluksiz funksiya tushunchasini kiritishimiz kerak. ¢ :D — (—oo;oo)

funksiya D C C" soxada yuqoridan yarim uzluksiz deyiladi, agar Vz" € D

uchun

T (<) < ()

Z—Zz

tengsizlik bajarilsa. Boshqacha qilib aytadigan bo‘lsak, Ve > 0 soni uchun
shunday (5<z0,€) > ( soni topilib,



‘z—zo‘<6:>

munosabat o‘rinli bo‘lsa.

1.1-ta’rif. p:D — (—oo;oo) funksiya DccC" soxada,
plyurisubgarmonik deyiladi, agar quyidagi shartlar bajarilsa:

1) cp(z) funksiya D da yuqoridan yarim uzluksiz;

2) Ixtiyoriy 2" € D va ixtiyoriy z = l(f) =2"4+w-&, weCéeC
kompleks to‘g‘ri chizigda ¢ subgarmonik, ya'ni cp(l(f )) funksiya
{f e C, l(f) € D} ochiq to‘plamda subgarmonik.

Plyurisubgarmonik funksiyaga misol qilib golomorf funksiya
modulining logorifmini misol qilib keltirishimiz mumkin, ya'ni agar
fe 9<D> bo‘lsa, u xolda u(z) = ln‘f(z)‘ funksiya D  da
plyurisubgarmonik bo‘ladi. Bizga ma’lumki,

2
- aaggg =
bo‘lishi kerak. Agar D c C" (n > 1) bo‘lsa, murakkab funksiyani

differentsiallash qoidasiga ko‘ra xar qanday z = 2" + wé uchun

82u<z0+w-§>_i 9%u B
0 Ledapz,

i j=1
bo‘ladi.

Demak, u € C? (D) funksiya D da plyurisubgarmonik bo‘lishi uchun
xar qanday z € D da

n

0%u _
H (ww) = =, @, >0, YueC".
(]

i, j=1
bo‘lishi zarur va yetarli.
Endi plyurisubgarmonik funksiyalarning ba’zi xossalarini keltiramiz.
1°. Agar u(z) funksiya D soxada plyurisubgarmonik va biror 2z, € D

nuqtada lokal eng katta giymatiga erishsa, u xolda u o‘zgarmasdir.



< Faraz qilaylik u(z) funksiyamiz 2z, € D nuqtada lokal eng katta
giymatiga erishadi. U holda cp(f ) = u(zo + wé& ) funksiya & = 0 nuqtaning
biror atrofida subgarmonik va & =0 da lokal eng katta qiymatiga
erishadi. Subgarmonik funksiyaning maksimum printsipiga asosan
Q= c(w) o‘zgarmasdir. c(w) = u(zo + w - O) = cp(()), ya'ni o‘zgarmas son
w € C" ga bog‘lig emas. w ixtiyoriy bo‘lgani uchun u(z) funksiya D
soxada o‘zgarmasdir. >

2°. Agar {%}7 a € A—plyurisubgarmonik funksiyalar ketma-ketligi

bo‘lib, u(z) = supu, (z) funksiya yuqoridan yarim uzluksiz bo‘lsa, u xolda
a€A

u plyurisubgarmonikdir.

Ixtiyoriy z, € D nuqtada wu funksiya plyurisubgarmonik ekanligini
ko‘rsatamiz. z, nuqtadan Vz = z, + w§, w € C" —kompleks to‘g'ri chiziqni
o‘tkazamiz. wu, funksiya z, nuqtada plyurisubgarmonik bo‘lgani uchun
ua<z0 + w-f) = cpa<§> funksiya £ = 0 nuqtaning {f cC:zy+w-£ € D}
atrofida  subgarmonik. Subgarmonik funksiyaning =xossasiga ko‘ra

c,o(f) = supyp, (5) funksiya {f cC:zy+w-£ € D} soxada subgarmonik.
acA

Demak, u(z) funksiya D soxada plyurisubgarmonik.

Quyidagi xossalar xam subgarmonik funksiyaning xossasidan kelib
chikadi.

3°. u(z) funksiya D soxada yuqoridan yarim uzluksiz bo‘lsin. u(z)
funksiyva D soxada plyurisubgarmonik bo‘lishi uchun ixtiyoriy z € D va

xar qanday w € C" vektor olganda xam shunday r, =7, (r,w) son topilib,

Vr <1, larda

2w

U<Z> < %[U(Z + w-re“)dt

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Bu xossa plyurisubgarmonik kriteriyasi deb yuritiladi.

4°, u(z) funksiya 2, € C" nuqtaning  biror  atrofida
plyurisubgarmonik bo‘lsin. U xolda yetarlicha kichik r > 0 larda



< 1 ulz)do
<0>_“<r>{zzo=r} e

tengsizlik o‘rinlidir. Bunda a(r) sfera yuzi, do yuza elementi.
5°. u(z) funksiyamiz z, € C" nuqtaning atrofida plyurisubgarmonik
va S(r) = f u(z)da bo‘lsin. U xolda S(T’) o‘suvchi funksiyadir.

{lz=2|=r}
6°. u(z) funksiya D C C" soxada plyurisubgarmonik bo‘lsin. U xolda

shunday ochiq G, k:1,2,...,UGk = D| to‘plamlar va monoton

kamayuvchi u, € P(Gk> N C’C’O(Gk) funksiyalar mavjudki, ixtiyoriy z € D
larda

u(2) = u(2)
bo‘ladi.

7. u(z) funksiya D\ A (A € D—analitik to‘plam) to‘plamda
plyurisubgarmonik va chegaralangan bo‘lsa, u xolda u butun D ga
plyurisubgarmonik davom qiladi.

Psevdoqgavariq sohalar. Psevdogavariq sohalar plyurisubgarmonik
funksiyalar bilan bevosita bogliqdir.

1.2-ta’rif: D C C" soha psevdoqavariq soha deyiladi, agar u sohada
plyurisubgarmonik u(z) funksiya topilib, z — 0D da u(z) — 400 bo‘lsa.

C dagi har qanday soha psevdoqavariq bo‘ladi. Xaqiqatan, agar

sohamiz c\{& dan  iborat  bo‘lsa, u(z) _ , &= 00

2= ¢
(u<z>:‘z

€ = oo) funksiya z— 0D da u(z) — +00  shartni
ganoatlantiradi.

Umuman olganda D C C bo'lsa,

1

bo‘ladi.
n > 1 bo‘lganda yuqoridagi fikr o‘rinli bo‘lmaydi.



D:{ze(C”:r<‘z‘<R}
soha n > 1 da psevdogavariq bo‘lmaydi.

Endi psevdoqavariq sohalarning ba’zi xossalarini keltiramiz.

1°. D c C"- soha psevdoqavariq soha bo‘lishi uchun u xar bir
chegaraviy nuqtada psevdoqavariq bo‘lishi zarur va yetarli.

2°. D C C" soxa psevdogavariq soha bo‘lishi uchun —Iné (z, 8D)
funksiya D da plyurisubgarmonik bo‘lishi zarur va yetarli.

Endi psevdoqavariq sohaga berilgan ta’rifga ekvivalent bo‘lgan ta’rifni
keltiramiz. u(z) funksiya D C C"- sohaning aniqlovchi funksiyasi deyiladi,
agar quyidagi shartlar bajarilsa:

1) u(z) funksiya 0D chegaraning biror Q) atrofida C* sinfga tegishli
va DﬂQ:{zEQ:u<z><O}.

2) V_u = 0, barcha z € 0D lar uchun.

1.3-ta’rif: Chegarasi C® sinfga tegishli bo‘lgan D C C" soha
psevdoqavariq soha deyiladi, agar u

Hz<u,w) >0, Vze oD, we T;(@D)
shartni qanoatlatiruvchi u(z) aniqlovchi funksiyaga ega bo‘lsa.

1.4-ta’rif: Chegarasi C* sinfga tegishli bo‘lgan chegaralangan D C C”"
soha qa’tiy psevdoqgavariq soxa deyiladi, agar u

Hz<u,w) >0, Vze€ 0D, we T;(@D)
shartni qanaotlantiruvchi u(z) aniglovchi funksiyaga ega bo‘lsa.

Psevdoqavariq va qat’iy psevdoqavariq sohalar orasidagi farqglardan
biri qat’iy psevdoqavariq sohaning chegaralanganligidir. Yana bir farqi
gat’iy psevdogavariq sohani {z eD: u(z) < O} ko‘rinishdagi to‘plamlar
bilan qoplash mumkin. Umumiy xolda esa psevdoqavariq sohalarni bunday
to‘plamlar bilan qoplash mumkin emas. Qat’iy psevdoqavariq sohaga misol
qilib, {z e C": ‘z‘ < 1} sohani keltirishimiz mumkin.

D = {(zl,zQ) e C*: ‘31‘ <1,z € (C} soha psevdoqavariq, ammo

gat’iy psevdoqavariq emas.



1.2. Grin funksiyasi va ularning xossalari
Grin  funksiyasi. C" fazoda K C C" kompakt berilgan bo‘lib,
L ={u(z) € Psh(C"): wu(z) <C,+1In(1+ Hz”) }, €, -  konstanta

bo‘lsin. U holda V(z,K) = sup{u(z): w(z) € L, u‘Kg 0} funksiyaga va

uning regulyarlangan funksiyasi V' (z,K) = EV(w, K) ga K kompaktning

w—=z

ekstremal funksiyalari yoki Grin funksiyalari deyiladi.

Grin funksiyalari quyidagi xossalarga ega:

a) V'(2,K) € Psh(C") mavjud bo‘lishligi uchun K ning plyuripolyar
bo‘lmasligi zarur va yetarlidir. K plyuripolyar bo‘lsa, V*(z,K ) = 400
bo‘ladi. Aks holda, V'(z2,K)e L bolib, {ze€C": V(z,K) <V (2K)}
to‘plam plyuripolyardir;

b)  Bernshteyn—Uolsh tengsizligi. Agar P (z) m-darajali polinom
bo‘lsa, u holda

Lin|p, ()| < ~m|B, |, +V(zK), zecC, (1.5)
m m

tengsizlik o‘rinlidir (V(z, K) ning ta’rifidan bevosita kelib chigadi);
v) 1.4-teorema. Ixtiyoriy K C C" kompakt uchun

V(z,m:sup{ In| P HpuKzl} (16)

deg P
tenglik o‘rinlidir. Bunda deg P — polinomning darajasi;

g) agar K kompakt o‘suvchi K ; C K;,, kompaktlarni yig'indisi
shaklida ifodalangan bo‘lsa, K = UK j» u holda j—oo da
j=1

V(%K) 1V (%K) boladi.
Plyuriregulyar nugtalar. Ravshanki, w(z, E,D) funksiyasi uchun
w(z,E,D)|, = —1
bo‘ladi. Ayni paytda, funksiyaning regulyarlanishi bilan hosil bo‘lgan
w (z,E,D) funksiya E to‘plamning ba’zi nuqtalarida —1 ga teng

bo‘lmasdan qolishi mumkin.



Ushbu
w(z,E,D) = —1
tenglikni qanoatlantiruvchi 2 € E nuqta E to‘plamning plyurirequlyar
nuqtasi (D sohaga nisbatan) deyiladi.

Ochiq U C D to‘plamning har bir nuqtasi plyuriregulyar nuqta
bo‘ladi. Agar K C D kompaktning barcha nuqtalari plyuriregulyar bo‘lsa,
K ga plyuriregulyar kompakt deyiladi.

1.5-teorema. Plyuriregulyar kompakt K C D uchun & -o‘lchov
uzluksiz bo‘ladi:

w(z,K,D) = w'(2,K,D) € C(D)
Ma’lumki, D = { p <0 } to‘plamdagi p funksiya D yopiq sohaning

biror GO D  atrofida aniglangan va plyurisubgarmonik funksiyadir.
M > 0 sonini shunday tanlab olamizki, M p‘Kg—l bo‘lsin. U holda
Mp € #U(K,D) bo‘lib, D sohada

w (2, K,D) > M p(z)

bo‘ladi.
Ushbu
w'(z,K,D), agar z € D bo'lsa,
K(z) = \
Mp(z), agar ze€ G\ D bolsa,
funksiya, plyurisubgarmonik funksiyalarning ta’rifiga ko‘ra

plyurisubgarmonik bo‘ladi.
Hagigatan ham, birinchidan, w(z) funksiyasi G sohada yuqoridan

yarim uzluksizz D da u w (2, K,D) ga teng, G\ D da esa u M p(z)

uzluksiz funksiyaga teng bo‘lib, chegaraviy 2 € 9D nuqtalarda
lim w(z) = 0 dir. Endi ixtiyoriy € > 0 olib, ushbu

Z—>Zo

K(2) max{w (z,K,D) — ¢, Mp(z)}, agar z € D bo'lsa,

€r) =
Mp(z), agar ze€ G\ D bolsa,

funksiyasini qaraylik. Bu funksiya D da ikkita Psh funksiyalarning

maksimumi sifatida Psh dir. Ve > 0 wuchun 0 Dning biror atrofida



w_(z) = M p(z) bo‘lib, bundan uning G\ D da ham Psh eckanligi va
natijada  w_(z) € Psh(G)  ekanligi kelib  chigadi. Bundan va

lim w_(z) = w(z) ligidan w(z) € Psh(G) ekanligi ravshan.

e—0

Plyurisubgarmonik funksiyalarning xossasiga ko‘ra D ning biror
atrofi DcD'ccd@ da  plyurisubgarmonik  bo‘lgan  shunday
u,(z) € Psh(D') (N C™(D') monoton ketma — ketlik topiladiki, j — oo da
uj(z) lwz)  (j=123,..) boladi.  Endi € > 0 sonini tayinlab, ushbu

Ulz{ZED: w(z)<—1—|—€},

UQZ{ZED'Z w(z)<€}
ochiq to‘plamlarni qaraymiz. Ravshanki, D C U, va K ning
plyuriregulyarligidan K C U, dir. Bundan tashqari,

U, da: jlirgo u(z) =w(z) < -l+¢,

Uy, da: lim u.(2) =w(z)<e

iseo
bolladi. Bundan wu;(z)  (j=123,..) ketma — ketlikka ikki marta
Xartogs lemmasini qo‘llasak, shunday j, nomer topiladiki, j > j, larda
u(z) <-14+2, zeKCU va ulz)<2, z¢€ D cU,, boladi.
Demak, j > j, larda wu;(z) —2e € #(K,D) va wu,(z)—2e < w (2, K,D)
bo‘lishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, j > j, da u;(z)—2¢e < w (2, K,D) < u2), z€D,
tengsizlikning o‘rinli bo‘lishini topamiz. Bu esa w'(z,K,D) ning
uzluksizligini bildiradi.

Agar polinomial qavariq kompakt K C D plyuriregulyar bo‘lsa, u
holda ixtiyoriy 2’ € K uchun V' (2°,K)=0 dir. Va, aksincha,
V'(2°,K)=0 bolishidan w'(z°,K,D)=—1 bo‘lishligi kelib chiqadi.
Ko‘pincha, V' (2, K) ning bu xossasini plyuriregulyarlik ta’rifi sifatida ham
qabul qilishadi: agar 2° € K nuqta uchun V(z°,K) = 0 bo‘lsa, 2 ga K
kompaktning plyuriregulyar nugtasi deyiladi.



1.6-teorema. Agar K C C" - plyuriregulyar bo‘lsa, u holda
V(z,K) =V (2,K) € Psh(C") N C(C") dir.



II-bob.

C" da m-subgarmonik funksiyalar sinfi

2.1. C" da m-subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari.
Gessianlar. Ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi u € C?(D)

funksiya uchun uning ikkinchi tartibli differensiali
¢, _ 1 —
ddu = azkjujzdzj A dz, (2.1)
J,

(tayinlangan z° nuqtada) Ermit kvadratik formasi bo‘ladi.

Unitar almashtirishlardan keyin u quydagi dioganal formaga
keltiriladi:

ddu = %[)\ldzl Ndz + ...+ Ndz Adz,
Bu yerda A(u),...,\, (v) wu,,-ermit matritsani xos qiymatlari, ya’ni

A= (ALNuN,) € R
dd® operator Monj-Amper operatori deyiladi. Bu yerda

d=0d+0 dczi(a—é)
43

du:8u+5uzz dz +Z _dzk
2107, k=102,

Z%dz Z 8£dzk

=107, k=102,

dv = —
47

(ddcu)n = 0 tenglamaga Monj-Amper tenglamasi deyiladi.
(dd°u)" = dd°u A dd°u A .. A dd‘u

. . 2 2 2 2 2 2
dd@u_faaufl[aer of _;0F 9 af+ﬂ_0

8:62 0y?

= +
2 24| Hr? 8x8y 8y8:c 0y?

Ko‘rish giyin emaski,

(ddeu)" A B =m!(n—m)H, (u)3" (2.2)



Bu yerda H (u) = Z AjsA A — ga A(u) € R" vektorning

" 1<j, <. <j, < A
gessiani deyiladi.
Shunday qilib, 2 marta silliq u» funksiya uchun (ddcu)m A BT
1<m <n operator \ = ()\1,)\2,...,)\n> vektorning gessiani bilan bog‘liq
ekan.

Musbat gessianlar. Berilgan A (/11 Agyenns )eR uchun
H,(A)= D A.4..4 (2.3)

1</, i S
Endi biz Hm(),) >0 bo‘ladigan A eR" vektorlar bilan qiziqamiz va

shunday vektorlarni birlashtiramiz, yami S, ={1eR", H (/”t) >0}, m>1 da

bu to‘plam qavariq konusni hosil gilmaydi, yani A,A"e€S, -ekanligidan

A'+A"eS, ekanligi kelib chigmaydi. Shuning uchun bu to‘plamni

toraytiramiz, yani Ae€S§, vektorlar uchun shunday I', =§, to‘plamni

olamizki, {A+# =(A +¢,...4,+1,),teR.}cS,  boladi. Unda T, ning

ko‘rinishi ', ={H,(1)>0,...,H,(A)>0} bo‘ladi. Undan tashqari I, to‘plam

(LL...1) vektorni o‘z ichiga oluvchi S, to‘plamni S, ={AeR":H, (1)>0}

ochiq yadrosining  bog‘lamli komponentasini yopigi bilan ustma-ust

tushadi.

I’ quyidagt rossalarga ega:

)I,cl', ,c..cI', T, ={4,20,..4, 20} =R"

2) T, qavariq konusdan iborat, yami agar A,uel’, bo‘lsa, u holda

Va,beR" uchun aA+buel’, orinli

3) {H”m (A).A€ Fm} o‘suvchi va botiq konusdan iborat, ya’ni

HL (1)< HL" (2)+ 2 (=4 )

H!"(A)VA,uel
- ox, (2)¥2.peT,

2.1-ta’rif. Ikki marta silliq u € 02<D> funksiya (bu yerda D c C")
2% € D nugtada m — sh, (1 < m < n) deyiladi, agar (uj,;) |,_,o matrissani
A(u) = ()\1<u>,... A (u)) xos qiymatlari I' ~ ga tegishli bo‘lsa yoki

A 1)
A

dd‘u € T';, bo‘lsa.



Boshqacha aytganda u € C? (D) funksiya m —sh, (1 < m < n)

A
deyiladi, agar dd“u € I';, bo‘lsa yoki unga quyidagi tengsizlik teng kuchli:

k
(ddcu) AB"F >0V Ek=12..m (2.4)
(2.4) ga quyidagi tengsizlik ham ekvivalent:
dd* |+ t,dd" |z [ + ... + ,dd° znf) AB" >0V t=(t,.t, ) € RY

Bundan tashqgari quyidagi tasdiq ham o‘rinli:

dduNoy N ANag_ AB"™ >0
A (2.5)
Va,.,aq €ln,1<k<Im

Bu tasdiq ikki xil harakterga ega: agar u ikki marta silliq bo‘lib,
A
a,...,o, | € I'm uchun (2.5) shartni ganoatlantirsa, u holda u m — sh

bo‘ladi. w funksiyani m — sh ligini tekshirish uchun (2.5) da faqat
o, = ddcuj , Uj € C? (D), j=12,....m—1 differensial formani
chegaralangan bo‘lishi yoki m — sh ko‘phad bo‘lishi yetarli.
Bu esa bizga L}O . funksiyalar sinfida m — sh funksiyalarni aniglashga
yordam beradi.
2.2-ta’rif. u € L}O . (D) funksiyva D C C" sohada m — sh deyiladi, agar
u yuqoridan yarim uzluksiz va ixtiyoriy silliq v,,...,v,, ; m — sh funksiyalar
uchun dd“u A dd“v; A...ANddv, |, A B"™ oqim
ddu A dd A A ddv, A BT (w) = 26
[wddoo, Anddv, | A BTN ddw, w e PO '
musbat aniglangan bo‘lsa.
Biz bilamizki, ( D, p) — finit differensial formalar fazosidagi chiziqgli,
uzluksiz T funksional (kompleks giymatli)
FPr = Fp’p<D> = {w ep’p<D> ﬂC“(D) : suppw CC D }
(n —p,n — p) = (q,q) bidarajali ogim deyilar edi.



m — sh funksiyalarning xossalari:
1) u € C? (D) funksiya m —sh , (1 < m < n)bo‘ladi, faqat va fagat

A\
shu holdaki, qachonki dd‘u € T' ¥z° € D bo‘lsa.

2) agar u € m — sh(D) bo‘lsa, u holda uj<z> = u * Kj<z — w)
standart approksimatsiya (o‘rama) ham m — sh bo‘ladi, (j — oo da wu il
bo‘ladi)

3) agar wu,v € m—sh bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a,b >0 uchun
au + bve m — sh(D). au + bve m — sh(D) = A(u),A(v) el ab>0
ekanligidan aA(u) + bA(v) el = au+bvem— sh(D) bo‘lishi  kelib
chiqadi.

4) psh =n—sh C ... C1—sh = sh

5) agar fy<t>— t € R parametrning o‘suvchi botiq funksiyasi va
u € m — sh bo‘lsa, u holda v ou € m — sh bo‘ladi.

6) tekis yaqginlashuvchi yoki kamayuvchi m — sh funksiyalarning
limiti yana m — sh bo‘ladi.

7) chekli sondagi m —sh funksiyalarning maksimumi m — sh
funksiyadan iborat bo‘ladi; ixtiyoriy lokal tekis chegaralangan

{ue} C m —sh  m-subgarmonik  funksiyalar  oilasining supremumi
u(z) = {sgp U, (z)} regulyarizatsiyasi  u * (z) ham m —sh bo‘ladi.

m — sh C sh ekanligidan {u(z) <u* (z)} —toplam C" =~ R?*" da polyar
toplam bo‘ladi. Qisqacha aytganda uning Lebeg o‘lchovi nolga teng.
Ixtiyoriy lokal tekis chegaralangan {u j} C m — sh funksiyalar ketma-

ketligining limiti u(z) = E u; (z) regulyarizatsiyasi u * (z) ham m — sh
j—00

va {u(z) <u* (z)} —polyar to‘plam bo‘ladi.

8) agar u € m —sh bo‘lsa, u holda ixtiyorty P C C" kompleks
gipertekislik uchun w |p€ sh,_, bo‘ladi.

Haqigatdan, gessianning 4-xossasidan foydalanib, A,u €I~ vector

uchun



a m — m
Sy 2, ()2 mB () V()
J

p=(0,.,0,1) deb oladigan bo‘lsak, %Hm()\):}]m_l(')\)zo. Bu

n

shuni  anglatadiki, agar A =(X,...A,_;A,) €L, bolsa, u holda
‘A= (AssA, ;) €T, boladi. Endi wem-—sh(D) va PcCC"
gipertekislik bo‘lsin. Umumiylikka zid ish gilmagan holda biz u € C*(D),
P= {zn = O} deb faraz qilamiz va u|p= u('z,O) € sh,  ekanini
isbotlaymiz. X\ = ()\1,...,)\”> —-U = (ujg) .k =12,...)n  matrisani x0s
: : o B _ (N g _
giymatlari bo‘lsin. pu = (:“17"'7:%—1) esa 'U = (ujk) , 5 k=12....n—1
matrisani xos qiymatlari bo‘lsin. Unitar almashtirishlardan keyin

(tayinlangan ('ZO,O) € Dnuqgtada) U quyidagi ko‘rinishga keladi:

w0 0 u -
il

o M n—1n

uni uné unn—l un;

u(z) € m —sh ekan, u holda (ixtiyoriy tayinlangan ¢ € R_ parametr

uchun) ut<z> = u( )-I—t‘z ‘2 € m — sh bo‘ladi.

Natijada A( ) ( ) vektor yuqorida isbotlanganiga ko‘ra
'A(t) = ()\ A, t)) . Boshga tomondan A( ) quyidagi
A — e 0 ulg
0 0 o A—=p, 4 u -
uni uné ’un; A—1t— un;

Tenglamaning ildizi. Yana almashtirishlar bajarsak,



u -
A—py O 0 —n
t
_ =0
0 0 N\ — lun—l n;ln
A — un;
uni uné unm —t —1

t — o0 da )\j<t>—>,uj, 'A(t)efm_l ekan, u holda I' , ning

yopiqligidan pel', | yamni wulp= u('z,O) € m — shekanligi  kelib
chiqgadi.8-xossa isbotlandi.

Quyidagi integral formula m — sh funksiyalar uchun
k
(ddcu) AB™ K =12,..,m

operatorni baholashda muhim ahamiyat kasb etadi:

Agar u(z)— B = {‘z‘ < 1} sharda ikki marta silliq m — sh funksiya
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 7 <1 uchun
[t [ (ddou) np*<(M—m) [ (ddu) " Aptt (@27)
0 Jef < f <r

Buyerda 1<k <m,M = sgpu(z),m = igfu(z)

Bu integral formulani ixtiyoriy 1 < k < n uchun k& marta tadbiq

qilsak,

fﬁ”— (M —m) (2.8)

ko‘rinishda bo‘ladi. bu yerda C = Vol(B)
Tayinlangan 0 <7 <1 uchun (2.8) ning chap qismini quyidan

baholashimiz mumkin:



fdtlfdtQ...fdtk | (ddcu)k/\ﬂ"_kz
0 3

’ 0 |z|2 <ty
1 1 -
> fdtltfdtQ...tkf i [ () gt =
r r r |z|2 <r
k
A e
o <

Natijada, ixtiyoriy r < 0 uchun

f (ddcu)k AR <

2
[ <

C(M—m) k!

—

‘ 1<k<m (2.9)
r

(2.8) baholash bizga tekis chegaralangan m — sh funksiyalar sinfida lokal

k
tekis chegaralangan (ddcu) A B"7™ oqimni beradi.



2.2. m-subgarmonik funksiyalar sinfida Grin funksiyasi
va ularning xossalari
C" fazoda yuqoridan chegaralangan ( psh) plyurisubgarmonik
funksiyalar =~ mavjud emas, konstantadan farqli. Buning uchun

plyuripotensiallar nazariyasida Grin funksiyasini aniqlashda quyidagi
L= {u(z) c psh((C”) : u(z) <c, + lnﬂz‘}
sinfdan foydalaniladi. (Y. Sichak[1], V.P.Zaxaryuta[2], A. Sadullaev[3]).
Vox (z,E) Grin funksiyasi L sinf va (ddcu )n Monj-Amper operatori
yordamida aniglanadi. ln‘z‘ funksiya (ddcu)n =6, (bunda ¢, — Dirak
o

merasi, =1, suppd, = {0}) Monj-Amper tenglamasining fundamental

yechimi bo‘ladi; bu Grin funksiyalarini o‘rganishda muxim axamiyat kasb
etadi.

Plyurisubgarmonik  funksiyalardan farqli oflaroq m —sh((C”)
funksiyalar  sinfida yuqoridan chegaralangan funksiyalar mavjud:
(dd%tyn/\ﬁn_”ﬂ (bunda 8 = dd°

1
k%@)Z—E@m;§7

2 . .
z‘ ) operator uchun gessianlarda uning

L<m<n, (dd%,) A" =8 (q [4)

fundamental yechimi m —subgarmonik funksiyadan iborat bo‘ladi va
manfiy.

k. (z) funksiya ham m — sh funksiyalar sinfini yadrosi deyiladi.
m — sh((C”) funksiyalar sinfida Grin funksiyasi subgarmonik va
plyurisubgarmonik funksiyalarda aniglangan kabi
L = {u(z) eEm — sh((C”) : u(z) < O} sinf yordamida aniglanadi.

E c C" —ixtiyoriy to‘plam va L (E) = {u cL :u|,< —1} bo‘lsin:
Vm<z,E> = {u(z) tu € Lm<E>} deb  olamiz. U xolda V;(Z,E)
regulyarizatsiyaga F to‘plamning Grinning m — funksiyasi deyiladi.

L sinf va E C C" to'plamning Grin funksiya quyidagi xossalarni

ganoatlantiradi.



a) V;(z,E) €L ;

Bizga ma’lumki (q.[3],[4]), Agar shunday ué€ m — sh((C”) va
u Z —oo funksiya mavjud bo‘lsaki, u [,= —oo; tenglik bajarilsa, £ C C"
to‘'plam m — polyar to‘plam deyiladi. Agar shunday v € L va u & —o0
funksiya mavjud bo‘lsaki, u |,= —oo; tenglik bajarilsa, u L _—polyar
to‘plam deyiladi.

b) m —polyar to‘plam L —polyar bo‘ladi.

O‘z navbatida, £ Cc C" to‘plam m —polyar to‘plam bo‘lsin, ya’ni
shunday u € m — sh((C”) funksiya mavjudki, v =2 —oo, lekin u [,= —oc.

HUHBR = rr}%xu@) = M,, deb olamiz, bunda B, = {‘z‘ < R} —shar.
Umumiylikka xilof gilmagan xolda E C B, va M; = 0 deb faraz qilishimiz

1

yadrodan
&

mumkin. So‘ngra 1 < m < n deb xisoblab k (z) = —

foydalanamiz (m =mn da talab qilingan tasdiq plyuripotensiallar
nazariyasida isbotlangan). A >0 o‘zgarmasni shunday tanlaymizki,

K, (z) = Ak (z) ko‘paytma HKA < —1 shartni qanoatlantirsin.

Bl
| %, HBj = 6, deb olamiz. U holda z € 0B, da K,(z) =6, teng bo'ladi va

shuning uchun

ulz)— M,
Uj(Z); max <j?—]\4jj6j, KA<Z> agar Zij

KA<Z> agar Z§ZBJ.

(2.10)

Funksiya istalgan j € N. uchun L _ sinfga tegishli bo‘lishini oson tekshirish
mumkKkin.

Quyidagi yig‘indini qaraymiz.

v<z>:Z'v2k<z>. (2.11)

k=1
Tekshirish mumkinki: 1) v(z) cL.; 2) {v(z) = —oo} = {u(z) = —oo};
xususan, v [p= —oo. 3) v funksiya —oo ga aynan teng emas, bu yerdan F

to‘plamning L —polyarligi kelib chiqadi.



V) VT;(z,E) funksiya yoki xech qayerda = 0, V;(z,E) <0, yoki
V;(Z,E) = 0. Oxirgi tenglik faqat va faqat F  to‘plam m —polyar
bo‘lgandagina bajariladi.

O‘z navbatida, agar bitta nuqtada V;(Z,E ) = 0 bo‘lsa, maksimum
prinsipiga ko‘ra aynan nolga teng bo‘ladi. Agar V;(Z,E) =0 bo‘lsa, u
holda shunday z° € C" mavjudki Vm(zO,E) — 0 oinli bo'ladi, chunki

V. (z,E ) <V (z,E ) to‘plam m —polyar to‘plamni ifodalaydi. Binobarin

xar bir j € N uchun u; € Lm<E> ; uj(zo) > —% funksiya mavjud. U
2

M

xolda u(z) = uj<z> yighindi v € L_, u(zo) > —1, u|,=0 xossani

1

j
qanoatlantiradi. Biz E —to‘plamni L C m — sh((C”) sinfdan olingan biror
funksiyaning  singulyar to‘plami ekanini isbotladik, yami F to‘plam
L. —polyar to‘plamdir. Teskarisi agar E to‘plam m —polyar to‘plamni
ifodalasa, u holda a) xossaga kora u L —polyar bo‘ladi:

E C{u(z)z —oo},u €L, . U xolda u, :MELm<E>, va demak,
J

barcha u(z) = —oo uchun V,_ (z,E) = 0 bo‘ladi. Bu yerdan VT: (z,E) =0
kelib chigadi.

g) VT: (z,E) funksiya E dan tashqgarida maksimal funksiyani
ifodalaydi, yami C"\E da (dd“V, )m AB"™™ =0 (bu m~—sh
funksiyalarning umumiy nazariyasidan kelib chiqadi).

d) (uch sfera haqidagi teorema). uwel, va

ul|, = maxu(z)= M, <0 bo‘lsin, bu yerda S, =1{|z| = R} —sfera. U
Sk Sp R

holda istalgan 0 < r < p < R < oo radiuslar uchun
Np =N, <MR—Mp
Np,—N =~ M,—-M,

tengsizlik o‘rinli, bunda

(2.12)

My = |ul, Np = [Knuls,» Knlz) =~



Xagigatan, ushbu funksiyani qaraymiz

()= LMy,

bu yerda B = (MR — MT> / (NR — N ) o‘zgarmasni shunday tanlaymizki

r

ushbu HUHB < N, tengsizlik bajarilsin. Bunday tanlovda B, \ B,

1

W funksiya bilan

chegarada berilgan u(z) funksiya km<z> = —

mojorontlanadi va bundan v(z) < km<z> Vz € B \Br kelib chiqadi. Bu

yerdan (2.12) munosabat ham kelib chiqadi.
(2.12) tengsizlik odatda w € L funksiyani tekis baxolash uchun
ishlatiladi, uning o'ng gismini M, = 0 deb olish hisobidan kattalashtirib,
quyidagi
Np =N, _ M,
N,—-N — M

tengsizlikni  hosil qilamiz, bu tengsizlik r =1 R — oo bo‘lganda

Y
r

m

Mp < (—M1>Np tengsizlikni beradi, ya'ni u(z) < (—Hu

B ) -k (z) o‘rinli.



2.3. Grin funksiyaning m-regulyar va m-psevdoqavariq
to‘plamlardagi xossalari.

K Cc C" kompakt 2’ € K nuqtada m —regulyar deyiladi, agar
V;L (zO,K ) = —1 Dbo‘lsa; agar K  to‘plamning istalgan nuqtasi
m —regulyarlik nuqtasi bo‘lsa, ya’ni VT: (z,K ) k= —1 bo‘lsa m —regulyar
kompakt deyiladi.

Ushbu VT: (z,K ) < Vfk (z,K ) munosabatdan, agar K  klassik
potensiallar nazariyasidagi ma’noda, ya'ni subgarmonik funksiyalar sinfiga
nisbatan regulyar bo‘lsa, u holda u m —regulyar kompaktni ifodalaydi.

Quyidagi teorema o‘rinli.

2.1-teorema. Agar K C C" — m —regulyar kompakt bo‘lsa, u holda
v (z,K ) Grin  funksiyasi C" da uzluksiz  funksiya  bo‘ladi,

v, (zK)ec(c).

Isbot. Approksimatsiya haqidagi teoremaga ko‘ra (q.[3]) shunday
Uy, (z) clL NC® ((C”) funksiyalar ketma-ketligi mavjudki
Uy, (z) v (z,K) bo‘ladi. Xartogs lemmasiga ko‘ra esa har qanday & > 0

uchun shunday £k, > 0 son topilib, u, ‘ < € orinli bo‘ladi. Bu yerdan
0

ko‘rinadiki w, —e €L, (K). Shunday qilib, wy —e<V, (%K) < w,
tengsizlikka ega bo‘lamiz, binobarin uk<z> ketma —ketlik Vm<z,K ) ga C"
da tekis yaqinlashadi. wu, (z) e O™ ((C”) ekanligidan, V| (z,K) € C((C”)
kelib chigadi. Teorema isbot bo‘ld:.

VT: (z,K ) Grin  funksiyasi  berilgan K C C"  kompaktning
m — psevdoqavariq qobig‘ini tadqiq qilishda qulay vosita xisoblanadi.
m —psevdoqavariq  kompaktlar ~va  sohalar nochizigli differensial
tenglamalar nazariyasi va m —subgarmonik funksiyalar nazariyasida
muhim rol o‘ynaydi. m —psevdoqavariq silliq sohalar tushunchasi turli
usullar bilan kiritiladi, geometrik jixatdan chegaraviy nuqtalarda urinma

kompleks vektorlar yordamida (q. [7],[8]), va m —subgarmonik funksiyalar

yordamida kiritiladi (q.[4],[5],[6].)



2.3-ta’rif. K C C" komplakt uchun

}%m = {z e C": u(z) < HuHK Yu € m — sh((C”)}

to‘plam K kompaktning m — psevdogavariq qobigc deyiladi. Agar
K=K bo‘lsa, K kompkt m — psevdogavariq deyilad;.

Tushunarliki, ﬁ'm to'plam C" da kompaktni ifodalaydi va
ﬁ'n D ﬁ'n_l D...D 1%1 D K, shu bilan birga ﬁ'n to‘plam K ning polinomial
qgavariq qobig‘i bilan ustma-ust tushadi, }%1 — esa C"\ K ochiq
to‘plamning chegaralanmagan bog‘lamli kompanentalarining to‘ldiruvchisi
bilan ustma-ust tushadi.

2.2-teorema. Istalgan K C C" kompakt uchun uning K qobig‘i
{Vm (z,K ) = —1} to‘plam bilan ustma-ust tushadi,
K= {Vm (z,K ) = —1}. Bundan tashqgari Grin funksiyasi uchun
V:L (z,K) = V;L (z,ﬁ') ayniyat o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Agar Vm(zo,K) > —1 bo‘lsa, u xolda Vm<z,K> funksiyaning
tarifidan, we L : ul,<—1, u(zo) > —1 funksivani mavjudligi kelib
chiqadi. Bu yerdan , 2° ¢ K va

K c{v,(sK)=-1}. (2.13)

Aksincha, biror u € m — sh((C”) funksiya uchun u(zo) > Hu

K?
2" € C" bo'lsin. Yetarlicha katta R >0 radiusli By shar olamizki,

B, O K U{zo} bo‘lsin. &k (x) yadroga va u(m) funksiyaga maksimum

m
prinsipini qo‘llab, 15l < %l = %0 HBR <0 va
H’LLHK < H’LLHR = HuHBR < 0 tengsizliklarni olamiz.
oo L) b ke
Y PO [0 s (1 P K
funksiya v |,< -1, v \BRg Nllzm i ghartlarni qanoatlantiradi. Binobarin
m K

w(z) = max{v<z>, km<z> } € L, , shu bilan birga w(z) <-1, Vze K.

Lekin,



SR OO L0 N 1 T
)2 ()= |1 e R e

tengsizlik V (zO,K ) > —1 ekanini ko‘rsatadi, ya'ni
Ko{v, (sK)=-1}. (2.14)
(2.14) munosabat (2.13) bilan birgalikda K = {Vm (z,K) = —1} ni beradi.
Bu isbotlangan tenglikdan V, (2,K) =V, (2,K) tenglik kelib chiqadi

va bu tenglikning ikkala tomonidan regulyarizatsiya olgandan keyin

V:L (z,K) =V (z,ﬁ') tenglikni hosil qilamiz. Teorema isbotlandi.

m



Xulosa.

Keyingi  vaqtlarda  subgarmonik  funksiya  plyurisubgarmonik
funksiyalar orasida turuvchi m- subgarmonik funksiyasi tushunchasi bizga
A.Sadullayev va B.Abdullayev ishlaridan yaxshi tanish.

Ushbu bitiruv malakaviy ishida m-subgarmonik funksiyalar sinfida
Grin funksiyasi va uning xossalari o‘rganilishga bag‘ishhlangan. Bitiruv
malakaviy ishi kirish, 2 ta bob, asosiy foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatidan
iborat tarzda tayyorlanib, subgarmonik va plyurisubgarmonik funksiyalar
va ularning xossalari, Grin funksiyasi va ularning xossalari hamda m-
subgarmonik funksiyalar sinfida Grin funksiyasi va uning m-regulyar va

m-psevdoqavariq to‘plamlardagi xossalari batafsil o‘rganildi.
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