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KIRISH

Kompleks o’zgaruvchili funksiyalarning geometrik
nazariyasida analitik funksiyalarning qiymatlari taqgsimotini
organish muhim ahamiyat kasb etadi. O’tgan asrning boshlarida
yaratilgan mazkur Nevanlinna nazariyasi mashhur Pikar
teoremalari bilan boshlanadi. Ma’lumki Pikar teoremasi kompleks
analizdagi fundamental natijalardan biri bo’lib, Dinamik sistemalar
va konform akslantirishlar bilan bo’gliq bo’llgan ko’pgina

masalalarda tadbiq etiladi. Aslida f(z) analitik funksiyalar uchun
f(z) = a tenglikni ganoatlantiruvchi nuqtalari to’plamiga

funksiyaning a nuqtalari deyiladi. Aniqglanishicha butun

funksiyalar uchun ham f(z) = a tenglama yechimga ega bo’lmay

golishi mumkin ekan. Bunday nuqtalar soni gancha bo’lishiga
Pikar teoremasi javob beradi va unga ko’ra Butun funksiyalar
uchun bitta meromorf funksiyalar uchun esa ikkita bo’lishi
mumkKkin.

Ushbu Dbitiruv malakaviy ishi butun va meromorf
funksiyalarning qiymatlari haqidagi Pikar teoremasini o’rganishga
bag’ishlangan. Shuningdek anlitik funksiyalarning normal oilasi
tushunchalari va ular bilan bog’liq masalalarga bag’ishlangan.

Ushbu bitiruv malakaviy ishi uch bobdan va o’n bitta
bo’limdan tashkil topgan bo’lib, Dbirinchi bobi tayanch
tushunchalar, butun va meromorf funksiyalar ularning xossalari
o’rganiladi. Ikkinchi bobi Pikarning kichik teoremasi va Shvartsning
modulyar funksiyalarini o’rganiladi. Pikar teoremasini isbotlash
jarayonida Shvarts tomonidan kiritilgan modulyar funksiyalar
xossalaridan foydalaniladi. Modulyar funksiyalar birlik doiradan

tashqariga analitik davom etmaydigan analitik funksiyalar bo’lib,
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bir qator xossalarga egadir. Mazkur xossalar II-bobning 3-bo’limida
yoritiladi. Shuningdek ushbu bobda Riman-Shvartsning simmetriya
prinsipi isbot qgilinadi.

Uchinchi bobda analitik funksiyalar normal oilasi va
Pikarning katta teoremasi o’rganishga bag’ishlanadi. Ushbu bobda
analitik funksiyalar uchun kompaktlik prinsipi hisoblanga Montel
teoremasi bilan boshlanadi. Mazkur bobning 2-bo’limi analitik
funksiyalar to’plamining normalligi tushunchalari va normallik
kriteriyalari keltiriladi. Uchinchi bobning 3- bo’limida Pikarning

katta teoremasi tahlil qilingan.



I BOB. BUTUN VA MEROMORF FUNKSIYALAR.
1.1. Golomorf funksiyalar va ularning sodda xossalari.

M c C to’plam berilgan bo’llsin. M to’plamda z, nuqtani olib
unga shunday Az orttirma beraylikki, z,+AzeM bollsin. Natijada
M da aniqlangan W = f(z) funksiya ham z, nuqtada

AW =M (zy) = [ (2, + A2)~ [ (2,)

orttirmaga ega bo’ladi.

Ta’rif 1.1.1. Agar Az —>0 da % nisbatning limiti

Az—0 Az Az—0 Az

mavjud va chekli bo’lsa, bu limit kompleks o’zgaruvchili f(z)
funksiyaning z, nuqtadagi hosilasi deb ataladi va f'(z,) kabi
belgilanadi:

' T f(Zo+AZ)_f(Zo)
f(ZO)_gEo Az )

Ta’rif 1.1.2. Agar f(z) funksiya z,eM nuqta f'(z,) hosilaga
ega bo’lsa, funksiya z, nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.
Agar f(z) funksiya M to’plamning har bir nuqtasida

differensiallanuvchi bollsa, M to’plamda differensiallanuvchi
deyiladi.
Aytaylik, f(z) funksiya z, nuqtada f'(z,) hosilaga ega

bo’lsin. Unda,

M)
lim === 1(z,)

bo’lib,



Af(zy) = f'(z))Az +a(zy,A2) - Az
bo’ladi.Bu yerda Az — 0 da a(z,,Az) ham nolga intiladi:
a(zO,Az)—>0

Ta’rif 1.1.3 Agar haqiqiy o’zgaruvchili u(x,y)va v(x,y)
funksiyalar (x,,y,) nuqtada ((xo, yo)eRz) differensiallanuvchi bo’lsa,
f(z) funksiya z, nuqtada haqiqiy analiz ma’nosida (qisqacha R’
ma’noda) differensiallanuvchi deyiladi.

Teorema.l.1.1. f(z) funksiyaning z, nuqtada f'(z,) hosilaga
ega bo’lishi uchun

1) f(z) ning <z, nuqtada haqiqiy analiz ma’nosida
differensiallanuvchi bo’lishi va

2) ushbu

8u:8v’ 8u:_6v (1.1.1)
ox Oy

Koshi-Riman shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.

Kompleks analizda hosilaga ega bollgan funksiyalar C-
differensiallanuvchi funksiyalar deyiladi.

Faraz qilaylik, W = f(z) funksiya biror DcC sohada berilgan
bo’lsin.

Ta’rif 1.1.4. Agar f(z) funksiya :z,€D nuqtaning biror
U(zy,6)c D atrofida C-differentsiyalanuvchi bo’lsa, f(z) nuqtada

golomorf (yoki analitik) deb ataladi.
Ta’rif 1.1.5. Agar f(z) funksiya D sohaning har bir nuqtasida

golomorf bo’lsa, funksiya D sohada golomorf deyiladi.

Odatda D sohada golomorf bo’lgan funksiyalar sinfi ¢ (D)
kabi belgilanadi.



Ta’rif 1.1.6 Agar g(z)= f(l] funksiya z=0 nuqtada golomorf
z

bo’lsa, f(z) funksiya « nuqtada golomorf deyiladi.

Ta’rif 1.1.7. Agar f(z) funksiya z, €D nuqtada golomorf bo’lsa,
f(z) funksiya z, nuqtada antigolomorf deyiladi.

Aytaylik, R*> fazodagi Ec R’ sohada F=F(x,y) funksiya berilgan
bo’lib, u shu sohada ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga

O’F(x,y)  9°F(x,y)
ox* oy’

ega bo’lsin.
Ta’rif 1.1.8. Agar E sohaning har bir nuqtasida
0°F 0°F
2 + 2

0 x 0y

=0 (1.1.2)

tenglik bajarilsa, F(x,y) funksiya E sohada gormonik funksiya

deyiladi.
Odatda (1.1.2) Laplas tenglamasi deyiladi va quyidagicha
yoziladi:
AF =0
Bunda
2 2
A=%+%

Laplas operatori uchun

0’ 0’ o .0 o .0 0’
A = 5 + = = 1— —+i—|=4 —
ox~ Oy Oox Oy )\ Ox Oy 0z0z

bo’lishini etiborga olsak, unda (1.1.2) tenglikni quyidagicha yozish

mumkKin:
0°F

=0
0z0zZ




Teorema.l.1.2. DcC sohada golomorf bo’lgan har qanday f(z)

funksiyaning haqiqiy hamda mavhum qgismlari shu sohada gormonik

bo’lad..

Ta’rif 1.1.9. Agar A1—->0 da f{z) funksiyaning integral
yigiindisi y egri chizigning bo’linishiga hamda y, bolakda &,
nuqtaning tanlab olinishiga bog’liq bo'lmagan holda chekli limitga
ega bo’lsa , bu limit f(z) funksiyaning y egri chiziq bo’yicha integrali

deb ataladi va

J.f(z)dz

I4

Kabi belgilanadi . Demalk,

If f(ék)( Zk—l)

e
integralning mavjudligi. Yuqorida keltirilgan ta’rifdan ko’rinadiki,
integral y  egri chiziqgqa hamda unda berilgan f(z) funksiyaga
bog’liqg bo’ladi.
Faraz qilaylik, y =A4B (7/ € C) egri chiziq
z= z(t) = x(t) + iy(t)

ko’rinishda berilgan bo’lsin. Bunda x(z), y(?) funksiyalar [oc,ﬂ]
segmentda aniqlangan, uzluksiz hamda x'(t), y'(t) hosilalarga ega.
(x'z(t)+ y'(t)> O) t parametr ¢ dan B ga qarab o’zgarganda
z=z(t) nuqta A dan B ga qarab y =4B ni chiza boradi.

y egri chizigda f (z)=u(x, y)+ iv(x, y) funksiya aniqlangan va
uzluksiz bo’llsin. [a, 8] segmentni a=t, <t <t, <..<t, = nuqtalar

yordamida n ta bolakka ajratamiz z=(tf) funksiya bu nuqtalarni y

egri chiziq nuqtalariga aylantiradi . ¢, (k:I,n) nuqtalarning y

dagi akslarini



A=z,,z,..,2, =B
deylik, natijada bu nuqtalar yordamida y egri chiziq Vi
bo’laklarga ajraladi , har bir y, da ixtiyoriy &, (£, =¢, +in,)
nuqtani olamiz . Ravshanki ,
& :z(rk) (tkfl <t Stk)

bo’ladi . Endi ushbu

yig'indini qaraymiz . Bu yig’'indida
f(gk) = ”(ékank)"' iv(§k777k)
2y "% = (xk + iyk) _(xk—l +iy ) = (xk ~ X ) + i()’k = Vi ) = Ax, +iAy,

bo’lishini e’tiborga olib quyidagini topamiz:

o= i[”(gkank)+iv(§k’nk)}'(Axk +iAyk) -
k=1 (1.1.3)

i[”(éwnk)mk —v(g“k,nk)Ayk} +i§|:v(§k9nk)Axk +u(§k9nk)Ayk:|

=
Bu tenglikning o’'ng tomonidagi har bir yig'indi u(x,y) va v(x,y)
funksiyalarning I' egri chiziqli integrallari uchun integral
yig’'indilaridir.
Qaralayotgan f (z)=u(x, y)+iv(x, y) funksiya y egri chiziqda
uzluksiz.Binobarin, u(x,y) va v(x,y) funksiyalar ham y da uzluksiz.

Demak bu funksiyalarning y egri chiziq bo’yicha integrallari

mavjud va

giggzn‘,[u(ékank)mk _V(gkﬂnk)Ayk} = Iu(x,y)dx—v(x,y)dy

I4

%iggzn:[v(ékank)mk _”(gkank)Ayk} = IV(XaJ’)dx_“(an’)dy

I4

bo’ladi.



(1.1.3) da 4 —> 0 da limitga o’tib topamiz:

limo = hme 5,{ -z, ) = Iu(x,y)dx —v(x,y)dy + iJ.v(x,y)dx + u(x,y)dy

A—0 A—0
4 4

Bunda esa 4 >0 da o yig’indi chekli limitga ega va

If(z)dz = Iu(x,y)dx—v(x,y)dy +iJv(x,y)dx+u(x,y)dy

y y
bo’lishi kelib chiqadi.

Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.

Teorema.l1.1.3. Agar f(z) funksiya y egri chizigda uzluksiz
bo’lsa, u holda bu fuknsiyaning y egri chiziq bo’yicha integrali

mavjud va

If J. xy)dx v(x y)dy+lj (x,y)dx+u(x,y)dy

y
bo’ladi.

Teorema.l.1.4. (Koshi) Agar f(z) funksiya bir bog’lamli D
sohada (D = C) golomorf bo’lsa, u holda f(z) funksiyaning D sohada
yotuvchi har qanday sillig, (bo’lakli sillig) G yopiq chizig bo’yicha

integrali nolga teng bo’ladi:

qS f(z)dz=0

Isbot. 1-hol. I"=o0A-uchburchak chegarasi bo’lgan hol. Bu
uchburchakni perimetri R ga teng bo’lsin. Teskarisini faraz qilamiz,

ya’ni teorema shartlari bajarilsinu, lekin

=M >0

56f<z)dz

bo’lsin.
A-uchburchakni, uning tamonlari o’rtalarini birlashtiruvchi to’gri
chiziq kesmalari yordamida 4 ta
A(l)’A(2)’A(3)’A(4)
uchburchaklarga ajratamiz.
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Natijada quyidagi munosabatga kelamiz

j f(z)dz = j F(z2)dz + j f(z)dz + j F(z)dz + j f(z)dz

ont

Ravshanki,

M = < + + +

j f(z)dz j f(z)dz j f(z)dz j f(z)dz

J 1 (2)z

bu tengsizlikning o’'ng tamonidagi qo’shiluvchilardan kamida bittasi

% dan kichik bo’lmaydi, shu uchburchakni A, deb belgilaymiz,

ya’ni

M
[ f(2)dz| > "

0A1

A, - uchburchakning perimetri gga teng.

Endi A,uchburchakka yuqoridagi usul bilan yana 4 ta
APV AP AD A

uchburchaklarga ajratamiz. Bu uchburchaklar orasida shunday A,

uchburchakning perimetri izga teng. Bu jarayonni cheksiz davom
2

ettira boramiz.

Natijada A ,A,,A,,...,A uchburchaklar ketma-ketligi hosil

noter

bo’ladi. Bu uchburchaklar ketma-ketligi uchun:

1) A, 2A, DA, D..DA, D...

2) A, uchburchakning perimetri 2£nga teng va n—»>oda 2i —0;

M
> (1.1.4)

[ 1)z
oA,
3) har bir A, (n=1,2,...) uchburchak uchun bo’ladi.
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1) va 2) tasdiglardan barcha A ,A,,A,....,A,,... uchburchaklarga tegishli
bo’lgan

yagona z,nuqta (z, e D) mavjud bo’lishi kelib chiqgadi.

Shartlarga kora f(z) funksiya z, nuqtada golomorf. Demak,
Ve >0 son olinganda ham shunday 6 =6 (¢)son topiladiki,

‘z — ZO‘ <o
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha z lar uchun
[~ [z
Z—Z

0

) piz)|<e,

ya’ni
[f ()= f(2) = [(z,)(z~ 2,)| < g]z 2,
bo’ladi.
Endi biz bilamizki
[ dz=0, | zdz=0
oA

oA,
va n ning yetarli katta qiymatlarida

Anc{zeC:‘z—zokS}

bo’ladi.
Demak,
[ 1@z =| [ 11 (2) = 1 (z) = ['(z)(z = 2)dz| <
oA, oA,
2
' P P 14
< - - — dz |< -z, ||dz|Fe—=-—=¢"
aLmz) S(z) = (z)(z =2, || dz | siu 5|l dsme s n=ets
(1.1.4) dan
M p2
e 6{) fe)dz| <
bo’lishi kelib chigadi. Demak ,
M<eg-p°.
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Bu tengsizlik M>0 deb qilingan farazga zid. (chunki ¢ -ixtiyoriy
musbat son). Ziddiyatlik bo’lmasligi uchun M =0bo’lishi kerak.

Shunday kilib M =0, ya’ni
j f(2)dz=0
OA

bo’ladi.
2) I'egri chiziq ko’pburchak konturidan iborat bo’lsin: G=R
Ravshanki. Ko’pburchak chekli sondagi uchburchaklarga ajraladi

va

[ f(2)dz

integral esa bu uchburchaklar bo’yicha olingan integralar
yig'indisiga teng bo’ladi. Uchburchaklari bo’yicha olingan
integrallarning har biri 1) holga binoan nolga teng bo’ladi.

Binobarin,

j f(2)dz=0

bo’ladi.
3) I' egri chiziq ixtiyoriy silliq (bo’lakli silliq) yopiq egri chiziq
bollsin. Integralning 6-xossasiga kora D sohaga tegishli bo’lgan

Shunday R kopburchak topiladiki,

<¢ bo’ladi, bunda ¢- ixtiyoriy musbat son 2) holga

[ f()dz~] f(2)dz

binoan

j f(2)dz=0
demak,

<&

| £z

bundan esa
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j f(2)dz=0

bo’lishi kelib chiqadi. Teorema to’liqg isbot bo’ldi.

Natija.1.1.1. Agar f(z) funksiya bir bog’lamli D sohada (DcC)
golomorf bo’lsa, u holda f(z) funksiyaning integrali integrallash egri
chizigiga bog’liq bo’lmaydi, ya’ni boshlang’ich va oxirgi nuqtalari

umumiy hamda D sohada yotuvchi y, va y, egri chiziglar uchun

j f(2)dz = j f(2)dz

bo’ladi.

Koshi teoremasini umumlashtirish. Aytaylik, D (D < C)chegarlangan
bir bog’lamli soha bo’lib, uning chegarasi oD silliq (bo’lakli silliq)
yopiq egri chizigdan iborat bo’lsin.

Teorema.l.1.5. Agar f(z)eoc(D)nC(6D) bo’lsa, u holda

J f(2)dz=0

bo’ladi.

Bu erda oD ni yo’nalishi musbat yo’nalish. D c C soha berilgan
bo’lsin. D soha chegarasi oD ni orientirlangan yo’nalish deb,
shunday yo’nalishga aytiladiki, bu yo’nalish bo’yicha chegarada
harakat qilganda soha har doir chap tomonda qoladi.

Teorema.l.1.6. (Ko’p bog’lamli soha uchun Koshi teoremasi)

Agar f(z) funksiya ko’p bog’lamli D sohada golomorf va D da

uzluksiz bo’lsa, u holda

J f(2)dz=0

bo’ladi.
Bu yerda integral chegarani orientirlangan yo’nalishi bo’yicha

olinadi.
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Golomorf funksiyalarning xossalari

Koshining integral formulasi. Kompleks sonlar tekisligi C da
D sohani qaraylik. Uning chegarasi 0D silliq (bo’lakli silliq )
chizigdan iborat. Bu yopiq egri chiziq musbat yo’nalishda olingan
bo’lsin. Aytaylik, D da f(z) funksiya aniqlangan bo’lsin,

Teorema.l1.1.7. Agar f(z)eV(D)nC(D) bo’lsa, u holda VzeD

nuqta uchun

. If(é)

2l
tenglik o’rinli bo’ladi.
O’ng tomonda f(z) funksiyamizni fagat chegaradagi giymatlar

ishtirok qilyapti. Demak, golomorf funksiya o’zini chegaradagi
qiymatlari bilan to’la aniqlanadi.

Isbot.

(2

Yetarlicha kichik p son uchun U p:{z:‘z'—z‘<p} doirani

qaraymiz (U, € D), u holda D, =D\@sohada /) funksiya 2 ta

E—z

golomorf funksiyaning nisbati sifatida (maxraji nolga teng emas)

golomorfdir (xattoki D_p da ham).

Ko’p bog’lamli soha uchun Koshi teoremasiga ko’ra

Jf(é)dg .

yoki bundan
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f(é)

f(©)
b

endi p >0 da o’ng tomon 27if(z) ga intilsa bas. Shuni ko’rsatamiz.

dgj

f(z) funksiya z nuqtada uzluksiz bo’lganligi uchun Ve >0 songa

kora, 36>0 ni |-z/=p<5 bolganda |f(§)-f(z)<e tengsizlik

bajariladi :
27if (2) - j@dé f()fg_ ff@ ds =
Y (1.1.5)
IMdé
bundan
- | £l [ LEL0 [ Gh

<= [ |ag|==2mp =27 >0
P, = P

p—>0 da (1.1.5) ning chap tomoni nolga intilishi kelib
chiqdi.Oldingi tenglamani chap tomoni p ga bogliq emasligini
hisobga olsak

L f(f) 2 f(f)
/@)= )& 200

ni hosil qilamiz. Shartga ko’ra

@)=L

27i 5 & —
Bu formulaga Koshining integral formulasi deyiladi.
Endi Koshining integral formulasini xususiy holda, chegarasi
aylanadan iborat soha uchun keltiramiz. Kompleks tekislik C da

ushbu D={zeC(C: ‘z — ZO‘ <r,r>0} doirani qaraylik (z, € C). Ravshanki
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bu doiraning chegarsi 8D ={z e C:|z—z,|=r,r >0} aylana

bo’ladi.

Golomorf funksiyaning istalgan tartibli hosilaga ega bo’lishi.
Teorema.1l.1.8. Agar f(z)ev(D)(D cc,)bo’lsa,u holda f(z)

funksiya D da istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’lib ,

S

/@)= I e

ds

bo’ladi.
Bu erday — D sohada yotuvchi (bo’lakli silliq ) yopiq chiziq bo’lib,z
esa ¥ chiziq bilan chegaralangan sohaga tegishli nuqta.

Isbot. Koshining integral formulasiga ko’ra

- L 1),

bo’ladi. z nuqtaga Az orttirma berib, f(z) funksiya orttirmasini

topamiz:

f(+A2)- f(2) = j

f()ds If(éf)

1,6 —z— Az 21y
. S S PRt f(E)dé
2”i'y[f(é)[f—z—Az g—zjdé 27ri-[(§—z—Az)(§_Z)
Unda
f(Z+AAZZ)_f(Z):271zi {(5_2 _fii;(g_z)dg boladi. keyingi tenglikni

quyidagicha yozib olamiz:

fz+Az)- f(2) _ J‘f(ﬁ) L] J‘ S () dé -
Az Cori ) 27Ziy(§—z—Az)(§—z)

j f) _d¢ = I f(&) dé + 1 J Azf (5)dS
z)* 27 19 (& - 2)° 27 i (& —z=-A)& - 2)°
(1.1.6)

2w 1
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Endi ! J Azf(af)

21 (62— a2)(E7)

1 I Azf (&)
2ris (E—z—-Az)(E -2

Agar z nuqtadan y chiziqqacha bo’lgan masofani 2d (d >0) desak,

~d& integralni bohalaymiz. Ravshanki,

bunda

zdg‘JAz\Mj g
T AT e

unda |¢é-z|>d, [E-z—-Az|>d bolib (agarda |Az yetarlicha kichik

bo’lsa.)

1 .[ AZf(é) d ‘< M
27riy(§_z_Az)(g_z)2 2rd’
bo’ladi bu yerda /-y chiziq uzunligi.
Oxirgi tenglikka asosan Az — 0 da (1.1.6) da limitga o’tib bo’lishini
topamiz.
Endi agar f '(z) funksiyani olib uning uchun yuqoridagi

muloxazalarni takrorlasin

tenglik hosil bo’ladi.
Xuddi shu yol bilan 3 chi 4 chi va xakozo tartibdagi

hosilalarni mavjudligi ko’rsatiladi. f (z) funksiyaning n-tartibli

hosilasi uchun formula o’rinli bo’lishi matematik induksiya usuli
yordamida isbotlanadi.

Natija.1.1.2. Agar f(z)ed(D) (DcC,) bolsa, f'(z)ed(D)
bo’ladi.

Natija.1.1.3. Agar f (z) funksiya D sohada boshlangich

funksiyaga ega bo’lsa, u holda f(z) D sohada golomorf bo’ladi.
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1.2. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish.

Teorema.l.2.1. Agar f(z)e (D) (DcC.) bo’lsa, u holda aeD

nuqtada (a nuqta atrofida)
Up(a):{z eC, :‘z — a‘ < p,p> O}c D
Teylor gatoriga yoyiladi:

f(z)= ch(z—a)n :n%::() f”(a)(z_a)n

Isbot. U, (a) ning chegarasini
y=1{zeC,: z—d=p, p> 0} bo’ladi. Avvalo
1 1 1

E-z E-a—(z-a) (é_z)(l_g—aj

deb yozib, so’ng

bo’lishini e’tiborga olib topamiz:

1 ©(z-—a)
é—z_ng‘o(f—aj

bu geometrik qator bo’lib uning mahraji

z—a

(AN

—a
ga teng.

Ravshanki, £ ey uchun quyidagi tengsizlik

|z—a|_|z—a|

E-al  p

=g<l

19
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o’rinli. Demak, (4) gqator yaqinlashuvchi (6) tenglikning har ikki

tomonini
1
S 1¢)

ga ko’paytirib, so’'ng y chiziq bo’yicha integrallab, ushbu

U f@) e Lz fE) (v
2ﬂi£§_zd(s—2m£n§0(§_ay+l( af'ds

tenglikka kelamiz. Yuqoridagi munosabatlardan

) == 5 /(€) (z—aYde (1.2.1)

- 27”-}/”:0(5 _a)n+1

bo’lishi kelib chigadi. Integral ostidagi

2 S .y
;Eo(g—a)”ﬂ( )

gatorning hadlari uchun

‘ﬂ(z—a)n <%qu (n=12,..) (M:max\f(ﬂj
y

(5 _ a)n+1

tengsizlik orinli bo’ladi. Ravshanki, § qu (g<1) qator
n=0 P

yaqinlashuvchi.

Unda Veyershtrass alomatiga ko’ra

2 S .y
;Eo(g—a)”ﬂ( )

funksional qator y tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. Binobarin bu

gatorni hadlab integrallashlash mumkin. Unda (1.2.1) tenglik

ushbu
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_al . [ .
f(§)= Zo{2m'£(§—a)”” df}(z—a) (1.2.2)

ko’rinishga keladi. Yuqorida keltirilgan ma’lum teoremaga ko’ra

(n)
C, 1j§f(§) ag =L@ (1.2.3)

"2 (& - a)™! !

bo’lishini topamiz. Natijada (1.2.2) va (1.2.3) tengliklardan

0

/€)= 57O ap - S, (—ay

bo’llishi kelib chiqadi. Bu esa f(z) funksiyani Teylor qatoriga
yoyilganini bildiradi.

Teorema.1.2.2. (Koshi tengsizligi) Agar f(z) funksiya yopiq
doirada golomorf bo’lib bu doiraning chegarasi y =0d|J p(a) aylanadi
1f(z) <M (M - const) bo’lsa, u holda f(z) funksiya Teylor gatorining
C, koeffitsentlari uchun

IC, < ﬂ (n=0,1,2,...) (1.2.4)
Jo,

tengsizlik o’rinli bo’ladi.
1.3. Butun funksiyalar. Liuvill teoremasi.

Ta’rif 1.3.1. Kompleks tekislikda golomorf bo’lgan
funksiyalarga butun funksiya deyiladi.

Biz ushbu bolimda butun funksiyalarni ba’zi muhim
xossalarini ko’rib chigamiz. Bular orasida nisbatan ko’p
go’llaniladigani Liuvill teoremasi hisoblanadi.

Teorema.1.3.1. (Liuvill) Agar f(z) butun funksiya

chegaralangan bo’lsa, u holda bu funksiya o zgarmas boladi.
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Isbot. Golomorf funksiyaning xossasiga ko'ra f(z) funksiya
|z—alk p doirada z—a ning darajalari boyicha Teylor qgatoriga

yoyiladi.

bunda

1. flz)
C, d
J . £

- 27le( a)n+l
Koshi tengsizligiga binoan |f(z)[<M bo’lgani uchun va f(z)e 3(C)

ekanidan bu tengsizlikda p ni istaganicha katta qilib olish

mumkin. Shuning uchun n=12,3,... bo’lganda lim ano (n=1,23,..)
p—% P

bo’ladi. Ayni paytda Koshi tengsizligining chap tomoni p ga boglliq
emas. Binobarin n=123,.. bollganda C(C,=0 (n=1L23,..) bo’ladi.
Demak, C da f(z)=c, (co = const)

Butun funksiyalar tipi va tartibi. Ushbu

(1.3.1)

~
—

N
S—

I
gk
8

N>-

k=0 ’
darajali qator bilan aniqlangan golomorf funksiyani qaraylik.
Dastavval qatorning yaqginlashish radiusi uchun Koshi-Adamar

formulasini olaylik

R

1

Darajali qator yaqinlashish sohasida golomorf bo’lgan

funksiyani aniqlaydi. Boshqa tomondan ushbu formula koordinata

boshidan f(z) funksiyaning eng yaqin maxsus nuqtasigacha

masofani aniqlaydi. Bundan xulosa sifatida butun kompleks

tekislikda golomorf bo’lgan funksiya uchun
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R=o0: Ek‘ak‘zo
bollishini kelib chiqadi va wushbu kriteriya funksiyani butun
funksiya bollishi uchun lokal shart bo’lishini ko’ramiz. Malumki,
Liuvvil teoremasiga ko’ra o’zgarmas bo’lmagan xar qanday butun
funksiya chegaralanmagan bo’ladi. Bu yerdan funksiyanin cheksiz

uzoqlashgan nuqta atrofida o’zini tutishini o’rganish masalasi kelib

chiqadi:
Aytaylik,
M(r) = max‘f(z)‘
Ma’lumki,

‘ak‘SMgr), r>0, k>0
r

Faraz qilaylik, f(z) funksiya uchun
M(r)<4r! r>r (1.3.2)
shart bajarilsin.
U holda,
lag|<Ar?, r<n

bo’ladi. k>¢g da r—>o da g, =0. Demak,

fz)=>az*

k<0

Shunday qilib, agar (1.3.2) shart bajarilsa, u holda f(z)
ko’phad xususan, ¢=0 da f(z)=a, bolib, Liuvill teoremasi kelib
chiqadi. Demak, f(z) ko’phad bolmasa, M(r) r—>o da r ga

nisbatan tez o’sadi:

lim —-=
r—o© r

Ta’rif 1.3.2. f(z) butun funksiya chekli tartibli deyiladi, agar

shunday p >0 son topilib, barcha r>R uchun

23



M(r) < exp(r“) (1.3.3)
tengsizlik o’rinli bo’lsa. (1.3.3) shartni ganoatlantiradigan sonlar quyi
chegarasi p ga f(z) funksiya tartibi deyiladi.

'—hlth<7’>
p = lim—~
r—x  Inr

(1.3.4)

Agar (3) shart hech qanday chekli u da bajarilmasa, u holda
p=00.
Ta’rif 1.3.3. f(z) funksiya uchun
M(r)< explar®) (1.3.5)
orinli bo’llsa, f(z)chekli tipli deyiladi. (1.3.5) tengsizlikni
ganoatlantiradigan a sonlar ichida quyi chegarasi o ga f (z)

funksiyaning tipi deyiladi.

o= ﬁ lnM(r)
r— rp

Teorema.1.3.2. f(z) funksiyaning tartibi

formula bo’yicha hisoblanadi.
Agar p f(z) funksiyaning tartibi bo’lsa, u holda
1
1 ——
(cep), =limn” #a,|
formula o’rinli.

Bu erda, o - f(z) funksiya tipi.

1.4. Kompleks tekslikda meramorf funksiyalar.
Mittag-Lefler teoremasi
Ma’lumki, z=0o cheksiz uzoqlashgan nuqtani o0’z ichiga

olmaydigan tekislik chekli tekislik deyiladi. Boshqgacha
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aytganda, markazi nol nuqtada joylashgan har qanday chekli R
katta radiusli doiraning ichki nuqtalari to’plamidir. Bunday
tekislikning aksini sferaga tushirilganda shimoliy qutb hisobga
kirmay qoladi, ya’ni to’plamga kirmaydi. Agarda z =00 nuqta ham
tekislikka kiritilsa, u kengaytirilgan tekislik deyilib, uning
aksi sferaning barcha nuqtalaridan iborat bo’ladi.

Ta’rif 1.4.1. Chekli tekislikda qutblardan boshga maxsus
nuqtalarga ega bo’lmagan analitik funksiyani meromorf (yoki
kasr) funksiya deyiladi.

Shu narsaga e’tiborni jalb qilib o’tamizki, har qanday
chegaralangan sohada meromorf funksiya faqat chekli sondagi
qutblarga ega bo’ladi.

Haqiqatan, agar bunday sohada funksiyaning cheksiz ko’p
qutblari mavjud bo’lganda edi, ularning biror a nuqtaga intiluvchi
ketma-ketligi ham mavjud bo’lar edi. Bu a¢ nuqta meromorf
funksiya uchun, qutbdan farqli bo’lgan, yakkalanmagan maxsus
nuqta bo’ladi, chunki qutbning ta’rifiga ko’ra u ajralgan maxsus
nuqta bo’lishi kerak. Meromorf funksiyaning ta’rifiga asosan
bunday bo’lishi mumkin emas. Har bir ratsional funksiya
meromorf funksiyaga misol bo’la oladi. Haqiqatan,

n n—1
poz +.p12 ++pl’l

m m—1
qOZ +qu ++qm

ratsional funksiyaning barcha  kengaytirilgan tekislikdagi
maxsus nuqtalari qutblardan iborat (rn>m bo’lsa, cheksiz
uzoqlashgan nuqtaga n-m -tartibli qutb, »n<m bo’lsa, cheksiz
uzoqlashgan nuqta-qutulib bo’ladigan maxsus nuqta bo’ladi, bu
nuqtada fu-nksiyani kerakli ravishda aniqlab olib, nuqtani to’g’ri

nuqta hisoblashimiz mumkin).
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Teorema.l.4.1. Agar golomorf f(z) funksiya butun

kengaytirilgan tekislikda qutblardan boshqga maxsus nuqtalarga

ega bo’lmasa, u holda f(z)ratsional funksiyadir.
Isbot. Berilgan f(z) funksiya uchun cheksiz uzoqlashgan

nuqta teoremaning shartiga ko’ra fagat qutb bo’lishi mumkin, u

holda cheksiz uzoqlashgan nuqtaning biror |z > R| atrofida f(z)
analitik funksiyadir. |z|<|R| doirada meromorf funksiya ta’rifidan
chiqarilgan xulosaga asosan chekli sondagina qutblar mavjud
bo’lishi mumkin; bu qutblarni z,z,,...,z, orqali belgilaymiz;
bo’larning tartibi mos ravishda pS;....8, bo’lsin. Har bir
qutbning atrofida f(z) funksiyani Loran qatoriga yoyamiz. z;
atrofidagi yoyilma quyidagicha bo’ladi:
g, W
f(Z):(Z——ﬂZJJ-W_F.“_F 2__12 +¢, +cl(f)(z—zj)+ .....

J

Bu yoyilmaning bosh qismini g(z) orqali belgilab olamiz, ya’ni

(/) :
C_ﬂj C—](])

(z2)=7—""——+...+ :
: -2, £TE

Ravshanki, g ; (z) — ratsional funksiyadir.

Endi f(z) funksiyaning Z =00 nuqta atrofidagi Loran
yoyilmasining bosh qismini g(z) orqali belgilaymiz:
g(2)=Az+ Az +...+ 4,7"

(agar f(z) uchun z=o to’g’ri nuqta bo’lsa, g(z) funksiya

tekshirilmaydi, chunki bu holda bosh qism bo’lmaydi). Ushbu
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o) = ()-8~ g,(2)
=

funksiyani tekshiramiz. Bu funksiya barcha chekli

Z#Z j( Jj= l,n) nuqtalarda chekli sondagi analitik funksiyalarning

yig'indisi bo’lgani uchun analitikdir. Bu funksiyaning tuzilishidan

ravshanki, har bir z;, va z=o nuqta ¢(z) uchun qutulib

bo’ladigan maxsus nuqta bo’ladi, chunki uning Loran
yoyilmasidan bosh qism chiqgarib tashlanyapti.

¢(z) funksiyani z;

va z=o nuqtalarda kerakli ravishda
aniqlab olib, kengaytirilgan tekislikda analitik funksiya deb
garashimiz mumkin. Liuvill teoremasiga asosan:

¢ (2) = constt.

Bunga asosan;

) = const +4) -3 2

Demak, f(z)-ratsional funksiya ekan. Shu bilan birga bu

teorema har qanday ratsional funksiyani oddiy kasrlarga yoyish
mumkinligini ham ko’rsatadi;

Endi meromorf f(z) funksiya qutblarining to’plami cheksiz

bo’lgan holni ko’ramiz. Har qanday chegaralangan sohada
meromorf funksiya qutblarining soni chekli ekanligini e’tiborga

olib, f(z) meromorf funksiyaning barcha qutblarini ma’lum

tartibda nomerlab chiqishimiz mumkin. Masalan, f(z) ning

qutblarini  Z; lar orqali belgilasak, bollarni modullari
kamaymaydigan tartibda nomerlashimiz mumkin:

‘21‘ < ‘22‘ <.l S ‘Zj‘ <
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f(z) funksiyaning z; qutbi atrofidagi Loran yoyilmasining bosh

J
qismini, xuddi yuqoridagidek, g;(z) bilan belgilaymiz.

Tekshirilayotgan holda ham meromorf funksiya yoyilmasini hosil
qilish uchun avvalgiday, ya’ni qutblar soni chekli bo’lgan

holdagidek, f(z) funksiyadan barcha g;(z) bosh qismlar
yig’'indisini ayirib, natijada, ayirmada butun funksiya hosil

qilishga wurinib ko’rish mumkin. Lekin bu holda bosh qismlar

to’'plami  cheksiz  bo’lgani uchun > g (2) gatorning

yaqinlashishi to’g’risida, umuman, hech narsa aytib bo’lmaydi.
Lekin hamma vaqt shunday hj(Z) ko’phadlarni tanlab olish

mumkinki, natijada

j=1
qator ixtiyoriy |Z/<R (agar bu doiradan unga tushgan qutblarni

chiqarib tashlansa) doirada tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

Teorema 1.4.2.(Mittag-Leffler) Meromorf f(z) funksiya
uchun z=z; ‘zl‘S‘zz‘S.....S‘zj‘s....nuqtalar qutblardan iborat
bo’lib, bo’larga mos bosh gismlar g; (z) bo’lsin va
(P)( )

p!

ifodalar g;(z) larning z ning darajalari bo’yicha Teylor

B =g 0+ O)z+. 45—

yoyilmalarining qismi bo’lsin. Bu holda, butun sonlarning

. ketma-ketligi va shunday butun funksiya

.....

shunday p; p,...p;
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h(z) mavjud bo’ladiki, bo’lar uchun barcha z#z; nuqtalarda

ushbu

f2) = 1)+ 3[40 = 2] L4

yoyilma o’rinli bo’ladi. (1.4.1) qator f(z) funksiya qutblarani

o’z ichiga olmagan ixtiyoriy chekli ‘Z‘S R doirada absolyut va

tekis yaganlashuvchi bo’ladi.
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II-BOB. MODULYAR FUNKSIYALAR. KICHIK PIKAR
TEOREMASI.

2.1. Konform izomorfizm. Avtomorfizm.

D,;sohani D, ga akslantiruvchi konform akslantirish konform

izomorfizm deyiladi, bunday akslantirishni qanoatlantiruvchi
sohalar izomorf deyiladi. Sohani o0'z-o'ziga akslantiruvchi
izomorfizm avtomorfizm deyiladi.

Konform izomorfizmlar golomorf izomorfizm yoki

avtomorfizmlar deyiladi. D ixtiyoriy soha bolsin. ¢:D — D

avtomorfizmlar toplami bu sohada avtomorfizmlar gruppasini

tashkil qiladi va A(D) bilan belgilanadi. Gruppaviy amal sifatida
©, 0@ (yani ¢, (p(z))) avtomorfizm gabul qilinadi, birlik element
bo’lib, e:z—>z ayniy akslantirish, ® elementga teskari
akslantirish bo’lib, w=¢(z) ga teskari z=¢'(w) akslantirish xizmat
qiladi.

Teorema.2.1.1. Agar f,:D, —» D, biror tayinlangan izomorfizm

bolsa, D, ni D, ga akslantiruvchi barcha izomorfizmlar gruppasi

f=9°t (2.1.1)
formula bilan beriladi, bu yerda ¢ -D,sohaning ixtiyoriy

avtomorfizmi .

Isbot. ¢ - avtomorfizm qanday bo’lmasin, ¢of, D, ni D,ga

konform akslantirish bo’ladi. Boshqa tomondan f :D, —» D,

ixtiyoriy izomorfizm bo’lsin, u holda p=fof, D, nioz-oziga
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o tkazuvchi konform akslantirish, ya’ni D, dagi avtomorfizm bo’ladi,

bundan (2.1.1) kelib chiqadi.

Izoh. D sohani D" ga o'tkazuvchi istalgan f  konform
akslantirish bu sohada F:A(D)—> A(D") avtomorfizmlar

gruppasini izomorfizmini o'rnatadi. Bu
F:p>fopef” (2.1.2)

formula bilan beriladi. Oz navbatida istalgan ¢@eA(D) uchun
¢ — fopo f' akslantirish D" ning avtomorfizmini ifodalaydi, ya’ni
0 e A(D) bo’ladi. Boshga tomondan istalgan 0 e A(D)

akslantirish uchun f'op of=pecA(D) , yani F akslantirish A(D)

ni A(D") ga o'zaro bir giymatli akslantiradi. Bundan tashqari

*

°§02 (fop, o f_l)o(f°¢2°f_l):f°(§01°¢2)°f_1
ya’ni
Fip o0, >¢ 00,

gruppaviy amalni saqlaydi va shunday qilib, garalayotgan

gruppaning izomorfizmini ifodalaydi.

Teorema.2.1.2. Kanonik sohada har qanday avtomorfizm

uning kasr-chiziqli avtomorfizmini ifodolaydi.
Isbot. ¢ - C dagi ixtiyoriy avtomorfizm bo’lsin.

oo nuqtaga z, € C yagona nuqta mavjud, shuning uchun ¢(z)

funksiya C da qutb nuqtadan tashqgari barcha joyda golomorf,

n > 2 tartibli qutb atrofida funksiya bir yaproqli emas, binobarin,
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¢(z) funksiya :, nuqtada 1-tartibli qutbga ega. Funksiyaning qutb
nuqta atrofidagi Loran qatori yoyilmasida bosh qism faqgat chekli

sondagi noldan farqli hadlarga ega bo’lishi va Lyuvill teoremasiga

kora z,2o da ¢(z), o(z) = + B yoki z,=0o da ¢@(z)=A4z+B

0
ko'rinishga ega, shunday qilib, ¢ kasr chiziqli funksiyani
ifodalaydi. ¢ ochiq tekislik bo’lgan hol shunga o'xshash
qaraladi. ¢ -ixtiyoriy U birlik doira avtomorfizmi bo’lsin. ¢(0)=w, bilan

belgilaymiz va U doiraning w, nuqtasini O nuqtaga o tkazuvchi

w—w,

Aw—

l-wyw

kasr chiziqli avtomorfizmni quramiz.f=1-¢ ham U ning
avtomorfizmini ifodalaydi, shu bilan birga f(0)=0. Barcha :evu

uchun [f(z)<1 ligidan f(z) funksiyaga Shvars lemmasini qo'llab,
barcha :eu uchun 1/ (2)| <] ni olamiz.Lekin z=/f"(w)

teskari akslantirish ham bu lemma shartlarini qanoatlantiradi.

Binobarin  vVweU uchun |f"(w|<w buyerdan w=f(z) deb olib
VzelU uchun lzZ/<|f(z)) ni topamiz.Demak, VzeU uchun

\ f (z)\ = \Z\ va Shvars lemmasiga ko'ra f(z)=¢"“z . Lekin bu holda
(pzlfl Of:lfl (ei(xz)

kasr chiziqli akslantirishni ifodalaydi. Kanonik elementlarning

barcha avtomorfizmlarini keltiramiz.

1. ¢ yopiq tekislik:

az+b
,ad —bc # 0
cz+ad T (2.1.3)
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2. C ochiq tekislik:

z—a
w=e — |4 <1, a eR.
l-az

(2.1.4)

Doira avtomorfizm to g’risida batafsil to'xtalamiz. (5) formuladan

ko'rinadiki, u uchta haqiqiy parametrga bog’liq. Bu parametrlarni

tanlab,
Ma)=b, argl'(a)=a (2.1.5)

normallovchi shartlarni qanoatlantiruvchi fagat bitta avtomorfizm
topish mumkinligini ko'rsatamiz, bu yerda «,heU ixtiyoriy berilgan
nuqtalar va a e R ixtiyoriy son. O’z navbatida ,

z—a z—0b

va 2 — UV .2 —

wiz—e' - —
l—-az 1— bz

avtomorfizmlarni quramiz. U holda v(w) = u(z) tenglikdan

aniqlanuvchi A=v'ou avtomorfizm

l—Z_)w l—c_zz (2.1.6)

ni qanoatlantiradi. 1, eQU) - shu shartni qanoatlantiruvchi yana
biror bir avtomorfizm bo’lsin.U holda f=voA,ou" avtomorfizm
f(0)=0, argf'(0)=0 ni gqanoatlantiradi, Shvars lemmasiga ko'ra
fw)=w, yani f=e- ayniy akslantirish bo’ladi. Shunday qilib,

vod ou =e,buyerdan i, =v'ou=21.
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Teorema.2.1.1. Agar D, va D,sohalar birlik doiraga izomorf
bo’lsalar, D, ni D, ga konform akslantirishlar to plami uchta haqiqiy

parametrga bog’lig. Xususan,
S(zo)=w, , arg f'(z,)=0 (2.1.7)

normallangan shartlarni qanoatlantiruvchi faqat va faqat bitta
f:D,—> D, akslantirish mavjud, bunda :z,eD, va w,eD, ixtiyoriy

berilgan nuqta va 0eR —ixtiyoriy son.

Isbot. f,:D,—»>U va f,:D,—>U berilgan sohalarni birlik

doiraga akslantiruvchi konform akslantirish bo’lsin. U holda

fo=1"ef,

D, ni D, konform akslantirishlarga 1- teorema ko'ra bunday

1

akslantirishlar to'plami f=¢-o° f, formula bilan beriladi, bu yerda
@ - D, sohaning ixtiyoriy avtomorfizmi, shu bilan birga A(D,)

uchta haqiqiy parametrga bog’liq.
fiz))=a, agfi(z,)=0 va f,(w,)=b, argf,"(w,)=0,
bo’lsin. (7)-formula bo’yicha
Ma)=b , argA'(a)=a=0+0,-06,

normallangan shartli A birlik doira avtomorfizmini quramiz. U

holda f=f,"oAof D, ni D, ga akslantiruvchi akslantirish

izomorfizm bo’ladi va (2.1.7) shartni qanoatlantiradi. O’z navbatida,

f(zo)=fioMa)=f, " (b)=w,

arg f'(z,) = —arg f,(wy) +arg A(a) +arg f, (zy) =—0, +a + 60, = 6.
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Normalangan izomorfizmning mavjudligi isbotlandi. Xuddi

shunday shartli g:D, - D, izomorfizm mavjud bo’lsin. U holda
p(w,)=w,, arge'(w,)=0 shartli, @=fog™ D, da
avtomorfizm bo'ladi,U da A=f,opo f,' Ab)=b

argA'(h)=0normalangan  shartli avtomorfizm bo’ladi. Yuqoroda

isbotlangani kabi A =e¢, binobaring= f,"' o A0 f, =e shunday qilib,

feg'=eva f=g.

2.2. Simmetriya printsipi

Golomorf funktsiyalarning aniqlanish sohalarini mumkin
qadar kengaytirish va bu kengaytirilgan sohalarda funktsiyalarni
analitik davom ettirishning turlicha usullari mavjud. Sohalarning
simmetrikligidan ham foydalanib funktsiyalarni analitik davom
ettirish mumkin. Bu usul analitik davom ettirish masalasini hal
etishni birmuncha engillashtiradi.

Faraz qilaylik, kompleks tekislikdagi chegaralangan D soha

y egri chiziq yordamida D,va D, sohalarga ajralgan bo’lsin:

l1-rasm

Lemma.2.2.1. Agar f(z) funktsiya D, va D, sohalarning har
birida golomorf bo’lib D, va D, da uzluksiz bo’lsa, u holda f(z)

funktsiya D sohada golomorf bo’ladi.
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Quyidagi

Fe=5 - 15 a (2.2.1)

i 672
Koshi tipidagi integralni qaraylik. Ravshanki, F(z) funktsiya
D sohada golomorf bo’lib,

1 1 1

bo’ladi. Demak,

Fiz j@d5+ j%g (2.2.2)

Agar vze D uchun F(z)= f(z) bo’lsa, unda lemma isbotlanadi,

Aytaylik, z e D, bo’lsin. U holda Koshining integral formulasiga ko’ra

jf(é),g o va jf(é),g .

bo’lib, Vze D, uchun F(z)= f(z) bo’ladi.
SHunga o’xshash, Vv ze D, bo’lganda
1

=y j @dg 0va j @dg f(2)
bo’lib, F(z) = f(z) bo’ladi.

Natijada, f(z) funktsiyaning D sohada uzluksizligini e tiborga
olsak, vVzeD uchun F(z)=f(z) bolishi kelib chiqadi. Demak, f(z)
funktsiya D sohada golomorf

Faraz qilaylik, D, va D, sohalar umumiy nuqtaga ega
bo’lmay, ular uchun y egri chiziq umumiy chegara bo’lsin (1-rasm).
U holda isbotlangan lemmadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija.2.2.1. Aytaylik, f,(z) va f,(z) funktsiyalar mos ravishda

D, va D, da golomorf bo’lib, D, va D, da esa uzuluksiz bo’lsin.

Agar zey da f(z)=f,(z) bo’lsa, u holda
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o 28
funktsiya f,(z) funktsiyaning D, sohadan D UyUD, sohaga analitik
davomi bo’ladi.

Bunday holda, f(z) funktsiya y egri chiziq orqali f(z2)

funktsiyaning D, sohadan D, sohaga analitik davomi deyiladi.
Faraz qilaylik, D (Dc () soha chegarasining biror qismi haqiqiy
o’qdagi y intervaldan iborat bo’lsin. D* esa D sohaning haqiqiy
o’qgqa nisbatan simmetrik bo’lgan sohasini ifodalasin (1-rasm).
Teorema.2.2.1 (Riman-SHvarts) Aytaylik, f(z) funktsiya D
sohada golomorf bo’lib, D da uzluksiz bo’lsin. Agar f(z) funktsiya y

intervalda haqiqiy qiymatlarni qabul qilsa, unda uni DUyUD*

sohaga analitik davom ettirish mumkin.

Analitik davom ushbu

f(z), zeDUy
F(z)=4— (2.2.3)
f(z), zeD*

funktsiya yordamida bajariladi.

Isbot. D sohada golomorf bo’lgan f(z) funktsiyaga ko’ra

tuzilgan ushbu

fi(2)= f(2) (ze D*) (2.2.4)
funktsiya D* sohaning har bir z nuqtasida f/(z) hosilaga ega bo’ladi.

SHuni ko’rsatamiz:

Ma'lumki, zeD* va :z+AzeD" bo’lganda zeD,z+AzeD bo’ladi.

(Azni etarlicha kichik qilib olish mumkin)( 2-rasm).
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Ravshanki,

hz+82) - fi(2) _ f(z+A2)- f(2) _| [(z+A2) - f(2)

Az Az e

Bu tenglikda Az —» 0da limitga o’tib, f(z)= f'(z) bollishini topamiz.
Demak, f(z) funktsiya D" sohada golomorf bo’ladi. (2.2.3)

tenglik bilan aniqlangan F(z) funktsiya DUy UD® sohada uzluksiz

bo’ladi. xe 14 uchun lim f(2)=f(x) bO’lib, lim f,(z) = lim E) = f(x) bo’ladi.

£(2)

=S
ekanligini topamiz.

Demak, F(z)funktsiya DUyUD" sohada golomorf bo’lib
yuqorida keltirilgan lemmaga binoan, u f(z) funktsiyaning analitik
davomi bo’ladi .

Xulosa. YUqoridagi teoremaning shartlari bajarilganda |,
(2.2.4) tenglik bilan aniqlangan f(z) funk-tsiya f(z) funktsiyaning

D sohadan D" sohaga y orqali analitik davomi bo’ladi.
Aytaylik, D sohada (Dc() berilgan f(z) funktsiya isbot etilgan

teoremaning shartlarini qanoatlantirishi bilan birga quyidagi

shartlarni qanoatlantirsin:
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1) w=f(z) funktsiya D sohani yuqori yarim tekislik
Imw>0dagi G sohaga konform akslantirsin.

2)  w=f(2) funktsiya haqiqiy o’qdagi y intervalni Imw=0
haqiqiy o’qdagi G soha chegarasining bir qismi bo’lgan y’
intervalga akslantirsin. (3-rasm).

Z w

D w=J@ G

3-rasm
U holda isbotlangan teoremadan ushbu natija kelib chiqadi.

Natija.2.2.2. (2.2.3) ifoda bilan aniglangan w=F(z) funktsiya
(; tekislikdagi D,=DUyUD* sohani (. tekislikdagi G,=GUyUG"

sohaga konform akslantiradi. Bunda G* soha G sohaning Imw=0

haqiqiy o’qqa nisbatan simmetrik bo’lgan sohasini ifodalydi (4-rasm).

W= F(z)
DUyUD S cUrUe
4-rasm

Odatda keyingi natija simmetriya printsipi deyiladi.
Izoh. YUqorida isbotlangan Riman-SHvarts teoremasi va 2-

natija y vay' lar aylana yoylaridan iborat bo’lgan holda ham
o’rinli bo’ladi, ya'ni quyidagi tasdiq to’bri:

Faraz qilaylik, f,(z) funktsiya D sohada (D c() berilgan hamda
shu sohada konform bo’lsin. Bunda D sohaning chegarasi oD ning

bir qismi y (y coD) aylana yoyi yoki to’bri chiziq kesmasidan iborat.
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Bu f(z) akslantirish Dsohani G sohaga, ychizigni G chiziqqa (G -
aylana yoyi yoki to’bri chiziq kesmasi) akslantirsin:

G = f(D),
= fi(y).

D sohaning y yoyga nisbatan simmetrik bo’lgan sohasiD", G

sohaning G yoyga nisbatan simmetrik bo’lgan sohasi esa G* bo’lsin.

f,(z) funktsiyani D" sohada shunday aniqlaymizki, uning qiymatlari
fi(z) funktsiyaning G dagi qiymatlariga G yoyga nisbatan simmetrik
bo’lgan qiymatlarni qabul qilsin.(Agar yva G lar haqiqiy o’qdagi
kesmalar bo’lsa, u holda f(z) funktsiya ushbu f,(z)= f,(z) tenglik

yordamida aniqlanadi). U holda f,(z) funktsiya D"'ni G"ga, ushbu

f(z), agar z € D bo'lsa,
F(z) = fl(z) = fg(Z), agar z € vbo'lsa,
£(2), agar z € D" bo'lsa.

funktsiya esa DUyUD® sohani GUruGg® sohaga konform
akslantiradi (4-rasm).

Bu tasdiqni isbotlash uchun avval y sa I"aylana yoylarini kasr-
chiziqli akslantirish yordamida haqiqiy o’qdagi intervallarga
akslantirib olish va keyin kasr-chiziqli akslantirish uchun
simmetriyaning saqlanish xossasi hamda yuqorida keltirilgan

Riman-SHvarts teoremasidan foydalanish etarli.
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2.3. Shvartsning modulyar funksiyasi.
Birlik aylana ustida uchta A,B,(C' nuqtalarni tanlab olamiz
ularni ketma-ket ravishda  birlik aylanaga ortogonal bo’lgan

aylanalar yoylari bilan tutashtirib chiqamiz(l-rasm). Bu yoylar

burchaklari nol gradusni tashkil etuvchi G, aylanaviy uchburchakli

sohani chegaralab turadi. G

, Sohani yuqori yarim tekislikka

shunday konform akslantiramizki, bunda A,B va C nuqtalar mos

/N /N I/

ravishda 0,1 va oo nuqtalarga o’tsin va AB, BC va CA yoylar

haqiqiy o'gqning [0,1],[1,4+00] va [—00,0] oraliglariga akslansin.

Ularni mos ravishda I, II, III orqali belgilaymiz.

III I II

l1-rasm

w = (z) funksiya bu akslantirishni amalgam oshiruvchi
akslantirish bo’lsin. Bu funksiya G, sohaga nisbatan Riman-
Shvartsning simmetriya prinsipini qo’llaymiz. Bunga asosan
w = (z) funksiya ZIE, 23—5 va 6—3\4 yoylarning har biri orqali mos
ravishda burchaklari nol bolgan ABD, BCE va ACF
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uchburchakli sohalarga analitik davom etib bu uchburchaklardagi
qiymatlari pastki yarim tekislikka tushadi(2-rasm). Endi yana o’sha

davom ettirilgan funksiya va har bir ABD, BOCE va ACF

uchburchakli sohalarga nisbatan alohida simmetriya prinsipini

qollaymiz va w = (z) funksiyani AD, DB, BE, EC, CF, AF
tomonlar orqali ADK, DBL, BEM, ECN, CFO, FAP uchburchakli

sohalarga analitik davom ettiramiz(2-rasm). Bularning har birida
funksiya yuqori yarim tekislikni to’ldiruvchi qiymatlar to’plamiga
ega bo’ladi. Ushbu jarayonni cheksiz davom qildiradigan bo’lsak,
berilgan funksiya butun birlik doira ichkarisida aniqlangan
funksiyagacha analitik davom etadi.

Aslida berilgan funksiya yuqoridagi jarayonni chekli marta
qo’llash natijasida berilgan funksiyamiz tomonlari birlik aylanaga
orthogonal aylana yoylaridan tashkil topgan ko’pburchakkacha
analitik davom etadi. Masalan avvalo AB(C uchburchak, keyin

ADBECF oltiburchak keyin o’n ikkiburchak va hokazo(2-rasm).




Birlik doiraning istlgan bir nuqtasi biror chekli sondagi amalga
oshirilgan analitik davomdn keyin hisil qilingan ko’pburchak ichiga
tushishini ko’rsatish uchun ko’p burchak yoylari tiralayotgan birlik
aylanamiz yoylari uzunligi ko’pburchak tomonlari cheksiz ortib
borgani sayin nolga intilib borishini ko’rsatishimiz yetarli bo’ladi.
Bu esa 0’z navbatida birlik aylananing istalgan nuqtasi ko’pburchak
uchlaridan iborat nuqtalar tolami uchun limit nuqta bo’lishidan
kelib chiqadi. Faraz qilaylik aksincha bo’lsin, ya’ni birlik aylnaning
kopburchaklarni qo’shni uchlarini tutashtiruvchi ichma-ich

joylashgan shunday {on} yoylar ketma-ketligi topilib, bu ketma-

ketlik birorta ham ko’pburchak uchlarini o’zida saqlamaydigan o
yoyga yaqinlashadi.

Bu o yoy ohirlarini birlik aylanaga ortogonal aylana yoyi 7T
bilan birlashtiramiz. 7 ga nisbatan simmetrik almashtirishni
qollab, ¢ da A,B,C nuqtalarga simmetrik A, B’,C’ nuqtalarni
topamiz(3-rasm). Endi bu nuqtalarni o, yoyga nisbatan Aé,Bé,Cé
simmetrik nuqtalarini topamiz. Yetarlicha katta n larda A',B’,C’

obrazlar A/,B/,C" obrazlarga yaqinlashib boradi natijada ulardan
birortasi ¢ yoy ichiga tushib qoladi. Bu ziddiyat 1(z) funksiyani

haqiqatan ham birlik doirgacha davom qilishini isbotlaydi. Bu
funksiya bir qiymatlidir.
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3-rasm

Yuqorida qurilgan (z) analitik funksiya birlik doirada aniqlangan
va 0,1 va oo nuqtalardan boshqa barcha gqiymatlarni cheksiz
martadan qabul qiluvchi funksiya bo’ldi. Bundan tashqari yuqori
yarim tekislikdagi giymatlar 2-rasmda shtrixlangan sohalarda, quyi
tekislikdagi qiymatlar esa shtrixlanmagan sohalarda qabul qilinadi.
(0,1), (Loo) va (—00,0) oraliglaragi haqiqiy qiymatlar esa
uchburchaklarning [,II,II] kabi belgilangan tomonlarida
erishiladi.(3-rasm).

Simmetriya prinsipiga asosan ABC  uchburchakning

simmetrik akslantirishlar ketma-ketligi natijasida hosil bolgan biror

PQR uchburchak z, nuqtasining () ga nisbatan obrazi bo’lgan

2, nuqtadagi funksiyaning (z,) qiymati (z,)qiymatning

qo’shmasidan iborat boladi(4-rasm): (z,) = 1(%,). Boshqa bir

masalan ()S ga nisbatan simmetrik obrazi z, nuqtaga olib keladi va

P(z,) = YP(z,) = Y(z,) tenglik o’rinli bo’ladi.
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4-rasm

Demak ikki marotaba akslantirish natijasida funksiya
qiymatlari oldingi holatga qaytadi. Lekin birlik doirani ortogonal
aylanaga nisbatan simetrik akslantirishdan iborat bo’lgan har
ganday inversiyasi, kasr chiziqli akslantirishning qo’shmasi orqali
ifodalanadi. Shuning uchun ikki karrali akslanirish ya’ni ikkita

akslantirish ko’paytmasi birlik doirani o’zini o’ziga akslantiruvchi

az, + b
biror z, = O—d kasr-chiziqli funksiya bilan aniqlanadi. Natijada
cz, +

az, +b
cz, +d

W

) = ¥(z,) munosabat bajariladi. Ketma-ket keluvchi turli

obrazlarga turli kasr-chiziqli funksiyalar mos keladi. Shuning
uchun birlik doirani o0’z-o’ziga akslantiruvchi cheksiz kop kasr-
chiziqli akslantirishlar mavjud bo’lishi kerak

{an _Gith }
c,z+d
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va har bir natural n va istalgan z, z‘ <1 uchun

az+b
) =

w(cnz +d B

Y(z) tenglik bajarilishi kerak. Bu nuqtai nazardan

yuqorida qurilgan (z) Shvartsning modulyar funksiyasi avtomorf
funksiyalarning hususiy holini ifoda etadi. Avtomorf funksiyalar
birlik doiraning biror avtomorfizmlar gruppasiga nisbatan invariant
bo’lgan analitik funksiyalar hisoblanadi. Masalan oddiygina fagat
parallel ko’chirishga nisbatan invariant funksiyalar davriylik
hususiyatini aks ettiradi.

w = (z) funksiya birlik doirani yuqori va quyi yarim
tekisliklarning cheksiz sondagi nushalaridan iborat Riman sirtiga
akslaniradi. Bunda har bir yuqori(quyi) yarim tekislik pastki
(yuqorigi) uchta yarim tekisliklar bilan haqiqiy o’qning [,II,II]
oraliglari bo’yicha tutashgan bo’ladi. Bu sirt ustida berilgan
funksiya teskarisi bir qiymatli analitik funksiya bo’lib moduli
bo’yicha chegaralangan bo’ladi. Biz bu teskari funksiyani kompleks

o’zgaruvchili funksiya sifatida qarab w(w) orgali belgilasak u holda

0, I, oo nuqtalardan o’tmaydigan istalgan egri chiziq bo’yicha

analitik davom etuvchi ko’p qiymatli analitik funksiya bo’ladi. Bu
ko’p giymatar orasida ABC va ADB uchburchak ichiga tushuvchi

giymatlarini w(w) ni bosh giymatlari deymiz.
2.4. Pikarning kichik teoremasi.
Teorema.2.4.1. (Pikar). O’zgarmasdan farqli har ganday
butun funksiya kompleks tekislikdagi bitta nuqtadan boshqa barcha

chekli nuqgtalarni qiymat sifatida qabul qiladi.
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Isboti. Faraz qilaylik f(z) butun funksiya ikkita turli a,b € C
nuqtalarni qiymat sifatida gqabul gilmasin. U holda ushbu funksiya
flz) —a

b—a
Ham butun funksiya bo’lib O va 1 qiymatlarni gabul qilmaydi.

9(2) =

z, € C ixtiyoriy nugta uchun w, = ¢(2,) nuqta atrofida golomorf
bo’lgan p modulyar funksiyani olib, p~' teskari funksiyasining
biror bir qiymatli tarmog’ini qaraymiz. Agar biz ¢ = u '(g(2))
funksiyani qarasak, ¢(z) funksiya p ' funksiya uchun maxsus
nuqtalar hisoblangan 0,1 va o0 giymatlarni qabul gilmagani uchun

@ funksiya istalgan v C C egri chiziq bo’ylab analitik davom gqiladi.

C bir bog’lamli ekanidan monodromiya haqidagi teoremaga asosan,

@ funksiya C da golomorf bir giymatli funksiya bo’ladi, ya’ni butun

funksiya bo’ladi. Lekin ;' ni barcha giymatlari birlik doira ichida
boladi va natijada ¢ chegaralangan funksiya bo’ladi. Liuvill

teoremasidan bu funksiya o’zgarmas funksiya bo’lishi kelib chiqadi.

U holda ¢(z) va demak f(z) funksiya ham ozgarmasdir. Bu holat

teorema shartiga zid bo’lgani uchun farazimiz noto’gri ekan.
Teorema isbot bo’ldi.

Yuqoridagi Pikar teoremasini meromorf funksiyalar uchun
quyidagicha umumlashtirish mumkin:

Teorema.2.4.2. (Pikar). Butun kompleks tekislik C da

o’zgarmasdan fargli har ganday meromorf funksiya C kompleks
tekislikdagt ikkita nuqtadan boshqga barcha nuqtalarni qiymat
sifatida gabul qgiladi.

Isboti. Faraz qilaylik f(z) meromorf funksiya uchta turli a,b,c € C

nuqtalarni gqiymat sifatida qabul qilmasin. Bu nuqtalarni barchasini
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chekli deb faraz qilishimiz mumkin. Aks holda birortasi oo bo’lsa u
holda f(z) butun funksiya bo’lib, yuqorida isbot gilinganidek bu
funksiya o’zgarmas bollgan bo’llar edi. Quyidagi funksiyani
garaymiz:

1

9(2) = m
1

va

Bu funksiya utun funksiya bo’lib
a—c b—c

qiymatlarni qabul

qilmaydi. Yuqorida isbo qgilingan 1-teoremadan ¢(z) va demak f(z)

funksiya ham o’zgarmasdir. Bu holat teorema shartiga zid bo’lgani

uchun farazimiz noto’g’ri ekan. Teorema isbot bo’ldi.
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III-BOB. ANALITIK FUNKSIYALAR NORMAL OILASI. KATTA
PIKAR TEOREMASI.

3.1. Montel teoremasi.
Kompaktlik printsipi

DcC sohada aniqlangan funtsiyalardan iborat {f(z) }
funktsiyalar sistemasi berilgan bo’lib, K to’plam D sohada
joylashgan chegaralangan yopiq (kompakt) to’plam bo’lsin: K D

Ta’rif 3.1.1. Agar vK & D uchun shunday o’zgarmas son
M =M(K) topilsaki, {f(z) }sistemaning har bir f(z)funktsiyasi uchun
ixtiyoriy ze K da

e )sm
tengsizlik bajarilsa, unda {f(z) }|sistema D sohada tekis

chegaralangan deyiladi.
Teorema.3.1.1. Agar D sohada golomorof funtsiyalardan

iborat {f(z)}sistema D da tekis chegaralangan bo’lsa, u holda
funktsiya hosilalaridan iborat {f'(z)} sistema ham D sohada tekis
chegaralangan bo’ladi.
Isbot. D sohada kompakt joylashgan ixtiyoriy

U={z-z|<r } U= D)
doirani olib, radiusi »,r'>rbo’lgan va ayni paytda D sohada kompakt
joylashgan ushbu

V={z-z|<r'} (Ve D)

doirani qaraymiz.
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Aytaylik, f{z) funktsiya { f(z)} sistemaning ixtiyoriy funktsiyasi
bo’lsin. vzeV da funktsiyaning hosilasi f'(z) Koshi formulasiga

ko’ra

f@=— [ L9 4 (3.1.1)

2mi 3, (t—z)°
bo’ladi.
Ravshanki, :eU bolsa, unda viedr uchun [—z>/-r
tengsizlik bajariladi.
Endi {f{z)} sistemaning tekis chegaranganligini e tiborga olib

vzeU uchun (3.1.1) munosabatdan topamiz:

N RS EA0 r’ _
I (Z)|_|2m‘ajy s dt| < (r,_r)zM(V)_MI(U).

Bu esa {f'(z)} sistemaning U doiralarda tekis chegararalanganligini
bildiradi.

Ma'lumki, D sohadagi kompakt K to’plamni (K< D) shu
sohada kompakt joylashgan doiralar sistemasi {U} bilan qoplash
mumkin. Geyne-Borel teoremasiga binoan bu {U} sistemadan K
to’plamni qoplovchi chekli sondagi U;, Uz, Us....., Ux doiralarni
ajratish mumkin.

Agar

M(K)=maxM,(U)) (=1, 2..)

deyilsa, unda WweK va
Vf(z)e{f(2)} uchun £ )= £ <e
f(z) < M,(K) bo’ladi.

Ta’rif 3.1.2. Agar ve>0 son va VK(KcD) to’plam uchun
shunday 5=06(,K)>0 topilsaki, ' -z <8 tengsizlikni

ganoatlantiruvchi ihtiyoriy z',z" e K va Vf(z)e {f(z)} uchun
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tengsizlik bajarilsa , u holda {f(z)} sistema D sohada tekis darajada

uzluksiz deyiladi .

Teorema.3.1.2. Agar D sohada golomorf {f(z)} sistema D da
tekis chegaralangan bo’lsa ,u holda {f(z)} sistema D sohada tekis

darajali uzluksiz bo’ladi .
Isbot. Aytaylik, ixtiyoriy kompaktk & D bo’llsin. Teoremaning

shartiga binoan, Vze K, Vf(z)e{f(z)} uchun |f(z) <M (K) bo’ladi.
Endi Kva oD to’plamlar orasidagi masofa p bo’lsin ;
inflt—z|=p, (VzeKVteaD).

SHuningdek, markazi :zeK nuqtalarda bo’lgan {|§—z|<§}

doiralarning birlashmasini quyidagicha belgilaymiz:

K® :U{|§—z|<§}

Ravshanki, bu to’plam D sohada kompakt joylashgan bo’ladi:
K» < D. Unda 1-teoremaga muvofiq shunday o’zgarmas M

topiladiki, VzeK'” va V f(z)e{f(z)} uchun |f(z)|<M bo’ladi.

Endi |z’—z”|<§ tengsizlikni qanoatlantiruvchi va K to’plamga
tegishli ixtiyoriy : va z” nuqtalarni olamiz. Bu nugqtalarni
birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi [7,z"] K to’plamga tegishli
bo’lib, Vze[Z,z"] hamda Vf(z) e{f(z)}uchun |f'(z)| <M tengsizlik o’rinli

bo’ladi. SHuni e'tiborga olib topamiz:

&Y -rE = | [ @ds [ @)dd<m -z -2
[z, z"] [z, z"]

Demak, ve>0 ga ko’ra 5:min(§,%] deyilsa, unda |z’—z”|<5

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy z,z"'eK va ixtiyoriy

/() e{f(z)} uchun
&) - <e
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bo’ladi. Bu esa {f(z)} sistemaning D sohada tekis darajada uzluksiz
bo’lishini bildiradi.

Ta’rif 3.1.3. Agar {f(z)} sistemadagi har bir f (z) funktsiyalar
ketma-ketligidan Dsohadagi kompakt K to’plamda tekis
yaqinlashuvchi qismiy f, (z)ketma-ketlik ajratish mumkin bo’lsa, u
holda {f(z)}sistema D sohada kompakt sistema deyiladi.

Teorema.3.1.3. (Montel) Agar D sohada golomorf bo’lgan
{f(2)} funktsiyalar sistemasi Dsohada tekis chegaralangan bo’lsa,
unda u D da kompakt sistema bo’ladi.

Isbot. E to’plam D ga qism bo’lib (£< D), u hamma erda zich
to’plam bo’lsin, ya'ni E>D.

Aytaylik, f(z)c{f(z)} ketma-ketlik VvzeE da yaqinlashuvchi
bo’lsin. U holda bu f,(z) ketma-ketlik D sohadagi ixtiyoriy kompakt
K to’plamda tekis yaqginlashuvchi bo’ladi. SHuni isbotlaymiz.

>0 son va K (K& D) to’plamni tayinlaymiz. SHartga ko’ra
{f(z)} sistema D sohada tekis chegaralangan. Binobarin, u 2-
teoremaga ko’ra D sohada tekis darajada uzluksiz bo’ladi.

D sohani tomonlari koordinata o’qlariga parallel to’bri
chiziqlarda yotuvi {(d,)} kvadratlarga ajratamiz. {f(z)} sistema D
sohada tekis darajada uzluksiz bo’lgani uchun D sohaning bu
bo’laklanishini shunday kichik qilib olish mumkinki, K to’plamga
tegishli bo’lgan har qanday z, " nuqtalar (z,z"eK) bitta (,)

kvadratga tegishli bo’lganda, V f(z)e{f(z)} uchun

()= (")

&
<< (3.1.2)

bo’ladi.
Ayni paytda bunday kvadratlarning chekli (4)),(d,)....(d,)

sondagisi K to’plamni qoplaydi.
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E toplam D ning hamma erida zich. Binobarin, har bir

(d) (i=12,..p) kvadratda z, € E bo’lgan nuqta topiladi. f (z) ketma-
ketlik E to’plamda yaqinlashuvchi bo’lganligi sababli, g ga ko’ra

shunday n,e N topiladiki, Vi >n,, Vm>n, va z(i=12,..,p) da

fm(zi)_fn(zi)

€
= 1.
<3 (3.1.3)

tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, z nuqta K to’plamga tegishli bo’lgan ixtiyoriy nuqta
bollsin. Bu nuqta albatta yuqorida aytilgan kvadratlarning biri
(d)ga tegishli bo’ladi. Ayni paytda shu (d,) kvadratga tegishli
bollgan z € E nuqta mavjud bo’ladi. SHularni hamda (3.1.2) va

(3.1.3) munosabatlarni e'tiborga olib, n>#n, m>n, bo’lganda

[a(2) = 1,(2) <

Fu(D = 1,(2)

+

S z) = 1,(2)

+

e ¢
_+_
3 3

+

=&

OO RS
bo’llishni topamiz. Bu esa f,(z) ketma-ketlikning K to’plamda tekis
yaqinlashishini bildiradi.

Endi ixtiyoriy f,(z)c {f(z)} ketma-ketlikdan D sohaga tegishli va
uning hamma erida zich bo’lgan E to’plam (Ec D) nuqtalarida
yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkinligini
ko’rsatamiz.

E to’plam sifatida D sohaning x va u koordinatalari ratsional
sonlar bo’lgan z=x+iy nuqtalari to’plamini olamiz.

E={z=x+iyeD: xeQ,yeQ}
Ravshanki, bu £ to’plam sanoqli va D ning hamma erida zich

bo’ladi. Demak,
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E=(z,2,,2")

f.(z;) ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik bo’ladi.
Binobarin, undan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin. Uni

fa =1 (k=123)
deylik.  f,(z,) ketma-ketlik chegaralangan. Undan ham
yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Uni

fo= 1, =123,
deylik.

Bunda f,(z) funktsional ketma-ketlik hech bolmaganda -
va z, nuqtalarda yaqinlashuvchi bo’ladi.

fin(z3) ketma-ketlik chegaralangan bo’lib, undan
yaqinlashuvchi

fio= £,k =123)
ketma-ketlikni ajratish mumkin bo’ladi. Bunda f,,(z Jfunktsional
ketma-ketlik hech bo’lmaganda =z, =z va z nuqtalarda

yaginlashuvchi.
Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu
il L) S Do o
Falh LoD Foho S

............................................

............................................

funtsional ketma-ketliklar hosil bo’ladi. Uning diogonallarida
turganlaridan tuzilgan
5i(2) fn2) fis (2o, (2)

funktsional ketma-ketlik ixtiyoriy z € £ da yaqinlashuvchi bo’ladi.
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SHunday qilib f/(z)c{f(z) } ketma-ketlikdan Kk < Dda tekis
yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratilishi ko’rsatildi. Demalk,
{f(z)} sistema D sohada kompakt bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.

Odatda bu teorema kompaktlik printsipi deyiladi. Endi
kelgusida kerak bo’ladigan ba’zi tushunchalarni keltiramiz,
tasdiglarni esa bayon etamiz.

Aytaylik Dsohada {f(z)} funktsiyalar sistemasi berilgan bo’lsin.

Ta’rif 3.1.4. Agar har bir f(z)c{f(z)} ga biror qgonunga ko’ra

bitta kompleks son I(f) mos qo’yilgan, ya'ni L{f(z)}—>C bo’lsa, u holda
{f(2)} da funktsional berilgan deyiladi.

Agar ixtiyoriy K< D da f,(z)e{f(z)} ga tekis yaqinlashadigan

V f.(z) e {f(2)} olinganda ham,
lim 1(f,)=1(f,)
bo’lsa, u holda I funktsional {f{z)}da uzluksiz deyiladi.

Misol. D sohada golomorf bo’lgan barcha funktsiyalardan
iborat {f(z)} sistemani va ixtiyoriy aeD nuqtani olaylik. Ma lumki,
flz)e{flz)} funktsiyaning a nuqta atrofida Teylor qatoriga
yoyilmasining n-koefftsienti

f"(a)

n!

c,(f)=

boladi. Bu {flz)} da aniqlangan funktsional bo’ladi. Bu I=sx(f)
funktsional {f{z)} da uzluksiz bo’ladi.

Ta’rif 3.1.5. Agar har bir K< D to’plamda tekis
yaqinlashuvchi fu(z)e{f(z)} ketma-ketlikning limiti {f{z)} sistemaga
tegishli bo’lsa unda {f{z)} sistema o’zida kompakt sistema deyiladi.

Teorema.3.1.4. O’zida kompakt sistema {f(z)} da berilgan har

ganday uzluksiz funktsional I chegaralangan va o’zining aniq yuqort
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chegarasiga erishadi, ya'ni shunday f,e{f(z)} funktsiya topiladiki,

ixtiyoriy f(z)e {f(z)} da
L(fo) 2 1(f)
bo’ladi.

3.2. Analitik funksiyalarning normal oilasi. Normallik

kriteriyasi.

Kompleks o’zgaruvchili funksiyalarning geometrik
nazariyasida konform akaslantirishlar bilan bogliq natijalarning
ko’pchilligi umumuyligi nuqtai nazaridan analitik funksiyalarning
quyuqglanishi prinsipiga tayanadi. Biroq bu natijalar o0’z navbatida
analitik funksiyalarni yaqinlashish masalalarini o’rganishni
rivojlantirishni taqazo etadi. Buni ko’rsatish uchun Montel
tomonidan ilgari surilgan analitik funksiyalarning normal oilasi
tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif 3.2.1. M={f(z)} funksiyalarning cheksiz oilasi B

sohada normal deyiladi, agar funksiya har bir ketma-ketlikdan B
ichida biror regulyar funksiyaga yoki o ga tekis yaqinlashuvchi

gismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin bo’lsa. M ={f(z)} oila z,€ B

nuqtada normal deyiladi, agar u shu nuqtaning qandaydir atrofida
normal bo’lsa.

Agar M ={f(z)} oila B sohada normal bo’lsa, u holda u har
bir z,e B nuqtada normal bo’ladi. Ushbu faktning aksinchasi ham
o’rinli bo’lishini ko’rsatamiz:

Teorema.3.2.1. Agar IM={f(z)} funksiyalar oilasi har bir
z,€ B nuqtada normal bo’lsa, u holda u B sohada ham normal

bo’lad..
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Haqigatan ham, B o« ni 0’z ichiga olmaydi deb hisoblashimiz
mumkin. B sohadan ratsional koordinatali barcha nugqtalar

to’plamini olamiz va r,, k=1,2,..., ketma-ketlikka joylashtiramiz. p,

orqali markazi r, nuqtada bo’lgan doiralar orasida 91 oila normal

bo’ladigan eng kattasini radiusini belgilaymiz. £, sonlar ketma-

ketligi nolga faqat va fagat %, markazlar B ning chegarasida
quyuqlashsagina intiladi. [ (z), n=1,2,3,... =91 oilaning ihtiyoriy
funksiyalar ketma-ketligi bo’lsin. |z-r|<p, aylanada M

normalligidan, f (z) dan |z—r, |<% da biror funksiyaga yoki o« ga

yaqinlashuvchi f (z) ketma-ketlikni ajratish mumkin. f,  (z) dan

| z—r, |<% da biror funksiyaga yoki cheksizga tekis yaqinlashuvchi

f,,(z) ketma-ketlikni ajratish mumkin va hakozo. Ushbu jarayonda
hosil qilingan f, (z), n=12,3,.. diogonal ketma-ketlik B sohada

biror funksiyaga yoki « ga yaqinlashadi va bu yaqinlashish istalgan
lz—r < %, k=1,2,... doirada tekis bo’ladi. U B ning ichida ham tekis

yaqinlashadi. Aslida agar E cc B yopiq to’plam bo’lsa, u yuqoridagi
aylanalar bilan qoplab olinadi. Geyne-Borel teoremasiga bu
aylanalarning cheklitasi bilan ham E to’plamni qoplash mumkin.

Biroq f,,(z) keta-ketlik tanlangan aylanalarning har birida tekis

yaqinlashadi va bundan u E to’plamda ham tekis yaqinlashishi
kelib chiqgadi.

Agar B sohada normal 91 funksiyalar oilasi biror z,€B nuqtada

chegaralangan bo’lsa, u holda u B ning ichida ham tekis

chegaralangan bo’ladi.
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Teorema.3.2.2. (Normallik kriteriyasi) Biror G sohada
analitik bo’lgan funksiyalar oilasi {f(z)} normal oila bo’lishi uchun
bu sohada berilgan funksiyalardan hech biri gabul gilmaydigan 2 ta
chekli a va b qiyatlar mavjud bo’lishi yetarlidir.

Isboti. Teoremani isbotlash uchun G sohadagi ixtiyoriy doirada
berilgan funksiyalar oilasini normalligini ko’rsatish yetarli. Bu esa

G ni avval boshdan doira deb hisoblashimiz mumkinligini

f()

anglatadi. Oilaning har bir f(z) funksiyasini ¢(z)=——— bilan

almashtiramiz. U holda G doirada birga ham, nolga ham teng

bo’lmaydigan {@(z)} funksiyalar oilasini hosil qilamiz. Agar biz
{p(z)} oilani normalligini isbotlasak, bundan {f(z)} oila normalligi
kelib chiqadi. Ixtiyoriy {¢,(z)} funksiyalar ketma-ketligini garaymiz
va bu funksiyalarning biror z,€ G nuqtadagi giymatlaridan iborat
sonli ketma-ketligini olamiz. Bunda quyidagi ikki holat bo’lishi
mumKkin:
a) {p,(2)} 0, 1 va o dan farqli limit nuqtaga ega;
b) bunday limit nuqta mavjud emas. Birinchi holatda zarur bo’lsa
qismiy ketma-ketlikga o’tib quyidagi tenglikni hosil qilamiz:

1i$g¢n(zo) =a#0,1, .
a nuqgqtani shunday bir kichik atrofini tanlab olamizki, u 0, 1 va «
nuqtalarni o’zida saqlamasin va bu atrofda w(w) funksiyani bir
qiymatli tarmog’ini ajratib olamiz, bunda w(a)=p bosh qiymat
bo’lsin. Yetarlicha katta »n larda {¢, (z,)} nuqtalar tanlangan atrofga
tegishli bo’lganidan, z, nuqtaning atrofida we¢, (z) analitik funksiya
elementlarini hosil qilamiz. Bunda ® qiymatlari tanlangan

tarmoqda yotadi. Bu elementlarning har biri G doiraga analitik

davom qiladi, chunki ¢, (z)- funksiyalar bu doirada analitik bo’lib,
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ularning barcha giymatlari o’sha sohada bo’ladi. w(w) esa maxsus
nuqtalarga ega emas. Analitik davom qildirish natijasida hosil
gilingan we, (z) funksiyalar G doiraga analitik va bir qiymatli bo’lib,

limwe, (z,)=p shartni ganoatlantiradi. Bu funksiyalarning barcha

giymatlari birlik doiraga tegishli. Shuning uchun {we¢, (z)} ketma-
ketlik kompakt oila tashkil etadi yani shunday {wg¢, (z)} qismiy
ketma-ketlik topilib, G ichida tekis yaqinlashadi.

O(z) = 11_{& o, (2) bollsin, bu  funksiya Q(z))=p shartni
gqanoatlantiradi va | f|<1 bo’lgani uchun Q(z) modul bo’yicha 1 ga
teng o’zgarmas funksiya bo’la olmaydi.

Chunki G sohada |wg, (z)|<] tengsizlik bajarilib, |Q(2) <1
munosabat kelib chiqadi va modul maksimum prinsipiga ko’ra
|Q(z)|<1,ze G bo’ladi. G sohaga tegishli yopiq K doirani qaraymiz.

t=Q(z) funksiya bu to’plamni birlik doirada yotgan biror yopiq D
sohaga akslantiradi. Natijada o= y(¢) funksiya D da tekis uzliksiz
bo’llib {ywe, (z)} ketma-ketlik K to’plamda x€(z) funksiyaga tekis
yaqginlashadi. Shunday qilib birinchi holatda {¢, (z)} ketma-
ketlikning G soha ichida tekis yaqginlashuvchi {¢, (z)} qismiy
ketma-ketligi mavjud bo’lishi kelib chiqdi.

Endi ikkinchi holat ya’ni {¢, (z,)} ketma-ketlik O, 1 va © dan farqli

limit nuqtalarga ega bo’lmagan holni ko’rib chigamiz. Avvalo 1
nuqta bu ketma-ketlik uchun limit nuqta bo’llsin. Umumiylikni

buzmagan holda limep (z,)=1 olishimiz mumkin. Quyidagi

funksiyalarni qaraymiz

Lne (z)+2mi

v,(2)=

>

A5y
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Bunda Lne, (z) funksiyani z, nuqtadagi qiymati sifatida bosh
giymatni olamiz va bunga asosan limLng, (z,)=0 bo’ladi. Lne (z)
funksiyalarni G doiraga analitik davom qildirib natijada bu doirada
analitik va bir giymatli bo’lgan v, (z) funksiyalarni hosil qilamiz. Bu

funksiyalar 0,1, « ni qabul qilamaydi chunki Lne (z)#—-2ri,2ri,0.
z, nuqtada esa limy/(zo)zésto,l,oo munosabat bajariladi. Shuning

uchun {y,k(z)} ketma-ketlikka yuqoridagi birinchi holatdagi

mulohazalarni qolllash mumkin. Yani shunday v, (z) qismiy

ketma-ketlik mavjud bo’lib G sohaning ichida biror y(z) funksiyaga

tekis yaqginlashadi. y, (z) funksiyalarning hech biri G sohada %

qiymatni qabul qilmagani sababli ularning limiti ham bu qiymatni
qgabul qilmaydi aks holda u o’zgarmas bo’lib qolladi ( bu Gurvits

teoremasidan  kelib chiqadi). Bunda G sohada Lng, (z)
funksiyalarning ajratilgan bir qiymatli tarmoqlari 0 ga tekis
yaqinlashishi kelib chigadi. Bu esa {p,(z)} 1 ga tekis
yaqinlashishini taqozo qiladi.

Agar limg (z)=1 o’rniga lime, (z)=0 yoki limg (z)=o tengliklarni

olsak u holda {l-¢ (z)} yoki {1—%} funksiyalar ketma-ketligi
z

n

garab chigamiz. Ularning har bir funksiyasi G sohada analitik va

0,1, oo qiymatlarni qabul qilmaydi. Bundan tashqari ularning z,
nuqtadagi qiymatlari 1 ga yaqinlashadi. Ularga yuqorida qarab
chiqilgan hususiy hollarni qollab ¢, (z) ketma-ketlik G sohaning
ichida O ga yoki oo ga tekis yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlikka

ega bo’lishini ko’ramiz. Teorema isbotlandi.
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3.3. Pikarning katta teoremasi va Julia nurlari.

Teorema.3.3.1. (Pikar) f(z) analitik funksiya o’zining z,

muhim maxsus nuqtasining istalgan atrofida ko’pi bilan  bitta
qiymatdan tashqari barcha chekli giymatlarni qabul qiladi.

Isboti: Umumiylikni buzmagan holda, z,=0 deb olishimiz

mumkin. ( Bu xolda &=z-z, yoki ézl deb almashtirish bajarib
z

boshga nuqtalarga ham o’tish mumbkin). Teskarisini faraz qilamiz,

f(z) z,=0 nuqtaning biror |z|<R atrofida ikkita chekli a va b
giymatlarni qabul qilmasin. Markazi z, nuqtada bo’lgan doiraviy

halgalarni quramiz:

X <y
2n+1 27!

R R R
I'(=<zR),I'(5<zkK2),....T,
oS <R Tz 421 )T

va f(z)= f(g),..., fi(z2)= f(2—Zn),... funksiyalar ketma ketligini olamiz.

f(z) funksiya I'| xalqada qanday qiymatlar qabul qilsa f (z)
funksiya I'y xalgada shunday giymatlarni qabul gilsin. Bundan esa
{f.(2)} ketma-ketlik T, xalgada bir qiymatli bolib, a va b

qiymatlarni qabul qilamaydigan analitik funksiyalar ketma-ketligi

ekanligini kelib chiqadi, ya’ni, natijada { fn(z)} normal oiladan iborat
bolladi. {f,(z)}- T, ni ichida tekis yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratib olamiz. Dasavval F(z) limit funksiya uchun F(z)#x»
bollsin. Unda |F(z)| funksiya |z]=p, §< P<R aylanada

chegaralangan bo’ladi va natijada {f, (z)} bu aylanada tekis

chegaralanganligi kelib chigadi. Bu esa f(:) funksiyaning
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| f(2)|<M, |z|= 2’2 -, (k=1,2,...) tengsizlikni qanoatlantirishi kelib

chigadi. Natijada modulning maksimum prinsipiga ko’ra
| f(2)|<xM, 0<zI<p bolladi. z=0 nuqta f(z) funksiyaning muhim

maxsus nuqtasi ekanidan bunday holat bo’lishi mumkin emas.

Agar F(z)= bo’lsa, u holda ¢, (z) __ analitik
1, (2)—a
funksiyalar ketma-ketligi I', ni ichida nolga tekis yaqinlashadi.
Bu esa p(z)= _ funksiyani 0<zKp sohada
1, (2)—a

chegaralanganligini bildiradi. Demak, z=0 nuqta ¢(z) uchun
maxsus nuqta emas va 0z navbatida f(z) uchun ham muhim

mahsus nuqta bo’lmaydi va bu teorema shartiga zid. Demak,
farazimiz noto’g’ri va shu bilan teorema isbotlandi.

Yuqoridagi teoremadan quyidagi kuchaytirilgan variantdagi
Pikarning kichik teoremasi natija sifatida kelib chiqadi. f(z)
transendent butun funksiya bitta nuqtadan boshqga har bir chekli A
qiymatni cheksiz ko’p nuqtalarda qabul qiladi.

Haqiqatan ham, agar ikkita chekli a va b qiymatlarni chekli
sondagi nuqtalarda qabul qilsa, u holda cheksiz uzoqlashgan
nuqtani atrofi mavjud bo’lib, funksiya ularning birortasini ham

qgqabul qilmaydi. Bu esa yuqorida isbotlangan teoremaga zid. ( f(z)

uchun z =0 muxim maxsus nuqta)
Yuqoridagi natija quyidagicha umumlashadi:

Chekli tekislikda f(z) transendent meromorf funksiya ikkita
nuqtadan boshqa har bir chekli A qiymatni cheksiz ko’p nuqtalarda
gabul giladi.

Pikar teoremasini analiz qilib, umumiy xulosa qilishimiz

mumkKin.
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[ (@)=f (2—2}7) bir birining ichida yotuvchi quyidagi xalqalarni

garaymiz.

X qz X
2n+4 2}'!

, R , R R ,
FO(? <z|<R), T (; <z|< 5),...,1“”(

{f (z)} funksiyalar oilasini I§, =xalqada normal bo’lmasligini

isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilamiz. Unda bu ketma-ketlikning

shunday qismiy ketma-ketligi topiladiki, I} da tekis yaqinlashadi,
: R R : : : .
shuningdek, F(? <z 5) yopiq xalgada tekis yaqinlashadi. F(z)

limit funksiya ixtiyoriy qismiy ketma-ketlikda aynan o« ga teng
bollishi kerak. Teskarisi o’rinli bo’lishini faraz qilsak, Pikarning

katta teoremasida yuritilgan fikrga kora biror 0<|z[<pda f(z2)
moduli bo’yicha chegaralangan bo’ladi va bunday bo’lishi mumkin
emas. Ammo, ' da ixtiyoriy tekis yaqginlashuvchi {f, (z)} qismiy
ketma-ketlik aynan cheksizga intilishidan, {f,(z)} ketma-ketlikning

o’zi ham I' da cheksizga tekis yaqinlashishi kelib chiqadi. Aksincha
bo’lgan holda shunday N >0 soni topilib, I' ga tegishli z, nuqtalar

ketma-ketligi va shunday {n,} o’suvchi natural sonlar ketma-ketligi
mavjud bo’ladiki, |f, (z,)|<N boladi. Lekin bu holat{f, (z)} qismiy
ketma-ketlik I' da o ga tekis yaginlashuvchi boshqa {f, (2)} qismiy

ketma-ketlikni 0’z ichiga olishiga zid bo’ladi. Shunday ekan, {f, (z)}
ketma-ketlik Iy da normal oila bo’ladi. Bundan {f,(z)} I' da « ga

tekis yaqinlashishi kelib chiqgadi. Demak, yetarlicha katta N soni

uchun I' xalganing nugqtalarida yetarlicha katta n lar uchun

fn(z)‘>N tengsizlik bajariladi, ya’ni boshqacha qilib aytganda,

Z
271

n>v(N) va zel uchun |f(—)| > N bo’ladi.
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R R :
z nuqta F(? <z 5) xalgqadan olinganda, 2% nuqta esa

R R . 4 qe .
;/,1(2%3 <zl 2n+1) xalgaga  tegishli  bo’ladi. y,(n=v,y+Lv+2,..)

xalqgalar bir-birining ustiga tushib kirishib boradi va 0<|z|<

v+1

sohani to’ldiradi. Natijada bu sohaning barcha nuqtalarida
| f(z)|> N tengsizlik bajariladi. Boshqgacha qilib aytganda 115} f(z)=m
bo’ladi va bu esa z = 0 muhim maxsus nuqta ekaniga zid bo’ladi.

Biz {f (z)} funksiyalar oilasini I, xalqgada normal bo’lmasligini
isbotladik. Bundan kelib chiqadiki, bu xalgada kamida bitta
shunday ¢ nuqta mavjudki, bu nuqtaning har gqandaning har
ganday atrofida {f (z)} oila normal bolmaydi. Haqigatan, agar I
xalganing har bir nuqtasining biror atrofida {f (z)} oila normal
bo’ladigan bo’lsa, u holda bu oila I, da normal bo’lar edi.

|z-¢é ke - & nuqtaning ixtiyoriy kichik atrofi bo’lsin. {f,(z)}
funksiyalar oilasi bu atrofida normal bo’lmasligidan, bu funksiyalar
oilasining barcha funksiyalari bu atrofda ko’pi bilan bitta
giymatdan tashqari barcha chekli qiymatlarni gabul qiladi. Aniqroq
qilib aytganda ixtiyoriy 4 chekli son uchun (ko’pi bilan birgina 4,
qiymatdan tashqari) shunday {f, (z)} funksiyalar yetarlicha katta n,
nomerli funksiyalar topilib, biror z, nuqtada 4 qiymatni gabul

z
2"

) ekanligini inobatga olib va 22—2 ni & orqali

qiladi. {f, (2);=f(

belgilasak, f(&,)=4 tenglikni hosil qilamiz. Ravshanki, {§,} ketma-

ketlik z=0 nuqtaga yaqinlashadi va z=0 nuqtadan chiquvchi va
|z—-& < e aylana bilan urinuvchi burchak ichida joylashadi. £ nuqta
tayinlangan, ¢ yetarlicha kichik ekanidan biz quyidagi tasdiqga

kelamiz :
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Teorema.3.3.2. z, maxsus nuqtasi bo’lgan f(z) analitik

funksiya uchun bu nuqtadan chiquvchi kamida bitta shunday nur
topilib, bu nurga nisbatan simmetrik bo’lgan istalgan burchakda

f(z) funksiya ko’pit bilan bitta nuqtadan tashqari barcha chekli
giymatlarni z, ga yaqinlashuvchi cheksiz nuqtalar ketma-ketligida
gabul giladi.

Ravshanki, bu teorema Pikarning katta teoremasini

aniqlashtirilgan varianti hisoblanadi. Aynan Pikar teoremasi, f(z)

ni 4 nuqtalari maxsus nuqtani atrofida  qanday joylashganligi
haqida ma’lumot bermaydi. Mazkur teoremada esa ixtiyoriy 4
uchun funksiyaning 4 nuqtalari biror nurni atrofidagi guruhlangan
holda bo’llishini ta’kidlaydi(Bunday nurlar bir nechta yoki cheksiz
bo’lishi mumkin). Teoremada aytib o’tilgan nur (yoki nurlar) Julia

nurlari deyiladi. z,=0 bo’lgan holda biz ézl almashtirish
z

bajaramiz. Hususan, butun funksiyalar uchun quyidagi tasdiqga
ega bo’lamiz.

Teorema.3.3.3. f(z)- transendent butun funksiya bo’lsin. U
holda tekislikda koordinata boshidan farqli shunday nuqtalar topilib,
bu nugtlarning istalgan atrofida f(2"z) funksiyalar oilasi normal
bo’lmaydi. Koordinatalar boshidan chiquuchi va shunday nuqtalar
orqali o’tuvchi nur uchun bu nurga nisbatan simmetrik bo’lgan
ixtiyoriy kichik burchagi ixtiyorty A chekli qiymat uchun f(z)
funksiyaning A nuqtalarining cheksiz to’plamini o’z ichiga oladi.

Bunda ¢° funksiyani misol tariqasida keltirishimiz mumkin. U
ikkita Julia nuriga ega. Mavhum o’qni musbat va manfiy
yo’nalishlari bo’yicha. Haqiqtan, agar 4A#0 bo’lsa, u holda ¢ =4
tenglamaning ildizi

z, =LnA=In|A|+iarg A+ 2kri
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ko’rinishda bo’ladi. Aniqlik uchun £ musbat son bo’lsin deb faraz

gilamiz. z, vektor va mavhum o’qni musbat yo’nalishi ortasidagi

In|A|

burchakning tangensi ———
arg A+ 2kn

ga teng ekanidan u k—>w» da

nolga intiladi. Bundan kelib chiqadiki, biror nomerdan boshlab z,

nuqtalar mavhum o’qning musbat gismiga nisbatan simmetrik
bo’lgan ixtiyoriy tayinlangan burchakka tegishli bo’ldi. Huddi
shunday natijani & manfiy son bo’lganda mavhum o’qning manfiy

yo’nalishiga nisbatan olish mumkin. Shuni ta’kidlab o’tish joizki,

ihtiyoriy atrofida {e’*} funksiyalar oilasi normal bo’lmaydigan

nuqtalar mavhum o’qning barcha nuqtalari bo’ladi. Haqgiqatan, bu
nuqtalarning har biri uchun |e**|=1 bolib ong yoki chap
tekisliklarida joylashgan ixtiyoriy nugqtalarda {¢’°} ketma-ketlik
mos ravishda o yoki 0 qiymatlarga intiladi. Bundan kelib
chiqadiki, mavhum o’qning nugqtalari uchun {e*" 7} ketma-ketlik

tekis yaqginlashadigan atrof mavjud emas ekan.
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Xulosa

Pikarning kichik teoremasiga asosan komleks tekislikda har
gqanday butun funksiya fagat bitta nuqtani meromorf funksiyalar
esa ikkita nuqtani istisno tarigasida qabul qilmasligi mumkin ekan.
Masalan: f(z) =€’ funksiya 0 qiymatni qabil qilmaydi va
f(z) = tgz meromorf funksiya esa +i giymatlarni gabul gilmaydi.
Shuning uchun yuqorida isbot qilingan Pikar teoremalarini
bundanda kuchaytirish imkoni yo’q. Bunday istisno qilingan
nuqtalarda Pikar nuqtalari deyiladi.

Mazkur natija Pikarning katta teoremasida quyidagicha
umumlashtiriladi: f(z) analitik funksiya o’zining z, muhim maxsus
nuqtasining istalgan atrofida ko’pi bilan bitta giymatdan tashqari
barcha chekli giymatlarni qabul qiladi.

Ushbu teoremaning isbotlanishi jarayonada  analitik
funksiyalarning yana bir muhim hususiyatiga ega bo’lishini ko’rish
mumkin. Ya’ni f(z) analitik funksiya o’zining z, muhim maxsus
nuqtasining istalgan atrofida biror « qiymatni qabul qilsa bu

f(z)=a tenglama yechimlari z, nuqtadan chiquvchi biror nur (yoki
nurlar) atrofida tebranar ekan. Bu esa E, = { flz) = a} to’plam

geometriyasini o’rganishda muhim natija hisoblanadi.
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