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Kirish

Klassik potensiallar nazariyasini garmonik va subgarmonik funksiyalar
tashkil etadi. Ma’lumki, potensiallar nazariyasi asosiy tushunchalaridan
bo‘lgan garmonik funksiyalar, Grin funksiyasi, sig‘im va ularning xossalai
kompleks tekislikda aniqlangan analitik funksiyalarni tadqiq etishda keng
go‘llanilib kelinadi. = Kompleks fazolarda aniglangan analitik funksiyalar
uchun klassik potensiallar nazariyasi metodlarini qo‘llab bo‘lmaydi. Shu
sababdan  o‘tgan  asrning  80-yillariga  kelib  kompleks  potensial-
lar(plyuripotensiallar) nazariyasi yaratildi. Ushbu nazariya E.Bedford,
B.A.Teylor, A.Sadullaev kabi yetuk olimlarning ko‘p yillik samarali mexnati
asosida shakllandi. Plyuripotensiallar nazariyasini asosini plyurisubgarmonik
funksiyalar va qolaversa ushbu

(dd°u)" = 0
Kompleks Monge-Ampere tenglamasi tashkil etadi. Ushbu nazariyaga muvofiq
sigiim tushunchasi ekstremal plyurisubgarmonik funksiyalar va kompleks
Monge-Ampere operatori orqali aniglanib unga P —sig‘im deyiladi.

Yaqginda B.Abdullayev va A.Sadullayevlar tomonidan kompleks
Gessianlar yordamida aniqlanuvchi m — subgarmonik funksiyalar sinfiga
asoslangan m — potensiallar nazariyasi asoslari ishlab chiqildi. Ushbu
nazariyada m — subgarmonik funksiyalar quyidagicha operator yordamida

aniglangan:
(ddc )k A ﬂn—k

2
Bu yerda [ =dd|z ‘ — C" — fazoning evklid metrikasiga mos

standart Keli formasi. Biz ushbu bitiruv malakaviy ishida biz
[ = dd°

formani a = (al,...,an) e R . musbat haqiqiy koordinatali vektor uchun

2 _
z‘ = dz1 /\dZ1 +...+dzn /\dzn

a = adz; Adz; + ...+ a dz, A dz, forma bilan almashtirib quyidagi

dd‘u na™! >0
tengsizlikni ganoatlantiruvchi funksiyalar sinfini o‘rganamiz. Bu funksiyalar

sinfini @ —subgarmonik funksiyalar deb nomladik.
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Ushbu bitiruv  malakaviy ishining magsadi o — subgarmonik
funksiyalarga asoslangan « — potensiallar nazariyasi asoslarini ishlab
chigishdan iborat.

Bitiruv malakaviy ishi ikki bobdan tashkil topgan bo‘lib, birinchi bobda
klassik potensiallar nazariyasining asosiy tushunchalari o‘rganilgan. Ikkinchi
bobda o — subgarmonik funksiyalar, ularning =xossalari, « — potensial
tushunchasi va o —sig‘im tushunchalari o‘rganiladi. Shuni ta’kidlab o‘tish
joizki ushbu tushunchalar mazkur bitiruv malakaviy ishida ilk bora

kiritilmogda. Shu sababdan ba’zi belgilashlarda kamchiliklar bo‘lishi mumkin.



I-BOB. KLASSIK POTENSIALLAR NAZARIYASI

1.1. Ba’zi mihim funksiyalar sinfi
Yarim uzluksiz funksiyalar. Aytaylik, f(z) funksiya D c R" to‘plamda
berilgan bo‘lib, 2’ € D shu to‘plamning limit nuqgtasi bo‘lsin. Ma’lumki
lim f(2) = f@*) (¢ € D)
bo‘lsa, f(z) funksiya z° nuqtada uzluksiz deyiladi.
Ta’rif 1.1.1. Agar f: D — [-o,0) funksiyasi uchun

lim f(z) < f(z°) (¢ e D) (1.1.1)

bo‘lsa, f(z) funksiya z° nuqtada yugoridan yarim uzluksiz deyiladi.
Quyidan yarim uzluksiz funksiya ham shunga o‘xshash ta’riflanadi:
f:D — (—0,©] va
lim f(z) > f=") (v € D).

Agar f(x) funksiya D to‘plamning har bir nuqtasida yuqoridan yarim
uzluksiz bo‘lsa, funksiya D da yugoridan yarim uzluksiz deyiladi. Agar f(z)
funksiya yuqoridan yarim uzluksiz bo‘lsa, —f(z) funksiya quyidan yarim
uzluksiz bo‘ladi. Agar f(z) va —f(z) funksiyalar yuqoridan yarim uzluksiz
bo‘lsalar, u holda f(x) uzluksiz funksiya bo‘ladi.

Yuqoridan yarim uzluksiz funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

a) agar f(z) funksiya K kompaktda yuqoridan yarim uzluksiz bo‘lsa, u
holda f(x) yuqoridan chegaralangan va u o‘zining eng katta qiymatiga
erishadi:

J2° e K:  f(x) < f(z") (z e K);

b) agar yuqoridan yarim uzluksiz funksiyalar ketma — ketligi

{ f.(z) } k — oo da monoton kamayuvchi bo‘lsa, u holda
lim /,(2) = f(2)
ham yuqoridan yarim uzluksiz bo‘ladi;

v) yuqoridan yarim uzluksiz va tekis yaqginlashuvchi funksiyalar ketma —

ketligi limiti yuqoridan yarim uzluksizdir.



F(D) —sinf. R" fazoda D soha (D c R") olib, bu sohadagi C* sinfga
tegishli va finit funksiyalar to‘plami F(D)deb belgilanadi. Demak, ¢ € F(D)
bo‘lsa, u holda ¢ € C*(D) bo‘lib, uning xavzasi

suppp ={x € D : p(x) # 0} cc D

bo‘ladi.
Endi F(D) da yaqinlashish tushunchasini kiritamiz.
Agar
suppp, < D, cc D (k=123,...)
bo'lib bu ¢, (z) ketma-ketlik ¢(z) ga o‘zining ixtiyoriy hususiy hosilasi bilan
tekis yaginlashsa, unda
k— oo da @ — ¢
deyiladi. Bunday yaqinlashish ma’nosida F(D) topologik chizigli fazodir.
F(D) topologik chiziqli fazoga Asosiy funksiyalar fazosi deyiladi.
Umumlashgan funksiyalar. Chiziqli F(D) fazoda ushbu
f:F(D)—> R
akslantirish aniglangan bo‘lib, bu akslantirish quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:
a) f — chiziqli, yani ixtiyoriy @,y € F' va ixtiyoriy A,y € R uchun
fAo + py) = Af(@) + 1fly);
b) f —uzluksiz, ya'ni ixtiyoriy ¢, € F' va }1_1()2 ¢, = ¢ ketma-ketlik uchun

lim f(¢,) = f(g)-
U holda f akslantirish F' fazoda aniqlangan chizigli uzluksiz funksional
deyiladi.
Aytaylik, f funksiya D sohada aniqlangan bo‘lib, u integrallanuvchi
bo‘lsin: f € I'(D) . Bu funksiya F(D) chiziqli fazoda uzluksiz va chiziqli
bo‘lgan ushbu

f9) = [fpdV, ¢ e F(D) (1.1.2)

funksionalni aniqlaydi. Ayni payitda, F(D) fazoda (1.1.2) ko‘rinishga ega
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bo‘lmagan chiziqli funksionallar ham mavjud.
Bunday funksionalga quyidagi
flo) =oa"), @eFD), 2"eD

funksional misol bo‘la oladi.

Integrallanuvchi funksiyalar sinfini kengaytirish magqsadida
umumlashgan funksiyalar sinifini kiritamiz.

Ta’rif 1.1.2. F(D) fazoda aniglangan chiziqli va uzluksiz funksianal D
sohada aniqlangan wumumlashgan funksiya deyiladi.

Agar ¢(z) 2 0 uchun f(@) > 0 bo‘lsa, umumlashgan f funksiya musbat
funksiya deyiladi.

Masalan, ushbu

= [pdpu (1.1.3)

funksional musbat funksional bo‘ladi, bunda g D da aniqlangan ixtiyoriy

Borel o‘lchovi. Aksincha, har qanday musbat funksional (1.1.3) ko‘rinishda
ifodalanadi.
Aytaylik, f(z) funksiya D da uzluksiz differensillanuvchi funksiya
bo‘lsin: f(z) € C'(D). Agar ushbu
= [fpdV, ¢ e F(D)
formula yordamida ifodalangan f ni funksional deb qaraydigan bo‘lsak,

uning xususiy hosilasi quyidagi

of of
8$() I@:c odV,  (1<k<n)

tenglik orqali boshqa bir funksionalni aniglashni ko‘ramiz. Bu tenglikning o‘ng

tomondagi integralni bo‘laklab integrallash bilan

fgfgpdv_—ffa“”dv

tenglikga kelamiz. Natijada
f r 9% dV

bo‘ladi. Bundagi



—ff8¢dv

o,
integral ixtiyoriy f funksional uchun aniglangan bo‘lib, bu holat D da

aniglangan ixtiyoriy f umumlashgan funksiyaning hosilasini quyidagicha

aniqlanadi.

Ta’rif 1.1.3. Ushbu

l%¢)=—f[§§)

funksional f ning z, bo‘yicha hususiy hosilasi deyiladi va E kabi
xk

belgilanadi.
Shuningdek, f ning yuqori tartibli hususiy hosilalariga ham tarif berish
mumKkin:
D!f(g) = (-1)"f(D"p).
bunda

Demak, ixtiyoriy umumlashgan funksiyaning istalgan tartibdagi xususiy
hosilasi mavjud va u ham umumlashgan funksiya bo‘ladi.

Garmonik funksiyalar. D < R" sohada ushbu

2 2 2
Auza—u+a—u+...+a—u=0
or;  Ox. ox’

tenglamani ganoatlantiruvchi v € C*(D) funksiya garmonik funksiya deyiladi,

bunda
0* 0? 0?

P H

ox! Oz oz’

Laplas operatori.
Barcha garmonik funksiyalar to‘plami h(D) kabi belgilanadi.
Teorema 1.1.1. Agar u(z) garmonik funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy

2’ € D nuqta va S(z°,;r) c D sfera uchun
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u(z’) = L J u(z)do (1.1.4)

n—1
O-"’r S(2%,r)

bo‘ladi, bunda o, — R" fazodagi birlik sferaning yuzi.

Aksincha, agar D da olingan har bir 2° € D nuqta va yetarlicha kichik
r(0 < r < r(z")) lar uchun (1.1.4) formula o‘rinli bo‘lsa, u holda u(z) € h(D)
bo‘ladi.

Endi garmonik funksiyalarning ba’zi bir xossalarini keltiramiz.

a) Agar u,v € h(D) bolib, A, € R bo‘lsa, u holda

Au+ pv € h(D)

bo‘ladi.

b) Agar umumlashgan funksiya f uchun Af = 0, ya'ni ixtiyoriy
p € F(D) da f(Ap) =0 tenglik bajarilsa, u holda f garmonik funksiya
bo‘ladi, aniqroq qilib aytganda, shunday wo(z)e C*(D), Av =0 bo‘lgan

funksiya mavjudki,

bo‘ladi.
c) Agar wu(z) funksiya B(z’,r) sharda garmonik, uning yopig‘ida esa
uzluksiz, ya'ni
u(z) € W(B(z°,r)) N C(B(z",r))
bo‘lsa, u holda

wz) = | uy)P(y)do(y)
S(z%r)

formula o‘rinli bo‘ladi, bunda

2

rQ—‘x—xO

P(‘/'L.?y) = n - Y

or

n

r—y
Puasson yadrosi.
Ikkinchi tomondan, agar ¢(y) funksiya S(z°,r) sferada uzluksiz bo‘lsa,

u holda
uz) = | o(y)Plz,y)do(y)

S(z%r)

funksiya B(z’,7) sharda ushbu



Au = 0, U

Dirixle masalasining yechimi bo‘ladi.

Dirixle masalasining chegarasi silliq bo‘lgan ixtiyoriy D < R" sohada
ham qgarash mumkin: ¢(y)eC(@D) uchun yagona u(x)eC(D) mavjudki,
Au=0, u ‘aD:q)(y) bajariladi;

d) kompleks tekislik C ~ R* da garmonik funksiyalar golomorf
funksiyalarga bevosita bog‘langandir.
Agar z=x+iy deyilsa, unda

o 0’ 0’

A=—+— =
ox~ oy 0z0z

bo‘ladi va har bir golomorf f € ( D) funksiya uchun

R,ef:f-;f, Imf:f;lf

tengliklardan
ARef=0 , AImf=0,

ya’ni Re f va Imf larning garmonik funksiyalar ekanligi kelib chigadi.

Shuningdek, agar u(z) € h(D) bo‘lsa, u holda har bir z° e D nuqta va
uning atrofi B(z°,r)c D uchun shunday f € O (D) funksiya topiladiki,
Re f(z)=u(z), ze€ B bo‘ladi.

Haqgigatan ham, z°=0 deb B=B(0,r) doirada Puasson formulasini
ushbu
r -l £+

2
dt:ij u(€) Re2—=dt,
2z

E—z

u(z) = | u(@

2
£-2

bunda & =re”, ko‘rinishda ifodalaymiz. Bu formuladan B(0,r) da golomorf
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R
fe)=o !u(é)é_zdt (1.1.5)

funksiyasi uchun Re f(z) = u(z) ekanligi kelib chiqadi.
(1.1.5) formula golomorf funksiyani uning haqiqiy qismi orqali

ifodalashda ham ishlatiladi: ixtiyoriy f(z) € O(B) N C(B) uchun ushbu
f(z)= izf u(&) < Z dr+iTm £(0)
27 E—z

formula o‘rinlidir.
Subgarmonik funksiyalar. Faraz qilaylik, D < R" sohada aniglangan lokal
integrallanuvchi

u: D —[—o0,4m0)

1
loc

funksiya berilgan bo‘lsin, ue L, (D). Agar bu funksiya quyidagi ikki shartni
bajarsa:
1) u(x) yuqoridan yarim uzluksiz:
Vx’eD uchun @u(x)ﬁu(xo)
(bundan u(x) funksiyaning D ga tegishli ixtiyoriy kompaktda yuqoridan
chegaralanganligi kelib chiqadi);
2) har bir x’eD nuqta uchun shunday r(x°)>0 topiladiki, r<r(x")

uchun

u(x’) < ln_] I u(x)do ; (1.1.6)

O ser

u holda u(x) funksiya D sohada subgarmonik funksiya deyiladi.
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Subgarmonik funksiyalar sinfi sh(D) kabi belgilanadi. Kelgusida
qulaylik uchun biz trivial u(x)=-w funksiyasi ham D da sh(D) ga tegishli deb
garaymiz. Endi subgarmonik funksiyalarning xossalarini keltiramiz.

a)  subgarmonik  funksiyalarning musbat  koeffisentli  chiziqli

kombinatsiyasi subgarmonik funksiya bo‘ladi:

u (z) € sh(D), a, € R (k=12,..,m)=
= au,(z) + a,u(x) + ...+ a_u () € sh(D) ;

b) chekli sondagi subgarmonik funksiyalarning maksimumi subgarmonik
funksiya bo‘ladi:
u, (), u,(x),...,u (x) € sh(D) = maX{ u,(2),uy(2),...,u (2) } € sh(D) ;

c) monoton kamayuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligining

limiti subgarmonik funksiya bo‘ladi:

u(z) € sh(D) , uz)2u,(z) (j=L2..)= %ggu(m) € sh(D) ;

d) tekis yaginlashuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligi

subgarmonik funksiyaga yaqinlashadi:

-

u(z) € sh(D) (k=123,..), u(z)>u(z) e sh(D)
a) — d) xossalarning isbot bevosita yuqorida keltirilgan ta’rifdan kelib chigadi.
e) Maksimumlar prinsipi. Agar wu(z) € sh(D) funksiya biror x°eD
nuqtada o‘zining maksimumiga erishsa, ya’ni

u(x’)=supu(x) (1.1.7)

xeD
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bo‘lsa, u holda u(x)=const bo‘ladi.
Ushbu
M={xeD: u(x)=u(x")}
to‘plamni qaraylik. u(x) funksiyaning yuqoridan yarim uzluksiz bo‘lganligidan
va (1.1.7) shartdan M to‘plamning D da yopiqligi kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy p € M uchun (1.1.6) formulaga ko‘ra

u(x’)=u(p) < ln_] ju(x)daéu(xo), r<r(p),

Ol s

bo‘ladi. Bu munosabatdan u‘s(p,,)zu(x") , ya'ni p ning B(p,r(p)) atrofida
u(x) =u(x’) bo‘lishini ko‘ramiz. Bu esa M to‘plamning D da ochiq ekanligini
ko‘rsatadi. Demak, M =D.

f) Agar ¥(z) € sh(D), wu(x)€ h(D) funksiyalar uchun S(x°,r)cc D
sferada

19‘ Séu‘ s

bo‘lsa, u holda B(x°,r) sharda 9(x)<u(x) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

g) — xossadan quyidagi muhim xulosaga kelamiz. Faraz qilaylik,

¥(z) € sh(D) (N C(D)

berilgan bo‘lib, B(x°,r)cc D bo‘lsin. Ushbu

ux)= [ SWMPxydo(y),  xeB(xr),

S(x°,r)
Puasson integralini qaraylik. u(x)eh(B) , u|;=9|; bo'lib, e) — xossaga ko‘ra

B=B(x’,r) da 9(x)<u(x) bo‘ladi. Uzluksiz funksiyalar uchun isbotlangan bu
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Xossa ixtiyoriy ¥ € sh(D) uchun ham o‘rinlidir: 3(x) <u(x) va deyarli barcha
xe§ lar uchun 9(x) =u(x) o‘rinlidir;
j) aytaylik, u(z) € sh(D) funksiya va x° e D nuqgta berilgan bo‘lsin.

Ushbu,

m(xo,r)zarn_ I u(x)do

1
S

va

n(x’,r)=

; I u(x)dV

n' B

bunda V" miqdor B(x’,r) ning hajmi, integrallarni (o‘rta qiymatlarni)
garaylik.

Teorema 1.1.2. Faraz qilaylik, w(z) € sh(D) va u(x)#- bolsin. U
holda ixtiyoriy x° e D uchun

u(x*) < n(x°,r) <m(x°,r), n(x’,r)>—0 , 0<r< p(x°,dD) ,

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari, agar » monoton kamayib nolga
intilsa, unda n(x°,r) va m(x°,r) o‘rta giymatlar monoton kamayib, u(x’) ga
intiladi.

Teoremadan ushbu muhim natijaga ega bo‘lamiz: D < R" sohada
subgarmonik u(x)# - funksiya D da lokal integrallanuvchidir, ya'ni ixtiyoriy

B cc D uchun ju(x)d V' integral mavjuddir;
B
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2) subgarmonik funksiya D sohaning har bir nuqtasida uzilishga
bo‘lishi mumkin. Ayni paytda, quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi.

Teorema 1.1.3. Agar u(z) € sh(D) bo‘lsa, u holda shunday monoton

to‘plamlar

cD, ODsz

J=1

chD

41
ketma — ketligi va shunday monoton kamayuvchi funksiyalar
u,(z) € sh(D;) N C*(D;), j=123,...
ketma — ketligi mavjudki,
u(x)=limu,(x)  (xeD)
bo‘ladi.
Ushbu

L
K(x)z ce I_M, agar |X|S1 bo'lsa,

0, agar |x|>1 bo'lsa.

ega

funksiyani qaraylik. Bu funksiya C*(R") sinfga tegishli bo‘lib, uning xavzasi

suppK(x) = B(0,]) dir. Endi K(x) ning ifodasidagi o‘zgarmas ¢ ni shunday

tanlab olamizki,

[K@)ar =1

bo‘lsin. u(x)# -~ deb, bu yadro yordamida ushbu
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ug(x)=i,, | u(y)K(y;x]dV, 5§>0 , (1.1.8)

5 ‘y—x‘ib‘
integralni qaraylik. u,(x) funksiyasi

D, ={xeD: p(x,0D)< &}

ochiq to‘plamda aniglangan bo‘lib, xe D,; da

u(;(x):(slnﬁ[ u(y)K[%}de J. u(x +oy)K(y)dv

R”

bo‘ladi. Keyingi tenglikdagi birinchi integral C*(D;) sinfga, ikkinchi integral
esa sh(Djs) sinfga tegishli bo‘ladi. Binobarin,

us(x) € sh(Dy) N C*(Dy).
u(x) ning subgarmonik funksiya ekanligidan, u; ning 640 da, monoton
kamayuvchi bo‘lishligi va

[ Kar =1
o
tenglikdan, u,(x) ning u(x) ga intilishini topamiz.

i) Subgarmonik funksiyalar umumiy holda C* sinfga tegishli
bo‘lmasligidan, Au - Laplas operatorini fagat umumlashgan funksiya sifatida
garash mumkin bo‘ladi:

Au(@) = j uAop, @ € F(D).

Teorema 1.1.4. Har qanday subgarmonik funksiya

u(x) € sh(D), u # —oo, uchun umumlashgan ma’noda Au>0 bo‘ladi, ya’ni
ixtiyoriy ¢ € F(D), ¢ >0 uchun I uA@ >0 munosabat o‘rinlidir.
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Jumladan, u(x) funksiya C* sinfga tegishli bo‘lib, u subgarmonik bo‘lsa,

u € sh(D) N C%(D), u holda Au=%+___+ngzo dir.
X, X

Yuqorida keltirilgan teoremaning aksi ham o‘rinli: agar umumlashgan
funksiya v uchun

Au(go):juAgozo, peF(D), 9>0,
munosabat bajarilsa, u holda » subgarmonik funksiya bo‘ladi;

k) F.Riss teoremasi. Har qanday u(z) € sh(D), u #* —oo , funksiya

olinganda ham D sohada shunday musbat o‘lcham g mavjudki, ixtiyoriy

D’ == D soha uchun

u(x)= [ K(x=y)du, +®,(x) (1.1.9)

DO

bo‘ladi, bunda @, (x) € (D) va

%ln|x, agar n=2 bo'lsa,
K(x)={"" | |
_(n—2)6 : N2 agar n>2 bo'lsa.

Eslatib o‘tamiz, K(x) funksiyasi Laplas tenglamasining fundamental
yechimidir: AK(x)=45(x) bo‘lib, bu yerda &(x) - Dirakning umumlashgan
funksiyasi, 6 o gp(z) = @(0), ¢ € F(R"). J ga massasi x=0 da bo‘lgan birlik
o‘lcham (zaryad) mos keladi.

F. Riss teoremasini isbotlashda Az ning musbat funksionalligidan
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foydalaniladi. = Ma’lumki, har bir musbat funksional biror u oflchamni
aniqlaydi: Auog :I¢du , ¢ F(D). p/, chekli o‘lcham bo‘lib,

9= [ K(x=y)d

integral mavjuddir. Ayni paytda, AK(x-y)=35(x-y) ligidan, a9 = x, ya'ni
[9apar =[pdu, voeF(D),
bo‘lishini ko‘rish qiyin emas. Bundan ushbu
@, (x) = u(x) - 9(x)

ayirma uchun A@® , =0 bo‘lishi, ya'ni @ , ning D° sohada garmonik funksiya
ekanligi kelib chiqadi.

I) Agar u(z) € sh(D) bo‘lsa, u holda e"”) € sh(D) dir.

Isbot: i) — xossaga ko‘ra, u(x) funksiyasini sh va C* funksiyalar bilan

yaqinlashtirish mumkin. Shundan kelib chiqgib, qaralayotgan Xossani

u(z) € sh(D)ﬂC“(D) funksiyalar uchun isbotlash yetarlidir. Bu holda

]

2
D e = eu(x)[ Au +z[§_“] } 0 ekanligini ko‘rish qiyin emas.
J=1 X

Xuddi shunday quyidagi xossa ham o‘rinlidir.

m) Agar u(z) € sh(D), u |,< 0 bo‘lsa, u holda —In[—u(z)]€sh(D) dir.
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1.2 Differensial formalar va oqgimlar
f € CH@G) funksiya G C C" sohada berilgan bo‘sin.
df => ——d
=197,
differensial 1-darajali differensial formaga misol bo‘ladi. Umuman aytganda

w = zn:a j(@)dz
j=1

ko‘rinishdagi ifoda 1-darajali differensial forma deyiladi va degw = 1 yoziladi.
Yuqori darajali differensial tarifini berish uchun A -tashqi ko‘paytma
tushunchasini kiritamiz. Bu ko‘paytma quyidagi xossalarni qanoatlantiradi:

a) a(z) A dz; = dzx; A a(z) = a(z)dz,

b) dz, A dxj = —dacj A dz,, bu yerdan dxj A d:vj = 0 bo‘lishi kelib chiqadi.

Ta’rif 1.2.1. Ushbu
w = Z d:v /\d:v AN da:

31]2 ]p
0<y <...<jp<n

ifodaga p — darajali differensial forma deyiladi, bu yerda a, — G da

JiJa---J, ()

aniglangan funksiya va degw = p, p —darajali differensial formalar to‘plami
FP(G) orqali belgilaymiz.

w € FP(@) differensial formani quyidagi ekvivalent formulada yozish qulay

w = Z a; . jpda: /\d:l: A .. /\d:l; Zajdxj
0<j,<...<j,<n
bu yerda dr, = alacj1 /\alar:j2 /\.../\dxjp, J = (G Jaresdy) 1< << gy <
multindeks.

0 —darajali differensial forma- bu a(z) skalyar funksiya.

n —darajali differensial forma esa w = a(z)dz, A dz, A ... A dz, ko‘rinishga ega.
p > n da p —darajali differensial forma nolga teng bo‘ladi.

Differensial formalarning tashqi ko‘paytmasi yig‘indini ko‘paytirish

goyidasiga bo‘ysunadi

[Zajdxj
J

Shunday qilib, ikkita formaning w, A w, ko‘paytmasida, bu yerda

A Zbldxl] = a;bdz; Nz, .
I

I1,J
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degw, = n, degw, = p, p-+q>n bo'lsa biz 0 ga ega bo‘lamiz.
Agar w differensial formani koefisientlari C* sinfdan olingan bo‘lsa, u holda

w forma C* sinfga tegishli deyiladi, w € C* kabi belgilanadi. Silliq formalar

differensillashga ruxsat beradi. Agar
w = Za S(2)dz,

bo‘lsa, u holda
da

oa oa
dw = da,(z)N\dr, = —Jdp, + —Ldp, +...+—"Ldx |ANdzx, =
; aJ( ) J Z 83}1 1 83}2 2 ax n J

J k=1
Fagat bu yerda o‘xshash differensial formalarni tartibga Kkeltirish kerak.

n

Buning wuchun dz i N dz i ko‘rinishdagi tashqi ko‘paytma qantashgan
go‘shiluvchilarni nolga tenglash kerak. Ta’rifdan ko‘rinadiki, p — darajali w
differensial formulaning differensiali p + 1 — darajali diferensial formani
ifodalaydi:
d: F'(G)->F"(G).

Differensiallash quyidagi xossalarni qanoatlantiradi:

a) d(w, + wy) = dw, + dw,

b) d(w, A w,) = dw, Aw, + (=1 w A duw,

c) d(dw) = d*w = 0
C" ~ R?" kompleks fazoda differensial formalarni dz; va dz, dan foydalanib

yozish mumkin. z = (2},2,,...,2,) lar C" = R?*" dagi kompleks koordinatalar

bo‘lsin, Z=a;+,,, J= 1,2,...
U holda
e, — dzj + dEj . _ dzj — dEj
J 2 Jn 2
va

w = Zaj dCL’J

Differensial formani dzj va dz, larnmg chiziqli kombinatsiyasi ko‘rinishida

yozish mumkin. Bunda har bir hadda dzj. va dz, lar soni turlicha bo‘lishi
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mumkin. Ba’zan w da barcha qo‘shiluvchilarda dzj. larning soni p ga, dz,

larning soni ¢ ga teng bo‘ladi. Bunday hollarda biz w differensial forma (p,q)

bidarajaga ega deb aytamiz va w e F?? deb yozamiz.

Agar
8a:%d L+ +ﬂdz
2 0z,
va
o =20z +..+2% 4z,
07, 0z,

deb belgilasak, u holda differensiallash operatori d = d + @ ko‘rinishga ega
bo‘ladi. Bu yerda shuni ta’kidlaymizki
d*w = ddw = (0 + 0)(0 + O)w = d*w + 00w + 00w + 0*w = 0*w + O*w
bu yerda d’w =0 ligidan 0%w 4+ 0w = 0 tenglik istalgan w differensial
forma uchun bajarilishi kelib chiqadi. Shu bilan birga we#?? bo‘lsa, u
holda 8w € FP*21 va  §*w € FP1*? va 9*w + 0*w = 0 tenglikdan 9*w = 0,
9*w = 0 ekani kelib chigadi.
Quyidagi qo‘shma differensial operatorini kiritamiz

a ¢ 9
=00 Dy 2y
jZl oy o M)

u holda
dd° = 199
2

va binobarin

dd° || = L(dz, AdZ, + oo+ dz, A dZ)
2
va
(dde |2 )" = dd° |z A..ndde]z] =
nmvarta

— n![f] dzy NdZ, A ... Ndz, AdZ, = nlde, Adzy A ... Adzy, =dV
2

C" ~ R?" dagi jismning hajmini ifodalaydi.

Yugqorida differensial forma tushunchasi C" yevklid fazosida kiritildi.
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t = ¢(y) o‘zgaruvchi almashtirishda, bu yerda ¢(y) = (¢,(¥),....¢,(¥))

o‘rniga qo‘yish va differensiallash qonunlariga muvofiq hisoblanadi. Agar
ZCLJ r)dr, = Z ajdxj /\.../\dxj
1<), <..<j, <n ' !

bo‘lsa, u holda yangi koordinatalarda

n a@jl
25y W

i=1

ANAY

wy) = Y, a;(ey)

1<), <...<j, <n

zlay

S
ga ega bo‘lamiz.

Musbat aniqlangan differensial formalar. @ differensial forma, degw=p
bo‘lsin. Bu yerda biz faqat (p,p) bidarajali musbat differensial formalarni
ko‘rib chigamiz. Shu bilan birga C" fazodagi ixtiyoriy kompleks ko‘pxillikda
giyinchiliksiz kiritiladigan mulohazalarni nazarda tutamiz.

Ta’rif 1.2.2. Ushbu

dl, ~dl;

||>ﬁ

i
a)= —
12
ko‘rinishidagi differensial formaga (p,p) bidarajali bosh kuchli musbat
differensial forma deyiladi. Bu yerda di; =a;dz +...+a,dz, — ikkiyoqlama
bazis bo‘yicha chiziqli kombinatsiya
(dzl,...,dzn), a, € C,j=L2,....,p,k=12,..,n. Bunday formalarning ixtiyoriy
chiziqli kombinatsiyasi kuchli musbat differensial formalar deb ataladi. Yani

kuchli musbat differensial forma bu

= Z}t /\ dl (Adls,

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda A (z)- G<C" sohada aniglangan musbat
funksiya.
Agar z,=x,+ix,,, kompleks koordinatalardan haqiqiy

XX J=L2,,m koordinatalarga o‘tsak, unda
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i _ _
Edzl ANAZ N Ndz, NAZ, =dx, NdX, Ao dX, NdX

ifoda R*" fazoda 2p darajali musbat forma deyiladi.
(n,n) bidarajali differensial forma (kuchli) musbat bo‘ladi faqat va

fagat shu holdaki, qachonki u
w=2(z )J/\1 > dzj ANAZ, = A(z)dx, Adx,, A...Adx, Adx,,
ko‘rinishga ega bo‘lsa. Bu yerda A(z) — musbat funksiya. (n,n) bidarajali

Q= /\lédzj AdZ,=dV differensial forma C" da hajm formasi rolini o‘ynaydi.
=

p=lda w= %Z&jkdzj Adz, —musbat bo‘ladi, qachonki, faqat va faqat shu
Jk
holdaki, Z %S, & — ermit kvadratik formasi musbat bo‘lsa. Binobarin,
ixtiyorly z’€G tayinlangan nuqtada uni unitar almashtirish yordamida
0] :%an:ufdzf AdZ; ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda u;>0.
=

Tarif 1.2.3. weF”? differensial forma kuchsiz musbat yoki oddiy
musbat deyiladi, agar ixtiyoriy kuchli musbat v eF" """ forma uchun
oAV eF"”" musbat bo‘lsa.

p=0,1, n—1, n da kuchli musbatlik kuchsiz musbatlik bilan ekvivalent.
Ammo boshga p lar uchun bu sinflar ustma-ust tushmaydi. Buni tushuntirish

uchun kuchli musbat formani quyidagi ko‘rinishda qayta yozamiz:

w= z}t /\ dl CAdl = —z/‘t Adz_ /\dl;s—

=—z}t )dl, Adl, . (1.2.1)

Agar shunday 6=>) u (z)dl, , bu yerda u — kompleks qiymatli
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2
-p

funksiya formani ko‘rib chigsak, u holda lz—pH/\é ko‘rinishidagi forma

(kuchsiz ) musbat bo‘ladi, biroq 2<p<n-2 da u har doim ham (1.2.1)
ko‘rinishda bo‘lmaydi.

Xulosa o‘rnida shuni aytish mumkinki, ta’rif 1.2.2 ikki yoqlama:
veF”” forma kuchli musbat bo‘ladi, fagat shu holdaki @wAveF""
—v eF"”"” musbat formalar uchun musbat bo‘lsa.

Oqgim. Quyida biz faqat haqiqiy R" fazoda p darajali ogimlar va C”
kompleks fazoda (p, p) bidarajali ogimlarning asosiy tushuncha va xossalarini
ko‘rishimiz kerak bo‘ladi.

G cR” tayinlangan soha uchun umumlashgan funksiyalar kabi asosiy
differensial formalar fazosi ko‘rib chiqiladi.

F? = F? (G) = {a) NOR= T”:(G)ﬂ c” (G) : Suppw cc G}

F? dagi topologiya F(G) fazo kabi aniglanadi.

Ta’rif 1.2.4. F” fazodagi chiziqli uzluksiz (kompleks qiymatli) T
funksional n—p=¢g darajali oqim deyiladi va F? orqali belgilanadi. 7
oqimlar fazosi umumlashgan funksiyalarning barcha xossalariga ega bo‘ladi.
Xususan, uning uchun kuchsiz yaqinlashish tushunchasini kiritish mumkin va
T, eF'(1C” o‘ramani aniqlaydi. 0 >0 da oqgimga yaqinlashadi ya’ni

Tsoo—>Tow,VoeF”.
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ITI BOB. o« —POTENSIALLAR VA SIG‘IM.

2.1. o —garmonik va a —subgarmonik funksiyalar

Quyidagi musbat aniglangan formani qaraymiz

dd°

2 1 —
z‘ = E(alz1 Ndzy + dzy N dzy + ...+ dz, \dz,)

bu yerda ‘zf = 22; + 252, + ... + 2,2z, ga teng.
Biz shunday a = (ay,qy,...,,) € R’} vektor olib, ushbu funksiyani qaraymiz
w = 27 + 0y27%, + ...+ a 2z 7z . Endi quyidagi differensial formani
garaymiz:

" 0%z 7.

dd“w = %85@0 =S gy Nz, =

2= 8zj83k

k=1
- %(aldzl N dZ, + agdzy A dZy + ...+ adz, A dZ)

Bu formani n — darajasini hisoblaymiz:

Z, n
(dd“w)" = [5] sy e anldz Ndzp Ndzy Ndzy NN dz, N dz, =
= 0y - ... a,nldy, Ndzy AN d,, = oqoy oo n!ldV
bu yerda dV shu fazodagi parallelopipedning hajmini bildiradi.

Izoh: %dzj A dEj = d:z;j A\ dxj+n ga teng.

Quyidagi operatorni qaraymiz

ddu A (dd“w)" ! (2.1.1)

n n—1
bu yerda dd‘w = Zoz jdz; \dz; ga teng. Endi (ddcw) ni hisoblaymiz:
j=1

ddc n—1 _ 1 | d d_ d d_
(ddw] " =m-Dt 3T ajay ey ds AdE A Adz AdE
1<j,<jy<..<j, ,<n
n 2
0“u —
(ddu) = ) —dz; A dz,,
5=102,07,
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topilganlarni (2.1.1) tenglikga qo‘yib,

_ 0%u
ddu A (dd“w)" " = (n —1)! Z Q. av >0
) ) W) Jn-1 az 8E
1<) <.<g,1<n 7 7
JZ 5o n_1

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu ifodani formal tarzda quyidagi shaklda ham yozish

mumkin

" o%u
ddCu A (ddw)"" = (n — 1S 2y
R e

J=1 J

av

u funksiya D(D C C") sohada aniglangan bo‘lsin. Ohirgi tenglikdan
ko‘rinadiki u funksiya uchun dd‘u A (dd‘w)"~! = 0 tenglikni bajarilishi
2
T A%ty Tu (2.1.2)

T Q; 8zj82j

tenglikni bajarilishi bilan ekvivalent ekan. Biz ana shu yuqoridagi (2.1.2)
tenglamaning yechimlarini o‘rganamiz.

Ta’rif 2.1.1. (2.1.2) tenglikni qanoatlantiruvchi v € C?(D) funksiyaga
a —garmonik funksiya deyiladi.
a —garmonik funksiyalar sinfi o — h(D) kabi belgilanadi.

Endi a —garmonik funksiyalarning xossalarini ko‘rib chigamiz.

a) a — garmonik funksiyaning musbat koeffitsentli chiziqli kombinat-

siyasi yana « —garmonik funksiya bo‘ladi ya'ni

u(z) € a = h(D), b, € R, =bu(2) + byuy(2) +... +b,u,(2) € a—hD),

k=1m

Isbot: w (2),uy(2),...,u (2) funksiyalar a — garmonik bo‘ganligi uchun

ey Uy

(2.1.2) tenglikni qanoatlantiradi, shunga asosan
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2 2
b Z ..., 0~ u, et b Z 0.0, O%u, _ 0
j

Q. 8zj82j a; . 8230@ N

j—l,’ﬂ .7:17n

chunki b, > 0, bundan tenlikni o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

Teorema 2.1.1. Agar u(z) funksiya D sohada a —garmonik bo‘lsa, u

holda Vz° € D nuqta uchun dp, > 0 son topilib, V0 < p < p, uchun

1
Vip) o f :
a1|zl—z1| +...ta, zn—zg §p2
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda
~ 2 2
V(p) _{0‘1‘21 _Zlo‘ +ota, |z, -2 < p2}

ellipsoid bilan chegaralangan jism hajmi va dV(r) —hajm elementi.
Isbot: Umumiylikni buzmagan holda 2z° = (0,0,...,0) € D bo‘lsin deb

olishimiz mumkin. Agar v € a — h(D) bo‘lsa, u holda

Ay, .. O A0y, (X L. ..
U 12 nzl, 172 nZQ,“‘, 172 n .,
n
Oél 042 (8

funksiya 2 € D nuqtada garmonik funksiya bo‘ladi. Demak, u funksiya

garmonik bo‘lgani uchun

A 0y... (X A Oy...0 Oy .. XY
Au \/ 172 nzp\/ 172 nZQ,“‘, 172 n .,

o

Garmonik funksiyalar uchun o‘rta giymat haqgidagi teoremaga asosan bu

funksiya uchun shunday 7, mavjud bo‘lib, 0 < r <17, da

1 Ly X Q... sy .. .Y
O _ 12 nc" 12 n ¢ - 172 n ‘f
u(0) V(r) f u[\/ o =1 \/ o, ~2 o S ]d (€)

& &l + e[ < "
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o‘rinli bo‘ladi. Endi quyidagicha almashtirish bajaramiz:

0.0
19
=T =& = \/ 7'1:> d§, = \/
& 041042 0410‘2
Q... (X
1%
———t =T, = = 72 = d§, =
Qy 041042

Q... (X
12" n e = ——7T, = d§, =
o, 041042

2 2
_ .2 . 5 9
va 041‘7'1‘ + ...+ Oén‘Tn‘ = r°oy...q; tenglikda p° =rq..a

7'1,
f ’7'2,

deb belgilab

n
P
Q...

olamiz va bundan r = kelib chiqadi. Natijada 7, songa mos p, soni

n

ham topilib, p > p, da integral quyidagi ko‘rinishni oladi.

1
u(0) = w(Tyy 7, )AV(T) =
V(r)/(aqec, )" f

1

_ m f W(Tseny T, )AV(T)

2 2 9
a1|T1| +...+an|T"| <p

oo 7o b |7, [ <p?
bu yerda V(p) _0‘1‘71 ‘2 + .o+ an‘rn ‘2 < p? ellipsoidning hajmi. Demak, bu
integral ellipsoid bilan chegaralangan soha bo‘yicha o‘rta giymatni bildiradi.
Xuddi shunday quyidagi teoremani o’rinli ekaligini ko’rish mumkin.
Teorema 2.1.2. Agar u(z) funksiya D sohada « —garmonik bo‘lsa, u holda
vz € D nugta uchun dr, > 0 son topilib, VO < r <7, uchun
0y _
u(z”) = % f 2 u(§)do(§)

0
a1|z1 z1| +.. +a —Z

71 n

:’]"2

. . . . . 2 2
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda S(r) —a, |22 + .. + a, |2,-2| =+

ellipsoid
sirti va do (&) - sirt elementi.
Bu teoremalar yordamida quyidagi xossalarning isboti kelib chiqadi.

b) Chekli sondagi a —garmonik funksiyaning maksimimi ham « —gar-
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monik funksiya bo‘ladi ya'ni
u (2),Uy(2),... 0, (2) € o — (D) = max{y,(2),uy(2),...,u, (2)} € a — h(D).
c) Monoton kamayuvchi « — garmonik funksiyalar ketma-ketligining
limiti o —garmonik funksiya bo‘ladi ya’ni

u;(z) € a—Nh(D), u;(2) =2 u;,,(2) = lim u(z) € a— WD), j=12,...n.

j—+o0
d) Tekis yaqginlashuvchi a-garmonik funksiyalar ketma-ketligi yana a-
garmonik funksiyaga yaqinlashadi ya’'ni
u;(2) € a = (D), u;(z)-u(2) = u(z) € = WD), (k =12,3...)
e) Maksimum prinspi. Agar wu(z) € a — h(D) funksiya biror 2" € D
nuqtada o‘zining maksimumiga erishsa, ya’ni

u(z) = ilelg u(2)

bo‘lsa, u holda u(z) = const bo‘ladi.
o —subgarmonik funksiyalar.
Ta’rif 2.1.2. D < C" soha berilgan bo‘lsin. Ushbu
2
i e A (2.1.3)

T Q; 8zj82j

tengsizlikni qanoatlantiruvchi u € C?(D)funksiyaga a —subgarmonik funksiya
deyiladi.
D sohada o —subgarmonik funksiyalar sinfini o — sh(D) kabi belgilaymiz.
Endi a —subgarmonik funksiyani xossalarini ko‘rib chiqamiz.
a) « — subgarmonik funksiyaning musbat koeffitsentli chiziqli
kombinatsiyasi yana «-subgarmonik funksiya bo‘ladi ya'ni

u,(z) € a —sh(D), b, € R, =bu(2) + byuy(2) + ... + b, u, (2) € a — sh(D)

k=1m
Isbot: w (2),u,(2),...,u, (2) funksiyalar a — subgarmonik bo‘lganligi

ey Uy

uchun (2.1.3) tensizlikni qanoatlantiradi, shunga asosan

2 2
b Z ..., 0~ u, et b Z Yy, o~ u,, >0
, j

Q. 2.07. . 0z.
0 jazj ey 82382]
J=Ln j=Ln
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chunki b, > 0 bundan tensizlikni o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
Bu yerda ham subgarmonik funksiyaning xossasi kabi xossa o‘rinli.

Teorema 2.1.3. Agar u(z) funksiya D sohada a —subgarmonik bo‘lsa, u
holda Vz° € D nuqta uchun dp, > 0 son topilib, V0 < p < p, uchun

W) < % [ W)V (7)

a1|z1_z? |2+~-.+Oz" Zn_z?z, QSPQ
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu verda
g Yy
5 02 02 2
Vip) - 0‘1‘21_21‘ +o.ta, |z, -2, <p

ellipsoid bilan chegaralangan jism hajmi va dV(r) —hajm elementi.
Isbot: Umumiylikni buzmagan holda 2z° = (0,0,...,0) € D bo‘lsin

olishimiz mumkin. Agar v € o — sh(D) bo‘lsa, u holda

Ay, .. O A0y, (X LAy,
U 12 nzl, 172 nZQ,“‘, 172 n .,
n
Oél 042 (8

n

funksiya 2z € D nuqtada subgarmonik funksiya bo‘ladi. Demak, u funksiya

subgarmonik bo‘lgani uchun

Ay ... Ay, .. Oy, . Y
Au \/ 172 nzp\/ 12 nZQ,”‘, 172 n .,
1

(87 Q, (87

Bu funksiya uchun 7, mavjud bo‘lib, 0 < r <17, da

1 Q... Q... o Q;...a,
u0) < i uu : 51,\/ “ 52,...,,/—% én]dV(é)

& [+ &l ++e [ <r

o‘rinli bo‘ladi. Endi quyidagicha almashtirish bajaramiz:
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Q... f /
12 n _
=17 =>&§ = 7'1:> d§; = 7'17
& 041042 0410‘2
L. .. / f
1-2 n _
Sy =Ty = & = 7'2:> d§, = dry,

Q...
H%r e — — = dg, =
o, 041042

2 2

va 041‘7'1 ‘2 +..ta, ‘Tn ‘2 = r°aq...0q tenglikda pP=r oy...c, deb belgilab

P

&1...04

olamiz va bundan r = . Natijada 7, songa mos p, soni ham topilib,

n

p > p, da integral quyidagi ko‘rinishni oladi.

u(0) < — L = f (T, 7,)AV(T) =

1
_ m f (T T, )AV(T)

2 2
2
a1|71| +...+an|T"| <p

2 2 o
a1|T1| +...+an|T"| <p

bu yerda V(p) — 041‘7'1 ‘2 +..+ Oén‘Tn ‘2 < p? ellipsoidning hajmi. Demak, bu
integral ellipsoid bilan chegaralangan soha bo‘yicha o‘rta giymatni bildiradi.

Teorema 2.1.4. Agar u(z) funksiya D sohada « —subgarmonik bo‘lsa, u
holda Vz° € D nugta uchun dr, > 0 son topilib, VO < r <7, uchun

o) < 5o [ u(€)do(€)

0
a1|z1 Z1|+ +a

71 z?l

:’r‘g

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda o(r) elliptik sferaning sirti.
Bu o‘rta qiymat haqgidagi teoremalar yordamida « — subgarmonik

funksiyalarning quyidagi xossalarini isboti kelib chigadi.
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b) Chekli sondagi a — subgarmonik funksiyaning maksimimi ham
a —subgarmonik funksiya bo‘ladi ya’ni
u (2),Uy(2),... 0, (2) € o — sh(D) = max{u,(2),u,(2),...,u, (2)} € o — sh(D).
c) Monoton kamayuvchi a —subgarmonik funksiyalar ketma-ketligining

limiti o —subgarmonik funksiya bo‘ladi ya’ni

u,(z) € a—sh(D), u,(2) > u;,,(2) = jEI—Poouj(z) €a—shD), j=12,...,n.

e) Tekis yaqginlashuvchi «-subgarmonik funksiyalar ketma-ketligi yana
a -subgarmonik funksiyaga yaqinlashadi ya’ni
u;(2) € a = sh(D), u;(2)"u(z) =u(z) € a —sh(D), (k=123...)
e) Maksimum prinsipi. Agar u(z) € a — sh(D) funksiya biror 2" € D
nuqtada o‘zining maksimumiga erishsa, ya’ni

u(z") = supu(?)

xeD

bo‘lsa, u holda u(z) = const bo‘ladi.
f) « — subgarmonik funksiyalar umumiy holda C* sinfga tegishli
bo‘lmasligidan, A_u — Laplas operatorini umumlashgan funksiyasi sifatida

garash mumkin, ya'ni
Au(p) = [u- A, ¢ € F(D).

k) a —subgarmonik funksiyalar fazosiada metrika quyidagi ko‘rinishga

ega:

2

(2.1.4)

Z. —W.
i i

p(z,w) = \/ial

D < C" sohada aniglangan
u: D — [—o0,0)

funksiya berilgan bo‘lsin.
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Ta’rif 2.1.3. Quyidagi ikkita shart o‘rinli bo‘lsa:

1) u(z) yuqoridan yarim uzluksiz, ya'ni

V2’ € D uchun limu(z) < u(2")

220

2) har bir 2’ € D nuqta uchun shunday p(z2°) > 0 topiladiki, p < p(2")

uchun

u(z) < 1 f u(T)dV(7)

2
_,0 2
Zn zﬂr < p

2
0
011|Zl —Z | +...—|—an

shartni ganoatlantirsa, u holda wu(z) funksiya D sohada a — subgarmonik
funksiya deyiladi.

o —subgarmonik funksiya va subgarmonik funksiyalarni farqli jihatlarini
ko‘rsatuvchi misollarni ko‘rib o‘tamiz.

Misol: C° fazoda bizga a = (2,1,2) € R? vektor berilgan bo‘lsin.

u = —‘zl ‘2 +1,5|%, ‘2 —‘23 ‘2 bu funksiya subgarmonik funksiya emas, lekin

o —subgarmonik funksiya bo‘ladi.

Hagiqatan ham,

o*u o*u o*u
= + +
07,0z, 02,0z, 02,07,

Au = 1+15-1=-0,5<0

bundan ko‘rinib turibdi w funksiya subgarmonik funksiya emas ekan, lekin
quyidagiga asosan
o’u o’u o*u

Au=2——+4 — +2 —=-2+6-2=220
02,07, 02,07, 02,07,

ya’ni v o —subgarmonik funksiya ekan.

Teorema 2.1.5. Berilgan a = (o, a,,...,a,) € R, n > 2 vektor uchun

1Oy
ushbu
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K(z) = L (2.1.5)

(n—1)- (27 + 22 + ..+ ,2,7,)" "

funksiya quyidagi

Zn:%%”a” Ty (2.1.6)
Py 02,07,
elliptik tenglamaning fundamental yechimi bo‘ladi.

Isbot: Bu yadrodan hususiy xosilalarni olamiz:

oK) _ 1 az(m-1) oz

0z, (n-=1) (272, +..+a,z2z) (azz+..+azZ) ’
aK(Z) _ 1 . 062_2 (n B 1) _ aQEQ

0z, (n-1) (272 +..+azz) (azz+.+az7Z) ’
0K(z) 1 az(n-1) _ az

0z, (n-1) (azz +...+azz) (azz+..+oz7Z)

endi bu hususiy hosilada 7, (j = 1,..,n) bo‘yicha hosila olamiz.

2 -
OK(z) _ a, _ na, 2z,
= = = \n = = \n+l’
020z, (azz +..+azz) (ozZ +..+0a727)
2 9 —
OK(z) _ a, _ ne.,’z,z,
= = = \n = = \n+1’
02,0z, (az7z +..+azz) (zZ +..+027Z)
2 -
a K(Z) — an _ nan ZTI/ZTI/

020z  (azz +..+azz) (27 +..+azz )"

17171 n-n"n
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bu giymatlarni (2.1.6) tenglikga qo‘yamiz:

n
..., O 0*u 0*u
E : . Y = Q5.0 9207 + ...+ alag...an_lﬁ =
pieY 2,07, 2,07, 2,0Z
Q nozfzﬁl
= 0y05..00, — . — E— +
(g2 +..+ 2,2 )" (yzz +...+0,2,7Z)
Q) n0422z222
+o0,...0 — + ...+
"W(wzz + .. +azz ) (27 +..+azz )"
17171 n~n"n 17171 n~n"n
2 —
+oyo,...0p — . — vl
(22, + .o+ 2.2 )" (yzZ +...+o,2,7)
[ Q... na12a2043. Q202
- ~ -\ = - \n+1
(g2 +.oo+ 2,2 )" (yzzy +...+0,2,7)
2 —
Ol ... NGOG “Olg . QU 257
4 R R o % % n2_2n+1 NI
(22, + o+ 2.2 )" (w22 +...+ 27 )
2 J—
N 000, 0L Ny Q72 7 _
~ = \n ~ - \n+1
(g2 +.o+ o2,z )" (yz2 +...+a,2,7Z)
1 ozz, .ot aozz
= NoyQy...0u, 0 — ==
> = \n = > \n
(22, + o+ 2.2 )" (22 + ...+ o,27)

bundan esa (2.1.5) ning (2.1.6) ni fundamental yechimi ekanligi kelib chigadi.

a —polyar to‘plamlar. Bizga D sohaning gismi bo‘lgan biror E to‘plam

berilgan bo‘lsin.

Ta’rif 2.1.4. Shunday u(z) € @ — sh(D) va u(z) = —oo funksiya mavjud

bo'llib, Vze £ va wu(z)= -
o —polyar to‘plam deyiladi.
a) ixtiyoriy D < C" sohada

o —polyar to‘plam bo‘ladi, ya’ni

u(z) € @ — sh(D), u(z) # —o, u(z)‘E

tenglik bajarilsa,

E to‘plam D

sohada

o — polyar to‘plam butun C" da ham

= —0

bo‘lsa, u holda shunday v(z) € o — sh(C") funksiya topiladiki,

v(z) # —0 va U‘E = —00

bo‘ladi.

b) sanoqli sondagi a — polyar to‘plamlar yig‘indisi
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bo‘ladi, ya'ni E,E,,... o —polyar to‘plam bo‘lsa, £ = UE]. ham o — polyar

j=1

to‘plam bo‘ladi.

c) agar E o — polyar to‘plam bo‘lsa, uning Xausdorf o‘lchovi
H, ,. (E)=0, ¢>0, boladi va aksincha agar H, , (F)<o bolsa, E
a —polyar to‘plam bo‘ladi.

d) agar har bir 2° € D nuqta uchun shunday atrof B(z’,r) cc D va
shunday M o‘zgarmas topilib, {uﬁ} c a — sh(D) sinfdan olingan har bir
uy(2) funksiya ushbu

u(2) <M (2 € B(z,7))
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2.2 a — potensiallar va uning xossalari

B(D) orqali D ning barcha borel gism to‘plamlarining o — algebrasini,
ya’ni D dan olingan barcha kompaktlarni o‘z ichiga oluvchi eng kichik o —
algebrani belgilaymiz.

Ta’rif 2.2.1. D da u o‘lchov deb, B(D)da aniglangan va barcha
K < D kompaktlarda chekli nomanfiy o — additiv to‘plam funksiyasiga
aytiladi.

Agar u(D) <o bo‘lsa, u holda u o‘lchov chekli deyiladi. D dagi

barcha o‘lchovlar to‘plami R}, orqali belgilaymiz.
D, = D,(u) to‘plam u(D,) =0 bo‘lgan eng katta ochiq to‘plam bo‘lsin (u
bo‘sh bo‘lishi ham mumkin). U holda S(u) = D \ D,(u) yopiq to‘plam (D ga
nisbatan) u o‘lchovning xavzasi deyiladi. Agar S(u) ~kompakt bo‘lsa, u
holda u o‘lchov finit o‘lchov deyiladi. u oflchov E < B(D) to‘plamda
markazlashgan deyiladi, agar p(D \ E) = 0 bo‘lsa.

Ta’rif 2.2.2. D sohada v zaryad deb, B(D) da aniglangan va K < D
kompaktda chekli haqiqiy o—additiv to‘plam funksiyasini tushunamiz. Ikkita
o‘lchov ayirmasi zaryad bo‘ladi.

D- C" da aniglangan soha bo‘lib, K(z,w) D x D aniglangan funksiya hamda
v D ning xavzasidagi zaryad bo‘lsin.

Ta’rif 2.2.3. Ushbu

Uy = [K(zw)dv, (2.2.1)



ifodaga v zaryadning K — potensiali deyiladi. Agar D bilan C" ustma-ust

tushib qolsa (n > 2)

1 1

n—=1(az, —w]|2 +a, |z, —w2|2 +..ta,

K(z,w)=K, (z-w)= 5 , (a=(a,a,,..,a,)eR))

)n—]

Zn _Wn

va unga mos potensialni

U;(Z):IKa(z—w)de (2.2.2)

qaraymiz. Bu potensialga v zaryadning a - potensiali deyiladi.

FE < C" kompaktni qaraymiz va 9(F) orqali xavzasi F da bo‘lgan
barcha o‘lchovlar to‘plamini belgilaymiz. To‘plamning o‘lchovi u(F) =1
shartni qanoatlantiruvchi barcha g o‘lchovlardan tuzilgan to‘plamini S(FE)
orqali belgilaymiz. Ushbu energiya integralini qaraymiz:

L(u) =[] K, (2 = w)du(z)du(w)

ExE
W, (E) = inf I, (1)

giymatni belgilaymiz, bu yerda aniq quyi chegara barcha u € S(E) o‘lchovlar

bo‘yicha olinadi. K, (z —w) > Cdoﬁ_it ligidan, bu yerda d — F ning diametri,
0<W,(E) <o (2.2.3)

bo‘ladi.
Ta’rif 2.2.4. E kompaktning sigimi (« —sig‘imi) deb C_(E) =W '(E)

a

songa aytiladi.

(2.2.3) ga ko‘ra C_(F) chekli va nomanfiy bo‘ladi.
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Teorema 2.2.1. Agar S(u) da U¥(2) < M (0 < a < n) tengsizlik orinli
bo‘lsa, C" fazoning barcha joyida
Uk(z) <22 M
tengsizlik o‘rinli.
Isbot: 2 ¢ S(u), 2’ —S(u) ning 2z ga yaqin nuqtasi bo‘lsin.
a — subgarmonik funksiyalar fazosida metrika (2.1.4) ga asosan
kiritilganligidan, istalgan w € S(u) uchun
p(2"w) < p(zw) + p(z,2") < 2p(z,w)
ga ega bo‘lamiz, bu yerdan
P ) 2 2 0 (2 )
va
Uk(z) < 222U (%) < 2" M
tengsizlik o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
Teorema 2.2.2. Agar p o‘lchovning UZ (x) potensiali S(u) xavzasida
uzluksiz bo‘lsa, u holda u C" da uzluksiz bo‘ladi.
Isboti. UL (x) ning uzluksizligini faqat S(u) ning nuqtalarida o‘rnatish
zZarur.
2" e S(u), pu, — p olchovning p(z°,w) < & (¢ >0) shartdagi gismi va
py = p—u, bolsin. U holda U¥(z) = Uk (z) + Uk (z) va

[UL(z") = UL(2) I U (2°) + Uge (2)+ | U (2°) = Ug (2) |
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bo‘ladi.

U (z) potensial z° nuqtada uzluksizligidan, U*(z) potensial £ >0 da
nolga tekis yaqinlashadi.
U’ (z) potensialning chekliligidan istalgan berilgan 17 >0 da shunday & >0

soni topish mumkinki,

U (2°) < %17

a

bo‘ladi. Lekin S(u) da U’ " (z) potensial 2z nuqgtada uzluksiz; shuning uchun
S(u) ning p(z,2") < &(n) < €, tengsizlik bajariladigan giymatlarida

Ul (z) < n tengsizlik o‘rinli va U/<(z) < n ham bajariladi. Bu S(x,) ning
barcha nuqtalarida o‘rinli ekanligidan C" ning barcha joyida U’:(z) < 2*"*n
o‘rinli va teorema isbotlandi.

Teorema 2.2.3. u— deyarli hamma joyda U¥(z) chekli potensialga ega
bo‘lgan finit o‘lchov bo‘lsin. Istalgan & >0 da shunday K < S(u) kompakt
topish mumkinki, g o‘lchovning K < S(u) kompaktda quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi uy' qismi mavjud:

1) U¥(x) C" da uzluksiz.

2) uh-p'MH<e

Isboti. Luzin teoremasiga ko‘ra shunday K < S(u) topiladiki, 2) va
Uk(z) K da uzluksiz bo‘lsin. U holda U/'(2) K da uzluksiz bo‘ladi. Bunga

ishonch hosil qilish uchun
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U2 () = Uk(z) = U2+ (2
tenglikni yozamiz, uning o‘ng qismi yuqoridan yarim uzluksizligi uchun chap
gismining quyidan yarim uzluksizligi kelib chiqadi. Teorema 2.2.1 ga ko‘ra
U“(z) C" da uzluksiz bo‘ladi.

Teorema 2.2.4. u — deyarli hamma joyda u chekli potensialli o‘lchov
bolsin. U holda {u,} finit o‘lchovlarning monoton o‘suvchi ketma — ketlik
mavjud, shu bilan birga

1) Ut(z) C" da uzluksiz

2) lim U (2) = U¥(2) bo‘ladi.

Isbot. Avvalo u oflchov finit bo‘lsin.  Monoton kamayib nolga
intiluvchi {¢,} sonlar ketma-ketligini olamiz. Teorema 2.2.1 ni u va & ga
qo‘llab, uzluksiz potensialli A, o‘lchovni topamizki u(1)—A4,(1) <¢, bo‘ladi.

Endi teorema 2.2.2. ni u—A, olchovga va ¢, songa qo‘llaymiz. u—4,

ning qismini ifodalovchi , shu bilan birga u(1)—-4,1)-4,(1)<e, bo‘lgan

uzluksiz potensialli A, o‘lchovni olamiz. Bu mulohazalarni davom qildirib va

un(l):Z}tk deb olib, uzluksiz potensialli monoton o‘suvchi {u,} ketma —
k=1

ketlikni olamiz, shu bilan birga u,(1) - u(1). Bu erdan y, wp kelib chiqadi

va shuning uchun 2) o‘rinli. g finit bo‘lmagan o‘lchov bo‘lgan holda uni biz

M8

p=> 4, korinishda tasvirlaymiz, bu yerda u, — u ning k-1<z <k

k=1

qatlamdagi qismi va keyin har bir g, oflchov uchun S(g; )<S(u)
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bajariladigan {g, } ketma-ketlikni quramiz.

U™ (z) uzluksiz va LmU." (z) = U(z) A4, =, deb olamiz.

n—»0 =1
U’(z) potensiallar C" da uzluksiz, A, finit o‘lchovlar monoton o‘suvchi
ketma —ketlikni ifodalaydi, shu bilan birga 4,  u ga intiladi. Binobarin

Ut(z) = im UM (2)

n—»o0

va teorema isbotlandi.
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2.3 a — sig‘im va uning xossalari

Teorema 2.3.1. E — C" dagi kompakt to‘plam va U, (E) > —oo tengsizlik

o‘rinli bo‘lsin. U holda E da g birlik massaning shunday taqsimoti mavjudki,
L (w) = U, (2)
bo‘ladi.

Isbot. 1, — E dagi shunday birlik massa tagsimoti ketma — ketligi
bolsinki 1, (s, ) — U, (E) bo'lsin. Qism ketma-ketlikda limitga o‘tishdan
foydalanib, p, ketma-ketlik F da qandaydir g o‘lchovga sust yaqinlashadi
deyishimiz mumkin.

E da f =1 deb olib,

u(E)= [ fip = ;Lrgoffdun = lim g, (B) =1
ga ega bo‘lamiz. Shunday qilib p birlik o‘lchov. Endi quyidagi muhim
tasdigni isbotlaymiz.

Lemma 2.3.1. agar fiksirlangan kompakt to‘plamda p, — oflchovlar
ketma - ketligi u o‘lchovga sust yaqinlashsa va f(z) F da yuqoridan yarim

uzluksiz bo‘lsa, u holda

lim [ [z, () < [ f)du(2)

F
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. f(z) funksiya yuqoridan yarim uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun
shunday kamayuvchi fm<z> uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi mavjudki

I, (z) — f(z), m — o0 o‘rinli. Shuning uchun m — oo da

ffm<x>d,u<x> — ff(a:)d,u(a;) va demak, Ve > 0 uchun shunday m nomer
F F

mavjudki ffm (z)d,u(z) < ffzd,u(z) + ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
F F

Shunday qilib,

n——+00

lim [ fdp, < lim [ fdu, = [ fdn< [ fdu+e
F F F F

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bu lemmani F x F to‘plamda berilgan K a(z — w) funksiyaga tadbiq
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etib 1, (u) > Ela (un> =U, (E) ekanligini olamiz. Teskari tengsizlik
ta’rifdan kelib chiqadi.

Ta’rif 2.3.1. p o'lchov E dagi sig'im (tekis tagsimot) tagsimoti
deyiladi,

Ua<w> = {KO[(z—w)d,u(z)

funksiya esa E to‘plamning sig‘im (tekis) potensiali deyiladi.

Bu yerda nokompakt to‘plamlarning sig‘imini aniqlash qulay. Buni
quyidagicha bajaramiz. E — ixtiyoriy to‘plam bo‘lsin. E dagi barcha F
kompakt gism to‘plamlar C_(F) sig‘imlarining aniq yuqori chegarasi C_(FE)
ichki sig‘im deyiladi. Shuningdek, tashqi sig‘imni quyidagicha aniglaymiz:
C>(F) = inf C_(G) bunda quyi chegara E ni o‘zida saglovchi barcha G ochiq
to‘plamlar bo‘yicha olinayapti.

Ravshanki, agar va to‘plam - FE, C E, shartni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy to‘plamlar bo‘lsa, u holda C’a<E1> §C’a<E2>. Demak, agar E
ixtiyoriy chegaralangan to‘plam bo‘lsa u holda hamma vaqt C, (E) <C (E)
o‘lchov. Bu tengsizlik tenglikka aylangan paytda F to‘plam sig‘im bo‘yicha
o‘lchovli (yoki C, - o‘lchovli) deb ataymiz.

Aytish mumkinki, agar E|, va FE, to‘plamlar uchun E, C E, bo‘lsa, u
holda C* (E,) < C* (E,).

Ta’rifdan kelib chiqadiki, agar G ochiq to‘plam bo‘lsa, u holda
C’;(G ) = C’a<G ), demak barcha ochiq to‘plamlar sig‘im bo‘yicha o‘lchovli.
Kompakt to‘plamlar uchun mos natijani quyidagi teorema beradi.

Teorema 2.3.2. E kompakt to‘plam va G, lar quyidagi shartni

ganoatlantiruvchi chegaralangan ochiq to‘plamlar ketma - ketligi bo‘lsin.

o0
G, CG,n=12..va ﬂGn: E

n
n=1

u holda
C’a<Gn> — C’a<E>,n — 00
shunday qilib kompakt to‘plamlar sig‘im bo‘yicha o‘lchovli.
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Isbot. Sig‘imning monotonligidan kelib chiqadiki agar C, = C’a<Gn>
bo‘lsa, u holda C, > C,
C’a<E> < C,. Demak, C = lim C, limit mavjud va C’a<E) < C tengsizlik

n—oo

L»n=1L12... Har bir fiksirlangan n larda esa
o‘rinli.

i, — G, kompakt to‘plamdagi maksimal giymati

U, = Ia<,un> = GfG Ka<z—w>d,un<z>d,un<w>

bo‘lgan birlik massa tagsimoti bo‘lsin. U holda yuqoridagiga teoremaga ko‘ra

p birlik o‘lchovga sust yaqginlashuvchi p— qgismiy ketma - ketlik topish
p

mumkin.

Bu p limit o‘lchov C_¥n da har bir p uchun tagsimlangan va shuning
p

uchun E to‘plamda tagsimlangan. Agar kerak bo‘lsa qism ketma — ketlikka
o‘tib umumiylikka zid gilmagan holda, g, ketma - ketlik p ga sust

yaqginlashadi deb hisoblashimiz mumkin. Lemmani qo‘llab

im0, = lim [ K, (2~ w)dy, (2)dp,(w) <U = [ K, (2= w)dp(z)dp(w)
e nﬁooénxén EXE

munosabatni olamiz. Bundan sig‘im ta’rifiga ko‘ra

C = lim C (G,) < C (E) ekanligi kelib chigadi va bu teoremani isbotlaydi.

n—oo

Teorema 2.3.3. E to’plam C (F)> 0 bo‘lgan kompakt to‘plam bo‘lsin,

i — E dagi mos tekis tagsimot va E*-pu ning xavzasi bo‘lsin. U holda

Co(E") = C,(E)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot: Agar £, = F — E* bo‘lsa, u holda u(E,) = 0 o‘lchov. Xakikatan

ham agar 2" — E, ning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, u holda markazi 2° nugtada
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bo‘lgan E* bilan kesishmaydigan shunday D ochiq shar topiladiki,
wD )=0 Dboladi. U holda markazi ratsional koordinatali nuqta
e D, C D da bo‘lgan ratsional radiusli shunday D), ochiq shar mavjudki
20 € D, ¢ D . Bundan kelib chiqadiki, p(D,) =0 bo‘ladi. Barcha bunday
sharlar to‘plami sanoqli shuning uchun ularni ,u<E0> < Z ,u(DZ.> =0

quyidagicha D, ketma-ketlik shaklida joylashtirish mumkin. Shunday qilib

i — E* dagi birlik massa tagsimoti bo‘ladi va

U B > [ K, (2 —w)dp(z)dpw) = [ K, (z = w)dp(z)dp(w) = U, (B)

ExFE ExFE

Bundan quyidagi tengsizlik kelib chiqadi: C' (E*) > C (F). Oldingi teoremaga

asosan teskari tengsizlik E* C E ekanligidan oson kelib chigadi.
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2.4 a —subgarmonik funksiyalarning Riss ifodasi

Teorema 2.4.1. Har qanday u(z) € a — sh(D) funksiya olinganda ham D
sohada shunday musbat u o‘lchov mavjudki, ixtiyoriy D’ << D soha uchun

u(z) = J. K(z —w)du, + h(z) (2.4.1)

bo‘ladi, bunda h(z) € @ — h(D) funksiya va

K(z) = L agar n > 2 bo‘lsa

(n—1)- (22 + 22 + .. +,2,7,)" " 7

ga teng. K(z) = 6(z) bo‘lib, bu yerda 6(z) Dirakning umumlashgan funksiyasi,
o(p(2)) = @(0), @ € F(C"). 6 ga massasi z = 0 da bo‘lgan birlik o‘lchov mos
keladi.

Isbot: u(z) « - subgarmonik funksiya bo‘lganligi uchun a,u musbat
funksional bo‘ladi. Har bir musbat funksional biror u oflchovni aniqlaydi:

A u(p) = Jgodu, @ € F(D). u/, chekliolchov bo'lib,
v(z) = J. K(z —w)du,
DO
integral mavjud bo‘ladi. A K(z — w) = 6(z — w) ekanligidan A v = u, ya'ni
JvAgodV = deuw, Vo e F(D")
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan ushbu

h(z) = u(z) — v(z)
ayrma uchun A _h(z) =0 bo‘lishi, yani h(z) ning D° sohada « — garmonik

funksiya ekanligini bildiradi.
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Xulosa

Ushbu bitiruv malakaviy ishida a = (ay,...,a,) € R, musbat haqiqiy

koordinatali vektor berilganda
a=adz ndz, +...+a dz, Adz

forma uchun dd‘u na™t >0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
a —subgarmonik funksiyalar sinfi va ularning xossalari o‘rganildi. Hususan
oddiy subgarmonik funksiyalar uchun o‘rinli bo‘lgan barcha xossalar bu sinf
funksiyalari uchun ham o‘rinli ekani ko‘rsatildi. Ba’zi alohida jihatlariga
to‘xtaladigan bo‘lsak ushbu sinfda o‘rta giymat xossasi shar bo‘yicha emas
balki elliptik sharlar uchun bajarilishiga amin bo‘lamiz. Shuningdek ushbu
sinfda o — potensiallar nazariyasi asoslari ishlab chiqildi. «a — sigim

tushunchasi kiritildi va xossalari isbot qilindi.
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