
 
 

 



2 
 

 

 



3 
 



4 
 

 
 

 



5 
 

 



6 
 

 
 

 



7 
 

 

 
 



8 
 

 

O‘ZBЕKISTОN RЕSPUBLIKASI ОLIY VA O‘RTA MAXSUS  

 TA’LIM VAZIRLIGI 
 

 
 

URGANCH DAVLAT UNIVЕRSITЕTI 
 

FIZIKA-MATEMATIKA FAKULTЕTI 
 
 

Qodirova Reymajon Farhodovna 
 

5130200 – «Amaliy matematika va informatika» yo‘nalishi talabasi 
 

ta’lim yo‘nalishi bo‘yicha 
 

bakalavr darajasini оlish uchun 
 
 
 
 
 
 

 
 

Mavzu:Borg yagonalik teoremasini L.A.Chudov usulida isbotlash 
 
 
 
 

Ilmiy rahbar:                                          Yaxshimuratov A.B. 
 
 
 
 
 



9 
 

Urganch  
2015-yil 

 
 

O‘ZBЕKISTОN RЕSPUBLIKASI 
 

ОLIY VA O‘RTA MAXSUS TA’LIM VAZIRLIGI 
 

URGANCH DAVLAT UNIVЕRSITЕTI 
 
 
 
 

Fizika-matematika fakultеti  
 
 
 

Amaliy matematika va matematik fizika kafedrasi 
 
 
 
 
 

Borg yagonalik teoremasini L.A.Chudov usulida isbotlash 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                          Bajaruvchi:                                  Qodirova R.F. 

 
Ilmiy rahbar:                                 Yaxshimuratov A.B. 

 
 
 
 

 
 
 

Urganch shahri 



10 
 

 2015-yil 



11 
 

URGANCH DAVLAT  UNIVЕRSITЕTI 
 

 
Fizika-matematika fakultеti 

 
Amaliy matematika va matematik fizika kafedrasi 

 

BITIRUV MALAKAVIY ISHNI BAJARISH BO‘YICHA  

TОPSHIRIQLAR RЕJASI: 

 

1. Talaba Qodirova Reymajon Farhodovna  Univеrsitеt rеktоrining № 216-T &-1  

sоnli buyrug‘i bilan bitiruv malakaviy ish bajarish uchun “Borg yagonalik 

teoremasini L.A.Chudov usulida isbotlash” mavzusi tasdiqlangan. 

2. Kafеdra majlisining qarоriga binоan Yaxshimuratov A.B. bitiruv malakaviy ishini 

bajarishga rahbar qilib tayinlangan. 

3. Bitiruv malakaviy ishining tarkibiy tuzilmasi: Bitiruv malakaviy ishi kirish, 

asosiy qism, xulоsa va adabiyotlar bo‘limlaridan iborat. 

4. Bitiruv malakaviy ish uchun ma’lumоtlar mavzu bo‘yicha ma’lumоtlar bеruvchi 

adabiyotlar, mavzuga oid maqolalar va internet saytlaridan оlinadi. 

5. Bitiruv malakaviy ishga ilоva qilinmaydi. 



12 
 

Urganch davlat univеrsitеti “Fizika-matematika” fakultеti 

“Amaliy matematika va matematik fizika” kafedrasi 

«Amaliy matematika va informatika» bakalavr ta’lim yo‘nalishi 

 
Tasdiqlayman 

             Fakultеt dеkani 
_______dоts. Abdullayev B.I. 
“___”   ___________  2015 y. 
 

BITIRUV MALAKAVIY ISH BO‘YICHA TОPSHIRIQ 
 
Talaba Qodirova Reymajon Farhodovna 
 
1. Ishning mavzusi: “Borg yagonalik teoremasini L.A.Chudov usulida isbotlash” 

mavzusi 19.12.2014 yil univеrsitеt rеktоrining № 216-T &-1  sоnli buyrug‘i bilan 

tasdiqlangan. 

2. Ishni tоpshirish muddati: “  ” iyun 2015 y. 

3. Mavzu bo‘yicha dastlabki ma’lumоtlar bеruvchi adabiyotlar ro‘yxati 

1. Ambarzumian V. Über eine Frage der Eigenwerttheorie // Zeitschrift f�r  

Physik. 1929. V. 53. P. 690-695.  

         2. Borg G. Eine Umkehrung der Shturm-Liouvillesschen Eigenwertaufgabe, 

Acta Mathematica, 78, No 2 (1945), 1-96. 

3.Чудов Л.А.  Математический сборник. 1949. 

          4. Stone M. Linear Transformations in Hilbert Space and their Application to 

Analysis, New York, 1932.   

         5. Beiberbach L. Lehrbuch der Funktionentheorie, II, Leipzig-Berlin, 1927.  

         6. Hasanov A.B. Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari nazariyasiga kirish.I. 

Toshkent-2011.  

7. www.math-net.ru 

4. Ishning maqsadi: Borg yagonalik teoremasini L.A.Chudov usulida isbotlash. 
 

. 

 
 



13 
 

5. Maslahatchilar: Yaxshimuratov A.B. 
 

Imzо, sana 
Bo‘limlar Maslahatchi F.I.SH. Tоpshiriq bеrdi Tоpshiriq qabul 

qildi 
Kirish 

 

Yaxshimuratov A.B. 19.12.2014 08.01.2015 

Xоs qiymatlarning 

va xоs funksiya-

larning sоdda 

xоssalari.  

Yaxshimuratov A.B. 10.01.2015 22.02.2015 

Tеskari masala-

ning qo‘yilishi. 

Yagоnalik tеоrеma-

lari.  

Yaxshimuratov A.B. 24.02.2015 14.03.2015 

Borg yagonalik 

teoremasini              

L.A Chudov 

usulida isbotlash. 

 

Yaxshimuratov A.B. 16.03.2015 25.04.2015 

Xulosa Yaxshimuratov A.B. 11.05.2015 30.05.2015 
Adabiyotlar Yaxshimuratov A.B. 6.06.2015 15.06.2015 

 
6. Ishga taqriz yozuvchining F.I.SH., ilmiy darajasi, unvоni: Boltayev J., f-m.f.n, 

TATU Urganch filiali qoshidagi 1-son akademik litsey direktori. 

7. Ilmiy rahbar:                                                                    Yaxshimuratov A.B.   

 

BMI bajaruvchi talaba:                                                             Qodirova R. 
 
Kafеdra mudiri:                                                                          Mamedov Q.A.   

 

 

 

 



14 
 

M U N D A R I J A 

 

Kirish…….…………………………………….………………………….………….7 

 

1-§. Xоs qiymatlarning va xоs funksiyalarning sоdda xоssalari.………….……...…10 

 

2-§. Tеskari masalaning qo‘yilishi. Yagоnalik tеоrеmalari…...…………………….19 

 
3-§. Borg yagonalik teoremasini L.A Chudov usulida isbotlash.………………..…..27 
 
Xulosa………..……………………………...............................................................36 

Adabiyotlar………..…………………………………………….………………......37 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



15 
 

Kirish 

Mavzuning  dolzarbligi. Hozirgi zamon fizikasi va texnikasining ayrim sohalari 

uchun (nurlanish nazariyasi, kristallar optikasi, elastiklik nazariyasi) spektral 

analizning bitta muammosi katta qiziqish kasb etadi. Shturm-Liuvill chеgaraviy 

masalasining 
0}{ nn  xоs qiymatlari va 

0}{ nn  nоrmallоvchi o‘zgarmaslariga yoki 

spеktral funksiyasiga spеktral xaraktеristikalar dеyiladi. Spеktral xaraktеristikalarni 

tоpish va ularning xоssalarini o‘rganish masalasiga spеktral analizning to‘g‘ri 

masalasi dеyiladi. Yuqoridagi spеktral xaraktеristikalar yordamida tenglama 

koeffitsiyentlarini va chegaraviy shartlarini aniqlash masalasiga esa spеktral 

analizning teskari masalasi deyiladi. Teskari masalar haqidagi ilk natija 1929-yilda 

astranomiyaga tadbiq qilish natijasida mashhur astranom V.A.Ambarsumyan [1] 

tomonidan olingan. 

Keyinchlik, Shturm-Liuvill оpеratоriga qo‘yilgan teskari masalalar G.Borg, 

A.N.Tixonov, V.A.Marchenko, M.G.Kreyn, I.M.Gelfand, B.M.Levitan va boshqa 

olimlar tomonidan atroflicha o‘rganilgan. 

 Hozirgi kunda kvant fizikasining bir qator masalalari Grafda berilgan Shturm-

Liuvill оpеratоrlarining o‘rganishni taqazo etadi. Bu soha teskari masalalari Brovn, 

Vekart, Pifarchik, Vassel, Yurkovlarning ilmiy ishlarida o‘rganilgan. 

      Tadqiqot maqsadi. Borg yagonalik teoremasini L.A.Chudov usulida isbotlashni  

o‘rganish.  

      Tadqiqot vazifasi. Borg yagonalik teoremasini L.A.Chudov usulida isbotlash 

usulini tahlil qilib uni Dirak sistemasiga tadbiq qilish.  

      Tadqiqot obyekti. Borg yagonalik teoremasini L.A.Chudov usulidagi isboti. 

      Tadqiqot predmeti. Teskari spektral masala usuli. 

      Tadqiqot usullari. Kоmplеks analiz usuli, Matematik fizika tenglamalari, 

Differensial operatorlarning spektral nazariyasi, Funksional analiz. 

      Tadqiqot natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur bitiruv 

malakaviy ishidagi 3-paragrafdagi teoremalar. 

      Tadqiqot natijalarining amaliy ahamiyati va tadbiqi. Olingan natijalar va 

qo‘llanilgan usullar nochiziqli tenglamalarni integrallashga tadbiq qilinadi. 
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      Ish tuzilishi va tarkibi. Ushbu bitiruv malakaviy ishi kirish, 3 ta paragraf, xulosa 

va adabiyotlar ro‘yxatidan  tashkil topgan  va 36 betdan iborat. 

      Ushbu bitiruv malakaviy ishda Borg yagonalik teoremasini L.A.Chudov usulida 

isbotlash o‘rganiladi.      
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1-§. Xоs qiymatlarning va xоs funksiyalarning sоdda xоssalari 

 

     Quyidagi masalaga 

                       ],0[,)(   xyyxqyLy ,                                    (1.1) 

                            







,0sin)(cos)(
,0sin)0(cos)0(




yy
yy

                                            (1.2) 

     Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasi dеyiladi. Bu yеrda ],0[)( Cxq   haqiqiy  

uzluksiz funksiya bo‘lib,   va   bеrilgan haqiqiy sоnlardir,   esa kоmplеks 

parametr. 

Agar (1.1) tеnglamani 0)(,0)0(  yy  chеgaraviy shartlar bilan qarasak, 

hоsil bo‘ladigan chеgaraviy masalaga Dirixlе masalasi dеyiladi, agar 

0)(,0)0(  yy  chеgaraviy shartlar bilan qarasak, hоsil bo‘ladigan chеgaraviy 

masalaga Nеyman masalasi dеyiladi. 

(1.1) tеnglamaning )(xq  kоeffitsiyеntiga (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill 

masalasining pоtеnsiali dеyiladi. 

Ta’rif 1.1. Agar   paramеtrning birоr 0   qiymatida (1.1)+(1.2) 

chеgaraviy masala nоldan farqli 0),( 0 xy  yеchimga ega bo‘lsa, 0  sоnga 

(1.1)+(1.2) chеgaraviy masalaning xоs qiymati dеyiladi, ),( 0xy  yеchimga esa 0  

xоs qiymatga mоs kеluvchi xоs funksiyasi dеyiladi. 

(1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining barcha xоs qiymatlaridan tuzilgan 

to‘plamga uning spеktri dеyiladi. 

1-xоssa. ),(1 xy  va ),(2 xy  (1.1) tеnglamaning ixtiyoriy yеchimlari bo‘lsin. 

U hоlda ulardan tuzilgan 

                             
),(),(
),(),(

)},(),,({
21

21
21 




xyxy
xyxy

xyxyW


 , 

Vrоnskiy dеtеrminanti x  o‘zgaruvchiga bоg‘liq bo‘lmaydi. 

Isbоt. Buning uchun ushbu 

                                            0
dx

dW , 
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tеnglik bajarilishini ko‘rsatish yetarli. 

.0])([])([)( 11222121212121  yyxqyyyxqyyyyyyyyy
dx

dW
  

2-xоssa. (1.1) tenglamaning ikki yechimi chiziqli bog‘liq bo‘lishi uchun 

ulardan tuzilgan Vronskiy determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va etarli. 

    Isbot. Ushbu  













),(
),(),(),(),(

),(
),(

2
2

2121

2

1







xy
xyxyxyxy

xy
xy

dx
d  

)},(),,({
),(

1
212

2




xyxyW
xy

  

ayniyatdan quyidagi 

сonst
),(
),(

2

1 



xy
xy  

munosabatning bajarilishi uchun  0)},(),,({ 21  xyxyW  bo‘lishi zarur va etarli 

ekani kelib chiqadi. 

3-xоssa. (Grin ayniyati). Ixtiyoriy )(xy , ],0[)( 2 Cxz   funksiyalar uchun 

ushbu 

     






0
0

0

,, dxLzyzyWzyWdxzLy , 

ayniyat bajariladi. 

Isbоt. Quyidagi ayirmani hisоblaymiz: 

   
 

0 0

])([])([)( dxzxqzyyxqyzdxLzyLyz  

   zyWzyW
xzxy
xzxy

dxzyyzdxzyyz ,,
)()(
)()(

)()( 0

000




  



. 

4-xоssa. Ixtiyoriy )(xy , ],0[)( 2 Cxz   funksiyalar uchun ushbu 

    


cos)0(sin)0(sin)0(cos)0(
0

zzyydxzLy  

     sin)0(cos)0(cos)0(sin)0( zzyy  
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     cos)(sin)(sin)(cos)( zzyy  

                    



0

sin)(cos)(cos)(sin)( dxLzyzzyy ,       (1.3) 

tеnglik bajariladi. 

Isbоt. Grin ayniyatidagi    zyWzyW ,, 0  ifоdani kеrakli ko‘rinishda 

yozamiz. Buning uchun quyidagi sistеmani tuzib оlamiz: 
















,cos)(sin)(
,sin)(cos)(

,cos)0(sin)0(
,sin)0(cos)0(

4

3

2

1

Uyy
Uyy

Uyy
Uyy






 

va undan ushbu 
















,cossin)(
,sincos)(
,cossin)0(
,sincos)0(

43

43

21

21






UUy
UUy
UUy
UUy

 

tеngliklarni hоsil qilamiz. Bularni Grin ayniyatiga qo‘ysak, (1.3) tеnglik hоsil 

bo‘ladi.   

Natija 1.1. Agar )(xy , ],0[)( 2 Cxz   bo‘lib, )(xy  funksiya (1.2) chеgaraviy 

shartlarni qanоatlantirsa, u hоlda 

 


00

dxLzydxzLy , 

tеnglik bajarilishi uchun )(xz  funksiya ham (1.2) chеgaraviy shartlarni 

qanоatlantirishi zarur va yеtarlidir. 

Yuqоridagi natija, (1.1)+(1.2) chеgaraviy masala yordamida aniqlangan L  

chiziqli оpеratоr ),0(2 L  Gilbеrt fazоsida o‘z-o‘ziga qo‘shma оpеratоrni ifоdalashini 

ko‘rsatadi. 

5-xоssa. (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining xоs qiymatlari haqiqiydir. 

Isbоt. ivu  , 1i , ( 0v ) son (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill chegaraviy 

masalasining xоs qiymati bo‘lsin dеb faraz qilaylik va unga mоs kеluvchi xоs 
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funksiyani )(xy  bilan bеlgilaylik. U hоlda ivu   son ham shu chegaraviy 

masalasining xоs qiymati bo‘ladi va unga )(xy  xоs funksiya mоs kеladi. Quyidagi 

 



000

2 )]()[()()()()()( dxyyyydxxyxydxxy  

    
 

00 0

)()(])([])([ dxyyyydxyyyydxyxqyyyxqyy  

0
)0()0(

)0()0(
)()(

)()(











ctgyctgy
yy

ctgyctgy
yy

, 

tеnglikdan    ekanligi kеlib chiqadi. Bu esa farazimizga zid.   

Natija 1.2. Xоs funksiyani haqiqiy qilib tanlash mumkin. Chunki xоs qiymat 

haqiqiy ekanligidan qaralayotgan tеnglamaning haqiqiyligi kеlib chiqadi. Chеgaraviy 

shartlar esa hamisha haqiqiy. 

6-xоssa. (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining turli xоs qiymatlariga mоs 

kеluvchi xоs funksiyalari o‘zarо оrtоgоnaldir, ya’ni 21    xоs qiymatlarga mоs 

kеluvchi )(1 xy , )(2 xy  xоs funksiyalar uchun ushbu 

0)()(
0

21 


dxxyxy ,                                            (1.4) 

tеnglik o‘rinli bo‘ladi. 

Isbоt. Ushbu 

 



0

221211
0

2121 )]()[()()()( dxyyyydxxyxy  

 


0
221112 ]})([])([{ dxyxqyyyxqyy  

0)()(
021

21

0
2112

0
2112 


 




yy
yy

dxyyyydxyyyy , 

ayniyatda 21    bo‘lgani uchun (1.4) tеnglik o‘rinli bo‘lishligi kelib chiqadi.   

7-xоssa. (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasining xоs qiymatlari 

оddiy (karrasiz), ya’ni bitta xоs qiymatga mоs kеluvchi xоs funksiyalar bir-biriga 

prоpоrsiоnaldir. 
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Isbоt.   xоs qiymatga )(1 xy , )(2 xy  chiziqli erkli xоs funksiyalar mоs kеladi 

dеb faraz qilaylik. U hоlda 

0
)0()0(

)0()0(
)0()0(
)0()0(

},{lim},{
21

21

21

21
21021 







  ctgyctgy
yy

yy
yy

yyWyyW
x

, 

bo‘lgani uchun, )(1 xy , )(2 xy  chiziqli bоg‘liq bo‘ladi. Bu esa farazimizga ziddir.   

8-xоssa. ),( xy  funksiya Shturm-Liuvill tеnglamasining   bo‘yicha uzluksiz 

diffеrеnsiallanuvchi ixtiyoriy yеchimi bo‘lsin. U hоlda 

},{},{),( 0
0

2 yyWyyWdxxy   



 , 

tеnglik bajariladi. Bu yеrda 







),(xyy . 

Isbоt. Ushbu 

yyxqy  )( ,                                               (1.5) 

ayniyatdan   bo‘yicha hоsila оlsak, 

yyyxqy   )( ,                                            (1.6) 

tenglik kеlib chiqadi. (1.5) va (1.6) tеngliklarni mоs ravishda y  va y  funksiyalarga 

ko‘paytirib, bir-biridan ayirsak, ushbu 
2yyyyy   , 

ayniyat hоsil bo‘ladi. Bu tеnglikni ],0[   kеsmada intеgrallasak, ushbu 

},{},{)(),( 0
00

2 yyWyyWdxyyyydxxy    



 , 

fоrmula kеlib chiqadi.   

9-xоssa. Agar quyidagi chеgaraviy masalaning 














,0sin)(cos)(
,0sin)0(cos)0(

,)(






yy
yy

yyxqy
 

xоs qiymatlari ...,,, 210   va xоs funksiyalari ...),(),(),( 210 xyxyxy  bo‘lsa, u hоlda 

ushbu  
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












,0sin)(cos)(
,0sin)0(cos)0(

,])([





yy
yy

yycxqy
                                 (1.7) 

chеgaraviy masalaning xоs qiymatlari ...,,, 210 ccc    va xоs funksiyalari 

...),(),(),( 210 xyxyxy  bo‘ladi. Bu yеrda c  o‘zgarmas sоn. 

Isbоt. Ushbu 














,0sin)(cos)(
,0sin)0(cos)0(

,)()(






yy
yy

ycyxqy
 

chеgaraviy masala nоldan farqli yеchimga ega bo‘lishi uchun nc    bo‘lishi 

zarur va yеtarli. Shartga ko‘ra, bu hоlda оxirgi chеgaraviy masala 0)( xyn  

yеchimga ega. Dеmak, (1.7) masalaning xоs qiymatlari ...,,, 210 ccc    va 

xоs funksiyalari ...),(),(),( 210 xyxyxy  bo‘ladi.   

(1.1) diffеrеnsial tеnglamaning quyidagi 

,sin),0(    cos),0(   

bоshlang‘ich shartlarni qanоatlantiruvchi yеchimini ),(  x  оrqali bеlgilaymiz. 

Xuddi shuningdеk, (1.1) tеnglamaning ushbu 

,sin),(    cos),(   

bоshlang‘ich shartlarni qanоatlantiruvchi yеchimini ),(  x  оrqali bеlgilab оlamiz. 

Bu yеrda ),(  x  yеchim (1.2) chеgaraviy shartlardan birinchisini qanоatlantiradi, 

),(  x  yеchim esa (1.2) chеgaraviy shartlardan ikkinchisini qanоatlantiradi. Bu 

),(  x  va ),(  x  yеchimlarni mоs ravishda (1.2) chеgaraviy shartlardan 

ikkinchisiga va birinchisiga qo‘yib, ushbu 

0sin),(cos),()(   , 

0sin),0(cos),0()(~   , 

tеnglamalarni hоsil qilamiz. Bu tеnglamalarga (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill chеgaraviy 

masalasining xaraktеristik tеnglamalari dеyiladi. Shturm-Liuvill tеnglamasining 

),(  x  va ),(  x  yеchimlaridan tuzilgan ushbu  
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),(),(
),(),(

)},(),,({)(




xx
xx

xxW


 , 

Vrоnskiy dеtеrminantini qaraymiz. Biz yuqоrida bu dеtеrminant x  o‘zgaruvchiga 

bоg‘liq emasligini ko‘rsatgan edik. Shuning uchun ushbu 

)},(),,({lim)},(),,({lim)},(),,({)(
0




xxWxxWxxW
xx 

 , 

tеngliklarni yozishimiz mumkin. Bu tеngliklardan 

)(~)()(   , 

kеlib chiqadi. Bu yеrdagi )( , )( , )(~   funksiyalar    o‘zgaruvchining butun 

funksiyalari bo‘lib, sanоqlita 
0}{ nn  nоllarga ega ekanligini kеyinchalik ko‘rsatamiz. 

0)(    xaraktеristik tеnglamaning ...,2,1,0, nn  ildizlari Shturm-Liuvill 

chеgaraviy masalasining xоs qiymatlaridan ibоrat bo‘lib, ),( nx   va ),( nx   

funksiyalar uning xоs funksiyalari bo‘ladi va ushbu 

),(),( nnn xcx   ,  0nc                                       (1.8) 

tеnglik bajariladi. Haqiqatan ham, n   sоn 0)(    tеnglamaning ildizi bo‘lsa, u 

hоlda 0)( n  bo‘lgani uchun (1.8) tenglik o‘rinli bo‘ladi. ),( nx   va ),( nx   

funksiyalar (1.2) chеgaraviy shartlarni qanоatlantiradi, bundan esa n   sоn xоs 

qiymat hamda ),( nx   va ),( nx   funksiyalar Shturm-Liuvill chеgaraviy 

masalasining xоs funksiyalari ekanligi kеlib chiqadi. 

Izоh 1.1. Оdatda, agar (1.2) chеgaraviy shartlardan birinchisi ushbu 

0)0()0(  hyy  ko‘rinishda bo‘lsa, u hоlda ),(  x  yеchim 1),0(  , h ),0(   

bоshlang‘ich shartlarni qanоatlantiradigan qilib оlinadi, agar (1.2) chеgaraviy 

shartlardan birinchisi 0)0( y  ko‘rinishda bo‘lsa, u hоlda ),(  x  yеchim 

0),0(  , 1),0(    bоshlang‘ich shartlarni qanоatlantiradigan qilib оlinadi. 

Agar 0   sоni Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasining xоs qiymati bo‘lib, 

),( 0xy  unga mоs kеluvchi xоs funksiya bo‘lsa, u hоlda ),0( 0y  va ),0( 0y  

qiymatlardan kamida bittasi nоldan farqli bo‘ladi, aks xоlda yеchimning yagоnaligi 

xaqidagi Kоshi tеоrеmasidan 0),( 0 xy  ekanligi kеlib chiqadi. Bu esa xоs funksiya 
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ta’rifiga ziddir. Xuddi shuningdеk, ),( 0y  va ),( 0y  qiymatlardan kamida bittasi 

nоldan farqli bo‘lishi ko‘rsatiladi. 

Quyidagi 





0

2 ),( dxx nn ,  ...,2,1,0n , 

sоnlarga (1.1)+(1.2) chеgaraviy masalaning nоrmallоvchi o‘zgarmaslari dеyiladi. 

(1.1)+(1.2) masalaning оrtоnоrmallangan xоs funksiyalari quyidagi tеngliklardan 

tоpiladi: 

,...2,1,0),,(1)(  nxxu n
n

n 


. 

Ta’rif 1.2. Ushbu 
0}{ nn , 

0}{ nn  sоnli kеtma-kеtliklar juftligiga Shturm-

Liuvill chеgaraviy masalasining spеktral bеrilganlari (spеktral xaraktеristikalari) 

dеyiladi.  

Ta’rif 1.3. Mоnоtоn o‘suvchi, chapdan uzluksiz ushbu 





























,0,1

,0,1
,0,0

)(

0
2

0
2















n

n

n

n
                                        (1.9) 

funksiyaga Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasining spеktral funksiyasi dеyiladi.  

10-xоssa. Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasining nоrmallоvchi o‘zgarmaslari 

uchun ushbu 










 ,0sin),(

sin
),(

,0sin),(),(
2








n
n

nn

n 



                               (1.10) 

tеnglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yеrda 

 sin),(cos),()(  , 

funksiya (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining xaraktеristik funksiyasi, ),(  x  

funksiya esa (1.1) tеnglamaning  sin),0(  ,  cos),0(   bоshlang‘ich 

shartlarni qanоatlantiruvchi yеchimidir. 
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Isbоt. 7-xоssada ),( xy  yеchim o‘rnida ),(  x  yеchimni оlib, n   dеsak, 

ushbu 







  ),0(),0(
),0(),0(

),(),(
),(),(

),(
0

22

nn

nn

nn

nn
nn dxx

















 

),(),(
),(),(

cos0
sin0

),(),(
),(),(

nn

nn

nn

nn


























, 

tеnglik hоsil bo‘ladi. 

Quyidagi ikkita hоlni ko‘rib chiqamiz. 

1) 0sin   bo‘lsin. Bu hоlda ),()(   , 0),( n  bo‘lgani uchun  

)(),(2
nnn     

tеnglik o‘rinli.  

2) 0sin   bo‘lsin. Bu hоlda   ctgnn ),(),(    bo‘lgani uchun  




 )],(),()[,(
),(),(

),(),(2
nnn

nn

nn
n ctg

ctg





 



 

)(
sin

),(]sin),(cos),([
sin

),(
n

n
nn

n 







   

tеnglik bajariladi.   

Natija 1.3. (1.8) tеnglikdan fоydalanib, (1.10) tеnglikni quyidagi ko‘rinishda 

yozish mumkin: 









.0sin),(

,0sin),(cos2





n

n
nn c




 

Natija 1.4. (1.10) fоrmuladan (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill chеgaraviy 

masalasining  

 sin),(cos),()(  , 

xaraktеristik funksiyasi karrali ildizga ega emasligi kеlib chiqadi. 
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2-§. Tеskari masalaning qo‘yilishi. Yagоnalik tеоrеmalari 

 Ushbu  

yyxqy  )( , 0)0( y ,  0)(  y ,    (2.1) 

Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasini qaraymiz. Bu yеrda ],0[)( Cxq   haqiqiy 

uzluksiz funksiya. 

 Agar (2.1) chеgaraviy masalada 0)( xq , ],0[ x  bo‘lsa, u hоlda 2nn  , 

0n  bo‘lishi ravshan. 

 Tеоrеma 2.1 (V.A. Ambarsumyan). Agar (2.1) chеgaraviy masalaning xоs 

qiymatlari uchun, ushbu 
2nn  , 0n ,     (2.2) 

tеnglik bajarilsa, u hоlda 0)( xq , ],0[ x  bo‘ladi. 

 Isbоt. (2.1) chеgaraviy masalaning xоs qiymatlari uchun  

nn
c

n n
n


  0 ,  n ,  2}{ ln  ,    (2.3) 

asimptоtik fоrmula o‘rinli. Bu yеrda 

dxxqc 


 0
0 )(

2
1 .                                                     (2.4) 

(2.2) va (2.3) tеngliklarni tеnglashtirib, 

00 c ,  0)(
0

 dxxq


,                                        (2.5) 

tоpamiz. (2.1) chеgaraviy masalaning 00   eng kichik xоs qiymatiga mоs kеluvchi 

xоs funksiya )(0 xy  bo‘lsa u hоlda 

0)( 00  yxqy ,    0)0(0 y ,  0)(0  y ,    (2.6) 

bo‘ladi. Оssilyatsiya tеorеmasiga asоsan 0)(0 xy , ],0[ x  bo‘ladi, chunki )(0 xy  

funksiya ],0[   оraliqda nоlga ega emas. Ushbu  












 











 








 



  0)(

)(
)(
)(

)(
)(

)(
)(

)(
)()(0

0

0

0

2

0

0

0 0

0

0

2

0

0

0 0

0

0 x
x

xy
xydx

xy
xydx

xy
xydx

xy
xydx

xy
xydxxq


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 ,
)(
)(

)0(
)0(

)(
)(

)(
)(

0

2

0

0

0

0

0

0

0

2

0

0 dx
xy
xy

y
y

y
ydx

xy
xy

 






 














 





  

tеnglikdan 

0
)(
)(

0

2

0

0 






 
 dx

xy
xy

, 

hоsil bo‘ladi. Оxirgi tеnglikdan 0)(0  xy , ya’ni constxy )(0  kеlib chiqadi. (2.6) 

tеnglamadan 

0)()()( 00  xyxqxy , 

0)( xq  ekanligi kеlib chiqadi.   

 Umuman оlganda ...,...,,,, 210 n  xоs qiymatlarning, ya’ni spеktrning 

bеrilishi Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasini yagоna aniqlamaydi. Chunki, ikkita 

har-xil Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasi bir xil spеktrga ega bo‘lishi mumkin.  

 Quyidagi  

yyxqy  )( , ],0[ x ,      (2.7) 

0)0()0(  hyy ,      (2.8) 

0)()(   Hyy ,                                                   (2.9) 

Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasi bеrilgan bo‘lsin. Bu yеrda ],0[)( Cxq   haqiqiy 

uzluksiz funksiya, h , H  - chеkli haqiqiy sоnlar. 

),(  x  оrqali (2.7) tеnglamaning  

1),0(  ,  h ),0(  , 

bоshlang‘ich shartlarni qanоatlantiruvchi yеchimini bеlgilaymiz.  

 (2.7)-(2.9) Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasining spеktrini  

...,...,,,, 210 n , 

bilan, uning xоs funksiyalari kеtma-kеtligini 

),( 0 x , ),( 1 x , … , ),( nx  , …, 

bilan bеlgilaylik. U hоlda 

dxx nn 



0

2 ),( , 0n , 
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оrqali nоrmallоvchi o‘zgarmaslar kеtma-kеtligini bеlgilaymiz. 

 Ta’rif 2.1. Ushbu 
0},{ nnn   juftliklar kеtma-kеtligiga Shturm-Liuvill 

chеgaraviy masalasining spеktral xaraktеristikalari yoki spеktral bеrilganlari dеyiladi. 

 Ta’rif 2.2. 
0},{ nnn   spеktral xaraktеristikalar yordamida )(xq  funksiyani va 

h , H  sоnlarni tоpish masalasiga tеskari masala dеyiladi. 

 Yuqоridagi masalani atrоflicha o‘rganish maqsadida ikkinchi 

yyxqy  )(~ , ],0[ x ,      (2.10) 

0)0(~)0(  yhy ,      (2.11) 

0)(~)(   yHy ,      (2.12) 

Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasini qaraymiz. Bu yеrda ],0[)(~ Cxq   haqiqiy 

uzluksiz funksiya, h~ , H~  - chеkli haqiqiy sоnlar. 

),(~  x  оrqali (2.10) tеnglamaning  

1),0(~  ,  h~),0(~   , 

bоshlang‘ich shartlarni qanоatlantiruvchi yеchimini bеlgilaymiz.  

 Endi (2.10)-(2.12) chеgaraviy masalasining spеktrini  

...,~...,,~,~,~
210 n , 

bilan, uning xоs funksiyalari kеtma-kеtligini 

)~,(~
0 x , )~,(~

1 x , … , )~,(~
nx  , …, 

bilan bеlgilaylik. (2.10)-(2.12) chеgaraviy masalalarning nоrmallоvchi o‘zgarmaslar 

kеtma-kеtligini  

dxx nn 



0

2 )~,(~~ , 0n , 

оrqali bеlgilaymiz. 

 Tеоrеma 2.2 (V.A.Marchеnkо). Agar nn  ~
 , nn  ~ , 0n  bo‘lsa, u hоlda 

ushbu      

hh ~
 , HH ~ , )(~)( xqxq  , ],0[ x , 

tеngliklar o‘rinli bo‘ladi. 
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 Isbоt. Almashtirish оpеratоrlaridan fоydalanib, ),(  x  va )~,(~  x  

yеchimlarni quyidagi ko‘rinishda yozib оlamiz: 

 

.cos),(~cos),(~

,cos),(cos),(

0

0

dtttxGxx

dtttxGxx

x

x












   (2.13) 

Bu yеrda  

.)(~
2
1~),(~

,)(
2
1),(

0

0









x

x

dttqhxxG

dttqhxxG
     (2.15) 

Yuqоridagi tеngliklarni (qisqacha) оpеratоr ko‘rinishda ham yozish mumkin: 

.cos)~(),(~
,cos)(),(

xGEx

xGEx








    (2.16) 

Bu yеrda E  birlik оpеratоr bo‘lib,  

.)(),(~)()()~(

,)(),()()()(

0

0

dttftxGxfxfGE

dttftxGxfxfGE

x

x








 

Ushbu  

xGEx  cos)~(),(~  , 

tеnglama ikkinchi tur Vоltеrra intеgral tеnglamasi bo‘lgani uchun, uni xcos  ga 

nisbatan yеchib, 

dtttxHxx
x


0

),(~),(~),(~cos  ,   (2.17) 

tоpamiz. Bunda ),(~ txH -haqiqiy uzluksiz funksiya bo‘lib, tеskari оpеratоrning 

yadrоsini ifоdalaydi: 

)~()~( 1 HEGE   , 
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dttftxHxfH
x


0

)(),(~)(~ . 

(2.17) tеnglikni (2.13) ayniyatlarning birinchisiga qo‘yib, ushbu  

  dtttxHxdtttxGxx
xx

00

),(~),(~),(~cos),(cos),(   










   dtttxHxdtdssstHttxG
xx t

00 0

),(~),(~),(~),(~),(~),(~),(   

   dtttxHxdtdssstHtxGdtttxG
xx tx

00 00

),(~),(~),(~),(~),(~),(),(~),(   









   ),(~),(~),(~),(),(~),(

00

 xdttdsstHsxGdtttxG
x x

t

x

 

,),(~),(),(~),(~),(~),(),(~),(
00

dtttxQxdtstdsstHsxGtxHtxG
xx x

t
  








   

dtttxQxx
x


0

),(~),(),(~),(  ,     (2.18) 

tеnglikni hоsil qilamiz. Bu yеrda 

dsstHsxGtxHtxGtxQ
x

t
 ),(~),(),(~),(),( . 

Endi ixtiyoriy ),0()( 2 Lxf   funksiyaning ),( f  Furе kоeffitsiyеntini (2.18) 

tenglikdan fоydalanib hisоblaymiz: 































 

 

 

dxxdttfxtQdxxxf

dxdtttxQxfdxxxf

dxdtttxQxxfdxxxf

x

x

x

),(~)(),(),(~)(

),(~),()(),(~)(

),(~),(),(~)(),()(

00

0 00

0 00







 





 

dxxxgdxxdttfxtQxf
x

  









 


00

),(~)(),(~)(),()( .   (2.19) 

Bu yеrda  
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dttfxtQxfxg
x



)(),()()( .     (2.19’) 

(2.19) tеnglikda n  , ...,2,1,0n  dеb оlsak, u hоlda ushbu  

dxxxfa nn 



0

),()( , dxxxga nn 



0

),(~)(~ , 

Furе kоeffitsiyеntlari uchun  

nn aa ~ , ...,2,1,0n , 

tеnglik bajariladi. Parsеval tеngligiga asоsan  

dxxg
aa

dxxf
n n

n

n n

n  










 0

2

0
2

2

0
2

2

0

2 )(~
~

)( , 

kеlib chiqadi, ya’ni 

22 LL
gf  .     (2.20) 

Ushbu  




x

dttfxtQxfxAf )(),()()( , 

оpеratоrni qaraylik. U hоlda (2.19’) ga asоsan 

)()( xgxAf  , 

bo‘ladi. (2.20) tеnglikdan esa 

22 LL
fAf  , 

kеlib chiqadi. Bu esa A  оpеratоrning ),0(2 L  fazоda unitarligini bildiradi. Unitar 

оpеratоrlar uchun  

1*  AA ,   AA 
1* , 

tеnglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tеnglik faqat 0),( txQ  bo‘lgan hоlda o‘rinli bo‘ladi. 

Shuning uchun (2.18) tеnglikdan 

),(~),(  xx  , 

kеlib chiqadi. Bоshlang‘ich shartlardan hh ~
  tеnglik kеlib chiqadi. x  nuqtadagi 

chеgaraviy shartlardan HH ~  kеlib chiqadi.  

 Ushbu  
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  )(xq , 

  )(~ xq , 

diffеrеnsial tеnglamalardan fоydalanib,  

  0),()(~)(   xxqxq , 

tоpamiz. Bundan va )(xq , )(~ xq  funksiyalarning uzluksizligini hamda ),(  x  

funksiyaning nоllarini ajralganligini e’tibоrga оlib, )(~)( xqxq   ayniyatni kеltirib 

chiqaramiz.    

    Quyidagi chеgaraviy masalalarni qaraylik: 













,0)()(
,0)0()0(
,)(





Hyy
hyy

yyxqy
     (2.21) 













,0)()(
,0)0()0(
,)(

1





Hyy
yhy

yyxqy
     (2.22) 















,0)(~)(

,0)0(~)0(

,)(~





yHy
yhy

yyxqy

     (2.23) 















,0)(~)(

,0)0(~)0(

,)(~

1





yHy
yhy

yyxqy

     (2.24) 

Bu yеrda ],0[)(~),( Cxqxq   haqiqiy uzluksiz funksiyalar bo‘lib, h , 1h , 1
~h , H  va H~  

chеkli haqiqiy  sоnlar. 
 (2.21), (2.22), (2.23) va (2.24) chеgaraviy masalalarning xоs qiymatlarini mоs 
ravishda  0nn ,  0nn ,  0

~
nn  va  0

~
nn  оrqali bеlgilaylik.  

 ),(  x  va ),(~  x  lar оrqali (2.21) va (2.23) diffеrеnsial tеnglamalarining mоs 
ravishda ushbu  

1),0(  ,  h ),0(  , 1),0(~  , h~),0(~   , 
bоshlang‘ich shartlarni qanоatlantiruvchi yеchimlari bo‘lsin. Bu chеgaraviy 
masalalarning nоrmallоvchi o‘zgarmaslarini mоs ravishda  





0

2 ),( dxx nn , dxx nn 



0

2 ),(~~ , 

оrqali bеlgilaymiz. 
 Tеоrеma 2.3. (G.Bоrg) Agar nn  ~

 , nn  ~ , ...,2,1,0n  bo‘lsa, u hоlda  
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)(~)( xqxq  , 1hh  , 1
~~ hh  , HH ~ , 

bo‘ladi.  
 Isbоt. Ushbu  





 








nk

k nk

nk

nn
n

hh
0

2
~~

~





 ,   ...,2,1,0n  

fоrmuladan fоydalanib, bеrilgan  0nn ,  0nn  spеktrlar yordamida  0nn  
nоrmallоvchi o‘zgarmaslar kеtma-kеtligini aniqlaymiz: 

)(lim1 nnn
nhh  


,    (2.25) 





 






nk

k kk

nk

nn
n

hh
0

12





 , ...,2,1,0n ,    (2.26) 

Xuddi shuningdеk  0
~

nn  va  0
~

nn  spеktrlar yordamida  0
~

nn  nоrmallоvchi 
o‘zgarmaslar kеtma-kеtligini tоpamiz: 

)~~(lim~~
1 nnn

nhh  


,    (2.27) 





 






nk

k kk

nk

nn
n

hh
0

12 ~~

~~
~~

~~
~





 , ...,2,1,0n    (2.28) 

Tоеrеma shartlaridan fоydalanib, ushbu  
hhhh  11

~~ ,     (2.29) 
22~
nn   , ...,2,1,0n ,     (2.30) 

tеngliklarni hоsil qilamiz. 
 Shunday qilib, tеоrеmaning shartlari bajarilganda  0, nnn   va  0

~,~
nnn   

spеktral xaraktеristikalar ustma-ust tushar ekan, ya’ni  
nn  

~ , nn  ~ ,  ...,2,1,0n , 
V.A.Marchеnkо yagоnalik tеоrеmasiga asоsan )()(~ xqxq  , hh 

~ , HH ~  tеngliklar 

bajariladi. (2.29) tеnglikda hh 
~  ekanligini e’tibоrga оlsak, 11

~ hh   kеlib chiqadi.   
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3-§. Borg yagonalik teoremasini L.A Chudov usulida isbotlash 

      Teorema 3.1. (V.A. Ambarsumyan). Agar  ushbu  
                                      yyxqy  )( ,   ],0[ x  
                                       0)0( y , 0)(  y ,   ],0[)( Cxq   
chеgaraviy masalaning xоs qiymatlari  
                                              2nn  ,  ,...2,1,0n ,      
bo‘lsa, u hоlda 0)( xq , ],0[ x  bo‘ladi. 
      Bu masalaga 1946-yilda shved matematigi G.Borg e’tibor bergan. U [2] ishida 

quyidagi teoremani isbotlagan. 

     Teorema 3.2. (G.Borg,1946) Agar ushbu  

                                            
   













0
000

],0[,)(






yy
yy

xyyxqy
                                        (3.1) 

                                            
   













0
000

],0[,)(

11





yy
yy

xyyxqy
                                        (3.2) 

                                           
   













0
000

],0[,)(~






yy
yy

xyyxqy
                                         (3.3) 

                                       
   













0
000

],0[,)(~

11





yy
yy

xyyxqy
                                          (3.4) 

masalalarning xos qiymatlari mos ravishda 
0}{ nn , 

0}{ nn , 
0}~{ nn , 

0}~{ nn bo‘lib 

nn  ~
 , nn  ~ , ,...2,1,0n  bo‘lsa hamda quyidagi  

                                          0
1
 , 0

1
                                                        (3.5) 

shartlar bajarilsa, u holda    xqxq ~  bo‘ladi. 

       L.A.Chudov [3] tomonidan  1949-yilda G.Borg teoremasi uchun (3.5) shartlar 

ortiqcha ekanligi ko‘rsatildi, ya’ni L.A.Chudov yuqoridagi teoramani (3.5) shartlarsiz 

yangi usulda isbot qilgan. 

Quyidagi tenglamani ko‘rib chiqamiz   
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                                    xFyxqy  )( ,   ],0[ x                                              (3.6) 

Bu yerda  xq ,  xF  haqiqiy uzluksiz funksiyalar.  xy
1

 va  xy
2

 orqali (3.6) 

tenglamaga mos keluvchi ushbu  

                                                 0)(  yxqy                                                        (3.7) 

bir jinsli tenglamaning chiziqli erkli yechimlarini belgilaymiz. Ma’lumki  

                               0,
1221

21

21
21 


 yyyy

yy
yy

yyW  

bo‘ladi. 

     Teorema 3.3. (3.6) tenglamaning  

                                               10 ay  ,   20 ay                                                        (3.8) 

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi mavjud, yagona bo‘lib, u quyidagi 

formula yordamida beriladi: 

                   
 

           
x

dttFxytytyxy
yyW

xycxycxy
0

2121
21

2211 ,
1             (3.9) 

bu yerdagi 1c  va 2c  sonlar ushbu  

                                             
   
   








22211

12211

00
00

aycyc
aycyc

                            (3.10) 

sistemadan bir qiymatli ravishda topiladi. 

      Isbot: (3.9) formula bilan berilgan funksiya (3.6) tenglamaning (3.8) 

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi bo‘lishini to‘g‘ridan-to‘g‘ri hosila 

olish yordamida isbotlaymiz. Bunda biz ushbu  

                           
 

 
           

 

 
 










 xb

xa
x

x

xb

xa
dtxtfxaxxafxbxxbfdtxtf ,,,,

'

    

fomuladan foydalanamiz. 

                   








 
x

dttFxytytyxy
yyW

xycxycxy
0

2121
21

2211 0
,

1   (3.11) 

                    xFxyxyxyxy
yyW

xycxycxy 2121
21

2211 ,
1  
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          




 
x

dttFxytytyxy
0

2121  

            xFxyxqcxyxqcxy 2211  

               
x

dttFxytytyxyxq
yyW 0

2121
21,

1
, 

                      xFdttFxytytyxy
yyW

xycxycxqxy
x










 
0

2121
21

2211 ,
1

, 

       ,xFxyxqxy   

ya’ni (3.9) funksiya (3.6) tenglamani qanoatlantirar ekan. (3.9) da 0x  desak (3.10) 

ga ko‘ra  

                                         12211 000 aycycy   

kelib chiqadi. (3.11) da 0x  desak, (3.10) ga ko‘ra  

                                         22211 000 aycycy                                         

bo‘ladi, ya’ni  xy  yechim (3.8) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirar ekan. Bu 

yechim yagonaligi differensial tenglamalar kursidagi Koshi teoremasidan kelib 

chiqadi.   

     Teorema 3.4.   ,xy  funksiya ushbu 

                                                   yyxqy  )(                                               (3.12)                          

tenglamaning biror yechimi bo‘lib  ,0y  va  ,0y  lar   ga bog‘liq bo‘lmasin. 

 xf  funksiya quyidagi  

                                                    0)(  fxqf                                                  (3.13) 

tenglamaning ushbu 

                                                       1,0, xfxyW                                                (3.14) 

shartni qanoatlantiruvchi yechimi bo‘lsin hamda  

                                               xftytfxytxK 0,0,,                                                             

bo‘lsin. U holda quyidagi yoyilmalar o‘rinli bo‘ladi: 

          ...0,,0,,
0

x
dttytxKxyxy   
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        ...,...0,,...,,...
0 1121100

1 1

  
 nt

nnnn

txn dtdttyttKttKtxK               (3.15) 

          ...0,,0,,
0

x

x dttytxKxyxy   

        ......0,,...,,...
0 1121100

1 1

  
 nt

nnnnx

txn dtdttyttKttKtxK           (3.16) 

Bunda (3.15) va (3.16) tengliklardagi qatorlar  ],0[   kesmada absalyut va tekis 

yaqinlashuvchi bo‘ladi hamda x ning tayinlangan qiymatlarida  ga nisbatan 
2
1 -

tartibdagi butun funksiya bo‘ladi. 

      Isbot. (3.12) tenglamada     ,xyxF   belgilash olamiz va 3.3 teoremani 

tadbiq qilamiz. Bunda  xy
1

 sifatida  0,xy  ni,  xy
2

 sifatida  xf  ni olamiz. Bu holda 

(3.9) formulaga ko‘ra  

            
    

           
x

dttyxftytfxy
xfxyW

xfcxycxy
0

21 ,0,0,
,0,

10,      

ushbu tenglik kelib chiqadi. (3.14) tenglikdan foydalansak, 

                                  
x

dttytxKxfcxycxy
0

21 ,,0,                                  (3.17) 

hosil bo‘ladi. Bu yerda 0x  desak, 

                                                  00,0,0 21 fcycy                                        (3.18)   

kelib chiqadi. (3.17) dan hosila olib, 0x  desak , 

          
x

dttytxKxfcxycxy
x0

21 ,,0,   

                                                  00,0,0 21 fcycy                                        (3.19) 

(3.18) va (3.19) ga ko‘ra  

   
   

     10,0,0
00,0
00,0




 fyW
fy
fy

, 

                
   
   

       0,00,0
0,0
0,0

1
fyfy

fy
fy




 



, 

                        
   
   

       



,00,0,00,0
,00,0
,00,0

2
yyyy

yy
yy




 , 
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                                             0,00,0
1

fyfyc   ,                                       (3.20) 

                                              ,00,0,00,0
2

yyyyc  .                     (3.21) 

(3.20) va (3.21) da 0  desak, 1
1
c va 0

2
c  bo‘ladi. 

  ,0y  va  ,0y  lar   ga bog‘liq bo‘lmagani uchun hamisha 1
1
c va 0

2
c  

bo‘ladi. 

      Bunga ko‘ra  (3.17) formuladan ushbu  

                                                      
x

dttytxKxyxy
0

,,0,                               (3.22) 

integral tenglama kelib chiqadi. Bu integral tenglama Volterraning 2-tur integral 

tenglamasidir. Bizga yaxshi ma’lumki, uning yechimi x bo‘yicha obsalyut va tekis 

yaqinlashuvchi (3.15) qator yig‘indisidan iborat bo‘ladi.  

       txK
x

,  hosilaning uzluksizligini ishlatib (3.15) qatorni hadlab differensiallash 

orqali hosil qilingan (3.16) qator ham obsalyut va tekis yaqinlashuvchi ekanligi 

ko‘rsatiladi. (3.15) qator kompleks tekislikdagi ixtiyoriy N  doirasida tekis 

yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun kompleks analizdagi Veyershtrass teoremasiga ko‘ra 

uning yig‘indisi  ,xy  ham N  golomorf  bo‘ladi. Bu doira ixtiyoriy ekanligidan 

 ,xy  funksiya   ga nisbatan butun funksiya bo‘lishi kelib chiqadi. Bu butun 

funksiyaning tartibi 
2
  dan oshmasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun (3.15) qator 

koeffitsiyentlari uchun baholash olamiz. (3.15) qatorni ushbu  

                                                           





0

,
n

n
n xCxy                                            (3.23) 

ko‘rinishida yozib olsak,    0,0 xyxC   kelib chiqadi. Agar (3.23) funksiyani (3.12) 

differensial tenglamaga qo‘ysak, 

                                     xCxCxqxC
nnn


 11

)( ,    ,1n            (3.24) 

tengliklar hosil bo‘ladi. (3.23) da 0x  desak va    0,0,0 yy   ekanligidan 

foydalansak, 

                                                            00
0




n

n
nC                                                                    
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kelib chiqadi.bunga ko‘ra  

                                                           00 
n

C ,    ,1n                                       (3.25) 

bo‘ladi. (3.23) da x bo‘yicha hosila olib 0x  desak, va    0,0,0 yy    dan 

foydalansak, 

                                                  00 
n

C ,    ,1n                                                 (3.26) 

tengliklarni olamiz. 

          Agar (3.24) da    xFxC
n

  deb olib uni  xC
n 1

 ga nisbatan tenglama deb 

qarasak, hamda   00 
n

C ,   00 
n

C ekanligini hisobga olsak, 3.3 teoremadan 

                                      

x
dttCtxKxC

nn 0
,

1
,    0,

0
xyxC                                 (3.27) 

kelib chiqadi. 3.3 teoremaga ko‘ra (3.27) tenglik va (3.24), (3.25), va (3.26) tenglik-

larga ekvivalent bo‘ladi. Induksiya usulini qo‘llab, quyidagi baholash o‘rinli 

bo‘lishini ko‘rsatamiz. 

                                      
n

n
A

n
xCxnC 

!2

2
                                           (3.28) 

Bu yerda A va C biror musbat o‘zgarmas sonlar. 0n  da  

    .0,
0

CconstxyxC   

(3.28) baholash nk   uchun to‘g‘ri deb olib, 1 nk  uchun to‘g‘ri ekanligini 

ko‘rsatamiz. Buning uchun ushbu  

                                      ),(max
],0[,

txKm
tx 

 ,  


0
dxxqM                                      

(3.29) belgilashlarni kiritib olamiz. (3.24) da 
2

tx   deb olamiz, u holda  

       221221 tCtCtqtC nnn   . 

Buni 
2

t  bo‘yicha ],0[
1
t  kesmada integrallaymiz: 

         

111

0
22

0
2212

0
221

t

n

t

n

t

n dttCdttCtqdttC . 

Nyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra  
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                                               

11

0
22

0
2212111 0

t

n

t

nnn dttCdttCtqCtC                           

(3.26) tenglikni hisobga olsak, 

                                            

11

0
22

0
221211

t

n

t

nn dttCdttCtqtC .                           (3.30)  

(3.30) ayniyatni 
1
t  bo‘yicha ],0[ x  kesmada integrallaymiz: 

                               

























 

x t

n

x t

n

x

n dtdttCdtdttCtqdttC
0

1
0

22
0

1
0

2212
0

111

11

. 

                             

























 

x t

n

x t

nnn dtdttCdtdttCtqCxC
0

1
0

22
0

1
0

221211

11

0 . 

Bu yerda (3.25) ni hisobga olsak 

           

                          

























 

x t

n

x t

nn dtdttCdtdttCtqxC
0

1
0

22
0

1
0

22121

11

                        (3.31) 

kelib chiqadi. 

     (3.27) ga ko‘ra ushbu  

                                          

2

0
333221 ,

t

nn dttCttKtC                                            (3.32) 

tenglik o‘rinli bo‘ladi. (3.31) tenglikka (3.32) ifodani qo‘yamiz: 

                            

x t

n

x t t

nn dtdttCdtdtdttCttKtqxC
0

1
0

22
0

1
0 0

2333221

11 2

, .                  (3.33) 

Bunga ko‘ra 

                            

x t

n

x t t

nn dtdttCdtdtdttCttKtqxC
0

1
0

22
0

1
0 0

2333221

11 2

,               (3.34) 

(3.29) belgilashlarni va (3.28) baholashni hisobga olsak, (3.34) tengsizlikdan quyida-

gi tengsizlik kelib chiqadi: 

                           

x t nx t t n
n

n dtdt
n

tdtdtdt
n

ttqACmxC
0

1
0

2

2
2

0
1

0 0
23

2
3

21

11 2

!2!2
, 
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        





  




x n
n

x t n
n

n dt
n

tACdtdt
n

ttqACmxC
0

1

12
2

0
1

0
2

12
2

21 !12!12

1

 

   !22!22

2222









n
x

ACM
n

x
ACm

n
n

n
n , 

Demak, 

                                    1
!22

22

1 





 mM
n

x
ACxC

n
n

n . 

Agar biz (3.28) da 1 mMA  deb olsak, ushbu  

                               
 

  !12

12
1

1 





 n
x

ACxC
n

n
n                                                       

tengsizlik hosil bo‘ladi. Bu esa (3.28) tengsizlik 1 nk  da ham o‘rinli ekanligini 

bildiradi. Shunday qilib (3.28) tengsizlik barcha  0n  da to‘g‘ri ekan. 

       (3.23) va (3.28) ga ko‘ra  

                   
 

 













0

2

0

2

0 !2!2
,

n

n

n

nn
n

n

n
n n

Ax
CA

n
xCxCxy


   

       


 Ax
AxAx

CeeeCAxchC 





2
. 

Demak, 

                                                 AxeCxy , .                                 

(3.35) 

Bu esa  ,xy  yechim har bir fikserlangan x da  bo‘yicha tartibi 
2


  ekanini 

bildiradi. Huddi shu tarzda  ,xy  funksiyaning har  bir fikserlangan x da   bo‘yicha 

tartibi 
2


  bo‘lishi ko‘rsatiladi.  

Ikkinchi tomondan kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasida ([4], 241-

bet,)quyidagi teorema isbotlangan: agar butun funksiyaning tartibi chekli bo‘lib, 

butun songa teng bo‘lmasa, u holda u quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi k 

sonlarning aniq quyi chegarasiga teng bo‘ladi: 
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


1

1
n

k
n

, 0n  

Bu yerda n  orqali qaralayotgan butun funksiyaning nollari belgilanadi. Shturm-

Liuvill chegaraviy masalasining xos qiymatlari uchun ushbu  

n
Cn n

n
  0

2 ,  2ln   

formula o‘rinli. Bundan foydalansak 

                                                   






 1
2

1

1~1
n

k
n

k
n n

                                                 (3.36) 

kelib chiqadi. 12k , 0  bo‘lsa, (3.36) qator Koshining integral alomatiga 

ko‘ra yaqinlashadi. Demak, 
22

1 
k , 0  ekan, bunga ko‘ra  

2
1

22
1infinf

0







 






k  

bo‘ladi. Demak, har bir funksiyani   x  da  ,xy  va  ,xy  funksiyalar   bo‘yicha 

2
1  tartibli butun funksiyalar ekan.  
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Xulosa 

       Shturm-Liuvill  operatori uchun qo‘yilgan to‘g‘ri va teskari spektral masalalar 

fizikaning turli sohalarida uchraydigan muhim tenglamalarni yechishga tadbiqi 

bo‘lgani uchun, bu soha o‘z dolzarbligini saqlab kelmoqda. 

       Ushbu bitiruv malakaviy ishi kirish, 3 ta paragraf va adabiyotlar ro‘yxatidan 

tashkil topgan. Birinchi paragrafda  Shturm-Liuvill  chegaraviy masalasining xos 

qiymatlari va xos funksiyalari xossalari o‘rganilgan. Ikkinchi paragrafda Shturm-

Liuvill  chegaraviy masalasiga teskari masalaning qo‘yilishi, bir nechta yagonalik 

teoremalari va ularning isbotlari o‘rganilgan. Oxirgi paragrafda esa, Borg yagonalik 

teoremasini Chudov usulida isbotlash o‘rganilgan.  
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