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1-§.Kompleks o’zgaruvchining funksiyasidan olingan integral

Integralning tarifi:

Kompleks tekislikdagi biror G sohada uzluksiz bir qiymatli

funksiya berilgan bo’lsin.U holda f(z) funksiya G soha ichidan olingan
ixtiyoriy [’ silliq chizigda ham bir giymatli va uzluksiz bo’ladi. Bu chizigning
tenglamasi z = 2(t) (o <t < ) bo’lib, uning boshlang’ich nuqtasi zy va
oxirgi nuqtasi Z bo’lsin, yani zg = z(«)

va Z = z(0).

I" chiziqda ikki yo'nalishni aniglash mumkin ; bulardan bittasi ¢

parametrning o’sishiga,ikkinchisi esa kamayishiga mos keladi. Odatda ¢t
ning o’sishiga mos yo’nalishni musbat yo'nalish deb +1I" yoki I'"

orqali bunga qarama qarshi yo'nalishni esa manfiy yo’'nalish deb -I" yoki
I'~ bilan belgilanadi.

Masalan f(x) funksiyadan I” chiziq bo‘ylab olingan integralga ta‘rif berish-

dan iboratdir. Uning uchun I chizigni ushbu

nuqtalar vositasi bilan ixtyoriy ravishda n ta yoychalarga bo‘lamiz va shu
yoychalardan har birining istalgan joyidan bittadan nuqta olib , bu nuqtalarni

mos ravishda
Cly Coy vy Gy e, e (3)

deb belgilaymiz. Yuqordagi shartimizga muvofiq w = f(z) funksiya (j
nuqtakarning har birida aniq chekli giymatga ega. Ushbu

f(Cl) ) f(gZ) y e ) f(Ck) y eeeeer ) f(gn)



sonlar bilan quyidagi

ayirmalarning mos ko‘paytmalaridan tuzilgan ushbu

= f(Cl)Azl —|—f(C2)AZ2 +..... —|—f(Ck)AZk 4+ ... Cn AZn Z f Ck Azk

vig‘indini odatda integral yig‘indi deyiladi . Bu yig‘indining giymati (2)
va (3) nuqtalarga bog'liq . Agar biz o‘sha nuqtalarni I" bo‘ylab bir marta
siljitsak (29 va Z larni qo‘zg‘atmasdan) yana bitta integral yig‘indiga ega

bo‘lamiz . Umuman , mana shu usul bilan cheksiz ko‘p

integral yig‘indilar tuzish mumkin . Mana shulardan ixtiyoriy bittasi (4)
dagi S, yig‘indidan iborat.

Agar biz (2) nuqtalarni ketma-ket to‘g‘ri chiziglar orqali tutashtirsak , I’
egri chiziq ichiga chizilgan siniq chiziq hosil bo‘ladi . Bu siniq chiziq uzunlik-
lari

Az, Az, ... | AzE], e |Azy)

lardan iboratdir . Shartimizga muvofiq , I’ silliq chiziq bo‘lgani uchun
|Azy| zveno (vatar) nolga yaqginlashganda uning qarshisidagi yoy uzunligi

ham nolga intiladi . Mana shu vatarlarning eng kattasi ¢ bo‘lsin , ya’ni:
Azp| <6, k=1,2,3,...n

Ravshanki , 6 -0 da, n — oo di

Endi ,

2k =Tp+ Y, G =& +ink, Az = 21 — 251 = (vp — 1) + 1Yk — Y1) =



= A:Ek + ZAyk

bo‘lgani uchun (1) ga muvofiq

f(Ce) Az = (ks i) +iv(Ek, )| (Azk+iAyx) = [w(Er, k) Azg—v(Ek, i) Ayi]+

+i{v (&, me) Az + w(Er, i) Az

Shularga asosan , S,, integral yig‘indini quyidagicha yozish mumkin:
n

Sp =Y F(G)Az =Y [ul&h, m)Azy — (&, m) Ayl +
k=1

k=1

n

+i Y [0(&k s M) Az + u(Cr, M) Ayil (4)

k=1
Tarif. Agat § — 0 (4) integral yig'indi 21, ..., z,—1 va (1, ..., ((, nuqtalar T’
chizigning qaysi joylaridan olinganiga bog’liq bo’lmay,aniq bir chekli limitga
intilsa,shu limit f(z) funksiyadan I' chiziq bo’ylab olingan integral deyiladi
va quyidagicha yoziladi:

/ f(2)dz = (1513(1) ; F(G) Az
J —

I’ chiziq integrallash yo’li yoki konturi deyiladi.Tarifda aytilgan limit
hagiqatan ham mavjud, chunki f(z) funksiya I" silliq chiziqda uzliksiz
bo’lgani uchun (1) ga asosan u(x, y) va (x, y) funksiyalar ham uzluksiz bo’ladi.

U holda matematik analiz kursidagi egri chiziqli integrallar ta'rifga asosan

quyidagi tengliklarga ega bo’lamiz:

(151_1% [ (&, i) Az — v(Eg, i) Ayr) =

u(z,y)dr — v(z,y)dy,
k=1

S —

Hm Y [w(&, i) Azy + w(&e, ne) Aye] = | v(z,y)dr + u(z, y)dy,
1

7
o
|
S —



Mana shularga va (4) ga asosan (5) 1ni bunday yozish mumkin:
/f(z)dz = li}n u(z,y)dr —v(x,y)dy + i liIIp v(z,y)dr +u(x,y)dy  (6)
r

yoki gisqaroq qilib,

/f(z)dz = /(u + ) (dx + idy)
r T
ko’rinishda yozish qulaydir.(6) tenglikning o’ng tomoni haqiqiy argumentli

funksiyalardan olingan egri chiziqli integrallardan iborat.



2-§.Golomorf fuksiya xossalari

Darajali qatorlar yig‘indisining golomorfligi haqidagi teoremalarining bir
nechta natijalarini ta‘kidlab o‘tamiz .

Teorema :

f C H(D) funksiya hosilasi D sohada golomorf .

Isbot :

Ixtiyoriy zo € D nuqta uchun biz D da yotuvchi U = {|z — 29| < R}
doirani qurib olamiz . 1-teoremaga ko‘ra f funksiyani bu doirada darajali
gator yig‘indisi tuziladi .

Avvalgi parogrifdagi 5-teoremaga ko‘ra f’ = ¢ hosila doiraning o‘zida
yaqinlashuvchi gatorlarda tasvirlanadi .

Shuning uchun ¢ ga yuqoridagi 5-teoremani qo‘llash mumkin .

Demak , kompleks analizga ko‘'ra ¢ U da differensiallanuvchi .

Bu teoremadan bevosita boshlang‘ichlarning mavjudlilik shartlari zarurligi
kelib chigadi .

Natija.

Agar f funksiya D sohada F' boshlang‘ichga ega bo‘lsa u holda f D da
golomorf .

1-teoremadan takror foydalanamiz .

Teorema:

Ixtiyoriy f C H(D) funksiya D da , shuningdek H (D) da yotuvchi barcha
tartibdagi hosilalarga ega .

Quyidagi teoremada markazi bilan berilgan darajali qatorlarga funksiyani
yoyish yagonaligi tasdiqlanadi .

Teorema :

Agar f funksiya {|z — 29| < R} doirada



f(z) =) Culz—2)" (1)

darajali qator yig‘indisi ko‘rinishida tuzilsa , u holda bu qator koeffitsiyent-

lari

formula bo‘yicha bir gqiymatli aniglanadi .

Isbot:

(1) da z = 2y deb almashtirib f(zy) = Cp ni topamiz . (1) qatorni hadma-
had differensiallab:

f'(z) = C1 +205(z — 29) + 3C5(z — z0)2 + e

keyin z = zy deb almashtirib f’(zy) = C' ni topamiz .

(1) ni n-marta differensiallaymiz:

FM(2) = nlCp + Cy(z — 20) + Co' (2 — 20)> + cove.

va z = 7y deb o‘rniga qo'yib n!C, = £ (2;) ega bo‘lamiz .

Ba‘zan teorema shunday ifodalanadi , har bir yainlashuvchi darajali qator
Teylor qatori yig‘indisi ko‘rinishida bo‘ladi . (2) formula yordamida elementar
funksiyalarni Teylor qatori ko‘rinishida yozish mumkin .

Masalan , quyidagilarga ega bo‘lamiz

(

e =1+z+5 4ty
\ cosz:l—g—TJrZ—T— ..... (3)
sz’nz:z—g—Tng—s!— ......

bu (3) tasi C ning hamma yerda o‘rinli ularning radiusi R = oo da yaqin-

lashuvchi.



Topilgan C), qiymatni taqqoslab , ularning boshlang‘ich giymatlarini (3)
formula bo‘yicha hisoblab , golomorf funksiyalar hosilasi uchun quyidagi ifo-

dalarni olamiz:

) = o [ e (1)

Agar f D sohada golomorf va G C D soha chekli sonda uzluksiz

chegaralangan va dzy € G mavjud bo‘lsa , u holda gomotop deformatsiya
konturda o‘zgarmas integraldan foydalanib biz keyingi vp formulada 0G

oriyintatsiya chegarasini o‘zgartirishimiz mumkin . Golomorf funksiyalar

hosilasi uchun integral formulalarga ega bo‘lamiz:

1) = g [ s )

oG

2y o‘rniga z ni yozamiz va faraz qilamiz , 2 € G . Koshi integral formu-

lasidan bu formulaga ega bo‘lamiz:

_nl f(€)
oG

Integral belgisi ostidagi 2z parametr bo‘yicha differensiallaymiz:

Teorema. (Morera)
Agar f funksiya D sohada uzluksiz hamda ixtiyoriy A C D uchburchak

chegarasi bo‘yicha olingan integral nolga teng bo‘lsa ,u holda
f e H(D)

Isbot: Ixtiyoriy a € D nuqta uchun U = {|z — a| C I'} C D doirani tuzamiz.

Teoremaga ko‘ra

F(z) = / F(€)de
[a,2]



funkiya U da golomortf va har bir z € U nuqtada

1-teoremaga ko‘ra f U da golomorfligi kelib chiqadi . Har bir a € D
nuqtada f golomorfligi isbotlangan.

Eslatama:

Morera teoremasi integralni hisoblashning asosiy lemmasiga teskari D so-
hadagi golomorf funksiyasi integrali ixtiyoriy A C D uchburchak chegarasi
bo‘yicha nolga teng.

Bu teoremani Koshi teoremasiga teskari ravishda tekshirish mumkin .
Morera teoremasida uzluksiz f funksiyaning qo‘shimcha shartlari kiritiladi.
Bu shart mavjud : Masalan funksiyalar uchun bitta nugtaning boshqa C ning
hamma yerida nolga teng . Ixtiyoriy uchburchak chegarasi bo‘yicha integrali
nolga teng ammo bu funksiyalar golomorf ham uzluksiz ham emas.

Xulosa qilib , nugtada golomorf funksiyalarni turli ekvivalent ta‘riflarni
keltiramiz .

Teorema :

Quyidagi uchta tasdiq ekvivalent

(R) f funksiya kompleks analiz ma‘nosida a nuqtaning qandaydir , U
atrofi f’(z) hosilaga ega :

(C) f funksiya a nugtaning qandaydir U atrofida uzluksiz va uni integrali
ixtiyoriy A C U uchburchak chegarasi bo‘yicha nolga teng .

(W) f funksiya a nuqtaning U atrofida yaqinlashuvchi darajali qatorga
yoyiladi .

Bu uchta tasdiq golomorf funksiyalar nazariyasini tuzishda uchta konsep-
siyada aks ettiriladi . Odatda (R) shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar -

Riman ma‘nosida golomort.
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(C) shart - Koshi ma‘nosida golomorf va (W) shart - Veyershtrass ma‘nosida
golomorf deyiladi .

(R) = (C) implikatsiya Koshi teoremasida , (C)=-(R) -Morera teore-
masida , (R)=(W) -Teylor teoremasida , (W)=-(R) - darajali qator

yig‘indisining golomorfligi haqidagi teoremada isbotlangan .

Eslatma :

f funksiyani {|z — a| < R} doirada yaqinlashuvchi darajali qatorlar

yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash uni bu doirada golomorflik shartlari zarur
va yetarli bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz .

Ammo yaginlashuchi darajali qatorlar doira chegarasidagi nuqtalarda yaqin-
lashuvchi , bu nuqtada qgator yig‘indisining golomorfligi bilan bog‘liq emas .
Buni oddiy misollarda ko‘rishimiz mumkin . Boshqacha aytganda , {|z| < 1}

doirada yaqginlashuvchi

Lo ©
= 2
1—z
n=0
geometrik progresiyaga yoyib yozamiz . {|z| = 1} aylananing barcha nug-
tasida uzoqglashuvchi , uning umumiy hadi nolga yaqinlashmaydi . Ammo bu

gator yig‘indisi boshga z = 1 aylananing barcha nuqtalarida golomorf .

Boshqa tomondan
n

>

n=1

= f(2) (7)

3M| \

qator yaqginlashuvchi {|z| = 1} aylananing barcha nuqtalarida yaqinlashuvchi
u oy, # yaqginlashuvchi sonli gatorga majorantlanadi . Ammo uni yig‘indi

f 2z =1 nugtada golomorf bo‘lishi mumkin emas .

Shunday qilib , f'(z) > Znn_l birga intilganda , haqiqiy o‘glar bo‘yicha
n=1
cheksiz o‘sadi .
Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasida fundamental

teoremalaridan biri Koshining integral teoremasidir.
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Teorema-1 (Koshi teoremasi). Faraz qilaylik f(z) funksiya kompleks
tekislik C' dagi bir bog‘lamli D , sohada golomorf bo‘lsin. U holda D-ga
tegishli bo‘lgan ixtiyoriy to‘g‘rilanuvchi yopiq egri chiziq y bo‘yicha olingan
integral nolga teng bo‘ladi.

1

Z—a

# He)az =0, ()

funksiyadan y|z —a| = p aylana bo‘yicha olingan integral 2im ga teng bu
misolda f(z) funksiya C\{a} da golomorf bo‘lib bu soha bir bog‘lamli emas.

Shuning uchun ham

# Fz)az £ 0

bo‘ladi.
Teorema-2: Faraz qilaylik D C C bir bog‘lamli chegarasi to‘g‘rilanuvchi
yopiq chiziqdan tashkil topgan, soha bo‘lsin. Agar f(z) funksiyasi D-sohaning

yopig'i biror atrofida golomorf bo‘lsa u holda

aé f(2)dz=0

bo‘ladi. Bu teoremani f(z) funksiya faqat D-da golomorf bo‘lgan hol uchun
ham isbotlash mumkin.
Teorema-3 (Ko'p bog‘lamli soha uchun): Faraz qilaylik D C C
chegarasi
chiziglardan tashkil topgan ko‘p bog‘lamli soha bo‘lsin . Agar f(z) D- da

golomorf D da uzluksiz bo‘lsa u holda

/f(z)dz = / f(2)dz =0
oD

tenglik o‘rinlidir.

Tenglikni quyidagicha yozish mumkin:
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/f(z)dz: i /f(z)dz

Natija:Faraz qilaylik D(D C C) bir bog‘lamli soha bo‘lib yy, 9, ...... , Yn
chiziglarning har biri boshi 2, va oxiri z nuqtada bo‘lgan chiziglar bo‘lsin.

Agar f(z) bolsa u holda [ f(2)dz = [ f(z)dz bo‘ladi.
Y1 Y2
Misol-2.1. Ushbu ¢ = _dz integralni hisoblang.

z—21

y
Bunda y = {z €: |z| = 1}. Agar D(D C C) soha deb quyidagicha

D:{z60:|z]<g}

22
z—21

soha olinsa unda birinchidan f(z) = funksiya golomorf bo‘ladi. Ikkinchi-

dan qaralayotgan yopiq chiziq y shu sohaga tegishli bo‘ladi. y C D . 2i ¢ D
unda 1-teoremaga ko‘ra § f(z)dz = § Ziidz = 0 bo‘ladi.
y

Misol-2.2: Agar f(z) funksiya ushbu D = {z € C' : 2 < |z —a| < R}

sohada golomorf bo‘lsa u holda § f(z)dz (2 < p < R) integralning
giymati p -ga bog‘liq emasligini kg‘raéaging.

Ixtiyoriy p1, p2 sonlarni (2 < p1 < R, 7 < p2 < R) olaylik ular uchun

p1 < p bolsin deb ushbu yy = {2 ¢ C : |z —a| =p1} ,

y2={2¢ C:|z—a|=ps}

yopiq chiziglarni qaraylik.

Ravshanki,

G={2¢C:p<|z—al <ps}

soha uchun {z € C': 2 < |z — a] < R} bo‘ladi. Unda 3- teoremadan

%f(z)dz = }I{f(z)dz

bo‘lishi kelib chiqadi,demak §  f(z)dz= § f(2)dz

le—al=p1 |2—al=p2
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Kompleks tekislik C' da chegarasi to‘g‘rilanuvchi chiziq bo‘lgan chegaralan-
gan D sohani (D C () qaraylik kuzatuvchi bu soha chegarasi 0D bo‘ylab
harakat qilganda soha har doim chap tomondan qolsin.

Teorema-1: Agar f(z) funksiya D sohada golomorf bo‘lib da esa uzluksiz
bo‘lsa u holda

l / 16 g — f(2),agar z € D bo‘lsa
zmaD §—r 0, agar z € D bo'lsa

tenlik o‘rinli bo‘ladi.

Odatda formula Koshining integral formulasi deyiladi. Bu formula f(z)
ning z € D nuqtadagi qiymatini chegaradagi giymatlar bilan bog'laydigan
formuladir .

Teorema-2: Koshi tipidagi integral I" sohada F'(z) funksiyasini aniqlab ,
bu funksiya ushbu xossalarga egadir.

a) F(z) funksiyasi C\I" da golomorf

b);irrolo F(z)=0

v) F(z) funksiyaning istalgan tartibli hosilasi F(z) mavjud va

! f(&)
FO(z) = / de.
()= o35 i
r
Natija . Golomorf funksiya istalgan tartibli hosilaga egadir .

Haqiqatan ham , golomorf funksiyani Koshi integrali yordamida ifodalash
mumkin . Koshi integralining istalgan tartibli hosilasi mavjudligidan berilgan

funksiya ham istalgan tartibli hosilaga ega:

P = o [ e ()

oD
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Misol - 2.3
Ushbu
e*dz
jq{ (z42)4
gl
integralni hisoblang , bunda 7 chiziq C tekisligidagi z = —2 nuqtani o'z

ichiga oladigan ixtiyoriy yopiq kontur .

~v kontur bilan chegaralangan sohani D deb belgilaymiz .

Ravshanki , f(z) = e* uchun f"”’(z) = e* bo‘ladi . Bu funksiya va D soha
uchun yuqoridagi teoremaning shartlari bajariladi . Unda (1) formuladan

foydalanib topamiz :

= Y = et =

j’{ e“dz 27 2w 5 i
(z4+2)* 3 6  3e2

gl

3-8.Koshi teoremasi va uning umumlashmasi .

Biz bilamizki istalgan P,(z) ko‘pxaddan yopiq kontor bo‘yicha olingan
integral nolga teng .

Savol , Golomorf funksiyadan olingan integral ham nolga teng bo‘lami .

/f(z)dz =0

Javob . Agar integral ostidagi funksiya faqatgina sohaning chegarasida

golomorf bo‘lsa , javob salbiy .

Misol-3.1. [ L& =271 #0
|z—al=r

bu savolga quyidagi koshi teoremasi javob beradi .

Teorema.(Koshi).
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Agar f(z) funksiya bir bog‘lamli D sohada golomorf bo‘lsa u holda bu
funksiya shu D da yotuvchi ixtiyoriy silliq yoki bo‘lakli silliq yopiq sistema

bo‘yicha olingan integral

%f(z)dz =0

5
ga teng bo‘ladi .

Isbot
1-hol: D sohaning chegarasi uchburchakdan iborat bo‘lgan soha
uchburchakning peremetri p bo‘lsin .

Teskarisini faraz qilaylik teorema shartlari bajarilsa

/f(z)dz =M #0

bo‘lsin . Funksiyaning additivlik xossasiga ko‘ra

/f dz—/f dz—|—/f dz+/f dz—|—/f

0A 0Ay 0A3 04y

_ /f(z)dz < /f(z)dz + /f(z)dz + /f(z)dz
0A

0N, 0A3 0A,
bu uchburchaklar ichida shunday bir uchburchak topiladiki , biz uni A,
bo‘lsin

ya‘ni

[ e = 5

Ay uchburchakning peremetrl ga teng .

16



u holda shunday bir 2z, radiusli aylana topiladiki A, shu aylanaga te-
gishli bo‘ladi

|z — 2| <e A Clz—2|=¢

f(z) e V(D) =z, Ve>0 F0=46(e) >0, |z—20/<§
(f(z)—f(z())

Z — 20

— f,(Z())) < €
1f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| < €]z — 2]

/dz:() : /zdz:O

A, A,
n ning yetarli katta qiymatlarida

A, Clz—2 <9

Demak

/ F(2)dz| = /(f(z) —f) = [ = m)dz| < [ |z - zllde] <2
A

4
Ay n A,

M < 4”/f(z)dz < ep?
oA,

M<ep? M=0

17



oxirgi xulosa

a{f(z)dz =0

kelib chigadi .
2-hol:
Soha ko‘pburchak bo‘lsin uni uchburchaklarga bo‘lib chiqamiz , u holda

bu yerda ham

a{ f(2)dz=0

bo‘ladi .

3-hol:

~v sohamiz ixtiyoriy silliq soha bo‘lsin . Bu silliq sohani ko‘pburchaklarga
bo‘lamiz va bu ko‘pburchakni ham uchburchaklarga bo‘lamiz u holda bu

yerda ham

QZf(z)dz =0

bo‘ladi .

Natija.

Agar f(z) funksiya bir bog'lamli D C C

sohada golomorf bo‘lsa u holda f(z) funksiyaning integrali integrallash

egri chizig'iga bog‘liq oxirgi nugtalari umumiy hamda D sohada yotuvchi

o‘rinli bo‘ladi
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Koshi teoremasini umumlashmasi .

D C C bir bog'lamli soha bo‘lib uning chegarasi silliq yoki bo‘lakli silliq
chiziqgdan iborat bo‘lsin .

Teorema Agar f(z) D da golomorf uning yopig‘ida uzluksiz bo‘lsa

f(z) e 9(D)NC(D)

u holda

8{ f(2)dz=0

Teorema

Agar f(z) funksiya D sohada golomorf
f(z) e 9(D)NC(D)

bo‘lsa u holda

/f(z)dz =0
oD
bo‘ladi.

Bu yerda D ko‘p bog‘lamli soha hamda integral chegarani orentirlangan
yo‘nalishda olyapti .
Orentirlangan degani soha har doim chap tomonda ya‘ni musbat yo‘nalishda

goladi .
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Xulosa.

Men ushbu ” Umumlashgan Koshi teoremasi” mavzusidagi kurs ishimni yozish
mobaynida kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning integrali qanday

hisoblanishini bilib oldim .

Golomorf funksiyaning xossalari f C H(D) funksiya hosilasi D sohada
golomorfligi haqidagi teorema va uning natijalarini o‘rgandim .

Koshi teoremasining umumlashmasini Morera teoremasini isbotlanishini

o‘rgandim . Koshining integral formulasi haqidagi teoremalarni bilib oldim .
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