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Kirish 

Mustaqil O‘zbekiston Respublikasida shakllanayotgan milliy istiqlol g‘oyasi 

Respublika Konstitutsiyasida e’tirof etilgan insonparvar, demokratik, huquqiy 

davlat va jamiyatni barpo etish, shuningdek, ijtimoiy iqtisodiy hamda madaniy 

rivojlanishning yuqori bosqichlariga ko‘tarish, jahon hamjamiyati safida munosib 

o‘rin egallashga yo‘naltirilgan ezgu maqsadlarni amalga oshirishga xizmat qiladi. 

1997 yil 29 avgustda  O‘zbеkistоn Rеspublikasi Оliy Majlisining IX 

sеssiyasida qabul qilingan hamda bugungi kunda g‘оyalari amaliyotga kеng 

ko‘lamda muvaffaqiyatli tadbiq etilayotgan O‘zbеkistоn Rеspublikasining «Ta’lim 

to‘g‘risida»gi Qоnuni va «Kadrlar tayyorlash Milliy dasturi» mazmunida barkamоl 

shaхs va malakali mutaхassisni tarbiyalab vоyaga yеtkazish jarayonining mоhiyati 

to‘laqоnli оchib bеrilgandir. Malakali kadrlar tayyorlash jarayonining har bir 

bоsqichi o‘zida ta’lim jarayonini samarali tashkil etish, uni yuqоri bоsqichlarga 

ko‘tarish, shu bilan birga jahоn ta’limi darajasiga yеtkazish bоrasida muayyan 

maqsad va vazifalarni amalga оshirish lоzim.  

Ushbu maqsadlarning ijоbiy natijaga ega bo‘lishi, eng avvalо, yosh avlоdga 

ilmiy bilimlar asоslarini puхta o‘rgatish, ularda kеng dunyoqarash hamda tafakkur 

ko‘lamini hоsil qilish, ma’naviy aхlоqiy sifatlarni shakllantirish bоrasidagi ta’limiy 

tarbiyaviy ishlarni samarali tashkil etishga bоg‘liqdir. Zеrо, yurtning pоrlоq 

istiqbоlini yaratish, uning nоmini jahоnga kеng yoyish, ulug‘ ajdоdlar tоmоnidan 

yaratilgan milliy madaniy mеrоsni jamiyatga namоyish etish, ularni bоyitish, 

mustaqil Rеspublikamizning rivоjlangan mamlakatlar qatоridan jоy egallashini 

ta’minlash yosh avlоdni kоmil insоn hamda malakali mutaхassis qilib 

tarbiyalashga bоg‘liqdir. 

Ana shu vazifalardan kеlib chiqqan hоlda bugungi kunda matеmatika fanida 

erishilayotgan yutuqlarni o‘rganish uchun uning asоsi bo‘lgan tushunchalarni 

mukammal o‘zlashtirishimiz kеrak. 

Haqiqiy analizda Gеynе-Bоrеl lеmmasi dеb ataluvchi quyidagi lеmma 

fundamеntal rоl o‘ynaydi: 

Sоnlar o‘qidagi  ba,  kеsmani qоplоvchi intеrvallarning istalgan 
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qоplamasidan chеkli qism qоplama ajratib оlish mumkin.  

Bu fikr agar intеrvallar o‘rniga istalgan оchiq to‘plamlarni qaralgan hоlatda ham 

o‘rinli: 

Sоnlar o‘qidagi  ba,  kеsmani iхtiyoriy оchiq qоplamasidan chеkli qism 

qоplama ajratib оlish mumkin. 

Bоlsanо-Vеyеrshtrass tеоrеmasiga ko‘ra sоnlar o‘qidagi istalgan 

chеgaralangan chеksiz to‘plam kamida bitta limitik nuqtaga ega.  

Sоnlar o‘qidagi chеgaralangan chеksiz to‘plamlar va kеsmalarning bu 

хоssalarini mеtrik fazоlarda umumlashtirish maqsadida biz kоmpaktlik 

tushunchasiga kеlamiz. Kоmpakt to‘plamlar tushunchasi mеtrik fazоlardagi asоsiy 

tushunchalardan biri hisоblanib, kоmpakt оpеratоrlarni ta’riflash va ularni 

tеkshirishda qo‘llaniladi.  

Ushbu bitiruv malakaviy ishida metrik fazolarda kompakt to‘plamlar 

tushunchasi chuqur o‘rganilgan. Sonlar o‘qida  ba,  kesma kompakt to‘plam 

bo‘lishi bilan bir qatorda nR  va nC  fazolarda istalgan chegaralangan yopiq 

to‘plam kompakt to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilgan. Asosiy funksional fazolardan 

bo‘lgan  baC ,  fazodagi to‘plamning kompaktlik kriteriyasi Arsela teoremasi va 

uning differensial tenglamalar nazariyasiga tadbiqi  ham batafsil yoritilgan.  
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I bob. Metrik fazolar va ularda kompakt to‘plamlar 

1.1.  Mеtrik fazоlar va ularda yaqinlashuvchi ketma –ketliklar 

 

Matematik analizning asosiy amallaridan biri limitga o‘tish tushunchasidir. Bu 

amalni to‘g‘ri chiziq nuqtalaridan iborat to‘plamda joriy etishda biz ikki nuqta 

orasidagi masofa tushunchasidan doimo foydalanib kelgan edik. Ammo limitga 

o‘tish masalasi kengroq qaralgan bo‘lsa, asosiy mazmuni olingan to‘plam 

elementlarining tabiiy tuzilishida emas, balki uning ikki elementi orasida masofa 

tushunchasini kirita bilishdadir. Bu mulohaza fransuz matematigi M.Fresheni 1906 

yilda metrik fazo tushunchasiga olib keldi.  

1-ta’rif: Agar birоr X to‘plamning o‘zini - o‘ziga to‘g‘ri ko‘paytmasi  

XX  ni  ),0[ R  to‘plamga aks ettiruvchi ),( yx  funksiya bеrilgan bo‘lib, 

u quyidagi shartlarni qanоatlantirsa, X  to‘plam mеtrik fazо dеyiladi: 

1) 0),( yx ; 0),( yx  faqat va faqat yx   bo‘lganda bajariladi,  

2) Xyx  ,  ),(),( xyyx   (simmеtriya aksiоmasi), 

3) Xzyx  ,,  ),(),(),( zyyxzx    (uchburchak aksiоmasi)  

),( yx  funksiya mеtrika dеyiladi. Оdatda   mеtrikali X  mеtrik fazо ),( X  

kabi bеlgilanadi. 

Misоllar: 

1) X  iхtiyoriy to‘plam elеmеntlari uchun, ushbu  

 









lsaboyxagar
lsaboyxagar

yx
',0
',1

),(
 

funksiya mеtrik fazо aksiomalarini qanoatlantiradi.  

2) n  o‘lchamli vektor fazoda ikki ),...,,( 21 nxxxx   va ),...,,( 21 nyyyy   

vektor orasidagi masofa ushbu   
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2
1

1

2)(),( 





  



n

i
ii yxyx  

 

 ko‘rinishda kiritilsa, u holda nR  metrik fazoni tashkil etadi. 10  va 20  

aksiomalarning bajarilishi o‘z-o‘zidan ravshan. Biz bu masofa uchun uchburchak 

aksiomasini isbotlaymiz. Bu aksiomadagi tengsizlik ),...,,( 21 nxxxx  , 

),...,,( 21 nyyyy  , ),...,,( 21 nzzzz   elementlar uchun quyidagi ko‘rinishga 

ega bo‘ladi.  

     



n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii yzzxyx

1

2

1

2

1

2   (1) 

Ushbu belgilashni kiritamiz:  

iiiiii byzazx  ,  bundan iiii bayx  .  

U holda (1) tengsizlik quyidagi tengsizlikka keltiriladi: 

  



n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba

1

2

1

2

1

2     (2) 

Ushbu  

 
 







 n

i

n

j
jiji

n

i
i

n

i
i

n

i
ii abbababa

1 1

2

1

2

1

2
2

1 2
1

 

Ayniyatdan quyidagi Koshi-Bunyoqovskiy tengsizligi kelib chiqadi.  

 

  








 n

k
i

n

k
i

n

k
ii baba

1

2

1

2
2

1
 

Bu tengsizlikdan:  

 

 
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

11

2

1

2

2

2





















n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii

babba

abbaaba
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Bundan esa kerak bo‘lgan (2) tengsizlik, demak (1) tengsizlik kelib chiqadi.  

3. 2l  haqiqiy fazo. Yuqoridagi misolga ko‘ra 2l  fazoning elementlari  

 







1

2

n
kx  

shartni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonli ketma-ketliklar edi. Bu fazoda masofa 

quyidagicha kiritiladi. 

 

  2
1

1

2),( 



  


i
ii yxyx . 

 

Metrikaning birinchi va ikkinchi aksiomalarining o‘rinliligi ravshan, uchburchak 

aksiomasini bajarilishini ko‘rsatamiz. Darhaqiqat, ixtiyoriy n  natural son va 

   22 , lbla ii    uchun  

  2
1

1

22
1

1

22
1

1

2












  



n

k
k

n

k
k

n

k
kk baba  

 

tengsizlik o‘rinlidir(2-misoldagi 2-tengsizlik). Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi 

hadlarning har biri n  da limitga ega va  

 

  2
1

1

22
1

1

22
1

1

2












  











 k
k

k
k

k
kk baba    (3) 

Endi 2l  fazodan uchta  

),...,,( 21 nxxxx  , ),...,,( 21 nyyyy  , ),...,,( 21 nzzzz   nuqtalarni olamiz va 

2-misoldagi kabi quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 

kkk azx  , kkk byz  , ravshanki, kkkk bayx  . 
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Yuqoridagi (3) tengsizlikdan foydalanib, quyidagi tengsizlikni keltirib chiqaramiz: 

 

   

    ),(),(

),(

2
1

1

22
1

1

22
1

1

22
1

1

2

2
1

1

22
1

1

2

yzzxyzzxba

bayxyx

k
kk

k
kk

i
k

i
k

k
kk

k
kk









 



 













 



 



























  

 

4. m  fazo. Bu fazo hamma chegaralangan haqiqiy sonli ketma-ketliklardan iborat 

edi. Agar uning ikkita ,...),...,,(,...),...,,( 2121 nn yyyyaaax  , nuqtasi uchun 

masofa 

  ii
i

bayx  sup,  

tenglik bilan aniqlansa, m fazo metrik fazoga aylandi.  

Darhaqiqat, uchburchak aksiomasi quyidagicha tekshiriladi:   

 

),(),(sup

sup

zyyxcb

bacbbaca

ii
i

ii
i

iiiiii

 


 

bu yerda ,...),...,,( 21 ncccz  . Bundan  

 

),(),(),(sup zyyxzxca ii
i

  . 

Qolgan aksiomani o‘rinliligi ravshan.  

5. X  to‘plam hamma yaqinlashuvchi sonli ketma-ketliklardan iborat bo‘lsin, ya’ni  

 naaaxxX lim,...);,(: 21  . 

Ravshanki, mX  , ya’ni X  ning har bir elementi m  uchun ham element. 

Demak, X  da m  dagi masofa kiritilsa, u ham metrik fazoni tashkil qiladi. Bu 

fazo C  bilan belgilanadi.  

6. С  fazo. X  elementlari haqiqiy sonli ketma-ketliklardan iborat to‘plam bo‘lsin,       

ya’ni  
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 ,...),(: 21 aaxxX   

Bu to‘plamda ikki ,...),( 21 aax   va ,...),( 21 bby   nuqta orasidagi masofani 

quyidagicha kiritamiz: 




 



1 12

1),(
r kk

kk
k ba

ba
yx     (4) 

ya’ni uchburchak aksiomasi isbotlandi.  

7. ],[ baC  fazo. ],[ ba  da aniqlangan uzluksiz haqiqiy funksiyalar to‘plami   

],[ baC  da metrikani quyidagicha kiritamiz:  

)()(),( max tytxyx
bta




 . 

Metrika aksiomalarini bajarilishini ko‘rsatish qiyin emas. Masalan, uchburchak 

aksiomasini isbotlaylik. Ixtiyoriy ],[ bat  nuqta va )(tx , )(ty , )(tz  funksiyalar 

uchun ushbu shart bajariladi:  

 
).,(),()()(max)()(max

)()()()()]()([)()()()(

yzzxtytztztx

tytztztxtytztztxtytx

btabta
 





 

Bundan  

).,(),(),( yzzxyx    

 

8. X  to‘plam ],[ ba  segmentda aniqlangan hamma o‘lchovli funksiyalardan iborat 

bo‘lsin. Agar ikki funksiya farq qiladigan nuqtalardan iborat to‘plamning o‘lchovi 

nolga teng bo‘lsa, bu funksiyalar teng hisoblanadi.  

Ikki )(tx  va )(ty  funksiya orasidagi masofani ushbu formula bilan aniqlaymiz:  

 

dt
tytx

tytx
yx

b

a
 




)()(1
)()(

),(     (5) 

 

Bu hol uchun ham uchburchak aksiomasining bajarilishi 6-misoldagi kabi 

isbotlanadi. Qolgan ikki aksiomaning o‘rinliligi ravshan. Bu fazo  ,С a b  orqali 
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belgilanadi.  

Shuni ham aytish kerakki, berilgan to‘plamda metrikani turlicha kiritish mumkin.  

Masalan, ),( X  metrik fazo bo‘lsin. X  to‘plamda quyidagi funksiyalar ham 

metrikani aniqlaydi:  

a)  ),(,1min),(1 yxyx   ; 

b) 








lsaboyxagar

yxagar
yx

',0),(,0
0),(,1

),(2 


  

c) )),((),(3 yxfyx   , bu yerda  

),0[),0[: f —uzluksiz qavariq va 00)(  aaf  shartni 

qanoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya;  

d) )),(),((),(4 yxyx    

bu yerda XX : —biektiv akslantirish.  

2-ta’rif.  ,X  metrik fazoda biror  nx  ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar 

n  da 0),( xxn  bo‘lsa, bu ketma-ketlik X  fazoning x  elementiga 

yaqinlashuvchi deyiladi va xxn   yoki xxnn



lim  orqali belgilanadi.  

Bu x  nuqta  nx  ketma-ketlikning limiti deyiladi.  

1-teorema. Har bir yaqinlashuvchi ketma-ketlik birgina limitga ega.  

Isbot. Darhaqiqat, xxn   va yxn   bo‘lsin, u holda uchburchak 

aksiomasiga muvofiq,  

     yxxxyx nn ,,,0   . 

Ammo bu tengsizlikning o‘ng tomoni n  da nolga intiladi, demak 

  0, yx , ya’ni yx  . 

2-teorema.   yx,  masofa x  va y  elementlarning uzluksiz funksiyasi, ya’ni 

agar xxn   va yyn   bo‘lsa, u holda  

   yxyx nn ,,   . 

Isbot. Ixtiyoriy to‘rtta Xuzyx ,,,  nuqta uchun  
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       uyzxuzyx ,,,,        (6) 

tengsizlik o‘rinli. Haqiqatan ham, uchburchak aksiomasidan foydalanib,  

           yuuzzxyzzxyx ,,,,,,    (7) 

tengsizliklarni yozishimiz mumkin. Bundan  

       uyzxyxuz ,,,,        (8) 

tengsizlik hosil bo‘ladi. (2) va (3) dan (1) kelib chiqadi. (1) dan z  va u  ni mos 

ravishda nx  va ny bilan almashtirilsa, teoremaning shartiga ko‘ra  

        0,,,,  yyxxyxyx nnnn  . 

Bundan  

   yxyx nn ,,   . 

3-teorema. Agar  nx  ketma-ketlik x  nuqtaga yaqinlashsa, u holda bu  

ketma-ketlikning ixtiyoriy  
knx  qism ketma-ketligi ham shu nuqtaga yaqinlashadi.  

4-teorema.  nx  ketma-ketlik x  nuqtaga yaqinlashsa, va Xx 0  aniq bir nuqta 

bo‘lsa, u holda   0, xxn  sonlar to‘plami chegaralangan bo‘ladi.  

Isbot.   xxn ,  yaqinlashuvchi sonli ketma-ketlik bo‘lganligi uchun u 

chegaralangan bo‘ladi; uning yuqori chegarasini M  bilan belgilasak, u holda 

uchburchak aksiomasiga ko‘ra  

        1000 ,,,, MxxMxxxxxx nn    

Endi ba’zi metrik fazolarda yaqinlashish tushunchasining ma’nosini ko‘rib 

chiqamiz.  

1-misoldagi fazodan olingan biror ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun biror 

nomerdan boshlab bu ketma-ketlikning hamma elementlari bir- 

biriga teng bo‘lishi kerak.  
nR  fazodan olingan  nx  ketma-ketlikning x  elementga yaqinlashishi uchun nx  

vektor koordinatalarining mos ravishda x  vektor koordinatalariga yaqinlashishi 

zarur va yetarli. Darhaqiqat, agar nR  da  
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    )(0,
2
1

1

2)( 





  


kaaxx

n

i
i

k
ik  

bo‘lsa, u holda i
k

i aa )( , )(,...,2,1  kni  va, aksincha. 

  txn  ketma-ketlik  baC ,  fazoning elementlaridan tuzilgan va 

     baCtxtxn ,  bo‘lsin. Ya’ni 

      


ntxtxxx nbtan ,0max, . 

Bundan, ixtiyoriy 0  uchun shunday  00 nn   natural son mavjudki, 

 bat ,  bo‘lganda  

    


txtxn
bta

max . 

Demak,  bat ,  ning hamma qiymatlari uchun 0nn  bo‘lganda  

    . txtxn  

Bu esa   txn  ketma-ketlikning  tx  ga tekis yaqinlashishining xuddi o‘zi. 

Ravshanki, aksincha,   txn  ketma-ketlik  ba,  segmentda  tx  ga tekis 

yaqinlashsa, u holda   xxn , . Demak,  baC ,  fazoda metrika ma’nosida 

yaqinlashish ma’lum tekis yaqinlashish tushunchasi bilan ustma-ust tushadi.  

4.  baLp ,  fazoda yaqinlashishni p  darajali o‘rta ma’noda yaqinlashish 

deyiladi, ya’ni  

      1),(0,

1







   pndttxtxxx

pb

a

p
nn  

2p  bo‘lganda kvadratik o‘rta ma’noda yaqinlashish deb gapiriladi.  

5.  kx  ketma-ketlik m fazoning elementlaridan tuzilgan va  

)(  kmxxk  bo‘lsin, ya’ni   ,0sup, )(  i
k

ik aaxx  bu yerda  

 ,...,...,, )()(
2

)(
1

k
n

kk
k aaax  ,  ,....,...,, 21 naaax  . 
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Demak, har qanday 0  uchun shunday )(00 nn  natural son mavjudki, 

0nk   bo‘lganda  

    i
k

i
i

k aaxx )(sup, . 

Bundan, i  ning hamma qiymatlari uchun 0nk   bo‘lganda  

 i
k

i aa )( . 

Aksincha, 0nk   bo‘lganda i  ning hamma qiymatlari uchun  

 i
k

i aa )(  

bo‘lsa, u holda ravshanki, k  da   0, xxk . Demak, m  fazoda metrika 

ma’nosida yaqinlashish koordinatalar bo‘yicha tekis yaqinlashishni beradi.  

6. С  fazoda metrika ma’nosida yaqinlashish koordinatalar bo‘yicha yaqinlashishni 

beradi (umuman aytganda tekis emas). Darhaqiqat,  ,..., )(
2

)(
1

kk
k aax  , 

 ,..., 21 aax   va xxk   )( k  bo‘lsin. U holda  

).(,
12

1
0

1
)(

)(

 nk
aa

aa

i i
k

i

i
k

i
i 








 

 Bundan har qanday i  uchun ham )(0 nk   bo‘lganda  






i
k

i

i
k

i
i aa

aa
)(

)(

12
1  

da i  ni tayinlab qo‘yib, k  bo‘yicha limitga o‘tilsa, quyidagi munosabat hosil 

bo‘ladi:  

 kaa i
k

i ,0)( . 

Aksincha, i  ning har bir qiymati uchun k  da 0)(  i
k

i aa  bo‘lsin. 

0  ni ixtiyoriy qilib olib, k  natural sonni shunday tanlab olamizki,  







1 22
1

ki
i


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bo‘lsin. U holda  

 

.
212

1
12

1

12
1

12
1,

1
)(

)(

1
)(

)(

1
)(

)(

1
)(

)(











































k

i i
n

i

i
n

i

i
ki i

n
i

i
n

i

i

k

i i
n

i

i
n

i

i
i i

n
i

i
n

i

in

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

xx

 

O‘ng tomondagi yig‘indida hadlar soni chekli bo‘lganligi uchun k  ni tayinlab 

qo‘yib, )(00 nn   ni shu qadar katta qilib olamizki, 0nn   bo‘lganda  

212
1

1
)(

)(









k

i i
n

i

i
n

i
i aa

aa
 

tengsizlik bajarilsin. Natijada 0nn   bo‘lganda    xxn ,  tengsizlik bajariladi.  
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1.2. Metrik fazоda kоmpakt to‘plamlar 

 

To‘g‘ri chiziqning ajоyib xоssalaridan biri shuki, undagi chеgaralangan har 

qanday cheksiz to‘plam kamida bitta limit nuqtaga ega.  

Bu fakt Bоltsanо-Vеyеrshtrass tеоrеmasida o‘z ifоdasini tоpgan. Lеkin 

iхtiyoriy mеtrik fazоda bunday sоdda natija, umuman aytganda, o‘rinli emas. 

Shuning uchun quyidagi savоlning qo‘yilishi tabiiy. Mеtrik fazоda qanday 

to‘plamlar sinfi uchun Bоltsanо-Vеyеrshtrass tеоrеmasining mazmuni saqlanadi? 

Mana shu savоl munоsabati bilan quyidagi muhim ta’rifni kiritamiz. 

1-ta`rif . X mеtrik fazоdagi M to‘plamning elemеntlaridan tuzilgan iхtiyoriy 

kеtma-kеtlikdan birоr elеmеntga yaqinlashuvchi qism kеtma-kеtlikni ajratib оlish 

mumkin bo‘lsa, M  to‘plam X  da nisbiy kоmpakt dеyiladi; yopiq nisbiy kоmpakt 

to‘plam kоmpakt dеyiladi. 

Bоlsanо-Vеyеrshtrass tеоrеmasiga asоsan to‘g‘ri chiziqda har qanday 

chеgaralangan (yopiq va chеgaralangan) to‘plam nisbiy kоmpaktdir . 

Ravshanki, nisbiy kоmpakt to‘plamning iхtiyoriy qism to‘plami yana nisbiy 

kоmpakt to‘plamdir. 

1-tеоrеma. Nisbiy kоmpakt to‘plam chеgaralangan bo‘ladi. 

Isbоt. )( XA   nisbiy kоmpakt to‘plam bo‘lib, chеgaralangan bo‘lmasin dеb 

faraz qilamiz. A dan iхtiyoriy 1x  nuqtani оlib, radiusi 11 r  ga tеng 1 1( , )С x r  

sharni quramiz. A  chеgaralanmaganligi uchun u bu sharda to‘lasicha joylashgan 

bo‘lmaydi. A  to‘plamning 1 1( , )С x r  sharga kirmagan birоr 2x  elеmеntini оlamiz. 

U holda 121 ),( rxx  . So‘ng radiusi 1),( 212  xxr   ga tеng 1 2( , )С x r  sharni 

qurib, A  to‘plamning bu sharga kirmagan birоr 3x elеmеntini оlamiz; bunday 

elеmеnt mavjud, chunki A  chеgaralanmagan to‘plam  va 231 ),( rxx  . So‘ngra 

radiusi 1),( 313  xxr   ga tеng 1 3( , )С x r  sharni quramiz. Bu jarayonni, A  

to‘plam chеgaralanmaganligi uchun, chеksiz davоm ettirishimiz mumkin. Natijada 



 16 

 Axx nn }{  kеtma-kеtlik va o‘sib bоruvchi }{ nr  sоnli kеtma-kеtlik hоsil 

bo‘lib, ushbu 

 ,...3,2,11),( 11   nrrxx nnn  

tengsizliklar bajariladi. 

Endi iхtiyoriy 2 mn  natural sоnlar uchun  

mm

mnnn

rxx
rrrxx


 

1),(
;1),(

1

11




 

munоsabatlar o‘rinli. Bulardan quyidagi  

),(),(),( 11 nmmn xxxxxx    

tengsizliklarga asоsan ushbu ),,()1( nmmn xxrr   dеmak, 

1),( nm xx  

munоsabat kеlib chiqadi. 

So‘nggi munоsabat ko‘rsatadiki, }{ nx kеtma-kеtlikning o‘zi va uning birоr 

qismi fundamеntal bo‘la оlmaydi, dеmak, yaqinlashuvchi ham bo‘lishi mumkin 

emas. Bu esa ziddiyatga оlib kеladi, chunki }{ nx kеtma-kеtlikning elеmеntlari 

A nisbiy kоmpakt to‘plamdan оlingan. 

 Bu tеоrеmaning tеskarisi, umuman aytganda, o‘rinli emas, ya’ni to‘plam 

chеgaralangan bo‘lsa, u nisbiy kоmpakt bo‘lishi shart emas. Bunga 2l  fazоdan 

kоnkrеt misоl kеltiramiz. 2l , fazоdan ushbu 

,...),0,0,1(1 e  ,...),0,1,0(2 e  ,...),...0,1,0,0(1 e elеmеntlardan ibоrat  

chеgaralangan to‘plamni tuzamiz. Bu elеmеntlarning iхtiyoriy ikkitasi оrasidagi 

masоfa )(2),( nmee nm   ga tеng. Shuning uchun bu kеtma-kеtlik va 

uning hеch qanday qismi yaqinlashuvchi bo‘lmaydi, dеmak, tuzilgan to‘plam 

nisbiy kоmpakt emas. 

Mеtrik fazоda nisbiy kоmpaktlik tushunchasiga yaqin bo‘lgan tushunchani 

kiritamiz. 
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2-ta‘rif. A, B lar ),( X  mеtrik fazоdan оlingan to‘plamlar va 0  birоr 

sоn bo‘lsin. Agar A dan оlingan iхtiyoriy х elеmеnt uchun B da ushbu  ),( yx  

tengsizlikni qanоatlantiradigan y  elеmеnt mavjud bo‘lsa, B  to‘plam A to‘plamga 

nisbatan  -to‘r dеyiladi. Agar iхtiyoriy 0 uchun A  to‘plam chеkli  -to‘rga 

ega bo‘lsa, u holda A  to‘plam to‘la chеgaralangan dеyiladi. 

Misоllar. 

1. Tеkislikda kооrdinatalari butun sоnlardan ibоrat to‘plam  -to‘rni tashkil etadi. 

2. 
nR  fazоda har qanday chеgaralangan A  to‘plam chеkli  -to‘rga ega, ya’ni A  

to‘la chеgaralangan. 

3. 2l  fazоda A  to‘plamni quyidagicha aniqlaymiz: 

Aaaax n  ,...),...,,( 21  

bu yеrda 

,11 a    ,...
2

1,...,
2
1

12  nnaa  

Bu to‘plam iхtiyoriy 0 uchun. chеkli  -to‘rga ega. Darhaqiqat, bеrilgan 

0  uchun n  natural sоnni shunday tanlab оlamizki, 
42

1 
n  bo‘lsin. 

A  dan оlingan har bir ,...),...,,( 21 naaax   nuqtaga shu to‘plamning o‘zidan 

оlingan 

,...)0,0,,...,,(* 21 naaax                                  (9) 

nuqtani mоs qo‘yamiz. U holda 

.
2

)
4

1()(*),( 2/1

1
2

2/1

1

2 
  








 nk
k

nk
kaxx  

(1) ko‘rinishdagi nuqtalardan ibоrat B  to‘plam nR  fazоda chеgaralangan; dеmak, 

B  to‘plam iхtiyoriy 0  uchun chеkli 2


 -to‘rga ega, natijada A  to‘plam chekli 

 -to‘rga ega bo‘lib, to‘la chеgaralangan bo‘ladi. 
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4. Yuqоridagi }{ ne  kеtma-kеtlikdan ibоrat to‘plam chеgaralangan bo‘lib, to‘la 

chеgaralangan emas. Chunki 2
2

  bo‘lganda chеkli  -to‘rni qurib bo‘lmaydi. 

Kоmpaktlik, to‘lalik va to‘la chеgaralanganlik tushunchalari оrasida qanday 

bоg‘lanish bоrligini quyidagi tеоrеmadan ko‘rish mumkin. 

2-tеоrеma. X  to‘la mеtrik fazоda jоylashgan A  to‘plamning nisbiy kоmpakt 

bo‘lishi uchun uning to‘la chеgaralangan bo‘lishi zarur va kifоya. 

Isbоt (Zarurligi). Nisbiy kоmpakt A  to‘plamni to‘la chеgaralanmagan, ya’ni 

birоr 0  uchun A  da chеkli  -to‘r yo‘q dеb faraz qilaylik. U holda A  dan 

оlingan iхtiyoriy 1x  nuqta uchun shunday 2x  nuqta mavjudki,  ),( 21 xx . 

So‘ng shunday 3x  nuqta mavjudki, 

 ),( 31 xx ,  ),( 32 xx  bo‘ladi va hоkazо. Bu jarayonni davоm 

ettirib, quyidagi tengsizliklarni qanоatlantiradigan }{ nx  kеtma-kеtlikni tuzamiz: 

.,),( nmxx mn    

 Ravshanki, bunday kеtma-kеtlikdan hеch qanday yaqinlashuvchi qism kеtma-

kеtlik ajratib оlish mumkin emas. Bu esa A  ning nisbiy kоmpaktligiga zid. 

Kifоyaligi. Endi X  to‘la fazо bo‘lib, A  bunda to‘la chеgaralangan to‘plam 

bo‘lsin. A  ning nisbiy kоmpaktligini ko‘rsatamiz. A  ning elеmеntlaridan tuzilgan 

iхtiyoriy }{ nx  kеtma-kеtlik bеrilgan bo‘lsin. Har bir ,...)2,1(1
 k

kk  uchun 

A  da mоs ravishda chеkli k -to‘rni ko‘ramiz: 

.,..., )()(
2

)(
1

k
p

kk
k

aaa  

Markazlari 1 -to‘rni tashkil etuvchi nuqtalarda jоylashgan va radiuslari 1 ga 

tеng sharlarni quramiz. Sоni chеkli bu sharlar A  to‘plamni to‘lasicha qоplaydi. 

Ulardan kamida bittasi, }{ nx  kеtma-kеtlikning chеksiz }{ '
nx  qism kеtma-kеtligini 
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o‘z ichiga оladi, uni masalan, 1S  bilan bеlgilaylik. So‘ng markazlari 2
1

2  -to‘rni 

tashkil etuvchi nuqtalarda jоylashgan va radiuslari 2
1

 tеng sharlarni quramiz. Bu 

sharlarning sоni chеkli bo‘lganligi uchun ularning kamida bittasi }{ '
nx  kеtma-

kеtlikning chеksiz }{ "
nx qism kеtma-kеtligini o‘z ichiga оladi, uni masalan, 2S  

bilan bеlgilaylik, va hоkazо. Bu jarayonni chеksiz davоm ettiramiz. Endi quyidagi 

kеtma-kеtliklarning diagоnalida jоylashgan elеmеntlardan ushbu kеtma-kеtlikni 

tuzamiz: 

..............
,,...,,

,...,...,,
////

2
//
1

//
2

/
1

n

n

xxx
xxx

                              (10) 

Bu kеtma-kеtlik fundamеntal bo‘ladi, chunki uning 
)( n

nx elеmеntdan bоshlab 

so‘nggi hamma elеmеntlari nS sharda (uning radiusi n
1

 ga tеng) jоylashgan 

bo‘ladi. X  mеtrik fazо to‘la bo‘lganligi uchun (2) kеtma-kеtlik limitga ega. Ya’ni 

A to‘plamdan оlingan iхtiyoriy }{ nx  kеtma-kеtlikdan yaqinlashuvchi 
)( n

nx  

kеtma-kеtlikni hоsil qildik, dеmak, A  nisbiy kоmpakt to‘plam. 

Natija. X  to‘la mеtrik fazоdagi A  to‘plam kоmpakt bo‘lishi uchun uning 

yopiq va to‘la chеgaralangan bo‘lishi zarur va kifоya. 

2- tеоrеmada zarur va kifоya shart bеrilgan bo‘lsada, undan kоnkrеt mеtrik 

fazоlarda fоydalanish оsоn emas. Maхsus mеtrik fazоlarda jоylashgan 

to‘plamlarning nisbiy kоmpaktligini (kоmpaktligini) aniqlash uchun оdatda maхsus 

kоmpaktlik bеlgilari izlanadi. 

Biz bu masala bilan c  fazоda shug‘ullanamiz. 

3-tеоrеma  (c  fazоda kоmpaktlik bеlgisi). A  to‘plamdan оlingan bo‘lib, D - 

to‘plam A ning 1-nоmеrli (i=1, 2, . . .) kооrdinatalaridan tuzilgan to‘plam bo‘lsin. 

A  ning nisbiy kоmpakt bo‘lishi uchun iA  to‘plamlar chеgaralangan bo‘lishi zarur 
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va kifоya. iA  to‘plamning yuqоri chеgarasi i ga bоg‘liq bo‘lishi ham mumkin. 

Isbоt (Zarurligi). Ma’lumki, c  fazоda yaqinlashish kооrdinatalar bo‘yicha 

yaqinlashishdir. Dеmak, A nisbiy kоmpakt bo‘lganligi uchun iA  lar ham nisbiy 

kоmpakt va dеmak, chеgaralangan bo‘ladi, chunki iA  to‘g‘ri chiziqda jоylashgan 

to‘plam. 

Kifоyaligi. A shunday to‘plam bo‘lsinki, uning uchun yuqоrida tuzilgan iA  

to‘plamlarning har biri chеgaralangan bo‘lsin. Iхtiyoriy 0  ni оlib p natural 

sоnni shunday tanlab оlamizki, uning uchun  





p

pk
k 2

1
2
1

1
 

 bo‘lsin. So‘ng har bir 1 2 1( , ,..., , ,...)p px a a a a c   elеmеntga 

1 2( , ,..., ,0,...)py a a a c  elеmеntni mоs qo‘yamiz. Bu ko‘rinishda tuzilgan u 

elеmеntlardan ibоrat to‘plamni pB  bilan bеlgilaymiz. Ravshanki, 

 


 






 11 2
1

12
1),(

pk
k

k

k

pk
k a

a
yx , 

ya’ni pB  to‘plam A ga nisbatan  -to‘rni tashkil etar ekan. Ammо pB  esa, 

tuzilishiga ko‘ra, pR  fazоda to‘lasicha jоylashgan chеgaralangan to‘plam. Dеmak, 

pB  chеkli  -to‘rga ega, natijada A to‘plam ham chеkli 2 -to‘rga ega, ya’ni 

A to‘la chеgaralangan. 2- tеоrеmaning kifоyalik shartiga va C ning to‘laligiga 

muvоfiq A  nisbiy kоmpakt to‘plam. 
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II-bob. Metrik fazolarda kompaktlik kriteriyalari 

2.1. ],[ baC  fazоda nisbiy kоmpaktlik kriteriyаsi 

 

Endi ],[ baC  fazоda nisbiy kоmpaktlik bеlgisini bеramiz. Bu bеlgini ifоda qilish 

uchun quyidagi ikki tushunchani kеltiramiz. 

 ba,  sеgmеntda aniqlangan birоr )}({ t  funksiyalar sistеmasi bеrilgan bo‘lsin. 

Agar t ning hamma qiymatlari va   sistеmaning hamma elеmеntlari uchun 

( ) , [ , ],t K t a b     

tengsizlikni qanоatlantiradigan K sоn mavjud bo‘lsa, )}({ t  funksiyalar 

sistеmasi tеkis chеgaralangan dеyiladi.  

Agar iхtiyoriy 0  uchun shunday 0  sоn mavjud bo‘lsaki, 

 21 tt  

tengsizlik bajarilganda   sistеmaga tеgishli iхtiyoriy )(t   funksiya uchun 

  )()( 21 tt  

bo‘lsa,   sistеma tеkis darajada uzluksiz dеyiladi. 

1-tеоrеma (Arsеla tеоrеmasi). [ , ]a b  sеgmеntda aniqlangan uzluksiz 

funksiyalardan ibоrat   to‘plam ],[ baC  fazоda nisbiy kоmpakt bo‘lishi uchun bu 

funksiyalar sistеmasining tеkis chеgaralangan hamda tеkis darajada uzluksiz bo‘lishi 

zarur va kifоya. 

Isbоt. ( Zarurligi).   to‘plam ],[ baC  fazоda nisbiy kоmpakt bo‘lsin. U holda 

1.3 dagi 2-tеоrеmaga muvоfiq, iхtiyoriy 0  uchun   da chеkli 
3
  -to‘rni  

tashkil etuvchi  

p ,...,, 21      (1) 

funksiyalar mavjud bo‘ladi. Bu funksiyalarning har  biri  ba,  da uzluksiz bo‘lganligi 

sababli chеgaralangandir, ya’ni 
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piK i ,...,2,1  

chеkli 
3
  -to‘rning ta’rifiga ko‘ra   dan оlingan har qanday   elеmеnt uchun  

3
)()(max),( 

 


tt ibtai  

 tеngsizlik o‘rinli. Natijada 

 

,
3

max,
33 1


 

 ipiii KKKK  

 tashkil etuvchi funksiyalarning har biri uzluksiz va ularning sоni chеkli, dеmak, ular 

uchun quyidagilarni yozishimiz mumkin: 

agar itt  21  bo‘lsa, .
3

)()( 21
  tt ii  Agar  21 tt  bo‘lsa 





 

 pi1
min , u 

holda iхtiyoriy   uchun i  ning (1) funksiyalar оrasida 3
),( 

 i  

tеngsizlikni qanоatlantiradiganini оlib, ushbu munоsabatni yoza оlamiz: 

..
333

)()()()(

)()()()()()()()()()(

2221

2121211121









tttt

tttttttttt

iii

iiiii

Shuning bilan   sistеmaning tеkis darajada uzluksizligi ham ko‘rsatildi, ya’ni 

tеоrеmaning zarurlik qismi isbоt etildi. 

Kifоyaligi.   sistеma tеkis chеgaralangan va tеkis darajada uzluksiz bo‘lsin. Agar 

iхtiyoriy 0  uchun unga nisbatan ],[ baC  da chеkli  to‘r mavjud bo‘lsa, bu 

sistеmaning ],[ baC  fazоda nisbiy kоmpaktligi ko‘rsatilgan bo‘ladi. 

K va   quyidagi munоsabatlarni qanоatlantiradigan sоnlar bo‘lsin: K  (hamma 

  uchun); agar  21 tt  bo‘lsa, .
5

)()( 21
  tt ii  (hamma   

uchun) 
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Endi  a,b  sеgmеntni 

bttat n  ...10  

nuqtalar bilan har birining uzunligi   dan kichik bo‘lgan n  ta qismga bo‘lib, bu 

nuqtalarning har biridan vеrtikal to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Оrdinatalar o‘qida 

],[ KK  sеgmеntni  

KyyyKy m  ...210  

nuqtalar bilan har birining uzunligi 
5
  dan kichik m ta qismga bo‘lib, bu 

nuqtalarning har birida gоrizоntal to‘g‘ri chiziqlarni o‘tkazamiz. Natijada ushbu 

 KyKbta  ,  to‘g‘ri to‘rtburchak qismlarga bo‘linib, bu qismlarning 

gоrizоntal tоmоnlari   va vеrtikal tоmоnlari 
5
  dan kichik bo‘ladi, ya’ni to‘g‘ri 

to‘rtburchakda to‘r tuzildi. Endi har bir )(  funksiyaga uchlari 

  





 

5
)(,  kllk tyyt  nuqtada jоylashgan )(t  siniq funksiyani mоs 

qo‘yamiz (agar funksiyaning grafigi tutashgan kеsmalardan ibоrat bo‘lsa, bu 

funksiyani siniq dеymiz). Tuzilgan to‘rining uchlarida tuzilishiga ko‘ra 

),...,2,1(.
5

)()( nktt kk    

tеngsizlik bajariladi. Bu tеngsizlik va 

.
5

)()(,
5

)()( 111

   kkkk tttt  

tеngsizliklardan 

.
5

3)()( 1


 kk tt  

tеngsizlik kеlib chiqadi. 

],[ 1kk tt  sеgmеntda )(t  chiziqli funksiya bo‘lganligi uchun 

.
5

3)()( 
 ttk  
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tеngsizlikning sеgmеntdagi hamma qiymatlari uchun bajariladi. 

Endi  a,b  sеgmеntning iхtiyoriy t nuqtasini оlib, chapdan o‘nga eng yaqin turgan kt  

nuqtani оlamiz (bu bo‘lish nuqtasi). U hоlda 

  )()()()()()()()( tttttttt kkkkk  

tеngsizlik o‘rinlidir. Dеmak, sоni chеkli )(t siniq funksiyalar   sistеmaga nisbatan 

chеkli  to‘rni tashkil etadi, ya’ni   sistеma to‘la chеgaralangan sistеmadir. 

Teorema isbotlandi.  

Arsela teoremasini o‘ng qismi uzluksiz funksiya bo‘lgan differensial tenglama 

uchun yechimning mavjudligi haqidagi teoremaga qanday qo‘llanishini 

ko‘rsatamiz.  

Teorema (Peano). 

),( yxf
dx
dy

                                  (2) 

differensial tenglama berilgan bo‘lsin. 

Agar f  funksiya biror chegaralangan yopiq G  sohada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu 

sohaning har bir ( 00 , yx ) ichki nuqtasi orqali berilgan tenglamaning hech 

bo‘lmaganda bitta integral chizig‘i o‘tadi. 

Isbot. f  funksiya chegaralangan yopiq G  sohada uzluksizligidan 

Veyershtrassning 1-teoremasiga ko‘ra chegaralangan bo‘ladi. 

constMyxf ),(  

),( 00 yx  nuqta orqali burchak koeffisiyentlari M va –M  bo‘lgan to‘g‘ri chiziqlarni 

o‘tkazamiz keyin ax   va bx   to‘g‘ri chiziqlarni shunday o‘tkazamizki, ular bilan 

kesilgan umumiy uchi  00 , yx  nuqtada bo‘lgan 2 ta uchburchak G  soha ichida 

butunlay yotsin. 

Uchburchaklarning bu juftligi yopiq uchburchak to‘plamni ifodalaydi. 

Endi berilgan tenglash uchun Eyler egri chizig‘i deb ataluvchi chiziqni quyidagicha 

quramiz: 

 00 , yx  nuqtadan burchak koeffisiyenti  00 , yxf  bo‘lgan to‘g‘ri chiziqni 
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o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziqdan biror  11, yx  nuqtani olamiz va u orqali burchak 

koeffisiyenti  11, yxf bo‘lgan to‘g‘ri chiziqni o‘tkazamiz. Endi  00 , yx  nuqtadan 

o‘tuvchi Eyler siniq chiziqlari ketma-ketligi ,...,...,, 21 nLLL ni 

qaraymizki, kL chiziqlar guruhidan eng kattasining uzunligi k da nolga 

intilsin. k - kL chiziq bo‘lgan funksiya bo‘lsin. ,...,...,, 21 k funksiyalar 

quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 

1) ular bitta  ba,  da aniqlangan  

2) ular tekis chegaralangan 

3) ular tekis darajada uzluksiz 

Arsela teoremasiga ko‘ra  k  ketma-ketlikdan tekis yaqinlashuvchi ketma-ketlik 

ajratib olish mumkin. Bu      ,...,...,, 21 k  bo‘lsin. k  da     xx k

k



 lim  

bo‘lsin. Ravshanki,   00 yx  .Endi    ba,  da berilgan differensial tenglamani 

qanoatlantirishini ko‘rsatish qoldi.  

Buning uchun 0  uchun  

       



 ''

'''

'''

, xxf
xx

xx
 

tengsizlik ''' xx   ning yetarlicha kichik qiymatlarida bajarilishini ko‘rsatish talab 

qilinadi. 

O‘z navbatida, yetarlicha katta k larda 
          



 ''

'''

'''

, xxf
xx

xx k
kk

 

tengsizlikni ''' xx   ayirma yetarlicha kichik bo‘lganda bajarilishini ko‘rsatish kerak. 

f  funksiya G  sohada uzluksizligidan 0   olinganda shunday 0  

topiladiki, 

        '''''' ,,, xyyxfyxfyxf    

tengsizlik 2'  xx  va 4'  yy  larda bajariladi. 
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Bu 2 ta tengsizlikni qanoatlantiruvchi   Gyx ,  nuqtalar to‘plami biror 1D  to‘g‘ri 

to‘rtburchakni ifodalaydi. 

Endi K qancha katta bo‘lsa ham Kk   uchun 

      2 xx k  

Bajariladi va kL  siniq chiziqlar oilasi   dan kichik uzunlikka ega bo‘ladi. 

U holda 2'  xx  ga barcha Kk   ni qanoatlantiruvchi )(k  Eyler siniq 

chiziqlari Q ning ichida butunlay yotadi. 

knn Lbababa  ),(),...,,(),,( 111100   siniq chiziq uchlari bo‘lsin, shu bilan birga  

1210 "...'  nn axaaaxa  

)(k  funksiya uchun  

 1,1).")(,()()"(

))(,()()(
),')(,()'()(

)()(

1
)(

1
)(

100
)(

1
)(









niaxbafax

aabafaa
xabafxa

nnnn
kk

iiiii
k

i
k

kk







 

Bu yerdan  '" xx  da  

     
      

1,1

,',')()()','(
,')','()'()(')','(

1
)(

1
)(

1

1
)(

1
)(

1









ni

aayxfaaaayxf
xayxfxaxayxf

iii
k

i
k

ii

kk




 

Bu tengsizliklarni yig‘ib, 

),'")()','(()'()"()'")()','(( )()( xxyxfxxxxyxf kk    

ni topamiz va talab qilingan da’vo isbotlanadi. 

 Eyler siniq chiziqlarining turli qismiy ketma - ketliklar (1) yechimining turli 

yechimlariga yaqinlashadi. Shuning uchun ),(),(' 00 yxyxfy   nuqtadan 

o‘tuvchi yechimi umuman olganda yagona emas. 






i
k

i

i
k

i
i aa

aa
)(

)(

12
1

. 

Lekin bu tengsizlikning chap tomonida i  ni tayinlab qo‘yib, k  bo‘yicha limitga 
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o‘tilsa, quyidagi munosabat hosil bo‘ladi:  

 kaa i
k

i ,0)( . 

Aksincha, i  ning har bir qiymati uchun k  da 0)(  i
k

i aa  bo‘lsin. 

0  ni ixtiyoriy qilib olib, k  natural sonni shunday tanlab olamizki,  







1 22
1

ki
i


 

bo‘lsin. U holda  

 

.
212

1

12
1

12
1

12
1,

1
)(

)(

1
)(

)(

1
)(

)(

1
)(

)(









































k

i i
n

i

i
n

i
i

ki i
n

i

i
n

i
i

k

i i
n

i

i
n

i
i

i i
n

i

i
n

i
in

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa
xx

 

O‘ng tomondagi yig‘indida hadlar soni chekli bo‘lganligi uchun k  ni tayinlab 

qo‘yib, )(00 nn   ni shu qadar katta qilib olamizki, 0nn   bo‘lganda  

212
1

1
)(

)(









k

i i
n

i

i
n

i
i aa

aa
 

tengsizlik bajarilsin. Natijada 0nn   bo‘lganda  

   xxn , . 

tengsizlik bajariladi.  
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2.2. Metrik fazolardagi funksionallarning kompaktlik bilan bog‘liq xossalari 

va umumlashgan Arsela teoremasi. 

 

Endi mеtrik fazоdagi funksiоnallarning kоmpaktlik bilan bоg‘liq bo‘lgan 

хоssalarini kеltiramiz. 

Quyidagi tеоrеma matеmatik analiz kursidan ma’lum bo‘lgan Vеyеrshtrass 

tеоrеmasining umumlashtirilishidir. 

1-tеоrеma. X mеtrik fazоda f uzluksiz funksiоnal bo‘lsin. Iхtiyoriy XD  

kоmpakt to‘plamda f chеgaralangan va o‘zining eng katta va eng kichik 

qiymatlarini qabul qiladi. 

Isbоt. f  funksiоnal D to‘plamda quyidan chеgaralanganligini va o‘zining eng 

kichik qiymatini qabul qilishini isbоtlash bilan chеgaralanamiz. 

Agar f  quyidan chеgaralanmagan dеb faraz qilsak, u holda iхtiyoriy n natural 

sоn uchun nxf n )(  shartni qanоatlantiradigan Dx n   nuqta tоpiladi. Dеmak, 

  
 nn

xflim  hosil bo‘lgan }{ nx  kеtma-kеtlikdan D  kоmpakt bo‘lgani tufayli 

birоn Dx 0 nuqtaga yaqinlashuvchi }{
inx  qismiy kеtma-kеtlik ajratish mumkin. f  

uzluksiz bo‘lgani uchun   )( 0xfxf
in  . Shu bilan birga   

 inn
xflim   Bu esa 

)( 0xf  chеkli sоn ekanligiga zid. Dеmak,  xf  funksiоnal D  to‘plamda quyidan 

chеgaralangan. 

Endi m bilan ushbu    RDxxfDf  :)(  to‘plamning aniq quyi 

chеgarasini bеlgilaymiz va mxf )( 0  shartni qanоatlantiruvchi Dx 0  nuqta 

mavjudligini isbоtlaymiz. Iхtiyoriy n natural sоn uchun n
m 1

  sоn )(Df  

to‘plamning quyi chеgarasi bo‘lmaydi, ya’ni n
mxf n

1)(   shartni 

qanоatlantiruvchi Dxn   nuqta mavjud. Bu }{ nx  kеtma-kеtlikdan yaqinlashuvchi 

Dxx
in  0   qismiy kеtma-kеtlik ajratib оlishimiz mumkin.  
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Endi ushbu  

i
n n

mxfm
i

1)(   

tеngsizlikda limitga o‘tsak, 

  .lim mxf
ini



 

tеnglik hоsil bo‘ladi. f  uzluksiz  bo‘lgani  sababli  

mxfxf
ini




)(lim)( 0 . 

Ko‘rinib turibdiki, bu tеоrеmaning isbоti matеmatik analiz kursidagi 

Vеyеrshtrass tеоrеmasining isbоtiga o‘хshaydi. Uzluksiz funksiyalarning ba’zi 

bоshqa хоssalari ham shunga o‘хshash оsоnlikcha mеtrik fazоlardagi funksiоnallar 

uchun isbоtlanadi. Misоl uchun Kantоr tеоrеmasini kеltiramiz. 

1-ta‘rif. ),( X  mеtrik fazоda f  funksiоnal bеrilgan bo‘lsin. Agar iхtiyoriy 

0  uchun shunday 0  tоpilsaki, 

 )",'( xx  

shartni qanоatlantiruvchi har qanday Xxx ",'  uchun ushbu 

 )"()'( xfxf  

tеngsizlik bajarilsa, )(xf  funksiоnal tеkis uzluksiz dеyiladi. 

2- tеоrеma (Kantоr tеоrеmasi). X mеtrik fazоdagi f  funksiоnal XD   

kоmpakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, u holda f  shu to‘plamda tеkis uzluksizdir. 

Bu tеоrеmaning ham isbоti sоnli funksiyalar uchun kеltirilgan isbоtdan farq 

qilmaydi. 

Metrik fazolarni metrik fazoga akslantirishda xususan metrik fazolarda sonli 

funksiyalarda, uzluksizlik tushunchasi bilan bir qatorda tekis darajada uzluksizlik 

tushunchasi muhim ahamiyatga ega: 

X metrik fazoni Y metrik fazoga F  akslantirish tekis uzluksiz deyiladi, agar har 

qanday 0  uchun shunday 0  son topilsaki,  

 ))(),(( 212 xFxF  faqat  ),( 211 xx  (bu yerda X1 dagi 
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masofa, Y2 dagi masofa) da bajarilsa, shu bilan birga   1x va 2x  ga bog‘liq 

bo‘lmasdan faqat   ga bog‘liq bo‘lsa. 

 Metrik kompaktlarni uzluksiz akslantirish uchun analizdagi kesmadagi uzluksiz 

funksiya haqidagi teoremani umumlashtiruvchi quyidagi teorema o‘rinli: 

3-Teorema. Metrik kompaktni metrik fazoga uzluksiz akslantirish tekis 

uzluksizdir. 

Isbot. F   akslantirish K  metrik fazoni M  metrik fazoga akslantiruvchi uzluksiz, 

lekin tekis uzluksiz bo‘lmasin. Biror  0  uchun va har bir n natural son uchun 

K da shunday nx va '
nx  nuqtalar topildiki  

n
xx nn

1)',(1   

bajariladi va shu vaqtda  ))'(),((2 nn xFxF  ( K1 dagi masofa, 

K2 dagi masofa) bajariladi. 

K ning kompaktligidan }{ nx  ketma-ketlikdan biror Kx  nuqtaga yaqinlashuvchi 

}{
knx qismiy  ketma – ketlik tanlab olish mumkin.  

U holda }'{
knx  kerak x  ga yaqinlashadi, lekin bundan har bir k uchun 

2
))'(),((

2
))(),(( 22

 
kk nn xFxFxFxF , 

tengsizliklardan hech bo‘lmaganda bittasi bajariladi. Bu esa )(xF  ning x nuqtaga 

uzluksizligiga zid. Teorema isbotlandi. 

X  va Y  — 2 ta metrik kompaktlar va XCxy   kompaktni Y  kompaktga 

uzluksiz akslantiruvchi barcha akslantirishlar  to‘plami bo‘lsin. xyC  da metrikani  

))(),((sup),( xgxfgf
Xx



  

formula yordamida kiritamiz. 

4-Teorema. (Umumlashgan Arsela teoremasi). xyCD   to‘plamning nisbiy 

kompaktigi uchun D  ga kiruvchi f  funksiyalar sistemasining tekis darajada 
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uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli. 

Tekis darajada uzluksizlik quyidagini anglatadi: 

Istalgan 0  olinganda ham shunday 0  mavjudki  

                      )",'( xx                                 (3) 

dan  

 ))"(),'(( xfxf  

tengsizlikning barcha )(xf  va barcha Xxx ",'  lar uchun bajarilishi kelib 

chiqadi. 

Zaruriyligi Arsela teoremasi isbotidagi kabi ko‘rsatiladi. 

Yetarliligini isbotlaymiz. Buning uchun xyC  ni X  kompaktni Y  kompaktga 

akslantiruvchi barcha akslantirishlar fazosi xyM  ga yuklaymiz va u yerda xyC da 

kiritilgan metrikani kiritamiz: 

))(),((sup),( xgxfgf
Xx



 , 

va D  to‘plamning xyM  da nisbiy kompaktlarini ko‘rsatamiz. 

Tekis yaqinlashuvchi uzluksiz akslantirishlar ketma –ketligining limitini yana 

uzluksiz akslantirishni ifodalaydi. Shuning uchun xyC  to‘plam xyM da yopiqdir, 

D  ning xyC  da nisbiy kompaktligidan uning xyM  da nisbiy kompaktligi kelib 

chiqadi. 

0  ni ixtiyoriy tanlaymiz va  ni (1) dan (2) barcha Df  va barcha 

Xxx ",' larda kelib chiqadigan qilib tanlaymiz X o‘zaro kesishmaydigan chekli 

sondagi shunday iE  to‘plamlarning yig‘indi ko‘rinishida tasvirlash mumkinki, 

iExx ",' dan  )",'( xx  kelib chiqadi. 

 Haqiqatan buning uchun  nxxx ,...,, 21  nuqtalarni shunday tasvirlash yetarliki, 

ular X da 
2
 to‘rni ifodalasin, masalan 
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 
ij

jii xBxBE


















2
,\

2
,  , 

Bu yerda )
2

,( 
ixB - markazi ix  nuqatada, radiusi 2


 bo‘lgan shar.  

Y kompaktda biror chekli nyyy ,...,, 21   to‘rni qaraymiz va iEL   to‘plamlarda 

jy qiymatlarni qabul qiluvchi )(xg  funksiyalar to‘plami bo‘lsin. Bunday 

funksiyalar soni chekli bo‘ladi. Ular D  nisbatan xyM  da 2 to‘rni  

ifodalanishini ko‘rsatamiz. Haqiqatan, Df    bo‘lsin. nxx ,...,1  dan olingan har 

qanday ix  nuqta uchun nyyy ,...,, 21  dan olingan shunday jy  nuqta topiladiki 

 )),(( ii yxf  

bajariladi.  

Lg    funksiyani  ji yxg )(  qilib tanlangan bo‘lsin. U holda 

 2))(),(())(),(())(),(())(),((  xgxgxgxfxfxfxgxf iiii , 

agar iExi    qilib tanlangan bo‘lsa.  

Bu yerdan chekli L to‘plam haqiqatan D uchun 2 to‘r ekani kelib chiqadi va 

shunday qilib,  D to‘plam  xyM da nisbiy kompakt va binobarin xyC  da ham nisbiy 

kompakt. 
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2.3.  Metrik fazolarda kompakt to‘plamlarga misollar 

 

1-misol. Agar   0,1:, 222  xyxRyxK  bo‘lsa, u holda K  to‘plam 
2R  da kompakt bo‘ladimi? 

Yechish. K  to‘plam chegaralangan. Shuning uchun K  nisbiy kompaktdir. 

Lekin bu to‘plam yopiq emas,  chunki  0,0O  nuqta y  to‘plam uchun limit nuqta 

bo‘lib   KO 0,0 .  Demak, K  kompakt emas.  

2- misol. Agar 

  1,cos:, 2  yxyRyxK  

bo‘lsa,  u holda K  to‘plam 2R  fazoda kompakt bo‘ladimi? 

Yechish. Agar   1,cos:, 2  yxyyRyxK  

bo‘lsa, u holda  Zkkxx  2,1cos . Agar 0y  bo‘lsa, u holda  

   Zkkxx  12,1cos . 

Nihoyat, 0y  da xyy cos  tenglik har qanday Rx  uchun o‘rinli.  

Shunday qilib, K  to‘plam      ZkRykyk  ,01,1210,2   

ko‘rinishidagi nuqtalar to‘plamidan iborat. Bu to‘plam Ox  o‘q bo‘ylab 

chegaralanmagan. 

Demak, K  kompakt emas.  

3- misol. Agar  




  





1,,
1i

iip xlxK  bo‘lsa,  u holda K  to‘plam pl  

fazoda nisbiy kompakt bo‘ladimi? 

Yechish. pl  fazoda  

  









 ,...0,1,...,0,0, 

n

nn ee  

ketma-ketlikni qurib olamiz. Bu yerda   snNsnee p
sn  ,,,2,

1

 .  Endi   

sonini 







 111,20

1

qp
p  deb tanlaymiz. U holda har qanday   plxxO   da 

ne  ko‘rinishida bittadan nuqta bo‘ladi, ya’ni berilgan 0  uchun K  ning cheksiz 
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  to‘ri mavjud bo‘lmaydi. 

Shuning uchun K  to‘plam nisbiy kompakt bo‘la olmaydi. 

4-misol.  Agar   0,1,, 222  xyxRyxA  bo‘lib, B  to‘plam  1,1  

kesmadagi  ratsional sonlardan iborat bo‘lsa, u holda BAK   to‘plam 3R  fazoda 

kompakt bo‘ladimi? 

Yechish. K  to‘plam 3R  da chegaralangan. Shuning uchun K  nisbiy kompakt. 

Lekin K  to‘plam 3R  da yopiq emas. Buni quyidagicha ko‘rsatamiz. 

 Faraz  qilaylik,  kr  ketma-ketlik B  to‘plamdan olingan ratsional sonlar 

ketma-ketligi bo‘lib, k  da 
2
2

kr  bo‘lsin. 

     AyxS kkn  ,  

bo‘lganda 

  NnrSz nnn  ,,  

ketma-ketlikni olib qaraylik.  nS  ketma-ketlik chegaralangan bo‘lganligi uchun 

kn  da SS
kn   bo‘ladigan  

knS  mavjud, bunda    nn SS
k
  . 

A to‘plam  yopiq. Shuning uchun AS . Lekin 

Brnn


2
2lim  

Demak,  
knz  ketma-ketlik 3R  dagi 










2
2,S  elementga yaqinlashadi, chunki 

     knnnn rSzzz
kkk
,,   

Shunday qilib 









2
2,S  element BAK   to‘plamga tegishli bo‘lmaganidan K  

kompakt bo‘la olmaydi. 

5-misol .             1,0,,,00,1,0 212121  tttttxtxxCtxK  

to‘plam uchun 2,0 — to‘r tuzing.  
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Yechish. K  to‘plamdagi  tx  

funksiyalarning grafiklari OAB  

uchburchakka joylashtirilgan (shaklga 

qarang). 

2,021  tt  shartga asosan  1,0  

kesmani 5 tadan kam bo‘lmagan 

bo‘lakka bo‘lish kerak. Xuddi shunday AC  

va BC  kesmalarni ham shuncha 

bo‘lakka bo‘lish kerak, chunki 

    2,02121  tttxtx  

bo‘linish nuqtalardan koordinata o‘qlariga parallel chiziqlar o‘tkazamiz. Natijada, 

OAB  uchburchakda to‘r hosil qilamiz. 

Faraz qilaylik, U  to‘plam to‘rda mavjud bo‘lishi mumkin bo‘lgan siniq 

chiziqlar to‘plami bo‘lib, uchlari to‘rning tugunlarida bo‘lsin. U holda ixtiyoriy 

Kx  uchun 

 
    2,0max

1,0



tytx

t
 

bo‘ladigan  1y  mavjud   Uy 1 , ya’ni U  to‘plam K  to‘plam uchun 0,2 to‘rdan 

iborat. 

6-misol. Har bir K  kompakt metrik fazo to‘la chegaralangan bo‘lishini 

isbotlang. 

Yechimi. Faraz qilaylik K to‘liq chegarlangan bo‘lmasin. Bundan K  da biror 

0  uchun chekli  -to‘r topilmasligi kelib chiqadi. K dan ixtiyoriy 1a nuqta 

olamiz. U holda shunday Ka 2  nuqta topiladiki, ),( 21 aap  bo‘ladi, aks 

holda  1a  to‘plam  -to‘r bo‘lardi. K  da shunday 3a nuqta topiladiki, 

  ),(,),( 3231 aaaa  

bo‘ladi, aks holda  21,aa  to‘plam  -to‘r bo‘lardi. 

Shunga o‘xshash kaaa ,...,, 21  nuqtalar uchun Kak 1  topilib, 
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__________

1 ,1,),( kiaa ki    bo‘ladi. 

Bu tanlab olingan nuqtalar limit nuqtaga ega bo‘lmagan  na  cheksiz ketma-

ketlikni beradi, chunki .,),( jiaa ji    Bu esa K ning kompakt ekanligiga 

zid. 

7-misol.  Ixtiyoriy kompakt to‘plamning to‘la fazo bo‘lishini isbotlang. 

Yechimi. Bizga E kompakt to‘plamda  nx  fundamental ketma-ketlik berilgan 

bo‘lsin. E kompakt bo‘lgani uchun  nx  ketma-ketlik E da yaqinlashuvchi  nkx  

qismiy ketma-ketlikka ega.  nkx  ketma-ketlikning limitini a bilan belgilaylik. 

 nx fundamental va  nkx  yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun ixtiyoriy 0  soni 

uchun n  soni topilib, nkn ,  ( Demak, )nnk   bo‘lganda 
2

),(  nkn xx  va 

2
),(  axnk  tengsizliklari bajariladi. Natijada 

.
22

),(),(),(   axxxax nknknn  

Bundan  nx  ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqib. E 

to‘plamning to‘la ekanligini ko‘rsatadi. 

8-misol. (Hausdorf teoremasi). R  metrik fazo kompakt bo 'lishi uchun uning 

to‘la va to'la chegaralangan bo 'lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 

Yechimi. Aytaylik, R  kompakt bo‘lsin. U holda to‘liq chegaralanganlikning 

zaruriyligi 1-misoldan kelib chiqadi. To‘la bo‘lishi esa 2-misoldan ko‘rinadi. 

Endi R  to‘la va to‘liq chegaralanga bo‘lsin. Kompaktligini ko‘rsatish uchun 

har bir   Rxn   ketma-ketlik hech bo‘lmaganda bitta limit nuqtaga ega bo‘lishini 

ko‘rsatish yetarli. 

R  da 1-to‘r hosil etuvchi nuqtalarning har biri atrofida radiusi 1 bo‘lgan yopiq 

shar quramiz. Bu sharlar R  ni  to‘liq qoplaydi hamda ularning soni chekli bo‘ladi, 
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u holda ularning hech bo‘lmaganda bittasi   nx   ning biror ,...,..., )1()1(
1 nxx  qismiy 

ketma-ketligini o‘z ichiga oladi. Bu sharni 1B  orqali belgilaymiz. 

1B sharda ham 
2
1 -to‘r hosil etuvchi nuqtalar atrofida radiusi 

2
1  bo‘lgan yopiq 

sharlarni qursak, ulaning hech bo‘lmaganda bittasi  )1(
nx  ketma-ketlikning  )2(

nx  

qismiy ketma-ketligini o‘z ichiga oladi. Bu sharni B2 orqali belgilaymiz. Shu kabi 

markazi 2B  da radiusi 
4
1  bo‘lib,    )2()3(

nn xx   ketma-ketlikni o‘z ichiga oluvchi 

3B  sharini olamiz va hokazo. 

Endi markazi Bn sharning markazida, radiusi esa ikki marta katta bo‘lgan An 

yopiq sharlarni qaraymiz. Ravshanki An sharlar ichma-ich joylashgan. R ning 

to‘laligidan 


1n
nA  kesishma bo‘sh emas. va u yagona 0x  nuqtadan iborat. Bu 

nuqta  nx  ketma-ketlik uchun limit nuqta bo‘ladi, hamda uning atrofi biror kB  

sharni o‘z ichiga oladi, ya'ni  nx  ketma-ketlikning cheksiz  )(k
nx  qismiy ketma-

ketligini o‘z ichiga oladi. Bundan R  kompaktdir. 

9-misol. Ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam chegaralangan bo‘lishini 

isbotlang. 

Yechimi. Agar dim K  bo‘lsa, u holda Kx  0  nuqta uchun 




),(sup 0 xx
Kx
  

bo‘ladi. Haqiqatan, agar Kx  uchun Mxx ),( 0  bo‘lsa, u holda 

Kyx  , nuqtalari uchun  

Myxxxyx 2),(),(),( 00    

tengsizlik o‘rinli bo‘lardi. Demak, 


),(lim 0 knn
xx  bo‘ladigan  nx ketma-

ketligini topish mumkin. Natijada  nx  ketma-ketlikning ixtiyoriy  
knx  qismiy 
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ketma-ketligi uchun ham 


),(lim 0 knn
xx  bo‘ladi. U holda  

knx  fundamental 

bo‘lmaydi, Demak, yaqinlashuvchi emas. Bundan K ning nisbiy kompakt emas 

ekanligi kelib chiqadi. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan  K ning chegaralangan ekanligi 

kelib chiqadi.  

10-misol. To‘plamning chegaralanganligidan, uning nisbiy kompakt 

bo‘lishi kelib chiqadimi? 

Yechimi. Umuman aytganda kelib chiqmaydi. Masalan 2l  fazoda quyidagi 

...,...),1,0,0(,...)0,1,0(,...),0,0,1( 321  eee  

elementlardan iborat chegaralangan to‘plamni olaylik. Bu to‘plamning ixtiyoriy ne  

va me  elementlari orasidagi masofa )(2),( nmee nm  . Demak, bu ketma-

ketlikning lxtiyoriy qismiy ketma-ketligi yaqinlashuvchi emas. Shuning uchun 

qaralayotgan to‘plam nisbiy kompakt emas. 

11-misol. X metrik fazoda bo‘sh emas ......21  nAAA . kompakt 

to‘plamlari berilgan bo‘lsin.U holda 
1n

nA  kesishmasi bo‘sh emasligini, shu 

bilan birga, agar 0lim 
 nn

diamA  bo‘lsa, u holda 
1n

nA  kesishmaning yagona 

nuqtadan iborat bo‘lishini isbotlang. 

Yechimi. Har bir An to‘plamdan an nuqtasini olaylik. Bu nuqtalarning barchasi 

1A  ga tegishli bo‘ladi. 1A  kompakt to‘plam bo‘lgani uchun  na  ketma-ketlikdan 

biror 1Aa  nuqtaga yaqinlashuvchi  nka  qismiy ketma-ketligini ajratib olish 

mumkin.  nka  ketma-ketlikning dastlabki 1k  ta hadini olib tashlasak 

,...,, 21  nknknk aaa  ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. Bu ketma-ketlikning har bir hadi 

Ank to‘plamga tegishli. Shu bilan birga, bu ketma-ketlik ham a  nuqtaga 

yaqinlashuvchi bo‘ladi. nkA  yopiq bo‘lgani uchun ixtiyoriy k  uchun nkAa , 

Demak, 

 
1 1

.
 


k n

nnk AAa  

Natijada 
1

.0



n

nA  
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Agar diam 0nA  bo‘lsa, u holda har qanday boshqa 
1


n

nAb nuqtani olsak 

ndiamAba ),(  tengsizligi barcha n lar uchun o‘rinli. Shuning uchun ham 

,0),( ba  ya'ni .ba   

12-misol.  1,0C  fazoga tegishli, Axf )(  (bu yerda A  tayinlangan musbat 

son) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha funksiyalar to‘plamini E  bilan 

belgilaylik.  1,0C  fazoda chegaralangan va yopiq bo‘lgan E  to‘plami kompakt 

emasligini isbotlang. 

Yechimi.  1,0C  to‘plamga tegishli 

,...)3,2,1(2sin)(  nxAxf n
n   

funksiyalar ketma-ketligini olaylik. Bu ketma-ketlikning har bir hadi E  to‘plamga 

tegishli. Haqiqatan, 

.2sin2sin)( AxAxAxf nn
n    

Bu ketma-ketlikning ixtiyoriy nf va mf (bu yerda mn  ) hadlari orasidagi 

oraliqni baholaymiz: 

 

,2sin
2

sin

2
1

2
1)()(max),(

1

111,0

AAA

ffxfxfff

nm

nmnnmnxmn

























 

Ya’ni .),( Aff mn   Bu tengsizlikdan ko‘rinadiki, qaralayotgan ketma-

ketlikning ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo‘la olmaydi. Shuning 

uchun E to‘plam  1,0C  fazoda kompakt emas. 

13-misol. 2l  fazosida yopiq va chegaralangan, ammo kompakt bo‘lmagan 

to‘plamga misol keltiring. 

Yechimi. 2l  fazоsiga tegishli 
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..............................
,...)0,...,0,1,0,0(
,...)0,...,0,0,1,0(
,...)0,...,0,0,0,1(

3

2

1





e
e
e

 

nuqtalardan iborat sanoqli E  to‘plamni olaylik. Bu to‘plam chegaralangan va 

yopiq. Shu bilan birga, bu to‘plamning ixtiyoriy har xil nuqtalari orasidagi masofa 

2  ga teng. Shuning uchun  ne  ketma-ketlikning birorta ham qismiy ketma-

ketligi fundamental bo‘la olmaydi. Fundamental bo‘lmagan ketma-ketlik 

yaqinlashuvchi bo‘lmaydi. Shuning uchun E to‘plam kompakt emas. 

14-misol. Kompakt to‘plamlarning chekli sondagi birlashmasi, kompakt 

to‘plam bo‘lishini isbotlang. 

Yechimi. Bizga kAAA ,...,, 21 kompakt to‘plamlar berilgan bo‘lsin. 

Hadlari 
k

i
iAA

1
  to‘plamidan olingan ixtiyoriy  nx  ketma-ketligini 

qaraymiz. Bu ketma-ketlik hadlari soni cheksiz bo‘lgani uchun 

kAAA ,...,, 21 to‘plamlarning kamida bittasi uning cheksiz sondagi hadlaridan iborat 

 
pnx qismiy ketma-ketligini o‘z ichiga oladi. U holda  

pnx  ketma-ketlik A 

to‘plamda yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlikka ega. Bu qism ketma-ketlik  nx  

ketma-ketligi uchun ham qismiy bo‘ladi. Bundan 
k

i
iA

1
 to‘plamning kompaktligi 

kelib chiqadi. 

15-misol. (Bolsano — Veyershtrass teoremasi). nR  evklid fazosida ixtiyoriy 

chegaralangan to‘plam nisbiy kompakt bo‘lishini isbotlang. 

Yechimi. E  chegaralangan to‘plam bo‘lsa, u holda bu to‘plam biror 

     nn bababa ,...,, 2211   

parallelepipedning ichida yotadi. Ixtiyoriy 0 sonini olib har bir  ii ba ,  

segmentni i
p

i
p

iiii bxxxxa ii   )()1()2()1( ...  nuqtalar yordamida shunday 

bo‘laklarga bo‘laylikki natijada ikki qo‘shni nuqtalar orasidagi masofa 
n
  
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sonidan kichik bo‘lsin. nR  fazoda quyidagi to‘plamni olamiz: 

 nn
s

n
ss pspsxxxxM n ,...,2,1,...,,...,2,1:),...,,( 11

)()(
2

)(
1

21   

Bu yerda ),...,2,1( nksk   lar bir-biriga bog‘liq emas. Shu to‘plamning 

E to‘plam uchun chekli  -to‘r bo‘lishini ko‘rsatamiz. E to‘plamdan ixtiyoriy 

),...,,( 21
'

nxxxx   nuqta olaylik. E  to‘plam  

     nn bababa ,...,, 2211   

Parallelepipedda joylashganligi uchun 'x  nuqta 

     ),...),), )1()()1(
2

)(
2

)1(
1

)(
1

2211   nn k
n

k
n

kkkk xxxxxx  

Parallepipedlarning biriga tegishli bo‘ladi, bu yerda 

  .,1,1,...,2,1
____

njpk jj   Bu parallepipedlarning uchlari M to‘plamning 

elementlaridan iborat bo‘ladi. Shuning uchun ),1(
_____

nksk   nomerlar ichidan 

),1(
_____

0 nksk   nomerlar topilib, 

  
   

n

n

k
k

s
k nnn

xxxx k

222

1

2' ...)(),(
0

 

Tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Demak, M to‘plam E uchun  -to‘r bo‘ladi. U 

holda E  to‘liq chegaralangan. Natijada nR  fazoning to‘laligi va Xausdorf 

teoremasi bo‘yicha E  to‘plam nisbiy kompakt bo‘ladi. 

16-misol. nR  Evklid fazosida ixtiyoriy yopiq chegaralangan to‘plam kompakt 

bo‘lishini isbotlang 

Yechimi. Yuqorida isbotlangan Boltsano-Veyershtrass teoremasi bo‘yicha nR  

evklid fazosida chegaralangan to‘plam nisbiy kompakt bo‘ladi. Nisbiy kompakt va 

yopiq bo‘lgan to‘plam ta'rif bo‘yicha kompakt bo‘ladi. 

17-misol. K kompakt to‘plamni o‘ziga o‘tkazuvchi KKf :  akslantirish 
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ixtiyoriy o‘zaro teng bo‘lmagan Kyx , elementlar uchun 

),())(),(( yxyfxf    tengsizlikni qanoatlantirsin. U holda xxf )(  tenglikni 

qanoatlantiruvchi Kx  elementning  mavjudligini isbotlang. 

Yechimi. ))(,()( xfxxF   ko‘rinishda aniqlanuvchi RKf :  funksiyani 

olaylik. Kx  element xxf )(  tengligini qanotlantirishi uchun. 0)( xF  

tengligining bajarilishi zarur va yetarli. Aksincha faraz qilaylik, ya'ni F(x)>0 

bo‘lsin. K to‘plam kompakt bo‘lgani uchun 0)( xF  funksiyaning aniq quyi 

chegarasi musbat son bo‘lib, unga biror Kx 0  nuqtada erishadi. Masalaning 

sharti bo‘yicha  quyidagi munosabat o‘rinli: 

)())(,()))((),(())(( 000000 xFxfxxffxfxfF    

Bu ziddiyat bizning farazimizning noto‘g‘ri ekanligini anglatadi. U holda xxf )(  

tenglikni qanoatlantiruvchi Kx  nuqta mavjud. 
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Xulosa 

Kоmpakt to‘plamlar tushunchasi mеtrik fazоlardagi asоsiy tushunchalardan 

biri hisоblanib, kоmpakt оpеratоrlarni ta’riflash va ularni tеkshirishda qo‘llaniladi.  

Ushbu bitiruv malakaviy ishida metrik fazolarda kompakt to‘plamlar 

tushunchasi o‘rganildi. Asosiy funksional fazolardan bo‘lgan  baC ,  fazodagi 

to‘plamning nisbiy kompaktlik kriteriyasini ifodalovchi Arsela teoremasi va 

kompakt to‘plamni kompakt to‘plamga uzluksiz akslantiruvchi akslantirishlar 

to‘plamida nisbiy kompaktlik kriteriyasi hamda mеtrik fazоdagi funksiоnallarning 

kоmpaktlik bilan bоg‘liq bo‘lgan хоssalari o‘rganildi. Sonlar o‘qida  ba,  kesma 

kompakt to‘plam bo‘lishi, nR  va nC  fazolarda istalgan chegaralangan yopiq 

to‘plam kompakt to‘plam bo‘lishi isbotlab ko‘rsatildi. 
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