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1-mavzu:  

To’plamlar ustida amallar, akslantirish. Quvvat tushunchasi. 
 

1-To‘plamlar ustida amallar 
Matematikada juda xilma-xil to‘plamlarga duch kelamiz. Haqiqiy sonlar 

to‘plami, tekislikdagi ko‘pburchaklar to‘plami, ratsional koeffitsiyentli ko‘phadlar 
to‘plami va hokazo. To‘plam tushunchasi matematikada tayanch tushunchalardan 
bo‘lib, unga ta’rif berilmaydi. «To‘plam»    so‘zining sinonimlari sifatida 
«ob’ektlar majmuasi»   yoki   «elementlar majmuasi»  so‘z birikmalaridan 
foydalaniladi. 

To‘plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o‘ringa 
ega. Biz uning ayrim xossalarini o‘rganish bilan cheklanamiz. 

To‘plamlarni lotin alifbosining bosh harflari ,,, LBA  ularning elementlarini 
esa kichik - L,,ba  harflar bilan belgilaymiz. «a   element A  to‘plamga tegishli»  
iborasi « Aa ∈ » shaklda yoziladi.  « Aa ∈/ »  yozuv esa a  element A  to‘plamga 
tegishli emasligini bildiradi. Agar A  to‘plamning barcha elementlari B  
to‘plamning ham elementlari bo‘lsa, u holda A  to‘plam B  to‘plamning qismi deb 
ataladi va BA ⊂  ko‘rinishda yoziladi. Masalan, natural sonlar to‘plami haqiqiy 
sonlar to‘plamining qismi bo‘ladi. Agar A  va B  to‘plamlar bir xil elementlardan 
tashkil topgan bo‘lsa, u holda ular teng to‘plamlar deyiladi va BA =  shaklda 
belgilanadi. Ko‘pincha, to‘plamlarning tengligini isbotlashda BA ⊂  va AB ⊂  
munosabatlarning bajarilishi ko‘rsatiladi ([1] ga qarang). Ba’zida birorta ham 
elementi mavjud bo‘lmagan to‘plamlarni qarashga to‘g‘ri keladi. Masalan, 

0=12 +x  tenglamaning haqiqiy yechimlari to‘plami, 2<2 x≤  qo‘sh tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to‘plami va hokazo. Bunday to‘plamlar uchun 
maxsus   «bo‘sh to‘plam»   nomi berilgan va uni belgalashda Ш simvoldan 
foydalaniladi. Ma’lumki, har qanday to‘plam bo‘sh to‘plamni o‘zida saqlaydi va 
har qanday to‘plam o‘zining qismi sifatida qaralishi mumkin. To‘plamlarning 
bo‘sh to‘plamdan va o‘zidan farqli barcha qism to‘plamlari xos qism to‘plamlar 
deb ataladi. 

1.1. To‘plamlar ustida amallar. Ixtiyoriy tabiatli A  va B  to‘plamlar 
berilgan bo‘lsin. Agar C  to‘plam faqatgina A  va B  to‘plamlarning elementlaridan 
iborat bo‘lsa, u holda C  to‘plam A  va B  to‘plamlarning  yig‘indisi  yoki  
birlashmasi  deyiladi va BAC U=  shaklda belgilanadi (1.1-chizmaga qarang). 

Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi αA  to‘plamlarning yig‘indisi ham 
shunga o‘xshash aniqlanadi: αA  to‘plamlarning kamida biriga tegishli bo‘lgan 
barcha elementlar to‘plami bu to‘plamlarning yig‘indisi deyiladi va bu munosabat 

−α
α

AU  shaklda belgilanadi. 

Endi A  va B  to‘plamlar  kesishmasini  ta’riflaymiz. A  va B  to‘plamlarning 
umumiy elementlaridan tashkil topgan to‘plam ularning  kesishmasi deyiladi (1.2-
chizmaga qarang) va BA I  shaklda belgilanadi. 

 



 
 

 
 
 
 
 
Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘plamlarning kesishmasi α

α
AI−  

deb αA  to‘plamlarning barchasiga tegishli bo‘lgan elementlar to’plami tushuniladi. 
To‘plamlar yig‘indisi va kesishmasi aniqlanishiga ko‘ra kommutativ va 

assotsiativdir, ya’ni  
 ),(=)(,= CBACBAABBA UUUUUU  
 ).(=)(,= CBACBAABBA IIIIII  
Bundan tashqari, ular o‘zaro distributivlik qonunlari bilan bog‘langan  

(1.1)),()(=)( CBCACBA IUIIU  
 (1.2)).()(=)( CBCACBA UIUUI  

Biz (1.1) va (1.2) tengliklarning isboti murakkab bo‘lmaganligi uchun ularni 
o‘quvchiga havola qilamiz. 

Endi A  va B  to‘plamlar ayirmasini  ta’riflaymiz. A  va B  to‘plamlar 
ayirmasi deb A  to‘plamning B  to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha 
elementlaridan iborat to‘plamga aytiladi va BA \  shaklda belgilanadi (1.3-
chizmaga qarang). 

Ba’zan (masalan o‘lchovlar nazariyasida), A  va B  to‘plamlarning 
simmetrik ayirmasi tushunchasini kiritish maqsadga muvofiq bo‘ladi. BA \  va 

AB \  to‘plamlarning birlashmasidan iborat to‘plamga A  va B  to‘plamlarning 
simmetrik ayirmasi deyiladi va BA∆  shaklda belgilanadi, ya’ni 

)()(= A\BB\ABA U∆  (1.4-chizmaga qarang). 
Ko‘p hollarda qandaydir universal E  to‘plamning qism to‘plamlari qaraladi. 

Masalan, tekislikdagi barcha to‘plamlar. Bu holda AE \  ayirma A  to‘plamning 
to‘ldiruvchi to‘plami deyiladi va A′  yoki CA  shaklda belgilanadi (1.5-chizmaga 
qarang). 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
To‘plamlar nazariyasi va uning tadbiqlarida muhim o‘rin tutadigan va  

ikkilik prinsipi  deb nomlanuvchi quyidagi ikki munosabatni keltiramiz: 
1.1. Yig‘indining to‘ldiruvchisi to‘ldiruvchilar kesishmasiga teng:  

A B 

1.1 – chizma  

A B 

1.3 – chizma  C=A\B. 

A B 

1.4 – chizma  C=A∆B. 

A 

E 

1.5 – chizma  

A B 

1.2 – chizma C= BAI  



 (1.3)).(= α
α

α
α

A\EA\E IU  

1.2. Kesishmaning to‘ldiruvchisi to‘ldiruvchilar yig‘indisiga teng:  
 (1.4)).(= α

α
α

α

A\EA\E UI  

Ikkilik prinsipi shundan iboratki ixtiyoriy tenglikdan, agar bu tenglik 
qandaydir universal E  to‘plamning qism to‘plamlari ustida bo‘lsa, ikkinchi ikkilik 
tenglikka o‘tish mimkin, buning uchun barcha qaralayotgan to‘plamlar ularning 
to‘ldiruvchilari bilan, to‘plamlar kesishmasi-birlashma bilan, birlashmasi - 
kesishma bilan almashtiriladi. 

Biz (1.3) tenglikning isbotini keltiramiz. (1.4) tenglik shunga o‘xshash 
isbotlanadi.  

Isbot. Ixtiyoriy α
α

AEx U\∈  elementni olamiz, bu yerdan Ex∈  va α
α

Ax U∉  

ekanligi kelib chiqadi. Bundan ixtiyoriy α  uchun x  ning αA  to‘plamga tegishli 
emasligiga kelamiz. Demak, x  element αA  to‘plamlarning to‘ldiruvchilarida 
yotadi. Shunday qilib, ixtiyoriy α  uchun αAEx \∈  munosabat o‘rinli, bundan 
biz )\( α

α

AEx I∈  ga ega bo‘lamiz. Bu esa  

 (1.5))\(\ α
α

α
α

AEAE IU ⊂  

munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar 
)\( α

α

AEx I∈  bo‘lsa, u holda barcha α  larda αAEx \∈  bo‘ladi va x  element αA  

to‘plamlarning birortasiga ham tegishli emas, bu esa α
α

Ax U∈/  ekanligini bildiradi. 

Demak, α
α

AEx U\∈  ekan. Bundan biz  

 (1.6))( α
α

α
α

A\EA\E IU ⊃  

munosabatga kelamiz. (1.5) va (1.6) munosabatlar (1.3) tenglikni isbotlaydi.  
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
1. (1.4) tenglikni isbotlang.  
2. )()(= BA\BABA IU∆  tenglikni isbotlang.  
3. BABEAE ∆∆ =)\()\(  tenglikni isbotlang, bu yerda ., EBEA ⊂⊂  
4. )()()()( DBCADCBA ∆∆⊂∆ UUU  munosabatni isbotlang.  
5. Ixtiyoriy A  va B  to‘plamlar uchun )( BABA ∆⊂ U  munosabatni isbotlang.  
6. Agar 1A  va 2A  to‘plamlar kesishmasa, )()( 221121 BABABB ∆∆⊂ UI  

munosabatni isbotlang.  
 

2-. Akslantirishlar. To‘plamlarni sinflarga ajratish 
  

2.1. Funksiya tushunchasini umumlashtirish. Ma’lumki, matematik 
analizda funksiya tushunchasi quyidagicha ta’riflanadi: X  sonlar o‘qidagi biror 



to‘plam bo‘lsin. Agar har bir Xx∈  songa f  qoida bo‘yicha aniq bir )(= xfy  son 
mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda X  to‘plamda f  funksiya aniqlangan deyiladi. 
Bunda X  to‘plam f  funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi, bu funksiya qabul 
qiladigan barcha qiymatlardan tashkil bo‘lgan )( fE  to‘plam f  funksiyaning 
qiymatlar sohasi deyiladi, ya’ni }.),(=:{=)( XxxfyyfE ∈  

Agar sonli to‘plamlar o‘rnida ixtiyoriy to‘plamlar qaralsa, u holda funksiya 
tushunchasining umumlashmasi, ya’ni akslantirish ta’rifiga kelamiz. Bizga 
ixtiyoriy X  va Y  to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar har bir Xx∈  elementga biror 
f  qoida bo‘yicha Y  to‘plamdan yagona y  element mos qo‘yilsa, u holda X  

to‘plamda aniqlangan Y  to‘plamdan qiymatlar qabul qiluvchi f  akslantirish 
berilgan deyiladi. Bundan keyin ixtiyoriy tabiatli to‘plamlar bilan ish ko‘ramiz 
(shu jumladan sonli to‘plamlar bilan ham), shuning uchun ko‘pgina hollarda  
funksiya termini o‘rniga  akslantirish atamasini ishlatamiz. 

X  to‘plamda aniqlangan va Y  to‘plamdan qiymatlar qabul qiluvchi f  
akslantirish uchun YXf →:  belgilashdan foydalaniladi. Biz asosan quyidagi 
belgilashlardan foydalanamiz. −N  natural sonlar to‘plami, −Z  butun sonlar 
to‘plami, −Q  ratsional sonlar to‘plami, −R  haqiqiy sonlar to‘plami. ,)[0,= ∞+R  

NZ U{0}=+  hamda nR  sifatida −n  o‘chamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi. 
Endi YXf →:  akslantirishga misollar keltiramiz. 
2.1. .=)(,: 2xxfRRf →  
2.2. ].[=)(,: xxgRRg →  Bu yerda ][x  belgi x  sonining butun qismi. 
2.3. Dirixle funksiyasi ,: RRD →   

 




∈
∈

.0,
,1,

=)(
Q\Rx

Qx
xD

agar
agar

 

2.4. Riman funksiyasi ,: RRR →   

 






∈

∈

.0,

=,1
=)(

Q\Rx

Q
n
mx

nxR
agar

kasrqisqarmasagar  

2.5. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi .=),(,: 2 xyxPRRP →  
2.6. Sferik akslantirish .=),,(,: 2

3
2
2

2
1321

3 xxxxxxSRRS ++→  
Yuqorida, 2.1-2.6 misollarda keltirilgan akslantirishlarning qiymatlar 

sohalarini toping. 
Yechish. 2.1-misolda keltirilgan RRf →:  akslantirishlarning qiymatlar 

sohasi )[0,=)( ∞fE  dan iborat. Chunki barcha Rx∈  lar uchun 02 ≥x  va 
ixtiyoriy )[0,∞∈y  uchun yyf =)(  tenglik o‘rinli. 

2.2-misolda keltirilgan ][=)(,: xxgRRg →  akslantirishlarning qiymatlar 
sohasi, aniqlanishiga ko‘ra ZgE =)(  dan iborat. 

Dirixle funksiyasi RRD →:  ning qiymatlar sohasi, aniqlanishiga ko‘ra 
{0;1}=)(DE  ikki nuqtali to‘plamdan iborat. 



Riman funksiyasi RRR →:  ning qiymatlar sohasi,  

 .;1;;
3
1;

2
10;1;=)(









LL
n

RE  

Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi xyxPRRP =),(,: 2 →  ning 
qiymatlar sohasi, RPE =)(  dan iborat. 

Sferik akslantirish 2
3

2
2

2
1321

3 =),,(,: xxxxxxSRRS ++→  ning qiymatlar 
sohasi, +RSE =)(  dan iborat. 

Endi YXf →:  akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz. 
Har bir Xa ∈  uchun unga mos qo‘yilgan Yafb ∈)(=  element a  

elementning f  akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X  
to‘plamning biror A  qismi berilgan bo‘lsa, A  to‘plam barcha elementlarining Y  
dagi tasvirlaridan iborat bo‘lgan to‘plam A  to‘plamning f  akslantirishdagi tasviri 
yoki aksi deyiladi va )(Af  simvol bilan belgilanadi. Endi Yb∈  ixtiyoriy element 
bo‘lsin. X  to‘plamning b  ga akslanuvchi barcha elementlaridan iborat qismi b  
elementning f  akslantirishda asli deyiladi va )(1 bf −  simvol bilan belgilanadi. O‘z 
navbatida har bir YB ⊂  to‘plam uchun X  ning B  ga o‘tuvchi (akslanuvchi) qismi 
B  to‘plamning f  akslantirishdagi asli deyiladi va })(:{=)(1 BxfXxBf ∈∈−  
shaklda belgilanadi. Umuman olganda, Y  to‘plam sifatida f  akslantirishning 
qiymatlar sohasini o‘zida saqlovchi to‘plam qaraladi. Agar barcha Bb∈  
elementlar uchun ularning )(1 bf −  aslilari bo‘sh bo‘lsa, u holda B  to‘plamning asli 
ham bo‘sh to‘plam bo‘ladi. 

2.7. 2.1 va 2.2 akslantirishlarda [0;3)=A  to‘plamning tasviri va (1;4)=B  
to‘plamning aslini toping. 

Yechish. f  akslantirish )[0;∞  da o‘suvchi va uzluksiz funksiya bo‘lganligi 
uchun [0;9)=([0;3))f  bo‘ladi. ([0;3))g  esa [0;3)  dagi butun sonlardan, ya’ni 

{0;1;2}=([0;3))g  dan iborat. Endi (1;4)=B  to‘plamning aslini topamiz: 
(1;2),1)2;(=)(1 U−−− Bf    [2;4).=)(1 Bg −  

2.8. 2.3 va 2.4 akslantirishlarda QRA \=  to‘plamning tasviri va )(1;= ∞B  
to‘plamning aslini toping. 

Yechish. D  va R  akslantirishlar QR \  to‘plamning barcha elementlariga 
nolni mos qo‘yadi, shuning uchun {0}.=)\(=)\( QRRQRD  Dirixle  va Riman  
funksiyalarining 1 dan katta qiymatlari mavjud emas, shuning uchun 

.Ш=)(=)( 11 BRBD −−  
Quyidagi tushunchalarni kiritamiz.  Aniqlanish sohasi X  bo‘lgan 

YXf →:  akslantirishda YXf =)(  tenglik bajarilsa, f  akslantirish X  
to‘plamni Y  to‘plamning ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umumiy 
holda, ya’ni YXf ⊂)(  bo‘lsa, u holda f  akslantirish X  to‘plamni Y  to‘plamning 
ichiga akslantiradi deyiladi. 



Agar YXf →:  akslantirishda X  dan olingan har xil 1x  va 2x  
elementlarga har xil )(= 11 xfy  va )(= 22 xfy  tasvirlar mos kelsa, u holda f  
inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv ham 
inyektiv bo‘lgan YXf →:  akslantirish biyeksiya deyiladi. 

2.9. 0,=)(,: ≠+→ abaxxfRRf  akslantirishning biyeksiya ekanligini 
isbotlang. 

Yechish. Chiziqli RRf →:  akslantirishning biyeksiya ekanligini ko‘rsatish 
uchun ixtiyoriy Rc∈  da cbax =+  tenglamaning yagona yechimga ega ekanligini 
ko‘rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi RRf →:  akslantirishning 
syuryektivligini, yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta’minlaydi. Bu 

tenglamaning yechimi yagona bo‘lib u 
a

bcx −=  dir. ∆  

2.10. Agar YXf →:  biyektiv akslantirish bo‘lsa, u holda ixtiyoriy XA ⊂  
uchun ))(=(: AfBBAf →  ham biyeksiya bo‘lishini isbotlang. 

Yechish. BAf =)(  ekanligidan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib 
chiqadi, inyektivligi esa YXf →:  ning inyektivligidan kelib chiqadi. ∆  

2.1-teorema. Ikki to‘plam birlashmasining asli ular aslilarining 
birlashmasiga teng, ya’ni  

 (2.1)).()(=)( 111 BfAfBAf −−− UU  
Quyida biz yana shunga o‘xshash ikkita teorema keltiramiz. Uchala 

teoremaning isbot sxemasi ikki C  va D  to‘plamlarning tengligini ko‘rsatishda 
foydalaniladigan DC ⊂  va CD ⊂  munosabatlarga asoslangan. 

Isbot. Aytaylik, )(1 BAfx U−∈  ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda 
BAxf U∈)( , ya’ni Axf ∈)(  yoki Bxf ∈)( . Bu holda x  element )(1 Af −  yoki 

)(1 Bf −  to‘plamlarning kamida biriga tegishli bo‘ladi, ya’ni ).()( 11 BfAfx −−∈ U  
Bundan )()()( 111 BfAfBAf −−− ⊂ UU  munosabat kelib chiqadi. Endi teskari 
munosabatni ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, )()( 11 BfAfx −−∈ U  ixtiyoriy element 
bo‘lsin, u holda x  element )(1 Af −  yoki )(1 Bf −  to‘plamlarning kamida biriga 
tegishli bo‘ladi, ya’ni Axf )(  yoki B  to‘plamlarning kamida biriga tegishli, 
shunday ekan, .)( BAxf U∈  Bu yerdan )(1 BAfx U−∈  ekanligi va natijada 

)()()( 111 BAfBfAf UU −−− ⊂  munosabat kelib chiqadi. Demak, (2.1) tenglik 
o‘rinli. ∆  

2.2-teorema.  To‘plamlar kesishmasining asli ular aslilarining 
kesishmasiga teng, ya’ni  

 (2.2)).()(=)( 111 BfAfBAf −−− II  
Isbot. Agar )(1 BAfx I−∈  ixtiyoriy element bo‘lsa, u holda BAxf I∈)( , 

ya’ni Axf ∈)(  va ,)( Bxf ∈  shunday ekan, )(1 Afx −∈  va ),(1 Bfx −∈  ya’ni 
).()( 11 BfAfx −−∈ I  Demak, ).()()( 111 BfAfBAf −−− ⊂ II  



Endi )()( 11 BfAfx −−∈ I  bo‘lsin, u holda )(1 Afx −∈  va )(1 Bfx −∈ . 
Bundan Axf ∈)(  va Bxf ∈)(  ga yoki BAxf I∈)(  ga ega bo‘lamiz. Demak, 

).(1 BAfx I−∈  Bu yerdan )()()( 111 BAfBfAf II −−− ⊂  munosabat kelib 
chiqadi. Bu munosabatlar (2.2) tenglikni isbotlaydi. ∆  

Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘plamlar birlashmasi va kesishmasi 
uchun ham 2.1 va 2.2-teoremalar o‘rinli, ya’ni  

 ).(=),(= 1111
α

α
α

α
α

α
α

α

AfAfAfAf −−−− 















IIUU  

2.3-teorema. Ikki to‘plam birlashmasining tasviri ular tasvirlarining 
birlashmasiga teng  

 (2.3)).()(=)( BfAfBAf UU  
Isbot. Agar )( BAfy U∈  ixtiyoriy element bo‘lsa, u holda )(= xfy  bo‘lib, 

x  element A  va B  to‘plamlardan aqalli biriga tegishli bo‘ladi. Shunday ekan, 
).()( BfAfy U∈  Bu yerdan ).()()( BfAfBAf UU ⊂  

Endi teskari munosabatni ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, )()( BfAfy U∈  
ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda )(= xfy  bo‘lib, x  element A  va B  
to‘plamlardan aqalli birortasiga tegishli bo‘ladi, ya’ni .BAx U∈  Bundan, 

)()(= BAfxfy U∈  va demak, ).()()( BAfBfAf UU ⊂  Bu munosabatlardan 
(2.3) tenglik kelib chiqadi. ∆  

2.3-teorema ham ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘plamlar uchun 
o‘rinli bo‘ladi, ya’ni )(=)( α

α
α

α

AfAf UU  tenglik o‘rinli. 

2.1-eslatma. Umuman olganda, ikkita to‘plam kesishmasining aksi ular 
aksilarining kesishmasiga teng emas. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil 
qilamiz. 

2.11. 2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi 
xyxP =),(  va 0}=1,0:);{(= yxyxA ≤≤ , 1}=1,0:);{(= yxyxB ≤≤  

to‘plamlar berilgan. ( ) ( ) ( )BPAPBAP II =  tenglik to‘grimi? 
Yechish. A  va B  kesmalar o‘zaro kesishmaydi, ya’ni .= ∅BA I  Ammo 

ularning P  akslantirishdagi tasvirlari ustma-ust tushadi, ya’ni [0;1]=)(AP , 
[0;1]=)(BP  va [0;1].=)()( BPAP I  Ammo .=)( ∅BAP I  

2.2. To‘plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari. 
Ko‘pgina masalalarda berilgan to‘plamni elementlarining ba’zi bir belgilariga 
qarab o‘zaro kesishmaydigan qism to‘plamlarga ajratiladi. Masalan, fazoni 
markazi koordinata boshida va radiusi r  bo‘lgan har xil sferalarga ajratish 
mumkin. Bu sferalar o‘zaro kesishmaydi. Yoki bir shahar aholisini bir yilda 
tug‘ilganlik belgisiga ko‘ra qism to‘plamlarga ajratish mumkin. Bunday 
misollarning har biri to‘plamni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deb 
ataladi. 

To‘plamlarni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil 
bo‘lishi mumkin. Ammo bu belgilar ixtiyoriy emas. Masalan, tekislikda ikki a  va 
b  nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kichik bo‘lsa, ularni bitta sinfga kiritsak, bu 



belgi tekislikni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chunki a  va b  
nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kichik, b  va c  nuqtalar orasidagi masofa ham 1 
dan kichik bo‘lib, a  va c  nuqtalar orasidagi masofa 1 dan katta bo‘lishi mumkin. 
Ko‘rinyaptiki, a  va b  nuqtalar bir sinfda, b  va c  ham bir sinfda. U holda bir 
sinfga orasidagi masofa 1 dan katta bo‘lgan a  va c  nuqtalar tegishli bo‘ladi. Hosil 
qilingan xulosa sinflarning tashkil qilinishiga zid, ya’ni tekislik bu belgi yordamida 
o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaydi. 

Endi to‘plam elementlari qanday shartlarni qanoatlantiruvchi belgilar 
yordamida o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini qarab chiqamiz. 

Biror M  to‘plam va uning o‘zini-o‘ziga dekart ko‘paytmasi MM ×  
berilgan bo‘lsin va MMK ×⊂  qism to‘pam bo‘lsin. Agar Kba ∈),(  bo‘lsa, a  
element b  element bilan ϕ  munosabatda deyiladi va  b~a

ϕ
  shaklda belgilanadi.  

2.1-ta’rif. Agar M  to‘plam elementlari orasidagi ϕ  munosabat quyidagi 
shartlarni qanoatlantirsa, unga ekvivalentlik munosabati deyiladi:  

1. Ixtiyoriy Ma ∈  element uchun a~a
ϕ

 (refleksivlik); 

2. Agar b~a
ϕ

 bo‘lsa, u holda a~b
ϕ

 (simmetriklik); 

3. Agar b~a
ϕ

 va c~b
ϕ

 bo‘lsa, u holda c~a
ϕ

 (tranzitivlik). 

2.4-teorema. M  to‘plamda kiritilgan ϕ  munosabat M  ni o‘zaro 
kesishmaydigan sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo‘lishi 
zarur va yetarli. 

Isbot. Yetarliligi. Agar M  da kiritilgan ϕ  munosabat uni o‘zaro 
kesishmaydigan sinflarga ajratsa, b~a

ϕ
 dan a  va b  ning bir sinfga tegishliligi kelib 

chiqadi. U holda a~a
ϕ

 va a~b
ϕ

 ekanligi kelib chiqadi. b~a
ϕ

 va c~b
ϕ

 bo‘lsa, ba,  

va c  lar bir sinfga tegishli bo‘ladi, ya’ni c~a
ϕ

 Demak, bu munosabat refleksiv, 

simmetrik va tranzitiv bo‘ladi. 
Zaruriyligi. M  to‘plam elementlari orasida biror ϕ  ekvivalentlik 

munosabati o‘rnatilgan bo‘lsin. aK  orqali a  element bilan ϕ  munosabatda bo‘lgan 
elementlar to‘plamini belgilasak, refleksivlikka ko‘ra a~a

ϕ
 dan aKa ∈  bo‘ladi. 

Agar aK  va bK  sinflarni olsak, ular yoki teng yoki ∅=ba KK I  bo‘ladi. 
Haqiqatan ham, ba KKc I∈  desak, a~

ϕ
c  va b~

ϕ
c  bo‘ladi. Simmetriklik xossasiga 

ko‘ra c
ϕ
~a  u holda tranzitivlik xossasiga ko‘ra  

 b~a
ϕ

  (2.4) 

Endi aKx−  sinfdan olingan ixtiyoriy element bo‘lsin, ya’ni a~x
ϕ

, u holda (2.4) va 

tranzitivlik xossasiga ko‘ra b~x
ϕ

, ya’ni .bKx ∈  Demak, .ba KK ⊂  Xuddi shunday 

ko‘rsatish mumkinki, bK  sinfning ixtiyoriy y  elementi aK  sinfga ham qarashli 



bo‘ladi. Shunday qilib, agar ikki aK  va bK  sinflar hech bo‘lmaganda bitta umumiy 
elementga ega bo‘lsa, ular ustma-ust tushadi. ∆  

To‘plamni sinflarga ajratish tushunchasi akslantirish tushunchasi bilan uzviy 
bog‘liq. 

Aytaylik, A  to‘plamni B  to‘plamga akslantiruvchi f  akslantirish berilgan 
bo‘lsin. A  to‘plamda aniqlangan f  akslantirishda, B  to‘plamda tasvirlari ustma-
ust tushuvchi elementlarni bir sinfga yig‘sak, natijada A  ni sinflarga ajratishga ega 
bo‘lamiz. Teskarisi, A  ixtiyoriy to‘plam va uning biror bir sinflarga ajralishini 
qaraylik. B  orqali A  to‘plam ajralgan sinflar to‘plamini belgilaymiz. Har bir 

Aa ∈  elementga o‘zi tegishli bo‘lgan sinfni ( B  to‘plam elementini) mos qo‘yish 
bilan A  ni B  ga akslantiruvchi akslantirishga ega bo‘lamiz. 

2.12. Ortogonal proyeksiyalash akslantirishi ,: 2 RRP →  xyxP =),(  ni 
qaraymiz. Bunda OX  o‘qidagi har bir Ra ∈  nuqtaning asli 

},:);{(=)(1 RyyaaP ∈−  OX  o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan vertikal chiziqdan 
iborat. Shunday ekan, P  proyeksiyalash akslantirishiga tekislikni parallel to‘g‘ri 
chiziqlardan iborat sinflarga ajratish mos keladi. 

2.13. Uch o‘lchamli 3R  fazoni uning koordinatalar boshidan bir xil 
uzoqlikda joylashgan nuqtalarini bir sinfga yig‘ish bilan sinflarga ajratamiz. Har 
bir sinf markazi koordinatalar boshida bo‘lgan 0≥r  radiusli sferadan iborat 
bo‘ladi. Demak, 3R  fazoni konsentrik sferalarga ajratishga bu fazoni )[0,∞  yarim 
o‘qqa akslantiruvchi 2

2
2
2

2
1

3 =)(,: xxxxSRRS ++→ +  (2.6-misolga qarang) 
sferik akslantirish mos keladi. 

2.14. Butun qismlari bir xil haqiqiy sonlarni bir sinfga to‘plash yo‘li bilan 
haqiqiy sonlar to‘plamini sinflarga ajratish mumkin. Bu sinflarga ajratishga 

][=)( xxg  (2.2-misolga qarang) akslantirish mos keladi.  
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  
1. Agar a  va b  haqiqiy sonlarning kasr qismlari teng bo‘lsa, ularni ϕ  
munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladimi? 
2. ,: RRf →  ][0,5=)( xxf ⋅  funksiya berilgan. Agar [0;8],=A  (2,3)=B  bo‘lsa, 

)(Af  va )(1 Bf −  larni toping. 
3. [5;20],: →Xf  1=)( 2 +xxf  funksiya berilgan. X  to‘plam qanday tanlansa, 

−f  ustiga (syuryektiv) akslantirish bo‘ladi?  
4. )[0;: ∞→Xf ,  1,=)( 2 +xxf  funksiya berilgan. X  to‘plam qanday tanlansa, 

−f  inyektiv akslantirish bo‘ladi? 
5. 1;1],[][0;: −→πf   xxf cos=)( ,     xxgg sin=)([0;1],][0;: →π , 

     xx sin=)([0;1],]
2

[0;: ϕ
π

ϕ → ,         1,=)([0;10],[0;3]: 2 +→ xxψψ  

akslantirishlar ichidan inyektiv, syuryektiv va biyektivlarini alohida ajrating.  
 
 



3-. Ekvivalent to‘plamlar 
  

3.1. Chekli va cheksiz to‘plamlar. Har xil to‘plamlarni kuzatish jarayonida 
biror usul bilan berilgan to‘plam elementlari sonini hech bo‘lmaganda taxminan 
aytish mumkin. Masalan, ko‘pyoq uchlari sonini, ma’lum sondan oshmaydigan tub 
sonlar sonini, yer yuzidagi barcha suv molekulalari sonini aniq yoki taxminan 
aytish mumkin. Bu to‘plamlarning har biri, aniq bo‘lmasada, cheklita elementga 
ega. Ikkinchi tomondan elementlari soni chekli bo‘lmagan to‘plamlar ham mavjud. 
Masalan, natural sonlar to‘plami, to‘g‘ri chiziqdagi nuqtalar to‘plami, tekislikdagi 
doiralar to‘plami, ratsional koeffitsiyentli barcha ko‘phadlar to‘plami va hokazolar 
cheksiz to‘plamlarga misol bo‘ladi. Bunda, cheksiz to‘plam deganda, bu 
to‘plamdan bitta, ikkita, uchta va hokazo marta elementlarni olgandan keyin ham 
elementlari tugamaydigan to‘plam tushuniladi. 

Ikki chekli to‘plam elementlari sonining tengligi, yoki biridagi elementlar 
soni ikkinchisidan ko‘pligini sanash bilan taqqoslash mumkin. Quyidagicha savol 
tug‘iladi, ikki cheksiz to‘plam elementlarini biror usul bilan taqqoslash 
mumkinmi? Boshqacha aytganda, tekislikdagi doiralar, sonlar o‘qidagi ratsional 
sonlar, [0,1]  da aniqlangan uzluksiz funksiyalar yoki fazodagi to‘g‘ri chiziqlardan 
iborat to‘plamlardan qaysi birining elementlari ko‘p degan savol ma’noga egami? 

Ikki chekli to‘plam elementlari sonini taqqoslash usullari bilan tanishamiz. 
Birinchi usul, ular elementlarini sanash yo‘li bilan taqqoslashdir. Ikkinchi usul, bu 
to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish yo‘li bilan taqqoslashdir. 

Ravshanki, ikki chekli to‘plam o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish uchun, 
ulardagi elementlar soni teng bo‘lishi zarur va yetarlidir. Masalan, oliygohdagi 
biror guruh talabalari soni va auditoriyadagi stullar soni tengligini tekshirish 
uchun, ularni sanamasdan, har bir talabani aniq bir stulga o‘tqazish kifoya bo‘ladi. 
Agar har bir talabaga joy yetarli bo‘lib, birorta ham ortiqcha bo‘sh stul qolmasa, 
ya’ni talabalar to‘plami va stullar to‘plami o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatilsa, bu 
to‘plamlardagi elementlar soni teng bo‘ladi. 

Ta’kidlash lozimki, agar birinchi taqqoslash usuli faqat chekli to‘plamlar 
uchun yaroqli bo‘lsa, ikkinchi taqqoslash usuli cheksiz to‘plamlar uchun ham 
o‘rinli bo‘ladi. 

3.2. Sanoqli to‘plamlar. Cheksiz to‘plamlar ichida eng soddasi sanoqli 
to‘plam deb ataluvchilaridir. 

3.1-ta’rif. Agar M  to‘plam bilan natural sonlar to‘plami o‘rtasida biyektiv 
moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, M  ga sanoqli to‘plam deyiladi. Boshqacha 
ta’riflasak, agar M  to‘plam elementlarini natural sonlar vositasida 

KK ,,,, 21 naaa  cheksiz ketma-ketlik ko‘rinishida nomerlab chiqish mumkin bo‘lsa, 
M  ga sanoqli to‘plam deyiladi. 

Endi sanoqli to‘plamlarga misollar keltiramiz. 
3.1. −Z  butun sonlar to‘plami. Butun sonlar to‘plami va natural sonlar 

to‘plami o‘rtasida biyektiv moslik quyidagi usul bilan o‘rnatiladi:  

 


 ≥+

→
0.<,2
0,1,2

=)(,:
nagarn
nagarn

nfNZf  



f  ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.9-2.10 misollardan kelib chiqadi. Demak, 
butun sonlar to‘plami sanoqli ekan. 

3.2. Barcha juft natural sonlar to‘plami va natural sonlar to‘plami o‘rtasida 
biyektiv moslikni nnf =)(2  qoida bo‘yicha o‘rnatish mumkin. 

Quyida biz uncha oddiy bo‘lmagan, lekin muhim misolni qaraymiz. 
3.3. Ratsional sonlar to‘plamining sanoqli ekanligini ko‘rsating. 
Yechish. Har bir ratsional son yagona usulda  

 Nq,Z
q
p

∈∈p,=α  

qisqarmas kasr ko‘rinishida yoziladi. Ushbu ratsional son uchun qp +||  uning 
balandligi deyiladi. Ravshanki, berilgan balandlikka ega bo‘lgan ratsional sonlar 

cheklita. Masalan, 1 balandlikka faqat 
1
0=0  son ega, 2 balandlikka faqat 

1
1=1  va 

1
1=1 −

−  sonlar ega, 3 balandlikka esa 
1
2,

2
1,

1
2=2 −   va  

2
1

−  sonlari ega va hokazo. 

Barcha ratsional sonlarni ularning balandliklari o‘sib borishi tartibida 
nomerlaymiz, ya’ni dastlab balandligi 1 ga teng son, keyin balandligi 2 ga teng 
sonlar, undan keyin balandligi 3 ga teng sonlar yoziladi va hokazo. Bu tartiblashda 
har bir ratsional son aniq bir nomerga ega bo‘ladi, ya’ni natural sonlar to‘plami va 
ratsional sonlar to‘plami o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatiladi. Bu yerdan 
ratsional sonlar to‘plamining sanoqli ekanligi kelib chiqadi. ∆  

Sanoqli to‘plamlarning ba’zi umumiy xossalarini keltiramiz. 
3.1-xossa. Sanoqli to‘plamning ixtiyoriy qism to‘plami chekli yoki 

sanoqlidir. 
Isbot. Aytaylik A  sanoqli to‘plam, B  esa uning qism to‘plami bo‘lsin, ya’ni 

}.,,,,{= 21 KK naaaA  A  ning B  ga tegishli elementlari K,,
21 nn aa  lar bo‘lsin. 

Agar K,, 21 nn  sonlar ichida eng kattasi mavjud bo‘lsa, u holda B  chekli to‘plam 
bo‘ladi, aks holda sanoqli to‘plam bo‘ladi, chunki uning elementlari natural sonlar 
bilan nomerlangan. ∆  

3.2-xossa. Chekli yoki sanoqlita sanoqli to‘plamlar birlashmasi yana 
sanoqli to‘plamdir. 

Isbot. Aytaylik K,, 21 AA  sanoqli to‘plamlar bo‘lsin. Bu to‘plamlarni o‘zaro 
kesishmasin deb talab qilamiz. Talabimiz o‘rinli, chunki aks holda 

KUUU ),(),(,, 3214213121 AAA\AAA\AA\AA  to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi, har 
biri ko‘pi bilan sanoqli elementga ega va bu to‘plamlar yig‘indisi K,, 21 AA  
to‘plamlar yig‘indisiga teng. Qaralayotgan K,, 21 AA  to‘plamlarning hamma 
elementlarini quyidagi cheksiz jadval ko‘rinishida yozamiz:  

 

LLLL

L

L

L

,,,
,,,
,,,

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 



Bu yerda birinchi satrda 1A  to‘plam elementlari joylashgan, ikkinchi satrda 
2A  to‘plam elementlari joylashgan va hokazo. Endi jadvalning barcha 

elementlarini «diagonal bo‘yicha» nomerlab chiqamiz, ya’ni birinchi element deb 
11a  ni, ikkinchi element deb 12a  ni, uchinchi element deb 21a  ni, to‘rtinchi element 

deb 31a  ni, beshinchi element deb 22a  ni, oltinchi element deb 13a  ni va hokazo, 
ya’ni quyida strelka bilan ko‘rsatilgan tartibda harakat qilib, nomerlab chiqamiz:  

                        K,14131211 aaaa →→  
  K,24232221 aaaa  
 K,34333231 aaaa  
 K,44434241 aaaa  
 KKKKKKKKK  
Umuman olganda mna  element )()( 11 +⋅+ nm  dan oshmagan nomerga ega 

bo‘ladi. Ravshanki, bu qoida bo‘yicha tartiblashda (nomerlashda)  

 n
n

AA U
∞

1=
=  

to‘plamning har bir elementi aniq bir nomerga ega bo‘ladi. Demak, jadval 
ko‘rinishida tasvirlangan A  to‘plam va natural sonlar to‘plami o‘rtasida o‘zaro bir 
qiymatli moslikni ko‘rsatilgan usulda o‘rnatish mumkin. ∆  

3.3-xossa. Har qanday cheksiz to‘plam sanoqli qism to‘plamga ega. 
Isbot. Aytaylik, M  cheksiz to‘plam bo‘lsin. Undan ixtiyoriy 1a  elementni 

tanlaymiz. M  cheksiz to‘plam bo‘lgani uchun unda 1a  dan farqli 2a  elementni 
tanlash mumkin, undan keyin 1a  va 2a  dan farqli 3a  elementni tanlaymiz, M  
cheksiz to‘plam bo‘lgani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin. M  
cheksiz to‘plam bo‘lganligi uchun har bir element tanlanganidan keyin unda 
cheksiz ko‘p element qoladi. Natijada },,,,{= 21 KK naaaA  sanoqli qism 
to‘plamga ega bo‘lamiz. ∆  

Bundan, sanoqli to‘plamlar cheksiz to‘plamlar ichida  eng minimali bo‘ladi 
deb aytish mumkin. 

3.3. Ekvivalent to‘plamlar. U yoki bu cheksiz to‘plamlarni natural sonlar 
to‘plami bilan taqqoslash natijasida sanoqli to‘plam tushunchasiga keldik. 
To‘plamlarni nafaqat natural sonlar to‘plami bilan taqqoslash mumkin, balki 
ixtiyoriy ikki to‘plamni ular o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik (biyeksiya) 
o‘rnatish bilan taqqoslash mumkin. 

3.2-ta’rif. Sanoqli bo‘lmagan cheksiz to‘plam sanoqsiz to‘plam deyiladi. 
3.3-ta’rif. Agar A  va B  to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish 

mumkin bo‘lsa, u holda ular ekvivalent to‘plamlar deyiladi va B~A  shaklida 
belgilanadi. 

To‘plamlarning ekvivalentligi tushunchasini ham chekli to‘plamlar, ham 
cheksiz to‘plamlar uchun qo‘llash mumkin. Ikkita chekli to‘plam ekvivalent 
bo‘lishi uchun ularning elementlari soni teng bo‘lishi zarur va yetarlidir. 

Endi sanoqli to‘plam tushunchasini boshqacha ta’riflash mumkin: agar 
to‘plam natural sonlar to‘plamiga ekvivalent bo‘lsa, u sanoqli to‘plam deyiladi. 



Ishonch hosil qilish qiyin emaski, agar ikkita to‘plam uchunchi to‘plamga 
ekvivalent bo‘lsa, ularning o‘zlari ham ekvivalentdir, xususan, ixtiyoriy ikkita 
sanoqli to‘plamlar ekvivalentdir. 

3.4. Ixtiyoriy ikkita ];[ ba  va ];[ dc  kesmalardagi nuqtalar to‘plamlari 
ekvivalentligini isbotlang. Bu yerda dcba << ,  deb faraz qilinadi. 

Yechish. ];[ ba  va ];[ dc  kesmalar o‘rtasidagi biyektiv moslik 3.1-chizmadan 
ham ko‘rinib turibdi. Bu to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslikni  

.)(=)(],;[];[: cax
ab
cdxdcba +−

−
−

→ ϕϕ  

orqali o‘rnatish mumkin. ϕ  ning biyektiv moslik ekanligi 2.9, 2.10-misollardan 
kelib chiqadi.  

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

3.1-chizma. 
 
3.5. Sonlar o‘qi );(= ∞−∞R  va (0,1)  interval ekvivalent to‘plamlardir. Bu 

to‘plamlar o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik  

 
2
11= +xarctgy

π
 

funksiya yordamida o‘rnatiladi. 
Cheksiz to‘plamlarga oid misollarni o‘rganish jarayonida ko‘rdikki, ba’zida 

cheksiz to‘plamlar o‘zining biror xos qism to‘plamiga ekvivalent bo‘ladi. Masalan, 
butun sonlar to‘plami va natural sonlar to‘plami ekvivalent, sonlar o‘qi esa (0,1)  
intervalga ekvivalent. 

Bu holat faqat cheksiz to‘plamlarga xosdir. Haqiqatan, 3.2 banddagi 3.3-
xossada ko‘rilgan cheksiz M  to‘plam va uning },,,,{= 21 KK naaaA  sanoqli 
qismini qaraylik. Bu A  to‘plamni },,,{= 5311 KaaaA  va },,,{= 6422 KaaaA  qism 
to‘plamlarga ajratamiz. Keyin A  va 1A  to‘plamlar o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli 
moslik o‘rnatamiz. Bu moslikni undan keyin MA\MA =)( 2U  va 

221 =)( A\MA\MA U  to‘plamlarga quyidagicha davom ettirish mumkin, ya’ni 
2\ AM  to‘plamning har bir elementiga o‘zi mos qo‘yiladi. Shunday qilib, M  va 
2\ AM  to‘plamlar o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatildi. Lekin M  va 

 a  b  x  c  d  x’ 

O’  O 



2\ AM  to‘plamlar teng emas, ammo ular ekvivalent. Natijada biz quyidagi 
tasdiqqa ega bo‘lamiz. 

3.1-tasdiq.  Ixtiyoriy cheksiz to‘plam o‘zining biror xos qism to‘plamiga 
ekvivalent bo‘ladi. 

 
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 

1. O‘zbekistondagi barcha talabalar to‘plami sanoqlimi?  
2. Barcha ratsional sonlar to‘plami sanoqlimi?  
3. Ayirmasi chekli, keshishmasi sanoqli bo‘lgan A  va B  sanoqli to‘plamlarga 

misol keltiring.  
4. Simmetrik ayirmasi sanoqli, kesishmasi chekli bo‘lgan A  va B  sanoqli 

to‘plamlarga misol keltiring.  
5. A  va B  to‘plamlarning arifmetik yig‘indisi deganda 

},,=:{= BbAabaccC ∈∈+  to‘plam tushuniladi. Agar A  va B  to‘plamlar 
sanoqli bo‘lsa, ularning arifmetik yig‘indisi ham sanoqli bo‘lishini isbotlang?  

6. 0,5=sin x  tenglamaning barcha haqiqiy ildizlari to‘plami sanoqlimi?  
7. Barcha ratsional koeffitsiyentli ko‘phadlar to‘plami sanoqli ekanligini 

isbotlang.  
8. Agar ξ  son biror ratsional koeffitsiyentli ko‘phadning ildizi bo‘lsa, ξ  

algebraik son deb ataladi. Algebraik sonlar to‘plamining sanoqli ekanligini 
isbotlang.  

9. Agar A  to‘plam B  ga, B  to‘plam C  ga ekvivalent bo‘lsa, u holda A  to‘plam 
C  ga ekvivalent bo‘lishini isbotlang.  

10. To‘plamlar o‘rtasida kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv, simmetrik 
va tranzitiv bo‘lishini isbotlang.  

 
4. Haqiqiy sonlar to‘plamining sanoqsizligi 

 
Oldingi paragraflarda sanoqli to‘plamlarga misollar qaradik va cheksiz 

to‘plamlarning ayrim xossalari bilan tanishdik. Quyidagi savol paydo bo‘lishi 
tabiiydir: umuman olganda sanoqli bo‘lmagan cheksiz to‘plamlar mavjudmi? Bu 
savolga ijobiy javob quyidagi teoremada keltirilgan. 

4.1-teorema. [0;1]  kesmadagi haqiqiy sonlar to‘plami sanoqsizdir. 
Isbot. Faraz qilaylik, [ ]0;1  kesmada yotuvchi (barcha yoki ba’zi bir) haqiqiy 

sonlardan tuzilgan { }KK ,,,,= 21 naaaA  sanoqli to‘plam berilgan bo‘lsin. U holda  
 ,0,= 11312111 KK naaaaa  
 ,0,= 22322212 KK naaaaa  
 ,0,= 33332313 KK naaaaa  
 .....................................  

 (4.1).0,= 321 KK nnnnnn aaaaa  
Bu yerda iik aa −  sonning −k chi o‘nli raqami . Endi 0 va 9 raqamlarga 

teng bo‘lmagan KK ,,,, 21 nbbb  raqamlarni quyidagi usulda tanlaymiz: 1b  raqam 



11a  ga teng emas, 2b  raqam 22a  ga teng emas, 3b  raqam 33a  ga teng emas va nb  
raqam nna  ga teng emas va hokazo. Tanlangan KK ,,,,, 321 nbbbb  raqamlar 
yordamida [ ]0;1  ga tegishli bo‘lgan KK nbbbb 3210,=β  kasrni aniqlaymiz. 
Aniqlanishiga ko‘ra, β  son KK ,,,, 21 naaa  kasrlarning birortasiga ham teng emas, 
chunki β  kasr 1a  dan birinchi raqami bilan, 2a  dan ikkinchi raqami bilan va 
hokazo na  dan n  raqami bilan farq qiladi. Shunday qilib, [ ]0;1  kesma 
elementlaridan tashkil topgan hech bir sanoqli to‘plam [ ]0;1  ni to‘liq qoplay 
olmaydi. ∆  

4.1-ta’rif. [ ]0;1  kesma va unga ekvivalent bo‘lgan to‘plamlar kontinuum 
quvvatli to‘plamlar deyiladi. 

Shunday qilib, [ ]0;1  kesma sanoqsiz bo‘lgan to‘plamga misol bo‘ladi. Endi 
[ ]0;1  kesmaga ekvivalent bo‘lgan, ya’ni kontinuum quvvatli to‘plamlarga misollar 
keltiramiz. 

Misollar: 4.1. [ ]0;1  kesma va ( )0;1  intervalning ekvivalent to‘plamlar 
ekanligini ko‘rsating. 

Yechish. Buning uchun ( )0;1  dan { }KK ,,,,= 21 naaaA  sanoqli qism 
to‘plamni ajratamiz va undan foydalanib, { } [ ]0;1,,,,0,1,= 211 ⊂KK naaaA  
to‘plamni quramiz. Ushbu  

 [ ] ( ) ( ) [ ] 1\0;1,=,0;10;1: Axxx ∈→ ϕϕ  
 ( ) ( ) ( ) 1,=,=1,=0 221 ≥+ naaaa nnϕϕϕ  

akslantirish [ ]0;1  va ( )0;1  to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatadi. 
4.2. 3.4-misolga asosan [ ]0;1  kesma ixtiyoriy [ ]ba;  kesmaga va ( )ba;  

intervalga ekvivalent bo‘ladi, ya’ni [ ]ba;  va ( )ba;  to‘plamlar ham sanoqsizdir. 
4.3. 3.5 va 4.1-misollardan sonlar o‘qidagi barcha nuqtalar to‘plami [ ]0;1  

kesmaga ekvivalent ekanligi kelib chiqadi. 
4.4. Tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plami, sfera sirtidagi nuqtalar to‘plami, 

uch o‘lchamli fazodagi nuqtalar to‘plami, sfera ichidagi nuqtalar to‘plami va 
hokazo to‘plamlarga misol keltirish mumkinki, ularning har biri [ ]0;1  ga 
ekvivalentdir. 

4.5. Tekislikdagi hamma to‘g‘ri chiziqlar to‘plami [ ]0;1  kesmaga ekvivalent. 
4.6. Bir yoki bir nechta o‘zgaruvchining uzluksiz funksiyalari to‘plami ham 

[ ]0;1  ga ekvivalentdir. 
Sonlar o‘qida murakkabroq kontinuum quvvatli to‘plamga misol qaraymiz. 

Qaralayotgan bu to‘plam  "Kantor to‘plami",  yoki "Kantor mukammal to‘plami" 
nomi bilan taniqli. 

4.7. [0,1]=E  bo‘lsin. Undan 1=
3
2,

3
1 K






  intervalni chiqarib tashlaymiz, 

qolgan yopiq to‘plamni 1F  bilan belgilaymiz. Keyin 1F  dan 







9
2,

9
1  va 








9
8,

9
7  



intervallarni chiqarib tashlaymiz, ularning birlashmasini 2K  orqali, qolgan yopiq 
to‘plamni, ya’ni  

 





















 ;1

9
8

9
7;

3
2

3
1;

9
2

9
10;=21 UUUKF \  

to‘plamni 2F  bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu to‘rtta kesmaning har biri teng 3 
qismga bo‘linib, o‘rtadagi uzunligi 33−  teng bo‘lgan interval chiqarib tashlanadi. 
Chiqarib tashlangan  

 (4.2)
27
26;

27
25

27
20;

27
19

27
8;

27
7

27
2;

27
1






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
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
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


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









UUU  

to‘plamni 3K  bilan 32 \ KF  ni esa 3F  bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu jarayonni 
cheksiz davom ettirib, yopiq to‘plamlarning kamayuvchi nF  ketma-ketligini 
olamiz. Agar  

 n
n

FK I
∞

1=
=  

deb belgilasak, K  yopiq to‘plam bo‘ladi. U [0,1]  kesmadan sanoqli sondagi 
KK ,,,, 21 nKKK  intervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil bo‘ladi. Hosil 

bo‘lgan K  to‘plam Kantor to‘plami deb ataladi. 
Endi K  to‘plamning strukturasini o‘rganamiz. Ravshanki, K  ga chiqarib 

tashlangan intervallarning oxirlari bo‘lgan  

 (4.3),,
9
8,

9
7,

9
2,

9
1,

3
2,

3
11,0, L  

nuqtalar tegishli. Biroq K  to‘plam faqat shu nuqtalardan iborat emas. [0,1]  
kesmadagi K  ga tegishli bo‘lgan nuqtalarni quyidagicha xarakterlash mumkin. 
Buning uchun [0,1]  kesmadagi har bir x  ni uchlik sistemada yozamiz:  

 LL +++++ n
naaaax

3333
= 3

3
2
21  

bu yerda na  sonlar 10,  va 2  raqamlarni qabul qilishi mumkin. O‘nli kasrlar 
holidagidek bu yerda ham ba’zi sonlarni ikki xil ko‘rinishda yozish mumkin. 
Masalan,  
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Endi K  to‘plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi haqida 

fikr yuritamiz. Ravshanki, 







3
2,

3
1  va intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi 

yoyilmasida 1a  son albatta 1 ga teng bo‘ladi, 







9
2,

9
1  va 








9
8,

9
7  intervallarga 

tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida 2a  son albatta 1 ga teng bo‘ladi. 

Xuddi shunga o‘xshash 
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intervallarga tegishli sonlar uchun ularning uchlik sistemadagi yoyilmalarida 3a  
son albatta 1 ga teng bo‘ladi va hokazo. Shunday qilib, ixtiyoriy Fx \[0,1]∈  son 
uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qatnashuvchi KK ,,, 21 naaa  
sonlarning kamida bittasi 1 ga teng. Aytilgan mulohazalardan quyidagi xulosa 
kelib chiqadi: K  to‘plamga kamida bir usul bilan uchlik kasr ko‘rinishida 
tasvirlanuvchi shunday [0,1]∈x  sonlar kiradiki, ularga mos KK ,,,, 21 naaa  
ketma-ketlikda 1 raqami biror marta ham uchramaydi. Shunday qilib, har bir 

Kx∈  uchun  
 (4.4),,,, 21 KK naaa  

ketma-ketlikni mos qo‘yish mumkin, bu yerda na  raqam 0  yoki 2  ga teng. 
Bunday ketma-ketliklar to‘plami kontinuum quvvatli to‘plamni tashkil qiladi. 
Bunga ishonch hosil qilish uchun har bir (4.4) ketma-ketlikka  

 (4.5),,,, 21 KK nbbb  
ketma-ketlikni shunday mos qo‘yamizki, agar 0=na  bo‘lsa, 0=nb  bo‘ladi, agar 

2=na  bo‘lsa, 1=nb  bo‘ladi. Har bir (4.5) ketma-ketlikni, [0,1]  kesmadagi biror 
y  sonning ikkilik kasr yozuvi deb qarash mumkin. Shunday qilib, K  to‘plamni 
[0,1]  ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan K  ning kontinuum quvvatli 
to‘plam ekanligi kelib chiqadi. [6]-chi adabiyotda Kantor to‘plami haqida ko‘proq 
ma’lumot berilgan. (4.3) ketma-ketlikdagi sonlar to‘plami sanoqli bo‘lgani uchun, 
ular K  ni to‘la qoplamaydi. 

Biz ko‘rsatdikki, K  kontinuum quvvatga ega, ya’ni [0,1]  kesma bilan K  
to‘plam o‘rtasida biyektiv moslik mavjud. Bundan tashqari «Kantorning 
mukammal to‘plami» bir qator ajoyib xossalarga ega. Masalan: 

1) Kantor to‘plamining o‘lchovi nolga teng (6.3-misolga qarang). 
2) Kantor to‘plamining yakkalangan nuqtalari mavjud emas ([6] ga qarang). 
3) Kantor to‘plamining ichki nuqtalari mavjud emas.  
4) Kantor to‘plami [0,1]  kesmaning hech yerida zich emas. 

Bu xossalarni mustaqil isbotlashni o‘quvchiga havola qilamiz. 
Endi to‘plamlar nazariyasidagi asosiy teoremalardan biri Kantor –

Bernshteyn teoremasini isbotlaymiz. 
4.2-teorema (Kantor–Bernshteyn). Ixtiyoriy A  va B  cheksiz to‘plamlar 

berilgan bo‘lsin. Agar A  to‘plamni B  to‘plamning 1B  qism to‘plamiga biyektiv 



akslantiruvchi f  akslantirish va B  to‘plamni A  to‘plamning 1A  qism to‘plamiga 
biyektiv akslantiruvchi g  akslantirish mavjud bo‘lsa, u holda A  va B  to‘plamlar 
ekvivalentdir. 

Isbot. Umumiylikni chegaralamasdan, A  va B  to‘plamlar kesishmaydi deb 
faraz qilishimiz mumkin. Ixtiyoriy Axx ∈0=  elementni olamiz va { }nx  ketma-
ketlikni quyidagicha aniqlaymiz. Agar B  to‘plamda ( ) 0= xxg  shartni 
qanoatlantiruvchi x  element mavjud bo‘lsa, uni 1x  deb belgilaymiz. Agar A  
to‘plamda ( ) 1= xxf  tenglikni qanoatlantiruvchi x  element mavjud bo‘lsa, uni 2x  
deb belgilaymiz. Aytaylik nx  element aniqlangan bo‘lsin. Agar n  juft bo‘lsa, u 
holda 1+nx  orqali B  dagi shunday elementni tanlaymizki (agar bunday element 
mavjud bo‘lsa), ( )1= +nn xgx  shart bajarilsin, agar n  toq bo‘lsa, Axn −+1  dagi 
shunday elementki (agar u mavjud bo‘lsa), ( ) nn xxf =1+  shart bajarilsin. Bu yerda 
ikki holat sodir bo‘lishi mumkin. 

1. Biror n  da ko‘rsatilgan shartlarni qanoatlantiruvchi 1+nx  element mavjud 
bo‘lmaydi. Bu holda n  nomer x  elementning tartib soni deyiladi. 

2. Cheksiz { }nx  ketma-ketlikka ega bo‘lamiz. Bu holda x  elementning 
tartibi cheksiz deyiladi. 

Endi A  to‘plamni uchta to‘plamga ajratamiz. Juft tartibli elementlardan 
tashkil bo‘lgan qism to‘plamni EA  orqali, toq tartibli elementlardan tashkil bo‘lgan 
qism to‘plamni OA  orqali va cheksiz tartibli elementlardan tashkil bo‘lgan qism 
to‘plamni IA  orqali belgilaymiz. B  to‘plamni ham xuddi shunday OE BB ,  va IB  
qismlarga ajratamiz. Tushunish qiyin emaski, f  akslantirish EA  ni OB  ga va IA  ni 

IB  ga akslantiradi, 1−g  akslantirish esa OA  ni EB  ga akslantiradi. Shunday qilib, 

IE AA U  da f  ga teng va OA  da 1−g  ga teng ψ  akslantirish A  to‘plamni B  
to‘plamga biyektiv akslantiradi. ∆   

4.1 To‘plam quvvati tushunchasi. Agar ikkita chekli to‘plam ekvivalent 
bo‘lsa, ularning elementlari soni teng bo‘ladi. Agar ixtiyoriy A  va B  to‘plamlar 
ekvivalent bo‘lsa, u holda ular bir xil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib, quvvat 
ixtiyoriy ikki ekvivalent to‘plamlar uchun umumiylik xususiyatidir. Chekli 
to‘plamlar uchun quvvat tushunchasi odatdagi to‘plam elementlari soni 
tushunchasi bilan ustma-ust tushadi. Natural sonlar to‘plami va unga ekvivalent 
to‘plam quvvati uchun 0ℵ  («alef nol» deb o‘qiladi) belgi ishlatiladi. [ ]0;1  
kesmadagi barcha haqiqiy sonlar to‘plamiga ekvivalent to‘plamlar haqida, ular 
«kontinuum quvvat» ga ega deb gapiradilar. Bu quvvat uchun c  yoki ℵ simvol 
ishlatiladi. 0ℵ  va c  orasida quvvat mavjudmi degan savol juda chuqur muammo 
hisoblanadi, ammo analizda uchraydigan hamma cheksiz to‘plamlar yoki 0ℵ , yoki 
c  quvvatga ega. 

 
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  

1. Sonlar o‘qidagi oxirlari ratsional bo‘lgan barcha intervallar to‘plamining 
sanoqli ekanligini isbotlang. 



2. Tekislikdagi ratsional koordinatali nuqtalar to‘plamining sanoqli ekanligini 
isbotlang. 

3. Ixtiyoriy cheksiz M  va sanoqli A  to‘plamlar uchun AMM U:  munosabatni 
isbotlang.  

4. Ikkita har xil cheksiz o‘nli kasrli yoyilmalarga ega bo‘lgan sonlar 
to‘plamining sanoqli ekanligini isbotlang.  

5. Barcha irratsional sonlar to‘plamining sanoqsiz ekanligini isbotlang.  
6. Barcha irratsional sonlar to‘plamining kontinuum quvvatga ega ekanligini 

isbotlang.  
7. Koordinata boshidan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziqlar to‘plami [0;1]  

to‘plamga ekvivalentmi?  
8. ];[ ba  va );( ba  to‘plamlarning ekvivalentligini ko‘rsating. 
 

2-mavzu: To’plamlar halqasi, yarim halqasi, algebrasi 
 

5.1. To‘plamlar halqasi. Elementlari to‘plamlardan iborat to‘plam 
to‘plamlar sistemasi deb ataladi. Biz asosan oldindan berilgan X  to‘plamning 
qism to‘plamlaridan iborat sistemalarni qaraymiz. To‘plamlar sistemalarini 
belgilash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydalanamiz. Bizni asosan 
to‘plamlar ustidagi ba’zi amallarga nisbatan yopiq bo‘lgan sistemalar qiziqtiradi. 

5.1-ta’rif. Agar ℜ  to‘plamlar sistemasi simmetrik ayirma va kesishma 
amallariga nisbatan yopiq, ya’ni ixtiyoriy ℜ∈BA,  to‘plamlar uchun ℜ∈∆BA  va 

ℜ∈BA I  bo‘lsa, u holda ℜ  to‘plamlar sistemasiga halqa deyiladi. 
To‘plamlar halqasi quyidagi xossalarga ega. 
5.1-xossa. Agar ℜ  to‘plamlar sistemasi halqa bo‘lsa, u holda ℜ  birlashma 

va kesishma amallariga nisbatan ham yopiq bo‘ladi. 
Isbot. Ixtiyoriy BA,  lar uchun ( ) ( )BABABA IU ∆∆=  va 

( )BAABA I∆=\  tengliklar o‘rinli. Bu tengliklardan hamda ℜ  sistema halqa 
ekanligidan ℜ∈BA U  va ℜ∈BA \  munosabatlar kelib chiqadi. Demak, halqa 
birlashma, ayirma amallariga nisbatan ham yopiq sistema bo‘lar ekan. ∆  

5.2-xossa. Agar ℜ  to‘plamlar sistemasi halqa bo‘lsa, u holda ℜ  chekli 
sondagi birlashma va kesishma amallariga nisbatan ham yopiq bo‘ladi. 

Isbot. Agar ℜ  to‘plamlar sistemasi halqa bo‘lsa, u holda, 5.1-xossaga ko‘ra 
ℜ  sistema o‘zining 1A  va 2A  to‘plamlari bilan birgalikda ularning birlashmasi va 
kesishmasini ham saqlaydi. Chekli induktiv qadamdan keyin ℜ  sistema  

 ℜ∈kkk

m

k
k

n

k
BABDAC ,,=,=

=1=1
IU  

ko‘rinishdagi ixtiyoriy chekli yig‘indi va kesishmani ham o‘zida saqlashi kelib 
chiqadi. ∆  

Ushbu Ш=\ AA  tenglik ko‘rsatadiki, har qanday halqa o‘zida bo‘sh 
to‘plamni saqlaydi. Faqat bo‘sh to‘plamdan iborat sistema mumkin bo‘lgan 
halqalar ichida eng kichigi bo‘ladi. 



Agar ℜ  to‘plamlar sistemasida shunday ℜ∈E  to‘plam mavjud bo‘lib, 
ixtiyoriy ℜ∈A  uchun AEA =I  bo‘lsa, E  to‘plam ℜ  sistemaning «birlik 
elementi» yoki «biri» deyiladi. Sistemaning «biri» deganda shu sistemadagi 
maksimal to‘plam tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to‘plamga ega 
bo‘lavermaydi. Masalan, natural sonlar to‘plamining barcha chekli qism 
to‘plamlaridan iborat sistemada maksimal to‘plam mavjud emas. 

5.2-ta’rif. Birlik elementga ega bo‘lgan to‘plamlar halqasi algebra deyiladi. 
Misollar. 5.1. Ixtiyoriy A  to‘plam uchun uning barcha qism to‘plamlaridan 

tuzilgan ( )−Μ A  sistema, biri AE =  bo‘lgan algebra bo‘ladi. 
5.2. Ixtiyoriy A  to‘plam uchun uning barcha chekli qism to‘plamlaridan 

tuzilgan sistema halqa bo‘ladi. Bu halqa algebra bo‘lishi uchun A  chekli to‘plam 
bo‘lishi zarur va yetarli. 

5.3. Ixtiyoriy bo‘shmas A  to‘plam uchun A  va ∅  to‘plamlardan tuzilgan 
},{ ∅A  sistema, biri AE =  bo‘lgan algebra bo‘ladi. 
5.4. Sonlar o‘qidagi barcha chegaralangan to‘plamlar sistemasi halqa 

bo‘ladi, ammo algebra bo‘lmaydi. 
5.1-teorema. Ixtiyoriy }{ αℜ  halqalar sistemasi uchun ularning kesishmasi 

α
α

ℜℜ I=  yana halqa bo‘ladi. 

Isbot. Agar α
α

ℜℜ∈ I=,BA  bo‘lsa, u holda ixtiyoriy α  da αℜ∈BA,  

bo‘ladi. αℜ  halqa bo‘lganligi uchun αℜ∈∆BA , .αℜ∈BA I  U holda ℜ∈∆BA  
va ∆ℜ∈ .BA I   

5.2-teorema. Ixtiyoriy bo‘shmas ℑ  to‘plamlar sistemasi uchun ℑ  ni o‘zida 
saqlovchi va ℑ  ni saqlovchi barcha ℜ  halqalarda saqlanuvchi yagona ( )ℑℜ  
minimal  halqa mavjud. 

Isbot. Dastlab AX
A
U

ℑ∈
=  to‘plamni tuzamiz. Ma’lumki, X  to‘plamning 

barcha qism to‘plamlaridan tuzilgan ( )XΜ  sistema algebra bo‘ladi, ya’ni xususiy 
holda halqa bo‘ladi va ℑ  ni o‘zida saqlaydi. Demak, ℑ  ni saqlovchi kamida bitta 
halqa mavjud ekan. Endi ℑ  ni o‘zida saqlovchi hamma ℜ  halqalar sistemasini Σ  
simvol bilan belgilaymiz. Isbotlangan 5.1-teoremaga ko‘ra ℜℵ

Σ∈ℜ
I=  sistema halqa 

bo‘ladi va ℑ  ni o‘zida saqlaydi. Ravshanki, izlanayotgan sistema ℵ ga teng. 
Haqiqatan ham, ℑ  ni o‘zida saqlovchi ixtiyoriy *ℜ  halqani qarasak, kesishma 

)(* XΜℜ I  ham Σ  sistemadagi halqa bo‘ladi, demak .*ℜ⊂ℵ  Shunday ekan, ℵ 
haqiqatan ham, minimallik talabini qanoatlantiradi. Bu halqa ℑ  sistema ustidagi 
minimal halqa deb ataladi yoki ℑ  dan hosil qilingan minimal halqa deyiladi va 

)(ℑℜ  simvol bilan belgilanadi. 
5.2. To‘plamlar yarim halqasi. Ko‘pgina masalalarda, masalan, o‘lchovlar 

nazariyasida halqa tushunchasi bilan birgalikda unga nisbatan umumiyroq bo‘lgan 
to‘plamlar yarim halqasi tushunchasi ham muhim ahamiyatga ega. 

5.3-ta’rif. Agar ℑ  to‘plamlar sistemasi quyidagi shartlarni qanoatlantirsa, 
unga yarim halqa deyiladi: 



a) ℑ  bo‘sh to‘plamni saqlaydi; 
b) ℑ  to‘plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq, ya’ni ℑ∈BA,  

munosabatdan ℑ∈BA I  munosabat kelib chiqadi; 
c) ℑ∈ℑ∈ 1, AA  va AA ⊂1  ekanligidan ℑ  sistemaning o‘zaro 

kesishmaydigan nAA ,,2 K  cheklita elementlari mavjud bo‘lib, k

n

k
AAA U

2=
1 =\  tasvir 

o‘rinli bo‘ladi.  
Agar A  to‘plam o‘zaro kesishmaydigan nAAA ,,, 21 K  to‘plamlar 

birlashmasidan iborat bo‘lsa, bu birlashma A  to‘plamning «chekli» yoyilmasi 
deyiladi. 

Ixtiyoriy ℑ  to‘plamlar halqasi yarim halqa bo‘ladi, chunki A  va 
)( 11 AAA ⊂  to‘plamlar ℑ  ga tegishli bo‘lsa, u holda ℑ∈12 \= AAA  bo‘lib, 
21= AAA U  chekli yoyilma o‘rinli bo‘ladi. Demak, har qanday halqa yarim halqa 

bo‘lar ekan. Quyida biz shunday yarim halqaga misol keltiramizki, u halqa bo‘la 
olmaydi. 

5.5. Sonlar o‘qidagi barcha );[ ba  yarim intervallar sistemasi ℑ  yarim halqa 
bo‘lishini ko‘rsating. 

Yechish. ℑ  bo‘sh Ш=);[ aa  to‘plamni saqlaydi. ℑ  to‘plamlar kesishmasi 
amaliga nisbatan yopiq, ya’ni ℑ∈);[),;[ dcba  munosabatdan ℑ∈);[);[ dcba I  
munosabat kelib chiqadi. ℑ∈ℑ∈ );[,);[ 11 baba  va );[);[ 11 baba ⊂  ekanligidan 

);[);[=);[\);[ 1111 bbaababa U  tasvir o‘rinli hamda );[ 1aa  va );[ 1 bb  lar ℑ  ga 
qarashli. Demak, ℑ  yarim halqa bo‘ladi. 

5.6. 5.5-misolda keltirilgan sistemaning halqa bo‘lmasligini ko‘rsating. 
Yechish. Buning uchun ℑ  sistemaning to‘plamlar simmetrik ayirmasi 

amaliga nisbatan yopiq emasligini ko‘rsatish yetarli. ℑ  sistemadan olingan 
[0;5)=A  va [1;3)=B  to‘plamlarning simmetrik ayirmasini qaraymiz. Bu holda 

[3;5)[0;1)= UBA∆  bo‘lib u ℑ  sistemaga qarashli emas. Demak, ℑ  sistema 
halqa bo‘lmaydi. 

Endi yarim halqalarning ayrim xossalari bilan tanishib chiqamiz. 
5.1-lemma. ℑ  yarim halqadan A  to‘plam va o‘zaro kesishmaydigan 

nAAA ,,, 21 K  to‘plamlar olingan bo‘lib, ularning har biri A  to‘plamda saqlansin. 
U holda nAAA ,,, 21 K  to‘plamlarni sn AA ,,1 K+  to‘plamlar bilan A  to‘plamning 

chekli yoyilmasiga qadar to‘ldirish mumkin, ya’ni .=
1=

k

s

k
AA U  

Isbot. Lemmani matematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz. 1=n  
bo‘lganda tasdiqning to‘g‘ri ekanligi yarim halqa ta’rifidan bevosita kelib chiqadi. 
Faraz qilaylik, bu tasdiq mn =  uchun ham to‘g‘ri bo‘lsin. Endi 1= +mn  ta 

121 ,,, +mAAA K  to‘plamni qaraymiz, ular lemma shartlarini qanoatlantirsin. 
Farazimizga ko‘ra, mn =  da  

 (5.1)= 121 pm BBAAAA ULUUULUU  



tasvir o‘rinli. Bu yerda pBB ,,1 K  to‘plamlar ℑ  yarim halqaga qarashli. (5.1) 
tenglikdan pm BBBA ULUU 211 ⊂+  ekanligi kelib chiqadi. Agar 

pqBAB qmq ,1,2,=,= 11 KI+  desak, u holda 121111 = pm BBBA ULUU+  
tenglik o‘rinli. Aniqlanishiga ko‘ra qq BB ⊂1  bo‘ladi. Yarim halqa ta’rifiga ko‘ra 

1\ qq BB  to‘plamni o‘zaro kesishmaydigan ℑ∈
qqrq BB ,,2 K  to‘plamlarning chekli 

yoyilmasiga yoyish mumkin, ya’ni .= 21 qqrqqq BBBB ULUU  Ravshanki, (5.1) 

tenglikka ko‘ra quyidagi  

 









+ qj

qr

j

p

q
mm BAAAAA UUUUULUU

2=1=
121=  

chekli yoyilma o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib, 1= +mn  bo‘lganda lemma tasdig‘i 
to‘g‘ri ekanligi isbotlandi. Shunday ekan, ixtiyoriy n  da lemma tasdig‘i o‘rinli. ∆   

5.2-lemma. ℑ  yarim halqadan olingan har qanday cheklita nAAA ,,, 21 K  
to‘plamlar sistemasi uchun ℑ  da shunday o‘zaro kesishmaydigan cheklita 

tBB ,,1 K  to‘plamlar sistemasi topiladiki, har bir kA  to‘plam tBB ,,1 K  
to‘plamlardan ba’zilari yordamida s

kMs
k BA U

∈

=  yig‘indi ko‘rinishida tasvirlanadi. 

Isbot. Bu lemmani ham matematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz. 
Agar 1=n  bo‘lsa, lemma isboti ko‘rinib turibdi, chunki bu holda .=1,= 11 ABt  
Faraz qilaylik, lemma tasdig‘i mn =  bo‘lganda o‘rinli bo‘lsin. Endi lemma 
tasdig‘ining 1= +mn  uchun to‘g‘riligini ko’rsatamiz. ℑ  dan ixtiyoriy ravishda 

121 ,,,, +mm AAAA K  to‘plamlarni olamiz. Farazimizga ko‘ra, shunday cheklita 
o‘zaro kesishmaydigan tBB ,,1 K  to‘plamlar mavjudki, mAAA ,,, 21 K  to‘plamlar 
uchun  

 },{1,2,,= mkBA s
kMs

k KU ∈
∈

 

chekli yoyilmalar o‘rinli va }.,{1,2, tM k K⊂  Endi  
 },{1,2,,= 11 tsBAB sms KI ∈+  

belgilashlarni kiritamiz. 5.1-lemmaga ko‘ra quyidagi chekli yoyilma o‘rinli  

(5.2).,=
=1

121111 ℑ∈′′+ pp

q

p
tm BBBBBA UUULUU  

Yarim halqa ta’rifiga ko‘ra esa  
 ,,= 21 ℑ∈sjssfsss BBBBB ULUU  

chekli yoyilmalar o‘rinli. U holda ,,1,2,= mk K  bo‘lganda  

 sj

sf

jkMs
k BA UU

1=
=

∈

 

chekli yoyilmalar o‘rinli va  
 qpfjtsBB spsj ≤≤≤≤≤≤′ 1,1,1,,  



to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. Shunday qilib, psj BB ′,  to‘plamlar sistemasi 

121 ,,,, +mm AAAA K  to‘plamlarga nisbatan lemma shartlarini qanoatlantiradi. ∆  
5.3. Yarim halqadan hosil qilingan halqa. Birinchi bandda ko‘rdikki, 

ixtiyoriy ℑ  sistema uchun uni o‘zida saqlovchi yagona minimal halqa mavjud. 
Ammo ixtiyoriy ℑ  sistema uchun )(ℑℜ  ni ℑ  bo‘yicha hosil qilish ancha 
murakkabdir. Agar ℑ  sistema yarim halqa bo‘lsa, )(ℑℜ  ni hosil qilish to‘liq 
sharhlanishi mumkin. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi. 

5.3-teorema. Agar ℑ  yarim halqa bo‘lsa, u holda )(ℑℜ  minimal halqa kA  

to‘plamlar ( ℑ∈kA ) bo‘yicha k

n

k
AA U

1=
=  chekli yoyilmaga ega bo‘lgan A  

to‘plamlarning Ω  sistemasi bilan ustma-ust tushadi. 
Isbot. Dastlab Ω  sistemaning halqa ekanligini ko‘rsatamiz. Agar A  va B  

to‘plamlar Ω  ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy elementlar bo‘lsa, u holda quyidagi 
chekli yoyilmalar o‘rinli  

 .,,=,=
1=1=

ℑ∈ℑ∈ jij

m

j
i

n

i
BABBAA UU  

ℑ  yarim halqa bo‘lgani uchun ℑ∈jiij BAC I=  5.1-lemmaga ko‘ra quyidagi 
chekli yoyilmalar ham o‘rinli  

 (5.3),=;=
=1=1=1=1
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i ECBDCA UUUU UU  

bu yerda ., ℑ∈jlik ED  Hosil qilingan (5.3) tengliklardan BA I  va BA∆  
to‘plamlarning chekli yoyilmalarga egaligi  

 jl

js

l

m

j
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n

i
ij

m

j

n

i
EDBACBA UUUUUU UI

=1=1=1=1=1=1
=,= ∆  

va demak, BA I  va BA∆  larning Ω  ga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak, Ω  
sistema halqa ekan va u B  ni o‘zida saqlaydi. Agar )(ℑℜ  sistema ℑ  ni o‘zida 

saqlaydigan halqa bo‘lsa, u holda ixtiyoriy Ω∈A  to‘plam ℑ∈ik

n

k
AAA ,=

1=
U  chekli 

yoyilmaga ega va )(ℑℜ  chekli yig‘indiga nisbatan yopiq bo‘lgani uchun 
)(ℑℜ∈A  bo‘ladi, ya’ni )(ℑℜ⊂Ω . Demak, ∆ℑℜΩ ).(=   

5.4. σ  - algebralar. Har xil masalalarda, xususan o‘lchovlar nazariyasida, 
sanoqlita to‘plamlar kesishmasi va yig‘indisini qarashga to‘g‘ri keladi. Shuning 
uchun, to‘plamlar halqasi tushunchasidan tashqari, quyidagi tushunchalarni ham 
qarash maqsadga muvofiqdir. 

5.4-ta’rif. Agar ℑ  to‘plamlar halqasi undan olingan ixtiyoriy 
KK ,,,, 21 nAAA  to‘plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning yig‘indisi 

n
n

AA U
∞

1=
=  ni ham o‘zida saqlasa, u holda ℑ  sistemaga «σ  halqa» deyiladi. 



5.5-ta’rif. Agar ℑ  to‘plamlar halqasi undan olingan ixtiyoriy 
KK ,,,, 21 nAAA  to‘plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning kesishmasi 

n
n

AB I
∞

1=
=  ni ham o‘zida saqlasa, u holda ℑ  sistemaga «δ  halqa» deyiladi. 

5.6-ta’rif. Agar σ  halqaning birlik elementi mavjud bo‘lsa, uni «σ  
algebra» deb ataymiz. Birlik elementli δ  halqa «δ  algebra» deyiladi.  

Shuni ta’kidlash lozimki,  
 )(=),(= n

n
n

n
n

n
n

n
A\E\EAA\E\EA UIIU  

ikkilik munosobatlaridan σ  algebra va δ  algebra tushunchalarining ustma-ust 
tushishi kelib chiqadi. 

A  cheksiz to‘plamning barcha qism to‘plamlari sistemasi σ),(AΜ  
algebra bo‘ladi. Agar biror ℑ  sistema berilgan bo‘lsa, doim uni saqlovchi σ  - 
algebra mavjud. Haqiqatan ham, agar AX

DA
U
∈

=  desak, X  ning barcha qism 

to‘plamlaridan tuzilgan )(XΜ  sistema ℑ  ni o‘zida saqlovchi σ  - algebra bo‘ladi. 
Agar ℑ−Ω  ni o‘zida saqlovchi ixtiyoriy σ  – algebra va X~  uning biri bo‘lsa, u 
holda ixtiyoriy ℑ∈A  to‘plam XA ~⊂  munosabatga bo‘ysunadi, va shunday ekan, 

.~= XAX
DA

⊂
∈
U  Agar ℑ  ni saqlovchi σ−Ω  – algebraning biri X~  uchun 

XAX
DA

~== U
∈

 munosabat bajarilsa, bu σ  – algebra (ℑ  ga nisbatan) 

keltirilmaydigan σ  - algebra deb ataladi. 
5.4-teorema.  Ixtiyoriy bo‘shmas ℑ  to‘plamlar sistemasi uchun (bu 

sistemaga nisbatan) keltirilmaydigan shunday σ),(ℑΩ  – algebra mavjudki, bu 
σ  - algebra ℑ  – ni saqlaydi va ℑ  ni saqlovchi barcha σ  – algebralarda 
saqlanadi. 

Bu teorema isboti ham birinchi bandda keltirilgan 5.2-teoremaning isbotiga 
o‘xshash olib boriladi. 5.4-teoremada keltirilgan σ  - algebra ℑ  sistema ustiga 
qurilgan minimal σ  – algebra deb ataladi. 

Misol sifatida sonlar o‘qidagi barcha ];[ ba  kesmalar, ];( ba  va );[ ba  yarim 
intervallar va );( ba  intervallardan tashkil bo‘lgan ℑ  yarim halqani qarasak, u 
holda ℑ  ustida qurilgan minimal σ),(ℑΩ  - algebra elementlari Borel 
to‘plamlari yoki «Β » to‘plamlar deb ataladi. 

 
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  

1. Tekislikdagi barcha kvadratlar to‘plami yarim halqa bo‘ladimi?  
2. To‘plamlar halqasi yarim halqa bo‘ladimi?  
3. σ  va δ  halqalarga misollar keltiring. 
4. Halqaning birlik elementi (biri) ga ta’rif bering.  
5. Sonlar o‘qidagi barcha ochiq va yopiq to‘plamlar sistemasi yarim halqa 

(halqa) tashkil qiladimi?  
6. Sonlar o‘qidagi barcha chegaralangan to‘plamlar sistemasi halqa (yarim 



halqa) tashkil qiladimi?  
7. Sonlar o‘qidagi barcha chekli to‘plamlar sistemasi halqa (yarim halqa) tashkil 

qiladimi?  
8. Sonlar o‘qidan olingan barcha ];[ ba  kesmalar va ];(),;[ baba  yarim intervallar 

va );( ba  intervallar sistemasi yarim halqa bo‘lishini isbotlang. Bu 
sistemaning halqa bo‘la olmasligini ko‘rsating.  

9. Tekislikdagi barcha yarim ochiq }<,<:),{( dycbxayx ≤≤  to‘g‘ri 
to‘rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo‘lishini isbotlang. Bu sistemaning 
simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emasligini ko‘rsating.  

 
 
 
 

 
 

 



3-mavzu: Tekislikdagi to‘plamning o‘lchovi 
  

Biz bu paragrafda tekislikda Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam ta’rifini beramiz 
va o‘lchovli to‘plamlarning asosiy xossalarini isbotlaymiz. 

6.1. Elementar to‘plam o‘lchovi. Aytaylik cba ,,  va d  lar ixtiyoriy sonlar 
bo‘lsin. Tekislikda  

 bxabxabxabxa <<,<,<, ≤≤≤≤  
va  

 dycdycdycdyc <<,<,<, ≤≤≤≤  
tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan aniqlangan to‘plamlar sistemasi berilgan bo‘lsin. 
Bu to‘plamlarni to‘g‘ri to‘rtburchaklar deb ataymiz. 

Bizga ,, dycbxa ≤≤≤≤  tengsizliklar bilan aniqlangan to‘g‘ri to‘rtburchak 
berilgan bo‘lsin. Agar dcba <,<  bo‘lsa, u chegaralari o‘ziga qarashli bo‘lgan 
to‘g‘ri to‘rtburchakni, agar ba =  va dc <  yoki ba <  va dc =  bo‘lsa kesmani, agar 

dcba =,=  bo‘lsa nuqtani va agar ba >  yoki dc >  bo‘lsa, bo‘sh to‘plamni aniqlaydi. 
Ochiq dycbxa <<,<<  to‘g‘ri to‘rtburchak cba ,,  va d  larga bog‘liq ravishda 
chegarasi o‘ziga qarashli bo‘lmagan to‘g‘ri to‘rtburchak yoki bo‘sh to‘plam bo‘ladi. 
Yarim ochiq to‘g‘ri to‘rtburchaklarning har biri bir, ikki yoki uch tomonsiz 
to‘rtburchaklarni, ochiq, yarim ochiq oraliqlarni aniqlaydi. 

Σ  deb tekislikdagi barcha to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasini belgilaymiz. 
6.1-lemma. Tekislikdagi barcha to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi Σ  yarim halqa 

tashkil qiladi. 
Isbot. cba ,,  va d  sonlari bilan aniqlanuvchi ochiq to‘g‘ri to‘rtburchak ba =  

bo‘lganda bo‘sh to‘plamni aniqlaydi, demak .Ш Σ∈  Ikki to‘g‘ri to‘rtburchakning 
kesishmasi to‘g‘ri to‘rtburchakdir (6.1-chizmaga qarang), ya’ni Σ∈21, PP  dan 

Σ∈21 PP I  ekanligi kelib chiqadi. Faraz qilaylik abcdPP =  to‘g‘ri to‘rtburchak 

1111
=1 dcbaPP  to‘g‘ri to‘rtburchakni o‘zida saqlasin. U holda  

 ddccbbaa ≤≤≤≤≤≤ 1111 ,  
munosabatlar o‘rinli. 1\ PP  ayirmani quyidagicha tasvirlash mumkin.  

 ,= 54321 PPPPP\P UUU  
bu yerda (6.2-chizmaga qarang)  

 .=,=,=,=
111511411312 ccbabcdbdbdacdaa PPPPPPPP  

Demak, tekislikdagi barcha to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi B  yarim halqa tashkil qilar 
ekan. ∆   
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6.2 – chizma.  
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6.1 – chizma  
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6.1-ta’rif. Σ  yarim halqadan olingan va dcba ,,,  sonlari bilan aniqlangan (yopiq, 

ochiq yoki yarim ochiq) abcdPP =  to‘g‘ri to‘rtburchak uchun ))((=)( cdabPm −−  
sonni mos qo‘yamiz, agar P  bo‘sh to‘plam bo‘lsa 0=)(Pm  deymiz va RBm →:  
to‘plam funksiyasini o‘lchov deymiz. 

Shunday qilib, Σ  dagi har bir P  to‘g‘ri to‘rtburchakka uning o‘lchovi - 
))((=)( cdabPm −−  son mos qo‘yildi. Bu moslik quyidagi shartlarni qanoatlantiradi: 

1) )(Pm  - manfiy bo‘lmagan haqiqiy son. 
2) Rm →Σ:  o‘lchov additiv, ya’ni agar  

 kiPPPP kik

n

k
≠∅,=,=

=1
IU  

bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o‘rinli )(=)(
1=

k

n

k
PmPm ∑  

 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                              
 
 
 
 
Maqsadimiz 1) va 2) xossalarni saqlagan holda m  o‘lchovni barcha to‘g‘ri 

to‘rtburchaklar sistemasi Σ  dan kengroq bo‘lgan sinfga davom ettirishdan iborat. 
)(Σℜ  bilan Σ  yarim halqa ustiga qurilgan minimal halqani belgilaymiz. 

6.2-ta’rif. )(Σℜ  halqa elementlari elementar to‘plamlar deyiladi. 
5.3-teoremaga ko‘ra ixtiyoriy )(Σℜ∈A  to‘plam chekli sondagi o‘zaro 

kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchaklarning yig‘indisi shaklida ifodalanadi va aksincha. 
5.1-xossaga ko‘ra quyidagi tasdiq o‘rinli. 
6.1-lemma. Ikki elementar to‘plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi va 

simmetrik ayirmasi yana elementar to‘plam bo‘ladi. 
Endi )(Σℜ  halqadagi to‘plamlarning, ya’ni elementar to‘plamlarning o‘lchovi 

tushunchasini kiritamiz. 

6.3-ta’rif. Har bir )(=
1=

Σℜ∈k

n

k
PA U  elementar to‘plamga  

 ( )k

n

k
PmAm ∑′

1=
=)(  

sonni mos qo‘yuvchi Rm →Σℜ′ )(:  moslikni aniqlaymiz. )(Am′  miqdorni A  
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6.3-chizma. 
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6.4-chizma. 



to‘plamning o‘lchovi deb ataymiz. 
 
Elementar to‘plamlar sistemasi )(Σℜ  da aniqlangan m′  funksiyaning qiymati A  

elementar to‘plamni chekli sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar yig‘indisiga yoyish usulidan 
bog‘liq emasligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, { }mkPk ,1,2,=, K  va { }njQ j ,1,2,=, K  
larning har biri o‘zaro kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemalari bo‘lib,  

 j

n

j
k

m

k
QPA UU

1=1=
==  

tenglik o‘rinli bo‘lsin (6.3 va 6.4-chizma). U holda ikkita kP  va jQ  to‘g‘ri 
to‘rtburchaklarning kesishmasi jk QP I  to‘g‘ri to‘rtburchak ekanligidan A  to‘plam 
o‘zaro kesishmaydigan jk QP I  to‘g‘ri to‘rtburchaklar yig‘indisi shaklida, ya’ni  

 )(=
1=1=
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QPA IUU  

ko‘rinishda tasvirlanadi va  

 ( ) ( ),==)(
1=1=1=
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tengliklar o‘rinli. Oxirgi tengliklar ko‘rsatadiki, A  elementar to‘plamning o‘lchovi 
)(Am′  uning to‘g‘ri to‘rtburchaklar yig‘indisi shaklida tasvirlanish usulidan bog‘liq 

emas ekan, ya’ni elementar to‘plam o‘lchovi m′  ning aniqlanishi korrekt ekan. 
1. Agar )(Σℜ∈A  to‘plam to‘g‘ri to‘rtburchak bo‘lsa, u holda )(=)( AmAm′  

bo‘ladi. 
2. Agar )(Σℜ∈A  to‘plam chekli sondagi o‘zaro kesishmaydigan ,1A  ,2A  nA,K  

elementar to‘plamlarning yig‘indisi shaklida tasvirlansa, ya’ni k

n

k
AA U

1=
=  u holda  
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AAmAm k
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tenglik o‘rinli. Haqiqatan ham, )(Σℜ∈kA  bo‘lganligi uchun ,=
1=
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k PA U  bu yerda { }kjP  - 

o‘zaro kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi. U holda  
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(6.A) tenglik m′  o‘lchovning  additivlik xossasini ifodalaydi. 
6.1-teorema. Agar )(Σℜ∈A  va { }−nA  elementar to‘plamlarning chekli yoki 

sanoqli sistemasi bo‘lib, n
n

AA U⊂  bo‘lsa,  

 ( ) ( ) (6.1)n
n

AmAm ′≤′ ∑  

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 



Isbot. Ixtiyoriy 0>ε  va A  elementar to‘plam uchun  

 ( )
2

)( ε
−′≥′ AmAm  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi va A  to‘plamda saqlanuvchi yopiq A  elementar to‘plam 
mavjud (6.5- chizmaga qarang, 

ε
)(4 cdabn −+−

> ). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Har bir elementar nA  to‘plam uchun ochiq nn AA ⊃~  elementar to‘plam mavjudki 

(6.6- chizmaga qarang) 

 ( ) ( ) 12
~

++′≤′
nnn AmAm ε  

tengsizlik bajariladi. A  va nA~  to‘plamlarning tanlanishiga ko‘ra  

 n
n

AA ~U⊂  

munosabat o‘rinli bo‘ladi. 
Ochiq to‘plamlar sistemasi { }nA~  dan Geyne-Borel lemmasiga ko‘ra A  ni 

qoplovchi chekli sondagi 
snnn AAA ~,,~,~

21
K  to‘plamlarni ajratish mumkin. A  to‘plam 

chekli sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar bilan qoplangani uchun  

 ( ) ( )
in

s

i

AmAm ~
1=

′≤′ ∑  

tengsizlik o‘rinli. Yuqoridagilardan  

 ( ) ( )+′≤+′≤+′≤′ ∑∑
∞

n
n
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AmAmAmAm ~
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ni hosil qilamiz va 0>ε  ning ixtiyoriyligidan teoremaning isboti kelib chiqadi. ∆  
6.1-teorema tasdig‘idagi m′  o‘lchovning xossasi, ya’ni A  elementar to‘plamning 

o‘lchovi uni qoplovchi chekli yoki sanoqli sondagi elementar to‘plamlarning o‘lchovlari 
yig‘indisidan oshmasligi, m′  o‘lchovning  yarim additivlik xossasi deyiladi. 

x 
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0 a b 

c 

d 

 
A 

A 

1/n 

6.5 – chizma  
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0 a b 
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A 
 

A 

6.6 – chizma  



m′  o‘lchovning yarim additivlik xossasidan uning σ  - additivlik xossasi kelib 
chiqadi, ya’ni quyidagi teorema o‘rinli. 

6.2-teorema. A  elementar to‘plam sanoqli sondagi o‘zaro kesishmaydigan 
KK ,,,, 21 nAAA  elementar to‘plamlarning yig‘indisidan iborat, ya’ni  

 n
n

AA U
∞

1=
=  

bo‘lsin. U holda  

 ( )n
n

AmAm ′′ ∑
∞

=1
=)(  

bo‘ladi. 
Isbot. m′  o‘lchovning chekli additivlik xossasiga ko‘ra  

 ( ).=)(
=1=1

n

N

n
n

N

n
AmAmAm ′






′≥′ ∑U  

Agar ∞→N  da limitga o‘tsak,  

 ( )n
n

AmAm ′≥′ ∑
∞

=1
)(  

bo‘ladi. 6.1 - teoremaga ko‘ra  

 ( ).)(
=1

n
n

AmAm ′≤′ ∑
∞

 

Demak,  

 ( ) ∆′′ ∑
∞

.=)(
=1

n
n

AmAm  

6.2. Tekislikdagi to‘plamlarning Lebeg o‘lchovi. Geometriya va klassik 
analizda uchraydigan to‘plamlar faqatgina elementar to‘plamlardan iborat bo‘lmaydi. 
Shu sababli o‘lchov tushunchasini, uning xossalarini saqlagan holda elementar 
to‘plamlar sistemasi )(Σℜ  dan kengroq to‘plamlar sistemasi uchun aniqlashga harakat 
qilamiz. 

Lebeg o‘lchovi nazariyasini bayon qilish jarayonida bizga nafaqat chekli, balki 
cheksiz sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar birlashmalarini ham qarashga to‘g‘ri keladi. 
Bunda birdaniga «cheksiz o‘lchov» li to‘plamlarga duch kelmaslik uchun, dastlab 

1}01,0:);{(= ≤≤≤≤ yxyxE  birlik kvadratda saqlanuvchi to‘plamlar bilan 
chegaralanamiz. 

6.4-ta’rif. Ixtiyoriy EA ⊂  to‘plam uchun  
 ( ) (6.2)=)(*

k
kPA

PmA
k

k

∑
⊂
inf

U
µ  

son A  to‘plamning tashqi o‘lchovi deb ataladi. Bu yerda aniq quyi chegara A  
to‘plamni qoplovchi to‘g‘ri to‘rtburchaklarning barcha chekli yoki sanoqli sistemalari 
bo‘yicha olinadi. 

6.1-eslatma. Agar −A  elementar to‘plam bo‘lsa, u holda ).(=)(* AmA ′µ  
Haqiqatan ham, −A  elementar to‘plam nPPP ,,, 21 K  to‘g‘ri to‘rtburchaklarning 
birlashmasi ko‘rinishida tasvirlansin, u holda  



 ( ) (6.3)).(=)(
1=

* AmPmA k

n

k
′≤ ∑µ  

}{ kP  to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi A  to‘plamni qoplaydi, shuning uchun (6.3) o‘rinli. 
Ikkinchi tomondan, { }jQ  sistema A  to‘plamni qoplovchi chekli yoki sanoqli 

sondagi ixtiyoriy to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi bo‘lsa, 6.1-teoremaga ko‘ra 
( )j

j
QmAm ∑≤′ )(  kelib chiqadi. Shuning uchun  

 (6.4)).(=)()( * AQmAm j
j

µ∑≤′ inf  

Demak, (6.3) va (6.4) lardan )(=)( * AAm µ′  tenglikka ega bo‘lamiz. Shunday qilib,  
)(Σℜ  da m′  va *µ  o‘lchovlar ustma-ust tushar ekan. ∆  

6.3-teorema. Agar chekli yoki sanoqli sondagi }{ nA  to‘plamlar sistemasi uchun  
 n

n
AA U⊂  

bo‘lsa, u holda  
 ( )n

n
AA ** )( µµ ∑≤  

tengsizlik o‘rinli. Xususiy holda, agar BA ⊂  bo‘lsa, )()( ** BA µµ ≤  bo‘ladi. 
Isbot. Ixtiyoriy 0>ε  va har bir nA  uchun tashqi o‘lchov ta’rifiga ko‘ra to‘g‘ri 

to‘rtburchaklarning shunday chekli yoki sanoqli { }nkP  sistemasi topiladiki,  

 ( ) ( ) .
2

*
nnnk

k
nk

k
n APmPA ε

µ +≤⊂ ∑vaU  

U holda  
 ( ) ( ) εµµ +≤≤⊂ ∑∑∑ n

n
nk

kn
nk

kn
APmAPA ** )(vaUU  

tengsizlik o‘rinli. 0>ε  sonning ixtiyoriyligidan teoremaning isboti kelib chiqadi. ∆  
Ma’lumki, elementar to‘plamlar sistemasi )(Σℜ  da m′  va *µ  lar ustma-ust 

tushadi. Demak, 6.1-teorema 6.3-teoremaning xususiy holini ifodalaydi. 
6.5-ta’rif. Bizga EA ⊂  to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy 0>ε  uchun 

shunday EB ⊂  elementar to‘plam mavjud bo‘lib, εµ <)(* BA∆  tengsizlik bajarilsa, u 
holda A  Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam deyiladi. Agar A  Lebeg ma’nosida 
o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, uning o‘lchovi deb tashqi o‘lchovini qabul qilamiz. 

Faqat o‘lchovli to‘plamlar sistemasida aniqlangan *µ  to‘plam funksiyasi Lebeg 
o‘lchovi deb ataladi va u µ  bilan belgilanadi. 

Shunday qilib, o‘lchovli to‘plamlar sistemasi ℜ  va unda Lebeg o‘lchovi µ  
aniqlandi. Demak, ixtiyoriy ℜ∈A  uchun ).(=)( * AA µµ  

Bizning asosiy maqsadimiz o‘lchovli to‘plamlar sistemasi ℜ  ni chekli yoki 
sanoqli sondagi to‘plamlarning birlashmasi va kesishmasiga nisbatan yopiqligini 
ko‘rsatish, ya’ni ℜ  ning σ  - algebra tashkil qilishini isbotlashdan iborat. 

6.2-eslatma. Agar (6.2) tenglikda aniq quyi chegara A  to‘plamni qoplovchi 
to‘g‘ri to‘rtburchaklarning barcha chekli sistemalari bo‘yicha olinsa, A  to‘plamning 



Jordan ma’nosidagi tashqi o‘lchovi hosil bo‘ladi, u )(* Aj  bilan belgilanadi, ya’ni  

 ( ) (6.5).=)(
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k
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k
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k

n

k
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Ushbu  
 )\(1=)( *

* AEjAj −  
son A  to‘plamning Jordan ma’nosidagi ichki o‘lchovi deyiladi. Agar )(=)( *

* AjAj  
bo‘lsa, u holda A  Jordan ma’nosida o‘lchovli to‘plam deyiladi. 

Shuni ta’kidlash joizki, agar A  Jordan ma’nosida o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, u 
Lebeg ma’nosida ham o‘lchovli to‘plam bo‘ladi va bu o‘lchovlar o‘zaro teng bo‘ladi. 

Hozir biz Lebeg ma’nosida o‘lchovli, ammo Jordan ma’nosida o‘lchovli 
bo‘lmagan to‘plamga misol keltiramiz. 

6.1-misol. EA ⊂  birlik kvadratdagi barcha ratsional koordinatali nuqtalar 
toplami bo‘lsin. A  va AE \  to‘plamlar E  da zich bo‘lganligi uchun  

 1=)\(1,=)( ** AEjAj  
tengliklar o‘rinli. Bu yerdan  

 ).()(0=)( *
*

* AjAjAj ≠va  
Demak, A  to‘plam Jordan ma’nosida o‘lchovli emas. Ma’lumki, A  - sanoqli to‘plam 
( §3−  dagi 3.3 misolga qarang), shuning uchun uning elementlarini Nkyx kk ∈),,(  
ko‘rinishda nomerlab chiqish mumkin. Shunday ekan  

 }.,:),{(=,
1=

kkkkkk
k

yyyxxxyxPPA ≤≤≤≤⊂
∞

U  

Ikkinchi tomondan ixtiyoriy Nk ∈  uchun 0.=)( kPm  Bu yerdan  
 0=)(* Aµ  

ekanligi kelib chiqadi. Shuni ta’kidlash kerakki, tashqi o‘lchovi nolga teng bo‘lgan har 
qanday to‘plam o‘lchovli to‘plamdir. Buning uchun elementar to‘plam sifatida Ш=B  ni 
olish yetarli:  

 .<0=)(=)Ш(=)( *** εµµµ AABA ∆∆  
Demak, A  Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam. Shunday qilib, A  Lebeg ma’nosida 
o‘lchovli bo‘lgan, lekin Jordan ma’nosida o‘lchovli bo‘lmagan to‘plamga misol bo‘ladi. 

6.4-teorema. O‘lchovli to‘plamning to‘ldiruvchisi o‘lchovlidir. 
Isbot. Teoremaning tasdig‘i elementar to‘plamning to‘ldiruvchisi elementar 

to‘plam ekanligidan va  
 ( ) ( )B\EA\EBA ∆∆ =  

tenglikdan (1-§  dagi 3-topshiriqqa qarang) kelib chiqadi. ∆  
6.5-teorema. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi ℜ  halqa tashkil qiladi. 
Isbot. Teoremani isbotlash uchun o‘lchovli to‘plamlarning kesishmasi va 

simmetrik ayirmasi yana o‘lchovli to‘plam ekanligini ko‘rsatish yetarli. 21, AA  o‘lchovli 
to‘plamlar bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra, ixtiyoriy 0>ε  son uchun shunday )(1 Σℜ∈B  va 

)(2 Σℜ∈B  elementar to‘plamlar mavjud bo‘lib, quyidagi tengsizliklar bajariladi  



 ( ) ( ) .
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2

< 22
*

11
* ε

µ
ε

µ BABA ∆∆  

U holda  
 ( ) ( ) ( ) ( )22112121 BABABBAA ∆∆⊂∆ UII  

munosabatdan va tashqi o‘lchovning yarim additivlik xossasidan  
 ( ) ( )( ) ( ) ( ) εµµµ <22

*
11

*
2121

* BABABBAA ∆+∆≤∆ II  
ga ega bo‘lamiz. 21 BB I  ning elementar to‘plam ekanligidan 21 AA I  ning o‘lchovli 
to‘plam ekanligi kelib chiqadi. 

Ikki to‘plam simmetrik ayirmasining o‘lchovli ekanligi  
 ( ) ( ) ( ) ( )22112121 = BABABBAA ∆∆∆∆∆∆  

tenglikdan kelib chiqadi. ∆  
Agar o‘lchovli to‘plamlar sistemasi ℜ  da birlik element mavjud bo‘lsa, u algebra 

tashkil qiladi. ℜ  da 1}01,0:),{(= ≤≤≤≤ yxyxE  to‘plam birlik element shartlarini 
qanoatlantiradi. Demak, o‘lchovli to‘plamlar sistemasi ℜ  algebra tashkil qilar ekan. 

6.5-teorema va 5.1-5.2 xossalardan quyidagi tasdiqlar kelib chiqadi. 
6.1-natija. O‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi va ayirmasi yana o‘lchovli 

to‘plamdir. 
6.2-natija. Chekli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi va kesishmasi 

yana o‘lchovli to‘plamdir. 
6.6-teorema (O‘lchovning additivlik xossasi). Agar nAAA ,,, 21 K  lar o‘zaro 

kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar bo‘lsa, u holda  

 ( )k

n

k
k

n

k
AA µµ ∑








=1=1
=U  

tenglik o‘rinli. 
Teoremani isbotlashda quyidagi lemmadan foydalaniladi. 
6.2-lemma. Ixtiyoriy ikkita A  va B  to‘plamlar uchun  
 )()()( *** BABA ∆≤− µµµ  

tengsizlik o‘rinli. 
Isbot. )( BABA ∆⊂ U  bo‘lgani uchun 6.3-teoremaga ko‘ra  
 ).()()( *** BABA ∆+≤ µµµ  

Bu yerdan )()( ** BA µµ ≥  hol uchun lemmaning isboti kelib chiqadi. Xuddi shunday, 
)( BAAB ∆⊂ U  munosabatdan  

 )()()( *** BAAB ∆+≤ µµµ  
ni olamiz. Yuqoridagilardan  

 ∆∆≤− ).(|)()(| *** BABA µµµ  
6.6-teoremaning isboti. Teoremani 2=n  uchun isbotlash yetarli. Bizga 1A  va 

2A  o‘zaro kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy 0>ε  son 
uchun shunday 1B  va 2B  elementar to‘plamlar mavjudki,  

 εµεµ <)(,<)( 22
*

11
* BABA ∆∆  

tengsizliklar bajariladi. 21= AAA U  va 21= BBB U  deymiz. 6.1-natijaga ko‘ra A  



to‘plam - o‘lchovli. 1A  va 2A  to‘plamlar o‘zaro kesishmaganligi uchun  
 ( ) ( )221121 BABABB ∆∆⊂ UI  

munosabat o‘rinli (1-§  dagi 6-topshiriqqa qarang) va bundan ( ) ε221 ≤′ BBm I  
tengsizlik kelib chiqadi. 6.2-lemmaga ko‘ra  
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1
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1
* εµµµ BmAAB ′−−  
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2
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2
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Endi m′  o‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra  
 .4)()()()()(=)( 2

*
1

*
2121 εµµ −+≥′−′+′′ AABBmBmBmBm I  

Agar ( ) ( )2211 BABABA ∆∆⊂∆ U  munosabatni hisobga olsak,  
 ( ) ( ) εµµεµµ 62)()()()( 2

*
1

*** −+≥−′≥∆−′≥ AABmBABmA  
ga ega bo‘lamiz. 0>ε  sonning ixtiyoriyligidan  

 ( ) ( )2
*

1
** )( AAA µµµ +≥  

ni hosil qilamiz. 
Teskari tengsizlik  
 ( ) ( )2

*
1

** )( AAA µµµ +≤  
esa 21 AAA U⊂  munosabatdan hamda 6.3-teoremadan kelib chiqadi. Demak,  

 ( ) ( )2
*

1
** =)( AAA µµµ +  

tenglik o‘rinli. 21, AA  va A  to‘plamlar o‘lchovli bo‘lganligi uchun *µ  ni µ  bilan 
almashtirish mumkin. ∆   

6.3-natija. Ixtiyoriy EA ⊂  o‘lchovli to‘plam uchun  
 ( ) )(1=\ AAE µµ −  

tenglik o‘rinli. 
Isbot. A  va AE \  to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi va  
 1.=)(=)\()( EAEA µµµ +  

Bu yerdan  
 ∆− ).(1=)( AAE µµ \  
6.7-teorema. Sanoqli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi va 

kesishmasi yana o‘lchovli to‘plamdir. 
Isbot. −KK ,,,, 21 nAAA  o‘lchovli to‘plamlarning sanoqli sistemasi bo‘lib,  
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bo‘lsin. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz  
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Ravshanki,  
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hamda '
nA  to‘plamlar juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi. 6.1 va 6.2-natijalarga ko‘ra, 

'
nA  to‘plamlar - o‘lchovli. 



6.6-teoremadan hamda tashqi o‘lchovning yarim additivlik xossasidan ixtiyoriy 
chekli Nn∈  uchun quyidagiga ega bo‘lamiz  
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Shuning uchun  
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qator yaqinlashadi. Demak, ixtiyoriy 0>ε  son uchun shunday 0n  mavjudki,  

 ( ) (6.6)
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n
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tengsizlik bajariladi. '
n
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AC U
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1=
=  to‘plam o‘lchovli to‘plamlarning chekli yig‘indisi 

sifatida o‘lchovli bo‘lgani uchun, shunday B  elementar to‘plam mavjudki,  
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<* ε
µ BC ∆  

tengsizlik bajariladi. U holda  
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munosabatdan va o‘lchovning yarim additivlik xossasidan hamda (6.6) va (6.7) lardan 
foydalansak,  
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kelib chiqadi. Demak, A  o‘lchovli to‘plam ekan. O‘lchovli to‘plamlarning 
to‘ldiruvchisi o‘lchovli ekanligidan hamda  

 ( )n
n

n
n

AEEA \\ UI =  

tenglikdan sanoqli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning kesishmasi yana o‘lchovli ekanligi 
kelib chiqadi. ∆  

6.4-natija. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi ,ℜ  −σ  algebra tashkil qiladi. 
Natijaning isboti 6.7-teoremadan hamda ℜ  sistemada 

1}01,0:),{(= ≤≤≤≤ yxyxE  ning birlik element ekanligidan kelib chiqadi. 
6.7-teorema 6.2-natijaning umumlashmasi hisoblanadi. 6.6-teoremaning 

umumlashmasi quyidagicha. 
6.8-teoroema (O‘lchovning σ  - additivlik xossasi). Agar { }nA  - o‘zaro 

kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi uchun  
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n

AA U
∞
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bo‘lsa, u holda  
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tenglik o‘rinli. 

Isbot. Ixtiyoriy k  da .
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⊂U  6.6 va 6.3-teoremalarga ko‘ra 
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Agar ∞→k  da limitga o‘tsak,  
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n

µµ ≤∑
∞

 

tengsizlikka ega bo‘lamiz. O‘lchovning yarim additivlik xossasiga ko‘ra,  

 ( ) (6.10).)(
1=

n
n

AA µµ ∑
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≤  

(6.9) va (6.10) dan (6.8) tenglik kelib chiqadi. ∆   
Yuqorida keltirilgan teorema o‘lchovning sanoqli additivlik yoki σ  - additivlik 

xossasi deb ataladi. O‘lchovning σ  - additivlik xossasidan uning uzluksizlik xossasi 
kelib chiqadi. 

6.9-teorema (O‘lchovning uzluksizlik xossasi). Agar o‘lchovli to‘plamlarning  
LL ⊃⊃⊃⊃ nAAA 21  ketma-ketligi uchun  

 n
n

AA I
∞

1=
=  

bo‘lsa, u holda  
 ).(lim=)( n

n
AA µµ

∞→
 

Isbot. Ш=A  to‘plam bo‘lgan holni qarash yetarli, chunki umumiy hol nA  ni 
AAn \  bilan almashtirish natijasida Ш=A  holga keltiriladi. Quyidagi  

 ( ) ( ) ( ) LUUU 4332211 = AAAAAAA \\\  
va  

 ( ) ( ) ( ) LUUU 32211= +++++ NNNNNNN AAAAAAA \\\  
tengliklar o‘rinli va qo‘shiluvchi to‘plamlar juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi. 
O‘lchovning σ  - additivlik xossasiga ko‘ra  

 ( ) (6.11),=)( 1
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∑ nn
n

AAA \µµ  

 ( ) (6.12).=)( 1
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∑ nn
Nn

N AAA \µµ  

(6.11) qator yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun uning qoldig‘i (6.12) ∞→N  da nolga 
intiladi. Shunday qilib,  

 ∆
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6.5-natija. Agar LL ⊂⊂⊂⊂ nAAA 21  o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi uchun 
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 Natijani isbotlash uchun nA  to‘plamlardan ularning to‘ldiruvchilariga o‘tish va 
6.9-teoremadan foydalanish yetarli. 

6.3. Ayrim to‘ldirishlar. Biz yuqorida faqat birlik kvadrat 
1}01,0:),{(= ≤≤≤≤ yxyxE  da saqlanuvchi to‘plamlarni qaradik. Bu cheklashdan 

xalos bo‘lish mumkin. Ma’lumki, koordinatalar tekisligini  
1}<1,<:),{(= +≤+≤ nynmxmyxEmn  

( −nm,  butun sonlar) kvadratlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin:  
 mn

Znm
ER U

∈,

2 =  

6.4-ta’rif. Agar istalgan nm,  butun sonlar uchun mnmn EAA I=  to‘plamlar 
o‘lchovli bo‘lsa, u holda A  to‘plam o‘lchovli deyiladi. Agar A  to‘plam o‘lchovli 
bo‘lsa,  

 (6.13))(=)(
,

mn
Znm

AA µµ ∑
∈

 

qator yig‘indisi A  to‘plamning Lebeg o‘lchovi deyiladi. 
Agar (6.13) qator yig‘indisi chekli bo‘lsa, A  chekli o‘lchovli to‘plam deyiladi. 

Aks holda A  cheksiz o‘lchovli to‘plam deyiladi. Shuning uchun µ  o‘lchov cheksiz 
qiymat ham qabul qilishi mumkin. O‘lchov va o‘lchovli to‘plamlarning yuqorida 
o‘rnatilgan barcha xossalari bu hol uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Biroq 6.9-teoremada 
(6.11) qator yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun +∞<)( 1Aµ  shartni qo‘shishimiz kerak 
bo‘ladi. Takidlash lozimki, sanoqlita chekli o‘lchovli to‘plamlar yig‘indisi cheksiz 
o‘lchovga ega bo‘lishi mumkin. Tekislikdagi barcha o‘lchovli to‘plamlar sinfini ℜ  
simvol bilan belgilaymiz. 

Bu paragrafda tekislikdagi to‘plamlar uchun Lebeg o‘lchovining qurilish usulini 
bayon qildik. Sonlar o‘qi R  dagi va uch o‘lchamli 3R  fazodagi to‘plamlar uchun ham 
Lebeg o‘lchovi shunga o‘xshash usulda quriladi. Masalan sonlar o‘qida ol’chov dastlab 

),( ba  intervallar, ],[ ba  kesmalar va ),,[ ba  ],( ba  yarim intervallardan tashkil bo‘lgan Σ  
yarim halqada, ularning uzunligi sifatida aniqlanib, keyin Σ  ni saqlovchi minimal 
halqaga davom ettiriladi. Undan keyin esa tekislikdagiga o‘xshash usulda Lebeg 
ma’nosida o‘lchovli to‘plamlardan iborat σ  algebragacha davom ettiriladi. Aynan 
shunga o‘xshash usulda Lebeg o‘lchovini istalgan −n  o‘lchamli Evklid fazosida ham 
qurish mumkin. Tekislikda Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlarni kiritish jarayonida 
odatdagi yuza ta’rifidan kelib chiqdik. Shunga o‘xshash bir o‘lchovli holda Lebeg 
o‘lchovining kiritilishi interval (kesma, yarim interval) uzunligi tushunchasiga 
asoslanadi. 

6.4. Ayrim umumlashtirishlar. Umuman olganda o‘lchov tushunchasini 
boshqacha usulda, ya’ni umumiyroq usulda kiritish mumkin. Bu umumiyroq usulni 
sonlar o‘qidagi to‘plamlar uchun amalga oshiramiz. 

Bizga sonlar o‘qida aniqlangan kamaymaydigan o‘ngdan uzluksis F  funksiya 
berilgan bo‘lsin. Interval, kesma va yarim intervallarda F  funksiya yordamida quyidagi 
sonlarni mos qo‘yamiz:  

 ),(0)(=),( aFbFbam −−    0),()(=],[ −− aFbFbam  
 ),()(=],( aFbFbam −    0).(0)(=),[ −−− aFbFbam  



Ravshanki, bu usulda aniqlangan m  interval (kesma va yarim interval) funksiyasi 
manfiymas va additiv. Yarim halqada kiritilgan bu o‘lchovga yuqoridagidek 
mulohazalarni qo‘llab, qandaydir )(⋅Fµ  o‘lchovni qurishimiz mumkin. Bunda Fµ  
o‘lchovga nisbatan o‘lchovli bo‘lgan to‘plamlarning Fℜ  sistemasi sanoqli yig‘indi va 
sanoqli keshishmaga nisbatan yopiq bo‘ladi, Fµ  o‘lchov esa −σ  additiv bo‘ladi. 
Umuman olganda, Fµ  o‘lchovga nisbatan o‘lchovli to‘plamlar sinfi F  funksiyaning 
tanlanishiga bog‘liq. Ammo R  da o‘ngdan uzluksis, kamaymaydigan istalgan F  
funksiya uchun ochiq va yopiq to‘plamlar, shuningdek, ularning istalgan sanoqli 
yig‘indi va sanoqli kesishmalari o‘lchovli to‘plamlar bo‘ladi. U yoki bu 
kamaymaydigan o‘ngdan uzluksiz F  funksiyalar vositasida olingan Fµ  o‘lchovlar 
Lebeg-Stiltes o‘lchovlari deb ataladi. 

Bizga Lebeg o‘lchovi µ  va Lebeg-Stiltes o‘lchovi Fµ  berilgan bo‘lsin. 
6.5-ta’rif. Agar 0=)(Aµ  ekanligidan 0=)(AFµ  kelib chiqsa, Fµ  absolyut 

uzluksiz o‘lchov deyiladi. Agar Fµ  o‘lchov chekli yoki sanoqli qiymat qabul qiluvchi F  
funksiya yordamida aniqlansa, Fµ  diskret o‘lchov deb ataladi. Agar Fµ  o‘lchovda 
istalgan bir nuqtali to‘plam 0  o‘lchovga ega bo‘lsa va Lebeg o‘lchovi nolga teng 
bo‘lgan biror A  to‘plam uchun 0=)\( ARFµ  bo‘lsa, u holda Fµ  singulyar o‘lchov 
deyiladi. 

Ko‘rsatish mumkinki, istalgan o‘lchov absolyut uzluksiz, diskret va singulyar 
uzluksiz o‘lchovlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir. 

6.5. O‘lchovsiz to‘plamning mavjudligi. Biz ko‘rsatdikki, Lebeg ma’nosida 
o‘lchovli bo‘lgan to‘plamlar sinfi yetarlicha keng. Tabiiy ravishda "Lebeg ma’nosida 
o‘lchovsiz to‘plam mavjudmi?" - degan savol paydo bo‘ladi. Bu savol ijobiy 
yechilishini ko‘rsatamiz. O‘lchovsiz to‘plamni qurishni sonlar o‘qida amalga oshiramiz. 

6.2-misol. Chegaralangan o‘lchovsiz to‘plam quyidagicha quriladi. Buning uchun 
1,1][−  kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik tushunchasini kiritamiz: agar x  va y  

ning ayirmasi yx −  ratsional son bo‘lsa, ular ekvivalent deyiladi. Bu munosabat 
ekvivalentlik munosabati bo‘ladi. Shuning uchun 1,1][−  kesma o‘zaro ekvivalent 
bo‘lgan elementlardan iborat 1,1][),( −∈xxK  sinflarga ajraladi. Bunda turli sinflar 
o‘zaro kesishmaydi. Shunday qilib 1,1][−  kesma o‘zaro kesishmaydigan 

1,1][),( −∈xxK  sinflarga ajraladi. Endi bu sinflarning har biridan bittadan element 
tanlab olib, bu tanlab olingan elementlar to‘plamini A  bilan belgilaymiz. 

Bu A  to‘plamning o‘lchovsiz ekanligini isbotlaymiz. 1,1][−  kesmadagi barcha 
ratsional sonlar to‘plamini nomerlab chiqamiz:  

 K,,0,= 210 rrr  
kA  bilan A  to‘plamni kr  songa siljitishdan hosil bo‘lgan to‘plamni belgilaymiz, 

ya’ni }.,=:{== AxrxyyrAA kkk ∈++  Xususan .=0 AA  kA  to‘plam A  to‘plamdan kr  
ga siljitish orqali hosil qilingani uchun ular bir vaqtda yo o‘lchovli, yo o‘lchovsiz 
to‘plamlar bo‘ladi. Faraz qilaylik, A  o‘lchovli to‘plam bo‘lsin. U holda unga 
konguriyent bo‘lgan kA  to‘plamlar ham o‘lchovli bo‘ladi va )(=)( AAk µµ  tenglik 
o‘rinli. Ravshanki,  
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Bundan, o‘lchovning yarin additivlik xossasiga asosan  

 .)()()(=)(1;1])([=2
0=

LLU ++++≤−
∞

AAAAk
k

µµµµµ  

Bu yerdan 0>)(Aµ  ekanligi kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy 
},{0,1,2,K∈k  uchun 2;2].[−⊂kA  Bundan  
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va kA  to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. O‘lchovning σ  - additivlik xossasiga asosan  
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Bu yerdan 0=)(Aµ  ekanligi kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik A  to‘plamning 
o‘lchovsiz ekanligini isbotlaydi. 

6.3. 4.7-misolda keltirilgan Kantor to‘plami K  ning Lebeg o‘lchovi nolga teng 
ekanligini ko‘rsating. 

Yechish. Kantor to‘plami K  ning o‘lchovi nolga tengligi 1=)\([0,1] Kµ  
tenglikdan kelib chiqadi. Barcha chiqarib tashlangan intervallar uzunliklari yig‘indisi  
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Demak,  0.=)(Kµ  
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6.4. Hozir biz qurilishi "Kantorning mukammal to‘plami" K−  bilan bog‘liq 
bo‘lgan Kantorning zinapoya funksiyasini (6.7-chizma) bayon qilamiz. Kantorning 
zinapoya funksiyasini )(xK  bilan belgilaymiz va uni [0;1]  kesmada quyidagicha 

aniqlaymiz. 
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Endi  
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to‘plam va uning chegaralarida  
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Xuddi shunday nK  to‘plamning −k  chi qo‘shni intervali va uning chegarasida  

 1.,21,3,5,=,
2

=)( −n
n kkxK K  

[0;1]  kesmaning qolgan nuqtalariga )(xK  ni uzluksiz davom ettiramiz. Hosil qilingan 
funksiya Kantorning zinapoya funksiyasi deyiladi. U [0;1]  kesmada aniqlangan, 
uzluksiz, monoton kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Xususan, 1.=(1)0,=(0) KK  

6.5. 12=)( +xxF  funksiya yordamida qurilgan −Fµ  Lebeg-Stiltes o‘lchovi 
absolyut uzluksiz o‘lchov bo‘ladi. Bu o‘lchov bo‘yicha (1;5]=A  to‘plamning 
o‘lchovini toping. 

Yechish. Ta’rifga ko‘ra  
 8.=311=1)1(2152=(1)(5)=)( −+⋅−+⋅− FFAFµ  
6.6. ][=)( xxF  funksiya yordamida qurilgan −Fµ  Lebeg-Stiltes o‘lchovi diskret 

o‘lchov bo‘ladi. Chunki ][=)( xxF  funksiya monoton kamaymaydigan o‘ngdan 
uzluksiz funksiya bo‘lib, uning qiymatlar to‘plami butun sonlar to‘plami Z  dan iborat. 



Butun sonlar to‘plami esa sanoqli to‘plamdir. Bu o‘lchov bo‘yicha {7;8}(1;5]= UA  
to‘plamning o‘lchovini toping. 

Yechish. Hosil qilingan −Fµ  Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo‘yicha ixtiyoriy Zn∈  
nuqtaning o‘lchovi birga teng. Chunki ];[=}{ nnn  tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun, 
ta’rifga ko‘ra  

 ( ) 1.=1)(=0)()(=];[ −−−− nnnFnFnnFµ  
Demak, 2.=({7;8})Fµ  Endi (1;5]=B  to‘plamning o‘lchovini topamiz.  

 4.=15=(1)(5)=)( −− FFBFµ  
Berilgan A  to‘plam o‘zaro kesishmaydigan B  va {7;8}  to‘plamlarning birlashmasidan 
iborat. O‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra  

 6.=24=({7;8}))(=)( ++ FBFAFµ  
6.7. ),(=)( xKxF  bu yerda −)(xK  Kantorning zinapoya funksiyasi. 

)(=)( xKxF  yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi Fµ−  singulyar o‘lchov 
ekanligini ko‘rsating. 

Yechish. Kantorning zinapoya funksiyasi )(xK−  ni );( ∞−∞  ga quyidagicha 
uzluksiz davom ettiramiz. 0,=)(xK  agar 0<x  bo‘lsa va 1,=)(xK  agar 1>x  bo‘lsa. 
Hosil qilingan −Fµ  Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo‘yicha ixtiyoriy Ra ∈  nuqtaning o‘lchovi 
nolga teng. Chunki ];[=}{ aaa  tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun, ta’rifga ko‘ra  

 0.=0)()(=]);([ −− aKaKaaFµ  
Bundan tashqari )(1;;0)(= ∞−∞ UA  to‘plamning o‘lchovi ham nolga teng. 

Haqiqatan ham, o‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra  
(6.14)0.=(1))(lim)(lim(0)=))((1;;0))((=)( FaFaFFA

aa
FFF −+−∞+−∞

∞→−∞→
µµµ

 6.3-misolda ko‘rsatildiki, 0.=)(Kµ  Agar 0=)\( KRFµ  ekanligi ko‘rsatilsa, Fµ  
o‘lchovning singulyar o‘lchov ekanligi kelib chiqadi. Endi )\( KRFµ  ni hisoblaymiz. 
O‘lchovning additivlik xossasi va (6.14) tenglikka ko‘ra 

).([0;1]=)([0;1]))((1;;0))((=)( KKKR FFFFF \\\ µµµµµ +∞+−∞  
Dastlab NnKn ∈,  to‘plamlarning o‘lchovi nol ekanligini ko‘rsatamiz.  
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glik o‘rinli. 30,=)( ≥nKnFµ  tengliklar ham shunga o‘xshash ko‘rsatiladi. Endi Lebeg-
Stiltes o‘lchovi )(⋅− Fµ  ning σ  - additivlik xossasidan foydalansak  

 [ ]( ) ( ) (6.15)0===0;1
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ekanligini olamiz. Shunday qilib, hosil qilingan Lebeg-Stiltes o‘lchovi )(⋅Fµ  singulyar 
o‘lchov ekan. 
 



Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
1. −Fµ  6.7-misolda keltirilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo‘lsin. 1=)(KFµ  ekanligini 

isbotlang. Bu yerda −K  Kantor to‘plami. 
2. −Fµ  6.7-misolda keltirilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi, )( AKA ⊂  ixtiyoriy to‘plam 

bo‘lsin. 1=)(AFµ  tenglikni isbotlang.  
3. Elementar to‘plamlar sistemasida aniqlangan m′  o‘lchovning additivlik xossasini 

isbotlang. 
4. 6.4-teoremani µ  o‘lchov uchun isbotlang. Bu xossa Lebeg o‘lchovining yarim 

additivlik xossasi deb ataladi.  
5. xxF =)(  funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi absolyut uzluksiz 

o‘lchov bo‘ladimi?  
6. 1]2[=)( +xxF  funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi diskret o‘lchov 

bo‘ladimi?  
7. Singulyar Lebeg-Stiltes o‘lchoviga misol keltiring.  
8. Elementar to‘plamlar sistemasi halqa tashkil qiladimi?  
9. Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar sistemasi −σ  algebra tashkil qiladimi? 

Javobni asoslang.  
10. Tekislikdagi }1,00:),{(= xyxyxA ≤≤≤≤  to‘plam elementar to‘plam bo‘ladimi? 

Uning o‘lchovini toping. 
11. O‘lchovli bo‘lmagan to‘plamga misol keltiring.  



3-mavzu: O‘lchovning umumiy tushunchasi 
  

Bu paragrafda biz o‘lchovning umumiy ta’rifini beramiz. O‘lchovni yarim 
halqadan halqaga davom ettiramiz hamda uning additivlik va −σ  additivlik xossalarini 
isbotlaymiz. Tekislikda to‘g‘ri to‘rtburchaklar o‘lchovi (yuzasi) tushunchasiga tayangan 
holda uni kengroq to‘plamlar sinfiga yoyish natijasida o‘lchovni qurdik. Bunda 
(jarayonda) to‘g‘ri to‘rtburchaklar o‘lchovidan elementar to‘plamlar o‘lchoviga o‘tishda 
to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasining yarim halqa ekanligi va yuzaning manfiymas va 
additiv bo‘lishi muhim rol o‘ynadi. Bundan tashqari, tekislikdagi o‘lchov Lebeg 
davomining −σ  additivligi ham muhimdir. 

Aytilganlarga ko‘ra §6−  da tekislikdagi to‘plamlar uchun amalga oshirilgan 
konstruksiyani yetarlicha umumiy abstrakt talqin qilish mumkin. Keyingi ikki 
paragraflar shu masalaga bag‘ishlanadi. 

7.1-ta’rif.  Agar µ  to‘plam funksiyasi quyidagi shartlarni qanoatlantirsa:  
1) µ  funksiyaning aniqlanish sohasi µΣ  yarim halqa bo‘lsa ; 
2) µ  funksiyaning qiymatlar sohasi haqiqiy va manfiymas bo‘lsa;  
3) µ  additiv bo‘lsa, ya’ni ixtiyoriy µΣ∈A  to‘plamning o‘zaro kesishmaydigan 

µΣ∈nAAA ,,, 21 K  to‘plamlar bo‘yicha  

 k
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chekli yoyilmasi uchun  

 )(=)(
1=
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n

k
AA µµ ∑  

tenglik o‘rinli bo‘lsa, µ  o‘lchov deb ataladi. 
Eslatma. ∅∅∅ U=  yoyilmadan )(2=)( ∅∅ µµ , ya’ni 0=)(∅µ  tenglik kelib 

chiqadi. 
7.1. O‘lchovni yarim halqadan undan hosil bo‘lgan minimal halqaga davom 

ettirish. Tekislikdagi to‘plamlar Lebeg o‘lchovini aniqlash uchun dastlabki qadam, bu 
o‘lchovni to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi (yarim halqa) dan elementar to‘plamlar 
sistemasi (undan hosil bo‘lgan minimal halqa) ga davom ettirish bo‘ldi. Hozir biz bu 
konstruksiyaga o‘xshash abstrakt konstruksiyani qaraymiz. 

7.2-ta’rif. Agar m  o‘lchovning aniqlanish sohasi mΣ  ikkinchi µ  o‘lchovning 
aniqlanish sohasi µΣ  da saqlansa ( µΣ⊂Σm ) va ixtiyoriy mA Σ∈  to‘plam uchun  

 )(=)( AmAµ  
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda µ  o‘lchov m  o‘lchovning davomi deyiladi. 

7.1-teorema. Aniqlanish sohasi mΣ  yarim halqa bo‘lgan har bir m  o‘lchov 
uchun aniqlanish sohasi )( mΣℜ  mΣ(  ni o‘zida saqlovchi minimal halqa) bo‘lgan 
yagona m′  davom mavjud. 

Isbot. Har bir )( mA Σℜ∈  to‘plam uchun  
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ko‘rinishdagi yoyilma mavjud. U holda A  ga 
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=1

k

n

k
BmAm ∑′  

sonni mos qo‘yuvchi va )( mΣℜ  da aniqlangan m′  to‘plam funksiyasi o‘lchov bo‘ladi. 
Haqiqatan ham, (7.2) tenglik bilan aniqlangan )(Am′  miqdor (7.1) yoyilmaning 
tanlanishiga bog‘liq emas, chunki ixtiyoriy ikkita  
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1=1=
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yoyilmalarni qarasak, ji CB I  kesishmalar mΣ  ga tegishli bo‘lganligi uchun m  
o‘lchovning additivligidan foydalanib,  

 )(=)(=)(
=1=1=1=1

j

r

j
ji

r

j

n

i
i

n

i
CmCBmBm ∑∑∑∑ I  

tengliklarga ega bo‘lamiz. 
Ravshanki, (7.2) tenglik bilan aniqlangan )(Am′  funksiya manfiymas va additiv 

bo‘ladi. Shunday qilib, m  o‘lchovning )( mΣℜ  ga davomi m′  ning mavjudligi 
isbotlandi. 

Endi bu o‘lchovning yagonaligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy )( mA Σℜ∈  to‘plamni va 
uning biror  
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yoyilmasini olaylik. U holda m  o‘lchovning )( mΣℜ  da aniqlangan ixtiyoriy m~  davomi 
uchun  
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tenglikni olamiz, ya’ni m~  o‘lchov m′  o‘lchov bilan ustma-ust tushadi. ∆  
O‘lchovning manfiymaslik va additivlik xossalaridan quyidagi muhim xossalar 

kelib chiqadi. 
7.2-teorema. Biror mℜ  halqada aniqlangan m  o‘lchov va mℜ  ga tegishli 

nAAA ,,, 21 K  to‘plamlar berilgan bo‘lsin. U holda 
I. Agar  
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bo‘lsa,  
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tengsizlik bajariladi; 

II. Agar AAk
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 bo‘lsa,  
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tengsizlik bajariladi. Xususan, agar mBA ℜ∈,  va BA ⊂  bo‘lsa, )()( BmAm ≤  bo‘ladi. 
Isbot. mℜ  ga tegishli va o‘zaro kesishmaydigan nAAA ,,, 21 K  to‘plamlar berilgan 

bo‘lib, ularning barchasi mA ℜ∈  to‘plamda saqlansin. U holda m  o‘lchovning 
additivligiga ko‘ra  
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Bundan, 0)\(
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AAm U  bo‘lganligi uchun I - xossaning isbotiga ega bo‘lamiz. 

Endi ixtiyoriy mAA ℜ∈21,  to‘plamlar uchun  
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tenglik o‘rinli ekanligidan foydalansak, bu yerdan chekli induktiv qadamdan so‘ng  
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tengsizlikni olamiz. Nihoyat, o‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra  
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yoki oldindan olingan tengsizlikka ko‘ra  
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Hozir biz halqada aniqlangan o‘lchovlar uchun I va II xossalarni isbotladik. Agar 
yarim halqada aniqlangan o‘lchovni qarasak, uning halqadagi davomi uchun I va II 
xossalar o‘rinli bo‘lganligidan, bu davomning yarim halqadagi qismi uchun ham I va II 
xossalar o‘rinli bo‘lib qoladi. 

7.3-ta’rif. Agar mΣ  sistemada aniqlangan m  o‘lchov va ixtiyoriy o‘zaro 

kesishmaydigan sanoqlita mnAAA Σ∈KK ,,,, 21  to‘plamlar uchun k
k

AA U
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1=
=  bo‘lganda  
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tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda m  o‘lchov sanoqli-additiv yoki −σ  additiv o‘lchov deb 
ataladi. 

§6−  da tekislikdagi to‘plamlar uchun kiritilgan o‘lchov −σ  additiv (6.8-
teorema) o‘lchovga misol bo‘ladi. Boshqacha tabiatli −σ  additiv o‘lchovga misol 
keltiramiz. 

7.1-misol. Bizga ixtiyoriy sanoqli  
 },,,,{= 21 KK nxxxX  

to‘plam berilgan bo‘lsin. 0>np  sonlarni shunday tanlaymizki,  
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bo‘lsin. Har bir XA ⊂  to‘plamga  
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sonni mos qo‘yamiz. Aniqlanishiga ko‘ra, )(Am  to‘plam funksiyasi o‘lchov bo‘ladi va 
X  ning barcha qism to‘plamlari o‘lchovli bo‘ladi. Bundan tashqari, 1.=)(Xm  

Endi X  ning o‘zaro kesishmaydigan sanoqlita ixtiyoriy KK ,,,, 21 nAAA  qism 

to‘plamlarini olaylik va k
k

AA U
∞

1=
=  bo‘lsin. Aniqlanishiga ko‘ra,  
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va tenglik o‘ng tomonidagi qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun  
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tengliklar o‘rinli, ya’ni m  −σ  additiv o‘lchov bo‘ladi. 
Endi additiv bo‘lib, ammo −σ  additiv bo‘lmagan o‘lchovga misol qaraymiz. 
7.2-misol. [0;1]  kesmadagi barcha ratsional sonlar to‘plamini X  bilan 

belgilaymiz. mΣ  orqali X  ning );( ba  intervallar, ];[ ba  kesmalar va ];(),;[ baba  yarim 
intervallar bilan kesishmalaridan iborat to‘plamlar sistemasini belgilaymiz. Ko‘rsatish 
mumkinki, mΣ  yarim halqa bo‘ladi. Agar ( ));[],;(],;[);(= babababaXAab IIII  
desak, har bir abA  to‘plamga  

 abAm ab −=)(  
sonni mos qo‘yish mumkin. Bu to‘plam funksiyasi m  additiv o‘lchov bo‘ladi, ammo 

−σ  additiv bo‘lmaydi. Chunki [0;1]  kesmadagi barcha ratsional sonlar to‘plami 
sanoqli, ya’ni },,,,{= 21 KK nrrrX  tenglik o‘rinli. Birinchidan [0;1]=01 IXA  to‘plam 

uchun 1=)( 01Am  bo‘ladi, ikkinchi tomondan n
n
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01 =  o‘zaro kesishmaydigan 

sanoqlita nol o‘lchovli ];[= nnn rrXA I  to‘plamlarning yig‘indisidan iborat bo‘ladi, 
ya’ni  
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7 va §8−  larda qaralayorgan o‘lchovlarni −σ  additiv o‘lchovlar deb 
hisoblaymiz. 

7.3-teorema.  Agar mΣ  yarim halqada aniqlangan m  o‘lchov −σ  additiv bo‘lsa, 
u holda bu o‘lchovning )( mΣℜ  mΣ(  ni o‘zida saqlovchi minimal halqa) halqaga davomi 
µ  ham −σ  additiv o‘lchov bo‘ladi. 

Isbot. )( mA Σℜ∈  to‘plam va o‘zaro kesishmaydigan NnB mn ∈Σℜ∈ ),(   

to‘plamlar berilgan bo‘lib, k
k

BA U
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1=
=  tenglik bajarilsin. U holda 5.3-teoremaga ko‘ra, 

mΣ  da o‘zaro kesishmaydigan cheklita },1,2,=,{ ljAj K  to‘plamlar va o‘zaro 
kesishmaydigan },1,2,=,{ nns lsB K  to‘plamlar sistemalari mavjud bo‘lib,  
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chekli yoyilmalar o‘rinli bo‘ladi. 
Endi jnsnsj ABC I=  belgilashlarni kiritamiz. Tuzilishiga ko‘ra, nsjC  to‘plamlar 

o‘zaro kesishmaydi va  
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yoyilmalar o‘rinli bo‘ladi. mΣ  da aniqlangan m  o‘lchovning −σ  additivligidan  
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tengliklarga ega bo‘lamiz. Ikkinchi timondan )( mΣℜ  da berilgan µ  o‘lchovning 
aniqlanishiga ko‘ra  
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U holda (7.3)-(7.4) formulalardan  
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tengliklar zanjirini olamiz. Bu tengliklar zanjirida qatnashayotgan barcha qatorlar 
absolyut yaqinlashuvchi, shuning uchun 
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tenglikning o‘rinli ekanligiga ega bo‘lamiz. ∆  
Ko‘rsatildiki, agar yarim halqada −σ  additiv o‘lchov aniqlangan bo‘lsa, u holda 

uning halqaga davomi ham −σ  additiv o‘lchov bo‘ladi, shuning uchun, boshidan 
o‘lchov biror halqada aniqlangan deb qarash mumkin. 

7.4-teorema. Biror ℜ  halqada σ  - additiv m  o‘lchov berilgan bo‘lib, A  va 
KK ,,,, 21 nAAA  to‘plamlar ℜ  ga tegishli bo‘lsin. U holda: 

.σI  Agar AAk
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 va ji ≠  da Ш=ji AA I  bo‘lsa, u holda  
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tengsizlik o‘rinli; 

σII  (sanoqli yarim additivlik). Agar k
k
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 bo‘lsa, u holda  
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tengsizlik o‘rinli. 
Isbot. Agar kA  to‘plamlar o‘zaro kesishmasa va A  to‘plamda saqlansa, u holda 

7.2-teoremaning I  tasdig‘iga ko‘ra har bir n  da  
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan ∞→n  da limitga o‘tsak σI  tasdiq isbotiga ega 
bo‘lamiz. 

Endi σII  tasdiqni isbotlaymiz. ℜ  halqa bo‘lgani uchun  
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to‘plamlar ℜ  ga tegishli bo‘ladi. Tuzilishiga ko‘ra  
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va nB  to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi, shuning uchun  
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7.1-eslatma. Ko‘rinib turibdiki, teoremaning σI  tasdig‘i o‘rinli bo‘lishi 
qaralayotgan o‘lchovning σ  -additivligiga bog‘liq emas, shuning uchun ixtiyoriy 
additiv o‘lchov uchun ham bu tasdiq o‘rinli bo‘ladi. Aksincha, σII  tasdiqda o‘lchovning 
σ  - additivlik xossasi muhim ahamiyatga egadir. Haqiqatan ham, yuqorida qaralgan 
7.2-misolda σ  - additiv bo‘lmagan o‘lchovda, o‘lchovi 1 ga teng X  to‘plam 
o‘lchovlari 0  ga teng bir nuqtali to‘plamlar yig‘indisida saqlanadi, ammo σII  tasdiq 
bajarilmaydi. Bundan tashqari shunga ishonch hosil qilish mumkinki, σII  xossa 
umuman olganda σ  - additivlik xossasiga teng kuchli. Haqiqatan ham, Σ  yarim 
halqada aniqlangan biror µ  o‘lchov berilgan bo‘lsin. KK ,,,, 21 nAAA  sanoqli sondagi 
to‘plamlar Σ  dan olingan bo‘lib, KK ,,,, 21 nAAA  to‘plamlar o‘zaro kesishmasin va 

k
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=  tenglik bajarilsin. U holda har qanday o‘chov σI  xossaga ega bo‘lganligi 

sababli  
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tengsizlik bajariladi. Bundan tashqari, agar µ  o‘lchov σII  xossaga ham ega bo‘lsa, u 
holda (chunki kA  lar A  ni qoplaydi)  
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tengsizlik ham bajariladi. Shuning uchun  
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tenglik o‘rinli. Demak, o‘lchovning sanoqli yarim additivligi uning σ  - additivligini 
ta’minlar ekan. 

  
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 

1. [0;1]  kesmadagi barcha irratsional sonlar to‘plamini X  bilan belgilaymiz. mΣ  



orqali X  ning );( ba  intervallar, ];[ ba  kesmalar va ];(),;[ baba  yarim intervallar 
bilan kesishmalaridan iborat to‘plamlar sistemasini belgilaymiz. Agar 

);(= baXAab I  ],;(],;[( baba II  ));[ baI  desak, har bir abA  to‘plamga  
abAm ab −=)(   sonni mos qo‘yamiz. Bu to‘plam funksiyasi m  σ -additiv o‘lchov 

bo‘ladimi? 
2. Har bir );(= ∞−∞⊂ RA  to‘plamga  

n
ANn

Am
2
1=)( ∑

∈ I

 

 sonni mos qo‘yamiz. m  to‘plam funksiyasi o‘lchov bo‘lishini ko‘rsating. 
;0)(= −∞A  va [1;4]=B  to‘plamlarning o‘lchovlarini toping.  

3. Yuqorida aniqlangan m  o‘lchov −σ  additiv o‘lchov bo‘ladimi?  
 

5-mavzu: O‘lchovning Lebeg bo‘yicha davomi 
  

8.1. Birli (birlik elementli) yarim halqada aniqlangan o‘lchovning Lebeg 
bo‘yicha davomi. Agar mЈ  yarim halqada aniqlangan m  o‘lchov additivlik xossasiga 
ega bo‘lib, ammo −σ  additiv bo‘lmasa, u holda m  ning mЈ  dan )Ј( mℜ  ga davomi 
bilan o‘lchovni davom ettirish jarayoni tugaydi, ya’ni m  o‘lchovni )Ј( mℜ  dan kengroq 
sinfga davom ettirib bo‘lmaydi. Agar mЈ  da aniqlangan m  o‘lchov −σ  additiv bo‘lsa, 
u holda m  ni mЈ  dan )Ј( mℜ  ga nisbatan kengroq bo‘lgan va qandaydir ma’noda 
maksimal sinfga davom ettirish mumkin. Buni Lebeg bo‘yicha davom ettirish 
yordamida amalga oshirish mumkin. Bu bandda birli yarim halqada berilgan o‘lchovni 
Lebeg bo‘yicha davom ettirish masalasini qaraymiz, umumiy holni esa kelgusi bandda 
qaraymiz. 

Bizga biror mЈ  birli yarim halqada aniqlangan −σ  additiv m  o‘lchov berilgan 
bo‘lsin va E  to‘plam mЈ  halqaning biri bo‘lsin. E  ning barcha qism to‘plamlaridan 
tashkil bo‘lgan )(EM  sistemada tashqi o‘lchov deb ataluvchi *µ  funksiyani quyidagi 
usulda aniqlaymiz. 

8.1-ta’rif. Ixtiyoriy EA ⊂  to‘plam uchun  
 (8.1))(=)(*

n
n

BmA ∑infµ  

son A  to‘plamning tashqi o‘lchovi deb ataladi. Bu yerda aniq quyi chegara A  
to‘plamni qoplovchi barcha chekli yoki sanoqli mnn BB Ј},{ ∈  to‘plamlar sistemasi 
bo‘yicha olinadi. 

8.1-teorema. (Sanoqli yarim additivlik). Agar A  va sanoqlita KK ,,,, 21 nAAA  
to‘plamlar uchun  
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bo‘lsa, u holda  
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Bu teorema tasdig‘ining isboti 6.3-teorema tasdig‘i isbotiga (aynan) o‘xshash 
amalga oshiriladi. 

8.2-ta’rif. Agar EA ⊂  to‘plam va istalgan 0>ε  uchun shunday )Ј( mB ℜ∈  
to‘plam mavjud bo‘lib,  

 εµ <)(* BA∆  
tengsizlik bajarilsa, A  (Lebeg bo‘yicha) o‘lchovli to‘plam deyiladi. 

Faqat o‘lchovli to‘plamlar sinfida aniqlangan *µ  funksiya Lebeg o‘lchovi deb 
ataladi va u µ  harfi bilan belgilanadi. Ravshanki, mЈ  va )Ј( mℜ  dan olingan to‘plamlar 
o‘lchovli bo‘ladi. Bunda, agar mA Ј∈  va )Ј( mB ℜ∈  bo‘lsa, u holda  

 ).(=)(),(=)( BmBAmA ′µµ  
Agar A  o‘lchovli to‘plam va εµ <)(* BA∆  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

)Ј( mB ℜ∈  to‘plam berilgan bo‘lsa,  
 )()(= B\EA\EBA ∆∆  

tenglikdan A  ning to‘ldiruvchi to‘plami AE \  ning ham o‘lchovli ekanligi kelib 
chiqadi. 

8.2-teorema. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi )(Mℑ  halqa bo‘ladi. 
Isbot. Ixtiyoriy 1A  va 2A  to‘plamlar uchun  

 (8.2))(= 21121 AAAAA \\I  
va  

 (8.3))]()[(= 2121 AEAEEAA \\\ IU  
tengliklar o‘rinli bo‘lgani uchun quyidagini isbotlash yetarli. Agar 

)(),( 21 MAMA ℑ∈ℑ∈  bo‘lsa, u holda )(\= 21 MAAA ℑ∈  bo‘ladi, ya’ni o‘lchovli 
to‘plamlarning ayirmasi o‘lchovlidir. Haqiqatan ham, 1A  va 2A  o‘lchovli to‘plamlar 
uchun shunday )(1 MB ℜ∈  va )(2 MB ℜ∈  to‘plamlar mavjudki,  
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<)( 11
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µ BA ∆    va   
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<)( 22
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µ BA ∆   

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. )(\= 21 MBBB ℜ∈  bo‘lganligi uchun  
 )()()()( 22112121 BABAB\BA\A ∆∆⊂∆ U  

munosabatdan foydalanib, εµ <)(* BA∆  tengsizlikni olamiz. Demak, )(\ 21 MAA ℑ∈  u 
holda (8.2) va (8.3) munosabatlardan )(21 MAA ℑ∈I  va )(21 MAA ℑ∈U  ekanligini 
olamiz. 1A  va 2A  to‘plamlarning simmetrik ayirmasining o‘lchovli ekanligi  

 )()(= 122121 A\AA\AAA U∆  
tenglikdan kelib chiqadi. ∆  

8.1-eslatma. mЈ  ning birlik elementi - E  o‘lchovli to‘plamlar sistemasi )(Mℑ  
uchun ham birlik eliment bo‘ladi, shuning uchun o‘lchovli to‘plamlar sistemasi )(Mℑ  
algebra tashkil qiladi. 

8.3-teorema. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi )(Mℑ  da aniqlangan µ  to‘plam 
funksiyasi addituvdir. 

Bu teoremaning isboti −6.6  teorema isbotini so‘zma-so‘z takrorlash bilan amalga 
oshiriladi. 



8.4-teorema. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi )(Mℑ  da aniqlangan µ  to‘plam 
funksiyasi −σ  addituvdir. 

Isbot. Aytaylik,  
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tengsizlik o‘rinli. 8.3-teoremaga ko‘ra, har bir n  da  
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tengsizlikni olamiz. (8.5) da ∞→n  da limitga o‘tib,  
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ga ega bo‘lamiz. (8.4) va (8.6) lardan teorema tasdig‘i kelib chiqadi. ∆  
8.5-teorema. Lebeg bo‘yicha o‘lchovli bo‘lgan barcha to‘plamlar sestemasi 

),(Mℑ  E  birlik elimentli −σ  algebradir. 
Isbot. 6.7-teorema isbotini so‘zma-so‘z takrorlash yordamida sanoqlita 

)(,,,, 21 MAAA n ℑ∈KK  to‘plamlar uchun )(=
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tenglikka ko‘ra, )(
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I  ekanligiga ishonch hosil qilamiz. ∆  

Tekislikdagi to‘plamlarning Lebeg o‘lchovi ( §6−  ga qarang) xossalariga 
o‘xshash, o‘lchovning −σ  additivlik xossasidan unung uzluksizlik xossasi kelib 
chiqadi. Ya’ni, LL ⊃⊃⊃⊃ nAAA 21  o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi uchun 

n
n

AA I
∞

=1
=  bo‘lsa, u holda  

 )(=)( n
n

AA µµ lim
∞→

 

bo‘ladi. Xuddi shuningdek, agar biror o‘lchovli to‘plamlarning LL ⊂⊂⊂⊂ nAAA 21  

ketma-ketligi uchun n
n

AA U
∞

1=
=  bo‘lsa, u holda  

 )(lim=)( n
n

AA µµ
∞→

 

tenglik o‘rinli. 
Shunday qilib, biz ko‘rsatdikki, agar birlik elimentli mЈ  yarim halqada −σ  

addituv m  o‘lchov berilgan bo‘lsa, bu o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom ettirish 
natijasida )(Mℑ  −σ  algebrada aniqlangan −σ  addituv µ  o‘lchov hosil bo‘ladi. 



8.3-ta’rif. O‘lchovli to‘plamlar sestemasi )(Mℑ  da aniqlangan va )(Mℑ  da 
tashqi o‘lchov *µ  bilan ustma-ust tushuvchi µ  funksiya m  o‘lchovning )(= mLµ  
Lebeg davomi deb ataladi. 

8.2. Birlik elementga ega bo‘lmagan yarim halqada berilgan o‘lchovni 
davom ettirish. Agar m  o‘lchov birlik elimentga ega bo‘lmagan mЈ  yarim halqada 
aniqlangan bo‘lsa, u holda avvalgi banddagi o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom ettirish 
jarayonida ba’zi o‘zgarishlar sodir bo‘ladi. Aniqrog‘i, *µ  tashqi o‘lchov chekli 

)( n
n

Bm∑  yig‘indiga ega bo‘lgan ,Ј mn
n

B ∈U  qoplamasi mavjud bo‘lgan A  to‘plamlar 

uchun aniqlanadi. To‘plam o‘lchovliligi ta’rifi o‘zgarishsiz qoladi. 8.2-8.4 teoremalar va 
8.3-ta’rif o‘z kuchini saqlab qoladi. Yarim halqada birlik elementning mavjudligidan 
8.2- teorema isbotida foydalanilgan. Umumiy holda ham 8.2-teoremani isbotlash 
mumkin. Buning uchun )(, 21 MAA ℑ∈  dan )(21 MAA ℑ∈U  kelib chiqishini birlik 
elementga bog‘liqsiz ravishda ko‘rsatish kerak. Bu tasdiq  

 )()()()( 22112121 BABABBAA ∆∆⊂∆ UUU  
munosabatdan kelib chiqadi. mЈ  yarim halqada bir mavjud bo‘lmagan holda 8.5-
teorema quyidagi teoremaga almashtiriladi. 

8.6-teorema. Istalgan boshlang‘ich m  o‘lchov uchun Lebeg bo‘yicha o‘lchovli 
to‘plamlar sistemasi )(Mℑ  −δ  halqa bo‘ladi. Sanoqli sondagi o‘lchovli 

KK ,,,, 21 nAAA  to‘plamlar birlashmasi bo‘lgan n
n

AA U
∞

1=
=  to‘plamning o‘lchovli bo‘lishi 

uchun 







k

n

k
AU

=1
µ  miqdorning n  ga bog‘liqsiz o‘zgarmas bilan chegaralangan bo‘lishi 

zarur va yetarli. 
Isbot. Yetarliligi. O‘lchovli to‘plamlarning KK ,,,, 21 nAAA  sanoqli sestemasi 

berilgan bo‘lib,  

 ∞







≥
<=

=11
KAk

n

kn
Uµsup  

bo‘lsin. Yangi  

KKU U ,=,),(=,=,=
1

1=
213312211 k

n

k
nn AAAAAAAAAAAA

−

′′′′ \\\  

o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligini tuzamiz. Tuzilishiga ko‘ra, KK ,,,, 21 nAAA ′′′  
to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. Bundan tashqari, istalgan n  da  

 k

n

k
k

n

k
AA UU

=1=1
=′  

tenglik o‘rinli. Bundan tashqari  

 KAAAA k
k

k

n

kn
k

n

kn
k

n

kn
≤′≤′






 ′






 ∑∑

∞

)()(==
=1=1=1=1

µµµµ supsupsup UU  

shart bajariladi. Demak, istalgan 0>ε  son uchun shunday Nn∈  mavjudki,  



 
2

<)(
1=1=

ε
µµ k

nk
k

nk
AA ′≤






 ′ ∑

∞

+

∞

+
U  

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. k

n

k
AC ′U

1=
=  to‘plam o‘lchovli bo‘lgani uchun, shunday mB Ј∈  

to‘plam mavjud bo‘lib,  

 
2

<)(* ε
µ BC ∆  

tengsizlik bajariladi.  

 





 ′∆⊂∆

∞

+
k

nk
ABCBA UU

1=
)(  

munosabatdan foydalansak,  
 εµ <)(* BA∆  

tengsizlikni olamiz. Demak, A  o‘lchovli to‘plam ekan. 
Zaruriyligi. Aytaylik sanoqlita KK ,,,, 21 nAAA  o‘lchovli to‘plamlar uchun 

n
n

AA U
∞

1=
=  to‘plam o‘lchovli bo‘lsin va )(Aµ  chekli bo‘lsin. U holda istalgan Nn∈  

uchun AAk

n

k
⊂U

1=
 munosabatdan va k

n

k
AU

1=
 o‘lchovli to‘plam bo‘lgani uchun  

 ∆∞≤





⇒≤






 .<)()(

=1=1
AAAA k

n

kn
k

n

k
µµµµ UU sup  

 8.1-natija. O‘lchovli to‘plamlar sinfi )(Mℑ  va )(MA ℑ∈  to‘plam berilgan 
bo‘lsin. A  to‘plamning barcha )(MB ℑ∈  qism to‘plamlaridan tuzilgan ))(( AMℑ  
sistema −σ  algebra bo‘ladi.  
 Masalan, agar )(Mℑ  sonlar o‘qidagi Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar sinfi 
va ],[= baA  - ixtitoriy kesma bo‘lsa, u holda ],[ ba  kesmada saqlanuvchi o‘lchovli 
to‘plamlar sistemasi −σ  algebra tashkil qiladi. 

Lebeg o‘lchovlarining yana bir xossasini keltiramiz. 
8.4-ta’rif. Agar 0=)(Aµ  va AA ⊂′  bo‘lishidan A′  ning o‘lchovli ekanligi kelib 

chiqsa, µ  o‘lchov to‘la deb ataladi. 
Ta’rifda keltirilgan A′  to‘plam uchun 0=)(A′µ  bo‘ladi. Qiyinchiliksiz isbotlash 

mumkinki, ixtitoriy o‘lchovning Lebeg davomi to‘la bo‘ladi. Haqiqatan ham, ,AA ⊂′  
0=)(=)( * AA µµ  bo‘lsa, 0=)(A′µ  bo‘ladi va mЈШ∈  ni olsak,  

 0=)(=)( ** AA ′∅∆′ µµ  
bo‘ladi, ya’ni A′  o‘lchovli bo‘lishi kelib chiqadi. 

Umuman olganda −σ  algebrada aniqlangan har qanday −σ  additiv o‘lchovni 
to‘la o‘lchovgacha davom ettirish mumkin. Buning uchun nol o‘lchovi to‘plamning 
ixtiyoriy qismiga nolni mos qo‘yish kifoya qiladi. 

  
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  

1. [0;1]  kesmadagi barcha irratsional sonlar to‘plamini X  bilan belgilaymiz. mΣ  



orqali X  ning );[ ba  yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat to‘plamlar 
sistemasini belgilaymiz. Bu sistemaning yarim halqa ekanligini ko‘rsating. 

2. 1-topshiriqda aniqlangan mΣ  yarim halqaning har bir );[= baXAab ∩  to‘plamiga 
abAm ab −=)(  sonni mos qo‘yamiz. Bu to‘plam funksiyasi o‘lchov bo‘lishini 

ko‘rsating.  
3. 2-topshiriqda aniqlangan Rm m →Σ:  o‘lchovning Lebeg bo‘yicha davomini 

toping. Uni sonlar o‘qidagi Lebeg o‘lchovi bilan ustma-ust tushishini isbotlang.  
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6-mavzu: O’lchovli funksiyalar. Lebeg integrali 
 

 9.O‘lchovli funksiyalar va ular ustida amallar 
  

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga  «qaysidir»  ma’noda yaqin bo‘lgan 
(Luzin teoremasiga qarang) o‘lchovli funksiya tushunchasini kiritamiz. O‘lchovli 
funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishda asosiy manba hisoblanadi. 

Bizga )(2 RERE ⊂⊂  Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam va unda 
aniqlangan haqiqiy qiymatli f  funksiya berilgan bo‘lsin. 

9.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy Rc∈  uchun )<(:=}<)(:{ cfEcxfEx∈  to‘plam 
o‘lchovli bo‘lsa, f  funksiya E  to‘plamda o‘lchovli deyiladi.  

9.1-misol. constaxfREf =)(,: ≡→  funksiyaning o‘lchovli ekanligini 
ko‘rsating. 

Yechish. Ixtiyoriy Rc∈  uchun  

 { }




≤∅
∈

ac
acE

cxfExcfE
agar
agar

,
,>,

=<)(:=)<(  

tenglik o‘rinli. E  va Ш to‘plamlar o‘lchovli. Demak, ixtiyoriy Rc∈  uchun 
)<( cfE  to‘plam o‘lchovli ekan. Ta’rifga ko‘ra, axf =)(  funksiya E  da 

o‘lchovli funksiya bo‘ladi. 
9.1-teorema. Agar f  va g  funksiyalar E  to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u 

holda ularning yig‘indisi ,gf +  ayirmasi gf −  va ko‘paytmasi gf ⋅  o‘lchovli 
bo‘ladi. Agar 0)( ≠xg  bo‘lsa, u holda gf/  funksiya ham E da o‘lchovli bo‘ladi. 

Teoremani isbotlashda quyidagi lemmalardan foydalanamiz. 
9.1-lemma. Agar f  funksiya E  to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda 

ixtiyoriy Rba ∈,  lar uchun quyidagi to‘plamlarning har biri o‘lchovli bo‘ladi:  
).>(5));(4));=(3));<(2));(1) afEafEafEbfaEafE ≤≤≥  

Isbot.  Faraz qilaylik, f  o‘lchovli funksiya bo‘lsin, u holda ta’rifga ko‘ra, 
ixtiyoriy Ra ∈  uchun )<( afE  to‘plam o‘lchovli bo‘ladi. 

1) )<(\=)( afEEafE ≥  tenglikdan, hamda o‘lchovli to‘plamning 
to‘ldiruvchisi o‘lchovli ekanligidan )( afE ≥  to‘plamning o‘lchovli ekanligi kelib 
chiqadi. 

2) )<()(=)<( bfEafEbfaE I≥≤  tenglikdan, hamda o‘lchovli 
to‘plamlar kesishmasi o‘lchovli ekanligidan )<( bfaE ≤  to‘plamning o‘lchovli 
ekanligi kelib chiqadi. 

3) )=( afE  to‘plamning o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz:  

 .1<=)=(
1=







 +≤

∞

n
afaEafE

n
I  

Bu yerda ( )nafaE 1/< +≤  to‘plam 2) ko‘rinishdagi to‘plam bo‘lgani uchun u - 
o‘lchovli. O‘lchovli to‘plamlarning sanoqli sondagi kesishmasi (6.7-teoremaga 
qarang) o‘lchovli bo‘lgani uchun )=( afE  to‘plam o‘lchovli bo‘ladi. 
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4) )( afE ≤  to‘plamning o‘lchovli ekanligi ta’rifdan, 3) dan hamda 
)=()<(=)( afEafEafE U≤  tenglikdan kelib chiqadi. 

5) )(\=)>( afEEafE ≤  tenglikdan hamda to‘ldiruvchi to‘plamning 
o‘lchovliligi (6.4-teorema) dan kelib chiqadi.  ∆   

9.2-lemma. Agar ixtiyoriy Rba ∈,  lar uchun 9.1-lemmadagi 1), 2), 4), 5) 
ko‘rinishdagi to‘plamlarning birortasi o‘lchovli bo‘lsa, u holda f  funksiya E  
to‘plamda o‘lchovli bo‘ladi. 

Isbot. Biz faqat 1) korinishdagi to‘plamning o‘lchovli ekanligidan f  ning 
o‘lchovli ekanligini keltirib chiqaramiz. Qolgan tasdiqlarning isbotini o‘quvchiga 
mustaqil isbotlashni tavsiya qilamiz. Faraz qilaylik, )( afE ≥  to‘plam ixtiyoriy 

Ra ∈  uchun o‘lchovli bo‘lsin. U holda uning to‘ldiruvchi to‘plami )<( afE  ham 
o‘lchovli bo‘ladi. Ta’rifga asosan f  o‘lchovli funksiya bo‘ladi. ∆  

9.3-lemma. Agar f  va g  lar E  da o‘lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda  
 )}(>)(:{ xgxfEx ∈  

to‘plam o‘lchovli bo‘ladi. 
Isbot. Ratsional sonlar to‘plami Q  sanoqli bo‘lgani uchun uning 

elementlarini nomerlab chiqamiz, ya’ni },,,,{= 21 KK krrrQ  va quyidagi tenglikni 
isbotlaymiz:  

{ } { } { }( ) (9.1).<)(:>)(:=)(>)(:
1=

kk
k

rxgxrxfxxgxfEx IU
∞

∈

Faraz qilaylik, )}(>)(:{0 xgxfExx ∈∈  bo‘lsin, u holda ratsional sonlar-ning 
zichlik xossasiga ko‘ra shunday Qrk ∈  mavjudki, )(>>)( 00 xgrxf k  munosabat 
o‘rinli bo‘ladi. Demak,  

 { } { }.<)(:>)(:0 kk rxgxrxfxx I∈  
Bundan  

 { } { }( )kk
k

rxgxrxfxx <)(:>)(:
=1

0 IU
∞

∈  

ekanligi kelib chiqadi. Endi  

 { } { }( )kk
k

rxgxrxfxx <)(:>)(:
=1

0 IU
∞

∈  

ixtiyoriy nuqta bo‘lsin, u holda 0x  birlashmadagi to‘plamlarning hech 
bo‘lmaganda bittasiga tegishli bo‘ladi, ya’ni shunday Qrk ∈  mavjudki, bir vaqtda 

krxf >)( 0  va krxg <)( 0  bo‘ladi. Bundan )(>)( 00 xgxf  ekanligi va demak 
)}(>)(:{0 xgxfExx ∈∈  ekanligi kelib chiqadi. 

Biz (9.1) tenglikni isbotladik. 9.3-lemmaning isboti (9.1) tenglikdan, hamda 
o‘lchovli to‘plamlarning sanoqli birlashmasi (6.7-teorema) yana o‘lchovli 
ekanligidan kelib chiqadi. ∆  

9.1-teoremaning isboti. Teoremani bir necha qismlarga ajratib isbotlaymiz. 
1) agar f  - o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy Rk ∈  uchun fk ⋅  va 

kf +  funksiyalar ham o‘lchovli bo‘ladi. Haqiqatan ham,  
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 (9.2)

0.0=,
0,>0=,

0,<),/>(
0,>),/<(

=}<)(:{











≤′∅

′
∈

ck
ckE

kkcfE
kkcfE

cxfkEx

libobagar
libobagar

agar
agar

 

(9.2) tenglikning o‘ng tomonidagi to‘plamlarning har biri o‘lchovli bo‘lgani uchun 
fk ⋅  funksiya o‘lchovli bo‘ladi. kf +  funksiyaning o‘lchovliligi  

 }<)(:{=}<)(:{ kcxfExckxfEx −∈+∈  
tenglikdan kelib chiqadi. 

2) Agar f  va g  lar E  da o‘lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda 9.3-lemmaga 
ko‘ra  

 )}(>)(:{=}>)()(:{ xgcxfExcxgxfEx −∈+∈  
to‘plam ixtiyoriy Rc∈  da o‘lchovli bo‘ladi. Demak, ta’rifga ko‘ra gf +  o‘lchovli 
funksiya bo‘ladi. 

3) 1) va 2) dan kelib chiqadiki, gf −  o‘lchovli funksiya bo‘ladi. 
4) Agar f  o‘lchovli bo‘lsa, u holda f  va 2f  lar ham o‘lchovli funksiyalar 

bo‘ladi. Haqiqatan ham,  

 ( ) (9.3)
0.),>()<(

0<,
=





≥−
>

ccfEcfE
cE

cfE
agar

agar
U

 

(9.3) tenglikning o‘ng tomonidagi to‘plamlar ixtiyoriy Rc∈  da o‘lchovli bo‘lgani 
uchun f  o‘lchovli funksiya bo‘ladi.  

 ( ) (9.4)
0.,

0<,
=)>( 2







≥> ccfE

cE
cfE

agar

agar
 

|| f  funksiyaning o‘lchovli ekanligidan, (9.4) tenglikning o‘ng tomonidagi 
to‘plamlarning ixtiyoriy Rc∈  da o‘lchovli ekanligi kelib chiqadi. Demak, 2f  
o‘lchovli funksiya bo‘ladi. 

5) O‘lchovli funksiyalarning ko‘paytmasi o‘lchovli ekanligi quyidagi  

 ( ) ( )[ ]22

4
1= gfgfgf −−+⋅  

ayniyatdan, hamda 1), 2), 3) va 4) xossalardan kelib chiqadi. 

6) Agar g  o‘lchovli bo‘lib, 0)( ≠xg  bo‘lsa, u holda 
g
1  ning o‘lchovli 

bo‘lishi  
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tenglikdan kelib chiqadi. Demak, 
g
1  - o‘lchovli funksiya. 5-xossaga ko‘ra, 

)(
1)(
xg

xf ⋅  funksiya ham o‘lchovli bo‘ladi, bunda ∆≠ 0.)(xg   

Shunday qilib, biz o‘lchovli funksiyalar to‘plamining arifmetik amallarga 
nisbatan yopiqligini ko‘rsatdik. 

Analizdan ma’lum bo‘lgan tekis va nuqtali yaqinlashish ta’riflarini 
keltiramiz. E  o‘lchovli to‘plamda f  funksiya va }{ nf  o‘lchovli funksiyalar 
ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. 

9.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy 0>ε  uchun shunday 0>0n  mavjud bo‘lib, barcha 
0> nn  va hamma Ex∈  larda ε|<)()(| xfxfn −  bo‘lsa, u holda }{ nf  funksiyalar 

ketma-ketligi E  to‘plamda f  funksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi. 
9.3-ta’rif. Agar har bir Ex∈  da )(=)(lim xfxf n

n ∞→
 bo‘lsa, u holda }{ nf  

funksiyalar ketma-ketligi f  ga nuqtali yaqinlashadi deyiladi. 
Quyidagi teorema o‘lchovli funksiyalar to‘plamining limitga o‘tish (nuqtali 

yaqinlashish) amaliga nisbatan ham yopiqligini ifodalaydi. 
9.2-teorema. Agar }{ nf  o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir Ex∈  da 

)(xf  ga yaqinlashsa, u holda limitik funksiya f  o‘lchovli bo‘ladi. 
Isbot. Shartga ko‘ra, ixtiyoriy Ex∈  uchun )(=)(lim xfxf n

n ∞→
 o‘rinli. Agar 

biz  

(9.5)1<)(:=}<)(:{=)<(
>=1=1 






 −

∞∞∞

k
cxfxcxfxcfE m

nmnk
IUU  

tenglikni isbotlasak, teorema isbotlangan bo‘ladi. Chunki, sanoqli sondagi 
o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi va kesishmasi (6.7-teoremaga qarang) yana 
o‘lchovli to‘plamdir. (9.5) tenglik amaliyot darsida isbotlanadi. 

Bu paragrafni quyidagi misol bilan yakunlaymiz. 
9.2-misol. Agar REf →:  o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda f  funksiya E  

ning ixtiyoriy o‘lchovli A  qismida ham o‘lchovli funksiya bo‘lishini ko‘rsating. 
Yechish. Haqiqatan ham, ixtiyoriy Rc∈  uchun  
 AcfEcxfAx I)<(=}<)(:{ ∈  

tenglik o‘rinli. )<( cfE  va A  to‘plamlar o‘lchovli bo‘lganligi uchun 
}<)(:{ cxfAx∈  to‘plam ham o‘lchovli bo‘ladi. Ta’rifga ko‘ra, f  funksiya A  da 

o‘lchovli bo‘ladi. 
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  
1. O‘lchovli bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring. 
2. O‘lchovli bo‘lmagan, lekin moduli o‘lchovli bo‘lgan funksiyaga misol 

keltiring.  
3. (9.5) tenglikni isbotlang. 
4. 9.1 lemmada keltirilgan 2), 4) va 5) ko‘rinishdagi to‘plamlarning o‘lchovli 
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ekanligidan f  ning o‘lchovli ekanligini keltirib chiqaring.  
5. Shunday f  va g  funksiyalarga misol keltiringki, ularning yig‘indisi o‘lchovli 

bo‘lsin, lekin ayirmasi o‘lchovli bo‘lmasin. 
6. Shunday f  va g  funksiyalarga misol keltiringki, ularning ko‘paytmasi 

o‘lchovli bo‘lsin, lekin yig‘indisi o‘lchovli bo‘lmasin. 
7. Dirixle funksiyasi  

 




∈
∈

Qx
Q\Rx

xD
agar
agar

1,
,0,

=)(  

 ning [0;3]  to‘plamda o‘lchovli ekanligini ta’rif yordamida ko‘rsating. 
8. Agar f  funksiya E  to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda )]([=)( xfxh   ning 

o‘lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda ][x  bilan x  ning butun qismi 
belgilangan.  

 
10. O‘lchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaqinlashishlari 

  
Bu paragrafda ekvivalent funksiyalar, ularning ayrim xossalari va o‘lchovli 

funksiyalar ketma-ketliklarining turli yaqinlashishlari orasidagi bog‘lanishlarni 
o‘rganamiz. 

10.1-ta’rif. E o‘lchovli to‘plamda aniqlangan f  va g  funksiyalar uchun  
 0=)}()(:{ xgxfEx ≠∈µ  

bo‘lsa, f  va g  lar ekvivalent funksiyalar deyiladi va f ~ g  shaklda belgilanadi. 
10.1-misol. Dirixle funksiyasi  

 




∈
∈

,1,
0,

=)(
Qx

QRx
xD

agar
agar \

 

Riman funksiyasi  

 






′−

′−

lsa,obkasrqisqarmasagar

lsa,obsonlirratsionaagar

n
mx

n

x
xR =,1

0,
=)(  

nol funksiya 0)( ≡xθ  hamda bir 1)( ≡xI  funksiyalar orasidan o‘zaro ekvivalent 
funksiyalarni toping. 

Yechish. Ma’lumki, Q  sanoqli to‘plam, shuning uchun 0.=)(Qµ  Lebeg 
o‘lchovi - to‘la o‘lchov (8.4-ta’rifga qarang), shunday ekan, ixtiyoriy QA ⊂  uchun 

0.=)(Aµ  Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:  

.=)}()(:{,)}()(:{
,=)}()(:{,=)}()(:{

QRxIxDxQxRxDx
QxxRxQxxDx

\≠⊂≠
≠≠ θθ

 

Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil qilamiz:  
0,=}{=)}()(:{=)}()(:{ QxxRxxxDx µθµθµ ≠≠  

0.}{=)}()(:{0,=)}()(:{ ≠≠≠ QRxIxDxxRxDx \µµµ  
Demak, D ~θ , R ~θ , R ~ D  bo‘ladi. I  bilan D  ekvivalent emas. 

10.2-ta’rif. Agar biror xossa E  to‘plamning nol o‘lchovli qism to‘plamidan 
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boshqa barcha nuqtalarida bajarilsa, bu xossa E  to‘plamda deyarli bajariladi 
deyiladi. 

Agar ikkita funksiya deyarli teng bo‘lsa, ular ekvivalentdir. 
10.2-misol. Aytaylik, 21= AAE U  va ∅=21 AA I  bo‘lsin. Agar 

RAf →11 :  va RAf →22 :  funksiyalar o‘lchovli bo‘lsa, u holda  

 




∈

∈

22

11

),(
),(

=)(
Axxf
Axxf

xf
agar
agar

 

E  da o‘lchovli funksiya bo‘lishini ko‘rsating. 
Yechish. Ixtiyoriy Rc∈  da  
 }<)(:{})(:{=}<)(:{ 2211 cxfAxcxfAxcxfEx ∈<∈∈ U  

to‘plam - o‘lchovli. Demak, f  funksiya - E  da o‘lchovli. ∆  
10.3-misol. Nol o‘lchovli A  to‘plamda aniqlangan ixtiyoriy RAf →:  

funksiyaning o‘lchovli bo‘lishini isbotlang. 
Yechish. O‘lchovi nolga teng to‘plamning ixtiyoriy qismi (8.4-ta’rifga 

qarang)  
 AcxfAx ⊂∈ }<)(:{  

o‘lchovli, shuning uchun, Af −  da o‘lchovli funksiya bo‘ladi. 
10.1-teorema.  Agar f  funksiya E  o‘lchovli to‘plamda aniqlangan bo‘lib, 

o‘lchovli REg →:  funksiyaga ekvivalent bo‘lsa, u holda f  ham E  da o‘lchovli 
funksiya bo‘ladi. 

Isbot. Faraz qilaylik, g  - o‘lchovli va gf ~  bo‘lsin, ya’ni  
(10.1)0.=)\()},()(:{=\)},(=)(:{= AExgxfxAExgxfxA µ≠

10.2 va 10.3-misollarga ko‘ra,  

 




∈
∈

Axxg
AExxf

xf
agar
agar

),(
),(

=)(
\

 

E  da o‘lchovli funksiya bo‘ladi.  ∆   
10.1. Deyarli yaqinlashish.  
10.3-ta’rif.  Agar E  to‘plamda aniqlangan }{ nf  funksiyalar ketma-

ketligining f  funksiyaga yaqinlashmaydigan nuqtalari to‘plamining o‘lchovi nol 
bo‘lsa, u holda }{ nf  funksiyalar ketma-ketligi E  to‘plamda f  funksiyaga deyarli 
yaqinlashadi deyiladi, ya’ni  

 )(=)(lim xfxf n
n ∞→

 

tenglik E  dagi deyarli barcha x  lar uchun o‘rinli, yoki  
 { } 0.=)(,)(=)(:= AExfxfxA n

n
\lim µ

∞→
 

10.4-misol. ][0;2=,cos=)( πExxf n
n  funksiyalar ketma-ketligining nol 

funksiyaga deyarli yaqinlashishini ko‘rsating. 
 
Yechish.  
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







∈

∈

∞→∞→
}.{0,21,

,=,
},{)(0;20,

=)(=)(
π

π
ππ

x
x

x
xxf n

n
n

n
agar

emasmavjud
agar \

coslimlim  

{ } 0.=},2{0,=)(},,2{0,=0=)(:= ππµµππ A\E\ExfxA n
n
lim

∞→
 

Ta’rifga asosan, xxf n
n cos=)(  funksiyalar ketma-ketligi ][0;2= πE  to‘plamda nol 

0=)(xθ  funksiyaga deyarli yaqinlashadi. ∆  
10.2-teorema. Agar E  to‘plamda }{ nf  o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi 

f  ga deyarli yaqinlashsa, u holda limitik funksiya f  ham o‘lchovlidir. 
Isbot. { })(=)(:= xfxfExA n

n
lim

∞→
∈  bo‘lsin. U holda teorema shartiga 

ko‘ra, 0.=)\( AEµ  A  to‘plamda }{ nf  funksiyalar ketma-ketligi f  ga nuqtali 
yaqinlashadi. 9.2-teoremaga ko‘ra, f  funksiya A  to‘plamda o‘lchovlidir. Nol 
o‘lchovli to‘plamda aniqlangan ixtiyoriy funksiya - o‘lchovli (10.3-misolga 
qarang). Shuning uchun AE \  da −f  o‘lchovli. 10.2-misolga ko‘ra, f  funksiya 
birlashma EA\EA =)(U  to‘plamda ham o‘lchovlidir. ∆  

Ma’lumki, tekis yaqinlashishdan nuqtali yaqinlashish, nuqtali 
yaqinlashishdan esa deyarli yaqinlashish kelib chiqadi. Quyidagi implikatsiyalar 
o‘rinli: 

 
 

 
 
Egorov teoremasi deyarli yaqinlashish bilan tekis yaqinlashish orasidagi 

bog‘lanishni ifodalaydi. 
10.3-teorema (Egorov). E  chekli o‘lchovli to‘plamda }{ nf  funksiyalar 

ketma-ketligi f  ga deyarli yaqinlashsin. U holda ixtiyoriy 0>δ  uchun shunday 
EE ⊂δ  to‘plam mavjudki, uning uchun quyidagilar o‘rinli: 
1) ( ) ,<\ δµ δEE  
2) δE  to‘plamda }{ nf  funksiyalar ketma-ketligi f  ga tekis yaqinlashadi. 
Isbot. 10.2-teoremaga ko‘ra, f  o‘lchovli funksiya bo‘ladi. Aytaylik,  
 }1/|<)()(:|{= mxfxfxE i

ni

m
n −

≥
I  

bo‘lsin. m
nE  to‘plamlar barcha n  va m  uchun o‘lchovli bo‘ladi. m

nE  to‘plam 
tayinlangan n  va m  da barcha ni ≥  lar uchun mxfxfi 1/|<)()(| −  tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi x  lar to‘plamidan iborat. Endi  

 m
n

n

m EE U
∞

=1
=  

bo‘lsin. Aniqlanishiga ko‘ra m
nE  to‘plamlar har bir m  da  

 LL ⊂⊂⊂⊂ m
n

mm EEE 21  
munosabatni qanoatlantiradi. O‘lchovning uzluksizlik xossasiga ko‘ra, har bir m  

Tekis 
yaqinlashish 

Nuqtali 
yaqinlashish 

Deyarli 
yaqinlashish 

O‘lchov bo‘yicha 
yaqinlashish 
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va 0>δ  uchun shunday )(0 mn  mavjudki,  

 .
2

<)( m
m

m
m EE δ

µ )(n0
\  

Endi  

 m
m

m
EE )(n0I

∞

=1
=δ  

bo‘lsin. Ko‘rsatamizki, δE  to‘plam teorema shartlarini qanoatlantiradi. Dastlab δE  
to‘plamda }{ nf  ketma-ketlikning f  ga tekis yaqinlashishini ko‘rsatamiz. Aytaylik, 

δEx∈  bo‘lsin. U holda ixtiyoriy m  uchun barcha )(0 mni ≥  nomerlarda 
mxfxfi 1/|<)()(| −  tengsizlik bajariladi. Bundan δE  to‘plamda }{ nf  ketma-

ketlikning f  funksiyaga tekis yaqinlashishi kelib chiqadi. 
Endi δEE \  to‘plam o‘lchovini baholaymiz. Barcha m  lar uchun 

0.=)\( mEEµ  Haqiqatan ham, agar mEEx \0 ∈  bo‘lsa, u holda yetarlicha katta i  
lar uchun mxfxfi 1/|)()(| 00 ≥−  bo‘ladi, ya’ni )}({ 0xfn  ketma-ketlik )( 0xf  ga 
yaqinlashmaydi. Demak, AEEE m \\ ⊂  munosabat o‘rinli. Bu yerda  

 )}.(=)(lim:{= xfxfxA n
n ∞→

 

Bundan,  
 0.=)\(0=)\()\( mm EEAEEE µµµ ⇒≤  

Bu yerdan kelib chiqadiki,  

 .
2

<)\(=)\( )()( 00 m
m

mn
mm

mn EEEE δ
µµ  

Shuning uchun  

 ≤
∞∞

))\((=)\(=)\( )(
1=

)(
1=

00

m
mn

m

m
mn

m

EEEEEE UI µµµ δ  

 ∆≤ ∑∑
∞∞

.=
2

<)\(
1=

)(
1=

0
δ

δ
µ m

m

m
mn

m

EE  

10.2. O‘lchov bo‘yicha yaqinlashish. Bizga E  to‘plamda aniqlangan }{ nf  
o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi va f  o‘lchovli funksiya berilgan bo‘lsin. 

10.4-ta’rif.  Agar ixtiyoriy 0>δ  uchun  
 { } 0=)()(:lim δµ ≥−∈

∞→
xfxfEx n

n
 

tenglik bajarilsa, u holda }{ nf  funksiyalar ketma-ketligi E  to‘plamda f  
funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashadi deyiladi. 

Deyarli yaqinlashishdan o‘lchov bo‘yicha yaqinlashish kelib chiqadi. 
Quyidagi teorema shu haqda. 

10.4-teorema. Agar }{ nf  o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E  ( )∞<)(Eµ  
to‘plamda f  funksiyaga deyarli yaqinlashsa, u holda }{ nf  ketma-ketlik E  
to‘plamda f  ga o‘lchov bo‘yicha ham yaqinlashadi. 

Isbot. 10.2-teoremaga ko‘ra, limitik funksiya f  o‘lchovli bo‘ladi.  
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 { })(=)(:= xfxfxA n
n
lim

∞→
 

bo‘lsin. Teorema shartiga ko‘ra, 0=)\( AEµ  bo‘ladi. Berilgan 0>δ  son uchun 
quyidagi belgilashlarni kiritamiz.  

 },|)()(:|{=)( δδ ≥− xfxfxE kk  

 ).(=),(=)(
1==

δδδ n
n

k
nk

n RMER IU
∞∞

 

O‘lchovli to‘plamlarning xossalaridan foydalanib, ko‘rsatish mumkinki, yuqorida 
kiritilgan barcha to‘plamlar o‘lchovli bo‘ladi. Ravshanki,  

 .)()()( 21 LL ⊃⊃⊃⊃ δδδ nRRR  
O‘lchovning uzluksizlik xossasidan  

 ( ) )(=)(lim MRn
n

µδµ
∞→

 

tenglik kelib chiqadi. 
Ko‘rsatamizki, AEM \⊂  bo‘ladi. Haqiqatan ham, Ax ∈0  bo‘lsin, ya’ni  
 ( ) ( ).=lim 00 xfxf n

n ∞→
 

Limit ta’rifiga ko‘ra, berilgan 0>δ  son uchun shunday n  mavjudki,  
 ( ) ( ) δ<00 xfxfk −  

tengsizlik barcha nk ≥  lar uchun o‘rinli, ya’ni ),(0 δnRx ∉  shunday ekan, .0 Mx ∉  
Bundan  

 .\\ AEMMEA ⊂⇒⊂  
O‘lchovning yarim additivlik xossasidan  

 0.=)(0=)\()( MAEM µµµ ⇒≤  
Demak, ∞→n  da ( ) 0.)( →δµ nR  )()( δδ nn RE ⊂  munosabatdan va o‘lchovning 
yarim additivlik xossasidan  

 ( ) 0=)(lim δµ n
n

E
∞→

 

ekanligi kelib chiqadi. Bu esa teoremani isbotlaydi.  ∆  
O‘lchov bo‘yicha yaqinlashishdan deyarli yaqinlashish kelib chiqadimi 

degan savol tug‘iladi. Umuman olganda o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishdan deyarli 
yaqinlashish kelib chiqmas ekan. Quyidagi misol bu fikrning to‘g‘riligini 
tasdiqlaydi. 

10.5-misol. Har bir Nk ∈  uchun (0,1]  yarim intervalda )()(
2

)(
1 ,,, k

k
kk fff K  

funksiyalarni quyidagi usul bilan aniqlaymiz  

 















 −

∈

≤
−

.;1(0;1]0,

,<11,
=)()(

k
i

k
ix

k
ix

k
i

xf k
i

\agar

agar
 

Bu funksiyalarni tartib bilan nomerlab, }{ ng  ketma-ketlikni hosil qilamiz. }{ ng  
ketma-ketlikning nol funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishini va biror nuqtada 
ham nolga yaqinlashmasligini isbotlang. 

Isbot. Har bir N∈n  uchun shunday k  va i  sonlar topiladiki, 
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)(=)()( xgxf n
k

i  tenglik bajariladi va n  cheksizga intilishi bilan k  ham cheksizga 
intiladi. Demak, ixtiyoriy 0>δ  uchun  

{ } { } .1=1;1)(:=)(: 0)( ∞→→










 −

≤≥≥ k
kkk

ixfxxgx k
in ,µδµδµ  

Endi }{ ng  ketma-ketlikni (0;1]  intervalda nol funksiyaga deyarli 
yaqinlashmasligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy (0;1]0 ∈x  nuqtani olamiz. Shunday nk  
va ni  ( )LL <<<< 21 nkkk  sonlar topiladiki,  

 






−
∈

n

n

n

n

k
i

k
ix ;1

0  

bo‘ladi. Demak,  
 ( ) ∆≠

∞→
0.1=0xf )k(

i
n

n

nlim  

10.5-teorema. Agar }{ nf  o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E  to‘plamda 
f  ga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashsa, u holda undan f  ga deyarli yaqinlashuvchi 

qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. 
Isbot. Biz musbat va nolga intiluvchi LL ,,,, 21 nεεε  ketma-ketlikni va 

LL ,,,, 21 nηηη  musbat sonlarni LL ++++ nηηη 21  qator yaqinlashuvchi 
bo‘ladigan qilib tanlaymiz. Indekslar ketma-ketligi L,< 21 nn  larni quyidagicha 
tanlaymiz: 1n  indeksni shunday tanlaymizki,  

 111
<}|)()(:|{ ηεµ ≥− xfxfx n  

tengsizlik bajarilsin. Bu tengsizlikni qanoatlantiruvchi 1n  mavjudligi }{ nf  ketma-
ketlikning f  ga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashuvchi ekanligidan kelib chiqadi. Endi 

12 > nn  indeks shunday tanlanadiki,  
 222

<}|)()(:|{ ηεµ ≥− xfxfx n  

tengsizlik bajarilsin. Umuman 1> −kk nn  indeks shunday tanlanadiki,  
 kkkn xfxfx ηεµ <}|)()(:|{ ≥−  

tengsizlik bajarilsin. Tanlangan }{
knf  ketma-ketlikning f  ga deyarli 

yaqinlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:  

 .=}|)()(:|{=
1==

i
i

kkn
ik

i RxfxfxR IU
∞∞

≥− Rvaε  

Tanlanishiga ko‘ra, .21 LL ⊃⊃⊃⊃ nRRR  O‘lchovning uzluksizlik xossasiga 
ko‘ra, ).()( PRn µµ →  Ikkinchi tomondan, ravshanki,  

 k
ik

iR ηµ ∑
∞

=
<)(  

tengsizlik o‘rinli. So‘nggi qator yaqinlashuvchi qatorning qoldig‘i bo‘lganligi 
uchun, u ∞→i  da nolga intiladi. Demak, 0=)(=)( iRlim µµ R . Endi R\E  
to‘plamda )()( xfxf

kn →  ni ko‘rsatish qoldi. Faraz qilaylik, R\Ex ∈0  bo‘lsin. U 
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holda shunday 0i  mavjudki, .
00 iRx ∈/  Bu shuni anglatadiki, barcha 0ik ≥  lar uchun  

 }|)()(:|{0 kkn xfxfxx ε≥−∈/    ya’ni   .|<)()(| 00 kkn xfxf ε−   

Shartga ko‘ra 0,→kε  shuning uchun  
 ∆

∞→
).(=)(lim 00 xfxf

kn
k

 

Quyidagi teorema uzluksiz va o‘lchovli funksiyalar o‘rtasidagi muhim 
bog‘lanishni ifodalaydi. 

10.6-teorema (Luzin). ],[ ba  kesmada aniqlangan f  funksiya o‘lchovli 
bo‘lishi uchun ixtiyoriy 0>ε  son uchun ],[ ba  da uzluksiz bo‘lgan shunday ϕ  
funksiya mavjud bo‘lib, { } εϕµ <)()(:],[ xxfbax ≠∈  tengsizlik bajarilishi zarur 
va yetarli. 

10.1-natija. ],[ ba  kesmada uzluksiz funksiya o‘lchovlidir. 
10.6-misol. ][0;π  kesmada aniqlangan  

 
( )




∈

∈

Qxx
Qxx

xf
,sincos

\][0,,sin
=)(

2

π
  

funksiya o‘lchovli bo‘ladimi? 
Yechish. Luzin teoremasi natijasiga ko‘ra, uzluksiz ][0,,sin=)( πϕ ∈xxx  

funksiya o‘lchovli bo‘ladi. Luzin teoremasi va   
 ( ) επµϕµ <≠ 0=][0,=)}()(:{ Qxxfx I  

tengsizlikdan f  funksiyaning ][0;π  kesmada o‘lchovli ekanligi kelib chiqadi. 
  

 
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  

1. Agar −→ REf :  o‘lchovli funksiya va −⊂ EA  o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, u 
holda RAf →:  funksiyaning A  to‘plamda o‘lchovli bo‘lishini isbotlang. 

2. Agar f  va g  funksiyalar E  to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda 
)}(),({min=)( xgxfxh−  va )}(),({max=)( xgxfxh+  

 funksiyalarning o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.  
3. Agar g~f  va ϕ~g  bo‘lsa, u holda ϕ~f  ekanligini isbotlang.  
4. 10.5-misolda keltirilgan }{ ng  ketma-ketlikdan nolga deyarli yaqinlashuvchi 

qismiy ketma-ketlik ajrating. 
5. 10.4-misol uchun Egorov teoremasi shartlarini qanoatlantiruvchi 310=, −δδE  

to‘plamni quring.  
6. Dirixle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasining shartlarini 

qanoatlantiruvchi uzluksiz )(xϕ  funksiyani toping. )(xD  va )(xR  larning 
aniqlanishini 10.1-misoldan qarang.  

7. f  funksiyaga har bir nuqtada yaqinlashuvchi, lekin tekis yaqinlashmaydigan 
nf  funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.  

8. [0;1],=)( ∈xxxf n
n  funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasini toping.  

9. 1;1][,=)( −∈xxxf n
n  funksional ketma-ketlik Dirixle yoki Riman 
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funksiyalariga deyarli yaqinlashadimi? 
10.  Deyarli yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi yagona 

bo‘ladimi? Agar yagona bo‘lmasa, bu haqda o‘z fikringizni ayting.  
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 Lebeg integrali 
 11. Sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali 

  
Hamma yerda E  o‘lchovli to‘plamda aniqlangan o‘lchovli f  funksiyani 

qaraymiz va +∞<)(Eµ  deb faraz qilamiz. 
11.1-ta’rif. Agar REf →:  o‘lchovli bo‘lib, uning qiymatlari to‘plami 

ko‘pi bilan sanoqli bo‘lsa, u holda f  sodda funksiya deyiladi. 
11.1-teorema. Ko‘pi bilan sanoqlita har xil KK ,,,, 21 nyyy  qiymatlarni 

qabul qiluvchi f  funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun  
 { }nn yxfExA =)(:= ∈  

to‘plamlarning o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli. 
Isbot. Zaruriyligi. f  funksiya E  to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, nA  

to‘plamlarning o‘lchovli ekanligi 9.1-lemmadan kelib chiqadi. 
Yetarliligi. nA  to‘plamlarning har biri o‘lchovli ekanligidan f  funksiyaning 

o‘lchovli ekanligini keltirib chiqaramiz.  

 ( ) n
n

AcycfE U
<=<  

tenglikdan va o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi o‘lchovli ekanligidan f  ning 
E  da o‘lchovli funksiya ekanligi kelib chiqadi. 

11.1-misol. Agar REf →:  o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda 
)]([=)( xfxg  funksiya E  da sodda funksiya bo‘lishini isbotlang. Bu yerda ][a  

simvol a  sonining butun qismini bildiradi. 
Yechish. g  funksiya faqatgina butun qiymatlar qabul qiladi. Shuning uchun 

uning qiymatlar to‘plami ko‘pi bilan sanoqlidir. Endi uning o‘lchovli ekanligini 
ko‘rsatamiz. Haqiqatan ham, ixtiyoriy Zn∈  uchun  

 1}<)(:{=}=)(:{ +≤∈∈ nxfnExnxgEx  
tenglik o‘rinli. 9.1-lemmaga ko‘ra 1)<( +≤ nfnE  to‘plam o‘lchovli. 11.1-
teoremaga ko‘ra g  funksiya E  da o‘lchovli funksiya bo‘ladi. Demak, g  sodda 
funksiya ekan. 

11.2-misol. Sodda funksiyaning songa ko‘paytmasi yana sodda funksiya 
bo‘lishini ko‘rsating. Sodda funksiyalar yig‘indisi yana sodda funksiya bo‘lishini 
isbotlang. 

Yechish. Sodda funksiyaning songa ko‘paytmasi yana sodda funksiya 
bo‘lishi bevosita ta’rifdan kelib chiqadi. Sodda funksiyalar yig‘indisining yana 
sodda funksiya bo‘lishi esa, o‘lchovli funksiyalar yig‘indisining yana o‘lchovli 
funksiya ekanligidan (9.1-teoremaga qarang) hamda chekli yoki sanoqli 
to‘plamlarning arifmetik yig‘indisi (3 §−  dagi 5-topshiriqqa qarang) yana chekli 
yoki sanoqli to‘plam ekanligidan kelib chiqadi. 

11.2-teorema (O‘lchovlilik mezoni). REf →:  funksiya o‘lchovli bo‘lishi 
uchun unga tekis yaqinlashuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud 
bo‘lishi zarur va yetarli. 
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Isbot. Yetarliligi 9.2-teoremadan kelib chiqadi. 
Zaruriyligi. −f  o‘lchovli funksiya bo‘lsin. Unga tekis yaqinlashuvchi }{ nf  

sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjudligini ko‘rsatamiz. 11.1-11.2 
misollarga ko‘ra, har bir Nn∈  uchun  

 (11.1))]([=)(
n

xnfxf but
n  

sodda funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari  

 
nn

xnf
n

xnfxnf
n

xnfxfxfxf but
n

1)}({=)]([)(=)]([)(=)()( ≤
−

−−  

tengsizlik o‘rinli. Demak, nf  ketma-ketlik f  ga tekis yaqinlashadi. ∆  
Dastlab biz cheklita nyyy ,,, 21 K  qiymatlarni qabul qiluvchi f  sodda 

funksiya uchun Lebeg integrali tushunchasini kiritamiz. Ixtiyoriy },{1,2, nk K∈  
uchun  

 (11.2)}=)(:{= kk yxfAxA ∈  
belgilash olamiz.  

11.2-ta’rif. Bizga nyyy ,,, 21 K  qiymatlarni qabul qiluvchi RAf →:  sodda 
funksiya berilgan bo‘lsin. U holda  

 ( )kk

n

k
Ay µ∑

1=
 

yig‘indi f  sodda funksiyaning A  to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali 
deyiladi va  

 ( )kk

n

kA

Aydxf µµ ∑∫
1=

=)(  

kabi belgilanadi. 
Endi bizga sanoqlita KK ,,,, 21 nyyy  qiymatlarni qabul qiluvchi f  sodda 

funksiya berilgan bo‘lsin. f  funksiya uchun quyidagi formal  

 ( ) (11.3)
=1

kk
k

Ay µ∑
∞

 

qatorni qaraymiz, bu yerda kA  lar (11.2) tenglik bilan aniqlanadi. 
11.3-ta’rif. Agar (11.3) qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda f  

sodda funksiya A  to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. (11.3) 
qatorning yig‘indisi f  funksiyaning A  to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali 
deyiladi va quyidagicha belgilanadi  

 ( ).=)(
1=

nn
nA

Aydxf µµ ∑∫
∞

 

Bu ta’rifda ny  larning har xilligi talab qilingan. Lekin ny  larning har 
xilligini talab qilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali ta’rifini 
keltirish mumkin. Bu quyidagi lemma yordamida amalga oshiriladi. 

11.1-lemma. jiBBBA jik
k

≠∅,=,= IU  va har bir kB  to‘plamda f  
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funksiya faqat bitta kc  qiymat qabul qilsin. U holda  
 ( ) (11.4)=)( kk

kA

Bcdxf µµ ∑∫  

tenglik o‘rinli hamda f  sodda funksiya A  to‘plamda integrallanuvchi bo‘lishi 
uchun (11.4) qatorning absolyut yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir. 

Isbot. Osongina ko‘rish mumkinki, har bir  
 }=)(:{= nn yxfAxA ∈  

to‘plam nk yc =  bo‘ladigan kB  to‘plamlarning birlashmasidan iborat, ya’ni  

 .= k
nk

n BycA U
=  

Shuning uchun  
 ( ) ( ) ( ).== kk

k
k

nk
n

n
nn

n
BcB

yc
yAy µµµ ∑∑∑∑

=
 

O‘lchovning manfiymasligidan  
 ( ) ( ) ( )kk

k
k

nk
n

n
nn

n
BcB

yc
yAy µµµ ∑∑∑∑

=
==  

ya’ni  
 ( ) ( )kk

k
nn

n
BcAy µµ ∑∑ va  

qatorlar bir vaqtda absolyut yaqinlashadi yoki uzoqlashadi. ∆  
Sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining ba’zi xossalarini isbotlaymiz. 
A) Additivlik xossasi. Agar f  va g  sodda funksiyalar A  to‘plamda 

integrallanuvchi bo‘lsa, u holda gf +  sodda funksiya ham A to‘plamda 
integrallanuvchi va  

 µµµ dxgdxfdxgxf
AAA

)()(=)]()([ ∫∫∫ ++  

tenglik o‘rinli. 
Isbot. gf +  ning sodda funksiya bo’lishi 11.2-misolda isbotlangan. 

Integrallanuvchi f  sodda funksiya if  qiymatni AAi ⊂  to‘plamda, g  sodda 
funksiya esa jg  qiymatni AB j ⊂  to‘plamda qabul qilsin. U holda  

 ( ) ( )jj
jA

ii
iA

BgdxgAfdxf µµµµ ∑∫∑∫ =)(,=)(  

qatorlar absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi. O‘lchovning −σ  additivlik xossasiga 
ko‘ra, quyidagi tengliklar o‘rinli  

 ( ) ( ) ( ) ( ).=,= ji
i

jji
j

i BABBAA II µµµµ ∑∑  

U holda quyidagi musbat hadli qatorlar  
 ( ) ( )jij

ji
jii

ji
BAgBAf II µµ ⋅⋅ ∑∑∑∑ ||,||  

yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak,  
 ( ) ( )jiji

ji
BAgf Iµ+∑∑  

qator absolyut yaqinlashuvchi. Bundan gf +  sodda funksiyaning integrallanuvchi 
ekanligi kelib chiqadi. 11.1-lemmaga ko‘ra,  
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 ( ) ( ) ( )+++ ∑∑∑∑∫ ji
j

i
i

jiji
jiA

BAfBAgfdxgxf II µµµ ==)]()([  

( ) ( ) ( ) ∆+⋅+⋅+ ∫∫∑∑∑∑ .)()(== µµµµµ dxgdxfBgAfBAg
AA

jj
j

ii
i

ji
i

j
j

I  

B) Agar f  sodda funksiya A  to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda 
ixtiyoriy Rk ∈  o‘zgarmas uchun fk ⋅  funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi 
va quyidagi tenglik o‘rinli  

 .)(=)( µµ dxfkdxfk
AA
∫∫ ⋅  

Isbot. Sodda funksiya integrali ta’rifiga ko’ra  
( ) ( ) ∆⋅⋅ ∫∑∑∫ .)(===)( µµµµ dxfkAfkAfkdxfk

A
ii

i
ii

iA

 

C) A   to‘plamda chegaralangan f  sodda funksiya integrallanuvchidir. 
Agar A  da Mxf ≤)(  bo‘lsa, u holda quyidagi tengsizlik o‘rinli  
 ).(|)(| AMdxf

A

µµ ⋅≤∫  

Isbot.  Sodda funksiya integrali  ta’rifidan 
 ( ) ( ) ( ) ∆⋅⋅≤≤ ∑∑∑∫ ).(=||||=|)(| AMAMAfAfdxf i

i
ii

i
ii

iA

µµµµµ  

Bu paragrafni quyidagi sodda funksiyaning Lebeg integralini hisoblash bilan 
yakunlaymiz. 

11.3-misol. (0;1]=A  oraliqda f  funksiyani quyidagicha aniqlaymiz:  

 .,
2
1,

2
1=,=)( 1 NnAxnxf nnn ∈




∈ −agar  

f  sodda funksiya (0;1]=A  to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuv-chimi? 
Agar integrallanuvchi bo‘lsa, uning integralini hisoblang. 

Yechish. Ma’lumki,  

 (0;1]=
1=

n
n

AU
∞

 

va nA  to‘plamlar o‘zaro keshishmaydi. Sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali 
ta’rifiga ko‘ra,  

 (11.5)
2
1

1=
n

n
n ⋅∑

∞

 

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, f  sodda funksiya (0;1]=A  da integrallanuvchi 
bo‘ladi. Bu holda musbat hadli qatorlarni taqqoslash haqidagi Dalamber 
alomatidan foydalanish qulay.  

 1.<
2
1=2

2
1

lim=lim 1
1

n
n

a
a n

n
nn

n

n
⋅

+
+

∞→

+

∞→
 

Demak, (11.5) qator yaqinlashuvchi. Bu yerdan f  sodda funksiyaning Lebeg 
ma’nosida integrallanuvchiligi kelib chiqadi. Endi (11.5) qator yig‘indisini 
hisoblaymiz. Uning qismiy yig‘indisi nS  uchun  
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 =)
28

3
4
2

2
1(

28
4

4
3

2
21=2= 1 nnnnn

nnSSS ++++−+++++− − LL  

 

.
22

1
8
1

4
1

2
11=

2
)

2
1

2
()

4
2

4
3()

2
1

2
2(1 111 nnnnn

nnnn
−+++++−

−
−++−+−+ −−− LL  

Bu tenglikda ∞→n  da limitga o‘tib,  
 2=lim=)(

(0;1]
n

n
Sdxf

∞→
∫ µ  

ekanligini olamiz. 
Matematik analiz kursidan ma’lumki ([7] ga qarang) f  funksiya Riman 

ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishi uchun, uning chegaralangan bo‘lishi zarur. 
Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman integrali "xosmas integral"   
ma’nosida ta’riflanadi. 11.1-misolda qaralgan f  funksiya (0;1]  da 
chegaralanmagan. Lebeg integrali ta’rifida funksiyaning chegaralangan bo‘lishi 
muhim emas, ya’ni chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun Lebeg 
integrali bir xilda ta’riflanadi. 

  
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  

1. Axxxf =[0;5)],[=)( ∈  ning sodda funksiya ekanligini ko‘rsating va uning 
A  to‘plam bo‘yicha olingan integralini hisoblang.  

2. Sodda funksiyalar ko‘paytmasi yana sodda funksiya bo‘lishini isbotlang.  
3. Dirixle funksiyasini  [0;3]=A   to‘plamda sodda funksiya ekanligini ta’rif 

yordamida ko‘rsating. Uning integralini hisoblang. 
4. Riman funksiyasining  [0;1]=A   to‘plamda sodda funksiya ekanligini ta’rif 

yordamida ko‘rsating. Uning integralini hisoblang. 
12. Lebeg integralining xossalari 

  
Bu paragrafda Lebeg integralining asosiy xossalari o‘rganiladi. Biz doim 

chekli o‘lchovli )<)(( +∞AA µ  to‘plam va unda aniqlangan f  o‘lchovli 
funksiyani qaraymiz. 

12.1-ta’rif. Agar A  to‘plamda f  funksiyaga tekis yaqinlashuvchi, 
integrallanuvchi sodda funksiyalarning { }nf  ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, u holda 
f  funksiya A  to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va uning 

integrali  
 (12.1))(=)(lim µµ dxfdxf

A
n

An
∫∫

∞→
 

tenglik bilan aniqlanadi. 
Bu ta’rif korrekt, ya’ni kamchiliklardan holi bo‘lishi uchun quyidagi shartlar 

bajarilishi kerak: 
1) Har qanday tekis yaqinlashuvchi va A  to‘plamda integrallanuvchi sodda 

funksiyalar ketma-ketligi uchun (12.1) limit mavjud bo‘lishi kerak. 
2) Berilgan f  funksiya uchun (12.1) limit { }nf  ketma-ketlikning 

tanlanishiga bog‘liq emas. 
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3) Agar f  funksiya sodda funksiya bo‘lsa, bu ta’rif §11−  dagi sodda 
funksiyalar uchun berilgan 11.2-ta’rif bilan usma-ust tushishi kerak. 

1-3 shartlarning bajarilishini ko‘rsatamiz. 
1) Sodda funksiyalar uchun integralning BA,  va C  xossalaridan  

|)()(|sup)())()(()()( xfxfAdxfxfdxfdxf mn
Ax

mn
A

m
A

n
A

−⋅≤−≤−
∈

∫∫∫ µµµµ  

tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa (12.1) limitning mavjudligini isbotlaydi. 
2) (12.1) limitning { }nf  ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘liq emasligini 

isbotlaymiz. Faraz qilaylik, f  ga tekis yaqinlashuvchi ikkita { }nf  va { }'
nf  ketma-

ketliklar uchun (12.1) limit har xil qiymatlar qabul qilsin. U holda 
LL ,,,,,, 2211

'
nn

'' ffffff  ketma-ketlik f  ga tekis yaqinlashadi, lekin bu ketma-
ketlik uchun (12.1) limit mavjud emas. Bu esa hozirgina isbotlangan 1) shartga zid. 

3) shartni isbotlash uchun ixtiyoriy n  da )(=)( xfxfn  deb olish yetarli. 
Endi 12.1-ta’rifga teng kuchli bo‘lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz. 
12.2-ta’rif. Agar har bir Nn∈  uchun (11.1) tenglik bilan aniqlanuvchi but

nf  
sodda funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f  funksiya A  to‘plamda Lebeg 
ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va uning integrali  

 .)()( µµ dxfdxf but
n

AnA
∫∫

∞→
= lim  

12.1. Lebeg integralining asosiy xossalari. 
I.  
 ).(=1 Ad

A

µµ⋅∫  

II. Bir jinslilik xossasi. Agar f  funksiya A  to‘plamda integrallanuvchi 
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy Rk ∈  o‘zgarmas uchun fk  funksiya ham A to‘plamda 
integrallanuvchi va  

 µµ dxfkdxfk
AA

)(=)( ∫∫ ⋅  

tenglik o‘rinli. 
Isbot. Bu xossaning isboti sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining B 

xossasidan limitga o‘tish natijasida, o‘zgarmasni limit belgisi ostidan chiqarish 
mumkin degan qoidadan kelib chiqadi. Ya’ni, agar }{ nf  integrallanuvchi sodda 
funksiyalar ketma-ketligi f  funksiyaga tekis yaqinlashsa, u holda }{ nfk ⋅  
integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi fk ⋅  funksiyaga tekis 
yaqinlashadi. Demak, fk ⋅  funksiya integrallanuvchi va  

 µµµ dxfkdxfkdxfk
A

n
AnA

)(=)(lim=)( ∫∫∫ ⋅⋅
∞→

 

tenglik o‘rinli. ∆  
III. Additivlik xossasi. Agar f  va g  funksiyalar A  to‘plamda 

integrallanuvchi bo‘lsa, u holda gf +  funksiya ham A to‘plamda 
integrallanuvchi va  
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 µµµ dxgdxfdxgxf
AAA

)()(=)]()([ ∫∫∫ ++  

tenglik o‘rinli. 
Isbot. Agar }{ nf  integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi f  

funksiyaga, }{ ng  integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi g  funksiyaga 
tekis yaqinlashsa, u holda }{ nn gf +  integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-
ketligi gf +  funksiyaga tekis yaqinlashadi. Demak, gf +  funksiya 
integrallanuvchi va sodda funksiyalar uchun integralning A) xossasiga ko‘ra  

 [ ] =)]()([lim=)()( µµ dxgxfdxgxf nn
AnA

++ ∫∫
∞→

 

 µµµµ dxgdxfdxgdxf
AA

n
An

n
An

)()(=)(lim)(lim= ∫∫∫∫ ++
∞→∞→

 

tenglik o‘rinli. ∆  
IV. A  to‘plamda chegaralangan va o‘lchovli f  funksiya 

integrallanuvchidir. 
Isbot. Agar f  funksiya A  to‘plamda chegaralangan bo‘lsa, u holda (11.1) 

tenglik bilan aniqlanuvchi but
nf  sodda funksiya ixtiyoriy Nn∈  da cheklita qiymat 

qabul qiladi. Demak, but
nf  integrallanuvchi. 12.2-ta’rifga ko‘ra f  ham 

integrallanuvchi. ∆  
V. Agar 0)( ≥xf  funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, u holda  
 0.)( ≥∫ µdxf

A

 

Isbot. Bu xossa Lebeg integralining monotonlik xossasi deyiladi. Uning 
isboti sodda funksiyalar uchun to‘g‘ridan-to‘g‘ri ta’rifdan kelib chiqadi. Agar f  
manfiymas funksiya bo‘lsa, u holda unga tekis yaqinlashuvchi but

nf  sodda 
funksiyalar ketma-ketligi ham manfiymas. Bundan  

 0.)]([1=)( ≥∫∫ µµ dxfn
n

dxf
A

but
n

A

 

Bu yerdan ∞→n  da limitga o‘tib, V-xossaning isbotiga ega bo‘lamiz. ∆  
Integralning monotonlik xossasidan quyidagi tasdiq kelib chiqadi. Agar 

)()( xgxf ≥  bo‘lsa, u holda  
 µµ dxgdxf

AA

)()( ∫∫ ≥  

tengsizlik o‘rinli. Shuningdek, agar AxMxfm ∈≤≤ ,)(  bo‘lsa, u holda  
 )()()( AMdxfAm

A

µµµ ≤≤ ∫  

tengsizliklar o‘rinli. 
VI'. Agar 0=)(Aµ  bo‘lsa, u holda ixtiyoriy RAf →:  uchun  
 0.=)( µdxf

A
∫  

VI. Agar deyarli barcha Ax∈  lar uchun )(=)( xgxf  bo‘lsa, u holda  
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 µµ dxgdxf
AA

)(=)( ∫∫    

tenglik o’rinli. Bu integrallardan birining mavjudligidan ikkinchisining mavjudligi 
kelib chiqadi va aksincha. 

Bu tasdiqlar Lebeg integralining ta’rifidan bevosita kelib chiqadi. 
VII. Agar ϕ  funksiya A  to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib, deyarli barcha 

Ax∈  lar uchun )()( xxf ϕ≤  bo‘lsa, u holda f  funksiya ham A to‘plamda 
integrallanuvchi bo‘ladi. 

Isbot. Haqiqatan ham, agar f  va ϕ  sodda funksiyalar bo‘lsa, u holda A  
to‘plamdan qandaydir nol o‘lchovli to‘plamni chiqarib tashlab, qolgan 'A  
to‘plamda )()( xxf ϕ≤  tengsizlikni hosil qilamiz. 'A  to‘plamni chekli yoki 
sanoqli sondagi '

nA  to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida shunday 
tasvirlaymizki, har bir '

nA  to‘plamda f  va ϕ  funksiyalar o‘zgarmas bo‘lsin, ya’ni  
 .,=)(,=)( '

nnn Axbxaxf ∈ϕ  
Shartga ko‘ra nn ba ≤  tengsizlik bajariladi. ϕ  funksiya integrallanuvchi 
bo‘lganligi uchun  

 ( ) ( ) .)(=)(=
1=1=

µϕµϕµµ dxdxAbAa
AA

'
nn

n

'
nn

n
∫∫∑∑

′

∞∞

≤  

Shuning uchun f  ham integrallanuvchi va  
 

( ) ( ) .)()(==)(=)( µϕµµµµµ dxdxfAaAadxfdxf
A'A

'
nn

n

'
nn

n'AA
∫∫∑∑∫∫ ≤≤  

Endi umumiy holni qaraymiz.  

 
n

xfnxf but
n

)]([=)(  

sodda funksiya ixtiyoriy Nn∈  da  
 'but

n Axxxf ∈+≤ 1,)(|)(| ϕ  
tengsizlikni qanoatlantiradi. Demak, )(xf but

n  sodda funksiya integrallanuvchi. 
12.2-ta’rifga ko‘ra f  funksiya ham integrallanuvchi. ∆  
 VIII. Quyidagi integrallar bir vaqtda mavjud yoki mavjud emas. 

 µµ dxfIdxfI
AA

)(=,)(= 21 ∫∫ . 

Isbot. VII xossadan foydalanib, ko‘rsatish mumkinki, 2I  ning 
mavjudligidan 1I  ning mavjudligi kelib chiqadi. Teskari tasdiq f  sodda funksiya 
bo‘lganda bevosita ta’rifdan kelib chiqadi. Umumiy holni qaraymiz. f  funksiya A  
da integrallanuvchi bo‘lgani uchun, unga tekis yaqinlashuvchi }{ nf  
integrallanuvchi, sodda funksiyalar ketma-ketligi mavjud. U holda  

 )()(|)(||)(| xfxfxfxf nn −≤−  
tengsizlikka ko‘ra, |}{| nf  - integrallanuvchi, sodda funksiyalar ketma-ketligi || f  
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funksiyaga tekis yaqinlashadi. Shunday ekan, ta’rifga ko‘ra, 2I  integral mavjud. ∆  
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi funksiya Riman ma’nosida 

integrallanuvchi bo‘lishi shart emas. 
12.1-misol. Dirixle funksiyasini [0;2]  kesmada Lebeg va Riman 

ma’nolarida integrallanuvchanlikka tekshiring. 
Yechish. )(xD  sodda funksiya bo‘lib, uning Lebeg integrali  
 0.=)([0;2]0)([0;2]1=)(

[0;2]

Q\QdxD µµµ ⋅+⋅∫ I  

Dirixle funksiyasi [0;2]  kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Buni 
ko‘rsatish uchun [0;2]  kesmani 2=<<<<<=0 1210 nn xxxxx −L  nuqtalar 
yordamida teng n  bo‘lakka bo‘lamiz. Ma’lumki, Dirixle funksiyasining [ ]kk xx ;1−  
bo‘lakchadagi aniq yuqori chegarasi kM−  barcha },{1,2, nk K∈  uchun 1 ga teng, 
Dirixle funksiyasining bu bo‘lakchadagi aniq quyi chegarasi km−  esa 0  ga teng. 
Bu bo‘linishga mos Darbu yig‘indilarini qaraymiz:  

 0.=02=2=2,=12=2=
1=1=1=1=

∑∑∑∑Ω
n

k
k

n

k
n

n

k
k

n

k
n n

m
nn

M
n

ω  

Bu yerdan,  
 0=lim2,=lim n

n
n

n
ω

∞→∞→
Ω  

tengliklarga kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0;2]  kesmada Riman ma’nosida 
integrallanuvchi emas. 

IV,VI, VII va VIII xossalar Lebeg integrali uchun xos. Bu xossalar Riman 
integrali uchun o‘rinli emas. Hozir bularga misollar keltiramiz. 

12.2-masala. IV va VI-xossalar  Riman integrali uchun o‘rinli emasligiga 
misol keltiring.  

Yechish. [0;2]  kesmada Dirixle funksiyasini qaraymiz. U chegaralangan va 
o’lchovli, demak IV-xossaga ko’ra  u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi, lekin 
Riman ma’nosida integrallanuvchi emas (12.1-misolga qarang). [0;2]  kesmada 
Dirixle )(xD  va nol 0=)(xθ  funksiyalarni qaraymiz. Ular [0;2]  kesmada deyarli 
teng, shuning uchun VI-xossaga ko’ra   

 0.=)(=)(
[0;2][0;2]

µθµ dxdxD ∫∫  

Lekin ulardan biri ( )(xθ  funksiya) Riman ma’nosida integrallanuvchi, ikkinchisi 
)(xD  esa Riman ma’nosida integrallanuvchi emas (12.1-misolga qarang). 

Lebeg integralining VII va VIII xossalari ham Riman integrali uchun o‘rinli 
emas. Bunga quyidagi misollarda ishonch hosil qilish mumkin.  

 




∈−
∈

≡
QRx

Qx
xfx

\1,
,1,

=)(2,)(
agar
agar

ϕ  

Barcha [0;2]∈x  lar uchun )(|)(| xxf ϕ≤  tengsizlik o‘rinli. Lekin f  funksiya [0;2]  
kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Bu tasdiq )(xD  ning Riman 
ma’nosida integrallanuvchi emasligiga o‘xshash isbotlanadi. 
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f  funksiya [0;2]  to‘plamda integrallanuvchi emas, ammo 1|)(| ≡xf  
funksiya esa Riman ma’nosida integrallanuvchi. Demak, VIII-xossa Riman 
integrali uchun o‘rinli emas. 

12.2. Lebeg integralining σ  - additivlik va absolyut uzluksizlik 
xossalari. Yuqorida biz Lebeg integralining xossalarini tayinlangan A  to‘plam 
bo‘yicha keltirdik. Endi  

 µdxfAF
A

)(=)( ∫  

ifodani o‘lchovli to‘plamlar sistemasida aniqlangan, A  to‘plamning funksiyasi 
sifatida qarab, Lebeg integralining ayrim xossalarini isbotlaymiz. 

12.1-teorema  (Lebeg integralining σ  - additivlik xossasi). O‘lchovli A  
to‘plam o‘zaro kesishmaydigan LL ,,,, 21 nAAA  o‘lchovli to‘plamlarning 
birlashmasidan iborat bo‘lsin, ya’ni  

 ,,=,=
1=

jiAAAA jin
n

≠∅
∞

IU  

va f  funksiya A  to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsin. U holda har bir nA  to‘plam 
bo‘yicha f  funksiyaning integrali mavjud,  

 µdxf
nAn

)(
1=
∫∑

∞

 

qator absolyut yaqinlashadi va  

 (12.2))(=)(
1=

µµ dxfdxf
nAnA
∫∑∫

∞

 

tenglik o‘rinli. 
Isbot. Avvalo teoremani KK ,,,, 21 nyyy  qiymatlarni qabul qiluvchi f  sodda  

funksiya uchun isbotlaymiz. Quyudagi belgilashlarni kiritamiz:  
 { },=)(:= kk yxfAxB ∈  
 { } nk

n
knkknnk BBAByxfAxB UI =,==)(:= ∈ . 

f  funksiya integrallanuvchi bo‘lgani uchun ( )kk
k

By µ∑  qator absolyut 

yaqinlashuvchi bo‘ladi.  U holda 
=)(=)(=)( nk

n
k

k
kk

kA
ByBydxf µµµ ∑∑∑∫  

 .)(=)(=)(
1=

µµµ dxfByBy
nAn

nkk
kn

nkk
nk

∫∑∑∑∑∑
∞

=             (12.3)  

To‘plam o‘lchovi manfiymas bo‘lgani uchun (12.3) tengliklar zanjiridagi barcha 
qatorlar absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Endi f  funksiya A  to‘plamda integrallanuvchi bo‘lgan ixtiyoriy funksiya 
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy 0>ε  son uchun A  da integrallanuvchi shunday sodda 
g  funksiya mavjudki, barcha Ax∈  larda  

 (12.4)<)()( εxgxf −  
tengsizlik bajariladi. Yuqorida isbotlanganiga ko‘ra g  uchun  
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 (12.5))(=)(
1=

µµ dxgdxg
nAnA
∫∑∫

∞

 

tenglik o‘rinli va g  har bir nA  da integrallanuvchi hamda (12.5) qator absolyut 
yaqinlashuvchi. g  ning nA  to‘plamlarda integrallanuvchi ekanligidan va (12.4) 
tengsizlikdan f  ning ham har bir nA  to‘plamda integrallanuvchi ekanligi kelib 
chiqadi hamda  

).(=)(|)()(||)()(|
1=1=1=

AAdxgxfdxgdxf n
nnAnnAnAn

µεµεµµµ ∑∫∑∫∫∑
∞∞∞

<−≤−  

Bu esa (12.5) bilan birgalikda  

 µdxf
nAn

)(
1=
∫∑

∞

 

qatorning absolyut yaqinlashuvchi ekanligiga va quyidagi bahoga olib keladi:  

=)()(
1=

µµ dxfdxf
AnAn
∫∫∑ −

∞

≤−+− ∫∫∫∑∫∑
∞∞

µµµµ dxfdxgdxgdxf
AAnAnnAn

)()()()(
1=1=

 

 ).(2)()()()(
1=

Adxfdxgdxgdxf
AAnAnAn

µεµµµµ ≤−+−≤ ∫∫∫∫∑
∞

 

Bu yerda 0>ε  ixtiyoriy bo‘lgani uchun (12.2) tenglik o‘rinli. 
12.1-natija. Agar f  funksiya A  to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda 

f  funksiya A  to‘plamning ixtiyoriy o‘lchovli A′  qismida ham integrallanuvchi 
bo‘ladi. 

Endi ma’lum ma’noda 12.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi 
teoremani keltiramiz. 

12.2-teorema. O‘lchovli A  to‘plam o‘zaro kesishmaydigan LL ,,,, 21 nAAA  
o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasidan iborat bo‘lsin, ya’ni  

 .,=,=
1=

jiAAAA jin
n

≠∅
∞

IU  

Har bir nA  to‘plamda f  funksiya integrallanuvchi va  

 (12.6))(
1=

µdxf
nAn
∫∑

∞

 

qator yaqinlashuvchi bo‘lsin. U holda f  funksiya A  to‘plamda integrallanuvchi 
va (12.2)  tenglik o‘rinli bo‘ladi. 

Isbot. Teoremani isbotlash uchun f  funksiyaning A  to‘plamda 
integrallanuvchi ekanligini ko‘rsatish yetarli. (12.2) tenglik 12.1-teoremadan kelib 
chiqadi. Avvalo isbotni iB  to‘plamlarda if  qiymatlarni qabul qiluvchi f  sodda 
funksiya uchun keltiramiz  Quyudagi belgilashlarni kiritamiz: 

 { } inniii BAAfxfAxB I=,=)(:= ∈ . 
U holda quyidagilar o’rinli  
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ini
n

BA =U     va ( ).=|)(| nii
inA

Afdxf µµ ∑∫  

(12.6) qatorning yaqinlashuvchiligidan  
 ( )nii

in
Af µ∑∑  

qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Yaqinlashuvchi musbat hadli qator 
hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy tartibda almashtirish mumkin. Shuning uchun  

 ( ) ( ) ( )ii
i

ni
n

i
i

nii
in

BfAfAf µµµ ∑∑∑∑∑ == . 

Oxirgi qatorning yaqinlashuvchiligi  
 ( )ii

iA
Bfdxf µµ ∑∫ =)(  

integralning mavjudligini bildiradi. 
Umumiy holda ixtiyoriy 0>ε  son va f  funksiya uchun shunday f~  sodda 

funksiya mavjudki, barcha Ax∈  uchun  
 (12.7).|<)(~)(| εxfxf −  

tengsizlik o‘rinli. U holda VII-xossaga ko‘ra, har bir nA  to‘plamda f~  
funksiyaning integrali mavjud va  

 )()()(~
n

nAnA
Adxfdxf µεµµ +≤ ∫∫  

tengsizlik o‘rinli. (12.6) qatorning yaqinlashuvchi ekanligidan, hamda  

 ( ) )(=
1=

AAn
n

µµ∑
∞

 

tenglikdan  

 µdxf
nAn

)(~
1=
∫∑

∞

 

qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Bundan f~  sodda funksiyaning A  
da integrallanuvchi ekanligi, (12.7) tengsizlikdan esa f  funksiyaning A  to‘plamda 
integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. ∆  

12.3-teorema (Chebishev tengsizligi). A  o‘lchovli to‘plamda manfiymas ϕ  
funksiya va 0>c  son berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tengsizlik o‘rinli  

 { } .)(1)(: µϕϕµ dx
c

cxAx
A
∫≤≥∈  

Isbot. Aytaylik, { }cxAxAc ≥∈ )(:= ϕ  bo‘lsin. U holda  
 ( ).)()()(=)(

\
c

cAcAAcAA

Acdxdxdxdx µµϕµϕµϕµϕ ⋅≥≥+ ∫∫∫∫  

Bu yerdan   

 µϕµ dx
c

A
A

c )(1)( ∫≤  

tengsizlik kelib chiqadi. ∆   
12.2-natija. Agar  
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 0=)( µdxf
A
∫  

bo‘lsa, u holda deyarli barcha Ax∈  uchun 0=)(xf  bo‘ladi. 
Isbot. Chebishev tengsizligiga ko‘ra ixtiyoriy n  uchun  

 0=)(1)(: µµ dxfn
n

xfAx
A
∫≤







 ≥∈  

munosabatga egamiz. Bundan tashqari  

 






 ≥∈≠∈

∞

n
xfAxxfAx

n

1)(:=0})(:{
1=

U  

tenglik o‘rinli. O‘lchovning yarim additivlik xossasiga ko‘ra,  

 0=1)(:0})(:{
1= 






 ≥∈≤≠∈ ∑

∞

n
xfAxxfAx

n
µµ  

ga ega bo‘lamiz. Bu esa natijani isbotlaydi. ∆  
12.4-teorema (Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi). Agar f  

funksiya )<)(( ∞AA µ  to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 
0>ε  son uchun shunday 0>δ  son mavjudki, δµ <)(D  tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi har qanday AD ⊂  to‘plam uchun  

 εµ <)( dxf
D
∫  

tengsizlik o‘rinli. 
Isbot. Agar f  funksiya A  to‘plamda M  soni bilan chegaralangan bo‘lsa, 

teoremani isbotlash uchun 
M
ε

δ =  deb olish yetarli, chunki  

 .==<)(|<)(| ε
ε

δµµ
M

MMDMdxf
D

⋅⋅⋅∫  

Endi f  ixtiyoriy o‘lchovli va integrallanuvchi funksiya bo‘lsin. 
Quyidagicha belgilashlar kiritamiz:  

 { } .\=,=,1<)(:=
0=

NNn

N

n
Nn BACABnxfnAxA U+≤∈  

U holda 12.1-teoremaga ko‘ra,  

 µµ dxfdxf
nAnA

)(=)(
0=

∫∑∫
∞

 

tenglik o‘rinli. Berilgan 0>ε  son uchun N  ni shunday tanlaymizki,  

 
2

<)(=)(
1=

ε
µµ dxfdxf

NCnANn
∫∫∑

∞

+
 

tengsizlik bajarilsin va  

 
1)2(

<<0
+N

ε
δ  

bo‘lsin. Agar δµ <)(D  bo‘lsa, u holda  
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 ≤+≤ ∫∫∫∫ µµµµ dxfdxfdxfdxf
NCDNBDDD

)()(=)()(
II

 

 ( ) ( ) ∆+
+

+++≤ ∫ .<
21)2(

1<)()(1 ε
εε

µµ
N

NdxfDN
NC

 

 
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  

1. Agar f  integrallanuvchi funksiya bo‘lsa, u holda )]([1=)( xnf
n

xfn  sodda 

funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishini isbotlang. Bu yerda ][x  belgi x  
sonning butun qismini bildiradi.  

2. Lebeg integralining VIII xossasi Riman integrali uchun o‘rinlimi?  

 




∈−
∈

QRx
Qx

xf
\1,

,1,
=)(

agar
agar

 

 funksiya misolida tahlil qiling.  
3. Agar f  funksiya A  to‘plamda chegaralanmagan bo‘lsa, u Lebeg ma’nosida 

integrallanuvchi bo‘lishi mumkinmi? 11.1-misol yordamida tushuntiring. 
4. ][2=)( 2xxf  funksiyaning [0;2]=A   to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg 

integralini hisoblang. 
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7-mavzu: 
 Lebeg integrali ostida limitga utish.  
Radon-Nikodim, Fubini teoremalari 

 
13. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tish 

  
Integral belgisi ostida limitga o‘tish yoki qatorlarni hadma-had integrallash 

masalasi ko‘plab muammolarni yechishda uchraydi. Integral belgisi ostida limitga 
o‘tishning yetarli shartlaridan biri berilgan ketma-ketlikning tekis yaqinlishish 
shartidir. 

13.1-teorema (Lebeg). Agar }{ nf  ketma-ketlik A  to‘plamning har bir 
nuqtasida f  funksiyaga yaqinlashsa va barcha Nn∈  lar uchun )()( xxfn ϕ≤  
tengsizlik bajarilib, ϕ  funksiya A  to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda 
limitik funksiya f  ham A da integrallanuvchi bo‘ladi va  

 .)(=)(lim µµ dxfdxf
A

n
An

∫∫
∞→

 

Isbot. Teorema shartidan limitik funksiya f  uchun )()( xxf ϕ≤  
tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi. Lebeg integralining VII-xossasiga ko‘ra, f  
integrallanuvchi funksiya bo‘ladi. Endi 0>ε  ixtiyoriy son bo‘lsin. Lebeg 
integralining absolyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teoremaga qarang) ko‘ra 
shunday 0>δ  son mavjudki, agar δµ <)(B  bo‘lsa, u holda  

 (13.1)
4

<)( ε
µϕ dx

B
∫  

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 10.3-Egorov teoremasiga ko‘ra, B  to‘plamni shunday 
tanlash mumkinki, }{ nf  ketma-ketlik BAC \=  to‘plamda f  funksiyaga tekis 
yaqinlashadi. Demak, shunday N  mavjudki, ixtiyoriy Nn >  lar va ixtiyoriy Cx∈  
uchun  

 (13.2)
)(2

<)()(
C

xfxf n µ
ε

−  

tengsizlik bajariladi. U holda  
 [ ] µµµµµ dxfdxfdxfxfdxfdxf n

BB
n

C
n

AA

)()()()(=)()( ∫∫∫∫∫ −+−−  

bo‘ladi. Endi  
 )()(),()( xxfxxf n ϕϕ ≤≤  

ekanligidan hamda (13.1) va (13.2) lardan 

 +−≤− ∫∫∫ µµµ dxfxfdxfdxf n
C

n
AA

)()()()(  

 ∆++⋅≤++ ∫∫ .=
44

)(
)(2

)()( ε
εε

µ
µ
ε

µµ C
C

dxfdxf n
BB

 

13.1-natija. Agar constMxfn =)( ≤  va )()( xfxfn →  bo‘lsa, u holda  
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 .)(=)(lim µµ dxfdxf
A

n
An

∫∫
∞→

 

13.1-eslatma. Nol o‘lchovli to‘plamda funksiyaning qiymatini o‘zgartirish 
integral qiymatiga (VI-xossaga qarang) ta’sir qilmaydi, shuning uchun 13.1-
teoremada }{ nf  ketma-ketlikning f  funksiyaga deyarli yaqinlashishini va 

)()( xxf ϕ≤  tengsizlikning ham deyarli barcha x  lar uchun bajarilishini talab 
qilish yetarli. 

13.2-teorema (Levi). A  to‘plamda monoton  
 ,)()()( 21 LL ≤≤≤≤ xfxfxf n  

integrallanuvchi }{ nf  funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, barcha Nn∈  lar 
uchun  

 Kdxfn
A

≤∫ µ)(  

tengsizlik bajarilsin. U holda A  to‘plamning deyarli hamma yerida 
)(=)(lim xfxfn

n ∞→
 chekli limit mavjud hamda f    funksiya A  da integrallanuvchi 

va  
 .)(=)(lim µµ dxfdxf

A
n

An
∫∫

∞→
 

Isbot. Faraz qilaylik, 0)(1 ≥xf  bo‘lsin. Umumiy hol )()(=)( 1 xfxfxf nn −  
almashtirish yordamida 0)(1 ≥xf  holga keltiriladi.  

 { }∞∈Ω
∞→

=)(lim:= xfAx n
n

 

to‘plamni qaraymiz. Osongina ko‘rish mumkinki,  

 ,=,= )(

1=

)()(

1=

r
n

n

rr

r
ΩΩΩΩ

∞∞

UI  

bu yerda  
 }.>)(:{=)( rxfAx n

r
n ∈Ω  

Chebishev tengsizligiga (12.3-teoremaga qarang) ko‘ra,  

 ( ) .)(1)(

r
Kdxf

r n
A

r
n ≤≤Ω ∫ µµ  

Har bir tayinlangan r  da KK )()(
2

)(
1

r
n

rr Ω⊂⊂Ω⊂Ω  munosabat o‘rinli. O‘lchovning 
uzluksizlik xossasiga ko‘ra  

 ( ) .)(lim= )()(

r
Kr

n
n

r ≤ΩΩ
∞→

µµ  

Har bir r  uchun )(rΩ⊂Ω  ekanligidan 
r
K

≤Ω)(µ  ekanligi kelib chiqadi va r  

ixtiyoriy bo‘lgani uchun 0.=)(Ωµ  
Shu bilan monoton { })(xfn  ketma-ketlik deyarli barcha Ax∈  larda chekli 

)(xf  limitga ega ekanligi kelib chiqadi. 
Endi K0,1,2,=1},<)(:{=)],([=)( rrxfrAxAxfxf r

but +≤∈  deb 
olamiz. Agar butf  funksiyaning A  to‘plamda integrallanuvchi ekanligini 
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ko‘rsatsak, u holda 1)(=)( +xfx butϕ  funksiya ham A  to‘plamda integrallanuvchi 
bo‘ladi va 13.1-teoremadan 13.2-teoremaning tasdig‘i kelib chiqadi. 

Endi butf  funksiyaning A  to‘plamda integrallanuvchi ekanligini 
ko‘rsatamiz.  

 r

s

r
s AB U

0=
=  

deymiz. sB  da nf  va f  funksiyalar chegaralangan va har doim )()( xfxf but ≤  
bo‘lgani uchun 13.1-natijaga ko‘ra  

 .)(lim=)()( Kdxfdxfdxf n

sBn
sB

but

sB

≤≤ ∫∫∫
∞→

µµµ  

Ikkinchi tomondan,  

 .)(=)(
0=

KArdxf r

s

r

but

sB

≤∑∫ µµ  

Bu yig‘indining chegaralanganligi  

 )(
0=

r
r

Arµ∑
∞

 

qatorning yaqinlashuvchiligini bildiradi. Demak,  

 ).(=)(
0=

r
r

but

A

Ardxf µµ ∑∫
∞

 

Shunday qilib, butf  ning A  da integrallanuvchi ekanligi isbotlandi. ∆  
Teoremani monoton o‘smaydigan ketma-ketliklar uchun ham isbotlash 

mumkin. 
13.2-natija. Agar 0)( ≥xnψ  bo‘lib,  

 +∞∫∑
∞

<)(
=1

µψ dxn
An

 

bo‘lsa, u holda A  to‘plamning deyarli barcha nuqtalarida  

 )(
1=

xn
n

ψ∑
∞

 

qator yaqinlashadi va  

 µψµψ dxdx n
An

n
nA

)(=)(
1=1=
∫∑∑∫

∞∞







  

tenglik o‘rinli. 
13.3-teorema (Fatu). Agar manfiymas, o‘lchovli }{ nf  funksiyalar ketma - 

ketligi A  to‘plamning deyarli barcha nuqtalarida f  funksiyaga yaqinlashsa va  
 Kdxfn

A

≤∫ µ)(  

bo‘lsa, u holda f  funksiya A  to‘plamda integrallanuvchi va  
 Kdxf

A

≤∫ µ)(  

tengsizlik o‘rinli. 
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Isbot. )(=)( inf xfx k
nk

n
≥

ϕ  deb belgilaymiz. nϕ  o‘lchovli, chunki  

 { } { }.<)(:=<)(: U
nk

kn cxfxcxx
≥

ϕ  

Bundan tashqari )()(0 xfx nn ≤≤ ϕ  bo‘lgani uchun nϕ  integrallanuvchi va  
 .)()( Kdxfdx n

A
n

A

≤≤ ∫∫ µµϕ  

Nihoyat, LL ≤≤≤ )()()( 21 xxx nϕϕϕ   deyarli barcha x  lar uchun  
 ).(=)(lim xfxn

n
ϕ

∞→
 

Shuning uchun 13.2-teoremani }{ nϕ  ketma-ketlikka qo‘llab, 13.3-teoremaning 
isbotiga ega bo‘lamiz. ∆  

  
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  

1. Parametr α  ning qanday qiymatlarida  

 [0;1],,1=)(
2

∈
+

x

n
x

xxfn

α

 

 ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi Lebeg teoremasi 
shartlarini qanoatlantiradi.  

2. Quyidagi }{ ng  ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi Levi 
teoremasi shartlarini qanoatlantiradimi?  

 [0;1],,
1

=)( 2

2
3

∈
+

x
nx

nxxgn  

3. Fatu teoremasi shartlari bajarilganda  
 µµ dxfdxf

A
n

An
)(=)(lim ∫∫

∞→
 

 tenglik o‘rinlimi? O‘rinli bo‘lmasa, misol keltiring. 
 

14. Cheksiz o‘lchovli to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali. Lebeg va 
Riman integrallarini taqqoslash 

 
Shu paytgacha biz faqat chekli o‘lchovli )<)(( +∞Aµ  to‘plamlarda Lebeg 

integrali va uning xossalarini o‘rgandik. Lekin ko‘plab masalalarni yechishda 
cheksiz o‘lchovli to‘plamda berilgan funksiyaning integralini qarashga to‘g‘ri 
keladi. Masalan, ),( ∞−∞=R  da berilgan funksiyaning Lebeg integrali bilan 
ishlashga to‘g‘ri keladi. Biz sanoqli sondagi chekli o‘lchovli nX  to‘plamlarning 
birlashmasi ko‘rinishida tasvirlanishi mumkin bo‘lgan hol bilan chegaralanamiz. 

14.1-ta’rif. Agar X to‘plamda µ  o‘lchov berilgan bo‘lib, X to‘plamni 
sanoqli sondagi chekli o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida 
tasvirlash mumkin bo‘lsa, u holda X da µ  o‘lchov σ  - chekli o‘lchov deyiladi. 

σ  - chekli o‘lchovlarga sonlar o‘qidagi va tekislikdagi Lebeg o‘lchovlari 
misol bo‘la oladi. 
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σ  - chekli bo‘lmagan o‘lchovga misol sifatida sonlar o‘qidagi µ  o‘lchovni 
quyidagicha aniqlaymiz. Har bir nuqtaning o‘lchovini bir deb olamiz, ya’ni 

1.=}{xµ  U holda R  ning barcha qism to‘plamlari o‘lchovli bo‘ladi. Agar RA ⊂  
to‘plam chekli bo‘lsa, uning o‘lchovi chekli, qolgan hammasi cheksiz o‘lchovli 
to‘plamlar bo‘ladi. 

14.2-ta’rif. X  to‘plamni qoplovchi ketma-ketlik deb, har qanday monoton 
o’suvchi ( ) }{1 nnn XXX +⊂  ketma-ketlikka aytiladiki, u quyidagi ikkita shartni 
qanoatlantiradi:  

1) ,=
1

XX n
n
U
∞

=
  2) ( ) .,< NnX n ∈∀+∞µ  

14.3-ta’rif. X  to‘plamda σ  - chekli µ  o‘lchov va X  da aniqlangan f  
o‘lchovli funksiya berilgan bo‘lsin. Agar f  funksiya ixtiyoriy chekli o‘lchovli 

XA ⊂  to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib, har qanday qoplovchi }{ nX  ketma-
ketlik uchun  

 µdxf
nXn

)(lim ∫
∞→

 

limit mavjud bo‘lsa, hamda bu limit }{ nX  ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘liq 
bo‘lmasa, u holda f  funksiya X  to‘plamda integrallanuvchi deyiladi va bu limit  

 µµ dxfdxf
nXnX

)(lim=)( ∫∫
∞→

 

f  ning X  to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladi. 
Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog‘lanishni isbotlaymiz. 
14.1-teorema. Agar ],[ ba  kesmada  

 ∫
b

a
dxxfRI )()(=  

Riman integrali mavjud bo‘lsa, u holda f  funksiya ],[ ba  kesmada Lebeg 
ma’nosida ham integrallanuvchi bo‘ladi va  

 ∫∫
b

aba
dxxfRdxfL )()(=)()(

];[
µ  

tenglik o‘rinli. 
Isbot. ],[ ba  kesmani  

 },2{0,1,),(
2

= n
nk kabkax L∈−+  

nuqtalar yordamida n2  ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bu bo‘linishga mos  

 nk

n

k
nnnk

n

k
nn mabMab

∑∑
−−

Ω
2

1=

2

1= 2
=,

2
= ω  

Darbu yig‘indilarini qaraymiz, bu yerda fM nk −  funksiyaning [ ]kk xx ;1−  kesmadagi 
aniq yuqori chegarasi, nkm  esa shu kesmadagi aniq quyi chegarasi. 

Riman integralining ta’rifiga ko‘ra,  
 n

n
n

n
I ωlim=lim=

∞→∞→
Ω  
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chekli limit mavjud. Har bir Nn∈  da nf  va nf  sodda funksiyalarni quyidagicha 
aniqlaymiz:  

 ,=)( nkn Mxf   agar  [ ) ),(=)(},,2{1,2,,;1 bfbfkxxx n
n

kk L∈∈ −  
 ,=)( nkn mxf   agar  [ ) ).(=)(},,2{1,2,,;1 bfbfkxxx n

n
kk L∈∈ −  

Sodda funksiya integrali ta’rifiga ko‘ra,  
 nn

ba
nn

ba

dxfdxf ωµµ =)(,=)(
],[],[

∫∫ Ω  

tengliklar o‘rinli. }{ nf  ketma-ketlik o‘smaydigan ketma-ketlik, ya’ni  
 ....)(...)()( 21 ≥≥≥≥ xfxfxf n  

{ }nf  esa kamaymaydigan ketma-ketlik, ya’ni  
 ...)(...)()( 21 ≤≤≤≤ xfxfxf n  

bo‘lgani uchun, deyarli hamma yerda  
 )()(=)(lim),()(=)(lim xfxfxfxfxfxf n

n
n

n
≤≥

∞→∞→
 

chekli limitlar mavjud. 13.2-Levi teoremasiga ko‘ra  
 .)(=lim==lim=)(

],[],[
µωµ dxfIdxf

ba
n

n
n

nba
∫∫

∞→∞→
Ω  

Shuning uchun  
 ( ) 0.=)()(=)()(

],[],[
µµ dxfxfdxfxf

baba
−− ∫∫  

Bundan, deyarli hamma yerda 0=)()( xfxf −  ekanligi kelib chiqadi, ya’ni  

 ).(=)(=)( xfxfxf  
Demak,  

 ∆∫ .=)(
],[

Idxf
ba

µ  

Bu xossadan foydalanib, Lebeg integralini hisoblash ancha qulaydir.  
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  
1. FRxxxF µ,,12)( ∈+=  -esa F  - funksiya yordamida qurilgan Lebeg-

Stiltes o’lchovi bo’lsin. Fµ  o’lchov σ  -chekli o’lchov bo’ladimi? 
2.  ];[ ba  kesmada uzluksiz funksiya sodda funksiya bo‘la oladimi?  
3. Dirixle, Riman funksiyalari sodda funksiya bo‘ladimi? Ularning [0,1] to‘plam 

bo‘yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.  

4. ),0[,
][1

1)( 2 ∞=∈
+

= Ax
x

xf  funksiya A  to’plamda integrallanuvchimi?  
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Qo’shimcha bob. Lebegning aniqmas integrali va uni differensiallash 
  

Bu bobda biz sonlar o‘qida aniqlangan funksiyalarning Lebeg integralini 
qaraymiz. Va bu integralni tayinlangan f  da to‘plam funksiyasi sifatida 
o‘rganamiz. 

Agar f  funksiya RX ⊂  o‘lchovli to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u 
holda integral  

 µdxf
A

)(∫                                  (V.1) 

barcha o‘lchovli XA ⊂  lar uchun mavjud va u tayinlangan f  da o‘lchovli to‘plam 
funksiyasi bo‘ladi. Bu integral Lebegning aniqmas integrali deyiladi. X  sonlar 
o‘qidagi oraliq bo‘lishi ham mumkin. Bu holda A  to‘plam X  dagi kesmadan 
iborat bo‘lsa, (V.I) integral kesma chetki nuqtalarining funksiyasi bo‘ladi. Bu 
holda A  kesma chap chetini tayinlab,  

 µdtf
xa

)(
];[

∫  

integralning xossalarini o‘rganamiz. Bu masala bizni sonlar o‘qida aniqlangan 
funksiyalarning ba’zi muhim sinflarini qarashga olib keladi. Matematik analiz 
kursidan ma’lumki, differensiallash va integrallash amallari orasida quyidagi 
bog‘lanish mavjud. Agar −f  uzluksiz funksiya, −F  uzluksiz hosilaga ega 
funksiya bo‘lsa, u holda quyidagi tengliklar o‘rinli.  

),(=)(1) xfdttf
dx
d x

a
∫     ).()(=)(2) aFbFdttF '

b

a

−∫  

Quyidagicha savollar tug‘iladi:  
1. Lebeg ma’nosida integrallanuvchi funksiyalar uchun 1) tenglik o‘rinlimi? 
2. Qanday funksiyalar sinfi uchun 2) tenglik o‘rinli? 
Quyidagi uch paragraf shu savollarga javob berishga bag‘ishlangan. 
 
 

15. Monoton funksiyalar 
  

Lebeg integrali  
 (15.1))(=)(

];[

µdtfx
xa
∫Φ  

ning xossalarini o‘rganishni quyidagi sodda va mihim faktdan boshlaymiz. Agar f  
manfiymas funksiya bo‘lsa, u holda Φ  monoton kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. 
Har qanday integrallanuvchi funksiya ikkita manfiymas integrallanuvchi 
funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlanadi  

 ),()(=)( xfxfxf −+ −  
bu yerda  

 ( ) ( ).)(|)(|
2
1=)(,)(|)(|

2
1=)( xfxfxfxfxfxf −+ −+  

Shuning uchun (15.1) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalarning 
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ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan 
(15.1) integralni o‘rganish, monoton funksiyalarning xossalarini tekshirish 
masalasiga kelar ekan. Monoton funksiyalar bir qator muhim xossalarga ega. 
Quyida biz ularni bayon qilamiz. 

Avvalo biz ba’zi kerakli tushunchalarni keltiramiz. h  - o‘zgaruvchi 
miqdorning haqiqiy musbat (manfiy) sonli qiymatlar qabul qilib nolga intilishini 

)0(0 −→+→ hh  shaklda belgilaymiz. 
Haqiqiy sonlar to‘plami R  da aniqlangan f  funksiya va Rx ∈0  nuqta 

bo‘lsin. Agar  
 ))(lim()(lim 0

0
0

0
hxfhxf

hh
++

−→+→
 

limit mavjud bo‘lsa, bu limitga f  funksiyaning 0x  nuqtadagi o‘ng (chap) limiti 
deyiladi va 0))((0)( 00 −+ xfxf  ko‘rinishda belgilanadi. Agar f  funksiyaning 0x  
nuqtadagi o‘ng (chap) limiti mavjud bo‘lib,  

 0))(=)(()(=0)( 0000 −+ xfxfxfxf  
tenglik o‘rinli bo‘lsa, f  funksiya 0x  nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi. 
Agar f  funksiyaning 0x  nuqtada o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,  

 0)(=)(=0)( 000 −+ xfxfxf  
tenglik o‘rinli bo‘lsa, f  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. Agarda  

 0)(0)( 00 +≠− xfxf  
bo‘lsa, f  funksiya 0x  nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi, 0x  nuqta esa f  
funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.  

 0)(0)( 00 −−+ xfxf  
qiymatga f  funksiyaning 0x  nuqtadagi sakrashi deyiladi. 

Agar f  funksiyaning 0x  nuqtadagi o‘ng va chap limitlaridan birortasi 
mavjud bo‘lmasa yoki birortasi cheksizga aylansa, bu nuqta f  funksiyaning 
ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi. 

15.1-ta’rif. ],[ ba  kesmada aniqlangan f  funksiya shu kesmadan olingan 
har qanday 21, xx  lar uchun 21 < xx  bo‘lganda  

 ))()(()()( 2121 xfxfxfxf ≥≤  
tengsizlikni qanoatlantirsa, f  funksiya ],[ ba  kesmada kamaymaydigan 
(o‘smaymaydigan) funksiya deyiladi. 

15.2-ta’rif. ],[ ba  kesmada aniqlangan f  funksiya shu kesmadan olingan 
har qanday 21, xx  lar uchun 21 < xx  bo‘lganda  

 (15.2)))(>)(()(<)( 2121 xfxfxfxf  
tengsizlikni qanoatlantirsa, f  funksiya ],[ ba  kesmada o‘suvchi (kamayuvchi) 
funksiya deyiladi. 

Umuman, qisqalik uchun monoton funksiya deyilganda, 15.1 va 15.2 
ta’riflarda keltirilgan funksiyalar tushuniladi. 

Endi monoton funksiyalarning asosiy xossalarini keltiramiz. 
1. ],[ ba  kesmada aniqlangan har qanday kamaymaydigan funksiya shu 
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kesmada chegaralangan, o‘lchovli va integrallanuvchi funksiyadir. 
Isbot. Haqiqatan ham, kamaymaydigan funksiya ta’rifiga ko‘ra  

 (15.3)].,[),()()( baxbfxfaf ∈∀≤≤  
Har qanday o‘zgarmas c  son uchun { }cxfxcfE <)(:=)<(  to‘plam yo 

kesma, yo yarim interval (yo bo‘sh to‘plam) bo‘ladi. Faraz qilaylik, cxf <)(  
tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalar mavjud bo‘lsin va d  bu to‘plamning aniq 
yuqori chegarasi bo‘lsin. U holda )<( cfE  to‘plam yoki ],[ da  kesma yoki ),[ da  
yarim interval bo‘ladi, bu to‘plamlar o‘lchovli. Demak, f  o‘lchovli funksiya 
bo‘ladi. f  ning integrallanuvchiligi uning chegaralanganligidan kelib chiqadi (IV-
xossaga qarang). 

2. Monoton funksiya faqat birinchi tur uzilish nuqtalarga ega bo‘lishi 
mumkin. 

Isbot. Faraz qilaylik, ],[0 bax −  dagi ixtiyoriy nuqta va ,<},{ 0xxx nn  
0],;[ xxbax nn →∈  nuqtalar ketma-ketligi bo‘lsin. U holda )}({ nxf  ketma-ketlik 

ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan bo‘ladi (masalan )(af  va )(bf  
qiymatlar bilan). Shunday ekan, )}({ nxf  ketma-ketlik kamida bitta limitik nuqtaga 
ega. Agar }{ nx  ketma-ketlikni tartibini almashtirish yordamida 0x  ga o‘sib 
yaqinlashuvchi }{ '

nx  ketma-ketlikka almashtirsak, )}({ '
nxf  monoton ketma-ketlik 

bo‘ladi. Shuning uchun )}({ '
nxf  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi. U holda 

)}({ nxf  ketma-ketlik ham o‘sha limitga yaqinlashadi. Bu limitni 0)( 0 −xf  
ko‘rinishda belgilaymiz. Hosil bo‘lgan 0)( 0 −xf  limit }{ nx  ketma-ketlikning 
tanlanishiga bog‘liq emas. Haqiqatan ham, agar ikkinchi ),<(}{ 00 xyxyy nnn →  
ketma-ketlik uchun  

 0)(=)(lim 0 −≠
∞→

xfAyf n
n

 

desak, u holda }{ nx  va }{ ny  ketma-ketliklarni birlashtirishdan hosil bo‘lgan }{ nz  
ketma-ketlik uchun )}({ nzf  ketma-ketlik yaqinlashmaydi. Bu xulosa yuqorida 
olingan ixtiyoriy )<( 00 xxxx nn →  ketma-ketlik uchun )}({ nxf  ketma-ketlik 
yaqinlashadi degan xulosaga zid. Demak,  

 0).(=)(lim=)(lim 0 −
∞→∞→

xfyfxf n
n

n
n

 

Bu 0)( 0 −xf  miqdor f  funksiyaning 0x  nuqtadagi chap limiti bo‘ladi. Shunga 
o‘xshash 0)( 0 +xf  o‘ng limitning mavjudligi ko‘rsatiladi. 

3. Monoton funksiyaning uzilish nuqtalari ko‘pi bilan sanoqlidir. 
Isbot. ],[ ba  da monoton f  funksiyaning ixtiyoriy chekli sondagi 

sakrashlarining yig‘indisi |)()(| afbf −  dan oshmaydi. Demak, har bir natural n  
uchun sakrashi n1/  dan katta bo‘lgan uzilish nuqtalari soni cheklidir. Barcha n  lar 
bo‘yicha yig‘ib, sakrashlar soni chekli yoki sanoqli ekanligiga kelamiz. 

Faraz qilaylik, f  kamaymaydigan, chapdan uzluksiz funksiya bo‘lsin. Bu 
funksiyaning uzilish nuqtalarini KK ,,,, 21 nxxx  orqali va funksiyaning bu 
nuqtalarga mos sakrashlarini KK ,,,, 21 nhhh  orqali belgilaymiz.  
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 n
xnx
hxH ∑

<
=)(  

orqali aniqlangan funksiya f  funksiyaning sakrash funksiyasi deyiladi. Bu 
funksiya chapdan uzluksiz, kamaymaydigan funksiyadir.  

 )()(=)( xHxfx −ϕ  
shaklda aniqlangan funksiya uzluksiz, kamaymaydigan funksiya bo‘ladi (mustaqil 
isbotlang). Natijada biz quyidagi xossaga ega bo‘lamiz. 

4. Chapdan (o‘ngdan) uzluksiz bo‘lgan har qanday monoton funksiyani 
yagona usul bilan uzluksiz monoton funksiya va chapdan (o‘ngdan) uzluksiz 
bo‘lgan sakrash funksiyasi yig‘indisi shaklida tasvirlash mumkin. Ya’ni  

 ).()(=)( xHxxf +ϕ  
Monoton funksiyalar ichida eng soddasi bu sakrashlar funksiyalaridir. Ular 

quyidagicha quriladi. Bizga ],[ ba  da chekli yoki sanoqli sondagi KK ,,,, 21 nxxx  
nuqtalar berilgan bo‘lib, ularga musbat KK ,,,, 21 nhhh  sonlar mos qo‘yilgan 
bo‘lsin. ],[ ba  kesmada f  funksiyani quyidagicha aniqlaymiz  

 .=)( n
xnx
hxf ∑

<
 

Ravshanki, f  kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari u chapdan 
uzluksiz va uning uzilish nuqtalari KK ,,,, 21 nxxx  lardan iborat, hamda nx  
nuqtadagi sakrashi nh  ga teng. Sakrash funksiyalari ichida eng soddasi, 
zinapoyasimon funksiyadir. Bu funksiya quyidagicha quriladi. Uning uzilish 
nuqtalari o‘suvchi LL <<<< 21 nxxx  ketma-ketlik nuqtalaridan iborat. Misol 
sifatida ][=)( xxf  , bu yerda ][x  miqdor x  ning butun qismi, funksiyani keltirish 
mumkin. 

Endi monoton funksiyaning hosilasi mavjudligi haqidagi masalaga 
qaytamiz. 

15.1-teorema (Lebeg). ],[ ba  kesmada aniqlangan har qanday monoton f  
funksiya shu kesmaning deyarli hamma yerida chekli hosilaga ega. 

15.1-natija. Sakrashlar funksiyasi deyarli barcha yerda chekli hosilaga ega 
va bu hosila nolga teng. 

Endi yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan integraldan hosila mavjudligi 

haqidagi masalani qaraymiz. Ma’lumki, integral dtt
x

a
)(ϕ∫  istalgan integrallanuvchi 

funksiya uchun ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida 
tasvirlanadi. Lebeg teoremasidan quyidagi natija kelib chiqadi. 

15.2-teorema. Istalgan integrallanuvchi ϕ  funksiya uchun  

 (15.4))( dtt
dx
d x

a
ϕ∫  

hosila deyarli barcha x  lar uchun mavjud. 
Isbot. ϕ  funksiyani ikkita manfiymas  

 
2

)(|)(|=)(,
2

)(|)(|=)( xxxxxx ϕϕ
ϕ

ϕϕ
ϕ

−+
−+  
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funksiyalarning ayirmasi shaklida tasvirlaymiz. Natijada  

 (15.5))()(=)( dttdttdtt
x

a

x

a

x

a
−+ ∫∫∫ − ϕϕϕ  

integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida 
tasvirlanadi. Monoton funksiyalarning differensiallanuvchanligi haqidagi 15.1- 
teoremaga ko‘ra, (15.5) ifodaning deyarli barcha x  larda chekli hosilasi mavjud. 
∆  

Ta’kidlash joizki, biz faqat (15.4) hosilaning mavjudligini ko‘rsatdik, lekin  

 )(=)( xdtt
dx
d x

a
ϕϕ∫  

tenglik qanday ϕ  lar uchun to‘g‘riligini quyida muhokama qilamiz. 
  

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  
1. Ikki monoton funksiyaning yigindisi monoton funksiya bo‘ladimi? 
2. Ikkita monoton funksiyaning ko‘paytmasi monoton funksiya bo‘ladimi?.  
3. Agar f  funksiya [ ]ba;  da o‘suvchi funksiya bo‘lib, BbfAaf =)(,=)(  va 

−→ RBAg ];[:  monoton funksiya bo‘lsa, u holda ))(( xfg  funksiya [ ]ba;  da 
monoton bo‘ladimi?  

 
16. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar 

  
Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan Lebeg integralini differensiallash 

masalasi, bizni monoton funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin bo‘lgan 
funksiyalar sinfini qarashga olib keldi. Bu paragrafda biz bu sinf funksiyalariga 
boshqacha ta’rif beramiz va ularning ayrim xossalarini isbotlaymiz. 

16.1-ta’rif. Bizga ],[ ba  kesmada aniqlangan f  funksiya berilgan bo‘lsin. 
Agar biz ],[ ba  kesmani  

 bxxxxa nn =<<<<= 110 −L  
nuqtalar bilan ixtiyoriy n  qismga bo‘lganimizda ),1,2,=( nixi K  nuqtalarni tanlab 
olishga bog‘liq bo‘lmagan va ushbu  

 ( ) ( ) (16.1)|<| 1
1=

Cxfxf kk

n

k
−−∑  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ozgarmas C  son mavjud bo‘lsa, u holda f  funksiya 
],[ ba  kesmada o‘zgarishi chegaralangan funksiya deyiladi. 

Har qanday monoton funksiya ],[ ba  kesmada o‘zgarishi chegaralangan va 
(16.1) yig‘indining chap tomoni bo‘linishdan bog‘liq emas va u ( ) ( ) || afbf −  ga 
teng. 

16.2-ta’rif. Bizga ],[ ba  kesmada o‘zgarishi chegaralangan f  funksiya 
berilgan bo‘lsin. (16.1) yig‘indilarning barcha chekli bo‘linishlar bo‘yicha olingan 
aniq yuqori chegarasi f  funksiyaning [ ]ba,  kesmadagi to‘la o‘zgarishi (to‘la 
variatsiyasi) deyiladi va [ ]fV b

a  bilan belgilanadi, ya’ni  
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 [ ]
{ }

( ) ( ) (16.2).||= 1
1=

−−∑ ii

n

i
ix

b
a xfxffV sup  

 Endi o‘zgarishi chegaralangan funksiyalarning ba’zi xossalarini keltiramiz. 
1. Ixtiyoriy Rk ∈  son uchun  
 [ ] [ ]fVkfkV b

a
b

a |=|  
tenglik o‘rinli. 

Tenglikning isboti bevosita ta’rifdan kelib chiqadi. 
2. Ixtiyoriy f  va g  o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun  

 [ ] [ ] [ ] (16.3)gVfVgfV b
a

b
a

b
a +≤+  

tengsizlik o‘rinli. 
Isbot. ],[ ba  kesmaning  
 bxxxxa nn =<<<<= 110 −L  

ixtiyoriy bo‘linishi uchun  

≤−−+ −−∑ |)()()()(| 11
1=

iiii

n

i
xgxfxgxf |)()(||)()(| 1

1=
1

1=
−− −+− ∑∑ ii

n

i
ii

n

i
xgxgxfxf  

tengsizlik o‘rinli. Aniq yuqori chegaralar uchun ma’lum bo‘lgan 
BABA supsup)(sup +≤+  tengsizlikdan foydalansak, 2-xossaning isbotiga ega 

bo‘lamiz. ∆  
3. Ixtiyoriy );( bac∈  uchun  

 [ ] [ ] [ ] (16.4).= fVfVfV b
c

c
a

b
a +  

Isbot. Oldin ],[ ba  kesmaning shunday bo‘linishlarini qaraymizki, c  
bo‘linish nuqtalaridan biri bo‘lsin, masalan ,= cxr  u holda  

+−− −− ∑∑ |)()(||=)()(| 1
1=

1
1=

ii

r

i
ii

n

i
xfxfxfxf  

][][|)()(| 1
1=

fVfVxfxf b
c

c
aii

n

ri
+≤− −

+
∑                        (16.5)  

Endi ],[ ba  kesmaning ixtiyoriy bo‘linishlarini qaraymiz. Agar biz bu 
bo‘linish nuqtalariga yana bir c  nuqtani qo‘shsak, u holda  

 |)()(| 1
1=

−−∑ ii

n

i
xfxf  

yig‘indi kamaymaydi. Demak, (16.5) tengsizlik ],[ ba  kesmaning ixtiyoriy 
bo‘linishi uchun to‘g‘ri, shuning uchun  

 [ ] [ ] [ ] (16.6).fVfVfV b
c

c
a

b
a +≤  

Ikkinchi tomondan har qanday 0>ε  uchun ];[ ca  va ];[ bc  kesmalarning shunday 
bo‘linishlari mavjudki  

,
2

][|>)()(| 1
1=

ε
−− −∑ fVxfxf c

a
'
i

'
i

n

i
   

2
][|>)()(| 1

1=

ε
−− −∑ fVxfxf b

c
''
j

''
j

m

j
 

tengsizliklar o‘rinli. Bu ikki bo‘linishni birlashtirib, [ ]ba;  kesmaning shunday 
bo‘linishiga ega bo‘lamizki,  
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 |>)()(||)()(||=)()(| 1
1=

1
1=

1
1=

''
j

''
j

m

j

'
i

'
i

n

i
ik

mn

k
xfxfxfxfxfxf −−−

+

−+−− ∑∑∑  

 .][][> ε−+ fVfV b
c

c
a  

Bu tengsizlik ixtiyoriy 0>ε  uchun o‘rinli, shuning uchun  
 (16.7)].[][][ fVfVfV b

c
c

a
b

a +≥  
Endi (16.6) va (16.7) dan (16.4) tenglikka kelamiz. 

Ixtiyoriy funksiyaning istalgan [ ]ba,  kesmadagi to‘la o‘zgarishi manfiymas 
bo‘lganligi uchun 3-xossadan quyidagi xossa kelib chiqadi. 

4. [ ]−fVxv x
a=)(  monoton kamaymaydigan funksiya. 

5. Agar f  funksiya [ ]bax ,* ∈  nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, u holda  
 [ ]fVxv x

a=)(  
ham *x  nuqtada chapdan uzluksiz bo‘ladi. 

Isbot. Bizga ixtiyoriy 0>ε  berilgan bo‘lsin. Endi 0>δ  ni shunday 
tanlaymizki,  

 ( ) ( )
2

|<| * εxfxf −  

tengsizlik ixtiyoriy ];( ** xxx δ−∈  uchun o‘rinli bo‘lsin. Endi  
 *

10 =<<<= xxxxa nL  
bo‘linishni shunday tanlaymizki,  

 [ ] ( ) ( )
2

<1
1=

* ε
−−− ∑ kk

n

k

x
a xfxffV  

bo‘lsin va biz δ<1−− nn xx  deb faraz qilishimiz mumkin. Bundan  

 ( ) ( )
2

<1
ε

−− nn xfxf  

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Natijada  

 [ ] ( ) ( ) ε<1

1

1=

*

−

−

−− ∑ kk

n

k

x
a xfxffV  

ga ega bo‘lamiz. Bu tengsizlik o‘z navbatida  
 [ ] [ ] ε<1

*
fVfV nx

a
x

a
−−  

tengsizlikni keltirib chiqaradi, ya’ni ( ) ( ) ε<1
*

−− nxvxv  o‘rinli. Biz bilamizki, v  
kamaymaydigan funksiya, shuning uchun barcha );( *

1 xxx n−∈  lar uchun 
( ) ( ) ε<* xvxv −  tengsizlik o‘rinli. Bu esa v  funksiyaning *x  nuqtada chapdan 

uzluksiz ekanligini bildiradi. 
Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, agar f  funksiya *x  nuqtada o‘ngdan 

uzluksiz bo‘lsa, u holda v  ham *x  nuqtada o‘ngdan uzluksiz bo‘ladi. Demak, 
agarda f  funksiya biror 0x  nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda v  ham shu nuqtada 
uzluksiz bo‘ladi. ∆  

Faraz qilaylik, [ ] −→ Rbaf ,:  o‘zgarishi chegaralangan ixtiyoriy funksiya, 
v  esa uning [ ]xa;  kesmadagi to‘la variatsiyasi bo‘lsin. ( ) ( ) ( )xfxvx −=ϕ  
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funksiyani qaraymiz. 
16.1-lemma. [ ] Rba →,:ϕ  monoton kamaymaydigan funksiyadir. 
Isbot. Faraz qilaylik, [ ]baxxxx '''''' ;,,< ∈  ixtiyoriy nuqtalar bo‘lsin, u 

holda  
 (16.8))].()([)]()([=)()( ''''''''' xfxfxvxvxx −−−−ϕϕ  

Ma’lumki,  

 [ ].=)()(|)()(| fxVxvxvxfxf
''

'x

'''''' −≤−  
Shuning uchun (16.8) ning o‘ng tomoni manfiymas, demak uning chap tomoni 
ham manfiymas. Bu esa ϕ  ning [ ]ba,  da monoton kamaymaydigan funksiya 
ekanligini bildiradi. )()(=)( xxvxf ϕ−  bo‘lganligi uchun, biz quyidagi tasdiqqa 
keldik. 

16.1-teorema. Har qanday o‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita 
monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. 

Teskari tasdiq doimo o‘rinli, ya’ni ikkita monoton funksiyalar ayirmasi 
shaklida tasvirlangan har qanday funksiya o‘zgarishi chegaralangandir. Shuning 
uchun ikkita monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi barcha funksiyalar 
to‘plami o‘zgarishi chegralangan funksiyalar sinfi bilan ustma-ust tushar ekan. 

16.1 va 15.1-teoremalardan kelib chiqadiki, har qanday o‘zgarishi 
chegaralangan funksiya deyarli hamma yerda chekli hosilaga ega. 

Biz sakrashlar funksiyasini quyidagicha umumlashtirishimiz mumkin. Bizga 
chekli yoki sanoqli bxxxa N ≤≤ <<< 21 K  nuqtalar berilgan bo‘lsin. Har bir kx  
ga ikkita kg  va kh  sonlarni mos qo‘yamiz va  

 ( ) ∞+∑ <||||
1=

nn
n

hg  

bo‘lsin deb talab qilamiz. Bundan tashqari, agar ax =1  bo‘lsa, 0=1g  va bxN =  
bo‘lsa, 0=Nh  deymiz.  

 ( ) (16.9).= n
n

n
n

h
xx

g
xx

x ∑∑
<

+
≤

ψ  

(16.9) ko‘rinishdagi har qanday funksiyani biz sakrashlar funksiyasi deb ataymiz. 
ψ  funksiyaning [ ]ba,  dagi to‘la variatsiyasi  

 ( )|||| nn
n

hg +∑  

ga teng. 
Agar ng  va nh  sonlardan birortasi noldan farqli bo‘lsa, u holda nx  nuqta ψ  

funksiyaning uzilish nuqtasi bo‘ladi, hamda  
 ( ) ( ) ( ) ( ) nnnnnn hxxgxx =0,=0 ψψψψ −+−−  

tengliklar o‘rinli. 
[ ]ba,  kesmada o‘zgarishi chegaralangan har qanday f  funksiyani uzluksiz 

funksiya ϕ  va sakrashlar funksiyasi ψ  lar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash 
mumkin va bu tasvir yagonadir. Haqiqatan ham, f  funksiyani ikkita monoton 
kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz  

 ).()(=)( xgxvxf −  



 137 

Keyin ular yordamida sakrashlar funksiyasi ψ  va uzluksiz funksiya ϕ  ni quramiz. 
Masalan, v  funksiya uchun  

 ,=)(0)(,=0)()( nnnnnn hxvxvgxvxv −+−−  
 ).()(=)(,=)( xxvxh

xx
g

xx
x vvn

n
n

n
v ψϕψ −

<
+

<
∑∑  

Xuddi shunday g  funksiya uchun va natijada f  funksiya uchun quyidagiga ega 
bo‘lamiz  

 ∆−+− )].()([)]()([=)( xxxxxf gvgv ϕϕψψ  
  

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  
1. Agar f  funksiya [ ]ba,  kesmada chegaralangan hosilaga ega bo‘lsa, u holda 

f  ning [ ]ba,  kesmada o‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbotlang.  
2. [0;1]  kesmada aniqlangan uzluksiz  

 






∈⋅ (0;1],

0=0,
=)(

x
x

x

x
xf

agar

agar
πsin

 

 funksiyaning [ ]0;1  kesmadagi o‘zgarishi [ ] ∞=1
0 fV  ekanligini ko‘rsating.  

3. Agar f  funksiya [ ]ba;  da Lipshits shartini qanoatlantirsa, u holda f  ning 
[ ]ba;  da o‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbotlang. 

 
17. Absolyut uzluksiz funksiyalar 

  
17.1. Lebegning aniqmas integralidan hosila. §15 −  da ko‘rsatdikki,  

 
[ ]

( ) ( )dttfdtf
x

axa
∫∫ =

;
µ  

Lebeg integrali x  ning funksiyasi sifatida deyarli hamma yerda chekli hosilaga 
ega. Lekin bu hosilani integral ostidagi funksiya bilan bog‘lanishini tekshirmadik. 
Quyidagi tasdiq o‘rinli. 

17.1-teorema. ];[ ba  kesmada integrallanuvchi har qanday f  funksiya 
uchun deyarli barcha [ ]bax ,∈  larda  

 
[ ]

( ) ( )xfdtf
dx
d

xa
=

;
µ∫  

tenglik o‘rinli. 
Bu teoremani isbotlashda biz quyidagi ta’rifdan ham foydalanamiz. 
17.1-ta’rif. Agar ];[0 bax ∈  nuqta uchun shunday )<( 0 bx ≤ξξ  nuqta 

topilib, )(<)( 0 ξgxg  bo‘lsa, u holda 0x  nuqta g  funksiyaning o‘ngdan 
ko‘rinmaydigan nuqtasi deyiladi.  

17.1-teorema isboti. Har bir [ ]bax ,∈  ga  
 ( )

[ ]
( ) µdtfx

xa
∫Φ
;

=  
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sonni mos qo‘yuvchi Φ  funksiyani qaraymiz. 15.2-teoremaga ko‘ra, bu funksiya 
deyarli hamma yerda chekli hosilaga ega. Dastlab, deyarli hamma yerda  

 ( ) ( ) (17.1)xxf 'Φ≥  
tengsizlik bajarilishini ko‘rsatamiz. E  orqali ( ) ( )xxf 'Φ<  tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plamini belgilaymiz. Agar biror x  nuqtada 

( ) ( )xxf 'Φ<  tengsizlik bajarilsa, u holda shunday Q∈βα ,  ratsional sonlar 
mavjud bo‘lib,  

 ( ) ( ) (17.2)<<< xxf 'Φβα  
tengsizlik bajariladi. Ixtiyoriy βαβα <,, Q∈  sonlar juftiga  

 [ ] ( ) ( ){ }xxfbax 'Φ∈ <<<:,= βααβE  
to‘plamni mos qo‘yamiz. U holda  

 ( ) ( ){ }
{ }

αβ
βα

EU
,

=<:= xxfxE 'Φ  

tenglikni yozish mumkin. (17.1) tengsizlikni isbotlash uchun har bir ),( βα  juftlik 
uchun ( ) 0=αβµ E  ni ko‘rsatish yetarli. U holda αβE  to‘plamlar ko‘pi bilan sanoqli 
ekanligidan 0=)(Eµ  kelib chiqadi. Lebeg integralining absolyut uzluksizlik 
xossasiga (12.4-teorema) ko‘ra ixtiyoriy 0>ε  uchun shunday 0>δ  mavjudki, 

];[,<)( baCC ⊂δµ  to‘plam uchun  
 εµ |<)(| dtf

C
∫  

tengsizlik bajariladi. O‘lchovli to‘plamning ta’rifiga ko‘ra,  
 δµµ αβαβ +⊂⊂ )(<)(];[ EGbaGE va  

shartni qanoatlantiruvchi G  ochiq to‘plam mavjud. Endi 0=)( αβµ E  tenglikni 
isbotlash uchun ];[ ba  da xxxg β−Φ )(=)(  funksiyani aniqlaymiz. )(xΦ  ning 
aniqlanishiga ko‘ra, Rbag →];[:  uzluksiz funksiya bo‘ladi. 

Bu xxxg β−Φ )(=)(  funksiyaning barcha o‘ngdan ko‘rinmaydigan 
nuqtalari to‘plamini E  orqali belgilaymiz. U holda ixtiyoriy Ex ∈0  uchun shunday 

)<( 0 bx ≤ξξ  nuqta mavjud bo‘lib, )(<)( 0 ξgxg  bo‘ladi. Agar 
)()(<<0 0xgg −ξε  desak, g  ning uzluksizligiga ko‘ra, shunday 0>δ  mavjudki, 

barcha ),( 00 δδ +−∈ xxx  lar uchun ε|<)()(| 0xgxg −  yoki 
)(<)(<)( 0 ξε gxgxg +  bo‘ladi. Shunday ekan ,),( 00 Exx ⊂+− δδ  ya’ni Ex0  

ning ichki nuqtasi bo‘ladi. Demak E  faqat ichki nuqtalardan iborat, ya’ni E  ochiq 
to‘plam ekan. Sonlar o‘qidagi ochiq to‘plamlar strukturasi haqidagi teoremaga 
ko‘ra, chekli yoki sanoqli sondagi )},{( kk ba  o‘zaro kesishmaydigan intervallar 
mavjud bo‘lib,  

 ),(= kk
k

baE U  

yoyilma o‘rinli. Ko‘rsatish mumkinki, ixtiyoriy k  da  
 (17.3))()( kk bgag ≤  

tengsizlik o‘rinli. Haqiqatan ham, agar teskarisini faraz qilsak, ya’ni  
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 (17.4))(>)( kk bgag  
desak, u holda ),( kk ba  intervalda 0x  ichki nuqta mavjud bo‘lib, )(>)( 0 kbgxg  
bo‘ladi. *x  orqali ),( kk ba  intervaldagi )(=)( 0xgxg  tenglikni qanoatlantiruvchi 
eng o‘ng nuqtani belgilaymiz. Ebax kk ⊂∈ ),(*  bo‘lgani uchun shunday *> xξ  
mavjudki, )(<)( * ξgxg  bo‘ladi. g  ning uzluksizligi va *x  ning tanlanishiga ko‘ra, 

).,( kk ba∈/ξ  Ikkinchi tomondan, kb>ξ  bo‘lishi mumkin emas, chunki 
)(>)(>)( *

kbgxgg ξ  dan Ebk ∈  bo‘lar edi. Bu ziddiyat ko‘rsatadiki, (17.4) 
tengsizlik bajarilmaydi, ya’ni (17.3) tengsizlik o‘rinli. 

Endi olingan natijadan 0=)( αβµ E  tenglikni isbotlashda foydalanamiz. 
Agar αβEx ∈  bo‘lsa, u holda x  ga yetarlicha yaqin bo‘lgan ixtiyoriy x>ξ  

lar uchun  

 (17.5)>)()(
β

ξ
ξ

x
x

−
Φ−Φ  

tengsizlik yoki  
 xx βξβξ −Φ−Φ )(>)(  

tengsizlik bajariladi. Bundan x  ning xx β−Φ )(  funksiya uchun o‘ngdan 
ko‘rinmaydigan nuqta ekanligi kelib chiqadi. O‘ngdan ko‘rinmaydigan nuqtalar 
to‘plami ochiq to‘plam bo‘lgani uchun x  ning biror Gxx ⊂+− ),( δδ  atrofidagi 
barcha nuqtalar o‘ngdan ko‘rinmaydigan nuqtalar bo‘ladi. Shuning uchun 

xxxg β−Φ )(=)(  funksiyaning G  dagi o‘ngdan ko‘rinmaydigan nuqtalari 
to‘plami qandaydir S  ochiq to‘plamdan iborat bo‘ladi, ya’ni .GSE ⊂⊂αβ  
Bundan tashqari,  

 ),(= kk
k

baS U  

va har bir k  da  
 kkkk aabb ⋅−Φ≥⋅−Φ ββ )()(  

tengsizlik o‘rinli. U holda  
 )()()( kkkk abab −≥Φ−Φ β  

yoki  

 ).()( kk

b

a
abdttf

k

k

−≥∫ β  

Shunga o‘xshash tengsizliklarni S  ni tashkil qiluvchi barcha ),( kk ba  intervallar 
bo‘yicha yig‘ib,  

 (17.6)).()( Sdttf
S

βµ≥∫  

tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik bilan bir vaqtda  
<)()(=)(

\

dttfdttfdttf
ESES
∫∫∫ +
αβαβ

δαεµαεαµ αβ ⋅++⋅≤+ ||)()( SE    (17.7)  

tengsizlik o‘rinli. Chunki δµδµµµ αβαβ <)\(,)(<)()( ESEGS +≤  va  
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 .<)(
\

ε
αβ

dttf
ES
∫  

(17.6) va (17.7) tengsizliklarni taqqoslab,  
)(||)( SS µβδαεµα ≥++  

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan  

 
αβ

δαε
µ

−
+

≤
||)(S  

tengsizlik kelib chiqadi. 
Shunday qilib, αβE  to‘plamni o‘lchovi istalgan sondan kichik bo‘lgan ochiq 

to‘plam bilan qoplash mumkin. Bundan 0=)( αβµ E  ekanligi kelib chiqadi. 
Demak,  

 ( ) ( ){ } 0.=<: xxfx 'Φµ  
Shuning uchun deyarli hamma yerda ( ) ( )xxf 'Φ≥  tengsizlik o‘rinli. Endi ( )xf  ni 

( )xf−  bilan almashtirsak, deyarli hamma yerda  
 ( ) ( ) ( ) ( ) (17.8).xxfxxf '' Φ≤⇒Φ−≥−  

(17.1) va (17.8) dan ( ) ( )xxf 'Φ=  deyarli barcha x  lar uchun o‘rinli ekanligi kelib 
chiqadi. Shunday qilib,  

 ( ) ( )
[ ]

( ) µdtf
dx
dxxf

xa

' ∫Φ
;

==  

tenglik deyarli barcha x  lar uchun o‘rinli. ∆  
Bobning boshida qo‘yilgan ikkita savoldan birinchisiga biz javob berdik. 

Endi ikkinchi savolga o‘tamiz, ya’ni uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar 
uchun o‘rinli bo‘lgan Nyuton-Leybnits formulasini  

 ( ) ( ) ( ) (17.9)= dttFaFxF '
x

a
∫+  

Lebeg integrali uchun qanday umumlashtirish mumkin? Ya’ni (17.9) tenglik 
qanday funksiyalar sinfi uchun o‘rinli? Biz deyarli barcha nuqtalarda chekli 
hosilasi mavjud bo‘lgan funksiyalar sinfi bilan chegaralanamiz. Bizga ma’lumki, 
o‘zgarishi chegaralangan funksiya deyarli hamma yerda chekli hosilaga ega. 
Ikkkinchi tomondan, (17.9) tenglikning o‘ng tomoni o‘zgarishi chegaralangan 
funksiya. Shuning uchun (17.9) tenglik o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar 
sinfidan kattaroq to‘plamda o‘rinli bo‘lishi mumkin emas. Har qanday o‘zgarishi 
chegaralangan funksiya ikkita monoton kamayuvchi funksiyalar ayirmasi 
ko‘rinishida tasvirlanadi. Shuning uchun monoton funksiyalar uchun (17.9) tenglik 
o‘rinlimi degan savolni qo‘yamiz. 

Umuman olganda ixtiyoriy monoton funksiya uchun (17.9) tenglik o‘rinli 
emas. Lekin quyidagi tasdiq o‘rinli. 

17.2-teorema. Monoton kamaymaydigan f  funksiyaning hosilasi 
integrallanuvchi va  

 ( ) ( ) ( ) (17.10).afbfdttf '
b

a
−≤∫  
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Isbot. Hosila ta’rifiga ko‘ra, f  ning x  nuqtadagi hosilasi  

 ( ) ( ) ( ) (17.11)= x
h

xfhxf
hϕ

−+  

nisbatning 0→h  dagi limitidir. f  ning monotonligidan uning 
integrallanuvchanligi kelib chiqadi. Demak, har bir nϕ  integrallanuvchidir. 
Shuning uchun (17.11) tenglikni integrallash mumkin.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =11=11= dxxf
h

dxxf
h

dxxf
h

dxhxf
h

dxx
b

a

hb

ha

b

a
h

b

a
∫∫∫∫∫ −−+

+

+

ϕ  

 ( ) ( ) .11= dxxf
h

dxxf
h

ha

a

hb

b
∫∫
++

−  

Bu tenglikdan 0→h  da limitga o‘tamiz. Integral belgisi ostida limitga o‘tish 
haqidagi Fatu teoremasiga ko‘ra,  

 ( ) ).()(0)()(=)(
0

afbfafbfdxxdxxf h

b

ah

'
b

a

−≤+−≤ ∫∫
→

ϕlim  

Qat’iy tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan monoton funksiyaga misol keltirish mumkin:  

 ( ) [ ]




∈
∈

1](0,5;1,
0,50;0,

=
x
x

xf
agar
agar

 

Bu yerdan  

 ( ) ( ) 1.=01<0=0
1

0

ffdx −⋅∫  

Biror monoton uzluksiz funksiya uchun  

 ( ) ( ) ( ) (17.12)< afxfdxxf '
x

a

−∫  

tengsizlikning barcha ( )bax ;∈  lar uchun bajarilishini ko‘rsatish qiziq masaladir. 
Kantorning zinapoya funksiyasi K  (6.4-misolga qarang) uchun  

 ( ) ( ) ( ) )(=0<
0

xKKxKdxxK '
x

−∫  

tengsizlik barcha (0,1)∈x  larda o‘rinli bo‘ladi. Mustaqil isbotlang.  
17.2. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Shuni ta’kidlash lozimki, f  monoton 

funksiya bo‘lgan holda  

 ( ) ( ) ( )afbfdttf '
b

a

−∫ =  

tenglikdan ];( ba  yarim intervaldagi ixtiyoriy x  uchun  

 ( ) ( ) ( ) (17.13)= afxfdttf '
x

a

−∫  

tenglik bajarilishi kelib chiqadi. Endi (17.13) tenglik o‘rinli bo‘ladigan funksiyalar 
sinfini tavsiflash uchun quyidagi ta’rifni keltiramiz. 

17.2-ta’rif. Bizga ];[ ba  kesmada aniqlangan f  funksiya berilgan bo‘lsin. 
Agar ixtiyoriy 0>ε  son uchun shunday 0>δ  mavjud bo‘lib, soni chekli va har 
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ikkisi o‘zaro kesishmaydigan har qanday n
kkk ba 1=)};{(  intervallar sistemasi uchun  

 δ<)(],;[);(
1=1=

kk

n

k
kk

n

k
abbaba −⊂ ∑U  

shartlar bajarilganda  

 (17.14)|<)()(|
1=

εkk

n

k
afbf −∑  

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f  funksiya ];[ ba  kesmada absolyut uzluksiz 
funksiya deyiladi. 

Endi absolyut uzluksiz funksiyalarning ayrim xossalarini keltiramiz. 
1. Absolyut uzluksiz funksiya ta’rifidagi "soni chekli"  jumlani "soni chekli 

yoki sanoqli"  jumla bilan almashtirish mumkin. 
Isbot. Haqiqatan ham, ixtiyoriy 0>ε  uchun shunday 0>δ  mavjud bo‘lib, 

];[ ba  dan olingan har qanday o‘zaro kesishmaydigan va uzunliklari yig‘indisi δ  
dan kichik bo‘lgan ixtiyoriy ( ) n

kkk ba 1=},{  chekli intervallar sistemasi uchun  

 ( ) ( ) (17.15)|<|
1=

εkk

n

k
afbf −∑  

tengsizlik bajariladi. Endi ];[ ba  dan olingan sanoqli sondagi o‘zaro 
kesishmaydigan va uzunliklarining yig‘indisi δ  dan kichik bo‘lgan ( ) n

kkk ba 1=},{  
intervallar sistemasi berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy Nn∈  uchun (17.15) 
tengsizlik o‘rinli. (17.15) tengsizlikda ∞→n  da limitga o‘tib,  

 ( ) ( ) ε≤−∑
∞

||
1=

kk
k

afbf  

tengsizlikni olamiz. 
2. Har qanday absolyut uzluksiz funksiya o‘zgarishi chegaralangandir. 
Isbot. Funksiya absolyut uzluksiz bo‘lgani uchun quyidagilar o‘rinli:  

 ( ) δεδδε <)(,)},{(0,>=0,>
1=

1= kk

n

k

n
kkk abba −∀∃∀ ∑  

da  

 .|<)()(|
1=

εkk

n

k
afbf −∑  

[ ]ba;  kesmani uzunligi δ  dan oshmaydigan ],[ 1+kk xx  bo‘lakchalarga bo‘lamiz  

 ],,[=];[ 1
1=

+kk

n

k
xxba U  

u holda ixtiyoriy [ ] )<(,, 11 δkkkk xxxx −++  uchun  

 [ ] ε≤
+

fV
k

k

x

x

1

 

tengsizlik o‘rinli. Shuning uchun  

 [ ] [ ] .<=
11=

ε⋅
−

∑ nff
k

k

x

x

n

k

b

a
V V  

3. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig‘indisi, ayirmasi yana absolyut uzluksiz 
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funksiyadir. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko‘paytmasi yana absolyut 
uzluksiz funksiyadir. 

3-xossaning isboti bevosita ta’rifdan kelib chiqadi. 
4. Har qanday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydigan 

absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. 
Isbot. f  absolyut uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun u o‘zgarishi 

chegaralangan funksiyadir. Shuning uchun quyidagi tasvirlar o‘rinli  

 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ).=,=,= xfxvxgfxvxgxvxf V
x

a
−−  

f  ning absolyut uzluksizligidan v  ning absolyut uzluksizligi kelib chiqadi. 3-
xossaga ko‘ra g  ham absolyut uzluksiz funksiya bo‘ladi. ∆  

Quyidagi ikkita teorema absolyut uzluksiz funksiya va Lebegning aniqmas 
integrali orasidagi muhim bog‘lanishni ifodalaydi. 

17.3-teorema. Agar f  funksiya [ ]ba,  kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, u 
holda  

 ( )
[ ]

( ) µdtfxF
xa
∫
,

=  

funksiya [ ]ba,  da absolyut uzluksiz bo‘ladi. 
Isbot. ( ){ } −n

kk ba 1,  ixtiyoriy o‘zaro kesishmaydigan intervallar sistemasi 
bo‘lib,  

 ( ) δ<
1=

kk

n

k
ab −∑  

bo‘lsin. U holda  

( ) ( ) ( )∫∑∑ −
],[ kk ba

n

k
kk

n

k
dtfaFbF µ

1=1=
= ( ) ( ) .<||=||

,
,1=

1=

εµµ ∫∫∑≤
][

][
kk

n

k

kk ba
ba

n

k
dtfdtf

U

 

Oxirgi tengsizlik Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi (12.4-teoremaga 
qarang) dan kelib chiqadi. ∆  

17.4-teorema (Lebeg). F  funksiya [ ]ba;  kesmada absolyut uzluksiz bo‘lsin. 
U holda ( ) ( )xfxF ' =  funksiya [ ]ba,  da integrallanuvchi va ixtiyoriy [ ]bax ;∈  
uchun  

 
[ ]

( ) ( ) ( )aFxFdtf
xa

−∫ =
;

µ  

tenglik o‘rinli. 
17.4-teorema isbotida quyidagi lemmadan foydaliniladi. 
17.1-lemma. Agar −f  kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya bo‘lib, 

( ) 0=xf '  tenglik deyarli barcha x  lar uchun o‘rinli bo‘lsa, u holda ( ) .= constxf  
17.4-teoremaning isboti. ( ) 0≥tf  bo‘lgan holda isbotlash yetarli. Bu holda 

( )xF  kamaymaydigan funksiya bo‘ladi.  
 ( ) ( )

[ ]
( ) (17.16)=

;

µdtfxFx
xa
∫−Φ  
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funksiyani qaraymiz. Φ  ham kamaymaydigan funksiya. Haqiqatan ham, ''' xx <  
bo‘lsin, u holda  

 
[ ]

( ) 0.)()(=)()( ≥−′−′′′′Φ−′Φ ∫
′′′

µdtfxFxFxx
xx ,

 

( )xF  va  
 

[ ]
( ) µdtf

xa
∫
;

 

lar absolyut uzluksiz funksiyalar bo‘lganligi uchun Φ  ham absolyut uzluksiz 
funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari, deyarli barcha x  lar uchun ( ) 0.=x'Φ  Bobning 
boshida qo‘yilgan 1-savolga javob berganda  

 
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

( ) 0==,=
;;

µµ dtf
dx
dxfxxfdtf

dx
d

xa

'

xa
∫∫ −Φ  

tengliklarni ko‘rsatgan edik. 17.1-lemmaga ko‘ra, ( ) .= constxΦ  Ikkinchi 
tomondan  

 ( ) ( )
[ ]

( ) ( )aFdttfaFa
aa

==
;
∫−Φ  

tenglik o‘rinli. Demak, (17.16) ko‘ra,  
 ( ) ( )

[ ]
( ) µdtfaFxF

xa
∫+
;

=  

tenglik o‘rinli. ∆    
17.3. Xulosa. Bizga ma’lumki, ixtiyoriy o‘zgarishi chegaralangan funksiya 

uzluksiz o‘zgarishi chegaralangan funksiya ( )xg  va sakrashlar funksiyasi ( )xH  
ning yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanar edi, ya’ni ( ) ( ) ( ).= xHxgxf +  

Endi uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo‘lmagan va o‘zgarishi 
chegaralangan g  funksiyani qaraymiz. Uning uchun deyarli hamma x  larda chekli 

)(xg '  hosila mavjud.  
 ( )

[ ]
( ) µψ dtgx '

xa
∫
;

=  

belgilash kiritamiz. U holda ( ) ( ) ( )xxgx ψχ −=  ayirma uzluksiz o‘zgarishi 
chegaralangan funksiya bo‘ladi va deyarli barcha x  lar uchun  

 ( ) ( )
[ ]

( ) 0.==
,

dttg
dx
dxgx

dx
d '

xa

' ∫−χ  

17.3-ta’rif. Agar uzluksiz va o‘zgarmasdan farqli o‘zgarishi chegaralangan 
f  funksiyaning hosilasi deyarli barcha x  larda nolga aylansa, u singulyar uzliksiz 

funksiya deyiladi. 
Shunday qilib, biz quyidagi tasdiqqa keldik. 
Har qanday o‘zgarishi chegaralangan f  funksiya uchta funksiya yig‘indisi 

ko‘rinishida tasvirlanadi,  
 (17.17),= )()()()( xxxHxf χψ ++  

bu yerda H  sakrashlar funksiyasi, χ  singulyar uzluksiz funksiya, ψ  absolyut 
uzluksiz funksiya. 
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Bu funksiyalar f  funksiya yordamida o‘zgarmas qo‘shiluvchi aniqligida bir 
qiymatli aniqlanadi. Agar bu funksiyalardan ixtiyoriy ikkitasini ax =  nuqtada 
nolga teng deb aniqlasak, u holda (17.17) yoyilma yagonadir. Uni differensiallab, 
deyarli barcha x  lar uchun  

 ( ) ( ) (17.18)= xxf '' ψ  
tenglikka ega bo‘lamiz. (17.18) tenglikni integrallab,  

 
[ ]

( )
[ ]

( ) ( )xdttdtf '

xa

'

xa

ψψµ ==
;,
∫∫  

tenglikka kelamiz. 
Misollar. 17.1. Kantorning zinapoya funksiyasini [0;1]  kesmada absolyut 

uzluksizlikka tekshiring. 
Yechish. 6.3-misolda ko‘rsatildiki, Kantor to‘plamining Lebeg o‘lchovi 

nolga teng. Lebeg o‘lchovi ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy 0>δ  uchun shunday, o‘zaro 
kesishmaydigan n

kkk ba 1=)};{(  invervallar sistemasi mavjudki, quyidagilar 
bajariladi:  

 (17.19).<)(),;(
1=1=

δkk

n

k
kk

n

k
abbaK −⊂ ∑U  

Ikkinchi tomondan, 6.7-misolda ko‘rsatildiki ((6.15)-tenglikka qarang),  
 1.=(0)(1)=([0;1])0=)([0;1] KKK\ FF −µµ va  

Bu yerda Fµ  Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes 
o‘lchovi. Bu tenglikdan kelib chiqadiki,  

 1.=)(KFµ  
Endi o‘lchovning yarim additivlik xossasidan hamda (17.19) dan foydalansak, 
quyidagiga ega bo‘lamiz:  

 ( ) 1.=)();(=)()(
1=1=

KbaaKbK Fkk

n

k
Fkk

n

k
µµ ≥






−∑ U  

Demak, Kantorning zinapoya funksiyasi - )(xK  absolyut uzluksiz funksiya 
ta’rifini qanoatlantirmaydi. 

  
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  

1. Agar f  funksiya [ ]ba,  kesmada Lipshits shartini qanoatlantirsa, u holda f  ning 
[ ]ba,  kesmada absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.  

2. ];[ ba  kesmada aniqlangan uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan f  funksiyaning [ ]ba;  
kesmadagi absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.  

3. Agar f  funksiya [ ]ba;  da absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsa, uning tekis uzluksiz 
bo‘lishini isbotlang.  

4. [ ]ba;  kesmada tekis uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo‘lmagan funksiyaga misol 
keltiring.  

5. Kantorning zinapoya funksiyasini [ ]0;1  kesmada absolyut uzluksizlikka tekshiring. 
18. Lebeg-Stiltes integrali 
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18.1. Lebeg-Stiltes o‘lchovlari. Lebeg-Stiltes o‘lchovlarini kiritishdan 
avval Lebeg o‘lchovini aniqlash jarayonini eslaymiz. Sonlar o‘qidagi ];[ ba  
kesmalar, );( ba  intervallar va ];(),;[ baba  yarim intervallar sistemasidan tashkil 
bo‘lgan yarim halqani )( 1RΣ  bilan belgilaymiz; tekislikdagi tomonlari koordinata 
o‘qlariga parallel to‘g‘ri to‘ptburchaklar (6.1-bandga qarang) sistemasidan tashkil 
bo‘lgan yarim halqani )( 2RΣ  orqali belgilaymiz; tekislikdagiga o‘xshash uch 
o‘lchamli fazodagi qirralari koordinata o‘qlariga parallel to‘g‘ri parallelepipedlar 
sistemasidan tashkil bo‘lgan yarim halqani )( 3RΣ  orqali belgilaymiz. Lebeg 
o‘lchovini aniqlash (har uchchala holda ham mos ravishda) )( 1RΣ  dagi uzunlik, 

)( 2RΣ  dagi yuza, )( 3RΣ  dagi hajm tushunchalariga asoslanib kiritilgan 
o‘lchovlarni dastlab yarim halqani saqlovchi minimal halqaga davom ettirish va 
keyin yanada kengroq bo‘lgan Lebeg bo‘yicha o‘lchovli to‘plamlarning −σ  
algebrasiga yoyish usuli bilan amalga oshirilgan edi. Bunda barcha ochiq va yopiq 
to‘plamlar, ularning chekli va sanoqli birlashmalari va kesishmalari, bu birlashma 
va kesishmalarga to‘ldiruvchi to‘plamlar albatta o‘lchovli to‘plamlar bo‘ladi. 
Bunday usul bilan aniqlangan Lebeg o‘lchovi sanoqli additivlik va uzluksizlik 
xossalariga ega. 

Yana sonlar o‘qiga va )( 1RΣ  yarim halqaga qaytamiz. Sonlar o‘qida 
berilgan xxF =)(  funksiya yordamida )( 1RΣ  da aniqlangan uzunlik tushunchasini 
(o‘lchovni) quyidagicha ifodalash mumkin:  

 ),(0)(=)()(==),( aFbFaFbFabbam −−−−  
 0),()(=)()(==],[ −−−− aFbFaFbFabbam  
 ),()(=)()(==],( aFbFaFbFabbam −−−  
 0).(0)(=)()(==),[ −−−−− aFbFaFbFabbam  

Bu usuldan )( 1RΣ  da o‘lchovlar aniqlash uchun foydalanishimiz mumkin. Bizga 
sonlar o‘qida aniqlangan kamaymaydigan, o‘ngdan uzluksis F  funksiya berilgan 
bo‘lsin. Har bir );[],;(),;(],;[ babababa  ko‘rinishdagi oraliqlarga F  funksiya 
yordamida mos ravishda  

(18.1)),()(=],(),(0)(=),( aFbFbamaFbFbam −−−  
(18.2)0).(0)(=),[0),()(=],[ −−−−− aFbFbamaFbFbam  

manfiymas sonlarni mos qo‘yamiz. Ishonch hosil qilish mumkinki, (18.1)-(18.2) 
tengliklar bilan aniqlangan oraliqlar (kesma, interval va yarim interval) funksiyasi 
manfiymas va additivdir. Yarim halqada kiritilgan bu o‘lchovga §6−  da amalga 
oshirilgan mulohazalarni qo‘llab, qandaydir )(⋅Fµ  o‘lchovni qurishimiz mumkin. 
Sonlar o‘qidagi Fµ  o‘lchovga nisbatan o‘lchovli bo‘lgan to‘plamlarning Fℜ  
sistemasi sanoqli yig‘indi va sanoqli keshishmaga nisbatan yopiq bo‘ladi, Fµ  
o‘lchov esa −σ  additiv bo‘ladi. Umuman olganda, Fµ  o‘lchovga nisbatan 
o‘lchovli to‘plamlar sinfi F  funksiyaning tanlanishiga bog‘liq. Ammo R  da 
o‘ngdan uzluksis kamaymaydigan F  funksiya qanday tanlanmasin ochiq va yopiq 
to‘plamlar, shuningdek, ularning barcha chekli va sanoqli yig‘indi va kesishmlari, 
ularga to‘ldiruvchi to‘plamlar (ya’ni Borel to‘plamlari) o‘lchovli to‘plamlar 
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bo‘ladi. 
Sonlar o‘qida aniqlangan bunday Fµ  o‘lchov F  funksiyaning tanlanishiga 

bog‘liq holda ba’zi hususiyatlarga ega bo‘ladi. 
Hozir Fµ  o‘lchovning ba’zi bir sinflari bilan tanishamiz. Bizga Lebeg 

o‘lchovi µ  va Lebeg-Stiltes o‘lchovi Fµ  berilgan bo‘lsin. 
18.1-ta’rif. Agar Lebeg o‘chovi nolga teng bo‘lgan ixtiyoriy A  to‘plam 

uchun 0=)(AFµ  bo‘lsa, u holda Fµ  (Lebeg o‘choviga nisbatan) absolyut uzluksiz 
o‘lchov deyiladi. 

18.2-ta’rif.  Agar Fµ  o‘lchov uchun chekli yoki sanoqli A  to‘plam mavjud 
bo‘lib, A  bilan kesishmaydigan ixtiyoriy B  to‘plam uchun 0=)(BFµ  bo‘lsa (bu 
holat chekli yoki sanoqli qiymat qabul qiluvchi F  funksiyalar uchun o‘rinli), u 
holda Fµ  diskret o‘lchov deb ataladi. 

18.3-ta’rif. Agar Fµ  o‘lchovda istalgan bir nuqtali to‘plam nol o‘lchovga 
ega bo‘lsa va Lebeg o‘lchovi nolga teng bo‘lgan biror A  to‘plam mavjud bo‘lib, 

0=)\( ARFµ  bo‘lsa, u holda Fµ  singulyar o‘lchov deyiladi. 
Endi biror )<<<(];[ ∞−∞ baba  kesmada aniqlangan kamaymaydigan, 

o‘ngdan uzluksis F  funksiyani olamiz. ];[ ba  kesmada saqlanuvchi har bir ];[ βα  
kesmalar, );( βα  intervallar va );[],;( βαβα  yarim intervallar sistemasidan tashkil 
bo‘lgan ]);([ baΣ  yarim halqada F  funksiya orqali (18.1)-(18.2) tengliklar 
yordamida m  o‘lchovni aniqlaymiz. Keyin m  o‘lchovni ]);([ baΣ  dan o‘lchovni 
davom ettirishning Lebeg usulidan foydalanib, kengroq FΣ  −σ  algebraga davom 
ettiramiz. Bu FΣ  −σ  algebra ];[ ba  kesmada saqlanuvchi barcha ochiq va yopiq 
to‘plamlarni, ularning barcha chekli va sanoqli yig‘indi va kesishmlarini, bu 
yig‘indi va kesishmalarning to‘ldiruvchilarini (demak, ];[ ba  kesmada saqlanuvchi 
Borel to‘plamlarini) o‘zida saqlaydi. 

18.4-ta’rif. Sonlar o‘qida yoki ];[ ba  kesmada berilgan kamaymaydigan, 
o‘ngdan uzluksiz F  funksiya vositasida yuqorida aytilgan usulda qurilgan Fµ  
o‘lchov Lebeg-Stiltes o‘lchovi deb ataladi. 

Ko‘rsatish mumkinki, istalgan o‘lchov absolyut uzluksiz, diskret va 
singulyar o‘lchovlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir. 

18. Lebeg-Stiltes integrali. ];[ ba  kesmada aniqlangan va kamaymaydigan, 
o‘ngdan uzluksiz F  funksiya yordamida hosil qilingan Fµ  Lebeg-Stiltes o‘lchovi 
berilgan bo‘lsin. Bu o‘lchov bo‘yicha ];[ ba  kesmada Lebeg ma’nosida 
integrallanuvchi funksiyalar sinfini qaraymiz va har bir funksiyaga uning  

 ∫
b

a
Fdxf µ)(  

Lebeg integralini mos qo‘yamiz. Fµ  o‘lchov bo‘yicha aniqlangan bu integral 
Lebeg-Stiltes integrali deb ataladi va uning uchun  

 ∫
b

a

xdFxf )()(  
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belgilashdan foydalaniladi. 
Lebeg-Stiltes integralining ba’zi xususiy hollarini qaraymiz. 
I. Bizga ];[ ba  kesmada aniqlangan, o‘ngdan uzluksiz, kamaymaydigan 

sakrashlar funksiyasi F  berilgan bo‘lsin. U holda Fµ  diskret o‘lchov bo‘ladi. Agar 
];[ baxi ∈  nuqtalar F  ning uzilish nuqtalari va ih  sonlar F  funksiyaning ix  

nuqtadagi sakrashi bo‘lsa, u holda  

 ∫
b

a

xdFxf )()(  

integral  
 ii

i
hxf )(∑  

yig‘indiga teng bo‘ladi. 
II. Agar F  funksiya ];[ ba  kesmada aniqlangan kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz bo‘lsa, u holda  

 ∫
b

a

xdFxf )()(  

Lebeg-Stiltes integrali )()( xFxf ′  funksiyaning odatdagi  

 ∫ ′
b

a

dxxFxf )()(  

Lebeg integraliga teng bo‘ladi, ya’ni  

 (18.3).)()(=)()( ∫∫ ′
b

a

b

a

dxxFxfxdFxf  

Bu tasdiqning isboti. ... 
Integralning −σ  additivlik xossasiga ko‘ra, (18.3) tenglikni Fµ  o‘lchov 

bo‘yicha integrallanuvchi sodda funksiyalar uchun ham umumlashtirish mumkin. 
Bizga f  funksiyaga tekis yaqinlashuvchi, integrallanuvchi }{ nf  sodda funksiyalar 
ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Umumiylikni chegaralamasdan }{ nf  ketma-ketlikni 
kamaymaydigan deb hisoblashimiz mumkin. U holda )}()({ xFxf n ′  - 
kamaymaydigan ketma-ketlik deyarli hamma yerda )()( xFxf ′  funksiyaga 
yaqinlashadi. Demak, }{ Ff n ′⋅  ketma-ketlik 13.2-teorema (Levi teoremasi) 
shartlarini qanoatlantiradi.  

 (18.4))()(=)()( ∫∫ ′
b

a
n

b

a
n dxxFxfxdFxf  

tenglikda ∞→n  limitga o‘tib,  

  ∫∫ ′
b

a

b

a

dxxFxfxdFxf )()(=)()(                           (18.5) 

tenglikni hosil qilamiz. 
Agar F  kamaymaydigan funksiya sakrashlar funksiyasi va absolyut 

uzluksiz funksiyalar yig‘indisidan iborat bo‘lsa, u holda ixtiyoriy f  
integrallanuvchi ( Fµ  o‘lchov bo‘yicha ) funksiya uchun uning Lebeg-Stiltes 
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integrali qator (yoki chekli yig‘indi) va odatdagi Lebeg integralini hisoblashga 
keltiriladi. Agar F  kamaymaydigan funksiya singulyar komponentani ham 
saqlasa, yuqoridagi tasdiqni aytish mumkin emas. 

Lebeg-Stiltes integrali tushunchasini F  kamaymaydigan funksiya bo‘lgan 
holdan Φ  o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lgan holga umumlashtirish 
mumkin. Aytaylik, ];[ ba  kesmada o‘zgarishi chegaralangan Φ  funksiya berilgan 
bo‘lib, v  esa uning ];[ xa  kesmadagi to‘la o‘zgarishi bo‘lsin. §15−  da olingan 
natijalarga ko‘ra, )(xv  ];[ ba  da kamaymaydigan, o‘ngdan uzluksiz funksiya 
bo‘ladi. Bundan tashqari Φ−vg =  funksiya ham kamaymaydigan, o‘ngdan 
uzluksiz funksiya bo‘ladi. Ya’ni Φ  funksiya ikkita monoton kamaymaydigan 
funksiyalar ayirmasi gv −Φ =  ko‘rinishda tasvirlanadi. 

Agar f  funksiya uchun  

 ∫∫
b

a

b

a

dxxdgxfxdvxf )()()()( va  

Lebeg-Stiltes integrallari mavjud bo‘lsa, u holda f  funksiyaning Φ  funksiya 
bo‘yicha Lebeg-Stiltes integrali  

 ∫∫∫ −Φ
b

a

b

a

b

a

dxxdgxfxdvxfxdxf )()()()(=)()(  

tenglik yordamida aniqlanadi. 
Aytaylik, Φ  o‘zgarishi chegaralangan funksiya yana boshqa usulda W  va h  

kamaymaydigan funksiyalarning hW −Φ =  ayirmasi ko‘rinishida tasvirlansin. 

Agar ∫ Φ
b

a

xdxf )()(  Lebeg-Stiltes integrali mavjud bo‘lsa, u holda  

 ∫∫∫∫ −−
b

a

b

a

b

a

b

a

dxxdhxfxdWxfdxxdgxfxdvxf )()()()(=)()()()(  

tenglik o‘rinli. Mustaqil isbotlang. 
Xulosa: f  funksiyaning Φ  o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘yicha 

Lebeg-Stiltes integralini hisoblash uchun Φ  funksiyaning ikki kamaymaydigan 
funksiyalar ayirmasi ko‘rinishidagi istalgan tasviridan foydalanish mumkin. 

18.1-misol.  

 ∫
∞

−

0

)(2 xdFx  

Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda )[0;= ∞A  yarim o‘q, ][=)( xxF  
funksiya esa x  ning butun qismiga teng. 

Yechish. Ma’lumki, ][=)( xxF  funksiya yordamida hosil qilingan Fµ  
o‘lchov diskret o‘lchov bo‘ladi. I) ga ko‘ra,  

 ( )0)()(2=)(2
0=0

−−−
∞∞

− ∑∫ nFnFxdF n

n

x  

tenglik o‘rinli. Agar 1=0)()( −− nFnF  tenglikni e’tiborga olsak, so‘nggi qator 
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yig‘indisini hisoblash mumkin. Bu qator 1=1b  va maxraji 
2
1=q  bo‘lgan cheksiz 

kamayuvchi geometrik progressiyaning yig‘indisini ifodalaydi. Demak,  

 2.=2=)(2
0=0

n

n

x xdF −
∞∞

− ∑∫  

 18.2-misol. Quyidagi Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. 

 ∫ +
3

0

)(1)( xdFx . 

Bu yerda [0;3]=A  kesma, 3.=)( 2 +xxF  
Yechish. Ma’lumki, 3=)( 2 +xxF  funksiya yordamida hosil qilingan Fµ  

o‘lchov absolyut uzluksiz o‘lchov bo‘ladi. II) ga ko‘ra  

 ∫∫ ⋅++
3

0

3

0

21)(=)(1)( xdxxxdFx  

tenglik o‘rinli. So‘nggi integral jadval integrali bo‘lib uning qiymati 20 ga teng. 
Demak,  

 20.=)(1)(
3

0
∫ + xdFx   

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 

1. Lebeg-Stiltes o‘lchovi qanday bo‘lganda ∫
b

a

xdFxf )()(  Lebeg-Stiltes 

integralini hisoblash masalasi, ma’lum qator yig‘indisini hisoblashga 
keltiriladi.  

2. F  funksiya qanday shartni qanoatlantirganda ∫
b

a

xdFxf )()(  Lebeg-Stiltes 

integralini hisoblash masalasi, odatdagi Lebeg integralini hisoblashga 
keltiriladi.  

3.  )()(
1

0

xdFxK∫  Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda −)(xK  Kantorning 

zinapoya funksiyasi, 1.2=)( +xxF   

4. )()(
1

0

xdFxK∫  Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda −)(xK  Kantorning 

zinapoya funksiyasi, .2][3=)( xxxF +   
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8-mavzu:  
Mеtrik  fazo va ularga misollar. Mеtrik fazolarda yaqinlashish. Zich 

to`plamlar. Ochiq va yopiq  to`plamlar. Kantor to`plam 
    

 
Bu bob metrik  fazolar va undagi asosiy tushunchalarni bayon qilishga 

bag‘ishlangan. Bu bob 4 paragrafdan iborat. 
Birinchi paragrafda metrik fazo ta’riflanib, ularga ko‘plab misollar 

keltirilgan. nR  to‘plamda har xil metrikalar kiritilgan. Metrikaning uchburchak 
tengsizligini isbotlashda Koshi-Bunyakovskiy, Minkovskiy va Gyolder 
tengsizliklaridan foydalanilgan. O‘z navbatida bu tengsizliklar ham o‘z isbotlarini 
topgan. Koshi-Bunyakovskiy, Minkovskiy va Gyolder tengsizliklarining integral 
formasi ham keltirilgan. Bundan tashqari gomeomorf va izomorf metrik fazolar 
ta’riflanib, ularga misollar keltirilgan. 

2-paragraf esa metrik fazolarda yaqinlashish va undagi ochiq va yopiq 
to‘plamlarning xossalariga bag‘ishlangan. Ochiq va yopiq to‘plamlarni ta’riflash 
uchun biz, yordamchi tushunchalar - urinish nuqtasi, limitik nuqta, yakkalangan 
nuqta va ichki nuqta ta’riflarini berganmiz. Keyin yopiq va ochiq to‘plamlarning 
xossalari isbotlangan. Jumladan metrik fazoda to‘plam ochiq (yopiq) 
bo‘lishligining yetarli va zarur shartlari keltirilgan. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik 
ta’riflanib, unga misollar keltirilgan. Metrik fazoning hamma yerida zich va hech 
yerda zichmas to‘plamlar ta’riflanib, ularga misollar qaralgan. nR , 

2],,[],,[, lbaCbaCR p
n
p  fazolarning separabel metrik fazolar bo‘lishligi 

ko‘rsatilgan. Separabel bo‘lmagan metrik fazoga misol keltirilgan. Sonlar o‘qidagi 
ochiq to‘plamlarning strukturasi berilgan. 

3-paragraf to‘la metrik fazolarga bag‘ishlangan. Yaqinlashuvchi va 
fundamental ketma-ketliklar orasidagi bog‘lanish ochib berilgan. nR , 

21 ],,[,, lbaCRR nn
∞  metrik fazolarning to‘laligi isbotlangan. ],[2 baC  ning to‘la 

bo‘lmagan metrik fazo ekanligi isbotlangan. Metrik fazoning to‘la bo‘lishligi 
haqidagi ichma-ich joylashgan yopiq sharlar haqidagi teorema hamda Ber 
teoremasi isbotlangan. Har qanday metrik fazoni to‘ldirish mumkinligi haqidagi 
teorema isboti bilan berilgan. Metrik fazolarda kompakt va nisbiy kompakt to‘plam 
tushunchalari berilgan. Asosiy funksional fazolar ],[ baC  va 2l  da kompakt 
(nisbiy kompakt) lik kriteriylari keltirilib isbotlangan. Kompakt (nisbiy kompakt) 
va kompakt bo‘lmagan (nisbiy kompakt bo‘lmagan) to‘plamlarga misollar 
keltirilgan. 

4-paragraf qisuvchi akslantirishlar prinsipi va uning tadbiqlariga  
bag‘ishlangan. To‘la metrik fazolarda har qanday qisuvchi akslantirishning yagona 
qo‘zg‘almas nuqtasi mavjudligi isbotlangan. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining 

nR  metrik fazodagi algebraik tenglamalar sistemasiga tadbig‘i bayon qilingan. 
Bundan tashqari chiziqli va chiziqli bo‘lmagan integral tenglamalarni yechishda 
qisuvchi akslantirishlar prinsipidan qanday foydalanish mumkinligi bayon 
qilingan.  
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1-§.  Metrik fazolar va ularga misollar 

 
Analizdagi eng muhim amallardan biri bu limitga o‘tish amalidir. Bu 

amalning asosida sonlar o‘qidagi ikki nuqta orasidagi masofa tushunchasi yotadi. 
Analizda kiritilgan ko‘pgina fundamental tuchunchalar sonlar o‘qining algebraik 
xususiyatlariga bog‘liq emas. Haqiqiy sonlar haqidagi tasavvurimizni to‘plam 
ma’nosida umumlashtirib, metrik fazo tushunchasiga kelamiz. Metrik fazo 
tushunchasi hozirgi zamon matematikasida  muhim o‘rinni egallaydi.  

1.1-ta’rif. Bo‘shmas X  to‘plamning ixtiyoriy x  va y  elementlar juftiga 
aniq bir  manfiymas ),( yxρ  son mos qo‘yilgan bo‘lib, bu  moslik   
1) 0),( =yxρ    ⇔    yx = , 
2) ),(),( xyyx ρρ =  (simmetriklik aksiomasi),  
3) ),(),(),( zyyxzx ρρρ +≤  (uchburchak aksiomasi)   
shartlarni qanoatlantirsa, ρ  ga X  dagi masofa yoki metrika deb ataladi. ),( ρX  
juftlik  metrik fazo deyiladi. 

Odatda metrik fazo, ya’ni ),( ρX  juftlik bitta X  harfi bilan belgilanadi. 
Agar X  to‘plamda nρρρ ...,,, 21  metrikalar aniqlangan bo‘lsa, u holda ),( 1ρX , 

),( 2ρX , ..., ),( nX ρ  metrik fazolar mos ravishda nX,,X,X K21  harflari bilan 
belgilanadi. 

Endi metrik fazoga bir nechta misollar keltiramiz.  
1.1. X  qandaydir bo‘shmas to‘plam bo‘lsin va har bir x , y  elementlar 

juftiga  

( )




≠
=

=
yx
yx

yx
agar
agar

,1
,,0

,ρ  

qonuniyat bo‘yicha son mos qo‘yilsin. Ravshanki, ρ  akslantirish metrika 
aksiomalarini qanoatlantiradi. Bu metrika diskret metrika deb ataladi. Hosil 
bo‘lgan metrik fazo yakkalangan nuqtalar fazosi deb ataladi. 

1.2. Haqiqiy sonlar to‘plami ( ) ( ) yxyxR −=∞∞−= ,,, ρ  masofa 
bo‘yicha metrik fazo tashkil qiladi va bu metrik fazo ham R  harfi bilan 
belgilanadi. 

1.3. Ixtiyoriy n  ta nxxx ,,, 21 K  haqiqiy sonlarning tartiblangan 
( )nxxxx ,,, 21 K=  guruhlaridan tashkil bo‘lgan to‘plamda har bir x  va y  lar jufti 

( )yx,  ga 

   ( ) ( )∑
=

−=
n

k
kk yxyx

1

2,ρ       (1.1) 

manfiymas sonni mos qo‘yuvchi ρ  akslantirish masofani aniqlaydi. Hosil bo‘lgan 
metrik fazo n  - o‘lchamli arifmetik Evklid fazo deb ataladi. Endi (1.1) formula 
bilan aniqlangan ρ  moslik metrika aksiomalarini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz:  
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1)    ( ) ( ) yxyxyx
n

k
kk =⇔=−= ∑

=
0,

1

2ρ  

dan 1 aksiomaning bajarilishi bevosita ko‘rinib tuiribdi. 

2)  ( ) ( ) ( ) ( ).,,
1

2

1

2 xyxyyxyx
n

k
kk

n

k
kk ρρ =−=−= ∑∑

==
 

Endi 3-aksiomaning bajarilishini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy uchta ( )nxxxx ,,, 21 K= , 
( )nyyyy ,,, 21 K= , ( )nzzzz ,,, 21 K=  nuqtalar uchun uchburchak aksiomasi    

        ( ) ( ) ( )∑∑∑
===

−+−≤−
n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk zyyxzx

1

2

1

2

1

2           (1.2) 

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar kkkkkk zybyxa −=−= ,  belgilashlarni kiritsak, 
kkkk bazx +=−  bo‘ladi va (1.2) tengsizlik 

            ( ) ∑∑∑
===

+≤+
n

k

n

k

n

k
kk baba

1

2

1

2

1

2
kk                       (1.3) 

ko‘rinishni oladi. Ushbu 

( )∑∑∑∑∑
= ====

−−⋅=





 ⋅

n

i

n

j
ijji

n

k
k

n

k
k

n

k
kk babababa

1 1

2

1

2

1

2
2

1 2
1  

ayniyatni e'tiborga olsak, 

                ∑∑∑
===

⋅≤⋅
n

k

n

k

n

k
kk baba

1

2

1

2

1
kk                             (1.4) 

tengsizlikka ega bo‘lamiz. (1.4) Koshi – Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi. U 
holda biz 

( )
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

11

2

1

2

2

2









+=+⋅+

+≤++=+

∑∑∑∑∑

∑∑∑∑∑

=====

=====

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
kk

n

k
k

n

k
kk

babba

abbaaba

 

munosabatga  ega bo‘lamiz. Bu munosabatdan  (1.3) tengsizlik bevosita kelib 
chiqadi. Demak, uchburchak aksiomasi o‘rinli ekan. Hosil bo‘lgan metrik fazo nR  
simvol bilan belgilanadi. 

1.4. Yana n  - ta haqiqiy sonlarning tartiblangan guruhlari ( )nxxxx ,,, 21 K=  
dan tuzilgan to‘plamni qaraymiz va unda masofani 

                        ( ) ∑
=

−=
n

k
kk yxyx

1
1 ,ρ           (1.5) 

formula vositasida aniqlaymiz. Hosil bo‘lgan metrik fazo nR1  simvol bilan 
belgilanadi. Bu moslik metrikaning 1-3 aksiomalarini qanoatlantirishini o‘quvchi 
mustaqil tekshirib ko‘rishi mumkin. 

1.5. Yuqoridagi 1.3 va 1.4 misollarda keltirilgan to‘plamda elementlar 
orasidagi masofani  
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                 ( ) kknk
yxyx −=

≤≤
∞ 1

max,ρ                       (1.6) 

formula bilan aniqlaymiz. Metrika  aksiomalarining bajarilishi oson tekshiriladi. 
Hosil bo‘lgan metrik fazo nR∞  simvol bilan belgilanadi. 

1.6. ],[ ba  kesmada aniqlangan va uzluksiz barcha funksiyalardan tashkil 
bo‘lgan to‘plamni ],[ baC  simvol bilan belgilaymiz. Bu to‘plamda 

                  ( ) )()(max, tytxyx
bta

−=
≤≤

ρ                    (1.7) 

akslantirish metrika aksiomalarini qanoatlantiradi. Masofaning 1-3 aksiomalari 
bevosita tekshiriladi (o‘quvchiga mustaqil tekshirish uchun tavsiya etiladi). Bu 
metrik fazo analizda muhim ahamiyatga ega bo‘lib, u ham to‘plam kabi ],[ baC  
simvol bilan belgilanadi. 

1.7.  Haqiqiy sonlardan tuzilgan va  

∞<∑
∞

=1

2

k
kx  

shartni qanoatlantiruvchi barcha ( )KK ,,,, 21 nxxxx =  ketma-ketliklardan tashkil 
bo‘lgan to‘plamni  2l   simvol bilan belgilaymiz. Bu to‘plamda masofa 

                  ( ) ( )∑
∞

=
−=

1

2,
k

kk yxyxρ                         (1.8) 

formula bilan aniqlanadi. Har bir  2, l∈yx   elementlar uchun 

∞<∑
∞

=1

2

k
kx ,  ∞<∑

∞

=1

2

k
ky  

shartlar bajarilgani uchun va ( ) ( )222 2 kkkk yxyx +≤±  elementar tengsizlikdan  

( )∑
∞

=
−

1

2

k
kk yx  

qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Endi (1.8) formula bilan aniqlangan ρ  
moslikning metrika aksiomalarini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Ravshanki, 1 va 
2-aksiomalar bajariladi. Uchburchak aksiomasi esa 

( ) ( ) ( )∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
−+−≤−

1

2

1

2

1

2

k
kk

k
kk

k
kk zyyxzx            (1.9) 

ko‘rinishga ega. Yuqorida zikr etilganlarga ko‘ra (1.9) tengsizlikdagi qatorlarning 
hammasi yaqinlashadi. Ikkinchi tomondan esa 1.3-misolda isbotlanganiga ko‘ra 
har bir n  da 

( ) ( ) ( )∑∑∑
===

−+−≤−
n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk zyyxzx

1

2

1

2

1

2  

tengsizlik o‘rinli. Oxirgi tengsizlikda ∞→n  da limitga o‘tsak, (1.9) tengsizlikning 
to‘g‘riligi isbotlanadi, ya’ni uchburchak aksiomasi o‘rinli. 

1.8. ],[ ba  kesmada aniqlangan va uzluksiz barcha haqiqiy qiymatli 
funksiyalar to‘plamida 
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( ) ( ) ( )( )∫ −=
b

a
dttytxyx 2

2 ,ρ  

formula yordamida masofa aniqlash mumkin. Hosil bo‘lgan metrik fazo ],[2 baC  
simvol bilan belgilanadi va uzluksiz funksiyalarning o‘rtacha kvadratik metrikali 
fazosi deb ataladi. Ravshanki, 2ρ  moslik metrikaning 1 va 2-aksiomalarini 
qanoatlantiradi. Uchburchak aksiomasining bajarilishi Koshi - Bunyakovskiyning 
ushbu  

               ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ ⋅≤





 ⋅

b

a

b

a

b

a
dttydttxdttytx 22

2

    (1.10) 

integral tengsizligidan bevosita kelib chiqadi. Koshi – Bunyakovskiy tengsizligi 
esa osongina tekshirish mumkin bo‘lgan 

( ) ( ) ( ) ( ) ∫ ∫∫∫∫ −−⋅=







⋅

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dsdt)]t(x)s(y)t(y)s(x[dttydttxdttytx 222
2

2
1  

ayniyatga asoslangan. 
1.9. Yana ],[ ba  kesmada aniqlangan uzluksiz haqiqiy qiymatli funksiyalar 

to‘plamini qaraymiz. Bu to‘plamda ushbu 

( ) ( ) ( )∫ −=
b

a

dttytxyx,1ρ         (1.11) 

formula bilan aniqlangan akslantirish masofa aniqlaydi. Hosil bo‘lgan metrik fazo 
],[1 baC  simvol bilan belgilanadi. 1ρ  akslantirish metrikaning 1-3 aksiomalarini 

qanoatlantirishini tekshirish, o‘quvchiga mustaqil mashq sifatida tavsiya qilinadi. 
1.10. Barcha chegaralangan ( )KK ,,,, 21 nxxxx =  haqiqiy sonlar ketma-

ketliklaridan iborat to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamdagi har bir x  va y  elementlar 
juftiga 

( ) kk
k

yxyx −=
∞≤≤1

sup,ρ         (1.12) 

sonni mos qo‘yuvchi ρ  akslantirish masofa aniqlaydi. Hosil bo‘lgan metrik fazo 
m  harfi bilan belgilanadi. O‘quvchi uchun 1-3 aksiomalarning bajarilishini 
tekshirish qiyin emas. 

1.11. n  - ta haqiqiy sonlarning tartiblangan guruhlaridan iborat nR  
to‘plamda har bir 1≥p  son uchun 

( ) pn

k

p
kkp yxy,x

1

1






 −= ∑

=
ρ              (1.13) 

formula bilan aniqlangan pρ  moslik masofa aniqlaydi va hosil bo‘lgan metrik fazo 
n
pR  simvol bilan belgilanadi. Bu misolda ham 1 va 2 aksiomalarning bajarilishini 

tekshirish qiyin emas. Shuning uchun 3 aksiomaning bajarilishini tekshirish yetarli. 
Qaralayotgan to‘plamdan ixtiyoriy uchta ( ),x,,x,xx nK21=  ( ),y,,y,yy nK21=  

( )nz...,,z,zz 21=  nuqtalarni olib ,yxa kkk −=  kkk zyb −=  belgilashlarni kiritsak, 
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kkkk bazx +=−  bo‘ladi va natijada ( ) ( ) ( )z,yy,xz,x ppp ρρρ +≤  uchburchak 
tengsizligi 

pn

k

p
k

pn

k

p
k

pn

k

p
kk baba

1

1

1

1

1

1






+






≤






 + ∑∑∑

===
     (1.14) 

ko‘rinishni oladi. Hosil bo‘lgan (1.14) tengsizlik Minkovskiy tengsizligi deb 
ataladi. Agar 1=p  bo‘lsa, Minkovskiy tengsizligining bajarilishi ko‘rinib turibdi 
(chunki, yig‘indining moduli modullar yig‘indisidan oshmaydi), shuning uchun 

1>p  deb hisoblaymiz. Minkovskiy tengsizligining isboti Gyolder tengsizligi deb 
nomlanuvchi 

qn

k

q
k

pn

k

p
k

n

k
kk baba

1

1

1

11






⋅






≤⋅ ∑∑∑

===
     (1.15) 

tengsizlikka asoslangan. Bu yerda  1>p   va  1>q   sonlar  

111
=+

qp
      (1.16) 

shart bilan bog‘langan. (1.16) dan quyidagi tengliklar kelib chiqadi 

11 −
=

−
=

q
qp,

p
pq . 

Ta’kidlash lozimki, (1.15) tengsizlik ( )na,,a,aa K21=  va ( )nb,,b,bb K21=  nuqtalar 
uchun bajarilsa, u ixtiyoriy λ  va µ  sonlarda ( )na,,a,aa λλλλ K21=  va 

( )nb,,b,bb µµµµ K21=  nuqtalar uchun ham bajariladi va aksincha. Ya’ni (1.15) bir 
jinsli tengsizlikdir. Shunday ekan, (1.15) tenksizlikni 

1
11

== ∑∑
==

n

k

q
k

n

k

p
k ba         (1.17) 

shartni qanoatlantiruvchi a  va b  nuqtalar uchun isbotlash yetarli. U holda (1.15)  
tengsizlik (1.17) shart bajarilganda  

1
1

≤⋅∑
=

n

k
kk ba          (1.18) 

ko‘rinishni oladi. (1.17) shartda (1.18) tengsizlikni isbotlash uchun ( )ηξ ,  
tekislikda ( )01 >= − ξξη p  yoki ( )01 >= − ηηξ q  tenglamalar bilan aniqlangan egri 
chiziqli (1.1 - chizma) trapetsiya yuzini hisoblaymiz. Chizmadan ko‘rinib turibdiki, 
musbat a  va b  sonlarni qanday tanlamaylik, 21 SSab +≤  tengsizlik o‘rinli. 1S  va 

2S  yuzalarni hisoblaymiz: 

q
bdS,

p
adS

qb
q

pa
p ==== ∫∫ −−

0

1
2

0

1
1 ηηξξ . 
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Shunday qilib, quyidagi sonli tengsizlik o‘rinli:  

.
q
b

p
aab

qp

+≤  

Agar a  ni ka  ga, b  ni kb  ga almashtirib va k  ni 1 dan n  gacha o‘zgartirib 
yig‘indi tuzsak, (1.16) va (1.17) shartlar bajarilganda (1.18) tengsizlik hosil 
bo‘ladi. Shunday qilib, (1.18) tengsizlik isbotlandi. Shunday ekan, umumiy (1.15) 
tengsizlik ham isbotlandi. 

Agar 2=p  bo‘lsa (1.15) Gyolder tengsizlidan (1.4) Koshi - Bunyakovskiy 
tengsizligi kelib chiqadi. 

Endi Minkovskiy tengsizligining isbotiga o‘tamiz. Buning uchun 
( ) ( ) ( ) |b||b||a||a||b||a||b||a| ppp 11 −− +++=+  

ayniyatdan foydalanamiz. Bu ayniyatda a  ni ka  ga, b  ni kb  ga almashtirib va 
k  ni 1 dan n  gacha o‘zgartirib yig‘indi tuzsak, quyidagi ayniyatga ega bo‘lamiz 

( ) ( ) ( ) k

n

k

p
kkk

n

k

p
kk

n

k

p
kk bbaababa ∑∑∑

=

−

=

−

=
+++=+

1

1

1

1

1
. 

Tenglikning o‘ng tomonidagi har ikkala yig‘indiga ham Gyolder tengsizligini 
qo‘llasak va ( ) pqp =−1  ekanligini e'tiborga olsak, quyidagi tengsizlikka ega 
bo‘lamiz: 

( ) ( ) .
1

1

1

1

1

11 

















+



⋅





 +≤+ ∑∑∑∑

====

pn

k

p
k

pn

k

p
k

qn

k

p
kk

n

k

p
kk bababa  

Bu tengsizlikning har ikkala tomonini 

( ) qn

k

p
kk ba

1

1






 +∑

=
 

ga bo‘lib, isbotlanishi kerak bo‘lgan (1.14) Minkovskiy tengsizligiga ega bo‘lamiz. 
Shunday qilib, uchburchak aksiomasi o‘rinli ekan. 

Agar bu misolda 2=p  desak, pρ  metrika 1.3-misoldagi metrikaga va agar 
1=p  desak, 1.4-misoldagi metrikaga aylanadi. Ko‘rsatish mumkinki, 1.5-misolda 

kiritilgan  
( ) kknk

yxyx −=
≤≤∞ 1

max,ρ  

a 0 
ξ 

η 

b 
S2 

S1 

η=ξp-1 

1.1 – chizma 
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metrika pρ  metrikaning ∞→p  dagi limitik holati boladi, ya’ni  

( ) pn

k

p
kkp

yxyx
1

1
lim, 






 −= ∑

=∞→∞ρ .    (1.19) 

1.12. Elementlari  

∑
∞

=
≥∞<

1
1,

k

p
k px  

shartni qanoatlantiruvchi barcha ( )KK ,,,, 21 nxxxx =  haqiqiy sonlar ketma - 
ketliklaridan iborat va ikki nuqtasi orasidagi masofa 

( ) p

k

p
kk yxyx

1

1
, 






 −= ∑

∞

=
ρ      (1.20) 

formula bilan aniqlangan to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamni pl  deb belgilaymiz. 
Ixtiyoriy  pyx l∈,   lar uchun har bir n  da 

pn

k

p
k

pn

k

p
k

pn

k

p
kk yxyx

1

1

1

1

1

1






+






≤






 − ∑∑∑

===
   (1.21) 

Minkovskiy tengsizligi o‘rinli bo‘lgani va 

∞<∞< ∑∑
∞

=

∞

= 11
,

k

p
k

k

p
k yx   

shartlar bajarilgani uchun (1.21) da ∞→n  da limitga o‘tsak, 

p

k

p
k

p

k

p
k

p

k

p
kk yxyx

1

1

1

1

1

1






+






≤






 − ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=
 

ga ega bo‘lamiz. Bundan ixtiyoriy pyx l∈,  lar uchun (1.20) qator yaqinlashishiga 
ega bo‘lamiz. (1.20) tenglik bilan aniqlangan ρ  funksiya metrikaning 1 va 2-
aksiomalarini qanoatlantirishi ko‘rinib turibdi. Uchburchak aksiomasi (1.14) 
Minkovskiy tengsizligidan foydlanib isbotlanadi. 

Endi biz Minkovskiy va Gyolder tengsizliklarining integral formasini 
beramiz. 

( ) ( ) ( ) ( ) 1,

111

≥







+








≤








+ ∫∫∫ pdttydttxdttytx

pb

a

ppb

a

ppb

a

p .     (1.22) 

Bu Minkovskiy tengsizligi deb ataladi. Minkovskiy tengsizligi, ya’ni (1.22) 
tengsizlik ],[ ba  kesmada ( )1>pp  - chi darajasi bilan Lebeg ma’nosida 
integrallanuvchi ixtiyoriy x  va y  funksiyalar uchun o‘rinli. Quyidagi tengsizlik  

( ) ( ) ( ) ( ) 111,1,1,
11

=+>>





⋅






≤ ∫∫∫ qp

qpdttydttxdttytx
qb

a

qpb

a

p
b

a
   (1.23) 

Gyolder tengsizligi deb ataladi. Gyolder tengsizligi ],[ ba  kesmada ( )1>pp -chi 
darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi x  va q ( )1>q -chi darajasi bilan 
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integrallanuvchi ixtiyoriy y  funksiyalar uchun o‘rinli. (1.10) tengsizlik Koshi-
Bunyakovskiy tengsizligining integral formasidir. 

Endi haqiqiy o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi fanida xossalari 
o‘rganilgan o‘zgarishi chegaralangan va absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plamini 
qaraymiz. 

1.13. Berilgan ],[ ba  kesmada aniqlangan va o‘zgarishi chegaralangan 
funksiyalar to‘plamida ikki nuqta orasidagi masofani  

( ) ( ) ( ) [ ]yxayaxy,x V
b

a
−+−=ρ    (1.24) 

formula bilan aniqlaymiz. Bu yerda ][ fV
b

a
 - o‘zgarishi chegaralangan f  

funksiyaning ],[ ba  kesmadagi to‘la o‘zgarishi (variatsiyasi). (1.24) tenglik bilan 
aniqlangan ρ  akslantirishning metrika aksiomalarini qanoatlantirishi funksiya 
to‘la o‘zgarishi xossalaridan kelib chiqadi. 

Masalan, uchburchak tengsizligi  ( ) ( ) ( )z,yy,xz,x ρρρ +≤   da 
( ) ( ) ( )ttytx ϕ=−   va  ( ) ( ) ( )ttzty ψ=−  

belgilashlar olsak u quyidagi ko‘rinishni oladi 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] [ ]ψϕψϕψϕψϕ VVV
b

a

b

a

b

a
aaaa +++≤+++ . 

Bu esa baba +≤+  tengsizlikdan va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalarning  

][][][ ψϕψϕ VVV
b

a

b

a

b

a
+≤+  

xossasidan kelib chiqadi. Hosil qilingan metrik fazo o‘zgarishi chegaralangan 
funksiyalar fazosi deyiladi va ],[ baV  orqali belgilanadi. 

1.14. Berilgan ],[ ba  kesmada aniqlangan va absolyut uzluksiz  funksiyalar 
to‘plamini qaraymiz. Bu to‘plamda ham ikki x  va y  nuqtalar orasidagi masofa 

( )yx,ρ , (1.24) tenglik bilan aniqlanadi. Hosil qilingan metrik  fazo absolyut 
uzluksiz funksiyalar fazosi deb ataladi va ],[ baAC  orqali belgilanadi. 

1.1-eslatma. ( )ρ,X  - metrik fazo va M  uning ixtiyoriy qism to‘plami 
bo‘lsin. U holda  X  da aniqlangan ρ  masofa, uning qismi bo‘lgan M  da ham 
masofa aniqlaydi. Shuning uchun ( )ρ,M  metrik fazo bo‘ladi. ( )ρ,M  metrik fazo 
( )ρ,X  metrik fazoning qism fazosi deb ataladi.  

 
1.1. Metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar. Izometriya 

 
( )ρ,XX =  va ( )dYY ,=  – metrik fazolar, f  – esa X  ni Y  ga akslantirish 

bo‘lsin. Shunday qilib, har bir Xx∈  elementga yagona ( ) Yxfy ∈=  element mos 
qo‘yilgan bo‘lsin. 

1.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy ε >0 uchun shunday δ >0 mavjud bo‘lib, 
( ) δρ <0, xx  shartni qanoatlantiruvchi  barcha Xx∈  nuqtalar uchun 
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ε<))(),(( 0xfxfd  tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f  akslantirish Xx ∈0  
nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar f  akslantirish X  ning hamma nuqtalarida 
uzluksiz bo‘lsa, u holda f  ni X  da uzluksiz deb ataymiz. 

Agar X  va Y  lar sonli to‘plamlar bo‘lsa, ya’ni x  - son, f  - sonli funksiya 
bo‘lsa, u holda akslantirishning uzluksizlik ta’rifi matematik analizdan ma’lum 
bo‘lgan  funksiyaning uzluksizligi ta’rifiga aylanadi. 

Ta’kidlash lozimki, agar X  metrik fazodagi ρ  masofani XX ×  metrik 
fazoni ),0[: ∞=+R  metrik fazoga akslantirish deb qarasak, ρ  - uzluksiz 
akslantirish bo‘ladi. Bu yerda ( ){ }XyxyxXX ∈=× ,:,  to‘plamda ( )21, xx  va 
( )21, yy  juftliklar orasidagi masofa ( ) ( )( )2121 ,,, yyxxd = ρ ( )11 , yx + ρ ( )22 , yx  
formula yordamida aniqlanadi. Endi ρ  akslantirishning uzluksizligini ko‘rsatamiz. 
Ixtiyoriy ( ) XXyx ×∈00 , nuqtani olamiz va mahkamlaymiz. Keyin ixtiyoriy 
( ) XXyx ×∈,  nuqta olib, metrikaning  uchburchak aksiomasidan  foydalanamiz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,,,,,, 000000 yyyxxxyxxxyx ρρρρρρ ++≤+≤  
( ) ( ) ( ) ( ).,,,, 0000 yyyxxxyx ρρρρ ++≤  

Bu ikki tengsizlikdan  
( ) ( ) ( ) ( )yyxxyxyx ,,,, 0000 ρρρρ +≤−  

ga kelamiz. Agar  
( ) ( )( )00 ,,, yxyxd = ρ ( )0, xx + ( ) ερ <0, yy  

desak, u holda  ( ) ( ) ερρ ≤− 00 ,, yxyx  bo‘ladi, ya’ni ρ  uzluksiz akslantirish  
ekan. 

Agar YXf →:  akslantirish X  va Y  metrik fazolar o‘rtasida o‘zaro bir 
qiymatli moslik o‘rnatsa, u holda Y   ni X   ga akslantiruvchi ( )yfx 1−=  teskari 

akslantirish mavjud bo‘ladi. Agar f  o‘zaro bir qiymatli moslik bo‘lib, f  va 1−f  
akslantirishlar uzluksiz bo‘lsa, u holda f  gomeomorf akslantirish yoki 
gomeomorfizm deb ataladi, X  va Y  fazolar esa gomeomorf fazolar deb ataladi. 
Gomeomorf metrik fazolarga ( )∞∞−= ;R  sonlar o‘qi va ( )1,1−   intervallarni 

misol sifatida qarash mumkin. Bu holda gomeomorfizm arctgxy
π
2

=  formula 

yordamida o‘rnatiladi. 
Agar ( )ρ,XX =  va ( )dYY ,=  metrik fazolar o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli 

moslik o‘rnatuvchi f  akslantirish ixtiyoriy Xxx ∈21,  lar uchun 
( ) ( ) ( )( )2121 ,, xfxfdxx =ρ  shartni qanoatlantirsa, f  akslantirish izometriya 

deyiladi, X  va Y  fazolar esa izometrik fazolar deb ataladi. 
X  va Y  metrik fazolarning izometrikligi, ular elementlari orasidagi metrik 

bog‘lanishlar bir xil bo‘lib, faqatgina ular elementlarining tabiatiga ko‘ra bir - 
biridan farq qilinishini bildiradi. Ular orasidagi bu farq metrik fazolar nazariyasi 
nuqtai - nazaridan muhim emas. Bundan keyin o‘zaro izometrik fazolarni aynan 
bitta fazo deb qaraymiz.  



 
 

17 

 
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 

1. Gyolder va Minkovskiy tengsizliklarini integral formada yozing. 
2.  (1.5) tenglik bilan aniqlangan +→× RRR nn:1ρ  akslantirish metrikaning 1-3 
shartlarini qanoatlantirishini ko‘rsating.  
3.  (1.7) tenglik bilan aniqlangan +→× RbaCbaC ],[],[:ρ  akslantirish 
metrikaning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini isbotlang. 
4.  (1.11) tenglik bilan aniqlangan +→× RbaCbaC ],[],[:1ρ  akslantirish 
metrikaning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini isbotlang. 
5.  (1.12) tenglik bilan aniqlangan +→× Rmm:ρ  akslantirsh metrikaning 1-3 
shartlarini qanoatlantirishini isbotlang. 
6. (1.19) tenglikni isbotlang. 
7.  (1.24) tenglik bilan aniqlangan +→× RbaVbaV ],[],[:ρ  akslantirish 
metrikaning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini isbotlang. 
8. Quyidagi tasdiqlarni isbotlang: 
   1). Agar qp <<1  bo‘lsa, pl  to‘plam ql  to‘plamning qismi bo‘ladi.  
   2 ). Absolyut uzluksiz funksiyalar fazosi ],[ baAC  o‘zgarishi chegaralangan 
funksiyalar fazosi ],[ baV  ning qism fazosi bo‘ladi.  
 

2-§.  Metrik fazolarda yaqinlashish. Ochiq va yopiq to‘plamlar 
 

Biz bu paragrafda metrik fazoning asosiy tushunchalarini keltiramiz va 
ochiq va yopiq to‘plamlarning xossalarini o‘rganamiz. 

2.1-ta’rif. X  metrik fazoda Xx ∈0  va 0>r  son berilgan bo‘lsin. 
( ) rxx <0,ρ  shartni qanoatlantiruvchi barcha Xx∈  elementlar to‘plami markazi 

0x  nuqtada,  radiusi r  bo‘lgan  ochiq shar deb ataladi va u ( )r,xB 0  orqali 
belgilanadi. Berilgan Xx ∈0  va 0>r  da ( ) rxx ≤0,ρ  shartni qanoatlantiruvchi 
barcha Xx∈  elementlar to‘plami ],[ 0 rxB  orqali belgilanadi va u markazi 0x  
nuqtada,  radiusi r  bo‘lgan yopiq shar deb ataladi. 

Metrik fazolar nazariyasida markazi 0x  nuqtada va radiusi 0>ε  bo‘lgan 
( )ε,0xB  ochiq shar 0x  nuqtaning ε  - atrofi deyiladi va u ( )0xOε  ko‘rinishda 

belgilanadi. 
Misollar. 2.1. Shunday metrik fazoga va undagi ikkita ( )11,rxB , ( )22 , rxB  

sharlarga misol keltiringki, 21 rr <  va ( )11 r,xB ⊃ ( )22 r,xB  bo‘lsin. 
      Yechish. ( ) yxyxX −=∞= ,),;0[ ρ  bo‘lsin. Agar 

{ }51:);0[)5,1( <−∞∈= xxB  deb markazi 1 nuqtada va radiusi 5 ga teng sharni, 
hamda { }43:);0[)4,3( <−∞∈= xxB  deb markazi 3 nuqtada va radiusi 4 ga teng 
bo‘lgan ochiq sharlarni olsak, u holda 45 12 =>= rr , ammo ( ) ( )4,35,1 BB ⊂ .  

2.2-ta’rif. Agar X  metrik fazoning M  qism to‘plami uchun uni o‘zida 
saqlovchi shar mavjud bo‘lsa, M  chegaralangan to‘plam deb ataladi. 
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2.3-ta’rif. X  metrik fazo, M  uning qism to‘plami va x  nuqtasi berilgan 
bo‘lsin. Agar ixtiyoriy 0>ε  uchun ( ) ∅≠MxO Iε  munosabat bajarilsa, x  nuqta 
M  ning urinish nuqtasi deyiladi. M  to‘plamning barcha urinish nuqtalaridan 
iborat ][M  to‘plam M  ning yopig‘i deyiladi. 

Shunday qilib, biz metrik fazo qism to‘plamlari uchun ulardan ularning 
yopig‘iga o‘tish amalini aniqladik. To‘plam yopig‘i amali quyidagi xossalarga ega. 

2.1-teorema. Quyidagi tasdiqlar o‘rinli:  
1) M ⊂ ][M ;  
2) ][]][[ MM = ;  
3) agar 21 MM ⊂  bo‘lsa, u holda [ ] [ ]21 MM ⊂ ;  
4) [ ] [ ] [ ]2121 MMMM UU = . 

Isbot. M  to‘plamning har bir nuqtasi uning uchun urinish nuqtasi bo‘lishi 
bevosita ta’rifdan kelib chiqadi, shuning uchun M ⊂ ][M . 

Endi ikkinchi tasdiq isbotiga o‘tamiz. Birinchi tasdiqqa ko‘ra ]][[][ MM ⊂ . 
Endi ]][[Mx∈  ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. U holda ixtiyoriy 0>ε  uchun 

( ) ∅≠][2/ MxO Iε , ya’ni shunday [ ]My ∈  mavjudki, ( )
2

, ε
ρ <yx . Shunga 

o‘xshash, ( ) ∅≠MyO I2/ε . Ya’ni shunday Mz ∈  mavjud bo‘lib, ( )
2

, ε
ρ <zy  

bo‘ladi. U holda  

( ) ( ) ( ) ε
εε

ρρρ =+<+≤
22

,,, zyyxzx  

ya’ni ( ) ∅≠MxO Iε . Bundan [ ]Mx∈  ekanligi kelib chiqadi. Shunday ekan, 
][]][[ MM ⊂ . Demak, ][]][[ MM = . 

Uchinchi tasdiqning isboti. ][ 1M  to‘plamning ixtiyoriy x  nuqtasini olamiz. 
U holda ixtiyoriy 0>ε  uchun ( ) ∅≠1MxO Iε . Bundan ( ) ∅≠2MxO Iε  ekanligi 
kelib chiqadi. Demak, x  nuqta 2M  to‘plamning urinish nuqtasi, ya’ni ][ 2Mx∈  
ekan. Bundan [ ] [ ]21 MM ⊂ . 

Nihoyat, to‘rtinchi tasdiq isbotiga o‘tamiz. Agar [ ]21 MMx U∈  bo‘lsa, u 
holda ixtiyoriy 0>ε  uchun ( ) ( ) ∅≠21 MMxO UIε  bo‘ladi. Bundan, 

( ) ∅≠1MxO Iε  yoki ( ) ∅≠2MxO Iε  tengsizliklardan kamida bittasi bajariladi. 
U holda ][ 1Mx∈  yoki ][ 2Mx∈ , bundan [ ] [ ]21 MMx U∈  ekan. Ya’ni 
[ ] [ ] [ ]2121 MMMM UU ⊂ . Ikkinchi tomondan, 211 MMM U⊂  va 212 MMM U⊂  
bo‘lgani uchun, 3-tasdiqqa ko‘ra [ ] [ ]211 MMM U⊂  va [ ] [ ]212 MMM U⊂ . Shunday 
ekan, [ ] [ ] [ ]2121 MMMM UU ⊂ . Demak, ][][][ 2121 MMMM UU = . ∆ 

2.4-ta’rif.  X  - metrik fazo va M  - uning bo‘shmas qism to‘plami bo‘lsin. 
Agar Xx∈  ning ixtiyoriy ( )xOε  atrofi M  ning cheksiz ko‘p elementlarini 
saqlasa, u holda Xx∈  nuqta M  to‘plamning limitik nuqtasi deyiladi. 

To‘plamning limitik nuqtasi shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham, bo‘lmasligi 
ham mumkin. 
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2.2. Agar Q  barcha ratsional sonlar to‘plami bo‘lsa, u holda ( )∞∞−= ,R  
ning har bir nuqtasi Q  uchun limitik nuqta bo‘ladi. 

2.5-ta’rif. Agar M  to‘plamga tegishli x  nuqta uchun shunday 0>ε  
mavjud bo‘lib, ( ) }{xMxO =Iε  bo‘lsa, u holda x  nuqta M  to‘plamning 
yakkalangan (yolg‘iz ) nuqtasi deyiladi. 

O‘quvchi mustaqil isbotlashi mumkin bo‘lgan quyidagi tasdiqlar o‘rinli. 
M  to‘plamning istalgan urinish nuqtasi shu to‘plamning limitik nuqtasi, 

yoki yakkalangan nuqtasi bo‘ladi. Bu yerdan xulosa sifatida kelib chiqadiki, ][M  
to‘plam uch turdagi nuqtalardan tashkil bo‘lishi mumkin:  
1)  M   to‘plamning yakkalangan nuqtalari,  
2)  M  ga tegishli bo‘lgan, M   ning limitik nuqtalari,  
3)  M  ga tegishli bo‘lmagan M  ning limitik nuqtalari. 

Bu xulosalardan kelib chiqadiki, M  dan uning yopig‘i ][M  ga o‘tish, M  ga 
tegishli bo‘lmagan limitik nuqtalarni M  ga qo‘shib olish bilan amalga oshiriladi.  
 

2.1. Metrik fazolarda yaqinlashish 
2.6-ta’rif.  X  metrik fazoda KK ,,,, 21 nxxx   nuqtalar ketma-ketligi va x  

nuqta berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy 0>ε  uchun shunday 0n  nomer mavjud 
bo‘lib, barcha 0nn >  lar uchun nx  nuqta x  ning ( )xOε  atrofiga tegishli bo‘lsa, u 
holda bu ketma-ketlik x  nuqtaga yaqinlashadi deyiladi. Agar }{ nx  ketma-ketlik x  
nuqtaga yaqinlashsa, u holda  x   nuqta }{ nx  ketma-ketlikning limiti deyiladi.` 

Bu ta’rifni quyidagicha ham ifodalash mumkin: 
Agar  

( ) 0,lim =
∞→

xxnn
ρ  

munosabat bajarilsa, }{ nx  ketma - ketlik x  nuqtaga yaqinlashadi deyiladi. 
Yaqinlashuvchi ketma-ketlik ta’rifidan quyidagi ikki xulosa bevosita kelib 

chiqadi: 
1) hech qanday ketma-ketlik ikkita  har xil limitga ega emas; 
2) agar }{ nx  ketma-ketlik x  nuqtaga yaqinlashsa, u holda uning ixtiyoriy qismiy 
ketma-ketligi ham x  nuqtaga yaqinlashadi. 

2.2-teorema. Biror x  nuqta M  to‘plamning urinish nuqtasi bo‘lishi uchun 
M  da x  ga yaqinlashuvchi { }nx  ketma - ketlikning mavjud bo‘lishi zarur va 
yetarli. 

Isbot. Zaruriyligi. x  nuqta M  to‘plamning urinish nuqtasi bo‘lsin. U holda 
ixtiyoriy n  natural son uchun ( )xO n1  atrofda kamida bitta Mxn ∈  element 
mavjud. Bu nx  nuqtalardan tuzilgan { } Mxn ⊂  ketma-ketlik x  nuqtaga 
yaqinlashadi. 

Yetarliligi. Agar Mxn ⊂}{  ketma-ketlik  x  nuqtaga yaqinlashsa, ixtiyoriy 
0>ε  uchun shunday 0n  nomer mavjud bo‘lib, 0nn >  bo‘lganda ( )xOxn ε∈  

bo‘ladi, ya’ni ( ) ∅≠MxO Iε . Demak, x  nuqta M  ning urinish nuqtasi bo‘ladi.  ∆ 
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Agar x  - M  to‘plamning limitik nuqtasi bo‘lsa, u holda ( ) MxOx nn I1∈  
nuqtalarni har xil qilib tanlash mumkin, chunki ( ) MxO n I1 -  cheksiz to‘plam. 
Shunday qilib, x  nuqta M  to‘plam uchun limitik nuqta bo‘lishi uchun M da x  ga 
yaqinlashuvchi har xil nuqtalardan tashkil bo‘lgan }{ nx  ketma-ketlikning mavjud 
bo‘lishi zarur va yetarli. 

X  metrik fazoni Y  metrik fazoga akslantiruvchi f  akslantirish uzluksizligi 
tushunchasini quyidagicha ham ta’riflash mumkin. Bizga YXf →:  akslantirish 
va Xx ∈0  nuqta berilgan bo‘lsin. Agar 0x  nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy }{ nx  
ketma-ketlik uchun unga mos keluvchi ( ){ }nn xfy =  ketma-ketlik, ( )00 xfy =  
nuqtaga yaqinlashsa, YXf →:   akslantirish 0x   nuqtada  uzluksiz deyiladi.  1-§ 
da keltirilgan uzluksizlik ta’rifi bilan bu ta’rifning teng kuchli ekanligini 
isbotlashni o‘quvchiga qoldiramiz.  
 

2.2. Zich to‘plamlar 
 
2.7-ta’rif. X  metrik fazoning ikkita A  va B  qism to‘plamlari berilgan 

bo‘lsin. Agar [ ] BA ⊃  bo‘lsa, u holda A  to‘plam B  to‘plamda zich deyiladi. 
Xususan, agar XA =][  bo‘lsa, A  to‘plam hamma yerda zich ( X  da zich) deyiladi. 
Agar A  to‘plam birorta ham sharda zich bo‘lmasa (ya’ni har bir XB ⊂  sharda 
A  to‘plam bilan umumiy elementga ega bo‘lmagan 'B  shar saqlansa), u holda A  
hech yerda zichmas to‘plam deyiladi. 

Misollar. 2.3. Q  - ratsional sonlar to‘plami R  da zich to‘plamdir. 
2.4. Natural sonlar to‘plami N  haqiqiy sonlar metrik fazosi ),( ∞−∞=R  

ning  hech yerida zichmas to‘plamdir. 
Endi hamma yerda zich sanoqli qism to‘plamga ega bo‘lgan metrik fazolarga 

misollar qaraymiz. Odatda hamma yerda zich sanoqli qism to‘plamga ega bo‘lgan 
metrik fazolar separabel metrik fazolar deb ataladi. 

2.5. 1.1-misolda keltirilgan "diskret" fazo, hamma yerda zich sanoqli 
to‘plamni fazoning elementlari sanoqli bo‘lgan holda va faqat  shu holda saqlaydi. 
Chunki, bu fazoda ixtiyoriy M  uchun MM =][  tenglik o‘rinli. Shuning uchun 
"diskret" fazo separabel bo‘lishi uchun uning sanoqli bo‘lishi zarur va yetarli. 

2.6. Haqiqiy sonlar to‘plami ),( +∞−∞=R  separabel metrik fazodir, chunki 
ratsional sonlar to‘plami sanoqli va u R  ning hamma yerida zich. 

2.7. nnn RRR ∞,, 1  va ( )∞<< pR n
p 1  metrik fazolarning hammasida ratsional 

koordinatali nuqtalar to‘plami sanoqli va hamma yerda zichdir. Shuning uchun 
nnn RRR ∞,, 1  va ( )∞<< pR n

p 1  lar separabel metrik fazolardir. 
2.8. ],[],,[ 1 baCbaC  va ],[2 baC  metrik fazolarda ratsional koeffitsiyentli 

ko‘phadlar to‘plami sanoqli va hamma yerda zichdir. Shunday ekan, ular separabel 
metrik fazolardir. 
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2.9. 2l  fazoda hadlari ratsional sonlar bo‘lib, ulardan cheklitasi noldan farqli 
bo‘lgan ketma-ketliklar to‘plami sanoqli bo‘ladi va u 2l  ning hamma yerida zich. 
Demak, 2l  separabel metrik fazo. 

2.10. Yuqoridagi metrik fazolardan farqli o‘laroq m  separabel bo‘lmagan 
metrik fazoga misol bo‘ladi. Buni isbotlash uchun hadlari 0  va 1 lardan iborat 
barcha mumkin bo‘lgan ketma-ketliklar to‘plamini Φ  bilan belgilaymiz. m⊂Φ  
va ikkita ixtiyoriy Φ∈yx,  ketma-ketliklar kamida biror hadi bilan farq qilgani 
uchun 1),( =yxρ . Ma’lumki, Φ  - sanoqsiz (kontinuum quvvatli) to‘plam. Φ  ning 

elementlarini markaz qilib radiusi 
2
1  ga teng ochiq sharlarni olamiz. Bu sharlar 

o‘zaro kesishmaydi. Agar biror mM ⊂  to‘plam hamma yerda zich bo‘lsa, har bir 
sharda M  ning kamida bitta elementi yotadi. Sharlar soni Φ  dagi elementlar 
soniga teng. M  dagi elementlar soni esa sharlar sonidan, shuning uchun, Φ  dagi 
elementlar sonidan kam emas. Shunday ekan, M  sanoqsiz to‘plam. Demak, m  
ning hamma yerida zich sanoqli to‘plam mavjud emas ekan. 

2.11. 1, ≥ppl  va 0c  fazolarda hadlari ratsional sonlar bo‘lib, ulardan 
cheklitasi noldan farqli bo‘lgan ketma-ketliklar to‘plami sanoqli bo‘ladi va u pl  va 

0c  fazolarning hamma yerida zich. Demak, pl  va 0c  separabel metrik fazolar 
bo‘ladi. 
  

2.3. Ochiq va yopiq to‘plamlar  
 
2.8-ta’rif. Agar X  metrik fazodagi M  to‘plam uchun ][MM =  tenglik 

bajarilsa, M  yopiq to‘plam deb ataladi. Boshqacha aytganda, agar to‘plam 
o‘zining barcha limitik nuqtalarini saqlasa, u yopiq to‘plam deb ataladi. 

Ta’kidlash lozimki, 2.1-teoremaga ko‘ra M  to‘plamning yopig‘i ][M  - 
yopiq to‘plamdir, hamda ][M  to‘plam M  ni o‘zida saqlovchi minimal yopiq 
to‘plamdir.  

Misollar. 2.12. Har qanday metrik fazoda yopiq shar yopiq to‘plam bo‘ladi. 
Xususan, ],[ baC  fazoda ixtiyoriy 0>C  uchun ( ) Cxf ≤  shartni 
qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami yopiq to‘plam bo‘ladi. 

2.13. ],[ baC  fazoda ( ) Cxf <  (ochiq shar) shartni qanoatlantiruvchi 
funksiyalar to‘plami yopiq emas, uning yopig‘i ( ) Cxf ≤  shartni 
qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plamidan iborat. 

2.14. Har qanday X  metrik fazoda X  va ∅  to‘plamlar yopiq to‘plamlardir. 
2.15. Har qanday metrik fazoda chekli to‘plam yopiqdir. 
2.3-teorema. Ixtiyoriy sondagi yopiq to‘plamlar kesishmasi va chekli 

sondagi yopiq to‘plamlar yig‘indisi yopiqdir. 
Isbot. Ixtiyoriy sondagi αF  yopiq to‘plamlarning  

I
α

αFF =  
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kesishmasini qaraymiz. F  to‘plamning ixtiyoriy x   limitik nuqtasini olaylik. U 
holda x  ning ixtiyoriy ( )xOε  atrofida F  ning cheksizta elementi mavjud. Shunday 
ekan, ( )xOε  da har bir αF  ning cheksiz ko‘p elementi mavjud. Bu ko‘rsatadiki, x  
nuqta har bir  αF  uchun limitik nuqta bo‘ladi va αF  lar yopiq bo‘lgani uchun har 
bir α  da αFx ∈ . Bundan  

I
α

αFFx =∈  

ekanligi kelib chiqadi, ya’ni F yopiq to‘plam. 
Endi F  - cheklita yopiq to‘plamlar yig‘indisi, ya’ni  

U
n

k
kFF

1=
=  

va Fx∉  bo‘lsin. U holda  nkFx k ,,2,1, K=∉ , ya’ni x  nuqta kF  uchun limitik 
nuqta bo‘la olmaydi. Shuning uchun x  ning 

n
OOO εεε ,...,,

21
 atroflari mavjudki, 

kOε  da kF  ning ko‘pi bilan cheklita elementi bo‘lishi mumkin. Agar  

knk
εε

≤≤
=

1
min  

desak, )(xOε  atrofda har bir kF  to‘plam elementlari soni cheklitadan ko‘p emas. U 

holda )(xOε  atrofda U
n

k
kFF

1=
=  to‘plam elementlarining soni ham cheklitadan ko‘p 

emas. Shuning uchun x  nuqta F  uchun limitik nuqta bo‘la olmaydi. Ya’ni F  
ning barcha limitik nuqtalari o‘zida saqlanadi. Demak, F  – yopiq to‘plam. ∆  

2.9-ta’rif. Agar Mx∈  nuqta uchun shunday 0>ε  mavjud bo‘lib, )(xOε  
atrof  M  da to‘liq saqlansa ( )(xOε ⊂ M ), u holda x  nuqta M  to‘plamning ichki 
nuqtasi deyiladi. Faqat ichki nuqtalardan tashkil topgan to‘plam ochiq to‘plam 
deyiladi. 

Misollar. 2.16. R  sonlar o‘qida ixtiyoriy ),( ba  interval ochiq to‘plamdir. 
Haqiqatan, agar ),( bax∈  desak, },min{ xbax −−=ε  son uchun ),()( baxO ⊂ε . 

2.17. ],[ baC  fazodagi g  funksiyani olib, tayinlaymiz va G  orqali 
],[),()( battgtf ∈<  shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. 

U holda G  ochiq to‘plam bo‘ladi. 
2.4-teorema. M  to‘plam ochiq bo‘lishi uchun uning butun fazogacha  

to‘ldiruvchisi  MX \  yopiq bo‘lishi zarur va yetarli. 
Isbot. Zaruriyligi. M  ochiq to‘plam bo‘lsin. U holda M  dan olingan har bir 

x  nuqta o‘zining biror ( )xOε  atrofi bilan M  ga tegishli bo‘ladi, ya’ni 
( )xOε ( ) ∅=MX \I . Shuning uchun MX \  ga tegishli bo‘lmagan nuqta MX \  

uchun urinish nuqtasi bo‘la olmaydi, ya’ni MX \   yopiq to‘plam. 
Yetarliligi. MX \  yopiq to‘plam bo‘lsin. U holda uning o‘ziga tegishli 

bo‘lmagan urinish nuqtasi yo‘q, ya’ni har bir x  uchun shunday ( )xOε  atrof 
mavjud bo‘lib, ( )xOε M⊂  bo‘ladi. Demak, M  ochiq to‘plam.  ∆  
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2.18. Bo‘sh to‘plam va X  fazo yopiq to‘plamlardir. Ular biri-ikkinchisining 
to‘ldiruvchisi bo‘lgani uchun 2.4-teoremaga ko‘ra ∅  va X  lar ochiq to‘plamlar 
ham bo‘ladi. 

Ikkilik prinsiplari hamda 2.3 va 2.4-teoremalar natijasi sifatida quyidagi 
teoremani keltiramiz. 

2.5-teorema. Ixtiyoriy sondagi ochiq to‘plamlar yig‘indisi va chekli sondagi 
ochiq to‘plamlar kesishmasi  yana ochiq to‘plamdir. 
 

2.4. Sonlar o‘qidagi ochiq va yopiq to‘plamlar 
 
Ixtiyoriy metrik fazoda, hattoki Evklid fazosida ham, ochiq va yopiq 

to‘plamlar strukturasi, umuman olganda, juda murakkab. Ammo, bir o‘lchamli 
Evklid fazosida, ya’ni sonlar o‘qida barcha ochiq to‘plamlarni (shu jumladan yopiq 
to‘plamlarni), tavsiflash qiyin emas. Sonlar o‘qidagi ochiq  to‘plamlar tavsifi 
quyidagi teorema orqali ifodalanadi. 

2.6-teorema. Sonlar o‘qidagi ixtiyoriy ochiq to‘plam chekli yoki sanoqli 
sondagi o‘zaro kesishmaydigan intervallar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanadi. 

Isbot. Sonlar o‘qidagi G  ochiq to‘plamni qaraymiz. G  to‘plam elementlari 
orasida ekvivalentlik munosabatlarini kiritamiz. Agar Gyx ∈,  nuqtalar uchun 
shunday ( )βα ,  interval mavjud bo‘lib, ( ) Gyx ⊂∈ βα ,,  bo‘lsa, yx ~ deymiz. 
Ravshanki, bu munosabat refleksiv va simmetrikdir. Bundan tashqari yx ~ va 

zy ~  bo‘lgani uchun shunday ( )βα ,  va ( )δγ ,  intervallar mavjud bo‘lib 
( ) Gyx ⊂∈ βα ,,  va ( ) Gzy ⊂∈ δγ ,,  bo‘ladi. Bundan βγ <  ( δα < ) bo‘lishi va  

( ) G⊂δα ,  ( G⊂),( βγ ) ekanligi kelib chiqadi, ya’ni ( ) Gzx ⊂∈ δα ,, . Shunday 
ekan, zx ~  ekanligi, ya’ni kiritilgan munosabatning tranzitivligi kelib chiqadi. 
Shuning uchun, G  o‘zaro kesishmaydigan τI  ekvivalent nuqtalar sinflariga 
ajraladi, ya’ni Uτ τIG = . Har bir τI  ning ),( ba  intervaldan iborat ekanligini 
ko‘rsatamiz, bu yerda τIa inf= , τIb sup= . Agar τIa inf=  va τIb sup=  desak, 

( )baI ,⊂τ . Ikkinchi tomondan, agar τIyx ∈,  desak, τI  ning aniqlanishiga ko‘ra 
⊂),( yx τI . a  dan o‘ng tomonda va a  ga ixtiyoriy yaqinlikda, b  dan chap 

tomonda va b  ga ixtiyoriy yaqinlikda τI  ning elementlari mavjud. Shuning uchun, 
chetlari ),( ba  ga tegishli ixtiyoriy )','( ba  interval τI  da saqlanadi. U holda 

τI = ),( ba . Bunday kesishmaydigan τI  intervallar soni ko‘pi bilan sanoqli, yani 
har bir τI  interval kamida bitta ratsional nuqtani saqlaydi. Shuning uchun 
intervallar soni ratsional nuqtalar sonidan ko‘p emas.  ∆  

Yopiq to‘plamlar ochiq to‘plamlarning to‘ldiruvchi to‘plami bo‘lgani uchun, 
ixtiyoriy yopiq to‘plam sonlar o‘qidan chekli yoki sanoqlita o‘zaro kesishmaydigan 
intervallarni chiqarib tashlashdan hosil bo‘ladi. 

Sonlar o‘qida sodda yopiq to‘plamlarga misol sifatida kesmalar, alohida 
nuqtalar va chekli shunday to‘plamlar yig‘indisini qarash mumkin. Murakkabroq 
yopiq to‘plamga misol qaraymiz. Qaralayotgan bu yopiq to‘plam «Kantor 
to‘plami» nomi bilan taniqli. 
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2.20. [ ]1,00 =F  bo‘lsin. Undan 







3
2,

3
1  intervalni chiqarib tashlaymiz, qolgan 

yopiq to‘plamni 1F  bilan belgilaymiz. Keyin 1F  dan 







9
2,

9
1  va 








9
8,

9
7  intervallarni 

chiqarib tashlaymiz, qolgan yopiq to‘plamni (to‘rt kesmadan iborat) 2F  bilan 

belgilaymiz. Bu to‘rtta kesmaning har biridan o‘rtadagi uzunligi 33−  teng bo‘lgan 
interval chiqarib tashlanadi (2.1-chizma) va hokazo. Bu jarayonni cheksiz davom 
ettirib, yopiq to‘plamlarning kamayuvchi nF  ketma-ketligini olamiz. Agar  

I
∞

=
=

0n
nFF   

deb belgilasak, 2.3- teoremaga ko‘ra F  yopiq to‘plam bo‘ladi. U ]1,0[  kesmadan 
sanoqli sondagi intervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil bo‘ladi. Hosil 

bo‘lgan F  to‘plam Kantor to‘plami deb ataladi. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Endi F  to‘plamning strukturasini o‘rganamiz. Ravshanki, F  ga chiqarib 

tashlangan intervallarning oxirlari bo‘lgan 

,...,
9
8,

9
7,

9
2,

9
1,

3
2,

3
1,1,0      (2.1) 

nuqtalar tegishli. Biroq F  to‘plam faqat shu nuqtalardan iborat emas. ]1,0[  
kesmadagi F  ga tegishli bo‘lgan nuqtalarni quyidagicha xarakterlash mumkin. 
Buning uchun ]1,0[  kesmadagi har bir x  ni uchlik sistemada yozamiz: 

...
3

...
333 3

3
2
21 +++++= n

naaaax  

bu yerda na  sonlar  0,  1 va 2 raqamlarni qabul qilishi mumkin. O‘nli kasrlar 
holidagidek bu yerda ham ba’zi sonlarni ikki xil ko‘rinishda yozish mumkin. 
Masalan,  

...
3
2...

3
2

3
0...

3
0...

3
0

3
1

3
1

22 ++++=++++= nn . 

0 1/3 2/3 1 

F1 

0 1/3 2/3 1 

F2 

1/9 2/9 7/9 8/9 

0 1 

F3 

27
1  

27
2  

27
7  

27
8  

27
19  

27
20  

27
25  

27
26  

2.1 – chizma 

9
1  

9
2  

3
1

3
2  

9
7  

9
8  
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Endi F  to‘plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi haqida 
fikr yuritamiz. Ravshanki, 








3
2,

3
1  intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi 

yoyilmasida 1a  son albatta 1 ga teng bo‘ladi, 







9
2,

9
1  va 








9
8,

9
7  intervallarga tegishli 

sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida 2a  son albatta 1 ga teng bo‘ladi. Xuddi 

shunga o‘xshash 























27
20,

27
19,

27
8,

27
7,

27
2,

27
1  va 








27
26,

27
25  intervallarga tegishli sonlar 

uchun ularning  uchlik sistemadagi yoyilmalarida 3a  son albatta 1 ga teng bo‘ladi 
va hokazo. Shunday qilib ixtiyoriy Fx \]1,0[∈  son uchun uning uchlik 
sistemadagi yoyilmasida qatnashuvchi KK ,,,, 21 naaa  sonlarning kamida bittasi 1 
ga teng. Aytilgan mulohazalardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: F  to‘plamga 
kamida bir usul bilan uchlik kasr ko‘rinishida tasvirlanuvchi shunday ]1,0[∈x  
sonlar kiradiki, ularga mos KK ,,,, 21 naaa  ketma-ketlikda 1 raqami biror marta 
ham  uchramaydi. Shunday qilib, har bir Fx∈  uchun 

,...,...,, 21 naaa      (2.2) 
ketma-ketlikni mos qo‘yish mumkin, bu yerda a n  raqam 0 yoki 2 ga teng. Bunday 
ketma-ketliklar to‘plami kontinuum quvvatli to‘plamni tashkil qiladi. Bunga 
ishonch hosil qilish uchun har bir (2.2) ketma-ketlikka  

KK ,,,, 21 nbbb                        (2.3) 
ketma-ketlikni shunday mos qo‘yamizki, agar 0=na  bo‘lsa, 0=nb  bo‘ladi, agar 

2=na  bo‘lsa, 1=nb  bo‘ladi. Har bir (2.3) ketma-ketlikni, [0,1] kesmadagi biror y  
sonning ikkilik kasr yozuvi deb qarash mumkin. Shunday qilib, F  to‘plamni [0,1] 
ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan F  ning kontinuum quvvatli to‘plam 
ekanligi kelib chiqadi. (2.1) ketma-ketlikdagi sonlar to‘plami sanoqli bo‘lgani 
uchun, ular F  ni to‘lig‘icha qoplamaydi. 

Biz ko‘rsatdikki, F  kontinuum quvvatga ega, ya’ni [0,1] kesma bilan F  
to‘plam o‘rtasida biyektiv moslik mavjud. 

Bundan tashqari Kantor to‘plami [0,1] kesmaning hech yerida zichmas va 
o‘lchovi nolga teng. Kantor to‘plami F  ning o‘lchovi nol ekanligi [ ]( ) 110 =F\,µ  
ekanligidan kelib chiqadi. Barcha chiqarib tashlangan intervallar uzunliklari 
yig‘indisi 

1...
3

2...
27
4

9
2

3
1 1

=+++++
−

n

n

. 

Demak, 0)( =Fµ .  
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Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. { }1: 2
2

2
1

2 <+∈= xxRxM  to‘plamni R 2  metrik fazoda ochiq to‘plam 
bo‘lishini isbotlang.  
2. { }41: 2

2
2
1

2 ≤+≤∈= xxRxN  to‘plamni R 2  metrik fazoda yopiq to‘plam 
bo‘lishini isbotlang.  
3. Ratsional  sonlar to‘plami Q  ning yopig‘ini toping.  
4. Q  ni ( )∞∞−= ;R  ning hamma yerida zich ekanligini isbotlang. 
5. Butun sonlar to‘plami Z ni R ning hech yerida zich emasligini isbotlang. 
6. Q  ning barcha yakkalangan nuqtalari to‘plamini toping.  
7. Z  ning barcha yakkalangan nuqtalari to‘plamini toping.  
8. QR \  ning barcha limitik nuqtalari to‘plamini toping. 
9. To‘plam yopig‘ining xossalarini  keltiring.  
10.  Sanoqli sondagi ochiq to‘plamlarning kesishmasi ochiq to‘plam 
bo‘lmasligiga misol keltiring.  
11.  Sanoqli sondagi yopiq to‘plamlarning birlashmasi yopiq to‘plam 
bo‘lmasligiga  misol keltiring. 
12.  Kantor to‘plami ]1,0[  kesmada zichmi? F  to‘plam ]1,0[  kesmadagi biror 

),( ba  intervalda zich bo‘la oladimi?  
13.  Kantor to‘plamining Lebeg ma’nosida o‘lchovli ekanligini ko‘rsating. Uni 
o‘lchovini toping. 
14.  Kantor to‘plamining barcha yakkalangan nuqtalari to‘plamini toping.  
15.  Kantor to‘plami ]1,0[  kesmaning hech yerida zichmas ekanligini ko‘rsating. 
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9-mavzu: To‘la metrik  fazolar 
 

Matematik analizdan ma’lumki, har qanday fundamental sonli ketma-ketlik 
yaqinlashuvchidir. Bu tasdiq sonlar o‘qining to‘laligini ifodalaydi. Quyida 
ko‘rsatiladiki, ixtiyoriy metrik fazoda har qanday fundamental  ketma-ketlik 
yaqinlashuvchi bo‘lavermaydi. 

3.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy 0>ε  uchun shunday εN  natural son mavjud 
bo‘lib, barcha εNn >  va εNm >  nomerlar uchun ( ) ερ <mn xx ,  tengsizlik 
bajarilsa, u holda { }nx  fundamental ketma-ketlik deyiladi. 
     Uchburchak aksiomasidan bevosita kelib chiqadiki, har qanday 
yaqinlashuvchi ketma-ketlik fundamentaldir. Haqiqatan ham, agar { }nx  ketma-
ketlik x  ga yaqinlashsa, ixtiyoriy 0>ε  uchun shunday εN  son mavjudki, barcha 

εNn >  nomerlarda ( ) 2/, ερ <xxn  tengsizlik bajariladi. U holda ixtiyoriy  εNn >  
va εNm >  nomerlar uchun  

( ) ( ) ( ) ε
εε

ρρρ <+<+≤
22

,,, mnmn xxxxxx  

Demak, { }nx  fundamental ketma-ketlik ekan. 
     3.2-ta’rif. Agar X  metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik 
yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda X  to‘la metrik fazo deyiladi. 
     Misollar. 3.1. Yakkalangan nuqtalar fazosida faqatgina statsionar (ya’ni 
biror nomerdan boshlab hamma nomerlarda birgina nuqta takrorlanadigan) ketma-
ketliklar fundamental va shuning uchun yaqinlashadi, ya’ni bu fazo - to‘la. 
     3.2. ( )∞∞−= ;R   fazoning to‘laligi matematik analiz kursidan ma’lum. 
     3.3. nR  fazoning to‘laligi R  fazoning to‘laligidan bevosita kelib chiqadi. 
Haqiqatan ham, ( ) ( ))()(

2
)(

1 ,...,, p
n

ppp xxxx =  - nR  dagi biror fundamental ketma-ketlik 
bo‘lsin. U holda har bir 0>ε  uchun shunday εN  nomer mavjud bo‘lib, barcha 

εNp >  va εNq >  nomerlar uchun 
( ) ( )( )∑

=
<−

n

k

q
k

p
k xx

1

22
ε .    (3.1) 

Natijada har bir { }nk ,...,2,1∈  uchun { })( p
kx  ketma-ketlik barcha εNp >  va εNq >  

nomerlar uchun ( ) ( ) ε<− q
k

p
k xx  tengsizlikni qanoatlantiradi, ya’ni { }∞

=1
)(

p
p

kx  
fundamental sonli ketma-ketlikdir va R  fazo to‘la bo‘lganligi uchun u 
yaqinlashuvchi bo‘ladi. Uning limitini  

( ) { }nkxx p
kpk ,...,2,1,lim ∈=

→∞
 

orqali belgilaymiz. U holda, (3.1) tengsizlikda εNp >   deb ∞→q  da limitga 
o‘tsak 

( )( )∑
=

≤−
n

k
k

p
k xx

1

22
ε  

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan 



 
 

36 

( ) ( ) .,...,,lim 21 xxxxx n
p

p
==

∞→
 ∆ 

     3.4.-3.5. nR∞  va n
pR  fazolarning to‘laligi ham shunga o‘xshash isbotlanadi. 

     3.6. ],[ baC  fazoning to‘laligini ko‘rsatamiz. { }nx  - ],[ baC  da fundamental 
ketma-ketlik bo‘lsin. U holda har bir 0>ε  uchun shunday εN  mavjudki, 

εNmn >,  bo‘lganda 
( ) ( ) ( ) ερ <−=

≤≤
txtxxx mnbtamn max,      (3.2) 

tengsizlik bajariladi.  Bu esa { }nx  funksional ketma-ketlikning ],[ ba  kesmada tekis 
yaqinlashish shartidir. Shuning uchun { }nx  ketma-ketlik ],[ ba  kesmada aniqlangan 
qandaydir x  uzluksiz funksiyaga tekis yaqinlashadi. Agar (3.2) tengsizlikda 

εNn >  bo‘lganda ∞→m  da limitga o‘tsak, barcha ],[ bat ∈  larda  
( ) ( ) ( ) ερ ≤−=

≤≤
txtxxx n

bta
n max,  

tengsizlik kelib chiqadi, ya’ni { }nx  ketma-ketlik ],[ baC  fazo metrikasida x  
funksiyaga yaqinlashadi. ∆ 
     3.7. 2l  ham to‘la fazodir. }{ )(nx  - 2l  fazodagi ixtiyoriy fundamental ketma-
ketlik bo‘lsin. U holda har bir 0>ε  uchun shunday εN  mavjudki, εNmn >,  
bo‘lganda 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 2

1

22 , ερ <−= ∑
∞

=k

m
k

n
k

mn xxxx    (3.3) 

tengsizlik bajariladi, bu yerda ( ) ( ) ( ) ( )( )KK ,,,, 21
n

k
nnn xxxx = . (3.3) dan kelib chiqadiki, 

ixtiyoriy k  natural son uchun ( ) ( ) ε<− m
k

n
k xx  bo‘ladi, ya’ni har bir k  da ( )n

kx  
haqiqiy sonlar ketma-ketligi fundamentaldir va shuning uchun u yaqinlashadi. 
Aytaylik, 

( ) ,,2,1,lim K==
∞→

kxx n
knk  

bo‘lsin. Endi x  bilan yuqoridagi kx  limitlar orqali tuzilgan ( )KK ,,,, 21 kxxx  
ketma-ketlikni belgilaymiz. 

Quyidagilarni ko‘rsatishimiz kerak:  

a) ∞<∑
∞

=1

2

k
kx ,  ya’ni 2l∈x ;  

b) ( )( ) .0,lim =
∞→

n
n

xxρ   

(3.3) tengsizlikka asosan har bir belgilangan M  natural son uchun 

( ) 2

1

2)()( ε<−∑
=

M

k

m
k

n
k xx  

tengsizlik o‘rinli. Bu tengsizlikning chap tomonidagi yig‘indida cheklita 
qo‘shiluvchi bo‘lgani uchun εNn >  ni tayinlab, ∞→m  da limitga o‘tsak, 

( ) 2

1

2)( ε≤−∑
=

M

k
k

n
k xx  
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tengsizlikka kelamiz. Bu tengsizlik barcha M  larda o‘rinli, shuning uchun 
∞→M  da limitga o‘tsak, 

( ) 2

1

2)( ε≤−∑
∞

=k
k

n
k xx       (3.4) 

tengsizlikka ega bo‘lamiz. 

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=
−

1

2)(

1

2)( ,
k

k
n

k
k

n
k xxx  

qatorlar yaqinlashuvchi bo‘lgani va 

( ) ( ) ( )∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=
+−≤+−=

1

2)(

1

2)(

1

2)()(

1

2 22
k

n
k

k

n
kk

k

n
k

n
kk

k
k xxxxxxx  

munosabatdan 

∑
∞

=1

2

k
kx  

qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi, ya’ni a) tasdiq isbotlandi. (3.4) 
tengsizlikda 0>ε  ixtiyoriy kichik miqdor bo‘lgani uchun 

( ) ( ) 0
1

2
=−= ∑

∞

=∞→∞→ k

n
kkn

n

n
xxxx )()( lim,lim ρ  

tenglik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni 2l  fazo metrikasida ( ) xx n → . b) tasdiq ham isbot 
bo‘ldi. ∆ 
     3.8. ]1,1[2 −C  metrik fazoning to‘la emasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun 

]1,1[2 −C  fazoda uzluksiz funksiyalarning 
 
 
 

( )
[ ]
( )
[ ]








∈
−∈

−−∈−
=

111
11

111

,nx,
,n,nx,xn

,n,x,
xfn  

 
 
 
 
 
ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketma-ketlik ]1,1[2 −C  fazoda fundamentaldir, chunki 
barcha ]1,1[−∈x  lar uchun ( ) ( ) 1≤− xfxf mn  ekanligini hisobga olsak va mn <  
desak,  

( ) ( ) ( )( ) .,021,
1

1

1

1

22 ∞→→=<−= ∫∫
−−

n
n

dxdxxfxfff
n

n
mnmnρ  

Biroq { }nf  ketma-ketlik ]1,1[2 −C  fazodagi birorta ham funksiyaga 
yaqinlashmaydi. Haqiqatan ham, ]1,1[2 −∈Cf  ixtiyoriy funksiya va 

y 

x 1/n 

1 

-1/n 
1 

-1 

3.1 - chizma 
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( ) [ ]



∈
−∈−

=
1,0,1

),0,1[,1
xagar
xagar

xϕ  

nol nuqtada uzilishga ega funksiya bo‘lsin. Ko‘rinib turibdiki, 

( ) ( )
[ ] [ ]

( )








∈−
−∈+
−−∈

=−
).n,[x,nx

,,n/x,xn
,,nn,x,

xxfn

101
011

11110 U

ϕ  

Bundan tashqari barcha ]1,1[−∈x  lar uchun ( ) ( ) 1≤− xxfn ϕ . Shuning uchun  

( ) ( )( ) ( )( ) .,02/1

/1

2
1

1

2 ∞→→≤−⋅=− ∫∫
−−

n
n

dxxxndxxxf
n

n
n ϕϕ   (3.5) 

Agar Minkovskiyning integral tengsizligidan foydalansak ((1.22) ga qarang), 

    ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .
2
1

1

1

22
1

1

1

22
1

1

1

2








−+








−≤








− ∫∫∫

−−−
dxxxfdxxfxfdxxxf nn ϕϕ   (3.6) 

tengsizlikka kelamiz. Endi quyidagi 

( ) ( )( ) 0
1

1

2 >−∫
−

dxxxf ϕ       (3.7) 

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.  
1). Faraz qilaylik 0)0( ≤f  bo‘lsin, u holda f ning uzluksizligiga ko‘ra 

shunday 01 >δ  mavjudki,  barcha ],0[ 1δ∈x  lar uchun 2/1)( <xf  bo‘ladi. Bundan 
( ) ( ) [ ]1;0,2/1 δϕ ∈≥− xxxf     (3.8) 

 tengsizlik kelib chiqadi. (3.8) tengsizlikni  [ ]10 δ,   kesma bo‘yicha integrallab, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫ >−≥−
−

1

0

12
1

1

2

4

δ δ
ϕϕ dxxxfdxxxf  

tengsizlikka kelamiz.  
2). Agar biz 0)0( >f  deb faraz qilsak, u holda shunday 02 >δ  mavjudki, 

barcha ]0,[ 2δ−∈x  lar uchun ( ) ( ) 2/1>− xxf ϕ  bo‘ladi. Bundan  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫
−−

>−≥−
0

22
1

1

2

2
4δ

δ
ϕϕ dxxxfdxxxf . 

Demak, (3.7) tengsizlik isbot bo‘ldi. (3.6) tengsizlikdan 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .
2
1

1

1

22
1

1

1

22
1

1

1

2








−−








−≥








− ∫∫∫

−−−
dxxxfdxxxfdxxfxf nn ϕϕ    (3.9) 

ni olamiz. (3.5), (3.7) va (3.9) lardan 

( ) ( ) ( )( ) 2
1

1

1

2, 







−= ∫

−
dxxfxfff nnρ  

ning nolga yaqinlasha olmasligi kelib chiqadi, ya’ni }{ nf  ketma-ketlik ]1,1[2 −C  
dagi birorta ham funksiyaga yaqinlasha olmaydi.  ∆ 
     3.9. 1, ≥ppl  va m , c , 0c  fazolar to‘la metrik fazolardir.  
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3.1. Ichma-ich joylashgan sharlar haqidagi teorema 

      
Ma’lumki, analizda ichma-ich joylashgan kesmalar haqidagi lemma keng 
qo‘llaniladi. Metrik fazolar nazariyasida esa «ichma-ich joylashgan yopiq sharlar 
haqidagi teorema» deb ataluvchi quyidagi teorema shunga o‘xshash muhim 
ahamiyatga ega. 
     3.1-teorema.  X  metrik fazo to‘la bo‘lishi uchun undagi ixtiyoriy ichma-ich 
joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining  
kesishmasi bo‘sh bo‘lmasligi zarur va yetarlidir. 
     Isbot. Zaruriyligi. X  to‘la metrik fazo bo‘lsin va K,,, 321 BBB  - ichma-ich 
joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligi bo‘lib, ularning radiuslari ketma-ketligi 
nolga intilsin. nB  sharning markazi nx  nuqtada  va radiusi nr  bo‘lsin. Barcha 

nm >  lar uchun ( ) nmn rxx <,ρ  va ∞→n  da 0→nr  bo‘lgani uchun, sharlarning 
markazlari ketma-ketligi }{ nx  fundamentaldir. X  to‘la metrik fazo bo‘lgani uchun 

nn
x

∞→
lim  

mavjud. Aytaylik,  
xxnn

=
∞→

lim  

bo‘lsin. Har bir n  da barcha nm >  lar uchun nm Bx ∈ . Shunday ekan, har bir n  da 
x  nuqta nB  shar uchun urinish nuqtasi bo‘ladi. Barcha n  larda nB  yopiq bo‘lgani 
uchun nBx∈ . U holda  

.
11

∅≠⇒∈
∞

=

∞

=
II
n

n
n

n BBx  

     Yetarliligi. X  da ixtiyoriy }{ nx  fundamental ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. 
U holda bu ketma-ketlik uchun shunday 1n  nomer topiladiki, barcha 1nn >  larda 

( )
2
1,

1
<nn xxρ  tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Markazi 

1nx  nuqtada va radiusi 1 ga teng 

1B  yopiq sharni olamiz. Keyin 12 nn >  nomerni shunday tanlaymizki, barcha 

2nn >  larda ( ) 22
1,

2
<nn xxρ  tengsizlik bajarilsin. Markazi 

2nx  nuqtada va radiusi 

2
1  ga teng 2B  yopiq sharni  olamiz. Tanlanishiga ko‘ra, 12 BB ⊂ , 

2
1,1 21 == rr . 

Endi 23 nn >  nomerni shunday tanlaymizki, barcha 3nn >  larda ( ) 32
1,

3
<nn xxρ  

tengsizlik bajarilsin. Agar shu usulda 
knnn xxx ,,,

21
K  nuqtalar tanlangan bo‘lsa, u 

holda 
1+knx  nuqtani shunday tanlaymizki, kk nn >+1  va barcha 1+> knn  larda 

( ) 12
1,

1 +<
+ knn k

xxρ  bo‘lsin. Yuqoridagidek markazi 
1+knx  va radiusi k2

1  ga teng 

bo‘lgan yopiq sharni 1+kB  orqali belgilaymiz. Sharlarni bunday qurush jarayonini 
davom ettira borib, ichma-ich joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligini hosil 
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qilamiz va ularning radiuslari ketma-ketligi ∞→






 = − kr kk 12

1  da nolga intiladi. 

Teorema shartiga ko‘ra,  

∅≠
∞

=
I

1n
nB    va   I

∞

=
∈

1n
nBx  

bo‘lsin. Bu sharlar ketma-ketligi umumiy nuqtaga ega va bu nuqtani x  deb 
belgilaymiz. kB  sharlar ketma-ketligining qurilishiga ko‘ra x  nuqta }{

knx  ketma-
ketlikning limiti bo‘ladi. }{ nx  fundamental ketma-ketlikning }{

knx  qismiy ketma-
ketligi x  nuqtaga yaqinlashgani uchun, { }nx  ham x  nuqtaga yaqinlashadi. 
Shunday qilib,  nn

xx
∞→

= lim .  ∆ 

3.2-teorema. (Ber teoremasi). To‘la metrik fazoni hech yerda zich 
bo‘lmagan sanoqli sondagi to‘plamlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin 
emas. 

Isbot. Faraz qilaylik,  

U
∞

=
=

1n
nMX  

bo‘lsin, bu yerda nM  larning har biri hech yerda zich bo‘lmagan to‘plamlar. 
Radiusi 1 ga teng biror 0S  yopiq sharni olamiz. Farazimizga ko‘ra 1M  to‘plam 0S  

da zichmas. Shuning uchun radiusi 
2
1 dan kichik shunday yopiq 01 SS ⊂  shar 

mavjudki, ∅=11 MS I . Hech yerda zichmas 2M  to‘plam 1S  sharda ham 

zichmas, shunday ekan, radiusi 
3
1  dan kichik shunday 12 SS ⊂  yopiq shar 

mavjudki, ∅=22 MS I  va hokazo. Jarayonni shu usulda cheksiz davom ettirib, 
yopiq sharlarning shunday ichma-ich joylashgan }{ nS  ketma-ketligini hosil 
qilamizki, ularning radiuslari ketma-ketligi nolga intiladi. 3.1- teoremaga ko‘ra 

∅≠
∞

=
I

1n
nS . Faraz qilaylik, I

∞

=
∈

1n
nSx  bo‘lsin. nS  sharlarning tuzilishiga ko‘ra 

ixtiyoriy n da nMx ∉ , shunday ekan, n
n

Mx U
∞

=
∉

1
, ya’ni n

n
MX U

∞

=
≠

1
. Bu 

farazimizga zid. ∆ 
 

3.2.  Metrik fazolarni to‘ldirish 
      

Agar R  metrik fazo to‘la bo‘lmasa, uni biror usul bilan (aslini olganda 
yagona usul bilan) biror to‘la metrik fazo ichiga joylashtirishimiz mumkin. 
     3.3-ta’rif. Agar: 1) R  metrik fazo *R  to‘la metrik fazoning qism fazosi 
bo‘lsa;  2) R  to‘plam *R  ning hamma yerida zich, ya’ni *][ RR =  bo‘lsa, u holda 

*R  metrik fazo R  metrik fazoning to‘ldirmasi deyiladi. 
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     3.3-teorema. Har bir R  metrik fazo to‘ldirmaga ega va bu to‘ldirma fazo R  
ning nuqtalarini qo‘zg‘almas holda qoldiruvchi izometriya aniqligida yagonadir. 
     Isbot. Dastlab to‘ldirma fazoning yagonaligini isbotlaymiz. *R  va **R  lar R  
ning ikkita to‘ldirma fazolari bo‘lib, 1ρ  va 2ρ  mos ravishda ulardagi masofalar 
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra har bir ** Rx ∈  uchun shunday { } Rxn ⊂  ketma-ketlik 
mavjud bo‘lib, { } *

n xx →  bo‘ladi. U holda 
( ) ( ) ( ) 0,lim,lim,lim 21 ===

∞→≥∞→≥∞→≥
mnnmmnnmmnnm

xxxxxx ρρρ  

munosabatga ko‘ra, }{ nx  ketma-ketlik R , *R  va **R  fazolarda fundamental 
ketma-ketlik bo‘ladi. Shuning uchun, yagona **** Rx ∈  mavjud bo‘lib, { } **xxn → . 
Bu **x  nuqta }{ nx  ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘liq emas. Chunki, agar 
{ } *

n xx →  va { } *
n xy →  bo‘lsa, 





=

−=
=

kny
knx

z
k

k
n 2,

,12,
agar
agar

 

ketma-ketlik ham *x  ga yaqinlashadi. Tuzilishiga ko‘ra, }{ nz  - fundamental va 
uning }{ kx  qismiy ketma-ketligi **x  nuqtaga yaqinlashadi. U holda }{ nz  ning o‘zi 
ham **x  ga yaqinlashadi va shunday ekan, }{ ny  qismiy ketma-ketlik ham **x  ga 
yaqinlashadi. Ko‘rsatilgan yo‘l har bir ** Rx ∈  uchun yagona **x  ni mos qo‘yadi. 

*R  va **R  o‘rtasida ***)( xx =ϕ  moslikni o‘rnatamiz. Agar Rx∈  bo‘lsa, *Rx∈  va 
**Rx∈  bo‘ladi, hamda xxn =  statsionar ketma-ketlik x  elementga *R  va **R  

fazolarda yaqinlashadi. 
Shuning uchun, ixtiyoriy Rx∈  uchun xx =)(ϕ . Bu usulda aniqlangan ϕ  

moslik *R  ni **R  ga o‘zaro bir qiymatli akslantiradi. Endi ϕ  ning izometriya 
ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik,  

***,}{ Rxxxn ∈→    va   ****** ,}{ Rxxxn ∈→  
va 

***,}{ Ryyyn ∈→    va   ****** ,}{ Ryyyn ∈→  
bo‘lsin. U holda metrikaning uzluksizlik xossasiga ko‘ra 

( ) ( ) ( )nnnnn
yxyxx ,lim,limy, n1

**
1 ρρρ

∞→∞→
==  

va 
( ) ( ) ( )nnnnn

yxyxx ,lim,limy, n2
****

2 ρρρ
∞→∞→

==  

Bundan 
( )=**

1 y,xρ ( )****
2 y,xρ  

Demak, *R  ni **R  ga o‘zaro bir qiymatli akslantiruvshi ϕ  moslik mavjud bo‘lib, u 
quyidagi shartlarni qanoatlantiradi: 
  1) barcha Rx∈  lar uchun xx =)(ϕ ; 
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  2) agar ****** , yyxx ↔↔  bo‘lsa, u holda ( )=**
1 y,xρ ( )****

2 y,xρ . 
To‘ldirma fazoning yagonaligi isbotlandi. 
     Endi to‘ldirma fazoning mavjudligini isbotlaymiz. R  ixtiyoriy metrik fazo 
bo‘lsin. R  dan olingan }{ nx  va }{ nx′  fundamental ketma-ketliklar 

( ) 0,lim =′
∞→

nnn
xxρ  shartni qanoatlantirsa, ular ekvivalent deb ataladi va }{ nx ~ }{ nx′  

ko‘rinishda yoziladi. Tekshirish qiyin emaski, fundamental ketma-ketliklar 
o‘rtasida kiritilgan bu munosabat refleksiv, simmetrik va tranzitivdir. 

Bundan kelib chiqadiki, R  ning elementlaridan tuzilgan barcha fundamental 
ketma-ketliklar to‘plami har biri o‘zaro ekvivalent ketma-ketliklardan tashkil 
bo‘lgan va kesishmaydigan sinflarga ajraladi. Endi *R  fazoni aniqlaymiz. *R  ning 
elementlari sifatida yuqorida aniqlangan o‘zaro ekvivalent fundamental ketma-
ketliklardan iborat sinflarni qabul qilamiz va unda masofani quyidagicha 
aniqlaymiz. *x  va *y  shunday sinflardan ikkitasi bo‘lsin. Bu sinflarning har 
biridan ixtiyoriy ravishda bittadan vakil tanlaymiz, ya’ni *}{ xxn ∈  va *}{ yyn ∈  
fundamental ketma-ketliklarni olamiz. *x  va *y  orasidagi masofani  

( ) ( ).,limy, ***
nnn

yxx ρρ
∞→

=     (3.10) 

usulda aniqlaymiz. Masofani bu usulda aniqlash nuqsonlardan xoli ekanligini 
ko‘rsatamiz, ya’ni (3.10) limit mavjud, hamda *}{ xxn ∈  va *}{ yyn ∈  vakillarning 
tanlanishiga bog‘liq emas. 

Ushbu 
( ) ( ) ( ) ( )mnmnmmnn y,yx,xy,xy,x ρρρρ +≤−    (3.11) 

tengsizlik ko‘rsatadiki, agar }{ nx  va }{ ny  lar fundamental ketma-ketliklar bo‘lsa, 
ixtiyoriy 0>ε  uchun shunday n  va m  lar mavjudki, 

( ) ( ) ερρ <− mmnn y,xy,x  
tengsizlik bajariladi. U holda ( )nnn yxc ,ρ=  sonli ketma-ketlik Koshi kriteriyasini 
qanoatlantiradi va shunday ekan, }{ nc  chekli limitga ega. 

Bu limit *}{ xxn ∈  va *}{ yyn ∈  larning tanlanishiga bog‘liq emas. Haqiqatan 
ham, 

*}{ xxn ∈ ,  *
n xx ∈′ }{    va   *}{ yyn ∈ ,  *}{ yyn ∈′  

bo‘lsin.  }{ nx ~ }{ nx′   va  }{ ny ~ }{ ny′   bo‘lgani uchun 
( ) 0,lim =′

∞→ nnn
xxρ    va   ( ) 0,lim =′

∞→ nnn
yyρ  

bo‘ladi. U holda 
( ) ( ) ( ) ( )nnnnnnnn y,yx,xy,xy,x ′+′≤′′− ρρρρ  

tengsizlikdan 
( ) =

∞→ nnn
y,xρlim ( )nnn

yx ′′
∞→

,lim ρ  

tenglik kelib chiqadi. 
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Endi *R  da (3.10) formula bilan aniqlangan *ρ  akslantirish metrika 
aksiomalarini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Ishonch hosil qilish qiyin emaski, 1 
va 2 aksiomalar bajariladi. Endi uchburchak aksiomasining bajarilishini 
tekshiramiz. Berilgan R  fazoda uchburchak aksiomasi bajarilgani uchun ixtiyoriy, 

*}{ xxn ∈  va *}{ yyn ∈  va *}{ zzn ∈  fundamental ketma-ketliklar uchun, barcha n  
larda  

( ) ( ) ( )nnnnnn zyyxzx ,,, ρρρ +≤  
tengsizlik o‘rinli. Bu tengsizlikda ∞→n  da limitga o‘tib 

( ) ( ) ( )nnnnnnnnn
zyyxzx ,lim,lim,lim ρρρ

∞→∞→∞→
+≤  

tengsizlikni olamiz, ya’ni 
( ) ( ) ( )******* ,,, zyyxzx ρρρ +≤ . 

R  metrik fazoni *R  ning qism fazosi sifatida qarash mumkinligini ko‘rsatamiz. 
Har bir Rx∈  ga }{ xxn =  statsionar ketma-ketlik va unga ekvivalent 

fundamental ketma-ketliklardan tashkil bo‘lgan sinfni mos qo‘yamiz. Bu sinf x  ga 
yaqinlashuvchi Rxn ⊂}{  ketma-ketliklardan iborat. Tuzilishiga ko‘ra bu sinf bo‘sh 
emas. Shu bilan birgalikda, agar Ryx ∈,  uchun  

nn
xx

∞→
= lim    va   nn

yy
∞→

= lim  

bo‘lsa, u holda 
( )nnn

yxyx ,lim),(* ρρ
∞→

= . 

Chunki, (3.11) ko‘ra 
( ) ( ) ( ) ( )nnnn y,yx,xy,xy,x ρρρρ +≤− . 

Shunday ekan, har bir Rx∈  ga unga yaqinlashuvshi fundamental ketma-ketliklar 
sinfi *x  ni mos qo‘yish bilan R  ni *R  ning ichiga izometrik akslantiramiz. Bundan 
keyin R  va uning *R  dagi aksini farq qilmay R  ni *R  ning qism fazosi deb qarash 
mumkin. Navbat R  metrik fazoning *R  ning hamma yerida zich ekanligini 
ko‘rsatishga keldi. Ixtiyoriy ** Rx ∈  element va ixtiyoriy 0>ε  sonni olamiz. *x  
sinfdan vakil tanlaymiz, ya’ni }{ nx  fundamental ketma-ketlikni olamiz. 

Endi N  nomerni shunday tanlaymizki, Nn >  va Nm >  bo‘lganda 
( ) ερ <mn xx ,  bo‘lsin. U holda Nn >  da 

( ) ερρ ≤=
∞→ mnmn xxxx ,lim),( ** . 

ya’ni *x  ning ixtiyoriy ε  - atrofi R  ning nuqtasini saqlaydi. Shunday qilib, R  ning 
*R  dagi yopig‘i *R  ga teng. 

Endi *R  ning to‘laligini isbotlash qoldi. Dastlab shuni takidlash lozimki, *R  
ning tuzilishiga ko‘ra R  dan olingan ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik shu 
ketma-ketlikni saqlovchi *x ∈ *R  elementga yaqinlashadi. R  fazo *R  da zich 
bo‘lgani uchun *R  dan olingan nuqtalarning ixtiyoriy KK ,,,, **

2
*
1 nxxx  fundamental 

ketma-ketligi uchun R  da shunday KK ,,,, 21 nxxx  fundamental ketma-ketlik 
topiladiki,  
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( ) 0,lim * =∗

∞→ nnn
xxρ . 

Buning uchun har bir n  da Rxn ∈  nuqtani ( ) nxx nn /1,* <∗ρ  shart bo‘yicha tanlash 
yetarli. Tanlangan }{ nx  ketma-ketlik R  da fundamental va *R  ning aniqlanishiga 
ko‘ra, biror ** Rx ∈  ga yaqinlashadi. U holda 

( ) ( ) ( )∗∗ +≤ nnnn xxxxxx ,,, ***** ρρρ  
tengsizlikka ko‘ra, 

( ) 0,lim ** =∗

∞→ nn
xxρ , 

ya’ni }{ *
nx  ketma-ketlik *x  ga yaqinlashadi. ∆ 

Misol. 3.10. X  deb ratsional sonlar to‘plamini belgilasak, u to‘la bo‘lmagan 
metrik fazo bo‘ladi. Uning to‘ldirmasi *X - haqiqiy sonlardan iborat metrik fazo 
bo‘ladi. ],[2 baC  to‘la bo‘lmagan metrik fazo bo‘ladi. Uning to‘ldirmasi ],[2 baL  
fazodir (8-§ ning 8.15 va 8.17-misollariga qarang).  
 

3.3. Metrik fazolarda  kompakt to‘plamlar 
      

Matematik analiz faniga qat’iy asos solishda va uning rivojida Bolsano-
Veyershtrass teoremasi va Geyne-Borel lemmalari fundamental ahamiyatga ega. 
Bolsano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra sonlar o‘qidagi istalgan chegaralangan 
cheksiz to‘plam kamida bitta limitik nuqtaga ega. Geyne-Borel lemmasiga ko‘ra 
sonlar o‘qidagi ],[ ba  kesmaning istiyoriy ochiq qoplamasidan chekli qism 
qoplama ajratib olish mumkin. 

Sonlar o‘qidagi chegaralangan cheksiz to‘plamlar va kesmalarning bu 
xossalarini metrik fazolarda umumlashtirish maqsadida biz kompaktlik 
tushunchasiga kelamiz. 

Kompakt to‘plamlar tushunchasi metrik fazolardagi asosiy tushunchalardan 
biri hisoblanadi. Kompakt to‘plamlar kompakt operatorlarni ta’riflashda va ularni 
tekshirishda qo‘llaniladi.  

Bizga X  metrik fazo berilgan bo‘lsin. M  va αA  to‘plamlar X  ning qism 
to‘plamlari bo‘lsin. { }'αA  to‘plamlar sistemasi { }αA  to‘plamlar sistemasining 
qismi bo‘lsin. 

3.4-ta’rif. Agar U
α

αAM ⊂  bo‘lsa, { }αA  to‘plamlar sistemasi M  

to‘plamning qoplamasi deyiladi. Agar { }'αA ⊂ { }αA  qism sistema uchun 
U

'
'

α
αAM ⊂  bo‘lsa, u holda { }'αA  sistema M  ning qism qoplamasi deyiladi. 

Xususiy holda, U
α

αAX =  bo‘lsa, u holda { }αA  to‘plamlar sistemasi X  fazoning 

qoplamasi deyiladi. 
3.5-ta’rif. Agar XK ⊂  to‘plamning istalgan ochiq qoplamasidan chekli 

qism qoplama ajratish mumkin bo‘lsa, u holda K  kompakt to‘plam deyiladi. Agar 
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X  fazoning istalgan ochiq qoplamasidan chekli qism qoplama ajratish mumkin 
bo‘lsa, u holda X  kompakt metrik fazo deyiladi. 

Quyida ko‘rsatamizki, sonlar o‘qida ],[ ba  kesma kompakt to‘plam bo‘lishi 
bilan bir qatorda nR  va nC  fazolarda istalgan chegaralangan yopiq to‘plam 
kompakt to‘plam bo‘ladi. Aksincha, sonlar o‘qi, nR  va nC  fazolar kompakt  
bo‘lmagan metrik fazolarga misol bo‘ladi. 

Endi 3.5-ta’rifga ekvivalent bo‘lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz. 
3.6-ta’rif. Agar K  to‘plamdan olingan ixtiyoriy }{ nx  ketma-ketlikdan K  da 

yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, K  ga kompakt to‘plam 
deyiladi. 

3.7-ta’rif. Agar M  to‘plamning yopig‘i ][M  kompakt to‘plam bo‘lsa, yoki 
ixtiyoriy Mxn ∈}{  ketma-ketlikdan X  da yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik 
ajratish mumkin bo‘lsa, M  ga nisbiy kompakt to‘plam deyiladi. 

Endi biz R n  yoki C n  fazolardagi to‘plamlarning kompaktlik kriteriysini 
beramiz. Quyida θ  bilan nR∈)0...,,0,0(  nuqta belgilangan. 

3.4-teorema. ( )1,1, ≥≥ pCpR n
p

n
p  metrik fazodagi K  to‘plam kompakt 

bo‘lishi uchun, uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi yetarli va zarurdir. 
Isbot. Yetarliligi. Chegaralangan va yopiq n

pRK ⊂  to‘plam berilgan bo‘lsin. 
K  chegaralangan to‘plam bo‘lganligi uchun u biror [ ]rB ,θ  sharda saqlanadi, ya’ni 

( ) Kxrxx
pn

k

p
k ∈∀≤






= ∑

=
,,

1

1
θρ .    (3.12) 

Endi K  to‘plamdan ixtiyoriy ( ) ( ) ( ) ( )( )p
n

ppp xxxx ,,, 21 K=  ketma-ketlik olamiz. ( )}{ px  
ketma-ketlik hadlari ham (3.12) tengsizlikni qanoatlantiradi. Bundan esa 

( ){ } ( ){ } ( ){ }p
n

pp xxx ,...,, 21  sonli ketma-ketliklarning chegaralangan ekanligi kelib 
chiqadi. Boltsano-Veyerstrass teoremasiga ko‘ra ( ){ }px1  ketma-ketlikdan biror 

( ){ }0
1x  songa yaqinlashuvchi ( ){ }1

1
kpx  qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. 

Chegaralangan ( ){ }1
2

kpx  ketma-ketlikdan Boltsano-Veyerstrass teoremasiga ko‘ra 

biror ( ){ }0
2x  songa yaqinlashuvchi ( ){ }2

2
kpx  qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu 

holda ham ( ){ }2
1

kpx  qismiy ketma-ketlik ( ){ }0
1x  songa yaqinlashuvchi bo‘ladi. Xuddi 

shu yo‘l bilan n - chi qadamda chegaralangan ( ){ }1−nkp
nx  ketma-ketlikdan Boltsano-

Veyershtrass teoremasiga ko‘ra biror ( ){ }0
nx  songa yaqinlashuvchi ( ){ }nkp

nx  qismiy 
ketma-ketlik ajratish mumkin. Natijada hosil bo‘lgan 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }nknknknk p
n

ppp xxxx ,...,, 21=  ketma-ketlik ( ) ( ) ( ) ( )( )00
2

0
1

0 ,,, nxxxx K=  elementga 

yaqinlashadi. K  yopiq to‘plam bo‘lganligi uchun )0(x K∈  bo‘ladi. 3.6-ta’rifga 
ko‘ra K  kompakt to‘plam bo‘ladi. 
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Zaruriyligi. Bizga nR  metrik fazodagi K  kompakt to‘plam berilgan bo‘lsin. 
nR  fazoning ( ){ }∞

=1, nnB θ  ochiq qoplamasini olamiz. Tabiiyki, ( ){ }∞
=1, nnB θ  ochiq 

sharlar sistemasi K  to‘plamni ham qoplaydi. K  kompakt to‘plam bo‘lganligi 
uchun shunday chekli ( ){ }l

iinB 1, =θ  qism sistema mavjudki, u ham K  to‘plamni 
qoplaydi. Agar biz lnnn ,,, 21 K  sonlarning eng kattasini 0n  bilan belgilasak, 

( )0,nB θ  ochiq shar K  ni saqlaydi. Bu esa K  to‘plamning chegaralangan 
ekanligini bildiradi.  

Endi K  ning yopiqligini isbotlaymiz. Teskarisidan faraz qilaylik, ya’ni K  
yopiq bo‘lmasin. U holda KR n \  to‘plamda K  ning hech bo‘lmaganda bitta 
limitik nuqtasi mavjud. Uni 0x  bilan belgilaymiz. Limitik nuqta ta’rifiga ko‘ra 0x  
ga yaqinlashuvchi }{ kx , kx ∈ K  ketma-ketlik mavjud. K  kompakt to‘plam 
bo‘lganligi uchun }{ kx  ketma-ketlikdan K  da yaqinlashuvchi { }

lkx  qismiy ketma-

ketlik ajratish mumkin. }{ kx  ketma-ketlik 0x ∈ KR n \  elementga yaqinlashganligi 
uchun uning ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi, jumladan { }

lkx  qismiy ketma-ketlik 

ham 0x  ga yaqinlashadi. Bundan 0x ∈ K  ekanligi kelib chiqadi. Bu qarama-
qarshilik K  ning yopiq to‘plam ekanligini isbotlaydi.  ∆ 

3.1-natija. ( )1,1, ≥≥ pCpR n
p

n
p  metrik fazodagi K  to‘plam nisbiy kompakt 

bo‘lishi uchun, uning chegaralangan bo‘lishi yetarli va zarurdir. 
Metrik fazolarda nisbiy kompaktlik tushunchasi to‘la chegaralanganlik 

tushunchasi bilan ustma-ust tushadi. Shu maqsadda to‘la chegaralangan to‘plam 
tushunchasini beramiz. Bizga ),( ρX  metrik fazodan olingan A , M  to‘plamlar va 

0>ε  son berilgan bo‘lsin. 
3.8-ta’rif. Agar ixtiyoriy Mx∈  uchun shunday Aa ∈  mavjud bo‘lib, 

ερ ≤),( ax  tengsizlik bajarilsa, A  to‘plam M  to‘plam uchun ε  - to‘r deyiladi. 
A  to‘plam M  ning qismi bo‘lishi shart emas, umuman ∅=MA I  bo‘lishi  

ham mumkin. 
3.9-ta’rif. Agar ixtiyoriy ε >0 son uchun M  to‘plamning chekli ε  - to‘ri 

mavjud bo‘lsa, M  ga to‘la chegaralangan to‘plam deyiladi. 
Har qanday to‘la chegaralangan to‘plam chegaralangan bo‘ladi, lekin 

teskarisi o‘rinli emas.  
3.5-teorema. ),( ρX  to‘la metrik fazodagi M  to‘plam nisbiy kompakt 

bo‘lishi uchun, uning to‘la chegaralangan bo‘lishi yetarli va zarurdir ]1[ . 
Asosiy funksional fazolardan biri ],[ baC  fazodir. Bu fazodagi to‘plamning 

kompaktlik kriteriysini keltiramiz. Paragraf so‘ngida ≥pp ,l 1 fazodagi 
to‘plamlarning kompaktlik kriteriysini beramiz. 

],[ baCF ⊂  funksiyalar oilasi berilgan bo‘lsin. 
3.10-ta’rif. Agar shunday 0>C  mavjud bo‘lib, ixtiyoriy F∈φ  va barcha 

],[ bax∈  lar uchun Cx ≤)(φ  tengsizlik bajarilsa, u holda F  funksiyalar oilasi 
tekis chegaralangan deyiladi. 
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3.11-ta’rif. Agar ixtiyoriy 0>ε  son uchun shunday 0>δ  son mavjud 
bo‘lib, δ<− 21 xx  tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy [ ]baxx ,, 21 ∈  hamda 
barcha F∈φ  lar uchun 

( ) ( ) εφφ <− 21 xx  
tengsizlik bajarilsa, F  funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz deyiladi. 

3.6-teorema. (Arsela teoremasi). [ ]baCM ,⊂  to‘plam nisbiy kompakt 
bo‘lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo‘lishi 
yetarli va zarurdir. 

Isbot. Zaruriyligi. [ ]baCM ,⊂  - ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam bo‘lsin. 
],[ baC  to‘la metrik fazo bo‘lgani uchun 3.5-teoremaga ko‘ra, ixtiyoriy ε  da M  

ning chekli { }kϕϕϕ ,,, 21 K  elementdan iborat 3/ε  - to‘ri mavjud. Har bir iϕ  
funksiya ],[ ba  kesmada uzluksiz bo‘lganligi uchun u chegaralangandir, ya’ni 

[ ]
( ) kiKx iibax

,,2,1,max
,

K=≤
∈

ϕ . 

3/max
1

ε+=
≤≤

iki
KK  belgilash kiritamiz. ε /3 - to‘r ta’rifiga ko‘ra, har bir M∈ϕ  

uchun birorta iϕ  da 

( )
[ ]

( ) ( )
3

max,
,

ε
ϕϕϕϕρ ≤−=

∈
xx ibaxi  

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan kelib chiqadiki, har bir x∈ ],[ ba  uchun  

( ) ( ) KKxx ii ≤+≤+≤
33
εε

ϕϕ . 

Shunday qilib, M  to‘plam funksiyalar oilasi sifatida tekis chegaralangan ekan. 
Kantor teoremasiga ko‘ra har bir iϕ  funksiya ],[ ba  kesmada tekis uzluksiz bo‘ladi. 
Demak, ixtiyoriy ε  son uchun shunday 0>iδ  mavjud bo‘lib, ixx δ<− 21  
bo‘lganda  

( ) ( )
321
ε

ϕϕ <− xx ii  

tengsizlik bajariladi. Aytaylik, iki
δδ

≤≤
=

1
min  bo‘lsin. Ixtiyoriy M∈ϕ  uchun iϕ  

funksiyani shunday tanlaymizki, ( ) 3/, εϕϕρ <i  bo‘lsin. U holda δ<− 21 xx  shart 
bajarilganda 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) <−+−+−≤− 22211121 xxxxxxxx iiii ϕϕϕϕϕϕϕϕ  

ε
εεε

=++<
333

 

o‘rinli. Bundan M  ning tekis darajada uzluksizligi kelib chiqadi. 
Yetarliligi. Funksiyalarning [ ]baCM ,⊂  oilasi tekis chegaralangan va tekis 

darajada uzluksiz bo‘lsin. Agar biz, ixtiyoriy 0>ε  son uchun M  ning chekli ε  
to‘ri mavjud ekanligini ko‘rsatsak, 3.5-teoremaga ko‘ra M  ning nisbiy kompakt 
to‘plam  ekanligi kelib chiqadi. Hamma M∈ϕ  va barcha ],[ bax∈  uchun 

( ) Kx ≤ϕ  bo‘lsin. Ixtiyoriy 0>ε  uchun 0>δ  ni shunday tanlaymizki, barcha 
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M∈ϕ  lar uchun δ<− 21 xx  bo‘lganda ( ) ( )
521
ε

ϕϕ <− xx  shart bajarilsin. 

Koordinatalar sistemasining OX  o‘qidagi ],[ ba  kesmani  
bxxxxa n =<<<<= K210  

nuqtalar bilan uzunliklari 0>δ  dan kichik oraliqlarga bo‘lamiz va bu nuqtalar 
orqali OY  o‘qiga parallel (vertikal) to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazamiz. Keyin OY  
o‘qidagi ],[ KK−  kesmani 

KyyyyK m =<<<<=− K210  
nuqtalar bilan uzunliklari 5/ε  dan kichik oraliqlarga bo‘lamiz va bu bo‘linish 
nuqtalari orqali OX  o‘qiga parallel (gorizontal) to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazamiz. 
Shunday qilib, ],[],[ KKba −×  to‘g‘ri to‘rtburchak gorizontal tomoni δ  dan kichik 
va vertikal tomoni 5/ε  dan kichik yacheykalarga ajraladi. Har bir M∈ϕ  
funksiyaga  uchlari ( )lk yx ,  nuqtalarda bo‘lgan va har bir kx  nuqtada )( kxϕ  dan 

5/ε  dan kichik chetlangan ψ  siniq chiziqni mos qo‘yamiz (bunday siniq chiziq 
mavjud). 

Bu )(xψ  siniq chiziqning tanlanishiga ko‘ra  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5

,
5

,
5 111

ε
ϕϕ

ε
ψϕ

ε
ψϕ <−<−<− +++ kkkkkk xxxxxx  

bo‘lgani uchun  

( ) ( )
5

3
1

ε
ψψ <− +kk xx . 

tengsizlik bajariladi. Tuzilishiga ko‘ra ψ  funksiya [ ]1, +kk xx  kesmada chiziqli 
bo‘lganligi sababli, barcha [ ]1, +∈ kk xxx  lar uchun  

( ) ( )
5

3ε
ψψ <− xxk . 

Endi x  - ],[ ba  kesmaning ixtiyoriy nuqtasi va kx  esa x  ga chapdan eng 
yaqin bo‘linish nuqtasi bo‘lsin. U holda 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) εψψψϕϕϕψϕ ≤−+−+−≤− xxxxxxxx kkkk . 
Shunday ekan yuqorida ko‘rsatilgan usulda qurilgan barcha ψ siniq chiziqlar 
chekli va u M  to‘plam uchun ε  - to‘r bo‘ladi. 3.5-teoremaga ko‘ra M  nisbiy 
kompakt to‘plam bo‘ladi.  ∆ 

Misol. 3.11. ],[ baC  fazoda 

( ) ( ) ( )








∈== ∫ ]1,0[,, BxdttxtsKsyF
b

a
   (3.13) 

funksiyalar oilasini kompaktlikka tekshiring. Bu yerda ]1,0[B  to‘plam - ],[ baC  
fazodagi markazi nol ( 0)( ≡tx ) nuqtada radiusi 1 ga teng bo‘lgan yopiq shar. 

),( tsK  - ],[],[ baba ×  kvadratda aniqlangan uzluksiz funksiya. 
Yechish. Arsela teoremasiga ko‘ra F  funksiyalar oilasining tekis 

chegaralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko‘rsatish yetarli. ),( tsK  
funksiya - ],[],[ baba ×  kvadratda uzluksiz bo‘lganligi uchun u chegaralangan, 
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ya’ni shunday 0>C  son mavjudki, barcha ],[, bats ∈  lar uchun CtsK ≤),(  
tengsizlik o‘rinli. ]1,0[Bx∈  shartdan ( ) 1max ≤tx  ekanligi kelib chiqadi. Endi F  
funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )abCdttxtsKdttxtsKsy
b

a

b

a

−⋅⋅≤⋅≤= ∫∫ 1,, . 

Bu tengsizlik F  funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlaydi. 
Endi F  funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .1,,

,,

21

2121

abdttxtsKtsK

dttxtsKdttxtsKsysy

b

a

b

a

b

a

−⋅⋅≤⋅−≤

≤−=−

∫

∫∫

ε
 

So‘nggi munosabat δ<− 21 ss  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha [ ]bass ,, 21 ∈  
va barcha ]1,0[Bx∈  lar uchun o‘rinli. Demak, F  funksiyalar oilasi tekis darajada 
uzluksiz ekan. Shunday qilib, Arsela teoremasiga ko‘ra (3.13) tenglik bilan 
aniqlangan F  funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi. ∆ 

Endi tekis chegaralangan, lekin tekis darajada uzluksiz bo‘lmagan Φ  
funksiyalar oilasiga misol keltiramiz. 

3.12. ]1,0[C  fazoda  

( ) ( )








∞∈
+

==Φ ,0,
1

2
22 α

α
α

α t
ttx    (3.14) 

funksiyalar oilasini kompaktlikka tekshiring. 
       Yechish. Arsela teoremasiga ko‘ra (3.14) tenglik bilan aniqlangan Φ  
funksiyalar oilasini  tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini 
tekshirishimiz kerak. ( ) 0211 222 ≥+−=− ttt ααα  tengsizlikdan ( ) 1≤txα  
ekanligi kelib chiqadi. Demak, Φ  funksiyalar oilasi  tekis chegaralangan ekan. 
Tekis darajada uzluksiz emas degan tushunchani ta’riflaymiz. 

Agar biror 0>ε  son va ixtiyoriy 0>δ  uchun shunday Φ∈αx  va shunday 
[ ]1,0, 21 ∈tt  lar mavjud bo‘lib δ<− 21 tt  tengsizlik bajarilganda  

( ) ( ) εαα ≥− 21 txtx  
tengsizlik bajarilsa, Φ  funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi. 

Endi 2/1=ε  va 0>δ  - ixtiyoriy son bo‘lsin. Agar 
δ

α
1

>  va 01
21 == t,t

α
  

bo‘lsa, u holda δ
α

<=−
1

21 tt   bo‘ladi, ammo 

( ) ( ) ε

α
α

α
α

αα >=
⋅+

⋅
=− 111

12

2
2

21 txtx  
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tengsizlik o‘rinli. Demak, Φ  funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas ekan. 
Shunday qilib, (3.14) tenglik bilan aniqlangan Φ  funksiyalar oilasi nisbiy kompakt 
to‘plam emas ekan.  ∆ 

Arsela teoremasining umumlashmasi quyidagicha. MNC  bilan M  to‘plamni 
N  to‘plamga akslantiruvchi barcha uzluksiz akslantirishlar to‘plamini belgilaymiz. 
Bu yerda M  va N  lar kompakt to‘plamlar. 

3.7-teorema. (Arsela teoremasining umumlashmasi). MNCD ⊂  to‘plam 
nisbiy kompakt bo‘lishi uchun D  ning tekis darajada uzluksiz bo‘lishi yetarli va 
zarur. 

Endi 1, ≥ppl  fazoda to‘plamning nisbiy kompaktlik kriteriysini beramiz. 
3.8-teorema. pK l⊂  to‘plam nisbiy kompakt bo‘lishi uchun uning 

chegaralangan va  0>ε   son qanday bo‘lmasin, shunday 0n  nomer mavjud 
bo‘lib,  ixtiyoriy 0nn ≥  va ( ) Kx n ∈=∀ ,......,,, 21 ξξξ  uchun   

∑
∞

+=
<

1nj

pp
i εξ  

shartning bajarilishi yetarli va zarur. 
Isbot. Zaruriyligi. Bizga nisbiy kompakt pK l⊂  to‘plam berilgan bo‘lsin. U 

holda u to‘la chegaralangan bo‘lgani uchun, chegaralangan ham bo‘ladi. Endi 
ikkinchi shartning bajarilishini ko‘rsatamiz. 

Biror η >0 sonni olamiz va K  uchun chekli η - to‘r },,,{ 21 kxxx K  ni 
quramiz. Har bir Kx∈  uchun η  - to‘rga tegishli ix  elementni shunday 
tanlaymizki, ( ) ηρ <ip xx,  bo‘lsin. Har bir ( ) pnx lKK ∈= ,,,, 21 ξξξ  element uchun 

( ),...0,0,,,, 21 nn xS ξξξ K=  va ( )KK ,,,,0,0 21 ++= nnn xR ξξ  belgilashlarni kiritamiz. 
U holda x  va ( )...,0...,,0,0=θ  elementlar uchun 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ++≤+≤= xSxSxxxSxxxxSxxR ninpipnipipnpnp ,,,,,, ρρρρρθρ  
( ) ( ) ( ) ( ).,2,,2, θρηθρρθρ inpinpipinp xRxRxxxR +<+≤+  

Aniqlanishiga ko‘ra, har bir belgilangan x  element uchun 

( ) 0lim,lim

1

1
=








= ∑

∞

+=∞→∞→

p

nj

p
innpn

xR ξθρ . 

Shuning uchun, shunday 0n  nomer mavjudki, 0nn ≥  bo‘lganda barcha ki ,,2,1 K=  
lar uchun  ( ) ηθρ <,inp xR  bo‘ladi. Shunday ekan, 0nn ≥  bo‘lganda  

( ) ηθρ 3, <xRnp . 
Agar ixtiyoriy 0>ε  uchun 3/εη =  desak, 

( ) εξθρ <







= ∑

∞

+=

p

nj

p
inp xR

1

1
,    yoki   p

nj

p
i εξ <∑

∞

+= 1
 

bo‘ladi. 
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Yetarliligi. Chegaralangan pK l⊂  to‘plam uchun 0>ε  son qanday 
bo‘lmasin, shunday 0n  nomer mavjud bo‘lib, ixtiyoriy 0nn ≥  va 

( ) Kx n ∈= ,......,,, 21 ξξξ  larda 
p

nj

p
i εξ <∑

∞

+= 1
 

tengsizlik bajarilsin. Ixtiyoriy 0>ε  uchun K  to‘plamning chekli ε  - to‘ri 
mavjudligini ko‘rsatamiz. Berilgan 0>ε  uchun 0n  nomerni shunday tanlaymizki, 
barcha Kx∈  larda 

( ) 2/,

1

10
0

εξθρ <







= ∑

∞

+=

p

nj

p
inp xR  

tengsizlik bajarilsin. { }KxxSK nn ∈= :
00

 to‘plamni qaraymiz. Har bir Kx∈  da 
( ) ( )θρθρ ,,

0
xxR pnp ≤  o‘rinli va K  chegaralangan to‘plam bo‘lganligi  sababli 

0nK  chegaralangan to‘plamdir. 

Har bir ( )
00

,0,0,,,, 21 nnn KxS ∈= KK ξξξ  nuqtaga 0
0
),,,( 21

n
pn R∈ξξξ K  

nuqtani mos qo‘yish bilan 
0nK  to‘plamni  

( ) ( ){ } 0
0000

,0,0,,,,:,,, 2121
n
pnnnn RKE ⊂∈= KKK ξξξξξξ  

to‘plamga izometrik mos qo‘yamiz. 
0nK  chegaralangan to‘plam bo‘lganligi sababli 

0nE  to‘plam 0n
pR  da chegaralangan bo‘ladi. U holda 3.1-natijaga  ko‘ra 

0nE  nisbiy 
kompakt to‘plam bo‘ladi. Demak, unga izomorf bo‘lgan 

0nK  to‘plam ham nisbiy 
kompaktdir. Shunday ekan, 

0nK  to‘plam uchun chekli },,,{ 21 kxxx K  elementli 
2/ε  - to‘r mavjud. Bu to‘plam K  uchun ε  - to‘r bo‘ladi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy 
Kx∈  uchun 

00 nn KxS ∈  va shunday { }ki xxxx ,,, 21 K∈   element mavjud bo‘lib, 
( ) 2/,

0
ερ <inp xxS   bo‘ladi. U holda  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε
εε

ρθρρρρ =+<+=+=
220000 inpnpinpnpip x,xS,xRx,xSxS,xx,x . 

Demak, 3.5-teoremaga ko‘ra K  nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi. ∆ 
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. 3.8-misolda keltirilgan nf  ketma-ketlikni ]1,1[1 −C  fazoda fundamentallikka 
tekshiring. U yaqinlashuvchi bo‘ladimi?  
2. To‘la va to‘la bo‘lmagan metrik fazolarga misollar keltiring.  

3. ),( ∞+−∞=R  metrik fazoda 





 −= 1;11

n
Bn  ichma-ich joylashgan sharlar 

ketma-ketligini qaraymiz. Uning radiuslari ketma-ketligining nolga intilishini 
ko‘rsating. nB  sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo‘sh ekanligini isbotlang. nB  
sharlar ketma-ketligi uchun 3.1-teorema shartlari bajariladimi?  



 
 

52 

4. ],[ baC , ],[1 baC  va ],[2 baC  metrik fazolarni to‘lalikka tekshiring. 
5. ],[ baC  va 2l  metrik fazolarda birlik sharning nisbiy kompakt to‘plam 
emasligini isbotlang. 

6. ),( ∞+−∞=R  metrik fazoda Nn
nn

An ∈





 −= ,11;1  sistema )1;0(=M  

to‘plam uchun qoplama bo‘lishini ko‘rsating. }{ nA  qoplamadan M  ni qoplovchi 
chekli qism qoplama ajratish mumkinmi? M  kompakt to‘plam bo‘ladimi?  
  

10-mavzu: Qisuvchi akslantirishlar prinsipi va uning tadbiqlari 
   

Berilgan shartlarda tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi bilan 
bog‘liq masalalarni mos metrik fazolardagi biror akslantirishning qo‘zg‘almas 
nuqtasi mavjudligi va yagonaligi haqidagi masala ko‘rinishida ifodalash mumkin. 
Qo‘zg‘almas nuqta mavjudligi va yagonaligi belgilari ichida eng sodda va shu 
bilan birga juda muhim belgi - bu «qisuvchi akslantirishlar prinsipi» deb 
nomlanuvchi belgidir. 

4.1-ta’rif. X  metrik fazo va uni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi A  akslantirish 
berilgan bo‘lsin. Agar shunday )1;0(∈α  son mavjud bo‘lib, barcha Xyx ∈,  
nuqtalar uchun 

( ) ( )yxAyAx ,, ραρ ≤       (4.1) 
tengsizlik bajarilsa, A  qisuvchi akslantirish deb ataladi. 

Har bir qisuvchi akslantirish uzluksizdir. Haqiqatan ham, agar 
( )( )0, →→ xxxx nn ρ  bo‘lsa, u holda 

( ) ( )xxAxAx nn ,, ραρ ≤  
bo‘lgani uchun AxAxn → . 

Agar XXA →:  akslantirish uchun shunday Xx∈  nuqta mavjud bo‘lib 
xAx =  tenglik bajarilsa, x  nuqta A akslantirishning qo‘zg‘almas nuqtasi deyiladi. 
4.1-teorema. (Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To‘la metrik fazoda 

aniqlangan har qanday qisuvchi akslantirish yagona qo‘zg‘almas nuqtaga ega. 
Isbot. X  metrik fazodan ixtiyoriy 0x  nuqtani olamiz. Keyin  

K,...,,,, 010
3

230
2

1201 xAAxxxAAxxxAAxxAxx n
nn ======= −  nuqtalar 

ketma-ketligini qaraymiz. Ixtiyoriy  )(, mnnm <   natural sonlar uchun 
( ) ( ) ( ) ≤≤= −nm

nmn
mn x,xxA,xAx,x 000 ραρρ  

( ) ( ) ( )( ) ≤+++≤ −−− nmnm
n xxxxxx ,...,, 12110 ρρρα  

( )( ) ( )
α

ρααααρα
−

≤++++≤ −−

1
11 10

12
10 x,xx,x nnmn K  

tengsizlik o‘rinli. )1;0(∈α  bo‘lgani uchun 
( ) 010 =

∞→
x,xn

n
ρα lim . 

Shuning uchun }{ nx  fundamental ketma-ketlikdir. X  to‘la metrik fazo va }{ nx  
fundamental ketma-ketlik bo‘lgani uchun u yaqinlashuvchi. Aytaylik, 
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 lim nn
xx

∞→
=  

bo‘lsin. U holda A  akslantirishning uzluksizligiga ko‘ra 
.limlimlim 1 xxAxxAAx nnnnnn

==== +
∞→∞→∞→

 

Shunday qilib, A  akslantirish uchun qo‘zg‘almas nuqta mavjud ekan. Uning 
yagonaligini isbotlaymiz. Agar  

yAyxAx == ,  
desak, (4.1) tengsizlikka ko‘ra 

( ) ( ) ( )yxAyAxyx ,,, ραρρ ≤= . 
Bundan )1;0(∈α   bo‘lgani uchun 

( )( ) ( ) 0,01, =⇒≤− yxyx ραρ   
ya’ni   

yx =  
bo‘lishi kelib chiqadi. Qo‘zg‘almas nuqta yagona ekan. ∆ 

4.1. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbiqlari 
Qisuvchi akslantirishlar prinsipini har xil turdagi tenglamalar yechimlari 

mavjudligi va yagonaligi haqidagi teoremalarni isbotlashda qo‘llash mumkin. 
Qisuvchi akslantirishlar prinsipi xAx =  tenglama yechimi mavjudligi va 
yagonaligini isbotlash uchungina qo‘llanib qolmay, bu tenglama yechimini topish 
usulini ham beradi. 

Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbig‘iga doir misollar qaraymiz. 
4.1. nR  fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi va 

( ) n,,,i,bxaAx i

n

j
jiji K21

1
=+= ∑

=
 

formulalar orqali aniqlangan A  akslantirishning qisuvchilik shartlarini toping. 
Yechish. Qanday shartlarda A  qisuvchi akslantirish bo‘ladi? Bu savolga 

javob fazoda qanday metrika berilishiga bog‘liq. Biz quyida uch xil variantni 
qaraymiz:  
a) nR∞  fazo, ya’ni 

iini
yx)y,x( −=

≤≤1
maxρ  

bo‘lsin. 

( ) ∑∑
=≤≤=≤≤≤≤

≤′′−′≤′′−′=′′−′=
n

j
jjijni

n

j
jjij

ni
ii

ni
xxaxxayyyy

11111
maxmaxmax)",'(ρ  

( ).,maxmaxmax
1 1111

∑ ∑
= =≤≤≤≤≤≤

′′′







=′′−′⋅≤

n

j

n

j
ijnijjnjijni

xxaxxa ρ  

Bu yerdan kelib chiqadiki, A  qisuvchi akslantirish bo‘lishi uchun 

1max
11

<=∑
=≤≤

α
n

j
ijni

a      (4.2) 

shartning bajarilishi yetarli. Shuning uchun nR∞  fazoda (4.2) shartni A 
akslantirishning qisuvchilik sharti sifatida qabul qilamiz. 
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b) nR1   fazo, ya’ni  

∑
=

−=
n

i
ii yxyx

1
),(ρ  

bo‘lsin. U holda 

( ) ∑∑∑ ∑∑
= == ==

=′′−′≤′′−′=′′−′=′′′
n

i

n

j
jjij

n

i

n

j
jjij

n

i
ii xxaxxayyyy

1 11 11
),(ρ  

( ) ( ).,maxmax
111 1111

xxaxxaaxxa
n

i
ijnj

n

j

n

j
jjij

n

i
ijnjjj

n

i
ij ′′′⋅






≤′′−′⋅






≤′′−′⋅






= ∑∑ ∑∑∑

=≤≤= ==≤≤=
ρ  

Bu yerdan ko‘rinadiki, A  akslantirish uchun qisuvchilik sharti nR1  fazoda 

1max
11

<=∑
=≤≤

α
n

i
ijnj

a       (4.3) 

ko‘rinishga ega.  
c) nR  fazo, ya’ni  

( )∑
=

−=
n

i
ii yxyx

1

2),(ρ  

bo‘lsin. U holda 

( ) ( )

( ) ( ).,

),(

2

1 1 1 1

22

1

2

2

1 11

22

xxaxxa

xxayyyy

n

i

n

j

n

j

n

i
ijjj

n

j
ij

n

i

n

j
jjij

n

i
ii

′′′⋅







≤′′−′⋅








≤

≤






 ′′−′=′′−′=′′′

∑ ∑ ∑∑∑

∑ ∑∑

= = = ==

= ==

ρ

ρ
 

Yuqorida keltirilgan tenglik va tengsizliklarga ko‘ra nR  fazoda A  akslantirishning 
qisuvchilik sharti 

1
1 1

2
<≤∑ ∑

= =
α

n

j

n

i
ija       (4.4) 

ko‘rinishga ega. 
Shunday qilib, agar (4.2)-(4.4) shartlardan birortasi bajarilsa, u holda yagona 

( )nxxxx ,,, 21 K=  nuqta mavjud bo‘lib, 

n,,,i,bxax i

n

j
jiji K21

1
=+= ∑

=
 

bo‘ladi. Bundan tashqari bu nuqtada ketma-ket yaqinlashishlar quyidagi 
ko‘rinishga ega 

( ) ( ) ...,,k,x,,x,xx,bxax )k(
n

)k()k(k
i

n

j

)k(
jij

)k(
i 32121

1

1 ==+= ∑
=

− K . 

Bu yerda ( ) ( ))(
n

)()( x,...,x,xx 00
2

0
1

0 =  sifatida nR  dagi ixtiyoriy nuqtani qabul qilish 
mumkin. 

Qaralayotgan Axy =  akslantirish qisuvchi bo‘lishi uchun (4.2)-(4.4) 
shartlarning ixtiyoriy birining bajarilishi yetarli. Isbotlash mumkinki, (4.2) va (4.3) 
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shartlar mos ravishda nR∞  va nR1  fazolarda Axy =  akslantirish qisuvchi bo‘lishi 
uchun zarur ham bo‘ladi. 

Ta’kidlash lozimki, (4.2) - (4.4) shartlarning birortasi ham ketma-ket 
yaqinlashishlar usulining tadbig‘i uchun zarur emas. 

Agar 1−< naij  bo‘lsa, u holda (4.2) - (4.4) shartlarning hammasi bajariladi 
va ketma-ket yaqinlashishlar usulini qo‘llash mumkin. 

Agar 1−≥ naij  bo‘lsa, u holda (4.2) - (4.4) shartlarning birortasi ham 
bajarilmaydi.  
 

4.2. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining integral tenglamalarga tadbiqi 
      

Fredholm tenglamasi. Qisuvchi akslantirishlar prinsipini ushbu 

)()(),()( xdyyfyxKxf
b

a
ϕλ += ∫     (4.5) 

ikkinchi tur Fredholm integral tenglamasi yechimining mavjudligi va yagonaligini 
isbotlash uchun qo‘llaymiz. Bu yerda K  integral tenglama yadrosi va ϕ  - berilgan 
funksiyalar, f  - izlanayotgan (noma’lum) funksiya, λ  esa - haqiqiy parametr. 

Ko‘rsatamizki, qisuvchi akslantirishlar prinsipini λ  parametrning yetarlicha 
kichik qiymatlarida qo‘llash mumkin. 

Faraz qilamiz, ),( yxK  - ],[],[ baba ×  kvadratda, )(xϕ  - ],[ ba  kesmada 
uzluksiz funksiyalar bo‘lsin. Shunday ekan, musbat M  son mavjud bo‘lib, barcha 

],[, bayx ∈  uchun M)y,x(K ≤  tengsizlik bajariladi. To‘la ],[ baC  fazoni o‘zini-
o‘ziga  

∫ +=
b

a
xdyyfyxKxg )()(),()( ϕλ     (4.6) 

formula vositasida akslantiruvchi Afg =  akslantirish berilgan bo‘lsin. U holda  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxfabMxgxggg

bxabxa 212121 maxmax, −⋅−≤−=
≤≤≤≤

λρ  

yoki 
( ) ( ) ( )2121 f,fabMAf,Af ρλρ ⋅−≤ . 

Shunday ekan,  

( )abM −⋅
<

1
λ       (4.7) 

bo‘lganda A qisuvchi akslantirish bo‘ladi. Qisuvchi akslantirishlar prinsipiga 
asoslanib xulosa qilamizki, (4.7) shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy λ  da (4.5) 
Fredholm tenglamasi yagona uzluksiz yechimga ega. 

Bu yechimga intiluvchi ketma-ket yaqinlashishlar ...,...,,, 10 nfff   

∫ += −

b

a
nn xdyyfyxKxf )()(),()( 1 ϕλ  

ko‘rinishga ega, bu yerda 0f  sifatida ixtiyoriy uzluksiz funksiyani olish mumkin. 
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Chiziqlimas integral tenglamalar. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining 

∫ +=
b

a
xdyyfyxKxf )())(;,()( ϕλ  

ko‘rinishdagi chiziqlimas integral tenglamalarga tadbiqini qaraymiz. Bu yerda K  
va ϕ  funksiyalar uzluksiz bo‘lib, bundan tashqari K  o‘zining 3- chi funksional 
argumenti bo‘yicha Lipshits shartini qanoatlantirsin, ya’ni shunday 0>L  mavjud 
bo‘lib, 

2121 );,();,( zzLzyxKzyxK −≤−  
tengsizlik barcha ],[, bayx ∈  va 21, zz  lar uchun o‘rinli bo‘lsin. Bu holda ],[ baC  
fazoni o‘zini-o‘ziga  

∫ +=
b

a
xdyyfyxKxg )())(;,()( ϕλ  

formula vositasida akslantiriuvchi Afg =  akslantirish uchun  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxfabLxgxg

bxabxa
2121 maxmax −⋅−≤−

≤≤≤≤
λ  

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda  2211 , AfgAfg == . Shunday ekan, 

( )abL −⋅
<

1
λ  

shartda A  akslantirish qisuvchi bo‘ladi. 
Volterra tenglamasi. Endi Volterra tipidagi  

     ∫ +=
x

a
xdyyfyxKxf )()(),()( ϕλ     (4.8) 

tenglamani qaraymiz. Agar xy >  da 0),( =yxK  desak, (4.8) Volterra tenglamasi 
(4.5) ko‘rinishdagi ikkinchi tur Fredholm tenglamasiga keladi. 

Biroq Fredholm integral tenglamasi  holida biz λ  parametrning kichik 
qiymatlari bilan chegaralanishga majburmiz. Volterra tenglamasi holida qisuvchi 
akslantirishlar prinsipi (va ketma-ket yaqinlashishlar usuli) ni λ  ning barcha 
qiymatlarida qo‘llash mumkin. Aniqrog‘i, qisuvchi akslantirishlar prinsipining 
quyidagi umumlashmasi o‘rinli. 

4.2-teorema. X  metrik fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi A  uzluksiz 
akslantirish uchun biror n  da nAB =  - qisuvchi akslantirish bo‘lsin. U holda 

xAx =  tenglama yagona yechimga ega bo‘ladi. 
Isbot. Xx∈  nuqta B  akslantirishning qo‘zg‘almas nuqtasi bo‘lsin, ya’ni 

xBx = . U holda B  qisuvchi akslantirishga ketma-ket yaqinlashishlar usulini 
qo‘llasak,  

∞→→======= + kxxBAxBAxAxAxAAxABABxAx kknknknkk ,0
1 . 

Chunki ixtiyoriy Xx ∈0 , xususiy holda Axx =0  uchun, KK ,,,, 00
2

0 xBxBBx k  
ketma-ketlik x  qo‘zg‘almas nuqtaga yaqinlashadi. Shunday ekan, xAx = . Bu x  
nuqta yagona, chunki A  uchun qo‘zg‘almas bo‘lgan x  nuqta nAB =  uchun ham 
qo‘zg‘almas nuqtadir, B  esa yagona qo‘zg‘almas nuqtaga ega.    ∆ 

4.2. ],[ baC  fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi va 
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∫ +=
x

a
xdyyfyxKxAf )()(),())(( ϕλ     (4.9) 

formula bilan aniqlangan A  akslantirishning biror darajasi qisuvchi ekanligini 
ko‘rsating. 

Yechish. ],[ ba  kesmada uzluksiz bo‘lgan 1f  va 2f  funksiyalarni olamiz. U 
holda 

( ) ( ) ( )

.)()(max)(

)()(),()()(

21

2121

xfxfaxM

dyyfyfyxKxAfxAf

bxa

x

a

−⋅−⋅≤

≤−⋅=−

≤≤

∫
λ

λ
 

Bu yerda  
( ) .,max

,
yxKM

byxa ≤≤
=  

Olingan tengsizlikdan kelib chiqadiki, 

( ) ( ) .)()(max
2

)()()( 21

2
22

2
2

1
2 xfxfaxMxfAxfA

bxa
−⋅

−
⋅⋅=−

≤≤
λ  

Umuman, 

( ) ( )

( ).,
!

)(

)()(max
!

)()()(

21

2121

ff
n

axM

xfxf
n

axMxfAxfA

n
nn

bxa

n
nnnn

ρλ

λ

⋅
−

⋅⋅=

=−⋅
−

⋅⋅=−
≤≤

 

Ixtiyoriy λ  uchun n  nomerni shunday tanlash mumkinki, 

1<
−

⋅⋅
!n

)ab(M
n

nnλ  

tengsizlik bajariladi. U holda nAB =  akslantirish qisuvchi bo‘ladi. ∆ 
Shuning uchun, yuqoridagi tasdiqqa asosan (4.8) Volterra tenglamasi har 

qanday λ  da yagona yechimga ega.   
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. Qisuvchi akslantirish prinsipining umumlashmasini ayting. 
2. nR  fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiriuvchi bAxy +=  akslantirishning 
qisuvchilik shartlarini toping.  
3. ],[ baC  fazoda (4.9) tenglik bilan aniqlangan akslantirishning qisuvchilik 
shartlarini keltiring. 
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11-mavzu: Chiziqli fazolar 
 

5. Chiziqli fazolar va ularga misollar 
   

 Chiziqli fazo tushunchasi matematikada asosiy tayanch tushunchalardan 
hisoblanadi. Quyida C  bilan kompleks sonlar, R  bilan haqiqiy sonlar to‘plamini 
belgilaymiz. 

 5.1-ta'rif. Agar elementlari zy,x, ,… bo‘lgan L  to‘plamda quyidagi ikki 
amal aniqlangan bo‘lsa: 

 I. Ixtiyoriy ikkita Lyx, ∈   elementlarga ularning yig‘indisi deb ataluvchi 
aniq bir Lyx ∈+   element mos qo‘yilgan bo‘lib, ixtiyoriy Lzyx, ∈,  elementlar 
uchun 

1) xyyx +=+   (kommutativlik), 
2) zyxzyx ++=++ )()(  (assotsiativlik), 
3) L da shunday θ  element mavjud bo‘lib, xx =+θ  (nolning mavjudligi), 
4) shunday Lx∈−  element mavjud bo‘lib, θ=−+ )( xx  (qarama-qarshi 

elementning mavjudligi) aksiomalar bajarilsa; 
  II. ixtiyoriy Lx∈  element va ixtiyoriy α  son ( R∈α  yoki C∈α ) uchun x 
elementning α  songa ko‘paytmasi deb ataluvchi aniq bir Lx ∈α  element mos 
qo‘yilgan bo‘lib, ixtiyoriy Lyx, ∈  va ixtiyoriy βα,  sonlar uchun 

5) ,xx )()( βαβα =   
6) xx =⋅1 ,  
7) ( ) ,xxx βαβα +=+   
8) ( ) yxyx ααα +=+   

aksiomalar bajarilsa, u holda L  to‘plam chiziqli fazo deb ataladi. 
 Ta'rifda kiritilgan I va II amallar mos ravishda yig‘indi va songa ko‘paytirish 

amallari deb ataladi. 
 Ta'rifda foydalanilgan sonlar zahirasiga (haqiqiy sonlar R  yoki kompleks 

sonlar C) bog‘liq holda chiziqli fazo haqiqiy yoki kompleks chiziqli fazo deb 
ataladi. 

 Chiziqli fazolarga misollar keltiramiz. 
 Misollar. 5.1. R=L  haqiqiy sonlar to‘plami odatdagi qo‘shish va 

ko‘paytirish amallariga  nisbatan haqiqiy chiziqli fazo tashkil qiladi. CL =  
kompleks sonlar to‘plami ham kompleks sonlarni qo‘shish va ko‘paytirish 
amallariga  nisbatan kompleks chiziqli fazo tashkil qiladi. 
 5.2. { } nn,,,i,Rx,x,,xxxR in

n −=∈=≡= KK 21 ),(L 21  ta haqiqiy sonlarning 
tartiblangan guruhlari to‘plami. Bu yerda elementlarni qo‘shish va songa 
ko‘paytirish amallari quyidagicha aniqlanadi: ixtiyoriy ( )nxxxx ...,,, 21=  va 

( ) n
n Ryyyy ∈= ...,,, 21   lar uchun 

( ),...,,, 2211 nn yxyxyxyx +++=+        (5.1) 
( )nxxxx αααα ...,,, 21= .  (5.2) 
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nR  - to‘plam (5.1) va (5.2) tengliklar bilan aniqlangan qo‘shish va songa 
ko‘paytirish amallariga  nisbatan haqiqiy chiziqli fazo tashkil qiladi va u n - 
o‘lchamli haqiqiy chiziqli fazo deb ataladi. 

 5.3. ( ){ }nkCzzzzzCL kn
n ,...,2,1,,...,,, 21 =∈=≡= . Bu yerda ham 

elementlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari (5.1) va (5.2) tengliklar 
ko‘rinishida aniqlanadi. nC  - to‘plam kompleks chiziqli fazo bo‘ladi va u n- 
o‘lchamli kompleks chiziqli fazo deb ataladi. 

 5.4. ],[],[ babaCL −=  kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar to‘plami. 
Funksiyalarni qo‘shish va funksiyani songa ko‘paytirish amallari mos ravishda  

)()()()( xgxfxgf +=+                          (5.3) 
va  

   ( )( ) ( )xfxf αα =                               (5.4) 
ko‘rinishda aniqlanadi. (5.3) va (5.4) tengliklar bilan aniqlangan qo‘shish va songa 
ko‘paytirish amallari chiziqli fazoning 1-8 aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, 

],[ baC  to‘plam chiziqli fazo tashkil qiladi. 

 5.5. ( )






 ∞<=≡ ∑

∞

=1

2
212 :,......,,,

n
nn xxxxxl  - kvadrati bilan jamlanuvchi 

ketma-ketliklar to‘plami. Bu yerda elementlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish 
amallari quyidagicha  aniqlanadi: 

( ),,yx,,yx,yxyx nn KK +++=+ 2211    (5.5) 
( ) ( ) C,,...x...,,x,x,...x...,,x,xx nn ∈== αααααα 2121 .  (5.6) 

Yig‘indi 2l∈+ yx  ekanligi 222 22 |b||a||ba| +≤+  tengsizlikdan kelib chiqadi. 
(5.5) va (5.6) tengliklar bilan aniqlangan qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari 
chiziqli fazoning 1-8 aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, 2l  - to‘plam 
kompleks chiziqli fazo bo‘ladi. 

 5.6. }0lim:),,,,({ 210 ==≡
∞→ nnn xxxxxc KK - nolga yaqinlashuvchi 

ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plamda ham qo‘shish va songa ko‘paytirish 
amallari (5.5) va (5.6) tengliklar ko‘rinishida aniqlanadi va ular chiziqli fazoning 
1-8 aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, 0c  - to‘plam chiziqli fazo bo‘ladi. 

 5.7. ( ){ }axxxxxc nnn ==≡
→∞

lim:,......,,, 21  - yaqinlashuvchi ketma-ketliklar 

to‘plami. Bu to‘plam ham 5.5 - misolda kiritilgan qo‘shish va songa ko‘paytirish 
amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi. 

 5.8. mL =  - barcha chegaralangan ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plam 
ham 5.5-misolda kiritilgan qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan 
chiziqli fazo tashkil qiladi. 

 Endi haqiqiy o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi fanida xossalari 
o‘rganilgan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi funksiyalar va o‘zgarishi 
chegaralangan funksiyalar to‘plamini qaraymiz. 
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 5.9. Berilgan ],[ ba  kesmada Lebeg ma'nosida integrallanuvchi funksiyalar 

to‘plamini ],[~
1 baL  simvol bilan belgilaymiz. Bu to‘plamda elementlarni  qo‘shish 

va elementni  songa ko‘paytirish amallari (5.3) va (5.4) tengliklar bilan aniqlanadi. 
],[~

1 baL  to‘plam funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan 
yopiq. Chunki, integrallanuvchi f  va g  funksiyalar yig‘indisi gf +  ham 
integrallanuvchi va 

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dttgdttfdttgtf  

tenglik o‘rinli. Xuddi shunday integrallanuvchi funksiyaning songa ko‘paytmasi 
yana integrallanuvchi funksiyadir. Funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish 
amallari esa chiziqli fazo aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, ],[~

1 baL  to‘plam 
chiziqli fazo bo‘ladi. 

 5.10. Berilgan ],[ ba  kesmada )1( >pp  -darajasi bilan Lebeg ma'nosida 

integrallanuvchi funksiyalar to‘plamini ],[~ baLp  simvol bilan belgilaymiz. Bu 
to‘plamda ham qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari (5.3) va (5.4) tengliklar 
bilan aniqlanadi va ],[~ baLp  to‘plam chiziqli fazo tashkil qiladi. Yig‘indi 

],[~ baLgf p∈+  ekanligi Minkovskiy tengsizligi ((1.22) ga qarang)  

pb

a

p
pb

a

p
pb

a

p dt|)t(g|dt|)t(f|dt|)t(g)t(f|
111









+








≤








+ ∫∫∫  

dan kelib chiqadi. 
 5.11. Berilgan ],[ ba  kesmada aniqlangan va o‘zgarishi chegaralangan 

funksiyalar to‘plamini ],[ baV  bilan belgilaymiz. Bu to‘plamda ham funksiyalarni 
qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari 5.4-misoldagidek kiritiladi. Ishonch hosil 
qilish mumkinki, ],[ baV  to‘plam funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish 
amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi. Hosil qilingan fazo o‘zgarishi 
chegaralangan funksiyalar fazosi deyiladi va ],[ baV  simvol bilan belgilanadi. 

 5.2-ta'rif. Bizga L  va *L  chiziqli fazolar berilgan bo‘lsin. Agar bu fazolar 
o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatish mumkin bo‘lib, 

( )*L*y*,x,Ly,x*,yy*xx ∈∈↔↔ va  
ekanligidan 

( )sonixtiyoriyva −↔+↔+ ααα *,yx*y*xyx  
ekanligi kelib chiqsa, u holda L  va *L  chiziqli fazolar o‘zaro izomorf fazolar 
deyiladi. 

 Izomorf fazolarni aynan bitta fazoning har xil ko‘rinishi deb qarash mumkin. 
 5.3-ta'rif. Agar L  chiziqli fazoning nxxx ...,,, 21  elementlar sistemasi 

uchun hech bo‘lmaganda birortasi noldan farqli bo‘lgan naaa ...,,, 21  sonlar 
mavjud bo‘lib, 
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0...2211 =+++ nn xaxaxa                         (5.7) 
tenglik bajarilsa, u holda nxxx ...,,, 21  elementlar sistemasi chiziqli bog‘langan 
deyiladi. Aks holda, ya'ni (5.7) tenglikdan 

0...21 ==== naaa  
ekanligi kelib chiqsa, nx...,,x,x 21  elementlar sistemasi chiziqli bog‘lanmagan yoki 
chiziqli erkli deyiladi. 

 Agar K,...,,, 21 nxxx  cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy chekli qism 
sistemasi chiziqli erkli bo‘lsa, u holda { }∞

=1nnx  sistema chiziqli erkli deyiladi. 
 5.4-ta'rif. Agar L  chiziqli fazoda n  elementli chiziqli erkli sistema mavjud 

bo‘lib, bu fazoning ixtiyoriy 1+n  ta elementdan iborat sistemasi chiziqli 
bog‘langan bo‘lsa, u holda L  n - o‘lchamli chiziqli fazo deyiladi va nL =dim  deb 
yoziladi. n -o‘lchamli L  chiziqli fazoning ixtiyoriy n  ta elementdan iborat chiziqli 
erkli sistemasi shu fazoning bazisi deyiladi. 

 5.5-ta'rif. Agar L  chiziqli fazoda ixtiyoriy Nn∈  uchun n  elementli chiziqli 
erkli sistema mavjud bo‘lsa,  u holda L  cheksiz o‘lchamli chiziqli fazo deyiladi va 

∞=Ldim  ko‘rinishda yoziladi. 
 nR  va nC  fazolar n -o‘lchamli chiziqli fazolardir. ],[ baCL =  fazodan 

boshlab 5.4-5.11 misollarda keltirilgan barcha fazolar cheksiz o‘lchamli fazolardir. 
Masalan, 2l  fazoda  

∞
1=)},0,,10,0,(={ n

n
ne KK

44 344 21
 

sistema cheksiz chiziqli erkli sistemaga misol bo‘ladi.  
 

5.1. Chiziqli fazoning qism fazosi 
  
Bizga L  chiziqli fazoning bo‘sh bo‘lmagan L′  qism to‘plami berilgan bo‘lsin. 
 5.6-ta'rif. Agar L′  ning o‘zi L  da kiritilgan amallarga nisbatan chiziqli 

fazoni tashkil qilsa, u holda L′  to‘plam L  ning qism fazosi deyiladi. 
 Boshqacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy Lyx ′∈,  va )(, RCba ∈  sonlar 

uchun Lbyax ′∈+  bo‘lsa, L′  qism fazo deyiladi. 
 Har qanday L  chiziqli fazoning faqat nol elementdan iborat { }θ  qism fazosi 

bor. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy L  chiziqli fazoni o‘zining qism fazosi sifatida 
qarash mumkin. 

 5.7-ta'rif. L  chiziqli fazodan farqli va hech bo‘lmaganda bitta nolmas 
elementni saqlovchi qism fazo xos qism fazo deyiladi. 

 Misollar. 5.12. mcc ⊂⊂⊂ 02l  fazolarning har biri o‘zidan keyingilari 
uchun xos qism fazo bo‘ladi. 

 5.13. Endi ],[ ba  kesmada )1( >pp -darajasi bilan integrallanuvchi 
funksiyalar fazosi [ ]baLp ,~  ni qaraymiz. Bu fazoning deyarli hamma yerda nolga 

teng (nolga ekvivalent) funksiyalaridan tashkil bo‘lgan qism to‘plamni [ ]b,aL~ )(
p
0  
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ko‘rinishda belgilaymiz. Ma’lumki, nolga ekvivalent funksiyalar yig‘indisi yana 
nolga ekvivalent bo‘lgan funksiya bo‘ladi. Nolga ekvivalent funksiyaning songa 
ko‘paytmasi ham nolga ekvivalent funksiya bo‘ladi. Demak, [ ]b,aL~ )(

p
0  to‘plam 

[ ]b,aL~p  fazoning xos qism fazosi bo‘ladi. 
 5.14. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi ],[ baV  ni qaraymiz. 

Ma'lumki, ],[ ba  kesmada absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami ],[ baV  ning qism 
to‘plami bo‘ladi. Absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami funksiyalarni qo‘shish va 
songa ko‘paytirish amallariga nisbatan yopiq to‘plam. Suning uchun u ],[ baV  
fazoning qism fazosi bo‘ladi va u [ ]b,aAC  simvol bilan belgilanadi. 

 5.15. ],[ baV  fazoda 0)( =af  shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar 
to‘plamini qaraymiz. Bu to‘plam funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish 
amallariga nisbatan yopiq to‘plamdir. Shuning uchun u ][ b,aV  fazoning qism 
fazosi bo‘ladi va u ][ b,aV0  simvol bilan belgilanadi. 

 5.16. Yana o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi ],[ baV  ni qaraymiz. 
Ma'lumki, ],[ ba  kesmada monoton funksiyalar to‘plami ],[ baV  ning qism 
to‘plami bo‘ladi. Ammo ikki monoton funksiyaning yig‘indisi har doim monoton 
funksiya bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish mumkin. 

ttyttx 2)(,1)( 2 −=+=  funsiyalarning har biri ]2,0[  kesmada monoton funksiya 
bo‘ladi, ammo ularning yig‘indisi 2)1()()( −=+ ttytx  funksiya ]2,0[  kesmada 
monoton emas. Demak, ],[ ba  kesmada monoton funksiyalar to‘plami ],[ baV  
fazoning qism fazosi bo‘la olmaydi. Demak, chiziqli fazoning har qanday qism 
to‘plami qism fazo tashkil qilavermas ekan. 

 Bizga L  fazoning bo‘sh bo‘lmagan { }ix  qism to‘plami berilgan bo‘lsin. U 
holda L  chiziqli fazoda { }ix  sistemani o‘zida saqlovchi minimal qism fazo 
mavjud. 

 Haqiqatan ham, { }ix  sistemani saqlovchi hech bo‘lmaganda bitta qism fazo 
mavjud, bu L  ning o‘zi. 

 Ixtiyoriy sondagi qism fazolarning kesishmasi yana qism fazo bo‘ladi. 
Haqiqatan ham, agar  

I
i

iLL =*  

bo‘lib *, Lyx ∈  bo‘lsa, u holda ta'rifga ko‘ra ixtiyoriy i  uchun iLyx ∈,  bo‘ladi. 
iL  qism fazo bo‘lganligi uchun iLyx ∈+ βα  munosabat barcha βα ,  sonlar 

uchun o‘rinli. Demak, *Lyx ∈+ βα  bo‘ladi. 
 Endi }{ ix  sistemani saqlovchi L  ning barcha qism fazolarini olamiz va 

ularning kesishmasini qaraymiz hamda uni { }( )ixL  orqali belgilaymiz. { }( )ixL  
qism fazo  }{ ix   sistemani saqlovchi minimal qism fazo bo‘ladi. Bu { }( )ixL  
minimal qism fazo }{ ix  "sistemadan hosil bo‘lgan" qism fazo yoki }{ ix  
sistemaning chiziqli qobig‘i deyiladi.  
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5.2. Chiziqli fazoning faktor fazosi 

  
Bizga L  chiziqli fazo va uning L′  xos qism fazosi berilgan bo‘lsin. L  ning 

elementlari orasida quyidagicha munosabat o‘rnatish mumkin. 
 5.8- ta'rif. Agar Lyx ∈,  elementlar uchun yx −  ayirma L′  ga tegishli 

bo‘lsa, x  va y  ekvivalent elementlar deb ataladi. 
 Fazo elementlari orasida o‘rnatilgan bu munosabat refleksivlik, simmetriklik 

va tranzitivlik xossalariga ega. Haqiqatan ham, Lxx ′∈−  (refleksivlik); 
Lyx ′∈−  dan Lyxxy ′∈−−=− )( (simmetriklik); Lyx ′∈− , Lzy ′∈−  dan 

=− zx Lzyyx ′∈−+− )()(  (tranzitivlik). Shuning uchun bu munosabat L  ni 
o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratadi va har bir sinf o‘zaro ekvivalent 
elementlardan tashkil topgan. Bu sinflar  qo‘shni sinflar deb ataladi. Barcha  
qo‘shni sinflar to‘plami L  chiziqli fazoning L′  qism fazo bo‘yicha faktor fazosi 
deb ataladi va LL ′/  ko‘rinishda belgilanadi. 

 Tabiiyki, har qanday faktor fazoda yig‘indi va songa ko‘paytirish amallari 
kiritiladi. 

 Aytaylik, ξ  va η  lar LL ′/  dan olingan ixtiyoriy qo‘shni sinflar bo‘lsin. Bu 
sinflarning har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan ηξ ∈∈ yx , . ξ  va η  
sinflarning yig‘indisi sifatida yx +  elementni saqlovchi ζ  sinf qabul qilinadi. ξ  
qo‘shni sinfning α  songa ko‘paytmasi sifatida xα  elementni saqlovchi sinf qabul 
qilinadi. Natija ηξ ∈∈ yx ,  vakillarning tanlanishiga bog‘liq emas, chunki, 
qandaydir boshqa ηξ ∈∈ ',' yx  vakillarni olsak ham =′+′−+ )()( yxyx  

Lyyxx ′∈′−+′− )()(  bo‘lgani uchun ζ∈′+′ yx  bo‘ladi. Bevosita tekshirish 
shuni ko‘rsatadiki, LL ′/  da aniqlangan qo‘shish va songa ko‘paytirish amallar 
chiziqli fazo ta'rifidagi aksiomalarni qanoatlantiradi (buni mustaqil tekshirib 
ko‘rishni o‘quvchiga tavsiya qilamiz). Boshqacha aytganda, LL ′/  faktor fazo 
chiziqli fazo tashkil qiladi. 

 Shunday qilib, har bir LL ′/  faktor fazo unda yuqorida ko‘rsatilgan usulda 
kiritilgan yig‘indi va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil 
qiladi. Shuni ta'kidlash joizki, har qanday faktor fazoda L′  qism fazo LL ′/  faktor 
fazoning nol elementi bo‘ladi. Ma'lumki, L′  qism fazoning elementlari o‘zaro 
ekvivalent va L′  qism fazo L chiziqli fazoning nol elementini saqlaydi. Shuning 
uchun ξ  va L′  qo‘shni sinf lar ning yig‘indisi xx =+ θ  ( ', Lx ∈∈ θξ ) elementni 
saqlovchi qo‘shni sinfga, ya'ni ξ  ga teng.  
 5.17. Faktor fazoga misol keltirishni tushunish nisbatan osonroq bo‘lgan 2R  
dan boshlaymiz. 2RL =  fazoning }0:),{( 2

2
21 =∈=′ xRxxL  xos qism fazosini 

qaraymiz va LL ′/  faktor fazoning elementlarini, ya'ni qo‘shni sinflarning tavsifini 
beramiz. Ma'lumki, Lyxyxyx ′∈−−=− ),( 2211  bo‘lishi uchun 22 yx =  bo‘lishi 
zarur va yetarli. Demak, LL ′/  faktor fazoning elementlari (qo‘shni sinflar) 1xO  
o‘qiga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziqlardan iborat. Masalan, 2),( Rba ∈  nuqtani 
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o‘zida saqlovchi ξ  qo‘shni sinf 1xO  o‘qiga parallel bo‘lgan bx =2  to‘g‘ri 
chiziqdan iborat. Xuddi shunday, (1,2) va (2,3) nuqtalarni saqlovchi qo‘shni sinflar 
yig‘indisi (3,5) nuqtani saqlovchi 52 =x  to‘g‘ri chiziqdan iborat. ξ∈)2,1(  qo‘shni 
sinfning 3 ga ko‘paytmasi (3,6) nuqtani saqlovchi 62 =x  to‘g‘ri chiziqdan iborat. 

 5.18. Ma'lumki (5.9-5.10 misollarga qarang), ],[ ba  kesmada )1( >pp -
darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi funksiyalar to‘plami chiziqli fazo 
tashkil qiladi va u [ ]b,aL~p  simvol bilan belgilanadi. Bu fazoning nolga ekvivalent 

funksiyalaridan tashkil topgan qism fazosini [ ]b,aL~p
0  (5.13-misolga qarang) 

ko‘rinishda belgilaymiz. Endi [ ]b,aL~p  chiziqli fazoning [ ]b,aL~p
0  qism fazo 

bo‘yicha faktor fazosini qaraymiz va bu faktor fazoni [ ]baLp ,  bilan belgilaymiz. 
Bu fazo ],[ ba  kesmada aniqlangan va p –darajasi bilan Lebeg ma'nosida 
integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar fazosi deb ataladi. 

 Agar nL −  - o‘lchamli chiziqli fazo va L′  - uning )0( nkk <<  - o‘lchamli 
qism fazosi bo‘lsa, u holda LL ′/  faktor fazo )( kn −  - o‘lchamli bo‘ladi. 

 Bu tasdiqni isbotlaymiz. Aytaylik, kxxx ,...,, 21  elementlar sistemasi L′  da 

bazis bo‘lsin. Bu sistemani Lxxx nkk ∈++ ,...,, 21  elementlar  bilan L  fazo 

bazisigacha to‘ldiramiz. Bu nkk xxx ,...,, 21 ++  elementlar bir-biri bilan ekvivalent 

emas, aks holda nkkk xxxxxx ,,,,,,, 2121 KK ++   sistema chiziqli bog‘langan 

bo‘lar edi. Shuning uchun nkk xxx ,...,, 21 ++  elementlar har xil qo‘shni sinflarga 
tegishli bo‘ladi. iξ  orqali }...,,2,1{, knix ik −∈+  element tegishli bo‘lgan sinfni 
belgilaymiz.  

 Endi kn−ξξξ ,,, 21 K  elementlar sistemasining LL ′/  da bazis bo‘lishini 
isbotlaymiz. Ixtiyoriy ∈ξ LL ′/  qo‘shni sinfni olaylik va ξ∈x  bo‘lsin. U holda  

nknkkkk xxxxxxx −++ +++++++= βββααα ...... 22112211  
yoyilma o‘rinli bo‘ladi. ξξ =+ 'L  (har qanday LL ′/  faktor fazoda L′  qism fazo 

LL ′/  faktor  fazoning nol elementi bo‘ladi, ya'ni L′=θ  ) bo‘lgani uchun  
kk xxxxx ααα −−−−= ...' 2211  

element ξ  qo‘shni sinfga tegishli va 
nknkk xxxx −++ +++= βββ ...' 2211  

yoyilma o‘rinli bo‘ladi. Bundan 
knkn −−+++= ξβξβξβξ ...2211  

tenglik kelib chiqadi. Har qanday  ( ) 0,...,, 21 ≠−knβββ   da  
'...2211 Lxxx nknkk ∉+++ −++ βββ  

bo‘lgani uchun kn−ξξξ ,,, 21 K  chiziqli bog‘lanmagan sistema bo‘ladi. Shunday 

qilib, kn−ξξξ ,,, 21 K  sistema chiziqli bog‘lanmaganligi va har bir LL ′∈ /ξ  sinf 
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kn−ξξξ ,,, 21 K  sinflarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘lganligi uchun 

kn−ξξξ ,,, 21 K  sistemaning bazis ekanligiga kelamiz. Demak, LL ′/  fazo 
)( kn − - o‘lchamli  chiziqli fazo ekan. 

 5.9-ta'rif. LL ′/  faktor fazoning o‘lchami L′  qism fazoning koo‘lchami 
deyiladi. 

Agar L′  qism fazo chekli n  koo‘lchamga ega bo‘lsa, u holda L  da shunday 
nxxx ,...,, 21  elementlarni tanlash mumkinki, ixtiyoriy Lx∈  element 

yxxxx nn ++++= ααα ...2211  ko‘rinishda bir qiymatli ifodalanadi, bu yerda 

nααα ,,, 21 K  - sonlar, Ly ′∈ . Haqiqatan ham, LL ′/  faktor fazo n  - o‘lchamli 
bo‘lsin. Bu faktor fazoda nξξξ ,,, 21 K  bazisni tanlaymiz va har bir kξ  sinfdan 

bittadan kx  vakil olamiz. Endi  Lx ∈  ixtiyoriy element bo‘lsin va ξ  esa x  ni 
saqlovchi  LL ′/  dagi qo‘shni sinf bo‘lsin. U holda 

nnξαξαξαξ +++= ...2211 . 
Ta'rifga ko‘ra ξ  sinfdagi har bir element, xususiy holda, x  element nxxx ,...,, 21  
elementlarning  

nn xxx ααα +++ ...2211  
chiziqli kombinatsiyasidan L′  dan olingan elementgagina farq qiladi, ya'ni 

',...2211 Lyyxxxx nn ∈++++= ααα .          (5.8) 
Bu tasvirning yagonaligini ko‘rsatamiz. Aytaylik 

'L'y,'yx...xxx n
'
n

'' ∈++++= ααα 2211  
tasvir ham o‘rinli bo‘lsin. U holda 

'yyx...xx n
'
nn

'' −+−++−+−= )()()( αααααα 2221110  

tenglikka kelamiz. Bundan  'yy,...,,, '
nn

'' ==== αααααα 2211 .  
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. Chiziqli fazoga misollar keltiring. 
2. Chiziqli bog‘langan (chiziqli bog‘lanmagan) sistema ta’rifini bering. 
3. Chiziqli fazo o‘lchami ta’rifini bering.  
4. ]1,1[−  kemada aniqlangan uzluksiz va juft (toq) funksiyalar to‘plamini 

]1,1[−+C  ( )]1,1[−−C  bilan belgilaymiz. ]1,1[−+C  ( )]1,1[−−C  to‘plam 
]1,1[−C  chiziqli fazoning qism fazolari bo‘lishini isbotlang.  

5. [ ]baLp ,~ )0(  qism fazoning o‘lchamini toping. 
6. [ ]baLp ,  faktor fazoning o‘lchamini toping.  
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12-mavzu: 6.Chiziqli funksionallar 
 

 Bu paragraf chiziqli funksionallar, ularning ayrim xossalariga bag‘ishlangan. 
 6.1-ta'rif. L  chiziqli fazoda aniqlangan f  sonli funksiya funksional deb 

ataladi. Agar barcha Lyx ∈,  lar uchun 
( ) ( ) ( )yfxfyxf +=+  

bo‘lsa, f  additiv funksional deyiladi. 
 6.2-ta'rif. Agar barcha  Lx ∈   va barcha C∈α  lar uchun 

( ) ( )xfxf αα = , 
bo‘lsa, f  bir jinsli funksional deyiladi. Agar barcha Lyx ∈,  va barcha C∈α  
sonlar uchun  

( ) ( )xfxf αα =  
bo‘lsa, u holda kompleks chiziqli fazoda aniqlangan f  funksional qo‘shma bir 
jinsli deyiladi, bu yerda α  soni α  ga qo‘shma kompleks son. 

 6.3-ta'rif. Additiv va bir jinsli funksional chiziqli funksional deyiladi. 
Additiv va qo‘shma bir jinsli funksional qo‘shma chiziqli (yoki antichiziqli) 
funksional deyiladi. 

 Chiziqli funksionallarga misollar keltiramiz. 
 6.1. ( ){ }RxxxxR in

n ∈=≡ ,...,,1  -- n -o‘lchamli vektor fazo va 
( ) n

n Raaaa ∈= ,,, 21 K  belgilangan element bo‘lsin. U holda  

RRf n →: , ( ) ∑
=

=
n

i
ii xaxf

1
 

moslik nR  da chiziqli funksional bo‘ladi. 

( ) ∑
=

=
n

k
kk zazu

1
 

tenglik bilan aniqlanuvchi CCu n →:  akslantirish qo‘shma chiziqli funksionalni 
aniqlaydi. 

 6.2.  

∫=
b

a

dttxxI )()( ,   ∫=
b

a

dttxxI )()(*
 

integrallar [ ]baC ,  fazoda mos ravishda chiziqli va qo‘shma chiziqli 
funksionallarga misol bo‘ladi. 

 6.3. [ ]baCy ,0 ∈  berilgan element bo‘lsin. Har bir [ ]baCx ,∈  funksiyaga 

∫=
b

a

dttytxxF )()()( 0  

sonni mos qo‘yamiz. Bu funksionalning chiziqliligi integrallash amalining asosiy 
xossalaridan kelib chiqadi. 
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dttytxxF
b

a

)()()(* 0∫=  

funksional [ ]baC ,  fazoda qo‘shma chiziqli funksional bo‘ladi. 
 6.4. 2l  fazoda chiziqli funksionalga misol keltiramiz. k - belgilangan natural 
son bo‘lsin. 2l  dagi har bir ),,,,( 21 KK kxxxx =  uchun 

kk xxf =)(  
deymiz. Bu funksionalning chiziqliligi ko‘rinib turibdi.  
 

6.1. Chiziqli funksionalning geometrik ma'nosi 
 
Bizga  L  chiziqli fazoda aniqlangan, nolmas f  chiziqli funksional berilgan 

bo‘lsin. Bu f  funksional uchun 0=)(xf  shartni qanoatlantiruvchi barcha Lx∈  
nuqtalar to‘plami uning yadrosi deyiladi va })({ 0=∈= xf:LxfKer  ko‘rinishda 
belgilanadi. fKer  to‘plam L  ning qism fazosi bo‘ladi. Haqiqatan ham, agar 

fKery,x ∈  bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ba,  sonlar uchun 
( ) ( ) ( ) 0=+=+ yfbxfaybxaf  

tenglik o‘rinli. 
fKer  qism fazoning koo‘lchami birga teng. Haqiqatan ham, fKer  ga qarashli 

bo‘lmagan, ya'ni 0)( 0 ≠xf  bo‘ladigan qandaydir 0x  elementni  olamiz. Bunday 
element mavjud, chunki 0)( ≠xf  (aynan nolga teng emas). Umumiylikni 
chegaralamasdan hisoblashimiz mumkinki, 1)( 0 =xf  (aks holda biz )(/ 00 xfx  
ni olgan bo‘lar edik, chunki 1))(/( 00 =xfxf ). Ixtiyoriy x  element uchun 

( )xfxxy ⋅−= 0  desak, u holda 
( )( ) 00 =⋅−= xfxxfyf )( , 

ya'ni fKery ∈ . Qaralayotgan x  element ,yxx += 0α  fKery ∈  ko‘rinishda 
tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir. Haqiqatan ham, 

,yxx += 0α  fKery ∈    va   fKery,yxx ∈′′+′= 0α   
bo‘lsin. U holda 

yyxaa −′=′− 0)(  
tenglik o‘rinli. Agar aa ′=  bo‘lsa, yy ′=  ekanligi ko‘rinib turibdi. Agar 0≠′− aa  
bo‘lsa, u holda 

fKer
aa
yyx ∈
′−

−′
=0  

ekanligi kelib chiqadi. Bu esa fKerx ∉0  shartga zid. Bu qarama-qarshilik 
tasdiqni isbotlaydi. 
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 Bu yerdan kelib chiqadiki, ikkita 1x  va 2x  elementlar fKer  qism fazo 
bo‘yicha bitta qo‘shni sinfda yotishi uchun )()( 21 xfxf =  shartning bajarilishi 
yetarli va zarur. Haqiqatan ham, 

( ) ( ) fKery,yxxfx,fKery,yxxfx ∈+=∈+= 2202211011  
tenglikdan 

( ) ( )( ) ( )2102121 yyxxfxfxx −+−=−  
tenglik kelib chiqadi. Bu yerdan ko‘rinib turibdiki, fKerxx ∈− 21  bo‘lishi uchun 

( ) ( ) 021 =− xfxf  bo‘lishi yetarli va zarur. 
 fKer  qism fazo bo‘yicha har qanday ξ  sinf o‘zining ixtiyoriy vakili bilan 

bir qiymatli aniqlanadi. Bunday vakil sifatida a 0x  ko‘rinishdagi elementni olish 
mumkin. Bu yerdan ko‘rinadiki, fKer/L  qism fazoning o‘lchami birga teng 
ekan, ya'ni fKer  ning koo‘lchami birga teng. 

 Chiziqli funksionalning yadrosi fKer  o‘zida nolga aylanadigan 
funksionalni o‘zgarmas ko‘paytuvchi aniqligida bir qiymatli aniqlaydi. 

 Haqiqatan ham, f  va g  funksionallar yadrolari teng bo‘lsin, ya'ni 
gKerfKer = . U holda f  uchun Lx ∈0  elementni shunday tanlaymizki, 

1)( 0 =xf  bo‘lsin. Ko‘rsatamizki, 0)( 0 ≠xg . Ixtiyoriy Lx ∈  uchun 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )000 xgxfygxgxfxgfKery,yxxfx =+=∈+= va  

tengliklarga egamiz. Agar 0)( 0 =xg  bo‘lsa, 0)( ≡xg  bo‘lar edi. 
)()()( 0 xfxgxg =  tenglikdan f  va g  funksionallarning proporsional  ekanligi 

kelib chiqadi. 
 Koo‘lchami birga teng bo‘lgan ixtiyoriy L′  qism fazo berilgan bo‘lsin. U 

holda shunday f  chiziqli funksional mavjudki, LfKer ′=  bo‘ladi. Buning uchun 
L′  qism fazoda yotmaydigan ixtiyoriy Lx ∈0  elementni olamiz va ixtiyoriy 

Lx ∈  elementni Lyyxax ′∈+= ,0  ko‘rinishda yozamiz. Bunday yoyilma 
yagona. axf =)(  tenglik yordamida aniqlanuvchi chiziqli funksionalning yadrosi 

LfKer ′=  bo‘ladi. 
 L  chiziqli fazoda koo‘lchami birga teng bo‘lgan qandaydir L′  qism fazo 

berilgan bo‘lsin. U holda L  fazoning L′  qism fazo bo‘yicha har qanday qo‘shni 
sinfi L′  qism fazoga parallel bo‘lgan gipertekislik deyiladi (xususan, L′  qism 
fazoning o‘zi θ  elementni saqlovchi, ya'ni "koordinata boshidan o‘tuvchi" 
gipertekislik hisoblanadi). Boshqacha aytganda, L′  qism fazoga parallel bo‘lgan 
M′  gipertekislik - bu L′  qism fazoni qandaydir Lx ∈0  vektorga parallel 
ko‘chirishdan paydo bo‘ladigan to‘plam, ya'ni 

{ }LxxxyyxLM ′∈+==+′=′ ,: 00 . 
 Ko‘rinib turibdiki, agar Lx ′∈0  bo‘lsa, LM ′=′  bo‘ladi, agarda Lx ′∉0  
bo‘lsa, u holda LM ′≠′ . 
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 Agar f  - L  chiziqli fazoda aniqlangan chiziqli funksional bo‘lsa, 
}1)(:{ =∈= xfLxM f  to‘plam fKer  qism fazoga parallel gipertekislik 

bo‘ladi. Haqiqatan ham, 1)( 0 =xf  bo‘ladigan 0x  elementni tanlab, ixtiyoriy 
elementni fKery,yxx ∈+= 0α  ko‘rinishda yozishimiz mumkin. 

 Ikkinchi tomondan, agar M′  - koo‘lchami birga teng bo‘lgan L′  qism 
fazoga parallel va koordinata boshidan o‘tmaydigan gipertekislik bo‘lsa, u holda 
shunday yagona f  chiziqli funksional mavjudki, 

}1)(:{ ==′ xfxM  
bo‘ladi. Haqiqatan ham, LxxLM ∈+′=′ 00 ,  bo‘lsin. U holda har qanday Lx ∈  
element yagona ravishda Lyyxax ′∈+= ,0  ko‘rinishda tasvirlanadi. axf =)(  
tenglik yordamida aniqlanadigan chiziqli funksional izlanayotgan funksional 
bo‘ladi. Uning yagonaligi quyidagidan kelib chiqadi: 

 Agar Mx ′∈  da 1)( =xg  bo‘lsa, u holda Ly ′∈  da 0=)(yg  bo‘ladi. Bundan 
)()( 00 yxafayxag +==+  

tenglik kelib chiqadi. 
 Shunday qilib, L  chiziqli fazoda aniqlangan noldan farqli barcha chiziqli 

funksionallar bilan koordinata boshidan o‘tmaydigan L  dagi barcha 
gipertekisliklar o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatildi.  
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. Chiziqli funksionalning geometrik ma'nosini tushuntiring.  
2. ],[ baC  fazoda gipertekislikka misol keltiring.  
3. ],[ baC  fazoda )()( bxxf =  chiziqli funksionalni qaraymiz.  ],[ baC  fazoda 

}1)(:],[{ =∈= xfbaCfM  to‘plam gipertekislik bo‘ladimi?  
4. )()(,],[: axxfRbaVf =→  chiziqli funksionalning yadrosini toping. 

][ b,aVfKer 0=  tenglik to‘g‘rimi?  
5. RCf →− ]1,1[:  va 

( ) ( )∫
−

=
1

1
dttxxf  

      funksionalning chiziqli ekanligini ko‘rsating. 
})()(:]1,1[{]1,1[ txtxCxC −=−−∈=−−  toq funksiyalar to‘plami uchun 

fKer,C ⊂−− ][ 11  munosabat to‘g‘rimi?  
6. ( ) 1

3 ,: xxfRRf =→  chiziqli funksionalning yadrosini toping. Bu fazoda 
}1)(:{ 3 =∈ xfRx   gipertekislikni chizmada tasvirlang.  
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7. Qavariq to‘plamlar va qavariq funksionallar 
 

L  - haqiqiy chiziqli fazo, x  va y  uning ikki nuqtasi bo‘lsin. U holda 
[ ] 1,1,0,, =+∈+ βαβαβα yx  

shartni qanoatlantiruvchi barcha elementlar to‘plami x  va y  nuqtalarni 
tutashtiruvchi kesma deyiladi va u ],[ yx   bilan belgilanadi, ya'ni 

[ ] [ ]{ }1,1,0,:, =+∈+= βαβαβα yxyx . 
 7.1-ta'rif. Agar LM ⊂  to‘plam o‘zining ixtiyoriy Myx ∈,  nuqtalarini 

tutashtiruvchi ],[ yx  kesmani ham o‘zida saqlasa, M  ga qavariq to‘plam deyiladi. 
 7.2-ta'rif. Agar biror Ex∈  nuqta va ixtiyoriy Ly ∈  uchun shunday 

0)( >= yεε  son mavjud bo‘lib, barcha ε<||, tt  larda Etyx ∈+  munosabat 
bajarilsa, Ex∈  nuqta LE ⊂  to‘plamning yadrosiga qarashli deyiladi. LE ⊂  
to‘plamning yadrosi - )(EJ  bilan belgilanadi, ya'ni 

( ) { }EtyxtRtyLyExEJ ∈+<∈∀>=∃∈∀∈= ,,,0)(,: εεε . 
 7.3-ta'rif. Yadrosi bo‘sh bo‘lmagan qavariq to‘plam qavariq jism deyiladi. 
 Misollar. 7.1. 3R  fazoda kub, shar, tetrayedr, tekislikda to‘g‘ri to‘rtburchak, 

doira, uchburchak qavariq jism bo‘ladi. 2l  fazodagi 







 ≤∈= ∑

∞

=1

2
2 1||:]1,0[

n
nxxB l  

birlik shar qavariq jism bo‘ladi. 
 7.2. 2R  da to‘g‘ri chiziq (kesma) qavariq to‘plam bo‘ladi, lekin qavariq jism 

bo‘lmaydi. Chunki, uning yadrosi bo‘sh to‘plam (mustaqil isbotlang). 
 Agar M  qavariq to‘plam bo‘lsa, u holda uning yadrosi )(MJ  ham qavariq 

to‘plamdir. Haqiqatan ham, 
( )MJy,x ∈    va   10 =+≥+= βαβαβα ,,,yxz  

bo‘lsin. U holda ixtiyoriy La∈  uchun shunday 0,0 21 >> εε  sonlar mavjudki, 

2211 , εε << tt  shartni qanoatlantiruvchi barcha 21 , tt  larda atx 1+  va 
aty 2+  elementlar M  to‘plamda yotadi. Bundan kelib chiqadiki, barcha ε<|| t , 

( )21,min εεε =  larda 
( ) ( ) ( )MJz,Matzatatyxatyatx ∈∈+=+++=+++ niya'βαβαβα . 

 7.1-teorema. Istalgan sondagi qavariq to‘plamlarning kesishmasi yana 
qavariq to‘plamdir. 

 Isbot. Faraz qilaylik,  
I
α

αMM =  

bo‘lib, barcha αM  lar qavariq to‘plamlar bo‘lsin, x  va y  lar M  ning ikkita 
ixtiyoriy nuqtalari bo‘lsin. U holda x  va y  nuqtalarni tutashtiruvchi  ],[ yx   kesma  

αM  larning har biriga qarashli va demak M  ga ham qarashli. Shunday qilib, M  
haqiqatan ham qavariq to‘plam ekan.  ∆ 
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 Shuni eslatib o‘tamizki, qavariq jismlarning kesishmasi yana qavariq jism 
bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish mumkin. 

 7.3. Tekislikdagi ( ){ }10,10:, ≤≤≤≤= yxyxP  va 
( ){ }21,10:, ≤≤≤≤= yxyxQ  qavariq jismlarning kesishmasi  

( ){ }1,10:, =≤≤= yxyxQP I  
kesmadan iborat bo‘lib, u qavariq jism emas (7.2-misolga qarang). 

 Qavariq to‘plam tushunchasi qavariq funksional tushunchasi bilan uzviy 
bog‘langan. 

 7.4-ta'rif. Agar L  haqiqiy chiziqli fazoda aniqlangan manfiymas p  
funksional  
1) ( ) ( ) ( ) Lyxypxpyxp ∈∀+≤+ ,, , 
2) ( ) ( ) Lxvaaxpaxap ∈∀≥∀= 0,  
shartlarni qanoatlantirsa,  p   ga qavariq funksional deyiladi. 

 Biz bu yerda )(xp  miqdorni chekli deb faraz qilmaymiz, ya'ni ayrim Lx ∈  
lar uchun ∞=)(xp  ham bo‘lishi mumkin. Agar barcha Lx ∈  lar uchun  )(xp  
chekli bo‘lsa, p  chekli funksional deyiladi. 

 Misollar. 7.4. [ ] RbaCp →,:  va 

( ) dttxxp
b

a
∫= |)(|  

akslantirishning chekli qavariq funksional ekanligini isbotlang. 
 Yechish. Integralning monotonlik xossasidan, ixtiyoriy [ ]baCx ,∈  uchun 

0)( ≥xp  ekanligi kelib chiqadi. Endi bizga ],[ baC  fazoning ixtiyoriy x  va y  
elementlari berilgan bo‘lsin. U holda 

( ) ( ) ( )ypxpdttydttxdttytxyxp
b

a

b

a

b

a

+=+≤+=+ ∫∫∫ |)(||)(||)()(|  

tengsizlik o‘rinli. Xuddi shunday ixtiyoriy x  va 0≥α  uchun 

( ) ( )xpdttxdttxxp
b

a

b

a

αααα === ∫∫ |)(||)(|  

tenglik o‘rinli. Demak, p  qavariq funksional ekan. Uning chekli qavariq 
funksional ekanligi ( ) ( ) ( ) ∞<−≤ txabxp max  tengsizlikdan kelib chiqadi. ∆ 

 7.5. [ ] RCq →1,0:  va 
( ) [ ]xVxq 1

0=  
akslantirish chekli bo‘lmagan qavariq funksional bo‘lishligini isbotlang. 

 Yechish. q  funksionalning manfiymasligi va qavariq funksional ta'rifidagi 
1-2 shartlarning bajarilishi funksiya to‘la o‘zgarishi xossalaridan kelib chiqadi. 
Haqiqiy o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi fanidan ma'lumki, ]1,0[C  
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fazoning ( ) )/1sin(0 tttx =  elementi uchun [ ] +∞=0
1

0 xV  tenglik o‘rinli. Demak, q  
chekli bo‘lmagan qavariq funksional ekan. ∆ 

 Endi qavariq to‘plamlar bilan qavariq funksionallar orasidagi bog‘lanishni 
qaraymiz. 

 7.2-teorema. Agar +→ RLp:  qavariq funksional va 0>k  bo‘lsa, u holda 
( ){ }kxpLxE ≤∈= :  

qavariq to‘plam bo‘ladi. Agar p  funksional chekli bo‘lsa, u holda E  to‘plam 
yadrosi nol elementni saqlaydigan, 

( ) ( ){ }kxpLxEJ <∈= :  
yadroli qavariq jism bo‘ladi. 

 Isbot. Agar Eyx ∈,  va 0,,1 ≥=+ βαβα  bo‘lsa, u holda 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) kkkypxpypxpyxp =+<+=+≤+ βαβαβαβα , 

ya'ni E  - qavariq to‘plam. Endi p  chekli funksional, 0,)( >< tkxp  va Ly ∈  
bo‘lsin. U holda 

( ) ( ) ( )yptxpytxp ±+≤±  
Agar 0)()( ==− ypyp  bo‘lsa, u holda ixtiyoriy t  uchun Eytx ∈±  bo‘ladi. 
Agar )(,)( ypyp −  sonlardan hech bo‘lmaganda birortasi noldan farqli bo‘lsa, u 
holda 

( )
( ) ( )( )ypyp

xpkt
−

−
<

,max
 

shartda Eytx ∈±  bo‘ladi. Qavariq funksionalning θ  nuqtadagi qiymati nolga 
teng bo‘lgani uchun )(EJ∈θ . ∆  

 Endi 1=k  holni qaraymiz. U holda har qanday chekli p  qavariq funksional 
L  da )(EJ∈θ  bo‘ladigan yagona 

( ){ }1: ≤∈= xpLxE  
qavariq jismni aniqlaydi. Aksincha, E  - yadrosi nol elementni saqlaydigan qavariq 
jism bo‘lsin. U holda har bir Lx ∈  ga 







 ∈>= E

r
xrxpE :0inf)(  

sonni mos qo‘yuvchi akslantirish qavariq funksional bo‘ladi (mustaqil isbotlang). 
Bu funksional E  qavariq jism uchun Minkovskiy funksionali deyiladi. 

 7.5-ta'rif. L  - haqiqiy chiziqli fazo va 0L  - uning biror qism fazosi bo‘lsin. 

0L  qism fazoda 0f  chiziqli funksional va L  fazoda f  chiziqli funksional 
berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy 0Lx ∈  uchun 

( ) ( )0xfxf =  
tenglik bajarilsa, f  chiziqli funksional 0f  funksionalning L  fazoga davomi 
deyiladi. 
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 Funksionalning davomi bir qiymatli emas. Funksionalning ixtiyoriy davomi 
maqsadga muvofiq emas. Odatda funksionalni qandaydir shartni saqlab qolgan 
holda davom ettirish talab qilinadi. 

 7.3-teorema. (Xan-Banax). Aytaylik, p  - L  haqiqiy chiziqli fazoda 
aniqlangan qavariq funksional va 0L  - L  ning qism fazosi bo‘lsin. Agar 0L  da 
aniqlangan 0f   chiziqli funksional 

        ( ) ( ) 00 , Lxxpxf ∈≤                                  (7.1) 
shartni qanoatlantirsa, u holda 0f  ni L  da aniqlangan va L  da (7.1) shartni 
qanoatlantiruvchi  f  chiziqli funksionalgacha davom ettirish mumkin. 

 Isbot. LL ≠0  bo‘lgan holda 0f  chiziqli funksionalni 0L  dan kengroq 

bo‘lgan )1(L  qism fazogacha (7.1) shartni saqlagan holda chiziqli davom ettirish 
mumkinligini ko‘rsatamiz. 0L  ga qarashli bo‘lmagan ixtiyoriy Lz ∈  elementni 

olamiz. )1(L  bilan 0L  va z  elementlardan tashkil topgan qism fazoni belgilaymiz. 
)1(L  quyidagicha ko‘rinishdagi elementlardan tashkil topgan 

)1(
0 },,{ LLxRtxtz =∈∈+  

 Agar 1f  funksional 0f  ning )1(L  qism fazogacha chiziqli davomi bo‘lsa, u 
holda 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfzftxfztfxztf 01111 +=+=+ , 
yoki ( ) czf =1  deb olsak, 

( ) ( )xfctxztf 01 +=+  
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Endi c  ni shunday tanlaymizki, 1f  funksional (7.1) shartni 
qanoatlantirsin, ya'ni 

( ) ( ) ( )xztpxfctxztf +≤+=+ 01         (7.2) 
tengsizlik bajarilsin. Agar 0>t  bo‘lsa, (7.2) shart quyidagi shartga teng kuchli: 







−






 +≤






 +≤






+

t
xf

t
xzpc

t
xzp

t
xfc 00 yoki , 

0<t   bo‘lsa, 







−






 −−−≥






 −−−≥






+

t
xf

t
xzpc

t
xzp

t
xfc 00 yoki . 

Bu ikkala shartni qanoatlantiruvchi c  son har doim mavjudligini ko‘rsatamiz. 
0L  qism fazodan olingan ixtiyoriy y′  va y ′′  elementlar uchun 

( ) ( ) ( ) ( )zypyfzypyf −−−−≥++− ''"" 00                    (7.3) 
tengsizlik o‘rinli. Haqiqatan ham, bu tengsizlik quyidagi tengsizlikdan bevosita 
kelib chiqadi: 

( ) ( ) ( ) ( ) =−≤−=− 'y"yp'y"yf'yf"yf 000  
( ) ( )( ) ( ) ( )z'ypz"ypz'yz"yp −−++≤−−++= . 



 92 

Endi 
( ) ( ))'()'(sup',)"()"(inf" 0

'
0"

zypyfczypyfc
yy

−−−−=++−=  

deb olamiz. y′  va y ′′  lar ixtiyoriy bo‘lgani uchun (7.3) tengsizlikdan cc ′≥′′  
ekanligi kelib chiqadi. Agar c  sonini 

ccc ′≥≥′′  
tengsizliklarni qanoatlantiradigan qilib tanlasak, u holda 

( ) ( )xfctxztf 01 +=+  
formula bilan aniqlanadigan 1f  funksional chiziqli va (7.1) shartni qanoatlantiradi. 

 Shunday qilib, biz 0f  funksionalni 0L  qism fazodan undan kengroq bo‘lgan 
)1(L  qism fazogacha (7.1) shartni saqlagan holda chiziqli davom ettirdik. 
 Agar L  chiziqli fazoda sanoqlita ,......,,, 21 nxxx  elementlar sistemasi 

mavjud bo‘lib, bu sistemani saqlovchi { }( )kxL  minimal qism fazo L  ning o‘ziga 
teng bo‘lsa, u holda 0f  funksionalni 

( ) ( ) K,x,LL,x,LL )( }{}{ 2
12

10
1 ==  

kengayib boruvchi qism fazolarda yuqoridagidek aniqlab, 0f  funksionalni L  
fazogacha (7.1) shartni saqlagan holda davom ettirish mumkin. 

 Agar chiziqli qobig‘i L  ga teng bo‘ladigan sanoqli sistema mavjud 
bo‘lmasa, u holda teoremaning isboti Sorn  lemmasi yordamida nihoyasiga 
etkaziladi ([1] ga qarang). ∆ 

 7.6. ],[ 11−= CL  uzluksiz funksiyalar fazosi va uning qism fazosi 
[ ] }][)({ 010110 ,t,tx:,CxL −∈≡−∈=  ni qaraymiz. 0L  qism fazoda 0f  chiziqli 

funksionalni quyidagicha aniqlaymiz: 

( ) ( ) ., 0

1

1
0 Lxdttxxf ∈= ∫

−

 

]1,1[−= CL  chiziqli fazoda f  va p  funksionallarni esa quyidagicha aniqlaymiz: 

( ) ( ) ( ) Lx,txxp,dttxdttytxxf
t

∈=+=
≤≤−−

∫∫ )(max)()(
11

1

0

0

1
0 2  

Quyidagicha savol qo‘yamiz. 
1) 0f  funksional (7.1) tengsizlikni qanoatlantiradimi? 
2) f  funksional 0f  funksionalning L  fazogacha davomi bo‘ladimi? 
3) ],[ 010 −∈ Cy  qanday tanlanganda f  funksional Xan-Banax teoremasining 
shartlarini qanoatlantiradi? 
 Yechish. 0f  funksional (7.1) tengsizlikni qanoatlantiradi. Haqiqatan ham, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 011

1

1
11

1

1
0 2 Lxxptxdttxdttxxf

tt
∈==≤=

≤≤−
−

≤≤−
−

∫∫ ,maxmax . 
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Agar 0Lx∈ , u holda  

( ) 0
0

1
0 =∫

−

dttytx )(  

bo‘ladi. Shuning uchun, barcha ],[ 010 −∈ Cy  larda ( ) ( ) 00 , Lxxfxf ∈=  tenglik 
o‘rinli. Demak, barcha 0y  lar uchun f  funksional 0f  funksionalning L  
fazogacha davomi bo‘ladi. Nihoyat,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Lxxptxdttxdttytxxf
ttt

∈=≤+≤
≤≤−≤≤

−
≤≤− ∫∫ ,maxmaxmax

11

1

0
10

0

1
001

2  

tengsizlik,  

( ) 1
0

1
0 ≤=∫

−

cdtty  

shartni qanoatlantiruvchi barcha ],[ 010 −∈ Cy  larda o‘rinli. Demak, ],[ 10∈c  
bo‘lsa, Xan-Banax teoremasining shartlari bajariladi. Shunday qilib 0f  
funksionalni (7.1) shartni saqlagan holda cheksiz ko‘p (kontinuum) usul bilan L  
fazogacha davom ettirish mumkin ekan. 

 Endi Xan-Banax teoremasining kompleks variantini isbot qilamiz. 
 7.6-ta'rif. L  - kompleks chiziqli fazo va unda aniqlangan manfiymas p  

funksional berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy Lyx ∈,  va ixtiyoriy C∈α  uchun 
( ) ( ) ( )ypxpyxp +≤+    va   ( ) ( )xpxp αα =  

shartlar bajarilsa, u holda p  - qavariq funksional deyiladi. 
 7.4-teorema. (Xan-Banax). p  - L  kompleks chiziqli fazoda aniqlangan 

qavariq funksional, 0f  esa  0L  qism fazoda aniqlangan va bu qism fazoda 
( ) ( ) 00 Lx,xpxf ∈≤  

shartni qanoatlantiruvchi chiziqli funksional bo‘lsin. U holda butun L  da 
aniqlangan va  

( ) ( ) ( ) ( ) Lx,xpxf,Lx,xfxf ∈∀≤∈∀= 00  
shartlarni qanoatlantiruvchi f  chiziqli funksional mavjud. 

 Isbot. L  va 0L  fazolarni haqiqiy chiziqli fazo sifatida qarab, mos ravishda 

RL  va RL0  bilan belgilaymiz. Tushunarliki, p  funksional RL  da aniqlangan 
qavariq funksional bo‘ladi, ( ) ( )xfxf R 00 Re=  esa 

( ) ( ) ( )000 LLx,xpxf RR =∈≤  
shartni, bundan esa ( ) ( )xpxf R ≤0  shartni qanoatlantiruvchi RL0  dagi haqiqiy 
chiziqli funksional bo‘ladi. 7.3-teoremaga ko‘ra, RL  da aniqlangan va 

( ) ( ) ( )LLx,xpxf RR =∈≤ , 
( ) ( ) ( )000 , LLxxfxf RRR =∈=  
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shartni qanoatlantiruvchi Rf  chiziqli funksional mavjud. Tushunarliki, 
( ) ( ) ( ) ( )xpxpxfxf RR =−≤−=− . 

Demak, 
( ) ( ) ( )LLx,xpxf RR =∈≤     (7.4) 

Endi  f  funksionalni L   da quyidagicha aniqlaymiz 
( ) ( ) ( )ixfixfxf RR −= . 

Murakkab bo‘lmagan hisoblashlar yordamida ko‘rsatish mumkinki, f  - L  
kompleks chiziqli fazoda aniqlangan chiziqli funksional bo‘ladi hamda 

( ) ( ) ( ) ( ) LxxfxfLxxfxf R ∈∀=∈∀= ,Re,, 00  
Ixtiyoriy Lx∈  uchun ( ) ( )xpxf ≤  ekanligini ko‘rsatsak, teorema isbot bo‘ladi. 

Teskaridan faraz qilamiz. Qandaydir Lx ∈0  uchun ( ) ( )00 xpxf ≥  bo‘lsin. ( )0xf  

kompleks sonni ( ) 0,0 >= ρρ ϕiexf  ko‘rinishda yozamiz va 00 xey iϕ−=  deb 
olamiz. U holda  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )00000 ReRe ypxpxfeyfyf i
R =>=== − ρϕ . 

Bu esa (7.4) shartga zid.  ∆  
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. ],[0 baV  qism fazoda aniqlangan )()(0 bxxf =  funksional uchun 
RbaVf →],[: , ( )bxaxxf += )()( α  funksional uning davomi bo‘ladimi? 

],[,|)(||)(|)( baVxbxaxxp ∈+=  funksional qavariqmi? Parametr R∈α  
ning qanday qiymatlarida bu funksionallar uchun 7.3-teorema shartlari 
bajariladi? 

2. Yadrosi bo‘sh to‘plam bo‘lgan qavariq to‘plamga misol keltiring. 
3. 2R  fazoda qavariq va qavariq bo‘lmagan funksionalga misol keltiring. Bu 

fazoda ( ) ( ) 2
2

2
12

2
2

2
11 va xxxpxxxp +=+=  funksional-larni qavariqlikka 

tekshiring. 
4. 7.6-misolda keltirilgan 0f  va f  funksionallarning chiziqli ekanligini 

ko‘rsating. 
5. 7.6-misolda keltirilgan p  akslantirishning chekli qavariq funksional 

ekanligini ko‘rsating.  
6. Berilgan [ ] ( ) }1max:;{ ≤∈=

≤≤
txbaCxE

bta
 qavariq jismga mos Minkovskiy 

funksionalini quring. 
7. ( ) 21

2 ,: xxxpRRp +=→  funksionalni chekli qavariq funksional ekanligini 
ko‘rsating. Unga mos ( ) }1:{ 2 ≤∈= xpRxE  qavariq jismni 2R  fazoda  
chizib ko‘rsating. 
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8. Chiziqli normalangan fazolar 
 

Chiziqli fazolarda elementlarning bir-biriga yaqinligi degan tushuncha yo‘q. 
Ko‘plab amaliy masalalarni hal qilishda elementlarni qo‘shish va ularni songa 
ko‘paytirish amallaridan tashqari, elementlar orasidagi masofa, ularning yaqinligi 
tushunchasini kiritishga to‘g‘ri keladi. Bu bizni normalangan chiziqli fazo 
tushunchasiga olib keladi. Normalangan fazolar nazariyasi S.Banax va boshqa 
matematiklar tomonidan rivojlantirilgan. 

8.1-ta'rif. Bizga L  - chiziqli fazo va unda aniqlangan p  funksional berilgan 
bo‘lsin. Agar  p   quyidagi uchta shartni qanoatlantirsa, unga norma deyiladi:  
1) ;0)(;,0)( θ=⇔=∈∀≥ xxpLxxp   
2) LxCaxpaaxp ∈∀∈∀= ,),()( ; 
3) Lyxypxpyxp ∈∀+≤+ ,),()()( . 

8.2-ta'rif. Norma kiritilgan L  chiziqli fazo chiziqli normalangan fazo deyiladi 
va Lx∈  elementning normasi  x   orqali belgilanadi. 

Agar L  - normalangan fazoda Lyx ∈,  elementlar jufti uchun 
( ) yxyx −=,ρ  

sonni mos qo‘ysak, ρ  funksional metrikaning 1-3 aksiomalarini qanoatlantiradi 
(1.1-ta'rifga qarang). Metrika aksiomalarining bajarilishi normaning 1-3 
shartlaridan bevosita kelib chiqadi. Demak, har qanday chiziqli normalangan 
fazoni metrik fazo sifatida qarash mumkin. Metrik fazolarda o‘rinli bo‘lgan barcha 
tasdiqlar (ma'lumotlar) chiziqli normalangan fazolarda ham o‘rinli. 

X  chiziqli normalangan fazoda }{ nx  ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. 
8.3-ta'rif. Biror Xx ∈  va ixtiyoriy 0>ε  uchun shunday 0)(00 >= εnn  mavjud  

bo‘lib, barcha  0nn >   larda ε<− xxn  tengsizlik bajarilsa, }{ nx  ketma-ketlik  
Xx ∈   elementga yaqinlashadi deyiladi. 

8.4-ta'rif. Agar ixtiyoriy 0>ε  son uchun shunday 000 >= )(nn ε  mavjud bo‘lib, 
barcha Npvann ∈> 0  larda ε<−+ npn xx  tengsizlik bajarilsa, }{ nx  - 
fundamental ketma-ketlik deyiladi. 

8.3 va 8.4 ta'riflarni 2.6 va 3.1 ta'riflar  bilan taqqoslang. 
8.5-ta'rif. Agar X  chiziqli normalangan fazodagi ixtiyoriy }{ nx  fundamental 

ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda  X  to‘la normalangan fazo yoki 
Banax fazosi deyiladi. 

Bu ta'rifni to‘la metrik fazolar mavzusidagi 3.2-ta'rif bilan taqqoslang. 
Chiziqli normalangan fazolarga misollar keltiramiz. 
8.1. RL =  - haqiqiy sonlar to‘plami. Agar  ixtiyoriy Rx ∈  soni uchun 

xx =  sonni mos qo‘ysak, R  normalangan fazoga aylanadi. 
8.2. CL =  - kompleks sonlar to‘plami. Bu yerda ham norma yuqoridagidek 

kiritiladi: zz = . 
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8.3. nRL =  - n  - o‘lchamli haqiqiy chiziqli fazo. Bu fazoda  

n
knk

pn

k

p
kp

n

k
k Rx,xx,xx,xx ∈=






==

≤≤∞
==

∑∑
1

1

11

2 max  

funksionallar norma shartlarini qanoatlantiradi. nR  chiziqli fazoda p⋅  norma 

kiritilgan bo‘lsa, uni n
pR , agar ∞

⋅  norma kiritilgan bo‘lsa uni nR∞  deb 
belgilaymiz (1.3-1.5, 1.11-misollar bilan taqqoslang). 

8.4. nCL =  - n  - o‘lchamli kompleks chiziqli fazo (5.3-misol). Bu fazoda  

∑
=

=
n

k
kzz

1

2
 

funksional norma shartlarini qanoatlantiradi. 
8.5. ],[],[ babaCL −=  kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar fazosi (5.4-

misol). Bu fazoda ],[ baCf ∈  elementning normasi (1.6-misol bilan taqqoslang)  
( )xff

bxa ≤≤
= max , 

tenglik bilan aniqlanadi. Xuddi 8.3-misoldagidek ],[ baC  chiziqli fazoda norma  

∫=
b

a

dttff |)(|
1  

formula vositasida kiritilgan bo‘lsa, uni ],[1 baC  (1.9-misol), agar norma  

∫=
b

a

dttff 2
2

|)(|  

tenglik orqali kiritilgan bo‘lsa uni ],[2 baC  (1.8-misolga qarang) deb belgilaymiz. 
Quyida biz chiziqli fazo va unda kiritilgan normalarni beramiz. 

8.6. 2l  fazoda  x   elementning normasi quyidagicha kiritiladi:  

∑
∞

=
=

1

2

k
kxx . 

8.7. mcc ,,0  fazolarda x  elementning normasi quyidagicha kiritiladi:  

n
n

xx
∞<≤

=
1

sup . 

mvacc ,, 02l  fazolarning aniqlanishi 5.5-5.8 misollarda keltirilgan. 
8.8. ],[ baM  - bilan ],[ ba  kesmada aniqlangan barcha chegaralangan 

funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. Bu to‘plam odatdagi funksiyalarni qo‘shish va 
songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi. Bu fazoda 
aniqlangan  

( ) ( ) [ ]baMxtxxp
bta

,,sup ∈=
≤≤

        (8.1) 
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funksional norma shartlarini qanoatlantiradi va ],[ baM  chiziqli normalangan fazo 
bo‘ladi. 

8.9. ],[)( baC n  - bilan ],[ ba  kesmada aniqlangan n  marta uzluksiz 
differensiallanuvchi funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. ],[)( baC n  to‘plam 
odatdagi funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli 
fazo tashkil qiladi. Bu fazoda aniqlangan  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ],[,maxmax
1

baCxtxtxxp n
n

k

k

btabta
∈+= ∑

= ≤≤≤≤
         (8.2) 

funksional normaning 1-3 shartlarini qanoatlantiradi. 
8.10. ],[ ba  kesmada aniqlangan o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi 

],[ baV  (1.13 va 5.11-misollarga qarang) ni qaraymiz. Bu fazoda  
RbaVp →],[: ,   ( ) ][|)(| xVaxxp b

a+=               (8.3) 
funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradi va ],[ baV  chiziqli normalangan 
fazo bo‘ladi. 

Endi Banax fazolariga misollar keltiramiz. 
8.11. 0,,1,,],[,, ccpbaCRR p

n
p

n ≥l  fazolarni to‘lalikka tekshiring. 
Yechish. To‘la metrik fazolar (3-paragraf) mavzusidan ma'lumki nR , n

pR , 

0,,1,,],[ ccpbaC p ≥l  lar (3.3-3.7 misollarga qarang) to‘la metrik fazolar edi. 
Shuning uchun ular to‘la normalangan fazolar, ya'ni Banax fazolari bo‘ladi. 

8.12. ],[2 baC  to‘la bo‘lmagan (3.8 misolga qarang) metrik fazo edi. Shuning 
uchun ],[2 baC  to‘la bo‘lmagan normalangan fazoga misol bo‘ladi. 
 

8.1. Normalangan fazoning qism fazosi 
 

Biz yuqorida chiziqli fazoning qism fazosi tushunchasini kiritgan edik, ya'ni 
agar ixtiyoriy 0, Lyx ∈  elementlar va ixtiyoriy βα,  sonlar uchun 0Lyx ∈+ βα  
bo‘lsa, bo‘sh bo‘lmagan  LL ⊂0   qism to‘plam, qism fazo deyilar edi. 

Normalangan fazolarda yopiq qism fazolar, ya'ni barcha limitik nuqtalarini 
o‘zida saqlovchi qism fazolar muhim ahamiyatga ega. Chekli o‘lchamli 
normalangan fazolarda har qanday qism fazo yopiqdir. Cheksiz o‘lchamli  
normalangan fazolarda qism fazolar doim yopiq bo‘lavermaydi. Quyida 
keltiriladigan misol fikrimizni tasdiqlaydi. 

8.13. Uzluksiz funksiyalar fazosi  ],[ baC   dagi barcha ko‘phadlar to‘plami qism 
fazo tashkil qiladi, lekin u yopiq emas. Bunga ishonch hosil qilish uchun 

( )
!

...
!2

1
2

n
ttttP

n

n ++++=  

ko‘phadlar ketma-ketligini qaraymiz. Ravshanki, }{ nP  fundamental ketma-ketlik 
bo‘lib, uning limiti tetx =)(  ga teng. tetx =)(  funksiya  esa ko‘phad emas. 
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Normalangan fazolarda asosan yopiq chiziqli qism fazolarni qaraymiz. Shuning 
uchun 5-§ da kiritilgan qism fazo atamasiga o‘zgartirish kiritish tabiiydir.  

8.6-ta'rif. Agar L  normalangan fazoning LL ⊂0  qism to‘plamida ixtiyoriy 
0Ly,x ∈  elementlari va ixtiyoriy βα ,  sonlar uchun 0Lyx ∈+ βα  bo‘lsa 0L  chiziqli 

ko‘pxillilik deyiladi. Agar LL ⊂0  qism to‘plam yopiq chiziqli ko‘pxillilik bo‘lsa, 
0L  qism to‘plam L  ning qism fazosi deyiladi.  
8.14. Uzluksiz funksiyalar fazosi ]1,1[−C  dagi barcha toq funksiyalar to‘plami 

]1,1[−−C  (5-§ ning 4-chi topshirig‘iga qarang) chiziqli ko‘pxillilik tashkil qiladi 
va u yopiq. Haqiqatan ham, }{ nx  toq funksiyalar ketma-ketligi biror ]1,1[−∈ Cx  
elementga yaqinlashsin. U holda  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )txtxtxtxtx nnnnnn
−=−=−=−=−

∞→∞→∞→
limlimlim . 

8.15. ],[ ba  kesmada aniqlangan va 0)( =ax  shartni qanoatlantiruvchi 
o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar to‘plamini ],[0 baV  bilan belgilaymiz. 
Ma'lumki, ],[0 baV  to‘plam ],[ baV  fazoning (5.15-misolga qarang) qism fazosi, 
ya’ni yopiq chiziqli ko‘pxillilik bo‘ladi. Bu fazoda ham x  elementning normasi 
(8.3) tenglik bilan aniqlanganadi. (8.3) tenglik ],[0 baV  fazoda quyidagi 
ko‘rinishga ega bo‘ladi:  

][xVx b
a=                                   (8.4) 

va u norma aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, ],[0 baV  to‘plam - chiziqli 
normalangan fazo bo‘ladi. 

8.16. ],[ ba  kesmada aniqlangan va 0)( =ax  shartni qanoatlantiruvchi absolyut 
uzluksiz funksiyalar to‘plamini ],[0 baAC  bilan belgilaymiz. Ma'lumki, ],[0 baAC  
to‘plam ],[0 baV  fazoning (8.15-misolga qarang) qism fazosi bo‘ladi. Shuning 
uchun bu fazoda ham x  elementning normasi (8.4) tenglik bilan aniqlanadi va 

],[0 baAC  to‘plam - chiziqli normalangan fazo hosil qiladi.  
 

8.2. Normalangan fazoning faktor fazosi 
 

Bizga L  normalangan fazo va uning LL ⊂0  qism fazosi  berilgan bo‘lsin. 

0LLP =  faktor fazoni qaraymiz va unda normani quyidagicha aniqlaymiz. Har 
bir P∈ξ  qo‘shni sinfga  

x
x ξ

ξ
∈

= inf               (8.5) 

sonni mos qo‘ysak, bu funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, 
0LL  faktor fazo ham normalangan fazo bo‘lar ekan. 

Agar L  to‘la normalangan fazo bo‘lsa, 0LL  faktor fazo ham (8.5) normaga 
nisbatan to‘la fazo bo‘ladi. 
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Misollar. 8.17. Faktor fazoga misol keltirishni tushunish nisbatan osonroq 
bo‘lgan 3R  fazodan boshlaymiz. 3RL =  fazoning xos qism fazosi 

}0:),,({ 3
3

321 =∈=′ xRxxxL  ni qaraymiz va LL ′  faktor fazoning 
elementlarini, ya'ni qo‘shni sinflarning tavsifini beramiz. Ma'lumki, 

( ) ',, 332221 Lyxyxxxyx ∈−−−=−  bo‘lishi uchun 33 yx =  bo‘lishi zarur va 
yetarli. Demak, LL ′  faktor fazoning elementlari 21xOx  tekislikka parallel 
bo‘lgan tekisliklardan iborat. Masalan, 3),,( Rcba ∈  nuqtani o‘zida saqlovchi ξ  
qo‘shni sinf 21xOx  tekisligiga parallel bo‘lgan cx =3  tekislikdan iborat. Bu faktor 
fazoda ξ  elementning normasi 

( ) ||infinf 3
2
3

2
2

2
1,

2
3

2
2

2
1

21

xxxxxxxp
Rxxx

=++=++=
∈∈ξ

ξ  

tenglik bilan aniqlanadi. Bu faktor fazoning o‘lchami 1 ga teng va u to‘la 
normalangan fazo. 

8.18. ],[ baLp  faktor fazoni (5.18-misolga qarang) qaraymiz. Agar ],[ baLp  dan 
olingan har bir ξ  qo‘shni sinfga uning ixtiyoriy ξ∈f  vakili yordamida 
aniqlanuvchi va vakilning tanlanishiga bog‘liq bo‘lmagan  

fdttf
pb

a

p

f
=








= ∫∈

1

|)(|inf
ξ

ξ                  (8.6) 

sonni mos qo‘ysak, bu moslik ],[ baLp  da norma aniqlaydi va ],[ baLp , 1≥p  
chiziqli normalangan fazoga aylanadi. Bu fazo ],[ ba  kesmada aniqlangan va p  - 
chi darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar fazosi 
deb ataladi. Barcha 1≥p  larda ],[ baLp  fazo to‘la normalangan fazo, ya'ni Banax 
fazosi bo‘ladi. 

8.19. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi ],[ baV  ni (8.10-misolga 
qarang) qaraymiz. Unda o‘zgarmas funksiyalardan iborat 

})(:],[{ consttxbaVxL =∈=′  bir o‘lchamli qism fazoni olamiz. Endi ],[ baV  
chiziqli fazoning L′  qism fazo bo‘yicha faktor fazosini qaraymiz. Faktor fazo 
ta'rifiga ko‘ra ∈yx, ],[ baV  elementlar bitta qo‘shni sinfda yotishi uchun 

consttytx ≡− )()(  bo‘lishi zarur va yetarli. Boshqacha aytganda ],[ baVy ∈  
element x  elementni saqlovchi ξ  qo‘shni sinfda yotishi uchun 

constCCtxty =−≡ ,)()(  ko‘rinishda tasvirlanishi zarur va yetarli. Ma'lumki, 
har qanday faktor fazoda ξ  elementning normasi quyidagicha aniqlanadi: 

( ) [ ]( )CxVCaxy b
aRCy

−+−==
∈∈

infinf
ξ

ξ .        (8.7) 

O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar xossalaridan ma'lumki, istalgan C  
o‘zgarmas uchun  

][][ xVCxV b
a

b
a =−  
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tenglik o‘rinli. |Cax| −)(  ning aniq quyi chegarasi esa nolga teng. Bulardan 
foydalanib, (8.7) ni quyidagicha yozish mumkin: 

0=∈= )(va][ axx,xV b
a ξξ .             (8.8) 

Shunday qilib ξ  qo‘shni sinfga, shu sinfning a  nuqtada nolga aylanuvchi x  
elementini mos qo‘yish bilan LbaV ′],[  faktor fazo va ],[0 baV  (8.15-misolga 
qarang) fazolar o‘rtasida izomorfizm o‘rnatiladi. Demak, LbaV ′],[  va ],[0 baV  
fazolar o‘zaro izomorf ekan. 

8.20. 7.6-misolda keltirilgan }]0,1[,0)(:]1,1[{0 −∈≡−∈= ttxCxL  qism 
fazosini qaraymiz. 0L  yopiq qism fazo bo‘ladi (mustaqil isbotlang). 0]1,1[ LC −  
faktor fazoda ξ  elementning normasi quyidagicha aniqlanadi:  

[ ]
( )tx

,tx 11−∈∈
= maxinf

ξ
ξ .           (8.9) 

]1,1[−C  Banax fazosi bo‘lganligi uchun, 0]1,1[ LC −  faktor fazo ham Banax 
fazosi bo‘ladi. 

8.21. Shuni ta'kidlash lozimki, [ ]baLp , , 1≥p  fazolar to‘la normalangan fazolar, 
ya'ni Banax fazolari bo‘ladi. Ma'lumki, har qanday normalangan fazoni metrik fazo 
sifatida qarash mumkin. Agar biz [ ]baCp , , 1≥p  to‘la bo‘lmagan metrik fazoni 
to‘ldirsak, uning to‘ldirilgani [ ]baLp , , 1≥p  fazo bo‘ladi.  
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. 0,,,],[,, ccbaCRR p
n
p

n l  fazolarda norma qanday kiritiladi?  

2. 2RL =  fazoning }0:),({ 2
2

21 =∈=′ xRxxL  xos qism fazosi bo‘yicha 
LL ′  faktor fazoning elementlarini tavsiflang. (2,3) nuqtani saqlovchi 

qo‘shni sinfning normasini toping. 32 =x  to‘g‘ri chiziq LL ′  faktor 
fazoning elementi bo‘ladimi? 

3. ],[ baM  fazoda (8.1) tenglik bilan aniqlangan RbaMp →],[:  
funksionalning norma shartlarini qanoatlantirishini ko‘rsating. 

4. ],[ baV  fazo ],[ baM  fazoning qism fazosi bo‘ladimi? 
5. ],[)( baC n  fazoda (8.2) tenglik bilan aniqlangan RbaCp n →],[: )(  

funksionalning norma shartlarini qanoatlantirishini ko‘rsating. 
6. ],[)( baC n  fazo ],[ baC  fazoning qism fazosi bo‘ladimi? 
7. ],[)( baC n , ],[1 baC  va ],[2 baC  normalangan fazolarning qaysilari to‘la? 
8. 3-§ ning 3.8 misolida keltirilgan { }nf  ketma-ketlikni ]1,1[1 −C  fazoda 

fundamentallikka tekshiring. U yaqinlashuvchi bo‘ladimi? 3.8 misoldan 
foydalaning. 

9. ],[ baM  chiziqli normalangan fazoda har qanday fundamental ketma-ketlik 
yaqinlashuvchimi? 
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10. ],[ baV  chiziqli normalangan fazo to‘la normalangan fazo bo‘ladimi?  
11. ],[0 baAC  chiziqli normalangan fazo Banax fazosi bo‘ladimi?  

 
13-mavzu:  

Еvklid fazolari. Bеssеl tеngsizligi. Yopiq ortogonal sistеma 
 

9. Evklid fazolari 
 

Chiziqli fazolarda norma kiritishning sinalgan usullaridan biri, unda skalyar 
ko‘paytma kiritishdir. 

9.1-ta’rif. Bizga L  haqiqiy chiziqli fazo berilgan bo‘lsin. Agar LL ×  dekart 
ko‘paytmada aniqlangan p  funksional quyidagi to‘rtta shartni qanoatlantirsa: 
1) ;0),(;,0),( θ=⇔=∈∀≥ xxxpLxxxp   
2) ;,),,(),( Lyxxypyxp ∈∀=  
3) LyxRyxpyxp ∈∀∈∀= ,,),,(),( ααα ;  
4) Lyxxyxpyxpyxxp ∈∀+=+ ,,),,(),(),( 212121 , 
unga skalyar ko‘paytma deyiladi. 

9.2-ta’rif. Skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo Evklid fazosi deyiladi va 
yx,  elementlarning skalyar ko‘paytmasi ),(),( yxyxp =  orqali belgilanadi. 
Evklid fazosida x  elementning normasi 

( )xxx ,=             (9.1) 
formula orqali aniqlanadi. Bu funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradi. 
Skalyar ko‘paytmaning 1-4 shartlaridan normaning 1-2 shartlari bevosita kelib 
chiqadi. Uchburchak aksiomasining bajarilishi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi 
deb ataluvchi quyidagi  

( ) yxyx ⋅≤,            (9.2) 
tengsizlikdan kelib chiqadi. 

Endi (9.2) tengsizlikni, ya’ni Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini isbotlaymiz. 
R∈λ  ning barcha qiymatlarida nomanfiy bo‘lgan kvadrat uchhadni qaraymiz: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2222 22 yy,xxy,yy,xx,xyx,yx ++=++=++= λλλλλλλφ . 

Bu kvadrat uchhadning diskriminanti musbat emas, ya’ni 
( )[ ] .04,4 222 ≤⋅−= yxyxD  

Bundan  
( )[ ] 222, yxyx ⋅≤ ,   ya’ni   ( ) yxy,x ⋅≤ . 

Endi (9.1) norma uchun uchburchak aksiomasining bajarilishini ko‘rsatamiz: 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) .yxyyxx

y,yy,xx,xyx,yxyx
222

2

2

2

+=+⋅+≤

≤++=++=+
 

Bundan 
.yxyx +≤+  
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Shuni ta’kidlaymizki, Evklid fazosida yig‘indi, songa ko‘paytirish va skalyar 
ko‘paytma amallari uzluksizdir, ya’ni agar ,xxn →  yyn →  (norma bo‘yicha 
yaqinlashish ma’nosida), αα →n  (sonli ketma-ketlik sifatida) bo‘lsa, u holda 

( ) ( )y,xy,x,xx,yxyx nnnnnn →→+→+ αα . 
Bu tasdiqlarning isboti quyidagicha: 

( ) ( ) ( ) ( ) ;n,yyxxyyxxyxyx nnnnnn ∞→→−+−≤−+−=+−+ 0  
( ) ( )

;n,xxx

xxxxxxxxx

nnn

nnnnnnnnn

∞→→−⋅+⋅−=

=−+−≤−+−=−

0ααα

ααααααααα
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤−+−=− y,xy,xy,xy,xy,xy,x nnnnnn  
( ) ( ) .n,yyxyxxyy,xy,xx nnnnnn ∞→→−⋅+⋅−≤−+−≤ 0  

Evklid fazolarida nafaqat vektorning normasini (ya’ni uzunligini), balki vektorlar 
orasidagi burchak tushunchasini ham kiritish mumkin. Noldan farqli x  va y  
vektorlar orasidagi ϕ  burchakning kosinusi 

( )
yx

yx
⋅

=
,cosϕ             (9.3) 

formula bilan aniqlanadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra (9.3) ning o‘ng 
tomoni moduli bo‘yicha birdan oshmaydi va demak (9.3) formula haqiqatan ham, 
nolmas x  va y  vektorlar orasidagi πϕϕ ≤≤0,  burchakni aniqlaydi. 

Agar 0),( =yx  bo‘lsa, u holda x  va y  vektorlar ortogonal deyiladi. 
9.3-ta’rif. Agar ixtiyoriy βα ≠  da ( ) 0=βα x,x  bo‘lsa, u holda nolmas { }αx  

vektorlar sistemasiga ortogonal sistema deyiladi. Agar bu holda har bir 
elementning normasi birga teng bo‘lsa, { }αx  ortogonal normalangan sistema, 
qisqacha ortonormal sistema deyiladi. 

Agar { }αx  vektorlar ortogonal sistemani tashkil qilsa, u holda { }αx  chiziqli 
bog‘lanmagan bo‘ladi. Haqiqatan ham, 

θααα =+++ nn x...xx 2211  
bo‘lsin. Bu tenglikning ikkala qismini ix  ga skalyar ko‘paytirib, quyidagiga ega 
bo‘lamiz 

( ) ( ) n,...,,i,x,xx...xx,x iiinni 2102211 ===+++ αααα  
( ) 0, ≠ii xx  bo‘lgani uchun, barcha },...,2,1{ ni∈  larda 0=iα  bo‘ladi. 

9.4-ta’rif. Agar { } Ex ⊂α  sistemani o‘zida saqlovchi minimal yopiq qism fazo 
E  fazoning o‘ziga teng bo‘lsa, u holda { }αx  sistema to‘la deyiladi. 

9.5-ta’rif. Agar { }αx  ortonormal sistema to‘la bo‘lsa, u holda bu sistema E  
fazodagi ortonormal (ortogonal normalangan) bazis deyiladi. 

Ravshanki, agar { }αx  - ortogonal sistema bo‘lsa, u holda 









α

α

x
x  

ortonormal sistema bo‘ladi. 
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Misollar. 9.1. ( ){ }Rx,x...,,x,xxR in
n ∈== 21  - n - o‘lchamli Evklid fazosi. Bu 

fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi 

( ) ∑
=

=
n

i
ii yxy,x

1
. 

Bu fazoda  
n
k

k
k ,e 1=0)},0,,10,0,(={ KK

44 344 21
 

vektorlar sistemasi ortonormal bazisni tashkil qiladi. 
9.2. Kvadrati bilan jamlanuvchi ketma-ketliklar fazosi 2l  ni qaraymiz. Bu 

fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi 

( ) ∑
∞

=
=

1
,

i
ii yxyx . 

2l  fazoda ortonormal bazis sifatida 
∞

1=)},0,,10,0,(={ n
n

ne KK
44 344 21

 

vektorlar sistemasini olish mumkin. 
9.3. ],[2 baC  fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi 

( ) ( ) ( )∫=
b

a

dttgtfgf ,                        (9.4) 

Bu fazoda  rthogonal (normalanmagan) bazisga 

K,2,1,2sin,2cos,
2
1

=
−−

n
ab
tn

ab
tn ππ

 

funksiyalardan tashkil topgan trigonometrik sistema misol bo‘la oladi. 
9.4. ],[2 baL  fazoda ham f  va g  elementlarning skalyar ko‘paytmasi (9.4) 

tenglik bilan aniqlanadi. 
9.6-ta’rif. Agar E  Evklid fazosining hamma yerida zich bo‘lgan sanoqli 

to‘plam mavjud bo‘lsa, E   rthogona Evklid fazosi deyiladi. 
Yuqorida keltirilgan nR , 2l , ],[2 baC  va ],[2 baL  fazolar (2.3-2.6 misollarga 

qarang) separabel Evklid fazolariga misol bo‘ladi. Har qanday separabel Evklid 
fazosidagi ixtiyoriy ortonormal sistema ko‘pi bilan sanoqlidir. Mustaqil isbotlang. 

9.1-teorema. (Ortogonallashtirish jarayoni). Bizga E  Evklid fazosida chiziqli 
bog‘lanmagan 

...,f...,,f,f n21            (9.5) 
elementlar sistemasi  berilgan bo‘lsin. U holda E  Evklid fazosida quyidagi 
shartlarni  qanoatlantiruvchi 

...,...,,, nφφφ 21           (9.6) 
sistema mavjud:  
1) (9.6) ortonormal sistema.  
2) Har bir nφ  element ...,f...,,f,f n21  elementlarning chiziqli kombinatsiyasidan 
iborat, ya’ni 
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;a,fa...fafa nnnnnnnn 02211 >+++=φ  
3) har bir  nf  element 

02211 >+++= nnnnnnnn b,b...bbf φφφ  
ko‘rinishda tasvirlanadi.  
4) (9.6) sistemaning har bir elementi 1-3 shartlar bilan bir qiymatli aniqlanadi. 

Isbot. 1φ  element 111 fa  ko‘rinishda izlanadi va 11a   

( ) ( ) 111
2
1121 == f,fa,φφ  

shartdan aniqlanadi. Bu yerdan 

( ) 121
11

11
ff,f

a ==  

Ko‘rinib turibdiki, 1φ  bir qiymatli aniqlanadi. Faraz qilaylik, 1-3 shartlarni 
qanoatlantiruvchi }1,...2,1{, −∈ nkkφ  elementlar qurilgan bo‘lsin. Ushbu  

( ) ( ) ( ) 112211 −−−−−−= nnnnnnn ,f...,f,ff φφφφφφψ  
elementni kiritamiz. Ko‘rinib turibdiki, agar { }1...,,2,1 −∈ nk  bo‘lsa, ( ) 0=kn ,φψ  
va ( ) 0>nn ,ψψ  bo‘ladi. Chunki ( ) 0=nn ,ψψ  tenglik (9.5) sistemaning chiziqli 
erkli ekanligiga zid. 

( )nn

n
n ,ψψ

ψφ =  

deymiz. nψ  vektorning qurilishiga ko‘ra u nf...,,f,f 21  vektorlarning chiziqli 

kombinatsiyasi va demak, nφ  ham ularning chiziqli kombinatsiyasi, ya’ni 

nnnnnn fa...fafa +++= 2211φ ,   bu yerda   ( ) 01
>=

nn
nn ,

a
ψψ

 

Bundan tashqari ( ) 1=kk ,φφ ,  ( ) ( )nkkn <= ,0,φφ   va  

( ) 02211 >=+++= nnnnnnnnnn ,b,b...bbf ψψφφφ , 

ya’ni nφ  teorema shartlarini qanoatlantiradi. (9.5) sistemadan 1-3 shartlarni 
qanoatlantiruvchi (9.6) sistemaga o‘tish ortogonallashtirish jarayoni deyiladi. 
Ko‘rinib turibdiki, (9.5) va (9.6) sistemalardan hosil bo‘lgan qism fazolar ustma-
ust tushadi. Bundan kelib chiqadiki, bu sistemalar bir vaqtda to‘la bo‘ladi.  ∆ 

9.1-natija. Har qanday separabel Evklid fazosida sanoqli ortonormal bazis 
mavjud. 

Isbot. nφ  - E  Evklid fazosining hamma yerida zich sanoqli to‘plam bo‘lsin.  
Undan  chiziqli  bog‘langan elementlarni chiqarib tashlab, qolgan { }nf  sistemaga 
ortogonallashtirish jarayonini qo‘llab, ortonormal bazisni hosil qilamiz. ∆  
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9.1. Bessel tengsizligi. Yopiq ortogonal sistema 
 

Bizga n  - o‘lchamli E  Evklid fazosi va uning neee ...,,, 21  ortonormal bazisi  
berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy  Ex ∈  elementni 

∑
=

=
n

k
kkecx

1
             (9.7) 

yoyilma ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda ( ),, kk exc = { }nk ....,,2,1∈ . 
Bu yoyilmani cheksiz o‘lchamli Evklid fazolari uchun qanday umumlashtirish 
mumkinligini ko‘rib chiqamiz. Bizga E  Evklid fazosining 

...,...,,, 21 nφφφ            (9.8) 
ortonormal sistemasi va Ef ∈  ixtiyoriy elementi berilgan bo‘lsin. f  elementga 

( ) ,.......,,2,1,, nkfc kk == φ        (9.9) 
sonlar ketma-ketligini mos qo‘yamiz va kc  sonlarni f  elementning koordinatalari 

yoki }{ nφ  sistemadagi Fur’e koeffitsiyentlari deb ataymiz. 

∑
∞

=1k
kkc φ                         (9.10) 

formal qatorni esa f  elementning }{ nφ  ortonormal sistema bo‘yicha Fur’e qatori 
deb ataymiz. 

Quyidagicha savol tug‘iladi. (9.10) qator yaqinlashuvchimi? Ya’ni qatorning 
qismiy yig‘indilar ketma-ketligi  

∑
=

=
n

k
nkk fc

1
φ  

biror elementga yaqinlashadimi? Agar }{ nf  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, u 
holda (9.10) qatorning yig‘indisi f  ga teng bo‘ladimi? 

Bu savollarga javob berish uchun quyidagi masalani qaraymiz. Berilgan n  
natural son uchun }{ n,...,k,k 21∈α  koeffitsiyentlarni shunday tanlash kerakki, 
f  va 

∑
=

=
n

k
kknS

1
φα           (9.11) 

yig‘indi orasidagi nSf −  masofa minimal bo‘lsin. Bu masofa kvadratini 
hisoblaymiz. (9.8) ortonormal sistema bo‘lgani uchun 

( )

( ) ( )

( ) .ccfcc

cf,ff,f,

f,,ff,ff,fSf
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k
k

n
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n
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k
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k
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Bu ifoda 
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}{ n,...,,k,ckk 21∈∀=α                            (9.12) 
bo‘lgan holda minimumga erishadi. Bu holda 

.
1

222
∑

=
−=−

n

k
kn cfSf                            (9.13) 

Biz isbotladikki, (9.11) ko‘rinishdagi yig‘indilar ichida f  elementdan Fur’e 
qatorining  

∑
=

=
n

k
kkn cf

1
φ  

qismiy yig‘indisi eng kam chetlanar ekan. 
Bu tasdiqning  rthogona ma’nosi shundan iboratki, 

∑
=

−
n

k
kkf

1
φα  

 rthog nφφφ ...,,, 21  vektorlarning barcha chiziqli kombinatsiyalariga 

 rthogonal, ya’ni nSf −  element nφφφ ...,,, 21  vektorlardan hosil bo‘lgan qism 
fazoga  rthogonal bo‘lishi uchun (9.12) shartning bajarilishi zarur va yetarlidir. 

02 ≥− nSf  bo‘lgani uchun (9.13) tenglikka ko‘ra  
2

1

2 fc
n

k
k ≤∑

=
. 

Bu tengsizlik ixtiyoriy Nn∈  uchun o‘rinli, shunday ekan,  

∑
∞

=1

2

k
kc  

qator yaqinlashuvchi va  
2

1

2 fc
k

k ≤∑
∞

=
.                             (9.14) 

So‘nggi (9.14) tengsizlik Bessel tengsizligi deyiladi. 
9.7-ta’rif. Agar ixtiyoriy Ef ∈  uchun 

2

1

2 fc
k

k =∑
∞

=
,  ( )kk fc φ,=                     (9.15) 

tenglik o‘rinli bo‘lsa, }{ nφ  ortonormal sistema yopiq sistema deyiladi. (9.15) 
tenglik Parseval tengligi deyiladi. 

(9.13) tenglikdan kelib chiqadiki, }{ nφ  ortonormal sistemaning yopiq bo‘lishi 
uchun, har bir Ef ∈  da  

∑
∞

=1k
kkc φ  

Fur’e qatorining qismiy yig‘indilar ketma-ketligi f  elementga yaqinlashishi kerak. 
9.2-teorema. Separabel Evklid fazosida har qanday to‘la ortonormal sistema 

yopiq va aksincha. 
Isbot. E  dan olingan ixtiyoriy }{ nφ  to‘la ortonormal sistemani qaraymiz. 

Istalgan Ef ∈  uchun ( ) ,.......,,2,1,, nkfc kk == φ  Fur’e koeffitsiyentlarini 
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olamiz. }{ nφ  sistema to‘la bo‘lgani uchun ixtiyoriy 0>ε  songa ko‘ra shunday 

∑
=

N

k
kk

1
φα  chekli yig‘indi mavjud bo‘lib, 

εφα <− ∑
=

2

1

N

k
kkf  

tengsizlik bajariladi. U holda  Nn ≥   bo‘lganda  

εφαφ <−≤−=−≤− ∑∑∑∑
====

2

1

2

11

22

1

22
k

N

k
kk

N

k
k

N

k
k

n

k
k fcfcfcf . 

Olingan bu munosabatlardan  

∑
∞

=
=

1

22

k
kcf  

Parseval tengligi kelib chiqadi, ya’ni }{ nφ  sistema yopiq ekan.  

Endi }{ nφ  - E  dan olingan ixtiyoriy yopiq ortonormal sistema bo‘lsin. Ef ∈  

vektor qanday bo‘lmasin, uning Fur’e qatori ∑
∞

=1k
kkc φ  ning qismiy yig‘indilar 

ketma-ketligi  f   elementga yaqinlashadi, chunki 

0limlim
1

22
2

1

=







−=− ∑∑

=
∞→

=
∞→

n

k
kn

n

k
kkn

cfcf φ . 

Shuning uchun }{ nφ  - sistemaning barcha chekli kombinatsiyalari to‘plami E  
ning hamma yerida zich bo‘ladi. Ya’ni }{ nφ  to‘la ortonormal sistema bo‘ladi. ∆ 

9.5. ],[2 ππ−C  separabel Evklid fazosida ( ){ }∞
=

−= 1
21 sin nn tnt πφ  sistema 

ortonormal bo‘ladimi? Agar }{ nφ  ortonormal sistema bo‘lsa, u to‘lami? 

Yechish. Ma’lumki, { }tnsin21−π  trigonometrik sistema ortogonaldir. Endi 
1),( =nn φφ  tenglikni tekshiramiz.  

( ) ( )∫∫
−−

=−=−==
π

π

π

π

π
π

π
ππ

φφ 102
2
12cos1

2
1sin1),( 2 dttdtntnn . 

Demak, }{ nφ  ortonormal sistema ekan. Endi uni to‘lalikka tekshiramiz. 9.2-
teoremaga ko‘ra }{ nφ  sistema to‘la bo‘lishi uchun uning yopiq bo‘lishi zarur va 
yetarlidir. ( ) ],[1 20 ππ−∈≡ Ctf  uchun Parseval tengligi bajarilishini tekshiramiz. 

0f  ning Fur’e koeffitsiyentlarini hisoblaymiz. Ma’lumki, toq funksiyaning 
],[ aa−  kesma bo‘yicha olingan integrali nolga teng. Shuning uchun istalgan 

Nn ∈  da  

( ) 0sin1,0 === ∫
−

π

ππ
φ dtntfc nn . 

Bundan  
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∑
∞

=

=>=
1

22
0 02

n
ncfπ  

tengsizlik kelib chiqadi. Parseval tengligi bajarilmayapti, shuning uchun }{ nφ  
sistema yopiq emas, demak, u to‘la bo‘lmagan ortonormal sistema ekan.  
 

14-mavzu:  
To`la yevklid fazolari. Ris –Fishеr tеorеmasi. Gilbеrt fazolari. Komplеks 

yevklid fazolari 
 

9.2. To‘la Evklid fazolari. Riss-Fisher teoremasi 
 

Bizni asosan to‘la Evklid fazolari qiziqtiradi. 
9.8-ta'rif. E  Evklid fazosi ( )xxx ,=  normaga nisbatan to‘la bo‘lsa, u to‘la 

Evklid fazosi deyiladi. 
Misollar. 9.6. ],[2 baC  to‘la bo‘lmagan separabel Evklid fazosi bo‘ladi (3.8-

misolga qarang). 
9.7. 2l  va ],[2 baL  to‘la separabel Evklid fazolariga misol  bo‘ladi (3.7 va 8.15 

misollarga qarang). 
E  - to‘la separabel Evklid fazosi va }{ nφ  -undagi ortonormal sistema (to‘la 

bo‘lishi shart emas) bo‘lsin. Bessel tengsizligidan kelib chiqadiki, ,......,,, 21 nccc  
sonlar biror f  elementning Fur'e koeffitsiyentlari bo‘lishi uchun  

∑
∞

=1

2

n
nc  

qatorning yaqinlashishi zarur. 
To‘la Evklid fazolarida bu shart yetarli ham ekan. 
9.3-teorema. (Riss-Fisher). }{ nφ  - E  to‘la Evklid fazosidagi ixtiyoriy 

ortonormal sistema va  ,......,,, 21 nccc   sonlar shunday bo‘lsinki, 

∑
∞

=1

2

n
nc             (9.16) 

qator yaqinlashsin. U holda shunday  Ef ∈  element mavjudki,  

( ) ,.......,,2,1,, nkfc kk == φ     va    ( ) 2

1

2 , fffc
n

n ==∑
∞

=
 

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. 
Isbot. E  to‘la Evklid fazosida  }{ nf   ketma-ketlikni quyidagicha aniqlaymiz: 

∑
=

=
n

k
kkn cf

1
φ . 

(9.16) qator yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun ixtiyoriy 0>ε  son uchun shunday 
0)( >εn  mavjudki, barcha )(εnn >   va  Np ∈  larda 
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2

1

22

11

2
... εφφ <=++=− ∑

+

+=
+++++

pn

nk
kpnpnnnnpn cccff  

tengsizlik o‘rinli, ya'ni }{ nf  - fundamental ketma-ketlik. E  ning to‘laligiga ko‘ra 
}{ nf  ketma-ketlik qandaydir Ef ∈  elementga yaqinlashadi. Istalgan Ni ∈  uchun 

( ) ( ) ( ),,,, inini ffff φφφ −+=                         (9.17) 
tenglik o‘rinli. (9.17) ning o‘ng tomonidagi birinchi qo‘shiluvchi in ≥  da ic  ga 
teng, ikkinchi qo‘shiluvchi esa ∞→n  da nolga intiladi, chunki 

( ) .,0, ∞→→−=⋅−≤− nffffff ninin φφ  
(9.17) tenglikning chap tomoni n  ga bog‘liq emas, shuning uchun n → ∞  da 
limitga o‘tsak, 

( ) ii cf =φ, . 
f  ning aniqlanishiga ko‘ra,  

( ) .,0,,
1

2

11

2 ∞→→−=







−−=− ∑∑∑

∞

===

ncffcfcfff
k

k

n

k
kk

n

k
kkn φφ  

Shuning uchun 

∑
∞

=1

2

n
nc = ( )ff , .  ∆ 

Ortogonal sistemaning to‘laligi haqida quyidagi teoremani isbotlaymiz. 
9.4-teorema. To‘la separabel Evklid fazosidagi }{ nφ  ortonormal sistema to‘la 

bo‘lishi uchun, E  da }{ nφ  sistemaning barcha elementlariga ortogonal bo‘lgan 
nolmas elementning mavjud bo‘lmasligi yetarli va zarurdir. 

Isbot. Faraz qilaylik, }{ nφ  - to‘la sistema bo‘lsin, u holda 9.2-teoremaga ko‘ra u 

yopiq ham bo‘ladi. Agar f  element }{ nφ  sistemaning barcha elementlariga 
ortogonal bo‘lsa, u holda uning barcha Fur'e koeffitsiyentlari nolga teng, ya'ni 

0=nc  bo‘ladi. U holda Parseval tengligiga ko‘ra, 

∑
∞

=
=

1

2),(
k

kcff , 

ya'ni θ=f . 
Teskarisi, }{ nφ  to‘la bo‘lmagan sistema bo‘lsin, ya'ni E  da shunday θ≠g  

element mavjud bo‘lib, 

∑
∞

=
>

1

2),(
k

kcgg ,  bu yerda  ( )kk gc φ,=   

tengsizlik bajarilsin. Riss-Fisher teoremasiga asosan, shunday Ef ∈  element 
mavjudki, 

( ) ( ) ∑
∞

=

==
1

2,,,
k

kkk cffcf φ  
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tengliklar o‘rinli. Bu holda gf −  element barcha kφ  larga ortogonal bo‘ladi. 

( ) ( )ggcff
k

k ,,
1

2 <= ∑
∞

=
 

tengsizlikdan θ≠− gf  ekanligi kelib chiqadi. ∆ 
Misol. 9.8. ],[2 ππ−L  separabel Evklid fazosida ( ) ∞

=
−= 1

21 }cos{ nn tnt πψ   
ortonormal sistema to‘la bo‘ladimi? 

Yechish. }{ nψ  larning barchasiga ortogonal bo‘lgan ( ) 10 =tf  nolmas element 
mavjud. Shuning uchun, 9.4-teoremaga ko‘ra }{ nψ  sistema to‘la emas.  
 

9.3. Evklid fazolarining xarakteristik xossalari 
 

Quyidagicha savolni qaraymiz. R  - normalangan fazo bo‘lsin. R  da aniqlangan 
norma qanday qo‘shimcha shartlarni qanoatlantirsa, R - Evklid fazosi ham bo‘ladi? 
Boshqacha aytganda, qanday shartlarda norma orqali unga mos skalyar ko‘paytma 
kiritish mumkin? 

9.5-teorema. R  normalangan fazo Evklid fazosi bo‘lishi uchun, ixtiyoriy ikkita  
Rgf ∈,  elementlar uchun  

2222 22 gfgfgf +=−++                    (9.18) 
tenglik bajarilishi zarur va yetarli. 

Isbot. Zaruriyligi. gf +  va gf −  tomonlari f  va g  vektorlardan iborat 
parallelogramm diagonallaridir. (9.18) tenglik Evklid fazosidagi parallelogramning 
ma'lum xossasini ifodalaydi, ya'ni parallelogramm diagonallari kvadratlarining 
yig‘indisi barcha tomonlar kvadratlarining yig‘indisiga teng. 

( ) ( )
( ) ( ) .22,2,2

,,
22

22

gfggff

gfgfgfgfgfgf

+=+=

=−−+++=−++
 

Yetarliligi. R  normalangan fazoda normaning (9.18) ayniyatidan foydalanib, R  
da skalyar  ko‘paytma kiritish mumkinligini ko‘rsatish kifoya. Ixtiyoriy Rgf ∈,  
elementlar uchun 

( ) ( )22

4
1, gfgfgf −++=                    (9.19) 

deymiz. Ko‘rsatish mumkinki, agar (9.18) tenglik bajarilsa, (9.19) tenglik 
yordamida aniqlangan funksional skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantiradi va 
bu skalyar ko‘paytma R  fazo normasiga mos keladi.∆ 

Misollar. 9.9. n
pR  - n - o‘lchamli vektor fazoni qaraymiz va unda normani 

quyidagicha kiritamiz (8.3-misolga qarang): 

pn

k

p
kp

xx

1

1








= ∑

=
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1>p  da norma aksiomalari bajariladi, lekin n
pR  normalangan fazo Evklid fazosi 

bo‘lishi uchun p  faqat 2 ga teng bo‘lishi kerak. Haqiqatan ham, n
pR  da ikkita 

)0,,0,1,1(),0,,0,1,1( KK −== gf   
vektorlarni qaraymiz. U holda 

( ) ( )00200002 ,,,,gf,,,,,gf KK =−=+  
Endi (9.18) tenglikning bajarilishini tekshirib ko‘ramiz: 

( ) p
ppp

pp
p

gfgfgf 11 2,2,22 ===−==+  

.22,222222 22222 ppp =⋅+⋅=+  
So‘nggi tenglik faqatgina 2=p  da o‘rinli. 

9.10. ]2,0[ πC  fazoni qaraymiz. Normani quyidagicha kiritamiz: 
( )tff

t 20
max

π≤≤
= .                        (9.20) 

ttgttf sin)(,cos)( ==  elementlarni olamiz. U holda ,1== gf  

1sincosmax

,2
2
2

2
2sincosmax

20

20

=−=−

=+=+=+

≤≤

≤≤

ttgf

ttgf

t

t

π

π  

Endi (9.18) tenglikning bajarilishini tekshiramiz: 
2+1=2(1+1),   43 ≠   

Demak, (9.20) tenglik bilan aniqlanuvchi normani biror bir skalyar ko‘paytma 
yordamida berish mumkin emas.  

 
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 

 
1. Shunday funksionalga misol keltiringki, skalyar ko‘paytmaning 1- sharti 

bajarilmasin. 
2. Skalyar ko‘paytmaning 1-sharti bajarilib, 2-4 shartlari bajarilmaydigan 

funksionalga misol keltiring. 
3. To‘la va to‘la bo‘lmagan Evklid fazolariga misollar keltiring. 2l  va 

]1,1[2 −C  fazolarni tahlil qiling. 
4. 3R  fazoda )0,0,1(,)0,1,1(,)1,1,1( === zyx  vektorlarni ortogonal-

lashtiring. 
5. ],[2 baC  fazoda ortonormal sistemaga misol keltiring. 
6. ]1,1[2 −C  fazoda xxgvaxf == )(1)(  vektorlar orasidagi burchakni 

toping. 
7. ( ) ( ){ } ∞

== 1cos nn xntf π  sistemani ]1,1[2 −C  fazoda ortogonallikka tekshiring. 
Undan ortonormal sistemaga o‘ting. 

8. ( ) ( ){ }∞
== 1sin nn xntg π  sistema ]1,1[2 −L  fazoda yopiq sistema bo‘ladimi?. 
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9. ]1,1[2 −L  fazoda xxgvaxf == )(1)(  vektorlarning  

( ) ( )
∞

=





 =

1

1
n

n xncosxf π
π

 

     ortonormal sistemadagi Fur'e koeffitsiyentlarini toping. 
10. ]1,1[2 −L  Evklid fazosida  

( ) ( )xnxfn π
ππ

cos1,1
= ,    ( ) ( )xnxgn π

π
sin1

= ,   Nn∈    

     ortonormal sistema to‘la bo‘ladimi? 
11. 1, ≥ppl  chiziqli normalangan fazo p ning qanday qiymatlarida Evklid 

fazosi bo‘ladi.  
12. ],[ baLp , 1≥p  chiziqli normalangan fazo p  ning qanday qiymatlarida 

Evklid fazosi bo‘ladi.  
 

10. Hilbert fazolari 
 

To‘la Evklid fazolarini qarashda davom etamiz. Bizni faqat cheksiz o‘lchamli 
Evklid fazolari qiziqtiradi, chunki chekli o‘lchamli Evklid fazolari nR  fazoga 
izomorfdir. 

10.1-ta'rif. Cheksiz o‘lchamli to‘la Evklid fazosi Hilbert fazosi deyiladi. 
Shunday qilib, ixtiyoriy tabiatli K,,, ϕgf  elementlarning H  to‘plami Hilbert 

fazosi bo‘lsa, u quyidagi uchta shartni qanoatlantiradi: 
1) H  - Evklid fazosi, ya'ni skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo; 
2) ( ) ( )yxyxyx −−= ,,ρ  metrika ma'nosida  H  - to‘la fazo; 
3) H  fazo - cheksiz o‘lchamli, ya'ni unda cheksiz elementli chiziqli erkli 
sistema mavjud. 
Odatda separabel Hilbert fazolari qaraladi, ya'ni H  ning hamma yerida zich 

bo‘lgan sanoqli to‘plam mavjud. 
Bundan keyin biz faqat separabel Hilbert fazolarini qaraymiz. 
Misollar. 10.1. ],[2 baC  Evklid fazosi to‘la emas (3.8 va 9.6-misollarga 

qarang), shuning uchun ],[2 baC  Hilbert fazosi bo‘la olmaydi. 

10.2. 2l  va ],[2 baL  lar cheksiz o‘lchamli to‘la separabel Evklid fazolaridir 
(9.7-misolga qarang). Shuning uchun ular Hilbert fazolari bo‘ladi. 

10.2-ta'rif. Agar R  va *R  Evklid fazolari o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik 
o‘rnatish mumkin bo‘lib, 

*R*y*,x,Ry,x*,yy*,xx ∈∈↔↔  
ekanligidan 

( ) ( )**,,**,* yxyxvaxxyxyx =↔+↔+ λλ  
munosabatlar kelib chiqsa, R  va *R  lar izomorf fazolar deyiladi. 
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Boshqacha aytganda, Evklid fazolarining izomorfligi shundan iboratki, bu 
fazolar o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud bo‘lib, bu moslik shu 
fazolardagi chiziqli amallarni va ulardagi skalyar ko‘paytmani saqlaydi. 

Ma'lumki, n  - o‘lchamli ixtiyoriy ikkita Evklid fazosi o‘zaro izomorfdir. 
Cheksiz o‘lchamli Evklid fazolari o‘zaro izomorf bo‘lishi shart emas. Masalan 2l  

va ],[2 baC  fazolar izomorf emas, chunki 2l  to‘la, ],[2 baC  esa to‘la emas.  
Quyidagi teorema o‘rinli. 
10.1-teorema. Ixtiyoriy ikkita separabel Hilbert fazosi o‘zaro izomorfdir. 
Isbot. Ixtiyoriy H  Hilbert fazosini 2l  fazoga izomorfligini ko‘rsatamiz. Agar 

shuni ko‘rsatsak, teorema isbot bo‘lgan bo‘ladi. H  Hilbert fazosidan ixtiyoriy 
}{ nφ  to‘la ortonormal sistemani olamiz va Hf ∈  elementga uning Fur'e 

koeffitsiyentlari bo‘lgan ...,...,,, 21 nccc  ketma-ketlikni mos qo‘yamiz. Bessel 
tengsizligiga ko‘ra, 

∞<∑
∞

=1

2

n
nc . 

Shuning uchun ( )KK ,c,,c,cc n21=  ketma-ketlik 2l  fazoning elementi 

bo‘ladi. Teskarisi, Riss-Fisher  teoremasiga ko‘ra, 2l  fazoning ixtiyoriy 
( )KK ,c,,c,cc n21=  elementiga (ketma-ketligiga) H  fazoning yagona f  

elementi mos keladi va uning Fur'e koeffitsiyentlari bo‘lib, ...,...,,, 21 nccc  sonlar 
xizmat qiladi. O‘rnatilgan bu moslik o‘zaro bir qiymatlidir. Agar 

),,,,( 21 KK ncccf ↔     va    ),,,,( 21 KK ndddg ↔  
bo‘lsa, u holda 

),,,,( 2211 KK nn dcdcdcgf +++↔+   
va 

),,,,( 21 KK ncccf αααα ↔   
Va nihoyat, Parseval tengligidan 

( ) ( )dcdcgf
n

nn ,,
1

== ∑
∞

=
 

ekanligi kelib chiqadi. Haqiqatan ham, 

( ) ∑
∞

=

=
1

2,
n

ncff ,      ( ) ∑
∞

=

=
1

2,
n

ndgg         (10.1) 

va 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=
++=+=++=++

1

2

11

2

1

2 22
n

n
n

nn
n

n
n

nn ddccdcg,gg,ff,fgf,gf . 

Bu yerdan va (10.1) dan 

( ) ( )dcdcgf
n

nn ,,
1

== ∑
∞

=
. 
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Shunday qilib, biz o‘rnatgan moslik izomorfizm ekan, ya'ni bu moslik chiziqli 
amallarni va skalyar ko‘paytmani saqlaydi. ∆ 

Isbotlangan teoremadan shu narsa kelib chiqadiki, izomorfizm aniqligida faqat 

2l  Hilbert fazosi mavjud ekan. Boshqacha aytganda, 2l  fazo H  Hilbert 
fazosining "koordinat ko‘rinishi" desak bo‘ladi. 

H  Hilbert  fazosining qism fazosi deganda yopiq qism fazoni tushunamiz. 
Hilbert fazosining qism fazolariga misollar keltiramiz. 

Misollar. 10.3. Hh ∈  - ixtiyoriy element bo‘lsin. h  ga ortogonal bo‘lgan 
barcha Hf ∈  elementlar to‘plami qism fazo tashkil qiladi. 

10.4. 2l  fazoda 21 xx =  shartni qanoatlantiruvchi elementlari to‘plami qism 
fazo tashkil qiladi. 

10.5. 2l  fazoning ( ){ },...,x,...,,x,,x,,xx:xM n 0000 125312 +=∈= l  to‘plami 
uning qism fazosi bo‘ladi. 

Hilbert fazosining har qanday qism fazosi yo chekli o‘lchamli Evklid fazosi 
bo‘ladi, yo uning o‘zi Hilbert fazosini tashkil qiladi. 

10.6. ]1,1[2 −L  Hilbert fazosida toq funksiyalardan iborat 
{ }f(t)f(-t) :][f][ =−∈=−− 1111 22 ,L,L  to‘plam qism fazo tashkil qiladi. 

10.7. ]1,1[2 −L  Hilbert fazosida quyidagi to‘plam 
]}0,1[,0)(:]1,1[{]1,1[ 20 −∈≡−∈=−− ttfLfL  qism fazo tashkil qiladi. 

Agar H  Hilbert fazosi separabel bo‘lsa, uning ixtiyoriy qismi ham separabel 
bo‘ladi. Bu quyidagi lemmadan kelib chiqadi. 

10.1-lemma. R  separabel Evklid fazosining har qanday R′  qismi yana 
separabeldir. 

Hilbert fazosining qism fazolari ayrim maxsus xossalarga egaki, ixtiyoriy 
normalangan fazoning qism fazolari bu xossalarga ega emas. Bu xossalar  Hilbert 
fazosida kiritilgan skalyar ko‘paytma va unga mos ortogonallik tushunchasiga 
asoslangan. 

H  separabel Hilbert fazosining M  qism fazosi berilgan bo‘lsin. Bu qism fazo 
ning hamma yerida zich bo‘lgan sanoqli sistema olamiz va unga 
ortogonallashtirish jarayonini qo‘llab, quyidagi teoremaga ega bo‘lamiz. 

10.2-teorema. H  separabel Hilbert fazosining ixtiyoriy M  qism fazosida 
shunday }{ nφ  ortonormal sistema mavjudki, uning chiziqli qobig‘ining yopig‘i M  
ga teng. 

Bizga H  Hilbert fazosining M  - qism fazosi berilgan bo‘lsin. Barcha Mf ∈  

elementlarga ortogonal bo‘lgan Hg ∈  elementlar to‘plamini MHM Θ=⊥  orqali 
belgilaymiz, ya'ni 

( ) },0,:{ MfgfHgM ∈∀=∈=⊥ . 
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⊥M  ham H  ning qism fazosi ekanligini isbotlaymiz. Bu to‘plamning qo‘shish va 
songa ko‘paytirish amallariga nisbatan yopiqligini ko‘rsatamiz. Agar ⊥∈Mg,g 21  
bo‘lsa, u holda 

( ) 0),(),(, 22112211 =+=+ fgfgfgg αααα . 

Endi ⊥M  to‘plamning yopiqligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, ⊥∈ Mgn  
elementlar ketma-ketligi Hg ∈  elementga yaqinlashsin. U holda skalyar 
ko‘paytmaning uzluksizligiga ko‘ra, istalgan Mf ∈  uchun  

( ) ( ) ( ) 0===
∞→∞→

f,gf,gf,g n
n

nn
limlim . 

Demak, ⊥∈ Mg , ya'ni ⊥M  yopiq qism fazo bo‘lar ekan. ⊥M  qism fazo M  qism 
fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi deyiladi. 

10.3-teorema. Agar M  - H  Hilbert fazosining yopiq qism fazosi bo‘lsa, u 
holda ixtiyoriy Hf ∈  element yagona usul bilan hhf ′+=  yig‘indiga yoyiladi, 
bu yerda ⊥∈′∈ MhMh , . 

Isbot. Avvalo, bu yoyilmaning mavjudligini isbotlaymiz. Buning uchun M  da 
}{ nφ  to‘la ortonormal sistema olamiz va 

( )nn
n

nn fcch φφ ,,
1

== ∑
∞

=
 

deymiz. Bessel tengsizligiga ko‘ra, 

∑
∞

=1

2

n
nc  

qator yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun .Mh∈  Endi hfh −=′  deb olamiz. Ko‘rinib 
turibdiki, ixtiyoriy Nn∈  uchun 

( ) ( ) ( ) 0,,,' =−=−= nnnnn cchfh φφφ . 
Ixtiyoriy M∈ξ  element uchun  

∑
∞

=

=
1n

nna φξ    va    ( ) ( ) 0,','
1

== ∑
∞

=n
nn hah φξ , 

ya'ni ⊥∈′ Mh . 
Endi yoyilmaning yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qilaylik, boshqa bir 

⊥∈′∈′+= MhMhhhf 1111 ,,  yoyilma mavjud bo‘lsin. U holda ixtiyoriy Nn∈   
uchun 

( ) ( ) nnn cfh == φφ ,,1 . 

Bu yerdan kelib chiqadiki  hhhh ′=′= 11 , . ∆ 
10.1-natija. HM ⊂  qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisining ortogonal 

to‘ldiruvchisi M  ning o‘ziga teng, ya'ni ( ) MM =
⊥⊥ . 
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Shunday qilib, H  fazoning o‘zaro to‘ldiruvchi qism fazolari haqida gapirish 
mumkin. Agar M  va ⊥M  ikkita shunday bir-birini to‘ldiruvchi qism fazolar va 

}{},{ nn φφ ′  - mos ravishda M  va ⊥M  dagi to‘la ortonormal sistema bo‘lsa, u 

holda }{ nφ  va }{ nφ′  sistemalarning birlashmasi butun H  fazoda to‘la 
ortonormal sistema  bo‘ladi. 

10.2-natija. H  fazodagi har qanday ortonormal sistemani to‘la sistemagacha 
to‘ldirish mumkin. 

Agar }{ nφ  sistema chekli bo‘lsa, u holda bu sistemaga kiruvchi elementlar soni 
}{ nφ  sistemadan hosil qilingan M  qism fazoning o‘lchamiga va ⊥M  qism 

fazoning koo‘lchamiga teng. Shunday qilib, quyidagiga egamiz. 
10.3-natija. Chekli n  - o‘lchamli qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi n  - 

koo‘lchamga ega va aksincha. 
10.3-ta'rif. Agar H  Hilbert fazosining ixtiyoriy Hf ∈  elementi 

⊥∈∈+= MhMhhhf ',,'  
ko‘rinishda tasvirlansa, u holda H  fazo o‘zaro ortogonal M  va ⊥M  qism 
fazolarning to‘g‘ri yig‘indisiga yoyilgan deyiladi va  

⊥⊕= MMH  
ko‘rinishda yoziladi. 

To‘g‘ri yig‘indini chekli yoki sanoqli sondagi qism fazolar uchun ham 
umumlashtirish mumkin, ya'ni H  o‘zining KK ,,,, 21 nMMM  qism fazolarining 
to‘g‘ri yig‘indisiga yoyilgan deyiladi, agarda quyidagi shartlar bajarilsa:  
a) iM  qism fazolar juft-jufti bilan o‘zaro ortogonal, ya'ni iM  dagi ixtiyoriy vektor 

kM  dagi ixtiyoriy vektorga ortogonal, ki ≠ ;  
b) ixtiyoriy  Hf ∈   element  

K,2,1,...,...21 =∈++++= nMhhhhf nnn          (10.2)  
ko‘rinishda tasvirlanadi, agar qo‘shiluvchilar soni cheksiz bo‘lsa,  

∑
∞

=1

2

n
nh  

qator yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bu holda ∑
∞

=

⊕=
1n

nMH  ko‘rinishda yoziladi. 

Osongina ko‘rsatish mumkinki, agar f  uchun (10.2) yoyilma mavjud bo‘lsa, u 
yagona va 

∑
∞

=

=
1

22

n
nhf . 

Qism fazolarning to‘g‘ri yig‘indisi bilan bir qatorda chekli yoki sanoqli sondagi 
Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig‘indisi haqida ham gapirish mumkin. Agar 1H  va 

2H  lar ixtiyoriy Hilbert fazolari bo‘lsa, u holda ularning to‘g‘ri yig‘indisi 

21 HHH ⊕=  quyidagicha aniqlanadi. H  fazoning elementlari barcha 
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( ) 221121 ,,, HhHhhh ∈∈  juftliklardan iborat. 21 HHH ⊕=  da skalyar 
ko‘paytma quyidagicha kiritiladi: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 22211122112121 ',,',,',',',',,
21

HhhHhhhhhhhhhh HH ∈∈+= . 

Chekli sondagi nHHH ,,, 21 K  Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig‘indisi ham xuddi 
shunday aniqlanadi. 

Sanoqli sondagi KK ,,,, 21 nHHH  Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig‘indisi 

∑
∞

=

⊕=
1n

nHH  quyidagicha aniqlanadi 

( )








+∞<∈== ∑
∞

=1

2
21 ,,,...,...,,

n
nnnn hHhhhhhH . 

H  fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi 

( ) ( ) ( ) ( ) nnnnn
n

nn Hghgggghhhhghgh ∈=== ∑
∞

=

,,,...,...,,,,...,...,,,,, 2121
1

. 

10.8. 10.6-misolda keltirilgan ]1,1[2 −−L  (toq funksiyalar to‘plami) qism fazoning 
ortogonal to‘ldiruvchisini toping. 

Yechish. )}()(:]1,1[{]1,1[ 22 tftfLfL =−−∈=−+  juft funksiyalardan iborat 
to‘plam ][ 112 ,L −  fazoning qism fazosi bo’ladi va ]1,1[]1,1[ 22 −⊥− +− LL . Haqiqatan 
ham,  

( ) ( ) ( ) ]1,1[],1,1[,0, 22

1

1

−∈∀−∈∀=⋅= ++−−

−

+−+− ∫ LfLfdttftfff . 

Bu yerdan ( ) ]1,1[]1,1[ 22 −⊃− +⊥− LL  va ( ) ]1,1[]1,1[ 22 −⊂− +⊥− LL  munosabatlar kelib 

chiqadi. Bulardan esa  ( ) ]1,1[]1,1[ 22 −=− +⊥− LL  tenglikni olamiz. 
 

10.1. Kompleks Evklid fazolari 
 

Haqiqiy Evklid fazolari bilan bir qatorda kompleks Evklid fazolari ham qaraladi 
(ya'ni skalyar ko‘paytma kiritilgan kompleks chiziqli fazo). Lekin haqiqiy Evklid 
fazolaridagi skalyar ko‘paytmaning 1-4 aksiomalari kompleks Evklid fazolari 
uchun bir vaqtda bajarilmaydi. Haqiqiy Evklid fazolarida skalyar ko‘paytmaning 
1-4 aksiomalari quyidagicha edi: 
1)  ,0),(;,0),( θ=⇔=∈∀≥ xxxExxx   
2)  ,,),,(),( Eyxxyyx ∈∀=  
3)  EyxCyxyx ∈∀∈∀= ,,),,(),( λλλ , 
4)  Eyxxyxyxyxx ∈∀+=+ ,,),,(),(),( 212121 . 
Biz 2 va 3 dan quyidagiga ega bo‘lamiz 

( ),,),(),(),( 2 xxxxxxxx λλλλλλλ ===  
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bu yerdan i=λ  bo‘lsa, ),(),( xxixix −= , ya'ni x  va ix  vektorlarning skalyar 
ko‘paytmasi bir vaqtda musbat bo‘la olmaydi, bu esa 1-shartga zid, ya'ni 1, 2 va 3-
shartlar bir vaqtda bajarilishi mumkin emas ekan. Demak, kompleks chiziqli 
fazolarda skalyar ko‘paytmaning shartlarini biroz o‘zgartirish kerak. 

Kompleks chiziqli fazoda skalyar ko‘paytmaning shartlarini keltiramiz:  
1)  ,0),(;,0),( θ=⇔=∈∀≥ xxxExxx   
2)  ,,,),(),( Eyxxyyx ∈∀=  
3)  EyxCyxyx ∈∀∈∀= ,,),,(),( λλλ ,  
4)  Eyxxyxyxyxx ∈∀+=+ ,,),,(),(),( 212121 . 
2 va 3 dan ),(),( yxyx λλ =  kelib chiqadi. Haqiqatan ham, 

( ) ( ) ( ) ( )yxxyxyxyyx ,,,,),( λλλλλ ==== . 
Misollar. 10.9. nCE =  - kompleks chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar ko‘paytma 

quyidagicha kiritiladi: 

( ) ∑
=

=
n

k
kk yxyx

1
, . 

10.10. ( )








∞<∈== ∑
∞

=1

2
12 :,,...,...,

n
nnn xCxxxxl  kompleks chiziqli fazo. 

Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi: 

( ) ∑
∞

=

=
1

,
k

kk yxyx . 

10.11. ],[2 baCE =  - ],[ ba  kesmada aniqlangan kompleks qiymatli uzluksiz 
funksiyalar fazosi. Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi: 

( ) ( ) ( )dttgtfgf
b

a
∫=, .          (10.2) 

10.12. ],[2 baLE =  - ],[ ba  kesmada aniqlangan kompleks qiymatli va kvadrati 
bilan integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar sinfi. Bu fazoda ham f  va g  
elementlarning skalyar ko‘paytma (10.2) tenglik bilan aniqlanadi. 

Kompleks Evklid fazolarida ham elementning normasi xuddi haqiqiy Evklid 
fazolari holidagidek 

( )fff ,=    yoki   ( )xxx ,=   
formula bilan aniqlanadi. 

Kompleks Evklid fazolarida ikki vektor orasidagi burchak tushunchasi 
kiritilmaydi, lekin vektorlarning ortogonallik tushunchasi saqlanib qoladi. Ya'ni, 
agar 0),( =yx  bo‘lsa, u holda x  va y  vektorlar o‘zaro ortogonal deyiladi. 

10.4-ta'rif. Agar 

( )




≠
=

=
.mn,

mn,
, mn agar

agar
0
1

φφ  
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bo‘lsa, nolmas En ∈}{φ  sistema ortogonal normalangan sistema deyiladi. 
Xuddi haqiqiy Evklid fazolaridagi kabi, ( ) Nn,,fc nn ∈= φ  sonlar Ef ∈  

vektorning }{ nφ  ortonormal sistema (ortogonal normalangan sistema) dagi Fur'e 
koeffitsiyentlari deyiladi. 

∑
∞

=1n
nnc φ  

qator f  vektorning }{ nφ  sistemadagi Fur'e qatori deyiladi. Bu yerda ham Bessel 
tengsizligi o‘rinli: 

2

1

2∑
∞

=

≤
n

n fc  

Kompleks Evklid fazolari holida ham Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi o‘z kuchini 
saqlaydi: 

( ) yxy,x ⋅≤ . 
10.5-ta'rif. Cheksiz o‘lchamli to‘la kompleks Evklid fazosi kompleks Hilbert 

fazosi deyiladi. 
Kompleks Hilbert fazolari uchun ham izomorfizm haqidagi teorema o‘rinli. 
10.4-teorema. Barcha separabel kompleks Hilbert fazolari o‘zaro izomorfdir. 
10.13. 2l  va ],[2 baL  lar separabel kompleks Hilbert fazolariga misol bo‘ladi. 
10.14. ],[2 ππ−L  separabel kompleks Hilbert fazosida  

( ) Znet
tni

n ∈= ,
2π

ϕ  

sistema to‘la ortonormal sistema bo‘ladi. Mustaqil isbotlang.  
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. Hilbert fazolariga misollar keltiring. 2l  fazo Hilbert fazosi bo‘ladimi?  
2. Separabel bo‘lmagan Evklid fazosiga misol keltiring.  
3. m - chegaralangan ketma-ketliklar fazosida  

( ) ∑
∞

=

=
1 2

1,
n

nnn yxyx  

funksional skalyar ko‘paytma bo‘ladimi? m separabel Evklid fazosi bo‘ladimi?  
4. 2l  fazoni ikkita ortogonal qism fazolarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida yozing.  
5. ]1,1[2 −L  Hilbert fazosida [ ] [ ]{ })()( tftf:,Lf,L =−−∈=−+ 1111 22  juft 

funksiyalar to‘plami qism fazo bo‘lishini ko‘rsating. Uning ortogonal 
to‘ldiruvchisini toping.  

6. 10.7-misolda keltirilgan −
0L   qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisini toping. 

7. Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig‘indisida skalyar ko‘paytma qanday kiritiladi?   
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8. ]1,1[22 −Lval  Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig‘indisida skalyar ko‘paytma 
qanday kiritiladi?  

9. Quyidagi funksional ]1,1[22 −⊕ Ll  Hilbert fazosida  

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]1122

1

11
,Lg,f,y,x,dxxgxfyxg,y,f,x

n
nn −∈∈+= ∫∑

−

∞

=
l  

   skalyar ko‘paytma bo‘ladimi? 
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15-mavzu: Chiziqli opеratorlar. Misollar 
 

11-§. Chiziqli uzluksiz operatorlar 
 

Biz asosan chiziqli operatorlarni qaraymiz. Chiziqli operatorlarning aniqlanish 
sohasi va qiymatlar to‘plami chiziqli normalangan fazolarning qism fazolari 
bo‘ladi. Shunday qilib bizga X  va Y  chiziqli normalangan fazolar berilgan 
bo‘lsin. 

11.1-ta’rif. X  fazodan olingan har bir x  elementga Y  fazoning  yagona y  
elementini mos qo‘yuvchi 

( )YyXxyAx ∈∈= ,  
akslantirish operator deyiladi. 

Umuman A  operator X  ning hamma yerida aniqlangan bo‘lishi shart emas. Bu 
holda Ax  mavjud va  YAx ∈  bo‘lgan barcha Xx ∈  lar to‘plami A  operatorning 
aniqlanish sohasi deyiladi va )(AD  bilan belgilanadi, ya’ni: 

( ) { }.vamavjud: YAxAxXxAD ∈∈∃=  
Agar  chiziqli A  operator qaralayotgan bo‘lsa, )(AD  ning chiziqli ko‘pxillilik 
bo‘lishi talab qilinadi, ya’ni agar ( )ADyx ∈,  bo‘lsa, u holda ixtiyoriy C∈βα ,  
lar uchun ( )ADyx ∈+ βα . 

11.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy ( ) XADyx ⊂∈,  elementlar va ixtiyoriy C∈βα ,  
sonlar uchun 

yAxAyxA βαβα +=+ )(  
tenglik o‘rinli bo‘lsa, A  ga chiziqli operator deyiladi. 

11.3-ta’rif. Bizga YXA →:  operator va ( )ADx ∈0  nuqta berilgan  bo‘lsin. 
Agar YAxy ∈= 00  ning ixtiyoriy V  atrofi uchun,  0x   nuqtaning shunday U  atrofi 
mavjud bo‘lib, ixtiyoriy ( )ADUx I∈  lar uchun VAx ∈  bo‘lsa, A  operator 

0xx =  nuqtada uzluksiz deyiladi. 
11.3-ta’rifga teng kuchli  quyidagi ta’riflarni keltiramiz. 
11.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy 0>ε  uchun shunday ( ) 0>= εδδ  mavjud bo‘lib, 

δ<− 0xx   tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha  ( )ADx ∈   lar uchun 
ε<− 0AxAx  

tengsizlik bajarilsa, A  operator 0xx =  nuqtada uzluksiz  deyiladi. 
11.5-ta’rif. Agar 0x  nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy nx  ketma-ketlik uchun 

00 →− xAxA n  bo‘lsa, u holda A  operator 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 
Agar A  operator ixtiyoriy ( )ADx∈  nuqtada uzluksiz bo‘lsa, A  uzluksiz 

operator deyiladi. 
11.6-ta’rif. θ=Ax  tenglikni qanoatlantiruvchi barcha Xx ∈  lar to‘plami A  

operatorning yadrosi deb ataladi va u KerA   bilan belgilanadi. 
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11.7-ta’rif. Biror ( )ADx∈  uchun xAy =  bajariladigan Yy ∈  lar to‘plami A  
operatorning qiymatlar sohasi yoki tasviri deb ataladi va u AIm  yoki )(AR  bilan 
belgilanadi. 

Matematik formulalar yordamida operator yadrosi va qiymatlar sohasini 
quyidagicha yozish mumkin: 

( ) ,}:{ θ=∈∃= AxADxKerA  
( ) .}uchunbiror:{Im:)( AxyADxYyAAR =∈∈∃==  

Chiziqli operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi chiziqli ko‘pxillik bo‘ladi. Agar 
XAD =)(  bo‘lib, A  uzluksiz operator bo‘lsa, u holda KerA  yopiq qism fazo 

bo‘ladi, ya’ni  ][KerAKerA = . A  operator uzluksiz bo‘lgan holda ham YA ⊂Im  
yopiq qism fazo bo‘lmasligi mumkin. 

Chiziqli operatorlarga misollar. 
11.1. X  - ixtiyoriy chiziqli normalangan fazo bo‘lsin.  

xIx = ,    Xx ∈  
akslantirish birlik operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring. 

Yechish. Bu operatorning chiziqliligi va uzluksizligi quyidagi tengliklardan 
bevosita  kelib chiqadi: 

yIxIyxyxI βαβαβα +=+=+ )( , 
( ) 00 xxxxI −=− . 

Qo‘shimcha qilib aytishimiz mumkinki, uning aniqlanish sohasi, qiymatlar sohasi 
va yadrosi uchun quyidagilar o‘rinli: 

}0{    ,)(  ,)( === KerIXIRXID . 
11.2. Bizga X  va Y  ixtiyoriy chiziqli normalangan fazolar berilgan  bo‘lsin.  

θ=Θ→Θ xYX ,:  
operator nol operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring. 

Yechish. Nol operatorning chiziqliligi va uzluksizligi bevosita ta’rifdan kelib 
chiqadi. Uning aniqlanish sohasi, qiymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar 
o‘rinli: 

,)( XD =Θ        { },)( θ=ΘR       XKer =Θ)( . 
11.3. Aniqlanish sohasi )(AD ( )[ ] [ ]baCbaC ;,1 ⊂=  bo‘lgan va [ ]baC ;  fazoni 

o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi 
[ ]baCA ;: → [ ]baC ; ,   ( )( ) ( )xfxAf '=   

operatorni qaraymiz. Bu operator differensial operator deyiladi. Uni chiziqlilik va 
uzluksizlikka tekshiring. 

Yechish. Uning chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy 
)(, ADgf ∈  elementlarning chiziqli kombinatsiyasi bo‘lgan gf βα +  elementga 

A  operatorning ta’sirini qaraymiz: 
( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )xAgxAfxgxfxgxfxgfA βαβαβαβα +=+=+=+ ''' . 

Biz bu yerda yig‘indining hosilasi hosilalar yig‘indisiga tengligidan, hamda 
o‘zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chiqarish munkinligidan foydalandik. 
Demak, A  operator chiziqli ekan. Uni nol nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz. 
Ma’lumki, θθ =A , bu yerda θ  - [ ]baC ;  fazoning nol elementi, ya’ni ( ) 0≡xθ . 
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Endi nolga yaqinlashuvchi ( )ADf n ∈  ketma-ketlikni tanlaymiz. Umumiylikni 
buzmagan holda 1,0 == ba deymiz. 

0
1

1lim
1

maxlimlim,
1

)(
1

10

1

=
+

=
+

=
+

=
∞→

+

≤≤∞→∞→

+

nn
xf

n
xxf

n

n

xnnn

n

n . 

Ikkinchi tomondan, 
( )( ) 011limmaxlimlim,

10
≠===−=

∞→≤≤∞→∞→ n

n

xnnn

n
n xAAfxxAf θ . 

Demak, A  operator nol nuqtada uzluksiz emas  ekan. 11.2-teoremaga ko‘ra 
differensial operator aniqlanish sohasining barcha nuqtalarida uzilishga ega. 

Uning qiymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o‘rinli: 
}{        ],,[)( constKerAbaCAR == . 

11.4. Endi [ ]baC ;  fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi B  operatorni quyidagicha 
aniqlaymiz:  

( )( ) ( ) ( )∫=
b

a
dttftxKxBf ,                    (11.1) 

Bu operator integral operator deyiladi. Bu yerda ),( yxK  funksiya ],[],[ baba ×  - 
kvadratda aniqlangan, uzluksiz. ),( yxK  integral operatorning o‘zagi (yadrosi) 
deyiladi. B  operatorni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring. 

Yechish. Ma’lumki, ixtiyoriy ],[ baCf ∈  uchun )(),( tftxK   funksiya x  va t  
larning uzluksiz funksiyasidir. Matematik analiz kursidan ma’lumki,  

( ) ( )∫
b

a
dttftxK ,  

integral parametr ],[ bax ∈  ning uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Bulardan B  
operatorning aniqlanish sohasi )(BD  uchun [ ]baCBD ;)( =  tenglik o‘rinli ekanligi 
kelib chiqadi. Integral operatorning chiziqli ekanligi integrallash amalining asosiy 
xossalaridan kelib chiqadi, ya’ni ixtiyoriy [ ]baCgf ;, ∈   va C∈βα ,   lar uchun  

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) =+=+ ∫
b

a

dttgtft,xKxgfB βαβα  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )xBgxBfdttgt,xKdttft,xK
b

a

b

a

βαβα +=+= ∫∫  

tengliklar o‘rinli.  Endi integral operator B  ning uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. 
[ ]baCf ;0 ∈  ixtiyoriy tayinlangan element va [ ]baCf n ;∈  unga yaqinlashuvchi 

ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. U holda 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) .,maxmax

,max

00

00

ffCdttxKtftf

dttftftxKBfBf

n

b

abxanbxa

b

a
nbxan

−⋅=−≤

≤−=−

∫

∫

≤≤≤≤

≤≤
         (11.2) 

Bu yerda  

( )∫
≤≤

=
b

abxa
dttxKC ,max . 
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C  ning chekli ekanligi ],[ ba  kesmada uzluksiz funksiyaning chegaralangan 
ekanligidan kelib chiqadi. Agar (11.2) tengsizlikda ∞→n  da limitga o‘tsak,  

0limlim 00 =−⋅≤−
∞→∞→

ffCBfBf nnnn
 

ekanligini olamiz. Agar 00 ≥− BfBfn  tengsizlikni hisobga olsak, 
0lim 0 =−

∞→
fBfB nn

. 

Shunday qilib, B  integral operator  ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekan. 
B  integral operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi integral operatorning o‘zagi 

- ),( yxK  funksiyaning berilishiga bog‘liq. Masalan 1),( ≡txK  bo‘lsa B  
operatorning qiymatlar sohasi BIm  o‘zgarmas funksiyalardan iborat, ya’ni 

{ }consttfbaCfB =∈= )(:],[Im , uning yadrosi ,KerB  o‘zgarmasga ortogonal 
funksiyalardan iborat, ya’ni 

[ ] ( ) }.:;{ 0=∈∃= ∫
b

a

dttfbaCfKerB  

11.8-ta’rif. Bizga X  normalangan fazoning M  to‘plami berilgan bo‘lsin. Agar 
shunday 0>C  son mavjud bo‘lib, barcha x ∈ M  uchun Cx ≤  tengsizlik o‘rinli 
bo‘lsa, M  to‘plam chegaralangan deyiladi. 

11.9-ta’rif.  X  fazoni Y  fazoga akslantiruvchi A  chiziqli operator berilgan 
bo‘lsin. Agar A  ning aniqlanish sohasi XAD =)(  bo‘lib, har qanday 
chegaralangan to‘plamni yana chegaralangan to‘plamga akslantirsa, A  ga 
chegaralangan operator deyiladi. 

Chiziqli operatorning chegaralanganligini tekshirish uchun quyidagi ta’rif 
qulaydir. 

11.10-ta’rif. YXA →:  chiziqli operator bo‘lsin. Agar shunday 0>C  son 
mavjud bo‘lib, ixtiyoriy ( )ADx ∈  uchun 

xCxA ⋅≤                              (11.3) 
tengsizlik bajarilsa, A  chegaralangan operator deyiladi. 
 

16-mavzu: CHiziqli opеratorning normasi. Uzluksizlik 
 
11.11-ta’rif. (11.3) tengsizlikni qanoatlantiruvchi C  sonlar to‘plamining aniq 

quyi chegarasi A  operatorning normasi deyiladi, va u A  bilan belgilanadi, 
ya’ni 

.inf CA =  
Bu ta’rifdan  ixtiyoriy  ( )ADx ∈   uchun 

xAxA ⋅≤  
tengsizlik o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. 

11.1-teorema. X  normalangan fazoni Y  normalangan fazoga akslantiruvchi 
chiziqli chegaralangan A  operatorning normasi A  uchun 
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x
xA

xAA
xx θ≠=

== supsup
1

                      (11.4) 

tenglik o‘rinli. 
Isbot. Quyidagicha belgilash kiritamiz 

x
xA

x θ
α

≠
= sup . 

A  chiziqli operator bo‘lgani uchun 

.xA
x
xA

x
xA

xxx 1=≠≠
=== supsupsup

θθ
α  

Ixtiyoriy  0≠x   uchun 

.α≤
x
xA

 

Demak, ixtiyoriy Xx∈  uchun  .xxA α≤  Bundan esa 
α≤A .                  (11.5) 

Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy 0>ε  son uchun, shunday θε ≠x  
element mavjudki, 

A
x
xA

≤≤−
ε

εεα  

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan 0>ε  ixtiyoriy bo‘lgani uchun, 
 A≤α .      (11.6) 

(11.5) va (11.6) lardan α=A  tenglik kelib chiqadi.  ∆ 
11.1-tasdiq. Chiziqli chegaralangan A  operator uchun 

xAxA
xx 11 ≤=

= supsup  

tenglik o‘rinli. 
11.1-tasdiqni mustaqil isbotlang. 
X  chiziqli normalangan fazoni Y  chiziqli normalangan fazoga akslantiruvchi 

chiziqli chegaralangan operatorlar to‘plamini  ),( YXL  bilan belgilaymiz. Xususan 
YX =  bo‘lsa )(),( XLXXL = . 

11.1-natija. Ixtiyoriy A ∈ ),( YXL   va  ( )ADx ∈ , 1=x  uchun  
AxA ≤                               (11.7) 

tengsizlik o‘rinli. 
(11.7) tengsizlikning isboti (11.4) tengsizlikdan bevosita kelib chiqadi. 
11.12-ta’rif. YXA →:  va YXB →:  chiziqli operatorlarning yig‘indisi 

deb, )()( BDADx I∈  elementga YBxAxy ∈+=  elementni mos qo‘yuvchi 
BAC += operatorga aytiladi. 

Ravshanki, C  chiziqli operator bo‘ladi. Agar BA, ∈ ),( YXL  bo‘lsa, u holda  C  
ham chegaralangan operator bo‘ladi  va 

BABAC +≤+=        (11.8) 
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tengsizlik o‘rinli. Haqiqatan ham, 
( ) xBAxBxAxBxAxBxAxC +≤⋅+⋅≤+≤+= . 

Bu yerdan (11.8) tengsizlik kelib chiqadi. 
11.13-ta’rif. A chiziqli operatorning α  songa ko‘paytmasi x  elementga Axα  

elementni mos qo‘yuvchi operator sifatida aniqlanadi, ya’ni 
( )( ) AxxA αα =  

11.14-ta’rif. YXA →:  va ZYB →:  chiziqli operatorlar berilgan bo‘lib 
)()( BDAR ⊂  bo‘lsin. B  va A  operatorlarning ko‘paytmasi deganda, har bir 

)(ADx ∈  ga Z  fazoning )(AxBz =  elementini mos qo‘yuvchi ZXBAC →= :  
operator tushuniladi. 

Agar A  va B  lar chiziqli chegaralangan operatorlar bo‘lsa, u holda C  ham 
chiziqli chegaralangan operator bo‘ladi va 
 ABC ⋅≤     (11.9) 
tengsizlik o‘rinli. Haqiqatan ham, 

( )
XYZZ

xABxABxABxC ⋅⋅≤⋅≤= . 
Bu yerdan (11.9) tengsizlik kelib chiqadi. 

Operatorlarni qo‘shish va ko‘paytirish assotsiativdir. Qo‘shish amali 
kommutativ, lekin ko‘paytirish amali kommutativ emas. 

Agar X  va Y  lar chiziqli normalangan fazolar bo‘lsa, ),( YXL  ham chiziqli 
normalangan fazo bo‘ladi, ya’ni RYXLp →),(: , 

( ) xAAp
x 1=

= sup  

funksional normaning 1-3 shartlarini qanoatlantiradi. 
11.2-teorema. X  normalangan fazoni Y  normalangan fazoga akslantiruvchi 
:A X → Y  chiziqli operator berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tasdiqlar teng 

kuchli: 
1) A operator biror 0x  nuqtada uzluksiz; 

 2) A  operator uzluksiz; 
 3) A  operator chegaralangan. 

Isbot. 1) →  2). Chiziqli A operatorning biror 0x  nuqtada uzluksiz ekanligidan 
uning ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekanligini keltirib chiqaramiz. 

A  operator 0x  nuqtada uzluksiz bo‘lganligi uchun, 0x  ga intiluvchi ixtiyoriy 
{ }0

nx  ketma-ketlik uchun 0
0 xAxA n → . Ixtiyoriy )(ADx ∈′  nuqta uchun, xxn ′→′  

ekanligidan  xAxA n ′→′  kelib chiqishini  ko‘rsatamiz. 00''' xxxxy nn →+−=  
deymiz. U holda  

( ) ( ) 000 ''lim''lim'lim xAxAxAxAxxxAAy nnnnnn
=+−=+−=

∞→∞→∞→
. 

Bu esa  
''lim xAxA nn

=
∞→

 

ekanligini bildiradi. Demak, A  operator ixtiyoriy x′  nuqtada uzluksiz.  
2) →3). A  operatorning uzluksiz ekanligidan uning chegaralanganligi kelib 

chiqishini ko‘rsatamiz. Teskaridan faraz qilaylik, A  chiziqli operator uzluksiz 
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bo‘lsin, lekin chegaralangan bo‘lmasin, ya’ni ixtiyoriy 0>C  son uchun shunday 
( )ADxc ∈  element mavjud bo‘lib , 

cc xCxA ≥  
bo‘lsin. Agar NnC ∈=  desak, ixtiyoriy Nn ∈  uchun shunday ( )ADxn ∈  
mavjudki, 

nn xnxA ≥  
tengsizlik bajariladi. Quyidagi  

n

n
n xn

x
=ξ  

ketma-ketlikni qaraymiz. Ko‘rinib turibdiki, θξ →n , ya’ni 

.011
→===−

n
x

xnxn
x

n
nn

n
n θξ  

Ikkinchi tomondan, 

111
>==










=− n

n
n

nn

n
n xA

xn
Ax

xnxn
xAAA θξ  

Bu qarama-qarshilik A  operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatadi. 
3) →1). A  chiziqli chegaralangan operatorning biror nuqtada uzluksizligini 

ko‘rsatamiz. 
Ta’rifga ko‘ra shunday 0>C  son mavjudki, ixtiyoriy )(ADx ∈  uchun 

XY
xCxA ≤  

tengsizlik bajariladi. Faraz qilaylik, }{ nx  - x  ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy ketma-
ketlik bo‘lsin, u holda  xAxA n →  ekanligini ko‘rsatamiz: 

( ) ,0→−≤−=− xxCxxAxAxA nnn  
ya’ni xAxA n → .  ∆ 

11.2-natija. A chiziqli operator chegaralangan bo‘lishi uchun uning uzluksiz 
bo‘lishi zarur va yetarli. 

Misollar. 11.5. Birlik va nol operatorlarning (11.1 va 11.2 misollarga qarang) 
chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, ularning normasini hisoblang. 

Yechish. Birlik operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini 
hisoblaymiz. Ixtiyoriy Ex∈  uchun xxI =  tenglik o‘rinli. Ta’rifga ko‘ra u 
chegaralangan va uning normasi 1 ga teng. Endi nol operatorning chegaralangan 
ekanligini ko‘rsatib, uning normasini topamiz. Istalgan Ex∈  uchun 

0==Θ θx  tenglik o‘rinli. Bundan 0=Θ  ekanligi kelib chiqadi. Nol 
operator ),( YXL  chiziqli normalangan  fazoning nol elementi bo‘ladi. 

11.6. 11.3-misolda keltirilgan ],[],[: baCbaCA →  differensial operatorning 
chegaralanmagan ekanligini ko‘rsating. 
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Yechish. Buning uchun A  akslantirishda ( ) ( )[ ]1;01CAD =  fazodagi birlik shar 
]1,[θB  ning tasviri chegaralanmagan to‘plam ekanligini ko‘rsatish yetarli. Birlik 

shar ]1,[θB  da yotuvchi }{ nf  ketma-ketlikni quyidagicha tanlaymiz: 
( ) .1max,

10
===

≤≤

n

xn
n

n xfxxf  

U holda 
( )( ) .max,

10

1 nxnfAxnxfA n

xn
n

n =⋅=⋅=
≤≤

−  

Bundan  
∞=

∞→ nn
fAlim  

ekanligi kelib chiqadi. Demak, differensial operator chegaralanmagan ekan. 
11.7. 11.4-misolda keltirilgan [ ] [ ]baCbaCB ,;: →  integral operatorning 

chegaralangan ekanligini ko‘rsating. 
Yechish. 11.4-misolda B  operatorning uzluksiz ekanligi ko‘rsatilgan edi. 11.2-

natijaga ko‘ra u chegaralangan bo‘ladi. 
11.8. ]1,1[−C  fazoda x  ga ko‘paytirish operatorini, ya’ni  

],1,1[]1,1[: −→− CCB    )())(( xfxxBf =    (11.10) 
operatorni qaraymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini toping. 

Yechish. B  operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Uzluksiz 
funksiyalarning ko‘paytmasi uzluksiz ekanligidan B  operatorning aniqlanish 
sohasi ]1,1[)( −= CBD  ekanligi kelib chiqadi. Endi B  operatorning chegaralangan 
ekanligini ko‘rsatamiz.  

( ) ( ) .1maxmaxmax
111111

fxfxxfxfB
xxx

⋅=⋅≤=
≤≤−≤≤−≤≤−

 

Bu tengsizlikdan B  operatorning chegaralangan ekanligi va 1≤B  kelib 
chiqadi. Ikkinchi tomondan, agar ( ) 10 =xf  desak, u holda 

( )( ) 1,1,
0

0
00 =≥==

f
fB

BfBxxfB  

ni olamiz. Yuqoridagilardan  1=B   kelib chiqadi. 
Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, [ ]1;12 −L  Hilbert fazosida ham (11.10) 

tenglik bilan aniqlangan B  operator chiziqli chegaralangan bo‘lib, normasi 1 ga 
teng bo‘ladi. 

11.9.  Endi  2l   fazoda  ko‘paytirish operatorini, ya’ni 
( ) ∞<==→

≥
aaxaxAA n

n
nnn

1
22 sup,,: ll           (11.11) 

operatorni qaraymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini toping. 
Yechish.  Ixtiyoriy 2l∈x  uchun  A 2l∈x  ekanligini ko‘rsatamiz:  

( ) .sup 22

1

22

11

2

1

2 xaxaxaAx
n

nn
nn

nn
n

n ≤≤= ∑∑∑
∞

=≥

∞

=

∞

=
   (11.12)  

Bu munosabatlardan 2)( l=AD  ekanligini olamiz. Endi uning chiziqli ekanligini 
ko‘rsatamiz. A operatorning aniqlanishiga ko‘ra 

( )( ) ( ) ( ) ( ) .nnnnnnnnnn yAxAyaxayxayxA βαβαβαβα +=+=+=+  
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Demak, A  chiziqli operator ekan. Uning chegaralangan ekanligi (11.12) 
tengsizlikdan kelib chiqadi. Bundan tashqari (11.12) tengsizlikdan aA ≤  ekanligi 
ham kelib chiqadi. A  operatorning normasi aA =  ekanligini isbotlaymiz. Buning 

uchun 2l  fazoda normasi 1 ga teng bo‘lgan 
∞

=

























=

1

,...0,1,0...,,0,0
nn

ne
43421

 ketma-ketlikni 

olamiz. A  operatorning aniqlanishiga ko‘ra ixtiyoriy Nn ∈  uchun nnn eaeA =  
tenglik o‘rinli. Bundan va (11.7) dan  

nnnnnn aeaeaeAA =⋅==≥  
munosabat kelib chiqadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy  Nn ∈   da o‘rinli bo‘lgani uchun 

aaA n
n

=≥
≥1

sup           (11.13) 

ni olamiz. Demak, aA =  tenglik isbotlandi.  ∆  
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. [ ]1;12 −L  Hilbert fazosida (11.10) tenglik bilan aniqlangan B  ko‘paytirish 
operatorining chiziqli chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, uning  normasini 
toping. 

2. [ ]baL ;2  Hilbert fazosida  (11.1) tenglik bilan aniqlangan B  integral 
operatorning chiziqli chegaralangan ekanligini ko‘rsating. 

3. [ ]ππ ,2 −L  Hilbert fazosida (11.1) tenglik bilan aniqlangan B  integral 
operatorning o‘zagi )(cos),( txtxK −=  bo‘lgan holda, uning yadrosi BKer   
va qiymatlar sohasi )(BR  ni tavsiflang. 

4. 11.3 va 11.8 misollarda keltirilgan operatorlar yig‘indisini toping. 
5. Integral operator  

]1,1[]1,1[: −→− CCA ,  ( )( ) ( ) ( )∫
−

+=
1

1
1 dyyfyxxfA  

va 11.8 misolda keltirilgan x  ga ko‘paytirish operatori B  larning 
ko‘paytmasini toping.  BAAB =   tenglik to‘g‘rimi? 

6. Agar ),(, YXLBA ∈  bo‘lsa, u holda BABA −≤−   tengsizlikni 
isbotlang. 

7. Aytaylik, X  chiziqli normalangan fazo bo‘lsin. RXp →: , xxp =)(  
akslantirishning uzluksizligini isbotlang.  

 
17-mavzu Normalangan fazolarda chiziqli funksionallar 

 
12. Normalangan fazolarda chiziqli funksionallar 

 
Ma’lumki, chiziqli  funksional va uning nollari 6-§ da o‘rganilgan edi. 7-§ da 

esa 0L  qism fazoda aniqlangan 0f  chiziqli funksionalni p qavariq funksionalga 



 157 

"bo‘ysungan" holda butun L  fazogacha chiziqli davom ettirish mumkinligi 
haqidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan edi. Biz bu paragrafda chiziqli 
funksionalning normasini saqlagan holda uni butun L  fazogacha davom ettirish 
mumkinligi haqidagi Xan-Banax teoremasini isbotlaymiz, hamda funksional 
fazolarda chiziqli uzluksiz funksionallarning  umumiy ko‘rinishidan foydalanib, 
asosiy funksional fazolarga qo‘shma fazolarni izomorfizm aniqligida topamiz.   
 

12.1. Chiziqli funksionallar 
 

Agar operatorning qiymatlari sonlardan iborat bo‘lsa, bunday operator 
funksional deyiladi (6.1-ta’rifga qarang). Agar X  chiziqli fazoda aniqlangan f  
funksional uchun quyidagi shartlar bajarilsa 
1) ( ) ( ) ( ) Xxxxfxfxxf ∈∀+=+ 212121 ,, ;     additivlik 
2) ( ) ( ) ( ),yoki,, RCXxxfxf ∈∀∈∀= λλλ    bir jinslilik 
f  ga chiziqli funksional (6.2, 6.3-ta’riflarga qarang) deyiladi. 

12.1-ta’rif. Agar  ixtiyoriy  0>ε   uchun shunday ( ) 0>= εδδ  mavjud bo‘lib, 
δ<− 0xx  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha )( fDx ∈  lar uchun 

( ) ( ) ε<− 0xfxf  tengsizlik bajarilsa, f  funksional 0xx =  nuqtada uzluksiz 
deyiladi. Agar f  funksional ixtiyoriy )( fDx ∈  nuqtada uzluksiz bo‘lsa, f  
uzluksiz funksional deyiladi.  

12.1-ta’rifga teng kuchli bo‘lgan quyidagi ta’rifni keltirishimiz.  
12.2-ta’rif. Agar 0x  nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy nx  ketma-ketlik uchun 
( ) ( ) 00 →− xfxf n  bo‘lsa, u holda f  funksional 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 
C  - kompleks sonlar to‘plami ( R  - haqiqiy sonlar to‘plami) Banax fazosi 

bo‘lganligi uchun 11-§ da chiziqli operatorlar uchun o‘rnatilgan teorema va 
tasdiqlar chiziqli funksionallar uchun ham o‘rinli bo‘ladi. 

12.1-teorema. X  chiziqli normalangan fazoda aniqlangan chiziqli funksional 
biror Xx ∈0  nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu chiziqli funksional butun X  
fazoda uzluksiz. 

12.2-teorema. X  chiziqli normalangan fazoda aniqlangan chiziqli f  
funksional uzluksiz bo‘lishi uchun uning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli. 

Xuddi chiziqli operatorlardagidek ( ) xMxf ≤  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
M  sonlarning aniq quyi chegarasi f  funksionalning normasi deyiladi va f  
bilan belgilanadi. Shunday qilib, 

( ) xfxf ⋅≤ . 
Bundan tashqari, chiziqli chegaralangan  funksionalning normasi  f  uchun 

( ) ( )
x
xf

xff
xx θ≠=

== supsup
1

    (12.1) 

tenglik o‘rinli. 
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12.3-teorema. (Xan-Banax). E  kompleks chiziqli normalangan fazo, 0F  - E  
ning qism fazosi va f 0  - E 0  da aniqlangan chiziqli uzluksiz funksional bo‘lsin. U 
holda 0f  ni normasini saqlagan holda E  da aniqlangan f  chiziqli 
funksionalgacha davom ettirish mumkin, ya’ni  

( ) ( )
0000 ,

EE
ffvaExxfxf =∈=  

shartlarni qanoatlantiruvchi  CEf →:   chiziqli  funksional mavjud. 
Isbot. Aytaylik, Kf

E
=

00  bo‘lsin. Norma aksiomalaridan bevosita kelib 

chiqadiki, barcha Ex ∈  larda xKxp =)(  tenglik bilan aniqlanuvchi akslantirish  
qavariq funksional bo‘ladi. Bundan tashqari ixtiyoriy 0Ex ∈  uchun  

( ) ( )xpxKxfxf
E

==⋅≤
000  

tengsizlik o‘rinli. Shunday ekan, 0f  7.3-teorema shartlarini qanoatlantiradi. U 
holda E  da aniqlangan shunday f  chiziqli funksional mavjudki, quyidagilar 
bajariladi:  
1) )()( 0 xfxf = , 0Ex ∈∀ ,  
2) ( ) ( ) Exxfxpxf ∈∀⋅=≤ ,0 .  
Bu yerdan f  ning chegaralanganligi va 0ff

E
≤  tengsizlik kelib chiqadi. 

Ikkinchi tomondan, 
( ) ( )

0
0

0 E
xExxEx

E
f

x
xf

x
xf

f =≥=
≠∈≠∈ θθ ,,

supsup . 

Demak, 
00 EE

ff = .  ∆ 

12.1-natija. X  chiziqli normalangan fazo va θ≠0x  undagi ixtiyoriy 
belgilangan element bo‘lsin. U holda butun X  da aniqlangan shunday f  chiziqli 
funksional mavjudki, 

1=f ,   ( ) 00 xxf =                     (12.2) 
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. 

Isbot. f  funksionalni bir o‘lchamli }{ 00 xX α=  qism fazoda quyida-gicha 
aniqlaymiz: 

000 )( xxf αα = . 
Ko‘rinib turibdiki, 

( ) 000000 xxxxxfxxf αα ==== ,,)( . 
Bu yerdan .1

00 =
E

f   0f  funksionalni butun X  gacha chiziqli davom ettiramiz. 
Hosil bo‘lgan funksional (12.2) shartlarni qanoatlantiruvchi funksional bo‘ladi.  ∆ 

Endi chiziqli funksionalning davomiga doir misol qaraymiz. 
12.1. [ ]1,1−= CL  uzluksiz funksiyalar fazosi va uning 

[ ] ( ) [ ]{ }0,1,0:1,10 −∈≡−∈= ttxCxL  qism fazosini qaraymiz. 0L  qism fazoda 0f  
chiziqli funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:  
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( ) ( ) 0

1

1
0 , Lxdttxxf ∈= ∫

−

. 

0f  funksionalni normasini saqlagan holda davom ettiring. 
Yechish. 0f  funksionalning normasini hisoblaymiz. Agar 0Lx ∈  bo‘lsa, u holda   

( ) 0
0

1
=∫

−

dttx  

bo‘ladi. Shuning uchun  

( ) ( ) ( ) ( )
0

1

010

1

0

1

1
0 max

Lt
xdttxdttxdttxxf =≤== ∫∫∫

≤≤−

. 

Demak,  
10 ≤f . 

Endi 10 ≥f  tengsizlikni ko‘rsatamiz. Buning uchun [ ]1,1−C  fazoda uzluksiz 
funksiyalarning 

( )
[ ]
( )

[ ]







∈
∈

−∈
=

1,/1,1
,/1,0,

,0,1,0

nt
ntnt

t
txn  

ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilar o‘rinli: 
NnLxx nn ∈∀∈= ,,1 0 . 

( ) ( )
n

dtdttxxf
n

nn
11

1

1

1

0
0 −=≥= ∫∫ .                         (12.3) 

(12.3) tengsizlikda n  lar bo‘yicha aniq yuqori chegara olsak, 

( ) 111supsup
1

0
1

0 =






 −=≥

≥≥ n
xff

n
n

n
 

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu ikkala tengsizlikdan 10 =f  tenglikni olamiz. 7.6-
misoldagi kabi [ ]11,−C  chiziqli fazoda [ ]010 ,Vy,g y −∈  funksionalni quyidagicha 
aniqlaymiz: 

( ) ( ) Lxdttxdttytxxg y ∈+= ∫∫
−

,)()(
1

0

0

1

.       (12.4) 

Ma’lumki, istalgan [ ]010 ,Vy −∈  uchun yg  funksional 0f  funksionalning [ ]11,−C  
fazogacha davomi bo‘ladi. yg   funksional uchun Xan-Banax teoremasining 

tasdig‘i o‘rinlimi? Boshqacha aytganda ygf =0  tenglik qanday [ ]010 ,Vy −∈  
lar uchun o‘rinli? [ ]baC ,  fazodagi chiziqli uzluksiz funksionalning  umumiy 
ko’rinishi haqidagi F. Riss - 12.4-teorema, hamda (12.9) tenglikdan foydalansak, 
(12.4) ko‘rinishdagi davomlar ichida yagona 0g  funksional 0f  funksionalning 
normasini saqlagan holda [ ]1,1−= CL  fazogacha davomi bo‘ladi. 7.6-misolda 0f  
funksionalni (7.1) shartni saqlagan holda cheksiz ko‘p (kontinuum) usul bilan L  
fazogacha davom ettirish mumkin edi.  
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18-mavzu Qo‘shma fazolar 

 
12.2. Qo‘shma fazolar 

Chiziqli funksionallarning umumiy ko‘rinishidan foydalanib, qo‘shma  fazoni 
ayrim hollarda izomorfizm aniqligida topish mumkin. 

12.1-ta’rif. X  normalangan fazoda aniqlangan, chiziqli uzluksiz funksionallar 
fazosi X  ga qo‘shma fazo deyiladi va *X  bilan belgilanadi, ya’ni  ),(* CXLX =  

Bundan keyingi 13-§ da ya’ni chiziqli uzluksiz operatorlar fazosi mavzusida biz 
Y  to‘la fazo bo‘lgan holda ),( YXL  fazoning Banax fazosi bo‘lishini isbotlaymiz. 
Shunga ko‘ra (13.1-natijaga qarang) X  chiziqli  normalangan fazoga qo‘shma 
bo‘lgan ),(* CXLX =  fazo Banax fazosi boladi. Chunki, kompleks sonlar to‘plami 

YC =  to‘la normalangan fazo. Qo‘shma fazolarni o‘rganishni eng sodda holdan, 
yani X  fazo n  - o‘lchamli (haqiqiy yoki compleks) chiziqli fazo bo‘lgan holdan 
boshlaymiz. 

12.2. X  n  - o‘lchamli (haqiqiy yoki compleks) chiziqli fazo bo‘lsin. Bu fazoda 
qandaydir neee ,...,, 21  bazisni tanlaymiz. U holda har bir Xx ∈  vektor yagona 
ravishda 

      ∑
=

=
n

i
iiexx

1
              (12.5) 

 ko‘rinishda tasvirlanadi. Agar f  - X  da aniqlangan chiziqli funksional bo‘lsa, u 
holda ravshanki, 

∑
=

=
n

i
ii efxxf

1
)()(       (12.6) 

bo‘ladi. Shunday ekan, chiziqli  funksional o‘zining  neee ,...,, 21  bazis 
vektorlardagi qiymatlari bilan bir qiymatli aniqlanadi. Bundan tashqari bu 
qiymatlarni ixtiyoriy berish mumkin. Ushbu nggg ,...,, 21  funksionallarni 

( )




=
≠

=
ji
ji

eg ij agar,
,agar,

1
0

 

deb aniqlaymiz. Ko‘rsatish mumkinki, bu funksionallar chiziqli bog‘lanmagan. 
Agar Xx ∈  element (12.5) ko‘rinishda bo‘lsa, u holda ( ) jj xxg =  tenglik 
bajariladi. Shuning uchun (12.6) formulani 

( )∑
=

=
n

i
ii efxgxf

1
)()(  

ko‘rinishda yozish mumkin. Shunday qilib nggg ,...,, 21  funksionallar *X  fazoda 
bazis tashkil qilar ekan, ya’ni *X  ham n- o‘lchamli fazodir. *X  dagi nggg ,...,, 21  
bazis X  dagi neee ,...,, 21  bazisga ikkilamchi bazis deb ataladi. 

X  fazoda aniqlangan har xil normalar *X  fazoda har xil normalarni keltirib 
chiqaradi. Hozir biz X  va *X  fazolarda bir-biriga mos keluvchi normalarga misol 
keltiramiz. 
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a) Yuqoridagi n  - o‘lchamli X  va *X  fazolarni qaraymiz. Har bir Xx ∈  uchun 
(12.5) o‘rinli bo‘lib, x  ning normasi 

2
1

1

2






= ∑

=

n

i
ixx  

formula bilan aniqlangan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy *Xf ∈  uchun  

( )

xffx

xfxfefxgxf

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii

⋅=⋅≤

≤⋅≤⋅==

∑∑∑

∑∑∑

===

===

1

2

1

2

1

2

111
)()(

 

tengsizlikka ega bo‘lamiz, bu yerda ( ) },...,2,1{, nieff ii ∈= . Agar 

∑
=

⋅=
n

i
iif efx

1
 

desak, 

f

n

i
i

n

i
i

n

i
iiif xffeffxf ⋅==⋅= ∑∑∑

=== 1

2

1

2

1
)()( . 

Bundan 

∑
=

=
n

i
iff

1

2  

formulani olamiz. Shunday ekan, X  va *X  fazolarda 

∑
=

=
n

i
ixx

1

2    va   ∑
=

=
n

i
iff

1

2  

normalar bir-biriga mos kelar ekan. 
b) Endi X fazodagi har bir Xx ∈  element uchun uning normasi 

∞<<





= ∑

=
pxx

pn

i

p
ip

1,
1

1
 

formula bilan aniqlangan bo‘lsin. Bu normaga mos *X  fazodagi normani aniqlash 
uchun Gyolder tengsizligidan ((1.15) formulaga qarang) foydalanamiz. U holda har 
bir *Xf ∈  chiziqli funksional va ixtiyoriy Xx ∈  uchun 

∑
=

⋅=
n

i
ii exx

1
   va   ∑∑

==
⋅=⋅=

n

i
ii

n

i
i xfxgefxf

11
)()()(  

desak, Gyolder tengsizligiga asosan 

p

qn

i

q
i

pn

i

p
i

qn

i

q
i

n

i
ii xfxfxfxf ⋅






=






⋅






≤⋅= ∑∑∑∑

====

1

1

1

1

1

11
)(  

tengsizlik barcha Xx ∈  lar uchun o‘rinli bo‘ladi.  Bu yerda 

111,1,1 =+∞<<∞<<
qp

qp .    (12.7) 

Agar Xx f ∈  elementning koordinatalarini 

},...,2,1{,2 niffx q
iii ∈⋅= − , 
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ko‘rinishda tanlasak, (agar 0=if  bo‘lsa, 0=ix  deb olinadi) 

},...,2,1{,02 nifffffx q
ii

q
iiii ∈≥=⋅⋅=⋅ −  

va  

p
i

p

ii
q

iii xffffx
pp

p

=













===⋅

−− 1
1

1

 

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Chunki  

1
11,

1
1

1

−
=−==

−−

p
qffx

p

i
q

ii . 

U holda 

( )

.
1

1

1

1

1

1

1

1

1

111

p

qn

i

q
i

pn

i

p
i

qn

i

q
i

pn

i
ii

qn

i
ii

n

i
ii

n

i
iif

xfxf

fxfxfxfxxf

⋅




=





⋅





=

=




 ⋅⋅





 ⋅=⋅=⋅=

∑∑∑

∑∑∑∑

===

====  

Demak, 

qn

i

q
iq

ff
1

1






= ∑

=
. 

Shunday qilib, X  va *X  fazolarda mos normalar juftligi 

pn

i

p
ip

xx
1

1






= ∑

=
,   

qn

i

q
iq

ff
1

1






= ∑

=
               (12.8) 

ko‘rinishda bo‘lar ekan. Bu yerda p va q sonlar (12.7) munosabatni qanoatlantiradi. 
c) X  fazodagi har bir Xx ∈  uchun (12.5) tasvir o‘rinli bo‘lib, x  ning normasi 

∑
=

=
n

i
ixx

1
1

 

formula bilan aniqlangan bo‘lsin. Ixtiyoriy *Xf ∈  chiziqli funksional va barcha 
Xx ∈  larda 

( ) ( ) }...,,2,1{,,
1

nieffxfxf ii

n

i
ii ∈== ∑

=
 

tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun 

11111
maxmax)( xfxfxfxf ini

n

i
iini

n

i
ii ⋅=






⋅≤⋅=

≤≤=≤≤=
∑∑ , 

ya’ni  
ini

ff
≤≤

≤
1
max . 

Faraz qilaylik, biror }...,,2,1{0 ni ∈  uchun 

inii ff
≤≤

=
10
max  

bo‘lsin. Agar  
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












= 0,...,0,1,0,...,0,0

0

0 43421
i

x  

desak, 1
10 =x   va 

( )
10110 maxmax

0
xfffxf iniinii ⋅===

≤≤≤≤
 

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan 
ini

ff
≤≤

=
1
max  

tenglikka ega bo‘lamiz. So‘nggi normani biz 
∞

⋅  bilan belgilaymiz. Matematik 
analizdan ma’lumki, ((1.19) ga qarang)  

∞≤≤=∞→∞→
==






= ∑ xxxx ini

pn

i

p
ippp 1

1

1
maxlimlim . 

Shunday qilib, X  va *X  chekli n  - o‘lchamli fazolarda 

∑
=

=
n

i
ixx

1
1

,   ini
ff

≤≤∞ =
1
max                       (12.9) 

lar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligini hosil qiladi. Agar biz (12.7) 
munosabatni saqlagan holda ∞→q  da limitga o‘tsak, 1=p  va ∞=q  ni olamiz. 
Demak, (12.9) normalar juftligi (12.8) normalar juftligining limitik holati ekan. 

d) Endi n  - o‘lchamli X  fazoda norma  
ini

xx
≤≤∞ =

1
max  

formula vositasida aniqlangan bo‘lsin. Ixtiyoriy *Xf ∈  chiziqli funksional uchun 
( ) }...,,2,1{, nieff ii ∈=   ( neee ,...,, 21  lar X  fazoning bazisi) desak, barcha 

Xx ∈  lar uchun 

( ) ∑
=

=
n

i
ii xfxf

1
 

tenglik va 

∞≤≤=≤≤=
⋅=






⋅≤⋅= ∑∑ xffxxfxf ini

n

i
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n

i
ii 1111

maxmax)( , 

tengsizlik o‘rinli. Ikkinchi tomondan 
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1 =
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
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element uchun  
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∞===
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i
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i
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f xff

f
ffxf

111
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U holda  

∑
=

=
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i
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1
1

 

tenglikka ega bo‘lamiz. Demak,  X   va  *X   fazolarda 
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ini
xx

≤≤∞ =
1
max ,   ∑

=
=

n

i
iff

1
1

                (12.10) 

normalar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligi bo‘ladi. (12.10) tenglik (12.8) 
tenglikning ∞→p  dagi limitik holatiga mos keladi. 

12.3. Endi pl  fazoni qaraymiz. Ma’lumki, bu fazo 

∞<∑
∞

=1i

p
ix  

shartni qanoatlantiruvchi barcha }{ nxx =  ketma-ketliklardan iborat va unda x   
elementning normasi 

p

i

p
ip

xx
1

1






= ∑

∞

=
 

tenglik bilan aniqlanadi. Agar biz 1>q  sonni (12.7) munosabatdan aniqlasak, u 
holda ∗

pl  fazo ql  fazoga izomorf bo‘ladi. Buni isbotlash uchun ql  fazoning 
ixtiyoriy }{ nff =  elementi yordamida pl  fazoda 

( ) ∑
∞

=
⋅=

1

~
n

nn xfxf          (12.11) 

chiziqli funksionalni aniqlaymiz. Dastlab (12.11) tenglikning o‘ng tomonidagi 
qatorning absolyut yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Ma’lumki, ixtiyoriy n  
natural son uchun 
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ii xfxfxf ⋅
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       (12.12) 

o‘rinli. Birinchi tengsizlikni yozishda biz Gyolder tengsizligidan ((1.15) formulaga 
qarang) foydalandik. Bu yerdan (12.11) tenglikning o‘ng tomonidagi qatorning 
absolyut yaqinlashuvchiligi hamda f~  funksional  uchun quyidagi munosabatlar 
kelib chiqadi: 

( )
qpq

i
ii ffxfxfxf ≤⋅≤⋅= ∑

∞

=

~,~
1

. 

Demak, (12.11) tenglik bilan aniqlangan f~  funksional chiziqli va uzluksiz. Agar 
pfx l∈  elementning hadlarini 

},...,2,1{,2 ∞∈⋅= − iffx q
iii  

(agar 0=if  bo‘lsa, 0=ix  deb olinadi) ko‘rinishda tanlasak, 12.1-misolning b) 
bandidagidek quyidagilarga ega bo‘lamiz: 

},...,2,1{,0,0 ∞∈≥=⋅≥=⋅ ixfxffx p
iii

q
iii . 

Biz pfx l∈  va qiff l∈= }{  ekanligini hisobga olsak, 
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Demak, 

qq
ff =

~ . 

Ko‘rsatish mumkinki, pl  fazodagi ixtiyoriy f~  chiziqli uzluksiz funksional (12.11) 
korinishda tasvirlanadi. 

Shunday qilib ∗
pl  va 1, 11 =+ −− qpql  fazolarning izomorfligi isbotlandi. 

Xususan, 2=p  da ∗
2l 2l=  kelib chiqadi. Shuning uchun 2l  fazo o‘z-o‘ziga 

qo‘shma fazo deyiladi. Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, ixtiyoriy Hilbert 
fazosining qo‘shmasi ham o‘ziga izomorf bo‘ladi. 

12.4. Endi 1l  fazoning qo‘shmasini topamiz. 12.2-misolning c) bandidagiga 
o‘xshash mulohazalar qilib ko‘rsatish mumkinki, 1l  fazoning qo‘shmasi m=∞l  - 
chegaralangan ketma-ketliklar fazosiga izomorfdir, ya’ni m=∗

1l . Quyidagi 
tasdiqlarni o‘quvchiga mustaqil isbotlash uchun qoldiramiz: 

101 ll == ∗∗ c,c . 
Bu tengliklarni izomorfism aniqligida tushunish kerak. 

12.5. Endi [ ]baCX ,=  fazoga qo‘shma fazoni izomorfizm aniqligida topamiz. 
Ma’lumki, [ ]ba,  kesmada aniqlangan va at =  nuqtada nolga aylanuvchi o‘zgarishi 
chegaralangan funksiyalar fazosi [ ]baV ;0  orqali belgilanadi (8.15-misolga qarang). 
Ko‘rsatish mumkinki, bu to‘plam funksiyalarni qo‘shish va ularni songa 
ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi. Bu fazoda x  
elementning normasi [ ]xVx b

a=  tenglik bilan aniqlanadi. Bu yerda [ ]xV b
a  

o‘zgarishi chegaralangan x  funksiyaning [ ]ba,  kesmadagi to‘la o‘zgarishi. 
Ko‘rsatamizki, [ ]baVbaC ;]),[( 0=∗ . 

Biz [ ]baM ,  - bilan [ ]ba,   kesmada aniqlangan barcha chegaralangan funksiyalar 
to‘plamini belgilaymiz. Bu to‘plam odatdagi funksiyalarni qo‘shish va songa 
ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi (8-§ ning 3-
topshirig‘iga qarang) Bu fazoda x  elementning normasi 

( )txx
bta ≤≤

= sup  

tenglik bilan aniqlanadi. Har bir  ],[ baCx ∈   funksiya chegaralangan va  
( ) ( )txtx

btabta ≤≤≤≤
= maxsup  

tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun [ ]baC ,  fazoni [ ]baM ,  fazoning qism fazosi sifatida 
qarash mumkin. Endi [ ]baCf ,*∈  ixtiyoriy chiziqli uzluksiz funksional bo‘lsin. 
Normalangan fazolarda Xan-Banax teoremasiga (12.3-teoremaga qarang) ko‘ra 

[ ]baCf ,*∈  funksionalni normasini saqlagan holda butun [ ]baM ,  fazoga davom 
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ettirish mumkin. F  deb f  funksionalning [ ]baC ,  dan [ ]baM ,  ga davomini 
belgilaymiz. 

Endi  

( )




≤≤
≤≤

=
bt
ta

t ξ
ξ

ξϕ
agar,

,agar,
0
1

 

[ ]bat ,∈  funksiyalar oilasini qaraymiz. Ravshanki, ixtiyoriy [ ]bat ,∈  uchun 
tϕ ∈ [ ]baM , . F  funksionalning tϕ ∈ [ ]baM ,  elementdagi qiymatini ( )tu  deb 

belgilaymiz, ya’ni  
( ) )( tFtu ϕ= ,    [ ]bat ,∈ .   

Natijada [ ]ba,  kesmada u  funksiya aniqlandi. Bu funksiyaning o‘zgarishi 
chegaralangan ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun [ ]ba,  kesmani ixtiyoriy chekli 
sondagi 

bttttta nn =<<<<<= −1210 ...      (12.13) 
nuqtalar bilan bo‘lakchalarga ajratamiz. (12.13) bo‘linishga mos 

( ) ( )∑
=

−−
n

k
kk tutu

1
1  

yig‘indini qaraymiz. Agar 
( ) ( )[ ] nktutusign kkk ...,,2,1,1 =−= −α  

belgilashlarni kiritsak, u holda  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) .



 −=−=

=−=−

∑∑

∑∑

==

=
−

=
−

−−

n

k
ttk

n

k
ttk

n

k
kkk

n

k
kk

kkkk
FFF

tutututu

11

1
1

1
1

11
ϕϕαϕϕα

α
 

F  chiziqli funksionalning chegaralanganligi va fF =  dan  

( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

− =−⋅=−
−

n

k

n

k
ttkkk fFtutu
kk

1 1
1 1

ϕϕα  

tenglik kelib chiqadi. So‘nggi tenglik  

( )
[ ]

( ) ( )( ) 1sup
1,1

11
=−=− ∑∑

=∈=
−−

n

k
ttk

ba

n

k
ttk kkkk

ξϕξϕαϕϕα
ξ

 

tenglikka asoslangan. Shunday qilib, (12.13) ko‘rinishdagi ixtiyoriy bo‘linishda  

( ) ( )∑
=

−−
n

k
kk tutu

1
1 f≤  

tengsizlik o‘rinli. Bundan kelib chiqadiki, [ ]baVu ,∈  va  
[ ] fuV b

a ≤ .          (12.14) 
],[ baCx ∈ – ixtiyoriy element bo‘lsin. Har bir n natural son uchun [ ]ba,  kesmani 

bttttta nn =<<<<<= −1210 ... ,   nkk
n

abatk ...,,2,1, =
−

+=   (12.15) 

nuqtalar yordamida n  ta teng bo‘lakka ajratamiz va 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−
−=

n

k
ttkn tttxty
kk

1
1

ϕϕ      (12.16) 

pog‘onasimon funksiyani quramiz. U holda )( nyF  quyidagi formula bo‘yicha 
aniqlanadi:  

)( nyF ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−−=
n

k
kkk tututx

1
1 . 

Bu ny  funksiyalarning aniqlanishidan ko‘rinib turibdiki, ( ) ( )axayn =  va agar 
kk ttt <<−1   bo‘lsa ( ) ( ) nktxty kn ...,,2,1, == . Kantor teoremasiga ko‘ra x  

funksiya [ ]ba,  kesmada tekis uzluksiz funksiya bo‘ladi. Shuning uchun 0>ε  
uchun shunday 0>δ  mavjud bo‘lib, δ<− 'xx  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
barcha [ ]batt ,', ∈  lar uchun ( ) ( ) ε<− txtx '  tengsizlik bajariladi. Shunday ekan, n  
yetarlicha katta bo‘lganda  

δ<
−
n

ab  

bo‘lgani uchun  

[ ]
( ) ( )

[ ]
( ) ( ) ε<−=−

−∈∈ ktttnbat
txtxtytx

kk ,, 1

maxmax  

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan { }ny  ketma-ketlikning x  funksiyaga [a;b] 
kesmada tekis yaqinlashishi kelib chiqadi. F  uzluksiz funksional bo‘lganligi 
uchun   

( ) ( )xFyF nn
=

∞→
lim . 

Ikkinchi tomondan [ ]ba,  da uzluksiz x  va [ ]ba,  da o‘zgarishi chegaralangan u  
funksiyalar uchun  

( ) ( )∫
b

a
tdutx  

Riman-Stiltes integrali mavjudligi va (12.16) yig‘indi uning (12.15) bo‘linish 
bo‘yicha integral yig‘indisi bo‘lganligi sababli  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∑ =−==
=

−∞→∞→

b

a

n

k
kkknnn

tdutxtututxyFxF
1

1limlim .  

Ammo ],[ baCx ∈  bo‘lgani uchun ( ) ( )xfxF = , ya’ni 

( ) ( ) ( ).∫=
b

a
tdutxxf        (12.17)  

tenglik o‘rinli. Shunday qilib ixtiyoriy ],[ baCx ∈  uchun )(xf  (12.17) formula 
bo‘yicha aniqlanadi. 

Riman-Stiltes integrallari uchun o‘rta qiymat haqidagi teoremaga ko‘ra ixtiyoriy 
],[ baCx ∈  uchun  

( ) ( ) ( )
[ ]

( ) [ ]uVtxtdutxxf b
abat

b

a
,

max
∈

≤= ∫  

yoki 
( )

[ ]
[ ] xuVxf b

abat ,
max

∈
≤  
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tengsizlikni olamiz. Bundan 
[ ]uVf b

a≤                                (12.18) 
tengsizlik kelib chiqadi. Endi (12.14) va (12.18) tengsizliklarni taqqoslab,  

[ ]uVf b
a=            (12.19)  

tenglikka ega bo‘lamiz. Olingan natijalardan tashqari yana shuni ta’kidlash 
lozimki, ( ) 0≡taϕ  va 0)0( =F  bo‘lgani uchun ( ) ( ) 0== aFau ϕ  shart o‘rinli. 

Endi f funksional uchun olingan natijalarni jamlab, quyidagi F.Riss teoremasini 
keltiramiz. 

12.4-teorema. [ ]baC ,  fazoda berilgan ixtiyoriy f  chiziqli uzluksiz funksional 
uchun shu f  funksional bo‘yicha aniqlanuvchi shunday [ ]baVu ,0∈  o‘zgarishi 
chegaralangan funksiya mavjudki, barcha ],[ baCx ∈  larda (12.17) va (12.19) 
tengliklar o‘rinli.  

Ko‘rsatish mumkinki, [ ]1  har bir o‘zgarishi chegaralangan [ ]baVu ,0∈  funksiya 
(12.17) tenglik yordamida yagona [ ]baCf ,*∈  funksionalni aniqlaydi. Shuning 
uchun, [ ]baC ,*  dagi chiziqli funksionallar bilan [ ]baV ,0  o‘zgarishi chegaralangan 
funksiyalar fazosining elementlari o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud. 
Bundan tashqari uf =  bo‘lgani uchun, bu moslik izomorfdir, ya’ni 

[ ]baC ,* = [ ]baV ,0 . 
12.6. Berilgan [ ]ba,  kesmada )1( >pp  - darajasi bilan Lebeg ma’nosida 

integrallanuvchi funksiyalar sinfini  [ ]baLp ;  bilan belgilaymiz (8.15-misolga 
qarang). Ma’lumki, [ ]baLp ;  to‘la normalangan fazo, ya’ni Banax fazosidir. 

Endi 1>p  uchun (12.7) munosabatni qanoatlantiruvchi q  sonni olamiz. 
Isbotlamasdan quyidagi tasdiqni keltiramiz. Har bir [ ]baLf p ,*∈  funksional uchun 
yagona [ ]baLy p ,∈  element mavjud bo‘lib, ixtiyoriy [ ]baLx p ;∈  larda 

( ) ( ) ( )∫=
b

a
dttytxxf      (12.20) 

tenglik bajariladi va aksincha, [ ]baLy p ,∈  uchun (12.20) formula [ ]baLp ;*  ga 

tegishli biror funksionalni aniqlaydi. Bundan tashqari (12.20) formula [ ]baLp ;*  va 
[ ]baLq ;  fazolar o‘rtasida izometrik moslik o‘rnatadi. Shuning uchun [ ]baLp ;*  va 
[ ]baLq ;  fazolar o‘zaro izomorfdir, ya’ni  [ ]baLp ;* = [ ]baLq ; . Xususan, 2=p  da 
[ ]baL ;*

2 = [ ]baL ;2 . Shuning uchun [ ]baL ;2  o‘z-o‘ziga qo‘shma fazo  deyiladi. 
12.7. Hilbert fazosida chiziqli funksionalning umumiy ko‘rinishi quyidagicha 
( ) ( )yxxf ,= , ya’ni ixtiyoriy f  chiziqli uzluksiz funksionalga shu fazoning 

yagona y  elementi mos keladi, shuning uchun Hilbert fazosi o‘z-o‘ziga qo‘shma 
fazo hisoblanadi. Xuddi shu sababli, n  - o‘lchamli Evklid fazosi ham o‘z-o‘ziga 
qo‘shma fazo bo‘ladi.  
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Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. ( ) 1000 ,: xxfCcf =→  chiziqli funksionalni normasini saqlagan holda 
c  fazoga chiziqli davom ettiring. 

2. Chiziqli funksional davomi yagonami? Javobni asoslang. 
3. [ ] [ ] ( ) ( )0,1;01;0: 22 xxfCCf =→  funksionalni chiziqli 

chegaralanganlikka tekshiring. 
4. Evklid fazolarida chiziqli funksionalning umumiy ko‘rinishi qanday  

bo‘ladi?  
5. Uzluksiz funksiyalar fazosi [ ]1,1−C  dagi barcha toq funksiyalar to‘plami 

[ ] 01,1 LC =−−  (8.14-misolga qarang) qism fazo tashkil qiladi. 0L  qism 
fazoda 0f  chiziqli funksionalni quyidagicha aniqlaymiz: 

( ) ( ) 0

1

1
0 Lx,dttxtxf ∈= ∫

−

. 

0f  funksionalni normasini saqlagan holda [ ]1,1−C  gacha davom ettiring. 
6. 1l ,  2l   va  1, ≥ppl   fazolarga qo‘shma fazolarni toping. 
7. cc ,0  va m  fazolarga qo‘shma fazolarni toping. 
8. [ ]baC ,  fazoga qo‘shma fazoni toping. 
9. [ ]baL ;2  fazoga qo‘shma fazoni toping. 
10. H   Hilbert fazosiga qo‘shma fazoni toping. 

  
19-mavzu: Chiziqli uzluksiz operatorlar fazosi 

 
13. Chiziqli uzluksiz operatorlar fazosi 

   
Bu paragrafda biz chiziqli uzluksiz (chegaralangan) operatorlar fazosi ),( YXL  

ning to‘laligi haqidagi teoremani isbotlaymiz. Operatorlar ketma-ketligining  
kuchsiz, kuchli (nuqtali) va tekis (norma bo‘yicha) yaqinlashish ta’riflarini 
beramiz. Ularni misollarda tahlil qilamiz. 

13.1-ta’rif. Agar ( )YXLAn ,}{ ∈  operatorlar ketma-ketligi uchun shunday 
( )YXLA ,∈  operator mavjud bo‘lib, ∞→→− nAAn ,0  bo‘lsa, }{ nA  

operatorlar ketma-ketligi A  operatorga norma bo‘yicha yoki tekis yaqinlashadi 
deyiladi va AA u

n →  shaklda belgilanadi. 
13.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy Xx∈  uchun 0→− xAxAn  bo‘lsa, }{ nA  

operatorlar ketma-ketligi A  operatorga kuchli yoki nuqtali yaqinlashadi deyiladi 
va AA s

n →  shaklda belgilanadi. 
13.3-ta’rif. Agar ixtiyoriy *Yf ∈  va ixtiyoriy Xx ∈  uchun ( ) ( )xAfxAf n →  

bo‘lsa, }{ nA  operatorlar ketma-ketligi A  operatorga kuchsiz yoki kuchsiz 
ma’noda ( AA w

n → ) yaqinlashuvchi deyiladi. 
13.3-ta’rif Hilbert fazosida quyidagicha bo‘ladi. 
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13.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy Hyx ∈,  uchun ( ) ( )yxAyxAn ,, →  bo‘lsa, }{ nA  
operatorlar ketma-ketligi A  operatorga kuchsiz yaqinlashuvchi deyiladi. 

Misollar. 13.1. 22: ll →nA , 














= ,...,,,0,...,0,0 321 xxxxA

n

n 43421
 

operatorlar ketma-ketligining kuchli va kuchsiz ma’noda nol operatorga 
yaqinlashishini teksiring. 

Yechish. 2l  Hilbert fazosi bo‘lganligi uchun 22: ll →nA  operatorlar ketma-
ketligining kuchsiz ma’noda nol operatorga yaqinlashishini 13.4-ta’rifdan 
foydalanib teksiramiz. Ixtiyoriy ( ) 221 ...,, l∈= yyy   uchun 

( ) ( ) ∑∑
∞

+=

∞

=
+ ≤=Θ−

1

22
2

1

2,,
nk

k
k

knkn yxyxyxyxA   (13.1)  

munosabat o‘rinli. 2l∈y  bo‘lganligi uchun 

.
1

22 ∞<=∑
∞

=k
kyy  

Shunday ekan yaqinlashuvchi qatorning qoldig‘i  

∑
∞

+= 1

2

nk
ky  

∞→n  da nolga intiladi. Bundan (13.1) ga ko‘ra ixtiyoriy 2, l∈yx  larda 
( ) ( )yxyxAn ,, Θ−  ning ∞→n  da nolga intilishi kelib chiqadi.  Demak, }{ nA  

operatorlar ketma-ketligi  nol operator Θ  ga kuchsiz ma’noda yaqinlashar ekan. 
}{ nA  operatorlar ketma-ketligi nol operatorga kuchli ma’noda yaqinlashmaydi, 

chunki 
.0limlim ≠==Θ−

∞→∞→
xxxxA

nnn
 

13.2. Quyida berilgan ( )2, lLQP nn ∈  operatorlar ketma-ketligining kuchli va 
tekis ma’noda birlik va nol operatorlarga yaqinlashishini teksiring. 

( )...,0...,,0,,,,: 2122 nnn xxxxPP =→ ll , 
( )...,,,0...,,0,0, 321 +++=−= nnnnnn xxxxQPIQ  

Yechish. Ixtiyoriy  2l∈x    uchun 

∑
∞

=
+ ∞→→=

1

22 ,0
k

knn nxxQ . 

Chunki 2l∈x , ya’ni 

∑
∞

=
∞<=

1

22

k
kxx . 

Shunday ekan, oxirgi qatorning qoldig‘i 

∑
∞

=
+

1

2

k
knx  

∞→n  da nolga intiladi. Demak }{ nQ  operatorlar ketma-ketligi nol operatorga 
kuchli ma’noda yaqinlashar ekan. Bundan { }nn QIP −=  operatorlar ketma-
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ketligining birlik operator I  ga kuchli ma’noda yaqinlashishi kelib chiqadi. Endi 
}{ nQ  operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis ma’noda yaqinlashadimi yoki 

yo‘qmi, shuni tekshiramiz. 

∑
∞

=
+ ≤=

1

222

k
knn xxxQ . 

Bundan  
1≤nQ      (13.2) 

ekanligini olamiz. Ikkinchi tomondan, 11 ++ = nnn eeQ . Bundan  
11 =≥ +nnn eQQ .                    (13.3) 

(13.2) va (13.3) dan ixtiyoriy Nn ∈  uchun 1=nQ  ga kelamiz. Demak, nQ  
operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis (norma bo‘yicha) yaqinlashmaydi. 
Bu yerdan { }nP  operatorlar ketma-ketligi birlik operator I  ga tekis 
yaqinlashmasligi kelib chiqadi. 

13.3. [ ]2/1,2/12 −L  Hilbert fazosini o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi va  
( ) ( )xfxfA n

n =  
formula bilan aniqlanuvchi nA  operatorlar ketma-ketligining nol operatorga tekis 
yaqinlashishini teksiring.  

Yechish. Ixtiyoriy [ ]2/1,2/12 −∈ Lf  uchun 

( ) ( ) 2

2

2/1

2/1

22

2/12/1

2/1

2/1

2

2
1max fdtxfxdtxfxfA n

n

x

n
n ⋅≤≤= ∫∫

−≤≤−−

.   (13.4) 

Bundan nnA
2
1

≤  tengsizlikni olamiz. Agar biz nA≤0  ekanligini hisobga olib, 

∞→n  da limitga o‘tsak, 
0=Θ−

∞→ nn
Alim . 

Shunday ekan, nA  operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis yaqinlashadi. 
Yuqorida kuchsiz yaqinlasuvchi operatorlar ketma-ketligi kuchli ma’noda 

yaqinlashmasligiga (13.1-misol) va kuchli ma’noda yaqinlashuvchi operatorlar 
ketma-ketligi norma bo‘yicha yaqinlashmasligiga (13.2-misol) misol keltirildi. 

Quyida biz tekis yaqinlashuvchi operatorlar ketma-ketligining kuchli ma’noda 
ham yaqinlashuvchi bo‘lishini va kuchli ma’noda yaqinlashuvchi operatorlar 
ketma-ketligining kuchsiz ma’noda ham yaqinlashuvchi bo‘lishini isbotlaymiz. 

13.1-lemma. Agar { } ),( YXLAn ⊂  operatorlar ketma-ketligi biror ( )YXLA ,∈  
operatorga tekis yaqinlashsa, u holda { }nA  operatorlar ketma-ketligi A  
operatorga kuchli ma’noda ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Isbot. Lemma shartiga ko‘ra ∞→→− nAAn ,0 . U holda ixtiyoriy Xx∈  
uchun 

xAAxAxA nn ⋅−≤− . 
sonli tengsizlikka ega bo‘lamiz. Matematik analizdan ma’lumki, tengsizliklarda 
limitga o‘tish mumkin. Bunga ko‘ra 
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0limlim0 =⋅−≤−≤
∞→∞→

xAAxAxA nnnn
. 

Demak, { }nA  operatorlar ketma-ketligi A  operatorga kuchli ma’noda ham 
yaqinlashar ekan. 

Shunga o‘xshash quyidagi tasdiqni, bevosita ta’rifdan foydalanib isbotlash 
mumkin. 

13.2-lemma. Agar { } ),( YXLAn ⊂  operatorlar ketma-ketligi biror ( )YXLA ,∈  
operatorga kuchli ma’noda yaqinlashsa, u holda { }nA  operatorlar ketma-ketligi A  
operatorga kuchsiz ma’noda ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Isbot. Lemma shartiga ko‘ra ixtiyoriy  Xx∈   uchun  
∞→→− nxAxAn ,0 . 

U holda ixtiyoriy Xx∈  va *Yf ∈  uchun 
( ) fAxxAxAxAfxAfxAf nnn ⋅−≤−=−≤ )()(0  

sonli tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu tengsizlikda ∞→n  da limitga o‘tib,  
0lim)()(lim0 =⋅−≤−≤

∞→∞→
fAxxAxAfxAf nnnn

 

munosabatni olamiz. Demak, { }nA  operatorlar ketma-ketligi kuchsiz ma’noda ham 
A  operatorga  yaqinlashar ekan. 

13.1-teorema. Agar Y  to‘la fazo bo‘lsa, u holda ),( YXL  fazo ham to‘la, ya’ni 
Banax fazosi bo‘ladi. 

Isbot. { } ),( YXLAn ⊂  ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik bo‘lsin, ya’ni 
∞→mn,  da 0→− mn AA . U holda ixtiyoriy Xx∈  uchun  

∞→→⋅−≤− mnxAAxAxA mnmn ,,0 . 
Shuning uchun ixtiyoriy Xx∈  da { } YxAn ⊂  ketma-ketlik fundamentaldir. Y  
to‘la fazo bo‘lgani uchun { }xAn  ketma-ketlik biror Yy ∈  elementga yaqinlashadi. 
Demak, har bir Xx∈  ga { }xAn  ketma-ketlikning limiti bo‘lgan  yagona Yy ∈  
element mos qo‘yilyapti. Bu moslikni YXA →:  orqali belgilaymiz: 

yxAxA nn
==

∞→
lim . 

Endi  ),( YXLA∈  ekanligini ko‘rsatamiz. Chiziqliligi: 
( ) ( ) ( )

.limlim

limlim

221122112211

221122112211

AxAxyyxAxA

xAxAxxAxxA

nnnn

nnnnn

αααααα

αααααα

+=+=+=

=+=+=+

∞→∞→

∞→∞→  

Endi A ning chegaralangan ekanligini  ko‘rsatamiz. Shartga ko‘ra  
0→− mn AA ,   ∞→mn, . 

Demak, (11-§ ning 6-topshirig‘iga qarang) 
∞→→−≤− mnAAAA mnmn ,,0 . 

Bundan { }nA  sonli ketma-ketlikning fundamentalligi kelib chiqadi. Haqiqiy 
sonlar fazosi R  to‘la bo‘lganligi uchun, { }nA  sonli ketma-ketlik 
yaqinlashuvchidir, yaqinlashuvchi ketma-ketlik esa chegaralangan bo‘ladi. Ya’ni 
shunday 0>K  son mavjudki, ixtiyoriy  Nn∈  uchun  



 173 

KAn ≤  
tengsizlik bajariladi. Norma ta’rifidan  

xKxAxA nn ⋅≤⋅≤ . 
Bundan esa 

xKxAxAxA nnnn
⋅≤==

∞→∞→
limlim . 

Bu yerda biz normaning uzluksizligidan foydalandik. Endi { }nA  ketma-ketlikni 
chiziqli operatorlar fazosi ( )YXL ,  da A  ga yaqinlashishini ko‘rsatamiz. 

Ixtiyoriy 0>ε  son uchun shunday 0n  son mavjudki, barcha ,0nn >  Np ∈  va 
1≤x  lar uchun 

ε<−+ xAxA npn  
tengsizlik bajariladi. Agar so‘nggi tengsizlikda ∞→p  da limitga o‘tsak va 
normaning uzluksizligidan foydalansak, ixtiyoriy 0nn >  va 1≤x  lar uchun  

ε≤− xAxA n  
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shuning uchun ixtiyoriy 0nn >  da  

ε≤−=−
≤

xAAxAA n
x

n
1

sup  

Demak, ( )YXL ,  fazodagi norma ma’nosida 
AAnn

=
∞→

lim . 

Shunday qilib, ( )YXL ,  fazo to‘la fazo ekan. 
13.1-natija. X  chiziqli normalangan fazoga qo‘shma bo‘lgan ),(* CXLX =  

fazo Banax fazosidir. 
Isbot. Kompleks sonlar to‘plami C  to‘la fazo, shuning uchun 13.1-teoremaga 

ko‘ra ),( CXL  Banax fazosi bo‘ladi.  ∆ 
Misollar. 13.4. [ ] [ ]( )baCbaCL ,,,2  fazoni to‘lalikka tekshiring. 
Yechish. [ ]baCY ,=  to‘la fazo bo‘lganligi uchun  13.1-teoremaga ko‘ra 

[ ] [ ]( )baCbaCL ,,,2  to‘la fazo, ya’ni Banax fazosi bo‘ladi.  ∆ 
13.5. [ ] [ ]( )baCbaCL ,,, 2  fazo uchun 13.1-teorema sharti bajariladimi? U 

to‘lami? 
Yechish. [ ]baCY ,2=  fazo to‘la bo‘lmagan (3.8 va 8.12-misollarga qarang) 

normalangan fazo bo‘lganligi uchun 13.1-teorema sharti bajarilmaydi. Shuning 
uchun biz [ ] [ ]( )baCbaCL ,,, 2  fazoni to‘la fazo deya olmaymiz. Aniqlik uchun 

1,1 =−= ba  deymiz va [ ] [ ]( )1111 2 ,,, −− CCL  fazoning to‘la emasligini 
ko‘rsatamiz. Buning uchun [ ]1,12 −C  fazoning to‘la emasligini ko‘rsatishda 
qo‘llanilgan (3.8-misolga qarang), uzluksiz funksiyalarning 

( )
[ ]
( )

[ ]







∈
−∈

−−∈−
=

1,/1,1
/1,/1,

,/1,1,1

nx
nnxnx
nx

xf n    (13.5) 
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ketma-ketligidan foydalanib, [ ] [ ]( )1;1,1;1 2 −−∈ CCLAn Nn ∈,  operatorlar ketma-
ketligini quyidagicha quramiz:  

( )( ) ( ) ( )xfxfxfA nn = .    (13.6)  
nA  operatorning chiziqli va uzluksizligi oson tekshiriladi. { }nA  operatorlar ketma-

ketligining [ ] [ ]( )1111 2 ;,; −− CCL  fazoda fundamental ekanligini ko‘rsatamiz. 
Buning uchun mn AA −  normani hisoblaymiz: 

( ) ( ) ( ) dxxfxfxffAfAAA mnmn
f

mn ∫
−≤

−=−=−
1

1

22

1
sup .   (13.7) 

(13.7) va 
( ) 1

11
≤=

≤≤−
xff

x
max  

ekanligidan foydalansak, 

( ) ( ) [ ]1;1

1

1

2

2 −
−

−=−≤− ∫ Cmnmnmn ffdxxfxfAA        (13.8) 

tengsizlikni olamiz. { }nf  ketma-ketlikning [ ]1,12 −C  fazoda fundamentalligi 3.8-
misolda isbotlangan. (13.8) dan hamda { }nf  ketma-ketlikning fundamentalligidan 
{ }nA  operatorlar ketma-ketliginining fundamentalligi kelib chiqadi. Lekin { }nA  
operatorlar ketma-ketligi [ ] [ ]( )1,1,1,1 2 −− CCL  fazoda yaqinlashuvchi emas. 
Teskaridan faraz qilaylik, { }nA  operatorlar ketma-ketligi  biror 

∈A [ ] [ ]( )1,1,1,1 2 −− CCL  operatorga yaqinlashsin. U holda  ixtiyoriy  [ ]baCf ,∈  
uchun 0=−

∞→
AffAn

n
lim  tenglik o‘rinli. Ikkinchidan ( ) 10 ≡xf  uchun 

( )( ) ( ) NnxfxfA nn ∈= ,0  
tenglik o‘rinli va ( )( ) ( )xgxAf 00 =  deylik. 3.8-misolda { }nf  ketma-ketlikning 
birorta ham uzluksiz funksiyaga [ ]1,12 −C  fazo normasida yaqinlasha olmasligi 
ko‘rsatilgan edi, jumladan { }nn ffA =0  ketma-ketlik 00 Afg =  funksiyaga ham 
yaqinlasha olmaydi. Bu qarama qarshilik { }nA  operatorlar ketma-ketligining 
yaqinlashuvchi emasligini bildiradi. Demak, [ ] [ ]( )1111 2 ,,, −− CCL  to‘la bo‘lmagan 
normalangan fazo ekan.  ∆ 

Banax-Shteynxaus teoremasi yordamida ko‘rsatish mumkinki, agar X  va Y  lar 
Banax fazolari bo‘lsa, u holda ),( YXL  fazo kuchli yaqinlashishga nisbatan ham 
to‘la bo‘ladi. 

13.2-teorema. (Banax-Shteynxaus yoki tekis chegaralanganlik prinsipi).  Agar 
chiziqli uzluksiz operatorlarning { }nA  ketma-ketligi X  Banax fazosining har bir 
nuqtasida chegaralangan (ya’ni har bir Xx∈  uchun shunday 0>xM  mavjud 
bo‘lib, ixtiyoriy  Nn∈  uchun 

xn MxA ≤       (13.9) 
tengsizlik o‘rinli) bo‘lsa, u holda bu operatorlarning normalaridan tuzilgan 
{ }nA  sonli ketma-ketlik ham chegaralangan bo‘ladi. 

Isbot. Avvalo (13.9) shart bajarilganda shunday 
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[ ] { }0000 :, raxXxraB ≤−∈=  

yopiq shar mavjud bo‘lib, bu sharda { }∞
=1nn xA  ketma-ketlik chegaralangan 

bo‘lishini (ya’ni shunday 00 >M  son mavjud bo‘lib, ixtiyotiy [ ]00 ,raBx∈  va 
barcha Nn∈  larda 0MxAn ≤  tengsizlik bajarilishini) ko‘rsatamiz. Teskaridan 
faraz qilaylik, ya’ni { }∞

=1nn xA  ketma-ketlik birorta ham yopiq sharda chegaralangan 

bo‘lmasin. Ixtiyoriy [ ]00 ,εxB  shar olamiz. { }∞
=1nn xA  ketma-ketlik [ ]2/, 00 εxB  

sharda chegaralanmagan bo‘lgani uchun shunday [ ]2/, 001 εxBx ∈  element va 1n  
nomer mavjudki, 111

>xAn  bo‘ladi. 
1nA  operatorning uzluksizligidan bu 

tengsizlik [ ]11 ,εxB ⊂ [ ]2/, 00 εxB  sharda ham bajariladi. [ ]2/, 11 εxB  sharda 
{ }∞

=1nn xA  ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘lgani uchun shunday [ ]2/, 112 εxBx ∈  
element va 2n  nomer mavjudki, 222

>xAn  shart bajariladi. 
2nA  ning 

uzluksizligidan bu tengsizlik [ ]22 ,εxB ⊂ [ ]2/, 11 εxB  sharda ham bajariladi va 
hokazo k-chi qadamda [ ]11 , −− kkxB ε  sharning kx  nuqtasida kxA knk

>  shart 
bajariladi. 

knA  ning uzluksizligidan bu tengsizlik [ ]kkxB ε, ⊂ [ ]2/, 11 −− kkxB ε  sharda 
ham bajariladi. Demak, ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi  

[ ] [ ] [ ] ...,...,, 1100 ⊃⊃⊃⊃ kkxBxBxB εεε  
yopiq sharlar ketma-ketligining barchasiga qarashli bo‘lgan [ ]kkxBx ε,∈  element 
mavjud va barcha Nk ∈  larda  kxA knk

>  tengsizlik bajariladi. Bu esa (13.9) 

zid. Shunday qilib, { }∞
=1nn xA  ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladigan [ ]00 , raB  

yopiq shar mavjud. Ixtiyoriy [ ]1,θBx ∈  uchun 00' axrx +=  nuqta [ ]00 , raB  sharda 
yotadi. Shuning uchun, ixtiyoriy n da 0' MxAn ≤ .  Endi ( )0

1
0 axrx −= − '  

tenglikdan foydalansak, 

( )

( ) ( ) ( ) .MMM
r

aAM
r

aA'xA
r

aA'xA
r

a'x
r

AxA

annn

nnnn

=+≤+≤+≤

≤−=







−=

00
0

00
0

0
0

0
0

0
0

111

11

 

U holda  
MxAA n

x
n ≤=

≤1
sup .  ∆  

13.3-teorema. Agar X  va Y  lar Banax fazolari bo‘lsa, u holda ),( YXL  
operatorlar fazosi kuchli yaqinlashishga nisbatan to‘ladir. 

Isbot. Istalgan Xx∈  da }{ xAn  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun, har 
bir Xx∈  da xAnn ∞→

lim  mavjud va biz =Ax xAnn ∞→
lim = y   tenglik bilan aniqlanuvchi 

A  operatorga ega bo‘lamiz. Bu operatorning chiziqliligi 13.1-teoremada 
isbotlangan edi. Endi uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Har bir Xx∈  
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da }{ xAn  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun, u chegaralangandir. Banax-
Shteynxaus teoremasiga ko‘ra, ixtiyoriy Nn∈  da MAn ≤   o‘rinli.  Bundan  

xMxAxAAx nnnn
⋅≤==

∞→∞→
limlim . 

Demak, MA ≤ .  ∆  
Misollar. 13.6. 13.2-misolda keltirilgan   

( )...,0...,,0,,,,: 2122 nnn xxxxPP =→ ll  
operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremasi shartlarini 
qanoatlantiradimi? 

Yechish. 22: ll →nP  operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremasi 
shartlarini qanoatlantiradi. Haqiqatan ham, 2l=X  va 2l=Y  lar  Banax fazolari.  

nP  ning chegaralangan ekanligi oson tekshiriladi. Har bir 2l∈x  nuqtada 
chegaralangan ekanligi  

x
k

k

n

k
kn MxxxxP ==≤= ∑∑

∞

== 1

2

1

2  

dan kelib chiqadi.  ∆ 
13.7. ( )2lL   fazo kuchli yaqinlashishga nisbatan to‘la fazo bo‘ladimi? 
Yechish., 2l== YX  lar to‘la fazolar bo‘lganligi uchun 13.3-teoremaga ko‘ra 

( )2lL  fazo kuchli yaqinlashishga nisbatan to‘la fazo bo‘ladi.  
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. Operatorlar ketma-ketligining kuchsiz, kuchli va tekis yaqinlashishlarini 
ta’riflang. 

2. Kuchli yaqinlashuvchi, lekin tekis yaqinlashmaydigan operatorlar ketma-
ketligiga misol keltiring. (13.2-misolga qarang). 

3. Kuchsiz yaqinlashuvchi, lekin kuchli yaqinlashmaydigan operatorlar ketma-
ketligiga misol keltiring. (13.1-misolga qarang). 

4. ( )1lL  fazo kuchli yaqinlashishga nisbatan to‘la fazo bo‘ladimi? 13.3-
teoremadan foydalaning. 

5. 13.2-misolda keltirilgan 22: ll →nQ   
( )...,,,0...,,0,0 321 +++= nnnn xxxxQ , 

operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremasi shartlarini 
qanoatlantiradimi? 

6. [ ] [ ],;;: 22 ππππ −→− LLAn  

( )( ) ( )∫
−

=
π

π

dyynyfnxxfAn coscos  

operatorlar ketma-ketligini nol operatorga kuchli va kuchsiz ma’noda 
yaqinlashishga tekshiring. 

7. { }nA [ ] [ ]( )1;1,1;1 2 −−⊂ LCL  operatorlar ketma-ketligini quyidagicha 
aniqlaymiz:  
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( )( ) ( ) ( ).xfxfxfA nn =  
Bu yerda nf  lar (13.5) tenglik bilan aniqlanadi. nA  operatorlar ketma-
ketligining limitini toping. Limitik operatorga nA  operatorlar ketma-ketligi 
qaysi ma’noda (tekis, kuchli, kuchsiz) yaqinlashadi? 

8. [ ]( )baCL ;1  fazo 13.1-teorema shartini qanoatlantiradimi?  
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20-mavzu Teskari operatorlar 
14. Teskari operatorlar 

 
Bizga X  ni Y  ga akslantiruvchi A  operator berilgan bo‘lsin. )(AD  - uning 

aniqlanish sohasi, AIm  esa uning qiymatlar sohasi bo‘lsin. 
14.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy Ay Im∈  uchun yAx =  tenglama yagona yechimga 

ega bo‘lsa, u holda A  operator teskarilanuvchan operator deyiladi. 
Agar A  teskarilanuvchan operator bo‘lsa, u holda ixtiyoriy Ay Im∈  ga yAx =  

tenglamaning yechimi bo‘lgan yagona )(ADx∈  element mos keladi. Bu moslikni 
o‘rnatuvchi operator A  operatorga teskari operator deyiladi va 1−A  bilan 
belgilanadi, hamda 

( ) ( )ADAAADXYA ==→ −−− 111 Im,Im,: . 
Bundan tashqari teskari operatorning aniqlanishidan  

( ) ( )111 ,,, −−− ∈=∈= ADyyyAAADxxAxA      (14.1) 
tengliklar kelib chiqadi. 

Endi A akslantirish X  ni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi chiziqli operator bo‘lsin. 
Agar )(),( XLXXLB =∈  operator uchun IAB =  bo‘lsa, u holda B  operator A  
operatorga chap teskari operator deyiladi. Xuddi shunday, ICA =  tenglik 
bajarilsa, C  operator A  ga o‘ng teskari operator deyiladi. 

14.1-tasdiq. Agar A  operator uchun  ham chap teskari, ham o‘ng teskari 
operatorlar mavjud bo‘lsa, u holda ular o‘zaro teng.  

Isbot. A  uchun B  chap teskari, C  o‘ng teskari operatorlar bo‘lsin, u holda 
∆===== .)()( CICCBAACBBIB      (14.2) 

Misollar. 14.1. 22: ll →A , ( )...,...,,,,0 121 −= nxxxAx  operatorga chap teskari 
operatorni toping. A  o‘ngga siljitish operatori deyiladi. 

Yechish. 22: ll →B  bilan chapga siljitish operatorini belgilaymiz:  
( )...,...,,, 132 += nxxxBx .  

Endi AB  operatorning 2l∈x  elementga ta’sirini qaraymiz.  
( ) ( ) ( ) xIxxxxxxxBAxBBAx nn ==== − ...,,...,,,...,...,,,,0 321121 . 

Demak, B  operator A  uchun chap teskari operator ekan. 
14.2. 14.1 misolda keltirilgan 22: ll →A  operatorga o‘ng teskari operator 

mavjudmi? 
Yechish. Faraz qilaylik, A  ga o‘ng teskari operator mavjud bo‘lsin. Uni 

22: ll →C  orqali belgilaymiz. 14.1-tasdiqqa ko‘ ra (14.1-misolga qarang) CB =  
bo‘ladi, ya’ni 

( )...,...,,, 132 += nxxxxC . 
Endi AC  operatorning 2l∈x  elementga ta’sirini qaraymiz.  

( ) ( ) ( ) xIxxxxxxAxCAxAC nn ≠=== + ...,,...,,,0...,,...,, 32132 . 
Demak, C  operator A  uchun o‘ng teskari operator emas ekan. Bundan A  uchun 
o‘ng teskari operatorning mavjud emasligi kelib chiqadi. 
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14.2-tasdiq. Agar A  uchun bir vaqtda ham o‘ng teskari, ham chap teskari 
operatorlar mavjud bo‘lsa, u holda A  teskarilanuvchan operator bo‘ladi va 

CBA ==−1  tenglik o‘rinli. 
14.2 tasdiqning isboti 14.1-tasdiq  va (14.1) tenglikdan kelib chiqadi. 
14.1-teorema. A chiziqli operatorga teskari bo‘lgan 1−A  operator ham 

chiziqlidir. 
Isbot. Shuni aytib o‘tish kerakki, )(Im 1−= ADA  chiziqli ko‘pxillikdir. Shunday 

ekan ixtiyoriy 21 ,αα  sonlar va ixtiyoriy Ayy Im, 21 ∈  elementlar uchun  
( ) 2

1
21

1
12211

1 yAyAyyA −−− +=+ αααα        (14.3) 
tenglikning to‘g‘ri ekanligini  ko‘rsatish yetarli. 11 yAx =  va 22 yAx =  deymiz. A  
chiziqli bo‘lgani uchun 

( ) .22112211 yyxxA αααα +=+        (14.4) 
Teskari operator ta’rifiga ko‘ra, 

2
1

21
1

1 , yAxyAx −− == . 
Bu tengliklarni mos ravishda 1α  va 2α  sonlarga ko‘paytirib qo‘shsak, 

.2
1

21
1

12211 yAyAxx −− +=+ αααα  
Ikkinchi tomondan, (14.4) dan va teskari operatorning ta’rifidan 

( )2211
1

2211 yyAxx αααα +=+ −  
tenglik kelib chiqadi. Oxirgi ikki tenglikdan (14.3) tenglikni olamiz. ∆ 

14.2-teorema. (Teskari operator haqida Banax teoremasi). A  operator X  
Banax fazosini Y  Banax fazosiga biyektiv akslantiruvchi chiziqli chegaralangan 
operator bo‘lsin. U holda 1−A  operator mavjud va chegaralangan. 

Teoremani isbotlashdan oldin quyidagi lemmani isbotlaymiz. 
14.1-lemma. M  to‘plam X  Banax fazosining hamma yerida zich bo‘lsin. U 

holda ixtiyoriy nolmas Xy ∈  elementni  
LL ++++= nyyyy 21  

qatorga yoyish mumkin. Bu yerda Myk ∈ , ., Nkyy k
k ∈⋅⋅≤ −23  

Isbot. K,, 21 yy  elementlarni ketma-ket quramiz. M  to‘plam X  Banax 
fazosining hamma yerida zich bo‘lgani uchun, shunday My ∈1  mavjudki, 

21

y
yy ≤−  

bo‘ladi. My ∈2  elementni shunday tanlaymizki,  

421

y
yyy ≤−−  

bo‘lsin. Endi My ∈3  elementni shunday tanlaymizki, 

8321

y
yyyy ≤−−−  

bajarilsin. Umuman Myn ∈  elementni shunday tanlaymizki, 
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nn

y
yyyyy

2
...321 ≤−−−−−  

bo‘lsin. Bunday tanlash mumkin, chunki M  to‘plam X  ning hamma yerida zich. 
Myn ∈  elementlarning tanlanishiga ko‘ra  

∞→n
lim 0

1
=− ∑

=

n

k
kyy , 

ya’ni  

∑
∞

=1k
ky  

qator yaqinlashadi va uning yig‘indisi y  ga teng. Endi Myn ∈  elementlarning 
normalarini baholaymiz: 

2
3

2111

y
y

y
yyyyyyy ≤+≤+−≤+−= , 

21121122 2
3

24
yyy

yyyyyyyyyyy ≤+≤−+−+≤−+−+=  

va nihoyat  
≤−−−+−+++= −− 1111 nnnn yyyyyyyy ......  

nnnnnn

yyy
yyyyyyy

2
3

22 11111 ≤+≤−−−+−+++≤ −−− ...... .   ∆ 

14.2-teoremaning isboti. A  biyektiv akslantirish bo‘lganligi uchun 1−A  
operator mavjud va YAD =− )( 1 . Endi Y  fazoda  

{ } ,...,,: 211 =≤∈= − kykyAYyM k , 
to‘plamlarni qaraymiz. Y  fazoning ixtiyoriy elementi kM  to‘plamlarning 
birortasida yotadi. Shuning uchun 

U
∞

=
=

1k
kMY .  

Ber teoremasiga ko‘ra kM  to‘plamlarning birortasi qandaydir ⊂B Y  sharda zich 
bo‘ladi. Faraz qilaylik, nM  to‘plam B  sharda zich bo‘lsin. B  shar ichida  
sharsimon P  qatlam olamiz, ya’ni  

.},0,:{ 00 nMyyzBzP ∈<<<−<∈= αβαβ  
P  qatlamni markazi nolda bo‘ladigan qilib parallel ko‘chiramiz va  

.}:{0 αβ <<∈= zYzP  
sharsimon qatlamga ega bo‘lamiz. Birorta Nn ∈0  uchun 

0nM  to‘plam 0P  da zich 
bo‘lishini ko‘rsatamiz. Agar nMPz I∈  bo‘lsa, u holda 00 Pyz ∈−  bo‘ladi. 
Bundan tashqari 

( ) =+≤+=−+≤− −−−−−
00

11
0

11
0

1 1 ynznyAzAyAzAyzA )(  

( ) ( ) 










−
+−=+−≤++−=

0

0
000000

2
12

yz
y

yznyyznyyyzn ≤  
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







+−≤

β
0

0

2
1

y
yzn .                     (14.5) 

Ma’lumki, 







+

β
02

1
y

n  miqdor z  ga bog‘liq emas va biz  

















++=

β
0

0

2
11

y
nn  

deb olamiz. U holda (14.5) ga ko‘ra 
00 nMyz ∈−  bo‘ladi. nM  to‘plamning P  

qatlamda zich ekanligidan 
0nM  to‘plamning 0P  qatlamda zich ekanligi kelib 

chiqadi. Endi Y  dan ixtiyoriy nolmas y  element olamiz. Shunday λ  son 
mavjudki, αλβ << y  tengsizlik o‘rinli, ya’ni 0Py ∈λ  bo‘ladi. 

0nM  to‘plam 

0P  qatlamda zich bo‘lgani uchun yλ  ga yaqinlashuvchi 
0nk My ∈  ketma-ketlik 

qurish mumkin. U holda yyk →λ . Ravshanki, 
0nk My ∈  bo‘lsa, u holda 

ixtiyoriy 0≠λ  uchun 
0n

k M
y

∈
λ

 bo‘ladi. Shunday qilib, 
0nM  to‘plam }0{\Y  da 

zich va demak, Y  ning o‘zida ham zich. 
Endi ixtiyoriy nolmas Yy ∈  elementni olamiz va 14.1-lemmaga ko‘ra 

0nM  
to‘plamning elementlari orqali qatorga yoyamiz: 

.,...,... Nkyyyyyy k
kn ∈⋅≤++++= −2321   

X  fazoda kk yAx 1−=  elementlardan tuzilgan qatorni qaraymiz:  

∑∑
∞

=

−
∞

=
=++++=

1

1
21

1
......

k
kn

k
k yAxxxx .      (14.6) 

Bu qator qandaydir Xx ∈  elementga yaqinlashadi, chunki 

kkkk

y
nynyAx

2
3 00

1 ≤≤= −  

va 

ynynxxx
k

k
k

k
k

k 0
1

0
11

3
2
13 =≤≤= ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=
. 

(14.6) qatorning yaqinlashuvchiligidan va A  ning uzluksizligidan  

.limlim yyxAxAxAxA
k

k
k

k

n

k
kn

n

k
kn

===





=






= ∑∑∑∑

∞

=

∞

==∞→=∞→ 1111
 

Bu yerdan yAx 1−=  ekanligi kelib chiqadi. Bundan tashqari   
ynxyA 0

1 3≤=− . 
Bu yerdan  

0
1 3 nA ⋅≤−  

tengsizlik kelib chiqadi. Shunday qilib, 1−A  operatorning chegaralanganligi 
isbotlandi.  ∆ 
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Berilgan operatorga teskari operatorning mavjudligini ko‘rsatish birmuncha 
osonroq, lekin teskari operatorni topish masalasi murakkab masaladir. Shuning 
uchun teskari operatorni topishni soddaroq holdan, ya’ni qaralayotgan fazo 
o‘lchami chekli bo‘lgan holdan boshlaymiz. 

14.3. ( )3121
33 ,,,: xxxxAxRRA +=→  operatorga teskari operator mavjudmi?  

Agar mavjud bo‘lsa, uni toping. 
Yechish. Berilgan A  operatorga teskari operator mavjud bo‘lishi uchun, 

ixtiyoriy 3Im RAy =∈  da yAx =  tenglama yagona yechimga ega bo‘lishi kerak. 
Endi yAx =  tenglikdan x  ni topamiz: 

( ) ( )3213121 ,,,, yyyxxxxyxA =+⇔= . 
Bundan 









=

−=
=

⇔








=

=+
=

33

122

11

33

221

11

yx
yyx

yx

yx
yxx

yx
 

ya’ni  
( ) ( ) yAyyyyxxx 1

3121321 ,,,, −=−= . 
Shunday qilib, A  operatorga teskari operator mavjud bo‘lib u 

( )3121
1331 ,,,: xxxxxARRA −=→ −−  

ko‘rinishga ega. 14.1-teoremaga ko‘ra u chiziqli operator bo‘ladi. ∆ 
14.4. 14.3 misolda qaralgan 33: RRA →  operator teskari operatorlar haqida 

Banax teoremasi shartlarini qanoatlantiradimi? 
Yechish. RX = 3  va RY = 3  lar Banax fazolari bo‘lganligi uchun A  

akslantirishning biyeksiya ekanligini ko‘rsatish yetarli. R 3  fazodan ixtiyoriy ikkita 
turli ( )321 ,, xxxx =  va ( )321 ,, yyyy =  elementlarni olamiz va AyxA ≠  ekanligini 
ko‘rsatamiz. Teskaridan faraz qilaylik 0=− AyAx  bo‘lsin. So‘nggi tenglikdan 

yx =  ekanligiga kelamiz. Bu qarama-qarshilik A  akslantirishning inyektiv 
ekanligini ko‘rsatadi. 14.3-misolda ixtiyoriy 3Ry ∈  uchun yAx =  tenglama 
yagona yechimga ega ekanligi ko‘rsatilgan edi. Bu esa A  akslantirishning surektiv 
ekanligini ko‘rsatadi. Demak, A  biyektiv akslantirish ekan. ∆  
 

21-mavzu: Teskari operatorlar haqida ba’zi teoremalar 
 

Biz bu bandda operator teskarilanuvchan bo‘lishligining zaruriy va yetarli 
shartini keltiramiz. Shuningdek teskari operator mavjud va chegaralangan 
bo‘lishining yetarli, zarur va yetarli shartlarini keltiramiz. 

14.3-teorema. YXA →:  chiziqli operator teskarilanuvchan bo‘lishi uchun 
=Ax θ  tenglama faqat =x θ  yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarli. 

Isbot. Zaruriyligi. A  teskarilanuvchan bo‘lsin. U holda =Ax θ  tenglama 
yagona yechimga ega bo‘ladi. A  chiziqli bo‘lgani uchun bu yechim =x θ  bo‘ladi. 

Yetarliligi. =Ax θ  tenglama faqat nol yechimga ega bo‘lsin, u holda ixtiyoriy 
Ay Im∈  uchun =Ax y  tenglama yagona yechimga ega bo‘ladi. Teskarisini faraz 
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qilaylik, biror Ay Im∈  uchun yechim ikkita bo‘lsin. U holda ( ) θ=− 21 xxA  
bo‘ladi. Shartga ko‘ra θ=− 21 xx . Bundan 21 xx = . ∆  

14.4-teorema. X  chiziqli normalangan fazoni Y  chiziqli normalangan fazoga 
akslantiruvchi chiziqli A  operator berilgan bo‘lsin. AIm  da chegaralangan 1−A  
operator mavjud bo‘lishi uchun, shunday 0>m  son mavjud bo‘lib, ixtiyoriy 
x ∈ )(AD  lar uchun 

xmxA ≥             (14.9) 
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 

Isbot. Zaruriyligi. 1−A  mavjud va chegaralangan bo‘lsin, ya’ni  

( )11 ,1 −− ∈∀≤ ADyy
m

yA . 

U holda 
xmyAmyxA =≥= −1 . 

Demak, (14.9) shart o‘rinli. 
Yetarliligi. (14.9) shartdan A  operatorning o‘zaro bir qiymatli ekanligi kelib 

chiqadi. Teskarisini  faraz qilaylik, ya’ni A  o‘zaro bir qiymatli akslantirish 
bo‘lmasin. U holda shunday  2121 xxADxx ≠∈ ),(,  elementlar mavjudki, 

yxAyxA == 21 , . 
Bundan ( ) θ=− 21 xxA   ekanligi kelib chiqadi. (14.9) tengsizlikka ko‘ra, 

( ) 00 2121 =−≤−≤ xxAxxm . 
Bu yerdan 21 xx =  qarama-qarshilikka kelamiz. Demak, A  - o‘zaro bir qiymatli 
akslantirish ekan. Shuning uchun, teskari 1−A  operator mavjud. Endi 1−A  
operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. (14.9) tengsizlikka ko‘ra, 

xA
m

x 1
≤ . 

Ixtiyoriy AAxy Im∈=  uchun 

y
m

yA 11 ≤− . 

Bu yerdan 1−A  operatorning chegaralangan ekanligi hamda 

m
A 11 ≤−  

tengsizlik kelib chiqadi. ∆  
Endi 14.3 va 14.4-teorema shartlarining bajarilishiga doir misollar qaraymiz. 
Misollar 14.5. [ ]1,0C  fazoda x  ga ko‘paytirish operatorini (11.8-misolga 

qarang), ya’ni  
[ ] [ ] ( )( ) ( )xfxxBfCCB =→ ,1;01;0:  

operatorni qaraymiz. Bu operator 14.3-teorema shartlarini qanoatlantiradimi? B  
teskarilanuvchan operator bo‘ladimi? 

Yechish. B  operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Endi 0=Bf  
tenglamani, ya’ni 0)( =xxf  tenglamani qaraymiz. Bu tenglama [ ]1,0C  fazoda faqat 
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0)( ≡xf  yechimga ega. B  operator 14.3-teorema shartlarini qanoatlantiradi. 
Demak, B  - teskarilanuvchan operator, ya’ni B  ga teskari operator mavjud. 

14.6. 14.5-misolda qaralgan x  ga ko‘paytirish operatori :B [ ]1,0C → [ ]1,0C , 
14.4-teorema shartlarini qanoatlantiradimi? 

Yechish. Ma’lumki, B  chiziqli operator. B  operator uchun 14.4-teoremaning 
(14.9) sharti bajarilmasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun [ ]1,0C  fazoda har bir 
elementining normasi 1 bo‘lgan 

( ) [ ]




∈
∈−

=
];/(agar,

/;agar,
110

101
nx

nxxn
xgn  

ketma-ketlikni qaraymiz. Endi ngB  normani hisoblaymiz: 

( )( ) ( ) nxnxnxn g
n

nxxxgxxgBgB
2
1maxmaxmax 2

101010
=−===

≤≤≤≤≤≤
. 

14.1-chizma. 

Istalgan 0>m  son uchun shunday 0n  natural son mavjudki, m
n

<
02

1  tengsizlik 

o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan kelib chiqadiki,  

nnn gmg
n

gB <=
2
1 . 

Demak, B  operator uchun (14.9) tengsizlikni qanoatlantiruvchi 0>m  son mavjud 
emas. 14.5-misolda ko‘rsatildiki, B  ga teskari operator mavjud, lekin 14.4-
teoremaning sharti bajarilmaganligi uchun, B  ga teskari operator chegaralanmagan 
bo‘ladi. ∆ 

14.7. Endi [ ]1;12 −L  Hilbert fazosini o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi 
[ ] [ ] ( )( ) ( ) ( )xfxxAfLLA 1,1;11;1: 2

22 +=−→−  
operatorni qaraymiz. A  operator 14.4-teorema shartlarini qanoatlantiradimi? A  ga 
chegaralangan teskari operator mavjudmi? 

Yechish. A  operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Endi A  operator 
uchun 14.4-teoremaning (14.9) sharti bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun Af  
normani quyidan baholaymiz.  

( ) ( ) ( ) 21

1

21

1

222 1 fdxxfdxxfxAf =≥+= ∫∫
−−

. 

Biz bu yerda 112 ≥+x  tengsizlikdan hamda integralning monotonlik xossalaridan 

foydalandik. So‘nggi tengsizlikdan fAf ≥  tengsizlik kelib chiqadi. Bu yerda 
0>m  son sifatida ( ]1,0  dagi ixtiyoriy sonni olish mumkin. 14.4-teorema 

tasdig‘idan foydalansak, A  ga chegaralangan teskari operator mavjudligi hamda 
11 ≤−A  tengsizlik kelib chiqadi. Aslida 11 =−A  tenglik o‘rinli. ∆ 

14.5-teorema. X  - Banax fazosi va A ∈ )(XL . Agar 1<≤ qA  bo‘lsa, u 
holda AI −  operator uchun chegaralangan teskari operator mavjud. 

Isbot. )(XL  fazoda quyidagi formal qatorni qaraymiz: 



 197 

...... +++++ nAAAI 2          (14.10) 
Ma’lumki, 22 AA ≤ . Xuddi shuningdek, nn AA ≤ . U holda (14.10) 
qatorning 

∑
=

+=
n

k

k
n AIS

1
 

qismiy yig‘indilar ketma-ketligi Koshi shartini qanoatlantiradi, ya’ni 
∞→→+++≤+++=− ++++++

+ nqqqAAASS pnnnpnnn
npn ,0...... 2121 . 

(14.10) qatorning qismiy yig‘indilar ketma-ketligi nS  - fundamental ekan, 
)(XL : ),( XXL=  to‘la bo‘lgani (13.1-teoremaga qarang) uchun 

( )XLSS n ∈→ . 
Shunday qilib,  

SAI
k

k =+ ∑
∞

=1
. 

Bundan tashqari 
( ) ( ) ( )

( ) .lim

......limlim
1

122

IAI

AAAAAAIAISAIS
n

n

nn

nnn

=−=

=−−−−++++=−=−
+

∞→

+

∞→∞→  

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, ISAI =− )( . Demak, S  operator AI −  
operator uchun teskari operator ekan. S  operatorning normasi 

q
qAS

n

n

n

n

−
=≤≤ ∑∑

∞

=

∞

= 1
1

00
. 

Demak, ( ) 1−−= AIS  operator chegaralangan va uning normasi 

( )
q

AIS
−

≤−= −

1
11  

tengsizlikni qanoatlantiradi. ∆ 
14.1-natija. X - Banax fazosi va A ∈ )(XL  bo‘lib, 1<≤ qA  bo‘lsa, u holda 

AI +  operator uchun chegaralangan teskari operator mavjud. 
14.1-lemma. Agar BA, ∈ )(XL  bo‘lib, ( )XLBA ∈−− 11 ,  bo‘lsa, u holda AB  

operatorga chegaralangan teskari operator mavjud va ( ) 111 −−− = ABBA  tenglik 
o‘rinli. 

14.6-teorema. A ∈ )(XL  operatorga chegaralangan teskari operator mavjud 
bo‘lsin.  Agar  XA :' → X  operatorning normasi  

1

1'
−

<
A

A  

tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda AAB ′−=  operatorga chegaralangan teskari 
operator mavjud. 

Isbot. B  operatorni quyidagicha yozib olamiz: ( )'' 1 AAIAAA −−=− . Endi 
'1 AA−  operatorning normasini baholaymiz: 
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1'' 11 <⋅≤ −− AAAA . 

14.5-teoremaga ko‘ra AAI 1−−  operatorga chegaralangan teskari operator mavjud. 
U holda 14.1-lemmaga ko‘ra, ( )'1 AAIA −−  operator ham teskarilanuvchan bo‘ladi, 
hamda 

( ) ( ) 11111111 ',' −−−−−−−− ⋅−≤−= AAAIBAAAIB  

munosabatlar o‘rinli. ∆ 
Misollar. 14.8. Parametr R∈λ  ning qanday qiymatlarida  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]ππλλ
π

π

;,sincos 2 −∈−=− ∫
−

LfdyyfyxxfxfAI  

operatorga 14.5-teoremani va uning 14.1-natijasini qo‘llash mumkin? 
Yechish. [ ]( )ππ ;2 −∈ LLA  ekanligini tekshiramiz. Shu maqsadda ixtiyoriy 

[ ]ππ ;, 2 −∈ Lgf  elementlarni va ixtiyoriy C∈βα ,  sonlarni olamiz va A 
operatorning gf βα +  elementga ta’sirini qaraymiz: 

( )( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ).sincos

sincossincos

xgAxfAdyyygyx

dyyyfyxdyygfyxxgfA

βαβ

αβαβα

π

π

π

π

π

π

+=+

+=+=+

∫

∫∫

−

−−  

Biz bu yerda integralning additivlik va bir jinslilik xossalaridan foydalandik. Endi 
A  operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun fA  norma 
kvadratini baholaymiz:  

( ) ( )
2

2
2

2 sincossincos ∫∫∫ ∫
−−− −

⋅==
π

π

π

π

π

π

π

π

dyyfydxxdxdyyfyxfA .   (14.11) 

Endi Koshi-Bunyakovskiy - ( ) gfgf ⋅≤,  tengsizligidan hamda 

( ) ( )xxxx 2cos1
2
1sin,2cos1

2
1cos 22 −=+=  

ayniyatlardan va x2cos  ning 1 ga ortogonalligidan foydalansak (14.11) dan  
222 ffA π≤          (14.12) 

tengsizlik kelib chiqadi. (14.12) dan  
ππ ≤⇒≤ AffA       (14.13) 

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Ikkinchi tomondan ( ) xxf sin0 =  desak, u holda  
( )( ) xxAf cos0 π=    va   000 , ffAf ππ ==  

bo‘ladi. Ma’lumki,  

π=≥
0

0

f
fA

A  

va (14.13) dan foydalansak, π=A  tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerdan barcha 







−∈

ππ
λ

1;1  lar uchun 1<Aλ  tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi. Demak, 
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14.5-teorema va uning natijasiga ko‘ra barcha 





−∈

ππ
λ

1;1  larda AI λ−  

operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan. 14.5-teorema shartlarining 
bajarilishi AI λ−  operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan bo‘lishini 

taminlaydi. Lekin 





−∉

ππ
λ

1;1  ekanligidan AI λ−  operatorga chegaralangan 

teskari operator mavjud emas degan xulosa kelib chiqmaydi. ∆ 
Navbatdagi misolimiz bu fikrimizni tasdiqlaydi. 

14.9. Parametr λ  ning 





−∈

ππ
λ

1;1  qiymatlarida  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]ππλλ
π

π

;,sincos 2 −∈−=− ∫
−

LfdyyfyxxfxfAI  

operatorga 14.5-teoremani qo‘llab, unga teskari operatorni toping. 

Yechish. 14.8-misolda 





−∈

ππ
λ

1;1  qiymatlar uchun AI λ−  operatorga 

teskari operator mavjudligi ko‘rsatilgan edi. Bu misolga 14.5-teoremani 
qo‘llashimiz uchun A  operatorning darajalarini hisoblashimiz kerak. Dastlab A  
operator kvadratini hisoblaymiz:  

( )( ) ( )( ) ( ) =





== ∫

−

π

π

dyyfyxAxfAAxfA sincos2  

( )∫ ∫
− −







=

π

π

π

π

dtdyyfyttx sincossincos .                  (14.14)   

(14.14) tenglikda t  bo‘yicha integralni hisoblash mumkin. Agar biz  

0sincos =∫
−

π

π

dttt  

tenglikni hisobga olsak, 02 =A  ga ega bo‘lamiz. Bu tenglikdan barcha 2≥n  larda 
0=nA  ekanligi kelib chiqadi. Natijada biz, ( ) 1−−=+= AIAIS λλ  ga ega 

bo‘lamiz. Haqiqatan ham,  
( )( ) IAAAIAIAI =−−+=+− 22λλλλλ  

va  
( )( ) IAAAIAIAI =−+−=−+ 22λλλλλ  

tengliklar o‘rinli. Isbot jarayonidan ma’lum bo‘ldiki, barcha R∈λ  larda AI λ−  
operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan bo‘lar ekan. 

14.10. Parametr R∈λ  ning qanday qiymatlarida 

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1;1,1 2

1

1

2 −∈−+= ∫
−

LfdyyfyxxfxxBf λ    (14.15) 

operatorga 14.6-teoremani qo‘llash mumkin? 
Yechish. [ ]1;12 −∈ LA  operator sifatida (14.7-misolga qarang) 

( )( ) ( ) ( )xfxxAf 12 += ,   [ ]1;12 −∈ Lf  
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ni, [ ]1;1' 2 −∈ LA  operator sifatida esa  

( )( ) ( ) [ ]1;1,' 2

1

1
−∈= ∫

−

LfdyyfyxxfA  

ni olamiz. 14.7-misolda A  operatorning teskarisi mavjud va 11 =−A  ekanligi 
ko‘rsatilgan edi. 14.6-teoremani (14.15) tenglik bilan aniqlangan 'AAB λ−=  
operatorga qo‘llashimiz uchun  

11'
1

=<
−A

Aλ          (14.16) 

tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan λ  ning barcha qiymatlarini topishimiz kerak. Shu 
maqsadda 'A  operatorning normasini topamiz. Buning uchun fA'  norma 
kvadratini baholaymiz: 

=2' fA ( ) ( ) 2
221

1

1

1

2
1

1

21

1 3
2 fdyyfydxxdxdyyfyx 






≤⋅= ∫∫∫ ∫

−−− −

.    (14.17) 

Biz bu yerda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan hamda 

3
21

1

2 =∫
−

dxx  

tenglikdan foydalandik. (14.17) dan  

≤'A
3
2                  (14.18) 

tengsizlik kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan ( ) xxf =0  desak, u holda  

( )( ) ( )xfxxfA 00 3
2

3
2' ⋅=⋅=    va   

3
2

3
2

000 =⋅= fffA ,'  

bo‘ladi. Ma’lumki,  

3
2'

'
0

0 =≥
f
fA

A .           (14.19) 

(14.18) va (14.19) lardan  
3
2' =A   tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerdan barcha 







 −∈

2
3;

2
3

λ  lar uchun (14.16) ning, ya’ni 1' <Aλ  tengsizlikning bajarilishi 

kelib chiqadi. 14.6-teoremaga ko‘ra barcha 





 −∈

2
3;

2
3

λ  larda B  operatorga 

teskari operator mavjud va chegaralangan. 14.8-misoldagidek 





 −∉

2
3;

2
3

λ  

ekanligidan B  operatorga chegaralangan teskari operator mavjud emas degan 
xulosa kelib chiqmaydi. ∆ 

14.11. Quyidagi operatorning teskarilanuvchan emasligini ko‘rsating  
[ ] [ ] ( )( ) ( ) ( ) 210,1;01;0: xfxfxAfCCA +=→ .    (14.20) 



 201 

Yechish. Ma’lumki, chiziqli operator teskarilanuvchan bo‘lishi uchun 0=Af  
tenglama faqat 0)( ≡xf  yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarli. (14.20) formula 
bilan berilgan A  operator uchun ( ) ( )xxxf −= 10  funksiyani olsak, 

( ) ( ) 010 00 == ff  bo‘lgani uchun  
( )( ) ( ) ( ) 010 2

0 ≡+= xfxfxAf . 
Demak, 0=Af  tenglama nolmas 0f  yechimga ega, 14.3-teoremaga ko‘ra A  
operator teskarilanuvchan emas. ∆ 
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
 

1. Teskarilanuvchan  operator ta’rifini keltiring. 
2. Chiziqli operatorga teskari operator har doim chiziqli bo‘ladimi? 
3. Chiziqli chegaralangan operatorga teskari operator mavjud bo‘lsa, u chiziqli 

chegaralangan bo‘ladimi? Misollarda tushuntiring. 14.5, 14.6-misollarga 
qarang. 

4. A - chiziqli operatorning yadrosi KerA   nolmas elementni saqlasa,  u holda 
A   ga teskari operator mavjud bo‘lishi mumkinmi? 

5. 14.10-misoldagi B  operatorga teskari operatorni toping. 
6. 14.5-misolda keltirilgan B  operatorga teskari operatorni toping. 1−B  

operatorning aniqlanish sohasini toping. )( 1−BD [ ]1,0C=  tenglik to‘g‘rimi? 
Agar bu tenglik to‘g‘ri bo‘lmasa, )( 1−BD  to‘plam [ ]10,C   fazoning hamma 
yerida zichmi? 

7. Ko‘paytirish operatori ( ) nnn xaxAA =→ ,: 22 ll  ning teskarilanuvchan 
bo‘lishligining zarur va yetarli shartini toping. 

8. Ko‘paytirish operatori ( ) nnn xaxAA =→ ,: 22 ll  ga chegaralangan teskari 
operator mavjud  bo‘lishligining zarur va yetarli shartini toping. 

9. Ko‘paytirish operatori ( ) nn xnxAA 1
22 ,: −=→ ll  ga teskari operatorni 

toping. U chegaralangan operator bo‘ladimi? 
10. Ko‘paytirish operatori [ ] [ ] ( )( ) [ ] ( )xfxxfALLA =−→− ,1;11;1: 22  ga  

teskari operator mavjudmi? Bu operorning yadrosini toping. ∞=KerAdim  
tenglik to‘g‘rimi? Bu yerda [ ]x  deb x  sonining butun qismi belgilangan. 

 
21-mavzu: Banax fazosida qo‘shma operatorlar 

 
X  chiziqli normalangan fazoni Y  chiziqli normalangan fazoga  

akslantiruvchi chiziqli uzluksiz A  operator berilgan bo‘lsin, ya’ni  
.=)(=,: XAD,YAxyYXA ∈→  

Bizga ixtiyoriy CYg →:  chiziqli chegaralangan funksional berilgan 
bo‘lsin. Bu funksionalning Axy =  elementga ta’sirini qaraymiz ).(=)( Axgyg  
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Osongina ko‘rsatish mumkinki, )(Axg  funksional X  da aniqlangan biror chiziqli 
f  funksionalni aniqlaydi. Shunday qilib,  

).(=)( xfAxg                              (15.1) 
Endi (15.1) tenglik bilan aniqlangan f  funksionalning chiziqli ekanligini 
ko‘rsatamiz:  
 =)(=))((=)( 221122112211 AxAxgxxAgxxf αααααα +++  

).()(=)()(= 22112211 xfxfAxgAxg αααα ++              (15.2) 
(15.2) tenglik barcha Xxx ∈21 ,  va ixtiyoriy C∈21 ,αα  lar uchun o‘rinli. Demak, 
f  chiziqli funksional ekan. Endi uning chegaralangan ekanligini (uzluksizligini) 

ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy Xx ∈  uchun  
 xAgAxgxf ⋅⋅≤|)(|=|)(|  
tengsizlik o‘rinli. Bu yerdan f  funksionalning chegaralanganligi kelib chiqadi.  

Agar f  funksionalning x  nuqtadagi qiymatini ),( xf  deb belgilasak, u holda  
).,(=),( Axgxf  (15.3) 

15.1-ta’rif. Bizga −YX ,  chiziqli normalangan fazolar va YXA →:  chiziqli 
chegaralangan operator berilgan bo‘lsin. Agar biror *** : XYA →  operator va 
ixtiyoriy *, YgXx ∈∈  lar uchun  
 ),(=),( * xgAAxg  
tenglik o‘rinli bo‘lsa, *A  operator A  ga qo‘shma operator deyiladi. 
    Demak, har bir *Yg ∈  funksionalga (15.3) tenglik bilan aniqlanuvchi *Xf ∈  
funksionalni mos qo‘yuvchi *** : XYA →  operator A  operatorga qo‘shma 
operator deb ataladi. 
      Qo‘shma operatorlar quyidagi xossalarga ega: 
1. *A  operator chiziqli. 
2. .=)( *** BABA ++  
3. Ixtiyoriy k  son uchun .=)( ** kAkA  
4. Agar A  uzluksiz bo‘lsa, u holda *A  ham uzluksiz bo‘ladi. 

Aniqrog‘i, quyidagi tasdiq o‘rinli. 
 15.1-teorema. Agar ),( YXLA ∈  bo‘lsa, u holda ),( *** XYLA ∈  va  
 AA =*  
tenglik o‘rinli. 

Isbot. Operator normasining xossasiga ko‘ra,  
.|),(|=|),(| * xgAAxgAxgxgA ≤≤  

Bu yerdan  
gAgA ≤*  

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak,  
AA ≤*                               (15.4) 
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Endi ,Xx ∈  θ=/Ax  shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy element bo‘lsin, 

Y
Ax
Axy ∈=0  deymiz. Ko‘rinib turibdiki, 1.=0y  Xan-Banax teoremasining 

12.1-natijasiga ko‘ra, shunday CYg →:  funksional mavjudki, 1=g  va 
1,==)( 00 yyg  ya’ni  

 1.=)(1==)( 0 Axg
AxAx

Axgyg 









 

Bu yerdan,  
 AxAxg =)(  
tenglikka ega bo‘lamiz. U holda  
 xAxgAxgAxgAAxgAx **** =)(=)(= ≤≤)(  
munosabatdan  
 *AA ≤   (15.5) 
tengsizlikni olamiz. (15.4) va (15.5) munosabatlardan  
 *AA =  
tenglik kelib chiqadi. ∆  

 
15.2. Hilbert fazosida qo‘shma operatorlar 

 
 Ma’lumki, Hilbert fazosiga qo‘shma fazo uning o‘ziga izomorf, ya’ni *= HH  
(tenglik izomorfizm ma’nosida). Shuning uchun Hilbert fazolarida qo‘shma 
operatorlar xossalarini o‘rganish ancha qulay. 
    15.2-ta’rif. H  Hilbert fazosi va )(HLA ∈  operator berilgan bo‘lsin. Agar 
biror HHA →:*  operator va ixtiyoriy Hyx ∈,   lar uchun  
 ),(=),( * yAxyAx  
tenglik o‘rinli bo‘lsa, *A  operator A  ga qo‘shma operator deyiladi. 
    Bu ta’rif Banax fazosidagi qo‘shma operatorning ta’rifidan biroz farq qiladi, 
ya’ni bu yerda ** =)( AkkA  (3-xossaga qarang) tenglik o‘rinli. 
    Hilbert fazosi holida A  va *A  operatorlar aynan bitta fazoda aniqlangani uchun, 
ba’zan *= AA  tenglik ham o‘rinli bo‘lishi mumkin. 
    15.3-ta’rif. Agar *= AA  bo‘lsa, ya’ni ixtiyoriy  Hyx ∈,  uchun  
 ),(=),( AyxyAx  
tenglik o‘rinli bo‘lsa, A  operator o‘z-o‘ziga qo‘shma operator deyiladi. 
    15.4-ta’rif. Bizga HH:A →  chiziqli operator va HH ⊂0  qism fazo berilgan 
bo‘lsin. Agar ixtiyoriy 0Hx ∈  uchun 0HAx ∈  bo‘lsa, u holda 0H  qism fazo A  
operatorga nisbatan invariant qism fazo deyiladi. 
    15.1-lemma. Bizga HH:A →  chiziqli operator va HH ⊂0  qism fazo 
berilgan bo‘lsin. Agar 0H  qism fazo A  operatorga nisbatan invariant bo‘lsa, u 
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holda uning ortogonal to‘ldiruvchisi bo‘lgan HH ⊂⊥
0  qism fazo *A  operatorga 

nisbatan invariant bo‘ladi. 
    Isbot. Haqiqatan ham, agar ⊥∈ 0Hy  bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 0Hx ∈  uchun  
 0,=),(=),( * AxyxyA  
chunki .0HAx ∈  Demak, ∆∈ ⊥ .0

* HyA  
    Xususiy holda, agar *= AA  bo‘lsa, u holda 00 HHA ⊂)(  ekanligidan 

⊥⊥ ⊂ 00 HHA )(  ekanligi kelib chiqadi. 
    Hilbert fazosida qo‘shma operatorlar quyidagi xossalarga ega: 
    15.2-lemma. Agar )(, HLBA ∈  bo‘lsa, u holda  
1) ,=)( *** BABA βαβα ++   
2) ,=)( *** ABAB   
3) AA =)( **  tengliklar o‘rinli. 
    Isbot. Birinchisini isbotlaymiz.  
 =),(),(=),(=),)(( yBxyAxyBxAxyxBA βαβαβα +++  
 ).)(,(=),(),(=),(),(= ****** yBAxyBxyAxyBxyAx βαβαβα +++  
Bundan *** =)( BABA βαβα ++  tenglik kelib chiqadi. 
2) ni isbotlaymiz:  
 ).,(=),(=)),((=),)(( *** yABxyABxyBxAyxAB  
Bundan *** =)( ABAB  tenglik kelib chiqadi. 
3) ning isboti bevosita qo‘shma operator ta’rifidan kelib chiqadi. ∆  
    Endi operatorlarning Banax va Hilbert qo‘shmalarini topishga doir misollar 
qaraymiz. 
    Misollar. 15.1. 1== lYX  va T  o‘ngga siljitish operatori bo‘lsin (14.1-misolga 
qarang), ya’ni  
 11321 ),,,,,,(0,= lKK ∈− xxxxxTx n  
bo‘lsin. T  ga qo‘shma *T  operatorni toping. 
    Yechish. 1= lX  va 1= lY  lar Banax fazolari bo‘lganligi uchun T  operatorning 
Banax qo‘shmasini topamiz. Ma’lumki, )( 1lLT ∈  operatorning Banax qo‘shmasi 
barcha 1l∈x  va *

1)(l∈f  lar uchun  
 )(=))(( * TxfxfT   (15.6) 
tenglikni qanoatlantiruvchi va *

1 )(l  fazoni *
1 )(l  fazoga akslantiruvchi operatordan 

iborat. Bizga ma’lumki, ,=)( *
1 ml  boshqacha aytganda har qanday *

1)(l∈f  
uchun shunday yagona my ∈  mavjudki,  

 myyyyyyxxf nkk
k

∈∑
∞

),,,,,(=,=)( 321
1=

KK   (15.7) 

tenglik barcha 1l∈x  lar uchun o‘rinli bo‘ladi. Xuddi shuningdek, shunday m∈ζ  
mavjudki,  
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 mxxfT nkk
k

∈∑
∞

),,,,,(=,=))(( 321
1=

* KK ζζζζζζ   (15.8) 

tenglik barcha 1l∈x  lar uchun bajariladi. (15.7) va (15.8) tengliklarni hisobga 
olsak, berilgan T  operator uchun (15.6) shart quyidagi ko‘rinishga keladi:  

 1
=1

1
2==1

== +

∞

−

∞∞

∑∑∑ kk
k

kk
k

kk
k

yxyxx ζ .  (15.9) 

Bu tenglik barcha 1l∈x  lar uchun bajariladi. Xususiy holda, ),,,0,,10,0,(= KK
44 344 21

k
ke   

Nk ∈   elementlar uchun (15.9) tenglik  
 KK ,,1,2,=,= 1 nkykk +ζ  
tengliklarga aylanadi. Shunday qilib, mmT →:*  operator  
 ),,,,(=),,,,(= 13221

** KKKK +nn yyyyyyTyT  
formula bilan aniqlanar ekan. 
    15.1-teoremaga ko‘ra, ),( YXLT ∈  ekanligidan ),( *** XYLT ∈  ekanligi kelib 
chiqadi va TT =∗  tenglik bajariladi. Qaralayotgan misolda 15.1-teoremaning 

o‘rinli ekanligini tekshirib ko‘ramiz. *T  operatorning chiziqli ekanligi uning 
aniqlanishidan ko‘rinib turibdi. *TT = tenglik bajarilishini ko‘rsatamiz. 
Haqiqatan ham,  

1,|=|sup=sup=
1=1=1=

k
kxx

xTxT ∑
∞

    .1|=|sup=sup=
2

*

1=

*
k

ky
yxTT

∞<≤
 

    15.2. 2l  fazoda ko‘paytirish operatorini, ya’ni (11.9-misolga qarang)  
 ∞→

≥
<|=|sup,=)(,:

1
22 aaxaAxA n

n
nnnll   (15.10) 

operatorni qaraymiz. Unga qo‘shma operatorni toping. 
    Yechish. 2== lYX  Hilbert fazolari bo‘lganligi uchun A  ga Hilbert 
ma’nosidagi qo‘shma operatorni topamiz. A  operatorning chiziqli va 
chegaralanganligi 11.9-misolda ko‘rsatilgan. A  ga qo‘shma operatorni topish 
uchun ),( yAx  skalyar ko‘paytmani qaraymiz. 2l  fazodagi skalyar ko‘paytmadan 
foydalansak,  

 ).,(===)(=),( *

1=1=1=
yAxyaxyxayAxyAx nnn

n
nnn

n
nn

n
∑∑∑
∞∞∞

 

Bundan  
 ,=)(,: *

22
*

nnn xaxAA ll →  
ni olamiz. Bu yerdan A  ning qo‘shmasi o‘ziga teng bo‘lishi uchun Nnan ∈,  
sonlarning haqiqiy bo‘lishi zarur va yetarlidir degan xulosaga kelamiz. ∆  
    15.3. ];[2 baL  kompleks Hilbert fazosida, )(xu  funksiyaga ko‘paytirish 
operatorini, ya’ni  
 ];[),()(=))(( 2 baLfxfxuxAf ∈  
operatorni qaraymiz. Bu yerda −u  chegaralangan va o‘lchovli funksiya. A  ga 
qo‘shma operatorni toping. 
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    Yechish. ];[== 2 baLYX  Hilbert fazolari bo‘lganligi uchun A  ga Hilbert 
ma’nosidagi qo‘shma operatorni topamiz. u  ning chegaralangan va o‘lchovli 
ekanligidan A  operatorning aniqlanish sohasi ];[=)( 2 baLAD  ekanligi va A  ning 
chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. Ta’rifga ko‘ra ]);[( 2 baLLA ∈  operatorning 
qo‘shmasi hamma ];[, 2 baLgf ∈  lar uchun  
 ),(=),( * gAfgAf   (15.11) 
tenglikni qanoatlantiruvchi ]);[( 2

* baLLA ∈  operatordan iborat. Agar biz ];[2 baL  
fazodagi skalyar ko‘paytmadan foydalansak, (15.11) tenglikni quyidagicha 
yozishimiz mumkin:  

 ).,(=)()()(=)()()(=)())((=),( *gAfdxxgxuxfdxxgxfxudxxgxAfgAf
b

a

b

a

b

a
∫∫∫  

Bu tenglikdan  
 ];[),()(=))(( 2

* baLgxgxuxgA ∈  
ekanligi kelib chiqadi. Bu yerdan *= AA  bo‘lishi uchun, deyarli barcha ];[ bax ∈  
larda Rxu ∈)(  bo‘lishi zarur va yetarlidir degan xulosaga kelamiz. ∆  
    15.4. Endi ];[2 baL  Hilbert fazosida ),( yxK  yadro bilan aniqlanuvchi integral 
operatorni, ya’ni  

 ];[,)(),(=))(( 2 baLfdyyfyxKxAf
b

a
∈∫   (15.12) 

operatorni qaraymiz. Bu yerda K  - ];[];[ baba ×  kvadratda aniqlangan 
chegaralangan va o‘lchovli funksiya. A  operatorga qo‘shma operatorni toping. 
    Yechish. K  funksiyaning chegaralangan va o‘lchovli ekanligidan, uning 

]);[];([2 babaL ×  fazoga qarashli ekanligi kelib chiqadi. Fubini teoremasidan 
(19.1-teorema) foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:  

 =)()(),(=)()(),(=),( dxxgdyyfyxKdxxgdyyfyxKgAf
b

a

b

a

b

a

b

a
∫∫∫∫







  

 ).,(=)(),()(=)()(),(= *gTfdxdyygxyKxfdyyfdxxgyxK
b

a

b

a

b

a

b

a 



















∫∫∫∫  

Bu yerdan  

 dyygxyKxgT
b

a

)(),(=))(( * ∫   (15.13) 

tenglik kelib chiqadi. Хususan, (15.12) ko‘rinishdagi A  operator ],[2 baL  fazoda 
o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lishi uchun, deyarli barcha ];[, bayx ∈  lar uchun  
 ),(=),( xyKyxK   (15.14) 
tenglikning bajarilishi yetarli va zarurdir.  
 

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 
1. Banax fazosida operatorning qo‘shmasi qanday ta’riflanadi? 
2. Hilbert fazosida operatorning qo‘shmasi qanday ta’riflanadi? 
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3. Yuqoridagi ta’riflarda qanday farq bor? Javobni xossalarda tushuntiring. 
4. O‘z-o‘ziga qo‘shma va o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lmagan operatorlarga misollar 

keltiring. 
5. Hilbert fazosida birlik operatorga qo‘shma operatorni toping. U o‘z-o‘ziga 

qo‘shma bo‘ladimi? 
6. Chiziqli chegaralangan operatorga qo‘shma operator har doim chiziqli 

chegaralangan bo‘ladimi? 
7. ),,,,(=,: 221122 KKll nn xaxaxaAxA →  operatorga qo‘shma operatorni 

toping. Bu yerda ., NnCan ∈∈  
8. )()(=))(([0;1],[0;1]: 22 xfxuxBfLLB →  operatorga qo‘shma operatorni 

toping. Bu yerda Cbau →];[:  uzluksiz funksiya. 
9. O‘z-o‘ziga qo‘shma [0;1][0;1]:, 22 LLBA →  operatorlar berilgan:  

.)(=))((),(=))((
1

0
∫ dyyfyxxBfxxfxAf  

      AB  va BA  operatorlarni toping. Ular o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘ladimi? 
10. 1;1][1;1][: 22 −→− LLA  operator berilgan:  

∫
−

+
1

1

22 .)()(=))(( dyyfyixxAf  

     Uning invariant qism fazolarini toping. Juft funksiyalardan iborat 
)}(=)(:1;1][{=1;1][ 22 xfxfLfL −−∈−+  qism fazo A  operator uchun 

invariant qism fazo bo‘ladimi? 
 

22-mavzu: Chiziqli operatorning spektri va rezolventasi 
 

16. Chiziqli operatorning spektri va rezolventasi 
  

    Operatorlar nazariyasida spektr tushunchasi eng muhim tushunchalardan biridir. 
Chiziqli operator spektrini o‘rganish matematik fizika uchun muhimdir. Masalan, 
kvant mexanikasida sistema Hamiltoniani - bu Hilbert fazosidagi o‘z-o‘ziga 
qo‘shma operatordir, uning spektrini o‘rganish sistema fizik xususiyatlarini 
o‘rganish uchun muhimdir. Spektr tushunchasini dastlab chekli o‘lchamli 
fazolardagi chiziqli operatorlar uchun eslatamiz.  
    Faraz qilaylik, nn CCA →:  chiziqli operator berilgan bo‘lsin. Agar biror λ  son 
uchun  

 xAx λ=  
tenglama nolmas nCx ∈  yechimga ega bo‘lsa, u holda λ  son A  operatorning xos 
qiymati deyiladi, unga mos keluvchi nolmas x  yechim esa xos vektor deyiladi. 
Ma’lumki, har bir nn CCA →:  chiziqli operatorga nnaij ×−}{  matritsa mos 
keladi va aksincha. Chiziqli algebra kursidan ma’lumki, agar λ  son A  
operatorning xos qiymati bo‘lsa, 0=)( IAdet λ−  bo‘ladi va aksincha. nn ×  
matritsa determinanti ),( IAdet λ−  parametr λ  ning −n  darajali ko‘phadi bo‘ladi 
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va 0=)( IAdet λ−  tenglama ko‘pi bilan n  ta ildizga ega, ya’ni nn CCA →:  
chiziqli operator ko‘pi bilan n  ta xos qiymatga ega. Agar λ  son A  operatorning 
xos qiymati bo‘lsa IA λ−  ga teskari operator mavjud emas va aksincha. Agar λ  
son A  operator uchun xos qiymat bo‘lmasa, ya’ni 0)( ≠− IAdet λ  bo‘lsa, u holda 

IA λ−  ga teskari operator mavjud va u nC  fazoning hamma yerida aniqlangan 
bo‘ladi.  
    16.1-teorema. nn CCA →:  chiziqli operator chegaralangandir. 
    Isbot. nC  fazoda neee ,,, 21 K  ortonormal bazisni tanlaymiz. U holda har bir 

nCx ∈  vektor yagona usulda  

 ii

n

i
exx ⋅∑

=1
=  

ko‘rinishda tasvirlanadi. Agar A  operator nC  da aniqlangan chiziqli operator 
bo‘lsa, u holda  

 )(=
1=

ii

n

i
eAxAx ⋅∑  

bo‘ladi. Shunday ekan, chiziqli operator o‘zining ,,,, 21 neee K  bazis 
vektorlardagi qiymatlari bilan bir qiymatli aniqlanadi. Endi Ax  ning normasini 
baholaymiz:  

 .)(||)(||
2
1

2

=1

2
1

2

=1=1
xMeAxeAxAx i

n

i
i

n

i
ii

n

i
⋅≤






⋅






≤⋅≤ ∑∑∑  

Bu yerda  

 .)(=
2
1

2

=1






∑ i

n

i
eAM  

Demak, chekli o‘lchamli fazoda aniqlangan har qanday chiziqli operator 
chegaralangan bo‘lar ekan. ∆  
    Yuqorida aytilganlarning natijasi sifatida shuni ta’kidlash lozimki, chekli 
o‘lchamli fazolardagi chiziqli operatorlar uchun quyidagi ikki holat sodir bo‘lishi 
mumkin: 
    1) λ  son uchun xAx λ=  tenglama nolmas yechimga ega, ya’ni λ  son A  
operator uchun xos qiymat, bu holda IA λ−  ga teskari operator mavjud emas; 
    2) λ  son uchun nC  fazoning hamma yerida aniqlangan 1)( −− IA λ  operator 
mavjud va demak, chegaralangan. 
    Chekli o‘lchamli fazolarda chiziqli operatorning xos qiymatlari to‘plami uning 
spektri deb ataladi. Agar C∈λ  son A  operator uchun xos qiymat bo‘lmasa, u A 
operatorning regulyar nuqtasi deyiladi. Umuman aytganda, chekli o‘lchamli 
fazolarda spektr termini kam ishlatiladi. 
    Agar A  operator cheksiz o‘lchamli X  fazoda berilgan bo‘lsa, u holda yuqorida 
keltirilgan 1 va 2 holatlardan farqli bo‘lgan uchinchi holat ham bo‘ladi, ya’ni: 
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    3) 1)( −− IA λ  operator mavjud, ya’ni xAx λ=  tenglama faqat nol yechimga ega, 
lekin 1)( −− IA λ  operator X  ning hamma yerida aniqlanmagan yoki 

.=)( XIAIm /− λ  
    16.1-ta’rif. Agar C∈λ  son uchun IA λ−  ga teskari operator mavjud bo‘lib u 
X  ning hamma yerida aniqlangan bo‘lsa, λ  soni A  operatorning regulyar 
nuqtasi deyiladi,  

 1)(=)( −− IAAR λλ  
operator esa A  operatorning λ  nuqtadagi rezolventasi deyiladi. Barcha regulyar 
nuqtalar to‘plami )(Aρ  orqali belgilanadi. 
    16.2-ta’rif. A  operatorning regulyar bo‘lmagan barcha nuqtalari to‘plami A  
operatorning spektri deyiladi va )(Aσ  orqali belgilanadi. 
    16.3-ta’rif. Agar biror C∈λ  son uchun 0=)( xIA λ−  tenglama nolmas 

0)=( /x  yechimga ega bo‘lsa, λ  son A  operatorning xos qiymati deyiladi, nolmas 
yechim x  esa xos vektor deyiladi. 
    Ko‘rinib turibdiki, barcha xos qiymatlar to‘plami spektrda yotadi, chunki λ  xos 
qiymat bo‘lsa, IA λ−  operatorning teskarisi mavjud emas. 
    Spektr quyidagi qismlarga ajratiladi. 
    16.4-ta’rif. a) Barcha xos qiymatlar to‘plami A  operatorning nuqtali spektri 
deyiladi va )(Appσ  bilan belgilanadi. 

    b) Agar λ  xos qiymat bo‘lmasa va ,)( XIAIm ≠− λ  ya’ni IA λ−  operatorning 
qiymatlar sohasi X  ning hamma yerida zich emas. Bunday λ  lar to‘plami A  
operatorning qoldiq spektri deyiladi va )(Aqolσ  bilan belgilanadi. 
    Endi o‘z-o‘ziga qo‘shma operatorlar uchun muhim spektr ta’rifini keltiramiz. 
    16.5-ta’rif. Agar biror )(Aσλ ∈  son uchun nolga kuchsiz yaqinlashuvchi 

Hf n ∈  birlik vektorlar ketma-ketligi mavjud bo‘lib  
 0=)(lim n

n
fIA λ−

∞→
 

bo‘lsa, u holda λ  son *= AA  operatorning muhim spektriga qarashli deyiladi. A  
operatorning muhim spektri )(Aessσ  bilan belgilanadi. 
    Operatorning nuqtali va qoldiq spektrlari o‘zaro kesishmaydi. Nuqtali va muhim 
spektrlar o‘zaro kesishishi mumkin. 
    16.2-teorema. Agar )( XLA ∈  va A|>| λ  bo‘lsa, u holda λ  regulyar nuqta 
bo‘ladi. 
    Isbot. IA λ−  operatorni quyidagicha yozib olamiz:  

).1(= AIIA
λ

λλ −−−                         (16.1) 

Teorema shartidan A
λ
1  operatorning normasi 1 dan kichik ekanligi kelib chiqadi, 

shuning uchun 14.5-teoremaga ko‘ra AI
λ
1

−  operatorning chegaralangan teskarisi 
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mavjud. Bundan va (16.1) tenglikdan IA λ−  operatorning teskarisi mavjud va 
chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. ∆   
    Shunday qilib, chegaralangan XXA →:  operatorning spektri markazi 
koordinatalar boshida va radiusi A  ga teng yopiq doirada saqlanar ekan. 
    16.3-teorema. Agar )(XLA ∈  bo‘lsa, u holda )(Aσ  yopiq to‘plamdir. 
    Isbot. Operatorning spektri )(Aσ  regulyar nuqtalar to‘plamining to‘ldiruvchi 
to‘plami bo‘lgani uchun, )(Aρ  ning ochiq to‘plam ekanligini ko‘rsatish yetarli. 
Endi )(Aρλ ∈  ixtiyoriy nuqta bo‘lsin, ya’ni IA λ−  operatorning teskarisi mavjud 
va chegaralangan bo‘lsin. U holda 14.6-teoremaga ko‘ra, barcha 

( ) 11)(<,
−−− IA λδδ  lar uchun IIA δλ −−  operatorning ham chegaralangan 

teskarisi mavjud. Demak, )(Aρλ ∈  nuqta o‘zining ( ) 0>)(=
11 −−− IA λε  atrofi 

bilan )(Aρ  ga qarashli ekan. Bu esa λ  nuqtaning )(Aρ  to‘plam uchun ichki nuqta 
ekanligini bildiradi. λ  ning ixtiyoriyligidan )(Aρ  ning ochiq to‘plam ekanligi 
kelib chiqadi. Demak, )(\=)( ACA ρσ  yopiq to‘plam. ∆  
    Quyidagi tasdiqni isbotsiz keltiramiaz. 
    16.4-teorema. )(HLA ∈  o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘lsin: U holda: 

(a) )(Aqolσ  bo‘sh to‘plam. 
(b) )(Aσ  to‘plam R  ning qismi, ya’ni .)( RA ⊂σ   
(c) A  operatorning har xil xos qiymatlariga mos keluvchi xos vektorlari 

o‘zaro ortogonaldir. 
    Misollar. 16.1. ],[2 baL  Hilbert fazosida erkin o‘zgaruvchi x  ga ko‘paytirish 
operatori (15.3-misolga qarang), ya’ni  

 )(=))((],,[],[: 22 xxfxAfbaLbaLA →  
operatorni qaraymiz. Uning nuqtali, qoldiq va muhim spektrini toping. 
    Yechish. 15.3-misol natijasiga va )(===)( xuxxxu  tenglikka ko‘ra .= *AA  
16.4-teoremaning (a) tasdig‘iga ko‘ra .Ш=)(Aqolσ  Ma’lumki,  

)(=))(( xfxAf λ    ya’ni   0=)()( xfx λ−       (16.2) 
tenglama ixtiyoriy C∈λ  uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A  operator xos 
qiymatlarga ega emas, ya’ni .Ш=)(Appσ  (16.2) tenglama faqat nol yechimga ega 
ekanligidan 14.3-teoremaga ko‘ra )(=)()( xgxfIA λ−  tenglamaning ixtiyoriy 

Ag Im∈  da yagona yechimga ega ekanligi kelib chiqadi. Ko‘rsatish mumkinki 
IA λ−  operatorga teskari operator  
 )()(=)()( 11 xgxxgIA −− −− λλ  (16.3) 

formula bilan aniqlanadi. Agar ],[ ba∈/λ  bo‘lsa, u holda 0,≠− λx  natijada 
1)( −− IA λ  operator ],[2 baL  fazoning hamma yerida aniqlangan va Banax 

teoremasiga ko‘ra u chegaralangan bo‘ladi. Demak, ],[ ba∈/λ  regulyar nuqta, ya’ni 
].;[)( baA ⊂σ  Lekin (16.3) formula bilan aniqlangan teskari operator ],[ ba∈λ  

bo‘lganda ],[2 baL  fazoning hamma yerida aniqlanmagan. Demak, ).(],[ Aba σ⊂  
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Bulardan, ].,[=)( baAσ  Endi A  operatorning spektridagi ixtiyoriy nuqta uning 
muhim spektriga qarashli ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy ),[ ba∈λ  uchun  







∈

+
+

+∈+

n

n
n

Abax
nn

Axnnxf
\];[agar0,

),1;
1

1[:=agar,1)(=)( λλ  

deymiz. Ma’lum nomerdan boshlab b
n

<1
+λ  bo‘ladi va bunday nomerlar uchun 

1=nf  tenglik o‘rinli. Bundan tashqari har xil n  va m  lar uchun ∅=mn AA I  
bo‘lgani uchun 0=),( mn ff  tenglik o‘rinli, ya’ni }{ nf  ortonormal sistema ekan. 
Ma’lumki, ixtiyoriy ortonormal sistema nolga kuchsiz ma’noda yaqinlashadi, 
shuning uchun }{ nf  ketma-ketlik ham nolga kuchsiz ma’noda yaqinlashadi. Endi 

nfIA )( λ−  normani baholaymiz:  

.0,
1)(

1)31)(3(=)(1)(=)( 33

2
2

1

1
1

∞→→
−

+++
−+− ∫

+

+
+

n
nn

nnnndttnnfIA
n

n

n λλ
λ

λ

 

Demak, ta’rifga ko‘ra ),[ ba∈λ  son A  operatorning muhim spektriga qarashli 
ekan. b=λ  nuqtani A  operatorning muhim spektriga qarashli bo‘lishligini 
o‘quvchiga mustaqil isbotlash uchun qoldiramiz. Shunday qilib, A  operatorning 
spektri faqat muhim spektrdan iborat bo‘lib, u ];[ ba  kesma bilan ustma-ust 
tushadi. Xulosa  

∆].,[=)(=)(,Ш=)(=)( baAAAA essppqol σσσσ  
    16.2. 16.1-misolda qaralgan A  operatorni ],[ baC  Banax fazosida, ya’ni  

 )(=)(],,[],[: xxfxAfbaCbaCA →  
operatorni qaraymiz. Uning nuqtali va qoldiq spektrini toping. 
    Yechish. Ma’lumki, ((16.2) ga qarang) 

 )(=))(( xfxAf λ    ya’ni   ],[0,=)()( baCfxfx ∈− λ  (16.4) 
tenglama ixtiyoriy C∈λ  uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A  operator xos 
qiymatlarga ega emas, ya’ni .Ш=)(Appσ  (16.4) tenglama faqat nol yechimga ega 
ekanligidan 14.3-teoremaga ko‘ra )(=)()( xgxfIA λ−  tenglamaning ixtiyoriy 

ImAg ∈  da yagona yechimga ega ekanligi kelib chiqadi. Demak, IA λ−  
operatorga teskari operator mavjud va u (16.3) formula bilan aniqlanadi. Xuddi 
16.1-misoldagi kabi ko‘rsatishimiz mumkinki ],[=)( baAσ  tenglik o‘rinli. 
Haqiqatan ham, agar ],[ ba∈/λ  bo‘lsa, u holda (16.3) ning o‘ng tomoni ixtiyoriy 

],[ baCf ∈  da uzluksiz funksiya bo‘ladai, ya’ni ],[=))(( 1 baCIAD −− λ  va teskari 
operatorlar haqidagi Banax teoremasiga ko‘ra 1)( −− IA λ  operator chegaralangan 
bo‘ladi, demak λ  regulyar nuqta, ya’ni ].;[)( baA ⊂σ  Agar ],[ ba∈λ  bo‘lsa, u 
holda (16.3) formula bilan aniqlangan 1)( −− IA λ  operator ],[ baC  fazoning hamma 
yerida aniqlanmagan, bundan ).(],[ Aba σ⊂  Bulardan, ],[=)( baAσ  ekanligi kelib 
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chiqadi. Endi )(=)( AA qolσσ  ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy ],[ ba∈λ  uchun 
IA λ−  operatorning qiymatlar sohasi  
 )}()(=)(:],[{=)( xfxxgbaCgIAIm λλ −∈−  
],[ baC  fazoda zich emas. Haqiqatan ham, )( IAIm λ−  chiziqli ko‘pxillilikdagi 

ixtiyoriy g  uchun 0=)(λg  shart bajariladi. Agar biz 1)(0 ≡xf  desak, u holda 
ixtiyoriy )( IAImg λ−∈  uchun  

 1|=)()(||)()(|= 00
];[

0 λλ fgxfxgfg
bax

−≥−−
∈

max  

tengsizlik o‘rinli. Demak, )( IAIm λ−  chiziqli ko‘pxillilikdan 1)(0 ≡xf  elementga 
yaqinlashuvchi ketma-ketlik ajratish mumkin emas. Qoldiq spektr ta’rifiga ko‘ra 
ixtiyoriy ],[ ba∈λ  uchun )(Aqolσλ ∈  munosabat o‘rinli. Bundan )()( AA qolσσ ⊂  
kelib chiqadi. Teskari munosabat )()( AA qolσσ ⊃  doim o‘rinli. Demak, 

].,[=)(=)( baAA qolσσ  ∆  
    16.1 va 16.2-misollarda bir xil qonuniyat bo‘yicha ta’sir qiluvchi A  operator har 
xil ];[2 baL  va ];[ baC  fazolarda qaralgan. Har ikki holda ham A  operatorning 
spektri ];[ ba  kesma bilan ustma-ust tushgan, lekin spektrning qismlarida 
(strukturasida) o‘zgarish bo‘ldi. Birinchi holda (16.1-misolda) Ш=)(Aqolσ  edi, 
ikkinchi holda ].;[=)( baAqolσ  
   16.3. Endi 2l  Hilbert fazosida ko‘paytirish operatorini, ya’ni 

 ),,,,,(=,: 33221122 KKll nn xaxaxaxaAxA →   (16.5) 
operatorni qaraymiz (11.9, 15.2-misollarga qarang). Uning xos qiymatlarini va 
spektrini toping. 
    Yechish. ∞

≥
<|=|sup

1
aan

n
 bo‘lgan holda, A  ning chegaralangan ekanligi 11.9-

misolda ko‘rsatilgan. Bundan tashqari aaA n
n

|=|sup=
1≥

 tenglik isbotlangan edi. 

xAx λ=  tenglama na=λ  bo‘lganda ),,0,1,0,(0,= KKne  nolmas yechimga ega. 
Demak, Nnan ∈,  sonlar A  operatorning xos qiymatlari bo‘lar ekan. Agar birorta 
ham Nn ∈  da na=/λ  bo‘lsa, u holda )( IA λ−  operator teskarilanuvchan bo‘ladi 
va  

 ).,,,,(=)(
2

2

1

11 LL
n

n

a
x

a
x

a
x

xIA
−−−

−− −

λλλ
λ   (16.6) 

Bulardan )(=},,,{ 21 Aaaa ppn σKK  tenglik kelib chiqadi. Ma’lumki, xos qiymatlar 
operatorning spektriga qarashli bo‘ladi, shuning uchun ).(},,,{ 21 Aaaa n σ⊂KK  
Ikkinchi tomondan chegaralangan operatorning spektri yopiq to‘plamdir, demak 

)(Appσ  to‘plamning yopig‘i )]([ Appσ  uchun  

 )()]([=},,,{ 21 AAaaa ppn σσ ⊂KK   (16.7) 
munosabat o‘rinli. Agar )]([ Appσλ ∈/  bo‘lsa, u holda (16.6) tenglik bilan 
aniqlangan 1)( −− IA λ  operator 2l  fazoning hamma yerida aniqlangan va 
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chegaralangan bo‘ladi. Bundan )()]([\ AAC pp ρσ ⊂  ekanligi kelib chiqadi. Bu 
yerdan  

 )].([)( AA ppσσ ⊂   (16.8) 
(16.7) va (16.8) munosabatlardan  

 )]([=)( AA ppσσ  
ga kelamiz. Ko‘rsatamizki }{ na  ketma-ketlikning barcha limitik nuqtalari A  
operatorning muhim spektriga qarashli bo‘ladi. Buning uchun limitik nuqta λ  ga 
yaqinlashuvchi }{

kna  qismiy ketma-ketlikni qaraymiz. U holda 

 .0,|=|)(=)( ∞→→−−− kaeaeIA
knknknkn λλλ  

}{
kne  ketma-ketlik ortonormal sistema bo‘lganligi uchun nolga kuchsiz ma’noda 

yaqinlashadi. Demak, λ  son A  operatorning muhim spektriga qarashli ekan. ∆  
    16.4. Quyidagicha savol qo‘yamiz. 2l  Hilbert fazosida shunday 22: ll →A  
chiziqli operatorga misol keltiringki, uning spektri oldindan berilgan CM ⊂  
yopiq to‘plam bilan ustma-ust tushsin. 
    Yechish. Kompleks sonlar to‘plami C  separabel metrik fazo bo‘lgani uchun, 
uning hamma yerida zich sanoqli D  to‘plam mavjud. U holda DM I  to‘plam 
sanoqli va M  ning hamma yerida zich bo‘ladi. Endi DM I  to‘plam elementlarini 

},,,,{ 21 KK naaa  nomerlab chiqamiz va 16.3-misolda qaralgan, (16.5) tenglik 
bilan aniqlanuvchi A  operatorni qaraymiz. 16.3-misolda ko‘rsatilganidek  

 ∆.==)]([=)( MDMAA pp Iσσ  
    Bu yerda, biz CM =  deb olishimiz ham mumkin. Demak, spektri butun 
kompleks sonlar to‘plami C  bilan ustma-ust tushuvchi chiziqli operator mavjud 
ekan. Bu holda ta’rifga ko‘ra Ш=)(Aρ  bo‘ladi. Shuni ta’kidlaymizki, agar 

CM ⊂  yopiq to‘plam chegaralangan bo‘lsa, u holda spektri M  bilan ustma-ust 
tushuvchi A  operator ham chegaralangan bo‘ladi va aksincha.  

  
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  

 
1. Chekli o‘lchamli fazolarda operatorning spektri faqat chekli sondagi xos 

qiymatlardan iborat ekanligini ko‘rsating. 
2. )()(=))(([0;1],[0;1]: 22 xfxuxAfLLA →  operatorning spektrini toping. 

Bu yerda −→ Cbau ];[:  uzluksiz funksiya. 
3. ];[2 ππ−L  fazoda integral operatorning xos qiymatlarini toping: 

 dyyfnynxxAf n
n

)(sinsin
2
1=))((

1=
∫∑

−

∞ π

π

.       

4. Birlik operatorning spektrini toping. 

5. 1;1][1;1][: 22 −→− LLA , dyyfyxxfxAf )()(1)(=))((
1

1
+− ∫

−

 

       operatorning xos qiymatlarini toping. 
6. Yuqorida keltirilgan 1;1][1;1][: 22 −→− LLA  operatorning λ  nuqtadagi 
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rezolventasini toping. 
7. 321 ,, ϕϕϕ  lar A  chiziqli operatorning 321 ,, λλλ  xos qiymatlariga mos keluvchi 

xos vektorlari bo‘lsin. 321 ,, ϕϕϕ  larning chiziqli erkli (chiziqli bog‘lanmagan) 
ekanligini isbotlang. 

8. Spektri birlik doiradan iborat bo‘lgan chiziqli operatorga misol keltiring. 
9. Spektri Ш to‘plamdan iborat bo‘lgan chiziqli operator mavjudmi? Mavjud 

bo‘lsa misol keltiring. 
10. 16.1-misolda b=λ  nuqtaning A  operatorning muhim spektriga qarashli 

ekanligini isbotlang.  
 

)(|=|)()( 1 xfxxfAR −− λλ  
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23- mavzu Kompakt operatorlar 
17. Kompakt operatorlar 

 
Dastlab normalangan fazodagi kompakt, nisbiy kompakt to‘plamlarga ta’rif 

beramiz. Chunki kompakt operatorlar shu tushunchalar asosida ta’riflanadi. Biz 
normalangan fazolarda kompaktlik kriteriylarini ham keltiramiz. Keyin esa asosiy 
tushuncha kompakt operatorga ta’rif beramiz va unga misollar keltiramiz. 

Bizga −X  Banax fazosi va XM ⊂  to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar M  
to‘plamdan olingan ixtiyoriy Mxn ⊂}{  ketma-ketlikdan M  da yaqinlashuvchi 
qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa,  M   ga kompakt to‘plam deyiladi 
(3.6-ta’rifga qarang). Agar N  to‘plamning yopig‘i ][N  kompakt to‘plam bo‘lsa, u 
holda N  nisbiy kompakt to‘plam deyiladi (3.7-ta’rifga qarang). To‘plam nisbiy 
kompakt bo‘lishi uchun uning to‘la chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli (3.5-
teoremaga qarang). Chekli o‘lchamli fazolarda to‘plam kompakt bo‘lishi uchun 
(3.4-teoremaga qarang) uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi zarur va yetarlidir. 
Asosiy funksional fazolardan biri ],[ baC  fazodir. Bu fazodagi to‘plamning 
kompaktlik kriteriysi Arsela teoremasi (3.6-teoremaga qarang) yordamida bayon 
qilingan. 1, ≥ppl  fazoda to‘plam nisbiy kompakt bo‘lishligining zarur va yetarli 
shartlari 3.8-teoremada keltirilgan. 

Banax fazosida kompakt operatorlar. Chekli o‘lchamli fazolarda 
aniqlangan chiziqli operatorlardan farqli o‘laroq, cheksiz o‘lchamli fazolardagi 
ixtiyoriy chiziqli operatorning spektrini to‘la o‘rganish ancha qiyin masaladir. 
Lekin kompakt operatorlarning spektrini  to‘laroq o‘rganish mumkin. Kompakt 
operatorlar xossalariga ko‘ra chekli o‘lchamli operatorlarga o‘xshab ketadi va 
ularning spektri yetarlicha aniq tavsiflanadi. Bundan tashqari, kompakt operatorlar 
ko‘plab tatbiqlarga ega, masalan integral tenglamalar nazariyasida. Bu nazariyani 
biz keyingi 19 va 20 paragraflarda keltiramiz. 

17.1-ta’rif. Agar ),( YXLA ∈  va ∞<Imdim A  bo‘lsa, u holda A  ga chekli 
o‘lchamli operator deyiladi. Agar nA =Imdim  bo‘lsa, u holda A  ga n  o‘lchamli 
operator deyiladi. 

17.2-ta’rif. Bizga YXA →:  operator berilgan bo‘lsin. Agar A  operator X  
dagi har qanday chegaralangan to‘plamni Y  dagi nisbiy kompakt to‘plamga 
akslantirsa, u holda A  kompakt operator yoki to‘la uzluksiz operator deyiladi. 

Chekli o‘lchamli fazolarda to‘plam kompakt bo‘lishi uchun (3.4-teoremaga 
qarang) uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi yetarli va zarurdir. Demak, chekli 
o‘lchamli fazodagi har qanday chegaralangan to‘plam nisbiy kompaktdir va 
aksincha (3.1-natijaga qarang). 

Shunday qilib, chekli o‘lchamli fazolarda aniqlangan har qanday 
chegaralangan operator kompaktdir. Ya’ni operator chegaralangan bo‘lgani uchun 
u chegaralangan to‘plamni yana chegaralangan to‘plamga o‘tkazadi (11.8-ta’rifga 
qarang). Har qanday chegaralangan to‘plam esa chekli o‘lchamli fazoda nisbiy 
kompaktdir (3.1-natijaga qarang). Shunday qilib, quyidagi teorema o‘rinli. 

17.1-teorema. nn CCA →:  chiziqli operator kompaktdir. 
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Isbot. nC  fazoda aniqlangan chiziqli A  operatorning chegaralanganligi 16.1-
teoremada isbotlangan edi. A  chegaralangan operator bo‘lgani uchun har qanday 
chegaralangan to‘plamni yana chegaralangan to‘plamga o‘tkazadi. Har qanday 
chegaralangan to‘plam esa chekli o‘lchamli fazoda nisbiy kompaktdir. Demak, 

nn CCA →:  chiziqli operator kompaktdir. ∆  
17.2-Teorema. ∞∈ <Imdim),,( AYXLA  bo‘lsin. U holda A  kompakt 

operator bo‘ladi. 
Isbot. A  chegaralangan operator bo‘lgani uchun ixtiyoriy chegaralangan M  

to‘plamni yana chegaralangan )(MA  to‘plamga akslantiradi. Ma’lumki, 
AMA Im)( ⊂  va ∞<Imdim A  bo‘lgani uchun )(MA  nisbiy kompaktdir. 

Demak, −A  kompakt operator. ∆  
Misollar. 17.1. nC  Evklid fazosidagi xIx =  birlik operatorni kompaktlikka 

tekshiring. 
Yechish. Birlik operatorning chiziqliligi va uzluksizligi 11.1-misolda 

ko‘rsatilgan. 17.1-teoremaga ko‘ra birlik operator kompakt bo‘ladi. ∆  
Cheksiz o‘lchamli fazolarda kompaktlik talabi uzluksizlik talabidan ancha 

kuchliroq hisoblanadi. Hozir biz uzluksiz, lekin kompakt bo‘lmagan operatorga 
misol keltiramiz. 

17.2. H  Hilbert fazosidagi xIx =  birlik operatorning kompakt emasligini 
ko‘rsating. 

Yechish. Birlik operatorning uzluksizligi uning chegaralangan ekanligidan 
kelib chiqadi (11.1-misolga qarang). Endi uning kompakt emasligini ko‘rsatamiz. 
H  dagi 1}:{:=;1][ ≤∈ φφθ HB  birlik yopiq sharni qaraymiz. Bu to‘plam 
chegaralangan to‘plam bo‘ladi, uning I  akslantirishdagi tasviri (aksi) o‘ziga teng. 
Lekin birlik shar kompakt emas. Buni isbotlash uchun H  da ixtiyoriy }{ nφ  
ortonormal sistemani olamiz. Ma’lumki, ixtiyoriy Nn∈  uchun ;1].[θφ Bn ∈  Agar 

mn =/  bo‘lsa, u holda  
 2.=),(),(=),(=2

mmnnmnmnmn φφφφφφφφφφ +−−−  
Bu yerdan ko‘rinadiki }{ nφ  ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-

ketlik ajratish mumkin emas. Demak, birlik shar ;1][θB  nisbiy kompakt to‘plam 
emas ekan. Bu o‘z navbatida birlik operatorning kompakt emasligini bildiradi. ∆  

Cheksiz o‘lchamli Banax fazolarida birlik sharning nisbiy kompakt to‘plam 
emasligi quyidagi lemmadan kelib chiqadi. 

17.1-lemma. −X  chiziqli normalangan fazo va KK ,,,, 21 nxxx  lar X  dagi 
chiziqli erkli sistema bo‘lsin. nX  bilan nxxx ,,, 21 K  elementlarning chiziqli 
qobig‘idan tashkil topgan qism fazoni belgilaymiz. U holda quyidagi shartlarni 
qanoatlantiruvchi KK ,,,, 21 nyyy  vektorlar mavjud:  

 .
2
1>inf=),(3);2)1;=1)

1
1 xyXyXyy n

nXx
nnnnn −∈

−∈
−ρ  

Isbot. Lemma shartiga ko‘ra KK ,,,, 21 nxxx  elementlar sistemasi chiziqli 
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erkli. Shuning uchun, 1−∈/ nn Xx  va 1−nX  ning yopiq ekanligidan 
0>=),( 1 αρ −nn Xx  bo‘ladi. Shunday 1

*
−∈ nXx  element mavjudki α2<*

nxx −  
bo‘ladi. U holda  

 ).,( 1
*

−−≤ nn Xxxρα  
Natijada  

 
n

n
n xx

xxy
−

−
*

*

=  

vektor 1-3 shartlarni qanoatlantiruvchi vekror bo‘ladi. 1y  vektor sifatida 11/ xx  
vektorni olish yetarli. ∆  

Bu lemmadan foydalanib, cheksiz o‘lchamli Banax fazosidagi yopiq birlik 
sharda yotuvchi shunday }{ ny  ketma-ketlik qurish mumkinki, 

mnyy mn ≠− 1/2,>  shart bajariladi. Bunday ketma-ketlik o‘zida birorta ham 
yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlikni saqlamaydi. Demak, cheksiz o‘lchamli 
Banax fazosidagi birlik shar nisbiy kompakt to‘plam emas. Bu yerdan quyidagi 
natija kelib chiqadi. 

17.1-natija. Agar −X cheksiz o‘lchamli Banax fazosi bo‘lsa, u holda 
xIxXXI =,: →  operator kompakt emas. 

17.3-ta’rif. Bizga −YX ,  Banax fazolari berilgan bo‘lsin. Agar YXA →:  
chiziqli operator X  fazodagi birlik sharni Y  fazodagi nisbiy kompakt to‘plamga 
akslantirsa, u holda A  kompakt operator deyiladi. 

17.3-ta’rifga teng kuchli bo‘lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz. 
17.4-ta’rif. Bizga ),( YXLA ∈  ( −YX ,  Banax fazolari) operator va ixtiyoriy 

Xxx nn ∈},{  chegaralangan ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar }{ nAx  ketma-
ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, u holda A  
ga kompakt operator deyiladi. 

Misollar. 17.3. Berilgan har bir Nn ∈  uchun  
 ),0,0,,,,(=,: 221122 KKll nnnn xaxaxaxAA →  

operatorning kompaktligini ko‘rsating. 
Yechish. nA  operatorning kompakt ekanligini ko‘rsatishda 17.2-teoremadan 

foydalanamiz. Chunki nA  chegaralangan operator va .<=Imdim ∞nAn  Haqiqatan 
ham,  

 .||max||||max||= 22

1

2

1=

2

1

2

1=

2 xaxaxaxA k
nk

k

n

k
k

nk
kk

n

k
n ⋅≤⋅≤⋅

≤≤≤≤
∑∑  

Demak, nA  chegaralangan va uning normasi uchun  
 ||max

1
k

nk
n aA

≤≤
≤  

tengsizlik o‘rinli. nA  operatorning qiymatlar sohasi nAIm  esa },,,{ 21 neee K  
vektorlar sistemasidan hosil bo‘lgan qism fazo bilan ustma-ust tushadi. Shuning 
uchun .=Imdim nAn  17.2-teoremaga ko‘ra nA  kompakt operator bo‘ladi. 

17.4. ],[2 ππ−L  fazoda quyidagi integral operatorning kompaktligini 
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ko‘rsating.  

 .)()(=))(( dyyfyxcosxAf −∫
−

π

π

 

Yechish. Agar biz sinxsinycosxcosyyxcos +− =)(  ayniyatdan foydalansak,  

 sinxcosxdyysinyfsinxdyycosyfcosxxAf βα
π

π

π

π

++ ∫∫
−−

=)()(=))((  

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda  

 .)(=,)(= dyysinyfdyycosyf ∫∫
−−

π

π

π

π

βα  

Demak, ixtiyoriy Afg =  element cosx  va sinx  larning chiziqli 
kombinatsiyasi shaklida tasvirlanadi. Bundan 2=Imdim A  ekanligi kelib chiqadi. 
Endi A  operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz.  

.|)(||)(|)()(= 22
2

2 dyyfdxdyyxcosdxdyyfyxcosAf ∫∫∫∫∫
−−−−− 








−≤−
π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

 

Bu yerda biz Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan foydalandik. Agar 
1|)(| ≤− yxcos  tengsizlikni e'tiborga olsak,  

 ( ) fAffAf ⋅≤⇒⋅≤ ππ 22 22  
ga ega bo‘lamiz. Bundan π2≤A  ekanligi kelib chiqadi. Demak, 17.2-teoremaga 
ko‘ra A  operator kompakt bo‘ladi. 

 
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar 

 
1. nC  va 2l  fazolarda birlik shar nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladimi? 
2. 2l  fazoda ),0,,4,2(= 321 KxxxAx  operatorning o‘lchamini toping. 
3. 2l  fazodagi birlik sharning ),0,,3,2(=,: 3

1
2

1
122 Kll xxxAxA −−→  

akslantirishdagi tasvirining nisbiy kompakt to‘plam bo‘lishini ko‘rsating. 
4. Chekli o‘lchamli operatorga misol keltiring.  
 
 

18. Kompakt operatorlarning asosiy xossalari 
  
Bu paragrafda biz kompakt operatorlar to‘plamining chiziqli normalangan 

fazo tashkil qilishini ko‘rsatamiz. Agar X  Banax fazosini Y  Banax fazosiga 
akslantiruvchi kompakt operatorlar to‘plamini ),( YXK  orqali belgilasak, u holda 

),( YXK  ning Banax fazosi bo‘lishini isbotlaymiz. 
18.1-lemma. ),( YXK  to‘plam −YXYXL ,(),( Banax fazolari) chiziqli 

normalangan fazoning qism fazosi bo‘ladi. 
Isbot. Lemmani isbotlash uchun kompakt operatorlarning yig‘indisi va songa 

ko‘paytmasi yana kompakt operator bo‘lishini ko‘rsatish yetarli. Faraz qilaylik 
),(, YXKBA ∈  va Xxn ⊂}{  ixtiyoriy chegaralangan ketma-ketlik bo‘lsin. 
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Ko‘rsatamizki, YxBA n ⊂+ }){(  ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin. A  kompakt operator bo‘lgani uchun }{ nAx  ketma-
ketlikdan yaqinlashuvchi }{

knAx  qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. B  

kompakt operator bo‘lgani uchun }{
knBx  ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi }{

lknBx  

qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Demak, }){(
lknxBA +  ketma-ketlik 

yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bundan BA +  operatorning kompakt ekanligi kelib 
chiqadi (17.4-ta’rifga qarang). Kompakt operatorning songa ko‘paytmasi yana 
kompakt operator bo‘lishligi shunga o‘xshash ko‘rsatiladi. ∆  

Endi ),( YXK  qism fazoning yopiqligini isbotlaymiz. 
18.1-teorema. Agar Y  Banax fazosi bo‘lsa, u holda ),( YXK  ham Banax 

fazosi bo‘ladi. 
Isbot. Faraz qilaylik, ),(}{ YXKAn ⊂  ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik 

bo‘lsin. ),( YXKAn ∈  ekanligidan ),( YXLAn ∈  ekanligi kelib chiqadi. ),( YXL  
fazoning to‘laligidan (13.1-teoremaga qarang) }{ nA  fundamental ketma-ketlikning 
biror ),( YXLA ∈  operatorga yaqinlashishi kelib chiqadi. Endi limitik operator A  
ning kompaktligini isbotlaymiz. Buning uchun chegaralangan Xxn ⊂}{  ketma-
ketlik qanday bo‘lmasin, YAxn ⊂}{  ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy 
ketma-ketlik ajratish mumkinligini ko‘rsatish yetarli. 

1A  kompakt operator bo‘lganligi uchun }{ 1 nxA  ketma-ketlikdan 
yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.  

 KK ,,,, (1)(1)
2

(1)
1 nxxx   (18.1) 

qismiy ketma-ketlik shunday bo‘lsinki, }{ (1)
1 nxA  ketma-ketlik yaqinlashuvchi 

bo‘lsin. Endi }{ (1)
2 nxA  ketma-ketlikni qaraymiz. 2A  kompakt operator bo‘lganligi 

uchun shunday }{}{ (1)(2)
nn xx ⊂  qismiy ketma-ketlik ajratish mumkinki, }{ (2)

2 nxA  
ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bu holda }{ (2)

1 nxA  ketma-ketlik ham 
yaqinlashuvchi bo‘ladi. Yuqoridagidek mulohaza yurgizib, }{ (2)

nx  ketma-ketlikdan 
}{ (3)

nx  qismiy ketma-ketlik ajratish mumkinki, }{ (3)
3 nxA  ketma-ketlik 

yaqinlashuvchi va hokazo. Bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz va  
 KK ,,,, )((2)

2
(1)
1

n
nxxx   (18.2) 

diagonal ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikni ,...,...,, 21 nAAA  operatorlar 
yaqinlashuvchi ketma-ketliklarga o‘tkazadi. (18.2) ketma-ketlikni A  operator ham 
yaqinlashuvchi ketma-ketlikka o‘tkazishini ko‘rsatamiz. Y  Banax fazosi 
bo‘lganligi uchun }{ )(n

nAx  ketma-ketlikning fundamental ekanligini ko‘rsatish 
kifoya.  

 ≤−+−+−− )()()()()()()()( = m
m

m
mk

m
mk

n
nk

n
nk

n
n

m
m

n
n AxxAxAxAxAAxAxAx  

 )()()()()()( m
m

m
mk

m
mk

n
nk

n
nk

n
n AxxAxAxAxAAx −+−+−≤ .  (18.3) 

Xxn ⊂}{  ketma-ketlik chegaralangan bo‘lganligi uchun, shunday 0>C  
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mavjudki, ixtiyoriy Nn ∈  da Cxn ≤  bo‘ladi. Ixtiyoriy 0>ε  son uchun Nk ∈  
sonni shunday tanlaymizki,  

 
C

AA k 3
< ε

−  

tengsizlik bajarilsin. Shunday 0n  soni mavjudki, barcha 0>, nmn  lar uchun  

 .
3

<)()( εm
mk

n
nk xAxA −  

Bu shartlar bajarilganda (18.3) dan quyidagiga ega bo‘lamiz  

 .=
333

<)()( ε
εεε C
C

C
C

AxAx m
m

n
n ++−  

Demak, ∞→mn,  da 0.)()( →− m
m

n
n AxAx  Bu esa }{ )(n

nAx  ketma-ketlikning 
fundamental ekanligini ko‘rsatadi. Y  to‘la fazo bo‘lganligi uchun u 
yaqinlashuvchi. Demak, −A  kompakt operator. ∆  

18.1-natija. Agar ),(}{ YXKAn ⊂  operatorlar ketma-ketligi A  operatorga 
norma bo‘yicha yaqinlashsa, u holda A  ham kompakt operator bo‘ladi. 

Natijaning isboti 18.1-teoremaning isbotidan bevosita kelib chiqdi. 
18.2-teorema.   Agar )(XKA ∈  va )(XLB ∈  bo‘lsa, u holda AB  va BA  

operatorlar ham kompakt operatorlar bo‘ladi. 
     Isbot. Agar XM ⊂  to‘plam chegaralangan bo‘lsa, u holda )(MB  ham 
chegaralangan to‘plam bo‘ladi. A  kompakt operator bo‘lgani uchun ( )( )MBA  
to‘plam – nisbiy kompakt to‘plamdir. Bu esa AB  operatorning kompakt ekanligini 
isbotlaydi. 

Endi BA  operatorning kompaktligini ko‘rsatamiz. Buning uchun 
chegaralangan Xxn ⊂}{  ketma-ketlik qanday bo‘lmasin, XBAxn ⊂}{  ketma-
ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkinligini ko‘rsatish 
yetarli. A  kompakt operator bo‘lgani uchun }{ nAx  ketma-ketlikdan 
yaqinlashuvchi }{

knAx  qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. B  operator uzluksiz 

bo‘lgani uchun }{
knBAx  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, BA  

kompakt operator ekan. ∆  
18.2-natija. −X  cheksiz o‘lchamli Banax fazosi bo‘lsin. U holda )(XKA ∈  

operatorning chegaralangan teskarisi mavjud emas. 
Isbot. Teskaridan faraz qilaylik, ya’ni 1−A  mavjud va chegaralangan bo‘lsin. 

U holda AAI 1= −  birlik operator cheksiz o‘lchamli X  Banax fazosida kompakt 
bo‘lar edi (17.1-natijaga qarang), bu qarama-qarshilik natijani isbotlaydi. ∆  

18.3-teorema. Kompakt operatorga qo‘shma operator kompaktdir. 
Isbot. Bizga X  Banax fazosini o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi A  kompakt 

operator berilgan bo‘lsin. Ko‘rsatamizki, A  ga qo‘shma bo‘lgan *A  operator *X  
dagi har qanday chegaralangan to‘plamni nisbiy kompakt to‘plamga o‘tkazadi. 
Normalangan fazodagi har qanday chegaralangan to‘plam qandaydir sharda 
saqlanadi, shuning uchun *A  operator *X  dagi birlik shar *S  ni (17.3-ta’rifga 
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qarang) nisbiy kompakt to‘plamga o‘tkazishini ko‘rsatish yetarli. 
*X  dagi uzluksiz funksionallarni X  fazoda emas, faqat kompakt −)(SA  

to‘plamda aniqlangan funksional sifatida qaraymiz. Bu yerda S  to‘plam X  dagi 
birlik shar. Bu holda *S  dagi funksionallarga mos keluvchi funksiyalar to‘plami Φ  
tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo‘ladi. Haqiqatan ham, agar 1≤ϕ  
bo‘lsa, u holda  

 ,sup|)(|sup|=)(|sup
)()(

AAxxx
SxSAxSAx

≤⋅≤
∈∈∈

ϕϕϕ  

 .|)()(| yxyxyx −≤−⋅≤− ϕϕϕ  

Arsela teoremasiga ko‘ra Φ  to‘plam ])([ SAC  fazoda nisbiy kompakt to‘plam 
bo‘ladi. Uzluksiz funksiyalar fazosi ])([ SAC  dagi Φ  to‘plam *X  fazodagi )( ** SA  
to‘plamga izometrik bo‘ladi. Haqiqatan ham, agar *

21 , Sgg ∈  bo‘lsa, u holda  
 |=),(|sup|=),(|sup= 212

*
1

*
2

*
1

* AxggxgAgAgAgA
SxSx

−−−
∈∈

 

 ).,(|=),(|sup= 2121
)(

ggzgg
SAz

ρ−
∈

 

Φ  nisbiy kompakt to‘plam bo‘lganligi uchun u to‘la chegaralangan bo‘ladi. O‘z 
navbatida, unga izometrik bo‘lgan )( ** SA  to‘plam ham to‘la chegaralangan 
bo‘ladi. Demak, )( ** SA  nisbiy kompakt to‘plam.  ∆  

18.4-teorema. X  Banax fazosida A  kompakt operator va ixtiyoriy 0>ρ  son 
berilgan bo‘lsin. A  operatorning absolyut qiymati bo‘yicha ρ  dan katta bo‘lgan 
xos qiymatlariga mos keluvchi chiziqli erkli xos vektorlarining soni cheklidir. 

Isbot. Avvalo shuni ta’kidlaymizki, A  operatorning nolmas λ  xos qiymatiga 
mos keluvchi xos vektorlaridan tashkil topgan λX  invariant qism fazo chekli 
o‘lchamli bo‘ladi. Haqiqatan ham, agar )(= IAKerX λλ −  qism fazoning o‘lchami 
cheksiz bo‘lganda edi, u holda A  operator λX  qism fazoda va demak, butun X  da 
kompakt bo‘lmas edi. Shu sababli, teoremaning isbotini yakunlash uchun, agar 

−}{ nλ  kompakt A  operatorning nolmas, har xil xos qiymatlarining ixtiyoriy 
ketma-ketligi bo‘lsa, u holda 0→nλ  ekanligini ko‘rsatish yetarli. O‘z navbatida 

1−
nλ  ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladigan har xil nλ  xos qiymatlarning cheksiz 

ketma-ketligi mavjud emasligini ko‘rsatish yetarli. 
Faraz qilaylik, bunday ketma-ketlik mavjud bo‘lsin va nx  vektor nλ  xos 

qiymatga mos keluvchi xos vektor bo‘lsin. Ma’lumki, KK ,,,, 21 nxxx  vektorlar 
chiziqli erkli bo‘ladi. nX  bilan nxxx ,,, 21 K  vektorlarning chiziqli qobig‘ini 
belgilaymiz, ya’ni nX  to‘plam  

 kk

n

k
xy α∑

1=
=  

ko‘rinishdagi elementlardan tashkil topgan. Har bir nXy ∈  uchun quyidagiga 
egamiz  



 241 

 .)(1==1 1

1=1=1=
k

n

k
k

n

k
k

n

kk
n

k
kk

n

kn

xxxAyy
λ
λ

α
λ

λα
α

λ
−−− ∑∑∑

−

 

Bu yerdan ko‘rinadiki,  

 .1
1−∈− n

n

XAyy
λ

 

Endi }{ ny  ketma-ketlikni shunday tanlaymizki,  

 
2
1>inf=),(3)1;=2);1)

1
1 xyXyyXy n

nXx
nnnnn −∈

−∈
−ρ  

shartlar bajarilsin (bunday ketma-ketlikning mavjudligi 17.1-lemmada 
isbotlangan). Agar }{ 1−

nλ  ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, u holda }{ 1
nn y−λ  

ketma-ketlik X  da chegaralangan bo‘ladi. Lekin shu bilan birga, )}({ 1
nn yA −λ  

ketma-ketlik o‘zida birorta ham yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlikni saqlamaydi. 
Haqiqatan ham, ixtiyoriy mn >  da  
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Hosil qilingan qarama-qarshilik teoremani isbotlaydi. ∆  
18.1. 1l  Banax fazosida  

 





→ KKll ,1,,

2
1,=,: 2111 nx

n
xxAxA  

operatorni qaraymiz. Uning kompaktligini ko‘rsating. 
 Yechish. Agar biz A  operatorga tekis yaqinlashuvchi kompakt operatorlar 

ketma-ketligi mavjud ekanligini ko‘rsatsak, u holda 18.1-natijaga ko‘ra A  
kompakt operator bo‘ladi. nA  operatorlarni quyidagicha quramiz:  

 .,0,0,1,,
2
1,=,: 2111 






→ KKll nnn x

n
xxxAA  

nA  operatorlarning chiziqliligi oson tekshiriladi. Uning chegaralangan ekanligini 
ko‘rsatamiz.  

 .||1=
<1<1

xxx
k

xA k
k

k
nk

n ≤≤ ∑∑
∞≤≤

 

Bu yerdan 1≤nA  tengsizlik kelib chiqadi. 17.3-misolda ko‘rsatilganidek 
nAn =Imdim  tenglik o‘rinli. Demak, nA  chegaralangan va −n  o‘lchamli operator. 

17.2-teoremaga ko‘ra nA  lar kompakt operator. Bundan tashqari nA  operatorlar 
ketma-ketligi A  operatorga tekis yaqinlashadi. Haqiqatan ham,  
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Bu yerdan  

 ∞→→
+

≤− n
n

AA n 0,
1

1  

ekanligini olamiz. 18.1-natijaga ko‘ra A  kompakt operator bo‘ladi.  ∆  
Hilbert fazolarida kompakt operatorlar. Yuqorida biz Banax fazosida 

aniqlangan kompakt operatorlar haqida so‘z yuritdik va ularning ba’zi xossalarini 
isbotladik. Hozir biz bu ma’lumotlarni Hilbert fazosidagi kompakt operatorlarga 
taalluqli bo‘lgan ayrim faktlar bilan to‘ldiramiz. 

Bizga H  Hilbert fazosi, uning x  nuqtasi hamda Hxn ⊂}{  ketma-ketligi 
berilgan bo‘lsin. 

18.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy Hy ∈  uchun ),(=),(lim yxyxn
n ∞→

 bo‘lsa, }{ nx  

ketma-ketlik x  ga kuchsiz yoki kuchsiz ma’noda yaqinlashuvchi deyiladi va 
xx w

n →  shaklda belgilanadi. 
18.2-ta’rif. Agar 0=lim xxn

n
−

∞→
 bo‘lsa, }{ nx  ketma-ketlik x  ga kuchli 

ma’noda yaqinlashuvchi deyiladi va xx s
n →  shaklda belgilanadi. 

 Endi H  Hilbert fazosida kuchsiz ma’nodagi nisbiy kompakt to‘plam ta’rifini 
beramiz. 

18.3-ta’rif. Agar HM ⊂  to‘plamning ixtiyoriy }{ nx  ketma-ketligidan kuchsiz 
ma’noda yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa M  ga kuchsiz 
ma’nodagi kompakt to‘plam deyiladi. 

Quyidagi tasdiqni isbotsiz keltiramiz. 
18.5-teorema. HM ⊂  to‘plam kuchsiz ma’noda kompakt bo‘lishi uchun 

uning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarlidir. 
Biz har qanday chegaralangan to‘plamni nisbiy kompakt to‘plamga 

akslantiruvchi A  operatorni kompakt operator deb atadik. *= HH  bo‘lgani uchun, 
undagi hamma chegaralangan to‘plamlar (va faqat ular) kuchsiz kompakt. Demak, 
Hilbert fazosidagi kompakt operatorlarni har qanday kuchsiz kompakt to‘plamni 
nisbiy kompakt to‘plamga o‘tkazuvchi operator sifatida aniqlash mumkin. Va 
nihoyat, ayrim hollarda Hilbert fazosidagi operatorlarning kompaktligini 
tekshirishda quyidagi ta’rif qulay. 

18.4-ta’rif. Agar H  Hilbert fazosida aniqlangan A  operator har qanday 
kuchsiz yaqinlashuvchi ketma-ketlikni kuchli yaqinlashuvchi ketma-ketlikka 
o‘tkazsa, u holda A  kompakt operator deyiladi. 

Haqiqatan ham, bu shart bajarilgan bo‘lsin va HM ⊂  chegaralangan to‘plam 
bo‘lsin. M  to‘plamning har qanday cheksiz qism to‘plami o‘zida kuchsiz 
yaqinlashuvchi ketma-ketlikni saqlaydi. Agar bu ketma-ketlik A  operator ta’sirida 
kuchli yaqinlashuvchi ketma-ketlikka o‘tkazilsa, u holda −AM  nisbiy kompakt. 

Aksincha, −A  kompakt operator va }{ nx  ketma-ketlik x  elementga kuchsiz 
ma’noda yaqinlashsin. U holda }{ nAx  ketma-ketlik o‘zida kuchli yaqinlashuvchi 
qismiy ketma-ketlikni saqlaydi. Shu bilan birga }{ nAx  ketma-ketlik A  ning 
uzluksizligiga ko‘ra Ax  ga kuchsiz yaqinlashadi. Bu yerdan kelib chiqadiki, }{ nAx  
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ketma-ketlik bittadan ortiq limitik nuqtaga ega emas. Demak, }{ nAx  
yaqinlashuvchi ketma-ketlik. 

Endi biz o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lgan kompakt operatorlarni batafsilroq 
o‘rganamiz. Xususan, bunday operatorlar uchun chiziqli algebra kursidan ma’lum 
bo‘lgan matritsalarni diagonal ko‘rinishga keltirish haqidagi teoremaga o‘xshash 
Hilbert-Shmidt teoremasini isbotlaymiz. Avval quyidagi ikkita tasdiqni 
isbotlaymiz. 

18.2-lemma. H  kompleks Hilbert fazosidagi o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lgan 
chegaralangan A  operatorning barcha xos qiymatlari haqiqiydir. 

Isbot. Haqiqatan ham, θλ =,= /xxAx  bo‘lsin. U holda  
 ),,(=),(=),(=),(=),( xxxxAxxxAxxx λλλ  

bu yerdan ∆.= λλ  
18.3-lemma. O‘z-o‘ziga qo‘shma chegaralangan operatorning har xil xos 

qiymatlariga mos keluvchi xos vektorlari o‘zaro ortogonaldir. 
Isbot. Haqiqatan ham, agar ,=,= yAyxAx µλ  hamda 0≠− µλ  bo‘lsa, u 

holda  
 ),,(=),(=),(=),(=),( yxyxAyxyAxyx µµλ  

bu yerdan 0,=),)(( yxµλ −   ya’ni  ∆⊥ .yx  
Endi quyidagi fundamental teoremani isbotlaymiz. 
18.6-teorema. (Hilbert-Shmidt). H  Hilbert fazosida kompakt, o‘z-o‘ziga 

qo‘shma, chiziqli A  operator berilgan bo‘lib, }{ nλ  - uning barcha nolmas xos 
qiymatlari ketma-ketligi bo‘lsin. U holda H  fazoda shu xos qiymatlarga mos 
keluvchi xos vektorlardan iborat shunday }{ nφ  ortonormal sistema mavjudki, har 
bir H∈ξ  element yagona usulda  

 ξφξ ′+∑ kk
k

c=  

ko‘rinishda tasvirlanadi, bu yerda ξ ′  vektor 0=ξ ′A  shartni qanoatlantiradi. Bu 
holda  

 .= kkk
k

cA φλξ ∑  

Agar nolmas xos qiymatlar soni cheksiz bo‘lsa, u holda  
 0.=lim n

n
λ

∞→
 

Bu asosiy teoremani isbotlash uchun bizga quyidagi yordamchi tasdiqlar 
kerak bo‘ladi. 

18.4-lemma. A  kompakt operator va }{ nξ  ketma-ketlik ξ  elementga kuchsiz 
yaqinlashsin, u holda  

 ).(=),(),(=)( ξξξξξξ QAAQ nnn →  
Isbot. Ixtiyoriy n  natural son uchun  
 ≤−+−− |),(),(),(),(|=|),(),(| ξξξξξξξξξξξξ AAAAAA nnnnnn  
 .|),(),(||),(),(| ξξξξξξξξ AAAA nnnn −+−≤  

Ikkinchi tomondan,  
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 )(|),(),(| ξξξξξξξ −⋅≤− nnnnn AAA  
va  

 .)(|))(,(|=|),(|=|),(),(| ** ξξξξξξξξξξξξξ −≤−−− nnnn AAAAA  

Ma’lumki, nξ  sonlar ketma-ketligi chegaralangan va  ∞→n  da  
 0,)()( * →−+− ξξξξ nn AA  

bo‘lgani uchun, ∞→n  da  
 ∆→− 0.|),(),(| ξξξξ AA nn  
18.5-lemma. −A  o‘z-o‘ziga qo‘shma chegaralangan operator va 

|)(|=|),(| ξξξ QA  bo‘lsin. Agar |)(| ξQ  funksional birlik sharning 0ξ  nuqtasida 
maksimumga erishsa, u holda 0=),( 0 ζξ  ekanligidan  

 0=),(=),( 00 ζξζξ AA  
tengliklar kelib chiqadi. 

Isbot. Ravshanki, ixtiyoriy H∈ξ  uchun .),(=)( RAQ ∈ξξξ  Agar |)(| ξQ  
funksional birlik sharning 0ξ  nuqtasida maksimumga erishsa, u holda 1.=0ξ  
Haqiqatan ham, agar 1<0ξ  bo‘lsa, u holda  

 .|)(|=|),(|>|),(|1=,= 000002
00

0

0

0

0

0 ξξξξξ
ξξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ QAAAQ 


























 

Bu munosabat |)(| 0ξQ  ning maksimal qiymat ekanligiga zid. Endi H∈ζ  vektor 
0ξ  ga ortogonal bo‘lgan ixtiyoriy element bo‘lsin. Bu elementlar yordamida ξ  

elementni quyidagicha quramiz  

 .
||1

=
22

0

ζ

ζξ
ξ

⋅+

+

a

a
 

Bu yerda a  ixtiyoriy compleks son. 1=0ξ  ekanligidan 1=ξ  kelib chiqadi.  

 )](||),(2)([
||1
1=)( 2

0022
ζζξξ

ζ
ξ QaAaReQ

a
Q ++

⋅+
 

bo‘lgani uchun, yetarlicha kichik a  larda  
 ).(),(2)(=)( 2

00 aOAaReQQ ++ ζξξξ  
Oxirgi tenglikdan ko‘rinib turibdiki, agar 0),( 0 ≠ζξA  bo‘lsa, u holda a  ni 
shunday tanlash mumkinki, |)(|>|)(| 0ξξ QQ  tengsizlik bajariladi. Bu esa |)(| 0ξQ  
maksimal qiymat ekanligiga zid. ∆   

18.6-lemma. Agar −A  o‘z-o‘ziga qo‘shma chegaralangan operator bo‘lib, 
|)(|=|),(| ξξξ QA  funksional birlik sharning 0ξ  nuqtasida maksimumga erishsa, u 

holda biror λ  son uchun 00 = λξξA  tenglik o‘rinli. 
Isbot. 18.5-lemmaga ko‘ra 0ξ  vektorga ortogonal bo‘lgan 

0}=),(:{:= 00 ξξξ HM ∈⊥  qism fazo A  operatorga nisbatan invariant bo‘ladi. −A  
o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘lganligi uchun ⊥

0M  qism fazoga ortogonal 
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bo‘lgan, bir o‘lchamli }=:{= 00 αξξξ HM ∈  qism fazo ham A  ga nisbatan (15.1-
lemmaga qarang) invariant bo‘ladi. Bir o‘lchamli fazoda har qanday chiziqli 
operator songa ko‘paytirish operatoridir. Demak, 00 = λξξA  tenglik o‘rinli. ∆  

18.6-teoremaning isboti. Biz kφ  elementlarni ularga mos keluvchi xos 
qiymatlarning absolyut qiymatlari kamayib borishi tartibida induksiya bo‘yicha 
quramiz:  

 .|||||| 21 LL ≥≥≥≥ nλλλ  
1φ  elementni qurish uchun |),(|=|)(| ξξξ AQ  funksionalni qaraymiz va uni birlik 

sharda maksimumga erishishini isbotlaymiz.  
 |),(|sup=

1
1 ξξ

ξ
AS

≤
 

va −K,, 21 ξξ  ketma-ketlik uchun, 1≤nξ  va  
 ∞→→ nSA nn agar|),(| 1ξξ  

bo‘lsin. Birlik shar H  da kuchsiz kompakt bo‘lganligi uchun }{ nξ  dan biror ζ  
elementga kuchsiz yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu holda 

1≤ζ  va 18.4-lemmaga ko‘ra  
 .|=),(| 1SA ζζ  

Biz ζ  elementni 1φ  deb qabul qilamiz. 18.5-lemmaga ko‘ra 1.==
1

φζ  Bu 
holda 18.6-lemmaga ko‘ra ,= 111 φλφA  bu yerdan .|=),(|=|| 1111 SA φφλ  Endi 

nλλλ ,,, 21 K  xos qiymatlarga mos keluvchi nφφφ ,,, 21 K  xos vektorlar qurilgan 
bo‘lsin. |),(|=|)(| ξξξ AQ  funksionalni  

 )}({= 1=
n
kkn MHM φ-⊥  

qism fazoda qaraymiz. ⊥
nM  qism fazo A  operatorga nisbatan invariant (chunki 

)}({ 1=
n
kkM φ  invariant va A  o‘z-o‘ziga qo‘shma operator). |),(| ξξA  funksional 

⊥
+ ∈ nn M1φ  da maksimumga erishsin. 18.6-lemmaga ko‘ra u A  operatorning xos 

vektori bo‘ladi, ya’ni .= 111 +++ nnnA φλφ  
Bu yerda quyidagi ikki hol bo‘lishi mumkin. 
i). Chekli qadamdan so‘ng, biz shunday ⊥

nM  qism fazoga ega bo‘lamizki, bu 
fazoda 0.=),( ξξA  

ii). Ixtiyoriy Nn ∈  uchun ⊥
nM  qism fazoda 0.),( ≡/ξξA  

Birinchi holda 18.6-lemmadan kelib chiqadiki, A  operator ⊥
nM  qism fazoni 

nolga o‘tkazadi, ya’ni ⊥
nM  qism fazo 0=λ  xos qiymatga mos keluvchi xos 

vektorlardan iborat. Bu holda qurilgan }{ nφ  vektorlar sistemasi chekli sondagi 
elementdan iborat. 

Ikkinchi holda xos vektorlarning }{ nφ  ketma-ketligi hosil bo‘lib, ularning har 
biri uchun 0.≠nλ  Bu holda 0→nλ  ekanligini ko‘rsatamiz. }{ nφ  ketma-ketlik (har 
qanday ortonormal sistema kabi) nolga kuchsiz yaqinlashadi, chunki ixtiyoriy 

Hf ∈  uchun uning Fur'e koeffitsiyentlari ),(= nn fC φ  uchun  
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 22

1=
|| fCn

n
≤∑

∞

 

munosabat o‘rinli. Sonli qator yaqinlashishining zaruriy shartidan 0),(= →nn fC φ  
ekanligi kelib chiqadi. Demak, nnnA φλφ =  ketma-ketlik nolga kuchli ma’noda 
(norma bo‘yicha) yaqinlashadi. Bundan  

 0.|=|lim=lim n
n

n
n

A λφ
∞→∞→

 

Quyidagicha belgilash kiritamiz  
 .=)}({= 1= I

n
nkk MMHM ⊥∞⊥ φ-  

Faraz qilaylik, ⊥M  bo‘sh bo‘lmasin. Agar ⊥∈ Mξ  va 0≠ξ  bo‘lsa, u holda 
ixtiyoriy Nn ∈  uchun  

 .|||),(| 2ξλξξ ⋅≤ nA  
Bu yerdan limitga o‘tsak,  

 0.=),( ξξA  
18.6-lemmani ( ⊥MA 0)|=),(|max ξξ  qism fazo uchun qo‘llab, 0=ξA  ga ega 
bo‘lamiz, ya’ni A  operator ⊥M  qism fazoni nolga o‘tkazar ekan. }{ nφ  sistemaning 
qurilishidan ko‘rinib turibdiki, ixtiyoriy ⊥⊕∈ MMH =ξ  vektor  

 0,=,= ξξφξ ′′+∑ Ac kk
k

 

ko‘rinishda tasvirlanadi. Bu yerdan  
 ∆∑ .= kkk

k
cA φλξ  

Endi kompakt operatorlarga misollar keltiramiz. 
18.2. 2l  Hilbert fazosida }{ na  ga ko‘paytirish operatorini, ya’ni  
 ),,,,(=,: 221122 KKll nn xaxaxaAxA →  

operatorni qaraymiz. )( 2lKA∈  bo‘lishi uchun  
 0=lim n

n
a

∞→
  (18.4) 

shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.  
 Isbot. Yetarliligi. (18.4) shart bajarilsin. Agar biz A  operatorga tekis 
yaqinlashuvchi kompakt operatorlar ketma-ketligi mavjud ekanligini ko‘rsatsak, u 
holda 18.1-natijaga ko‘ra A  kompakt operator bo‘ladi. nA  operatorlarni 
quyidagicha quramiz:  

 ).,0,0,,,,(=,: 221122 KKll nnnn xaxaxaxAA →  
17.2-misolga ko‘ra har bir Nn ∈  da nA  operatorlar kompakt. Bundan tashqari nA  
operatorlar ketma-ketligi A  operatorga tekis yaqinlashadi. Haqiqatan ham, }{ na  
sonli ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lganligi uchun u chegaralangan bo‘ladi. 11.9 
- misoldan ma’lumki,  

 ,||sup=
<1

CaA k
nk

n ≤
≤

 

17.2-misolga ko‘ra .=Imdim nAn  Endi ∞→→− nAA n 0,  ekanligini 
ko‘rsatamiz. 11.9-misoldan ma’lumki,  
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 .||sup=
<

k
kn

n aAA
∞≤

−  

Agar biz }{ na  sonli ketma-ketlikning nolga yaqinlashuvchi ekanligidan 
foydalansak,  

 0|=|suplim
<

k
knn

a
∞≤∞→

 

ekanligini olamiz. Demak,  
 0.|=|suplim=lim

<
k

knn
n

n
aAA

∞≤∞→∞→
−  

18.1-natijaga ko‘ra A  kompakt operator bo‘ladi. 
Zaruriyligi. Faraz qilaylik, A  kompakt operator bo‘lsin. U holda nolga 

kuchsiz yaqinlashuvchi ixtiyoriy 2}{ l⊂ne  ketma-ketlik uchun nAe  ketma-ketlik 
nolga intiluvchi bo‘ladi. Nolga kuchsiz yaqinlashuvchi ketma-ketlik sifatida 2l  
fazodagi ortonormal bazis ∞

1=)},0,,10,0,(={ n
n

ne KK
44 344 21

 ni olamiz. 16.3-misolga ko‘ra 

nnn eaAe =  tenglik o‘rinli. nAe  ketma-ketlikning nolga intilishidan  
 0|=|lim=||lim=lim=lim n

n
nn

n
nn

n
n

n
aeaeaAe

∞→∞→∞→∞→
 

ni olamiz. Demak, (18.4) shart bajariladi. ∆  
18.3. 17.4-misolda qaralgan integral operatorni, ya’ni  

 ].,[,)()(=))(( 2 ππ
π

π

−∈−∫
−

LfdyyfyxcosxAf  

operatorni qaraymiz. A  operator Hilbert-Shmidt teoremasi shartlarini 
qanoatlantiradimi? 

Yechish. A  operatorning kompaktligi 17.4-misolda ko‘rsatilgan edi. 15.4-
misolda ];[2 baL  fazoda ),( yxK  yadroli integral operatorning qo‘shmasi topilib, 
integral operatorning o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lishligining zarur va yetarli sharti 
(15.14) ko‘rinishda bo‘lishligi keltirilgan edi. Qaralayotgan A  operator uchun 
(15.14) shartning bajarilishini tekshiramiz. Bizning holimizda 

)(=),( yxcosyxK −  bo‘lgani uchun  
 ),(=)(cos=)(cos=)(cos=),( xyKxyxyyxyxK −−−  

tenglik o‘rinli. Demak, .= *AA  Shunday qilib A  operator uchun Hilbert-Shmidt 
teoremasi shartlari bajariladi. ∆  

18.4. 18.3-misolda qaralgan A  operator Hilbert-Shmidt teoremasi shartlarini 
qanoatlantiradi. Uning xos qiymatlari va xos funksiyalarini toping. 

 Yechish. Xos qiymatga nisbatan tenglama ,= fAf λ  ya’ni  

 )(=)(y)cos(x xfdyyf λ
π

π

−∫
−

 

tenglamani qaraymiz. Bu tenglamani quyidagicha ham yozish mumkin.  

 .sinxcosx=)(sinysinx)(cosycosx=)( βαλ
π

π

π

π

++ ∫∫
−−

dyyfdyyfxf  (18.5) 

Bu yerda  
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 .)(siny=,)(cosy= dyyfdyyf ∫∫
−−

π

π

π

π

βα   (18.6) 

Ikki holni alohida qaraymiz: i) 0,=λ     ii) 0.≠λ  
i). Bu holda 0=sinxcosx βα +  ga ega bo‘lamiz. cosxxu =)(1  va sinxxv =)(1  

elementlar chiziqli bog‘lanmagan, shuning uchun 0.== βα  (18.6) ko‘ra  

 0=)(siny0,=)(cosy dyyfdyyf ∫∫
−−

π

π

π

π

  (18.7) 

bo‘ladi. (18.7) shartni qanoatlantiruvchi elementlar to‘plami A  operatorning 
yadrosini tashkil qiladi va .=dim ∞KerA  Boshqacha aytganda, (18.7) shartni 
qanoatlantiruvchi elementlar to‘plami cosxxu =)(1  va sinxxv =)(1  elementlarga 
ortogonal qism fazo. Bu qism fazoda  

 
∞∞

















2=2=

sinnx1=)(,cosnx1=)(,
2
1

n
n

n
n xvxu

πππ
 

sistema ortonormal bazis bo‘ladi. Demak, 0=λ  son A  operator uchun cheksiz 
karrali xos qiymat bo‘ladi. 

Endi 0≠λ  bo‘lsin, ya’ni ii) holni qaraymiz. (18.5) dan foydalansak, 
ffA λ=  tenglamaning yechimi f  uchun quyidagi ko‘rinishni olamiz:  

 .sinxcosx=)(
λ
β

λ
α

+xf   (18.8) 

Bu yerda α  va β  koeffitsiyentlar noma’lumlar, chunki ular izlanayotgan f  
funksiyaning integrali orqali ifodalangan. Agar biz f  ning (18.8) ifodasini (18.6) 
ga qo‘ysak, α  va β  noma’lumlarga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasiga ega 
bo‘lamiz:  

 














 +





 +

∫

∫

−

−

.=sinycosysiny=

,=sinycosycosy=

λ
πβ

λ
β

λ
α

β

λ
απ

λ
β

λ
α

α

π

π

π

π

dy

dy
 

Bu tenglama faqatgina πλ =  da nolmas yechimga ega. Bu holda α  va β  lar 
sifatida ixtiyoriy sonni olish munkin. (18.8) ga ko‘ra  

 sinxcosx=)( 21 CCxf +                         (18.9) 
πλ =  xos qiymatga mos keluvchi xos funksiya bo‘ladi. Demak, IA π−  

operatorning yadrosi ikki o‘lchamli ekan. Bundan πλ =  xos qiymatning karrasi 2 
ekanligi kelib chiqadi. ∆  

Agar biz 18.3-misolda qaralgan A  operatorga Hilbert-Shmidt teoremasini 
qo‘llasak, ,== 21 πλλ  va 30,= ≥nnλ  ekanligini hosil qilamiz. 

18.5. Kompakt operatorlarning muhim sinfi sifatida ],[2 baL  fazodagi integral 
operatorlarni qarash mumkin. Masalan, har bir ],[2 baLx ∈  elementga  

 ∫
b

a

dttxtsKsAx .)(),(=))((  

formula bo‘yicha ta’sir qiluvchi operatorni qaraymiz. Bu yerda integral operator 
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yadrosi ],[],[),( babatsK ×−  da uzluksiz funksiya. 
 Ko‘rsatma. A  operator uchun §−19  dagi 19.1-teorema shartlari bajarilishini 

ko‘rsating. 
  

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar  
1. −[0,1]2L  fazoda chekli o‘lchamli operatorga misol keltiring. 
2. HHA →:  o‘z-oziga qo‘shma, chegaralangan operator. m  va M  sonlar 

),( xAx  funksionalning birlik shardagi aniq quyi va aniq yuqori chegaralari 
bo‘lsin. ],[)( MmA ⊂σ  munosabatni isbotlang. 

3. O‘z-oziga qo‘shma, chegaralangan A  operator uchun },{)( MmA ⊃σ  
munosabatni isbotlang. 

4. Shunday o‘z-oziga qo‘shma, chegaralangan A  operatorga misol keltiringki 
Ш=),()( MmA ∩σ  bo‘lsin. 

5. O‘z-oziga qo‘shma, chegaralangan HHA →:  operator uchun  
 ASxAx =|=),(|sup 1

1=x
 

     tenglikni isbotlang. 
6. [0;1]  kesmada uzluksiz   u  funksiya berilgan. [0,1]2L  fazoda 
 )()(=))(( xfxuxAf  
    tenglik bilan aniqlangan A  operatorga qo‘shma operatorni toping.          
Natijani xixxu sincos=)( +  bo‘lgan holda tekshirib ko‘ring. 
7. ],[2 ππ−L  Hilbert fazoda aniqlangan  

 dyyfyxxAf )()coscos(1=))(( +∫
−

π

π

 

operatorning o‘z-oziga qo‘shma va kompakt ekanligini ko‘rsating. 
)(|=),(| xQxAx  funksionalning birlik shardagi aniq yuqori chegarasini 

toping. A  operatorning noldan farqli xos qiymatlari sonini toping. 
8. ],[2 ππ−L  Hilbert fazoda berilgan  

 dyyfnynxxAf n
n

)(coscos
2
11=))((

1=
∫∑

−

∞ π

ππ
 

operatorning o‘z-oziga qo‘shma ekanligini ko‘rsating. Kompaktlikka 
tekshiring. Noldan farqli xos qiymatlarini toping. Ularga mos xos 
funksiyalarning }{ nφ  sistemasini quring. Bu operatorga Hilbert-Shmidt 
teoremasini qo‘llang va ⊥M  qism fazoning tavsifini bering. 


