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Mavzuning dolzarbligi. Plyuripotensiallar nazariyasi yoki kompleks

potensiallar nazariyasi (dd”u)” — Monje-Ampere operatoriga asoslangan
8 zamonaviy matematikaning  asosiy = yo‘nalishlaridan  biri
hisoblanadi.m — sh funksiyalar sinfida potensiallar nazariyasi
A.Sa'dullayev va B.Abdullayevlar tomonidan o‘rganilgan va hozirda
matematikaning bir qator yo nalishlarida muvaffagiyat bilan
qo  llanilmogda. m—sh  funksiyalar  sinfi subgarmonik  va
plvurisubgarmonik funksiyalar sinflari orasidagi sinf bo‘lgani bois bu
soha kompleks potensiallar nazariyasida alohida obyekt sifatida
mutaxassislar e’tiborida bo‘lib kelmogda.

Ishning magqgsadi. m—sh funksiyalarning ta’riflari va xossalariga
asoslanib. qat’ly m—sh funksiyalarni o‘rganish

Ishning vazifalari.

—YueC*D) (D C (C") funksiya uchun

! 4\ =k —_—
\dd"u) ~|dd’ |:i") 20 Vk=lm tengsizlikning k=m uchun
jarilishidan qolgan barcha Vki=1,m—1 lar uchun bajarilishi yoki

bajarilmasligini aniqlash



— m~—sh funksiyalar sinfi m=n bo‘lgan holda plyurisubgarmonik
funksiyalar sinfi bilan ustma-ust tushishini o' rganish.
— m—sh funksiyalarning qat’iy m—sh bo’lish shartlarini o' rganish

— Tadqiqot obyekti.m — s/ funksiyalar, qat’iy m—sh funksiyalar.

Tadqiqot predmeti. (dd"u)” — Monje —Ampere operatori hamda
gessianlar, ogimlar to‘g‘risidagi masalalar.

Tadqiqot wusullari. Ko‘p kompleks o‘zgaruvchining funksiyalar
nazariyasi, kompleks potensiallar nazariyasi va chiziqgli algebra usullari.

Tadqgiqot natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur
ishning asosiy natijalari yangi.

Tadqgiqot mnatijalarining amaliy ahamiyati va tadbigi. Olingan
natijalar va usullar funksiyalar nazariyasining keyingi rivojlanishida va
kompleks analizning tadbiglarida go‘llanilishi mumkin.

Ish tuzilishi va tarkibi. Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob hamda
adabiyotlar ro‘yhatidan iborat. Har bir bob bo‘limlardan tuzilgan.

Bajarilgan ishning asosiy natijalari.

1)Vu e C*(D) (D = (C”) funksiya uchun

(dd‘\u)k A (ddc

n—=k
z|2) >0 Vk=1m tengsizlikning k=m uchun

bajarilishidan qolgan barcha Vk=1m-1 lar uchun yuqoridagi
tengsizlikning bajarilmasligi aniglandi.

2) DcC" sohada n — sh bo’lgan ixtiyoriy ikki marta silliq
funksiva psh bo’lishi polinomlar nazariyasining asosiy teoremalaridan
birl bo lgan Dekart teoremasi yordamida isbotlandi.

3)  Agar  H(4)20,Hy(4)20,...H,,_1(1)20, H, (A)>0 (bunda
H_{dy= Z ﬂvj],/lj.z,...ijm —gessian  vektori) bo'lsa, u holda

<ol jp SR

H,._1(4)>0 bo’lishi isbotlandi.



Xulosa va takliflarning gisqacha umumlashtirilgan ifodasi.

Tadqiqot ishining asosiy natijalari bo‘yicha quyidagi xulosalarga
kelindi:

l.m—sh funksiyalar va psh funksiyalar sinflari orasidagi
munosabatlar aniglandi..

2. m—sh funksiyalarning gat’iy m—sh bolish shartlari o’ rganildi.

[Imiy rahbar: L4l i~ akademik. Sadullaev A.

Magistratura talabasi: 5577 Qalandarova D.
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ANNOTATION OF MASTER DEGREE DISSERTATION ON THE
THEME STRICTLY m-sh FUNCTIONS

Actuality of research. The classical potential theory is based on
subharmonic (sh) functions. It is related to the Laplace equation Au=0.
The pluripotential theory constructed in the 1980s is based on
plurisubharmonic (psh) functions and is related to the Monge-Ampere
0-0

4i

. This

n —
equation (ddcu) =0,where, as usual, d=0+0 and d°=

theory is well reflected in the literature, it is being successfully developed,
and 1t has numerous applications. The goal of the present paper is to
study the equation (ddcu)m A" =m\(n-m)H, («)p" , 1 <m <n, (1)
and the related m-subharmonic functions. Here ﬂ:ddc|z|2 is the
fundamental form in C” and f is a positive function or measure in a

domain DcC”  under consideration. Since (ddcu)/\ A =Aup”,

equation (1) for m=1 reduces to the Poisson equation; for m=n, this
gives the inhomogeneous Monge-Ampere equation. Equation (1) is called
the complex Hessian equation. Such equations and the properties of their
solutions have been systematically studied in the last decade.

The aim of the research. To study discusted m —sh functions and



properties them also strictly m —sh functions.
Tasks of research:

- to study In this dissertation, the weak solutions

of(dd“u) ldd*

discusted with the help of special detiations.In this way conchition can be

Z E)M operator will be dealt with. m — s/ functions will be

drawn.
- m—sh functions are discusted wether they are plurisubharmonics.
- m—sh functions are discusted wether they are strictly m—sh functions.

Object of research. m — shfunctions, strictly m — shfunctions.

Subject of research. operator(a!d“zr,t)fT — Monje —Ampere,hessians,
currents.

Methods of research. It is uses methods of theory of functions of
several complex variables, complex theory of potential and lines algebra.

The degree of novelty of the obtained results. The main results of
this work are new.

The practical value of the research. Obtained results can be used in
future researches in theory of functions and its applications.

The structure of the work. Dissertation consists of introduction
part, three chapters, conclusion and bibliography.

Main results of the investigation:

1) the weak solutions of(dd"u)k A (dd“ 2‘2)7_k operator will be dealt

with m —shfunctions will be discusted with the help of special detiations.
In this way conchition can be drawn.

2) m-—sh  functions are discusted wether they are
plurisubharmonics.

3) m—sh functions are discusted wether they are strictly m—sh

functions.

From research arguments we make the next conclusion:

1.m—sh functions are  discusted  wether  they are



plurisubharmonics.

2. m—sh functions are discusted wether they are strictly m — sh

functions.
Supervisor: il e
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KIRISH
1. Ishning umumiy tavsifi

1.1. Mavzuning dolzarbligi. Plyuripotensiallar nazariyasi yoki kompleks
potensiallar nazariyasi (ddcu)n — Monje-Ampere operatoriga asoslangan va
zamonaviy matematikaning asosiy yo'nalishlaridan biri hisoblanadi.m—sh
funksiyalar sinfida potensiallar nazariyasi A.Sadullayev va B.Abdullayevlar
tomonidan o‘rganilgan va hozirda matematikaning bir gator yo'nalishlarida
muvaffagiyat bilan qo’llanilmogda. m—sh funksiyalar sinfi subgarmonik va
plyurisubgarmonik funksiyalar sinflari orasidagi sinf bo'lgani bois bu soha
kompleks potensiallar nazariyasida alohida obyekt sifatida mutaxassislar
e’tiborida bo‘lib kelmoqgda.

1.2. Ishning maqgsadi. m—sh funksiyalarning ta’riflari va xossalariga
asoslanib gat’iy m—sh funksiyalarni o rganish.

1.3. Ishning vazifalari.

—VYueC*D) (DCC”) funksiya uchun

, n—k S
(dd“u)A A (ddc ziz) >0 Vk=1m tengsizlikning k=m uchun bajarilishidan

golgan barcha Vk=1,m—1 lar uchun bajarilishi yoki bajarilmasligini aniglash
— m—sh funksiyalar sinfi m=n bolgan holda plyurisubgarmonik
funksiyalar sinfi bilan ustma-ust tushishini o' rganish.

— m—sh funksiyalarning qat’iy m—sh bolish shartlarini o' rganish



1.4.Tadqiqot obyekti.m —sh funksiyalar, qat’iy m —sh funksiyalar.

1.5.Tadgiqot predmeti. (dd‘u)”— Monje —Ampere operatori hamda
gessianlar, ogimlar to‘g‘risidagi masalalar.

1.6.Tadqiqot wusullari. Ko‘p kompleks o‘zgaruvchining funksiyalar
nazariyasi, kompleks potensiallar nazariyasi va chiziqgli algebra usullari.

1.7.Tadqiqot natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur
ishning asosiy natijalari yangi.

1.8.Tadqiqot natijalarining amaliy ahamiyati va tadbiqgi. Olingan
natijalar va usullar funksiyalar nazariyasining keyingi rivojlanishida va
kompleks analizning tadbiglarida qgo‘llanilishi mumkin.

1.9.Ish tuzilishi va tarkibi. Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob hamda
adabiyotlar ro‘yhatidan iborat. Har bir bob bo"limlardan tuzilgan.

2. Ishning mazmuni

Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob, xulosa va foydalanilgan adabiyotlar
ro'vhatidan iborat. Birinchi bob uchta paragrafdan iborat bolib, unda
garmonik, subgarmonik va plyurisubgarmonik funksiyalar haqgida zarur
ma’lumotlar hamda ularning Xossalqri keltirilgan.

Ikkinchi bob ikki paragrafdan iborat. Bu bobda musbat aniglangan
differensial forma va oqgimlar hamda musbat gessianlar bilan differensial

formalar orasidagi bog " lanishlar o‘rganilgan.



Ikki marta silliq ixtiyoriy u € C? (D) funksiya uchun uning 2-tartibli

differensiali
. R -
ddu = §;ujjdzj Adz, (1)
I

(tayinlangan 2° € D nuqtada) ermit kvadratik formasidan iborat bo’ladi.

8—0

44

Bu yerda odatdagidek, d = 9 + ) 8 = bo " lib,

du = Ou + 5u — Z:——dzlL Z—dzk

k=1 k=102,

ou ou
du = — dz, —_dz
41 ;c‘ﬂzk ;3% g

(1) tenglik unitar ([4] ga qarang) almashtirishlar yordamida quyidagi

diagonal formaga keltiriladi:
dd°u = %(Aldzl Ndz + .+ M\dz, Adz,) (2)

Bunda Aj,...,A lar ermit ( “jE) matrisasining xos giymatlari, bo"lib,

A = (/\1,)\2,...,)\”) € R" haqiqiy giymatlardan iborat bo"ladi.

1-ta’rif. Tkki marta silliq ueCZ(D) (DC(C”) funksiya uchun (tayinlangan
z" € D nuqtada)

(ddcu)k /\(a’dc zfz)”-k >0, Vk=12..,m (3)

tengsizlik bajarilsa, u holda bu funksiya D sohada m—sh (1<m<n) funksiya

deyiladi.



I-teorema. D C" sohada n — sh bo ‘lgan iztiyoriy funksiya psh dir.
2-ta’rif. Agar uwem—sh(D)C*(D),(DcC") funksiya uchun £>0 son
topilib, u—8“2“2 funksiya ham D sohada m—sh funksiya bo‘lsa, u holda
u(z) funksiya D sohada qat’iy m—sh funksiya deyiladi,
Biz ikki marta silliq u € C*(D) funksiya uchun qat’ty m—sh funksiya
ta'rifini boshqacha ko' rinishda ham ifodalashimiz mumbkin:

3-ta’rif. Agar ue C*(D), (DcC") funksiya uchun ushbu

(ddu) /\(ddf z|2)"k >0, Vk=12..,m (4)

qat’ly tengsizliklar o' rinli bo"lsa, u holda bu funksiya qat’iy m—sh funksiya
deyiladi. Bu ikki ta’rif bir-biriga ekvivalent.
1-lemma. Agar

H(A)=A+4+2+..+1 20
Hy(A)= Ay + Ads ot A A 20
H,(A)= A + A4, +. v A A 4 20

—~
(@11
N

(A)=Ad  +ot A,

Hm—] 7m+2"'/7’n = 0
H,(A)= Ay + ot A yyonid, >0,

bo Isa , u holda H, >0 boladi.
Yuqoridagi lemma asosida quyidagi teoremani ham isbotlash mumkin:

2-teorema. Agar uem—sh(D)(\C*(D) bo'lib, (3) tengsizliklarda

k = m uchun (dd”u)m /\(ddc

z|2)”_m >0 bo'lsa, u holda qolgan barcha
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k=1,m—1 lar uchun ham (a’d"u)k /\(ddc 2‘2 )H >0 bo'ladi, yani

uem—sh(D)C*(D) funksiyaning qat’iy m—sh bo"lishligi uchun

(ddcu)m A (dd"

z‘z) 50 ning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Muallif o'z ilmiy rahbari akademik A.S.Sadullayevga masalani
qo‘yishda, qo‘yilgan masalalarni hal etishda ko'rsatgan doimiy e’tibori uchun
chuqur minnatdorchiligini izhor etadi. Shuningdek, Fizika-matematika fanlari
nomzodi dotsent B.[.Abdullayev va A A Atamuratovlarga hamda
kafedraning barcha o‘qituvchilariga dissertatsiya ishini tayyorlashda bergan
gimmatli maslahatlari hamda dissertatsiya ishi masalalarini muhokama

qilishda ko rsatgan yordamlari uchun o‘zining minnatdorchiligini bildiradi.



I BOB. FUNKSIYANING BA’ZI MUHIM SINFLARI

Subgarmonik va plyurisubgarmonik funksiyalar sinflari potensiallar
nazarlyasining asosiy obyektlaridan bo‘lib, bu nazariyaning barcha metodlari
asosida ushbu tushunchalar yotadi. Masalan, Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasi, kompleks Monje - Ampere tenglamasi uchun Dirixle masalasi. ko'p
argumentli golomorf funksiyalarni analitik davom ettirish masalalari, ko‘phad
va ratsional funksiyalar bilan yaqinlashtirishlar masalalarida ekstremal
plyurisubgarmonik funksiyalar muhim ro‘l o‘ynaydi.([2],[6],[7],[8],[13],[16] ga

qarang)

1.1.Garmonik funksiyalar.

D cR" sohada ushbu

8'u  0%u 0%u
—+ =

—+...
ox’  ox? Ox

n

0

tenglamani qanoatlantiruvchi ueC?(D) funksiya garmonik funksiya deyiladi,
bunda

o* 0 8
A=—x+ 5 P
ox ok Ox,

laplas operatori.
Barcha garmonik funksiyalar to'plami H(D) kabi belgilanadi.
I.1.1 - teorema. Agar u(x) garmonik funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy x°e D

nuqgta va S(x°,r)c D sfera uchun



u(x®) = IH Iu(x)da (1.1.1)

g r

n S(x?.5)

bo’ladi, bunda o, - birlik sferaning yuzi.
Aksincha, agar D dan olingan har bir x°eD nuqta va yetarlicha kichik
r (0<r<r(x")) lar uchun (1.1.1) formula o'rinli bo‘lsa, u holda u(x)e H(D)
bo" ladi.
Endi garmonik funksiyalarning ba’zi bir xossalarini keltiramiz.
a) Agar u,ve H(D) bo'lib, A, R bo'lsa, u holda

Au+ v e H(D)
bo " ladi;
b) agar umumlashgan funksiya 7 uchun Af =0, ya’ni ixtiyoriy ¢e F(D) da
f(Ap)=0 tenglik bajarilsa, u holda f garmonik funksiya bo'ladi, aniqroq qilib
aytganda, shunday v(x)e C*(D) , Av=0 bo'lgan funksiya mavjudki,

F@)=v(p)= [vx)px)dV
bo"ladi;
v) agar u(x) funksiya B(x,,r) sharda garmonik, uning yopig ida esa uzluksiz,
ya’'ni
u(x) € H(B(x,.r)NC(B(x,,r)

bo’lsa, u holda

u(x)= [u(y)P(x.)do(y)

S(xr)

formula o' rinli bo'ladi, bunda



o 2

rt-|x-x,
Pipyy=—————.,

g,Fx=y

A%
(]

Puasson yadrosi.
Ikkinchi tomondan, agar ¢(y) funksiyva S(x°,r) sferada uzluksiz bo'lsa. u
holda

u(x)= | p(»P(x.y)do(y)

S{%e)
funksiya B(x,,r) sharda Dirixle masalasi

Au=0, u

s, 5= P)

ning yechimi bo"ladi.

Dirixle masalasini chegarasi silliq bo'lgan ixtiyoriy D<R” sohada ham qgarash
mumkin: ¢(y)e C(@D) uchun yagona u(x)e C(D) mavjudki, Au=0, u |w=¢v ()
bajariladi;

g) kompleks tekislik C~R’ da garmonik funksiyalar golomorf funksiyalarga
bevosita bog”langandir.

Agar z=x+iy deyilsa, unda

62 82 62

R

Yy -
ox* oy 0z0z

bo"ladi va har bir golomorf feO(D) funksiya uchun

Ref=f_2‘_f, Imfz*if

tengliklardan

ARef=0 , Almf=0,

10



yani Ref va Imf larning garmonik funksiyalar ekanligi kelib chigadi.
Shuningdek, agar u(z)e H(D) bo'lsa, u holda har bir z°eD nuqta va uning
atrofi ~ B(z".r)c D uchun  shunday feO(D) funksiva topiladiki,
Re f(z)=u(z), z€ B bo ladi.

Hagigatan ham, =0 deb B=B(0,r) doirada Puasson formulasini ushbu

2z 22 _’ 2‘2 21 B

_ b _ L S
M(Z)—ZE J‘ u(&) T dr > Oj u(&) Re

bunda &=re", ko rinishda ifodalaymiz. Bu formuladan B(o, r) da golomorf

dr -

E+z

E—z

1 27
f(z):g Oju(g) dr (1.1.2)

funksiyasi uchun Re f(z) =u(z) ekanligi kelib chiqadi.
(1.1.2) formula golomorf funksiyani uning haqiqiy qismi orqali ifodalashda
ham ishlatiladi: ixtiyorly f(z)eO(B)NC(B) uchun ushbu
/()= gjé(@%dm i1m £ (0)
formula o’rinlidir.
1.2.Subgarmonik funksiyalar
Faraz qilaylik, D<R" sohada aniglangan lokal integrallanuvchi
u: D —[—o0,+0)
funksiya berilgan bo lsin, u e L. (D).
Agar bu funksiya quyidagi ikki shartni bajarsa:

1) u(x) yuqoridan yarim uzluksiz:

11



ya'ni Vx’ e D uchun Eu(x)éu(x”)

(bundan u(x) funksiyaning D ga tegishli ixtiyoriy kompaktda yuqoridan
chegaralanganligi kelib chigadi);

2) har bir x” € D nuqta uchun shunday r(x°)>0 topiladiki, r <r(x’) uchun

u(x’) < l”_] J. u(x)do ; (1.2.1)

n 8(x°.F)

u holda u(x) funksiya D sohada subgarmonik funksiya deyiladi.

Subgarmonik funksiyalar sinfi Sa(D) kabi belgilanadi. Kelgusida qulaylik
uchun biz trivial u(x)=-« funksiyasi ham D da Sw(D) ga tegishli deb
qaraymiz. Endi subgarmonik funksiyalarning xossalarini keltiramiz.

a) subgarmonik funksiyalarning ﬁlusbat koeffisentli chiziqli kombinatiyasi

subgarmonik funksiya bo"ladi:

u (x)eSh(D), a, R, (k=12,..m) =
= au (x) + au, (x)+...+a,u, (x)e Sh(D) ;

m=m

b) chekli sondagi subgarmonik funksiyalarning maksimumi subgarmonik

funksiya bo"ladi:

u (x),uy (x),st, (x) € SH(D) =
=5 max{uI ()30 () st (22) }e Sh(D) ;

v) monoton kamayuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligining limiti

subgarmonik funksiya bo"ladi:

u,(x)eSh(D) , U (X} 2wy () (=120
=limu,(x)e SK(D) ;
Jo®

g) tekis yaginlashuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligi subgarmonik



funksiyaga yaqinlashadi:

u(x)=ShilDy k=123, v, ()2 u(x) = u(x) = ShiD)
a) — g) xossalarning isbot bevosita yuqgorida keltirilgan ta’rifdan kelib chiqadi.
d) Maksimumlar prinsipi. Agar u(x)e Sh(D) funksiya biror x°eD nugtada
o’zining maksimumiga erishsa, ya’ni

u(x”) =supu(x) (1.2.2)

xeD

bo lsa, u holda u(x)=const bo"ladi.
Ushbu
M={xeD: u(x)=u(x")}
to’plamni garaylik. u(x) funksiyaning yugoridan yarim uzluksiz bo"lganligidan
va (1.2.2) shartdan M to’plamning D da yopiqligi kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy pe M uchun (1.2.1) formulaga ko'ra

uxr)=up) S —— [ udo<u(x’y,  rer(p).

A s

bo’ladi. Bu munosabatdan u{ sn=u(x"), ya'ni p ning B(p,#(p)) atrofida
u(x)=u(x") bo’lishini ko ramiz. Bu esa M to’plamning D da ochiq ekanligini
ko rsatadi. Demak, M =D.
e) Agar 9(x)eSh(D), u(x)e H(D) funksiyalar uchun S(x°,r)cc D sferada

S}SS ul 5
bo’lsa, u holda B(x’,r) sharda 9(x)<u(x) tengsizlik o’rinli bo"ladi.

Bu xossaning isboti yuqoridagi d) xossadan kelib chigadi;
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e) — xossadan quyidagi muxim xulosaga kelamiz. Faraz qilaylik,
Hx)e Sh(DYNC(D)
berilgan bo'lib, B(x°.r)cc D bo'lsin. Ushbu

u(x)= [ 0)P(x,1)do(y).  xeB@&".r),

S(x )
Puasson integralini qaraylik. wu(x)e h(B) , ul¢=9|; bo'lib, e) — xossaga ko'ra
B=B(x",r) da $(x)<u(x) bo'ladi. Uzluksiz funksiyalar uchun isbotlangan bu
xossa ixtiyoriy &eSh(D) uchun ham o’rinlidir: d(x) <u(x) va deyarli barcha
xeS lar uchun 9(x)=u(x) o’rinlidir;
) aytaylik, u(x) e Sh(D) funksiya va x°eD nuqta berilgan bo" Isin.

Ushbu

m(x",r):—lﬁ j u(x)do

Tl S(x".r)

va

alx’ 7= ?l—n _[ u(x)dV

n B(x°.r)
bunda V" miqdor B(x°.r) ning hajmi, integrallarni (o’rta qiymatlarni)

qaraylik.

1.2.1 — teorema. Faraz gilaylik, u«(x)e sn(p) va u(x)2-w bo'lsin. U holda

ixtiyoriy x“ e D uchun

u(x") <n(x’,r) <m(x°,r), n(x°,r)> -0, 0<r< p(x°,8D) ,
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tengsizliklar o’rinli bo'ladi. Bundan tashqari, agar » monoton kamayib nolga
intilsa, unda n(x°.r) va m(x’.r) o’rta giymatlar monoton kamayib, u(x*) ga
intiladi.

1.2.1 — teoremadan ushbu muhim natijaga ega bo'lamiz: DcR” sohada

subgarmonik u(x)# - funksiya D da lokal integrallanuvchidir, ya’ni ixtiyoriy

Bcc D uchun |u(x)dV integral mavjuddir;
B

z) subgarmonik funksiya D sohaning har bir nuqtasida uzilishga ega bolishi
mumkin. Ayni paytda, quyidagi teorema o’rinli bo"ladi.
1.2.2 -t eor ema. Agar u(x)eSh(D) bo'lsa, u holda shunday monoton

to’plamlar

D,eD,cD, UDJ=D

J=1

ketma — ketligi va shunday monoton kamayuvchi funksiyalar

u,(x)e S(D,)NC*(D,),  j=123,.
ketma — ketligi mavjudki,
u(x) = }ljj) u;(x) (xeD)
bo" ladi.

Isboti.Ushbu
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1

17!"" , agar Ix’ <] bO'lSQ',

K (x) J“_

10, agar ’x[ >1 bo'lsa.

funksiyani garaylik. Bu funksiya C*(R") sinfga tegishli bo'lib, uning salmog'i
suppK (x) = B(0.1) dir. Endi K(x) ning ifodasidagi o’zgarmas ¢ ni shunday

tanlab olamizki,

jK(x)dV =1

bo’lsin. u(x)#-w deb, bu yadro yordamida ushbu

“5(@*% _[ u(y)K(y;x)dV, 5>0 , (1.2.3)

|y~x|$5

integralni qaraylik. u;(x) funksiyasi
D;={xeD: p(x,0D) <5}
ochiq to’plamda aniglangan bo'lib, xe D, da

1
5”

Uz (x)=

[ ue) K(yc;deV = [ u(x+&)KQ)av

R” R"

bo’ladi. Keyingi tenglikdagi birinchi integral C*(D,) sinfga, ikkinchi integral
esa Sh(D,) sinfga tegishli bo"ladi. Binobarin,

us(x) e Sh(D;)NC*(Dy) .
u(x) ning subgarmonik funksiya ekanligidan, #;, ning 6§40 da, monoton

kamayuvchi bo"lishligi va
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[Kar =1
Rﬂ
tenglikdan, w;(x) ning u(x) ga intilishini topamiz. Teorema isbotlandi.

1) Subgarmonik funksiyalar umumiy holda €’ sinfga tegishli bo"lmasligidan,
Au - Laplas operatorini fagat umumlashgan funksiya sifatida garash mumkin
bo"ladi:
Au(p) = [ung, @ e F(D).

1.2.3-teorema. Har qanday subgarmonik funksiya u(x)eSh(D), u#-w, uchun
umumlashgan ma’noda Au>0 bo'ladi, yamni ixtiyoriy ¢e F(D), >0 uchun
IuAng 0 munosabat o’rinlidir.

Jumladan, wu(x) funksiya €’ sinfga tegishli bo'lib, u subgarmonik bo'lsa,

2 2
ueSHD)NC* (D), uholda au=2"1 +9%5¢ dir.

ox; G
Yuqgorida keltirilgan teoremaning aksi ham o’rinli: agar umumlashgan
funksiya # uchun
Au(p) = [urp20. peF(D), 920,
munosabat bajarilsa, u holda u subgarmonik funksiya bo"ladi;
1.3.Plyurisubgarmonik funksiyalar
1.3.1.Plyurigarmonik funksiyalar.
C"kompleks fazodagi Dc<C" sohada u(z) funksiya berilgan bo'lib,
u(z) e C*(D) bo'lsin.

Agar ixtiyoriy z°e D va bu nuqtadan o’tuvchi ixtiyoriy kompleks to’g’ri
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chiziq 7:z=2"+wé&, weC", £eC uchun ushbu (&) =u/l=u(z’+wé) kesim —
2
funksiya £=0 nuqtada garmonik, yami &=0 da éf gg_ =0 bo'lsa, u(z)

funksiya D da plyurigarmonik funksiya deyiladi.
Plyurigarmonik funksiyalar sinfi Pr(D) kabi belgilanadi. Aytaylik,

u(z) e Ph(D) bo lsin. Unda

O'u(z’ +w¢) _ 0

8¢ 0¢
bo"lib, murakkab funksiyaning differensiallash qoidasidan
G wﬁ@:o, weC", ekanligini ko' ramiz. Bundan va weC" vektorning
Jk=1 aZ.}aZf( ’
ixtiyoriyligidan
Qu__y (k,j=12,...,n) (1.3.1)
02,6z,

bo " lishi kelib chigadi.

Demak, plyurigarmonik funklsiyalar sinfi (1.3.1) tenglamalar sistemasi
bilan aniqlanadi va ba’zan bu sistema plyurigarmonik funksiyaning ta’rifi
sifatida ham qaraladi.

1.3.1 —teorema. Agar f(z)=u(z)+iv(z) funksiya DcC" sohada golomorf
bo"lsa, u holda

Re f(z)=u(z), Imf(z)=29(2)
funksiyalar D sohada plyurigarmonik bo‘ladi va, aksincha, agar u(z)

funksiya D sohada plyurigarmonik bo‘lsa, u holda ixtiyoriy B(z’,r)c D
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atrofda u(z) funksiya biror f(z)eO(B(z",r)) golomorf funksiyaning haqiqiy
gismi bo " ladi: u(z)=Re f(z).
1.3.2.Plyurisubgarmonik funksiyalar.

Agar DcC" sohada aniqlangan  u(z): D — [~w,) funksiya quyidagi ikki
shartni bajarsa:

1) u(z) yuqoridagi yarim uzluksiz;

2) ixtiyoriy / kompleks to’g’ri chiziq uchun u/! funksiya IND da
subgarmonik bo’lsa, u(z) funksiya D sohada plyurisubgarmonik funksiya
deyiladi.

Plyurisubgarmonik funksiyalar to’plami Psh(D) kabi belgilanadi.
DcC" sohada plyurisubgarmonik bo'lgan funksiya DcR> da aniglangan
funksiya sifatida subgarmonik funksiya bo'ladi. Uni subgarmonik
funksiyalarning 2 — shartini bajarishini ko'rish qiyin emas. Binobarin,
subgarmonik funksiyalarning xossalari plyurisubgarmonik funksiyalar uchun
ham saglanadi.

Endi plyurisubgarmonik funksiyalarning xossalarini keltiramiz:

a) agar u(z)ePsh(D) bo‘lsa,'u holda wu,(z) funksiya Psw(D,)NC*(D,)
sinfga tegishli bo'lib, §40 da u,(z){ u(z) bo"ladi;

b) agar wu(z)e Psh(D) funksiya z’eD nuqtada maksimumga erishsa,
ya'ni u(z°)2u(z) (ze D) bo'lsa, u holda u(z) = const bo " ladi;

v) plyurisubgarmonik funksivalarning musbat koeffitientli chiziqli
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kombinatiyasi plyurisubgarmonik funksiya bo " ladi;
g) monoton kamayuvchi yoki tekis yaginlashuvchi plyurisubgarmonik
funksiyalar ketma — ketligining limiti plyurisubgarmonik funksiya bo"ladi;

d) D sohada plyurisubgarmonik funksiyalar sinfi {u_} berilgan bo’lib,

@EN

u=supy, yuqoridan yarim uzluksiz funksiya bo‘lsin. U holda u(z)

aeA

plyurisubgarmonik funksiya boladi, ue Psh(D). Jumladan,
u,(z)e Psh(D) (j=12,..,k) bo'lsa,
Sup {21, (2), 10, (2),....11,(2)} € Psh(D)

boladi;
e) agar f(z)eO(D) bo'lsa, a-In| f(z)|e Psh(D) bo"ladi, bunda «>0;
j) agar u(z)e Psh(D) bo“lsa, u holda ¢"® ePsh(D) dir, agar u(z) e Psh(D), u|,<0
bo’Isa, u holda -In[-u(z)]e Psh(D) dir.

Bu xossaning isboti subgarmonik funksiyalarning shu xossasidan
bevosita kelib chigadi;
z) D sohada aniglangan u(z)e C*(D) funksiyaning D da plyurisubgarmonik

bo " lishi uchun ushbu

L, 8y
L(u,w) = — W W, 1.8
(- w) ;;1 0z,0z, i ( )
kvadratik formaning (Levi formasining) ixtiyoriy zeD da musbat
aniqlangan  bo'lishi  zarur  va  yetarlidir.  (1.3.2)  munosabatda

w=(w,W,....w,) € C" bo"lib, kvadratik formaning musbat aniqlanganligi Vwe C"



da L(u.w)=0 bo'lishini anglatadi.

Agar YweC", w=0 da L(u,w)>0 bo'lsa, u(z) funksiya z nuqtada gat’iy
plyurisubgarmonik funksiya deyiladi; agar u(z) funksiya D sohaning har bir
nuqgtasida  qat’ly = plyurisubgarmonik  bo'lsa, u(z) sohada  gat’iy

plyurisubgarmonik funksiya deyiladi.
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II BOB.MUSBAT GESSIANLAR BILAN DIFFERENSIAL FORMALAR
ORASIDAGI BOG 'LANISH
2.1.Musbat aniqlangan'differensial forma va oqgimlar.

2.1.1.Differensial formalar. feC'(G), G < C" funksiyaning differensiali
df = Z—dxaf
j=1 axj.
l-darajali differensial formaga misol bo*ladi. Umuman aytganda,

@ = Zaj ( x)dxj ko rinishdagi ifodaga 1-darajali differensial forma deyiladi va
J=1

degw =1 kabi belgilanadi.Yuqori darajali differensial formalarni ta'riflash
uchun biz quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi < A —tashqi ko paytma
belgisini kiritamiz:

a)a(x)ndx, = dx, na(x)= a(x)dsx,
b)dx, Adx,=—dx, ndx,,= dx, ndx, =0

2.1.1-ta’rif. Ushbu

@ = Z af1fz~-~fp dxfl A Cisz ARREA dxfp

0< /i<y << SN

ko rinishdagi ifodaga p-darajali differensial forma(bunda a,, -G sohada
aniglangan funksiya) deyiladi va degw = p kabi belgilanadi. p-darajali
differensial formalar to'plami F” (G) orqali belgilanadi.w € F” (G) differensial

formani quyidagi qulay ko' rinishda ham yozishimiz mumkin:
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N
0<jyi<ja<.<j, <0

o= Z a ., ax, ndx, A Adx, :Zajde
J
bunda dx, :dle /\dsz A .../\dxjp, Jz(jl,jz,...,jp), léjl,jz,...,jp <n—
multiindekslar. Ravshanki, 0-darajali differensial forma bu- a(x) skalyar
funksiya.
C" = R*" kompleks fazoda differensial formani dz; va dz lardan
foydalanib yozish mumkin. z =(z,,z,,...,, ) koordinatalar
C"=R", z, = X, +ix, ., j=1,2,... dagi kompleks koordinatalar bo'lsin. Unda

x:dzj+dz_j3 dz—dz_f

J ? g 21

bo’lganligidan o = Za ,dx, differensial formani dz, va d Z larning chiziqli
i

kombinatsiyasi ko rinishida yozish mumkin. Har bir hadda dz ;va d%lar

turlicha bo"lishi mumkin. Masalan, C*=R* da

dx, A dx, A dx, :i(—dg Ndzy ndz +dz, Adz, Adz,)
Ammo ba'zi hollarda @ dagi barcha qo shiluvchilarda dz; larning darajasi
p ga, dzT, larniki esa g ga teng bo'lib qolishi mumkin. Bunday hollarda biz
o differensial formani (p,q) bidarajali differensial forma deb aytamiz va
w € F?? deb belgilaymiz.

2.1.2.Musbat aniqlangan differensial formalar.

2.1.2-ta’rif. Ushbu

a=aldl adl
J,-:]2 J J

8]
[F'%]



ko rinishdagi differensial forma (p,p) bidarajali bosh kuchli musbat
differensial forma deyiladi , bu yerda l,=a,dz +..+a, dz, — chiziqli
kombinatsiya (dz,,...,dz,) bazis bo’yicha a,€C, j=12,.,p,k=12,..,n
Bunday formalarning ixtiyoriy chizigli kombinatsiyasi kuchli musbat

differensial forma deb ataladi, ya'ni kuchli musbat differensial forma bu-

&= Zﬁ, /\ dl /\dljk

ko rinishdagi formadir, bu yerda ,15(2) - qaralayotgan G < C" sohadagi
manfiy bo’lmagan funksiya.
Agar z, =x, +ix,  kompleks koordinatalardan x 19 % J=L2,..,n haqiqiy

koordinatalarga o' tsak, unda ushbu

%dzlAdz_l/\.../\dzp/\dz_P—dx/\dx AoNdx, Ndx,,

n+l
ifoda  RR* fazoda 2p darajali musbat forma boladi.
(n,n) bidarajali differensial forma, (kuchli) musbat bo'ladi, faqat va fagat

shu holdaki, gachonki u
@ = ﬂ(z)}zz\édzj A dz_j = Mz)dx, ndx,, A..ndx, Adx,,
ko rinishga ega bo'lsa,bu yerda /1(2) — musbat funksiya.
(n n) bidarajali Q= /\ - dz /\dz =dV differensial forma C" da hajm formasi
o

rolini o’ynaydi.

p=1da o= lekdz LA dz, — differensial forma musbat bo"ladi, fagat va fagat
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shu holdaki, qachonki Zﬁjk\fjfk — ermit kvadratik formasi musbat bo"lsa.
Jk

Shuningdek, ixtiyoriy z° € G tayinlangan nuqgtada unitar almashtirish

yvordamida uni
i hid —
=— >
o) 5 Z/,zjdzj ndz;, u;20
J=1

ko rinishda yozish mumkin.

2.1.3-ta’rif. € F"” differensial forma kuchsiz musbat yoki musbat deyiladi,
agar ixtiyoriy kuchli musbat v € F"*7"* forma uchun @ Av e F™ forma
musbat bo"Isa.

p=0,1,n—1,n da kuchli musbatlik kuchsiz musbatlikka ekvivalent. Biroq
boshga p lar uchun bu sinflar ustma-ust tushmaydi. Buni aniq tushunish

uchun kuchli musbat formani quyidagi ko' rinishda yozamiz:

0=YA(: )As d[ Ale:—Zﬂ )A> dZ Adl, =
Z;t i, ndl,

Agar 0= Z U, (z)dls formani qarasak , bunda g — kompleks qiymatli

lp2

: =0 N ko rinishdagi forma (kuchsiz) musbat bo"ladi, biroq

funksiya, unda

2< p<n-2 da u har doim ham (*) ko rinishga ega bo"lavermaydi.

2.1.3.0qimlar. Qo"pol qilib aytganda, M ko’pxillikdagi oqim bu-



koeffitsiyentlari umumlashgan funksiyalardan iborat differensial formadir.

Tayinlangan G cR" soha uchun asosiy diffferensial formalar fazosi garaladi:
F? :F"’(G)z{a)eF‘”(G)ﬂC“’(G):suppa) CCG}

F* da topologiya F(G) fazodagi topologiyadan aniglanadi.

2.1.4-ta’rif. F” fazodagi uzluksiz chizigli (kompleks qiymatli) 7 funksional

n— p=gq darajali oqim deyiladi.

Barcha g — darajali ogimlar fazosini 7’ orqali belgilaymiz. F? ogimlar fazosi

umumlashgan funksiyalarning barcha xossalarini qanoatlantiradi.Xususan.ular

uchun kuchsiz yaqinlashish kuchsiz chegaralanganlik tushunchalarini kiritish

mumkin va T; e F/ " C”

o ‘ramani aniglash mumkin, ya'ni § >0 da oqim sifatida

Tsowo—>Tow, YoeF?

undan tashqari 7 oqim differensial formadek

differensiallanadi: dT o @ = (—l)p Todo

2.1.5-ta’rif Agar F’ = {a) eF’(G)NC” (G):suppe cc G} fazodan olingan T

ogim (funksional) {a) e F*(G)NC"(G):suppw cc G} fazoga uzluksiz davom

qilsa, unda 7' ogim m dan ko’p bo'lmagan singulyarlikka ega deyiladi, bunda

0<m<ow |

Agar undan tashqari T ogim {a) e F*(G)NC""'(G):suppw cc G} fazoga

davom gilmasa, unda T ogim aniq m singulyarlikka ega deyiladi.



T= Z f,dx, koeffitsiyentlari umumlashgan funksiya bo'lgan differensial

k=
forma oqim deyiladi.
2.1.1-teorema.Ixtiyoriy ¢— darajali ogim koeffitsiyentlari umumlashgan
funksiya bo"lgan differensial forma bo ‘ladi, shu bilan birga singulyarligi nolga
teng bo ‘lgan ogim o ‘Ichov tipidagi oqim bo ‘ladi va uni barcha,
koeffitsiyentlari kompleks giymatli o‘lchov bo*ladi.
O‘lchov tipidagi ogimlar fazosini F,’ orqali belgilaymiz. Fy’nafaqat G c R”
soha uchun, balki ixtiyoriy £cR" borel to‘plami uchun ham aniglangan.
Xususan, K < R" kompakt uchun u Banax fazosi bo‘ladi,xuddi vektorlarni
tekis normasi bilan differensial forma koeffitsiyentlaridan tashkil topgan
F'(K)=F"(K)NC(K) fazoga qo’shma fazo kabi.
Tow=u(z)Q O‘lchov tipidagi T € F,Y ogim uchun

Teo=[du orinli.
G

Bu yerda x— kompleks qgiymatli o‘lchov bo ‘lib, u @ € F,” ga bog'liq va
Q=dx, An.Ndx,

Xuddi o‘lchovlar fazosi kabi quyidagi xossalar

o ‘rinli:

a){]}} c K7 ogimlar ketma-ketligi 7 ga kuchsiz yaginlashadi, ya'ni

}%TJ co=Tew, Vo el faqat va faqat shu holdaki,qachon mos o‘lchovlar
ketma-ketligini yaqinlashishi T, ni koeffitsiyentlaridan bo"lsa.
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b) {TJ} C " ogimlar ketma-ketligi T ga kuchsiz yaqinlashadi, faqat va faqat
shu holdaki,qachon T, HTJHA <c¢, VK cc G, j=1,2,... norma bo'yicha
chegaralangan bo'lsa va j 5>« da T, ocw=Too limit biror hamma yerda
zich Ec F (K ) to’plamdan olingan barcha ) lar uchun o‘rinli bolsa,
masalan barcha cheksiz differensiallanuvchi w e F* N C” (K) lar uchun
d)ixtiyoriy kuchsiz chegaralangan E c F¢ (K ) to’plam osti kuchsiz kompakt
ya'ni uni ixtiyoriy ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketligini
o zida saglaydi.

2.1.6-ta’rif. ¢ — darajali differensial forma (oqim) yopiq deyiladi, agar uni
differensiali nolga teng bo"lsa;

U aniq deyiladi, agar u biror ¢ -1 darajali formani(oqimni)differensiali
bo’lsa.Aniq formalar(ogimlar) yopiq bo'ladi, teskari tasdiq uchun G sohaga

qo’shimcha geometrik shartlarni qo’yish zarur.

Endi C" da asosiy differensial formalar fazosini qaraymiz:

FP? = pp? (G){a) e F?(G)NC”*(G):suppo cc G}

2.1.7-ta’rif. F”* fazoda uzluksiz chizigli(kompleks qiymatli) 7 funksionalga
(n—-p,n-p)= (g.9)  bidarajali oqim deyiladi.

2.1.2-teorema.Musbat ogimlar o’lchov tipidagi ogimlar boladi.

2.1.1-misol. Koeffitsiyentlari Z; siﬁfdan olingan ixtiyoriy T € F*“ differensial

forma (g,q) bidarajali ogim bo"ladi.



Tow funksional Tow= J.T Ao, Yoe " kabi aniglanadi.Bunday oqimlar
G

regulyar oqim deyiladi.
2.1.2-misol. 4cC" - p o’lchamli analitik to’plam bolsin.U holda

[A]cw= .[a) integral (¢,q) bidarajali ogimni aniglaydi.Ko rish giyin

emaski,[ 4] musbat ogim bo"ladi.
2.2.Musbat gessianalar bilan differensial formalar orasidagi bog lanish

~2

2.2.1.Gessianlar. 2-marta silliq «eC?*(D) funksiya uchun uning ikkinchi

tartibli differensiali

: o 2
dd“u =§Zujgdzj Adz, {bunda U= d ’u_w 1 (2.2:1)
Jk

6zj62k

/

(tayinlangan ze D nuqtada) Ermit kvadratik formasidan iborat bo " ladi.

(dd':u)” operator Monje-Ampere operatori deyiladi. Bunda

d=0+8 dC=l_(a—5)

(2.2.1) tenglikni n=1 uchun ko'rib chigamiz:

ou ou —

du=—=udz+—dz
z oz

du = [a” A d}}]
4\ oz Oz



dd"u:l(a(a”dz—@d) a(a—”dz_iiidzj=
i oz Oz z oz

~2 2 _ 2 _ 2 _ _
12 i’dz,ﬂ\dz— ¢ L dzndz+ 6_u dzx\dz—aﬁdzx\dz
4i\ oz° 0z0z 020z 0z

Tashqgi ko  paytmada

dzndz=0, dzndz=0, dzadz=-dzndz bo“lishidan foydalansak,

1 &%
2z 0z0z

dd‘u = dzndz
ifodaga ega bo'lamiz.

Demak, v eC?*(D),DcC uchun ddcu=§55u bo " ladi.

(2.2.1) formulani 7 =3 uchun ham ko rib chigamiz.

du=5u+éu:%dzl+au ('izzwt“a 0z, +a_az1+aiaz +aiaz3
zZ, 2, Oz, 0z, oz, 0z,
Py g O B BB LI e =
4i 0z, gz Oz, Oz 0z, 0z,

dd‘u =—{6{au dz, + o — 0z, + Bu Oz, _ B Bz, ~ aﬁazz _ou 823]

Oz 0z, ;A 0z, 25 Z,
48| 2ty Py 4 Dy Oy O )
Z, 2, 02, 0z, 0z, 0z,
2 2 2 2
=L. o dz, /\dzz+ﬂdz1 /\dz3+a—wdz2 /\dzl+a—ud22/\dz3+
0z,0z, 0z,0z, 0z,0z, 02,0z,
2 2 2 2 o
5 I RONE RN i By Aty — il Al — TR il
0z,0z, 0z,02, 0z,0z, 02,0z,
2 2 2 L 2
4 —dz, o, — c u_a?z,zx\a’z2 au_dzzx\dgz— o dﬁzAdz =
BZ 0z, 0z,0z, 02,0z, Oz, 52



Su — o’u Oy — *u —
———ell B, AillE, =dz; Ndz,———=dz, Ndzy |+ ——dz, Adz +
0z,0z, 02,0z, 7,02, 2,02
~2 2 ~2 2
du — @ — = u e
— —dz, Ndz, + ——dz A"dz; +———dz, ndz, + ——dz, ndz, +
2,0z, 2,0z, Zi02; B0y
o'u o : = ‘u — *u —
—_—dz, Ndz; + ——dz; Adz) +———dz; ndzy + ——dz, Adz,
2,0z, 2,0z, Z,0z; 2,02,
ou — — u — — o — = v~ —
———=dzndz,———=dz r"dz;-——==dz, Adz, ———dz, rdz,
>
02,0z, 02,0z, 02,0z, 0z,0z,
cu — — u — —
———dz;ndz———=dz, ndz, ||=
02,0z, 0z,0z, 4

2 2 3 o
:L(Z ok dz ndz +2 6_ dz, Adz, +2 u dz, Adz, +

4i 821621 8z,02, 823821
2 2 2,
u dz, Adz,+2 7 dzq/\dzz+2 i dz, /\dz3+
52 ,07, 822823 8z,0z,
2 2 _ 2 _
¢ M_dzl ndz, +2 a_u dz, ndz, +2 ?_u dz, Adz, |=
02,0z, 0z,0z, 02,0z,

1 = - - -
- —(u [z Ndzi+usdzy Adzo+usdz, Adzs +udz, Adzi+
2i 11 12 13 2
H5dz, Ad 22 +uydz, Adzs+ugdz, Adz+usdz, Adzr+

+u, dz3/\d23 Z—Zu L4z, Adzi.

Jk=1

6, _ L pz
Demak, n=3 uchun ham dd‘u = Eaau tenglik o rinli ekan.

Ermit kvadratik formasi bu — g(x) = p(x,x) = @(x,x), yai qo'shmasi

o ziga teng bo'lgan haqiqiy kvadratik forma.

2.2.1-ta’rif. Agar elementlari C maydondan olingan 4=(q,) matritsa

uchun 4" =4 (ya'ni a, =a,) tenglik bajarilsa, u ermit matritsasi deyiladi:



Unitar ([4] ga qarang) almashtirishlardan keyin u quyidagi diagonal formaga
keltiriladi:

ddu = %[MZI Nz 4t dydz, nd3, ]
bunda A w)..... A, (u)- u,; ermit matritsasini xos giymatlari, ya'ni
A=(4,4....4) e R", haqiqiy giymatlardan iborat.
Endi xos vektorlar va xos giymat ta'riflarini ham eslatib o' tamiz:
2.2.2-ta’rif: Agar noldan farqli xeu vektor va A son uchun 4x=ix tenglik
o rinli bo’lsa, u holda x vektorga A chiziqli almashtirishni xos vektori
deyiladi,unga mos bo'lgan 1 songa esa xos qgiymat deyiladi.
(dd"u)” =0 ko' rinishdagi tenglamaga Monje-Ampere tenglamasi deyiladi.
Bunda

(dd“u)” =ddunddun..nddu

n=1 bo’lganda dd‘u=Au Laplas operatori bilan ustma-ust tushadi.

Endi bu tasdigni isbotlashga harakat qilamiz

dd“u =%a'a'u.
Faraz qilaylik, f(z) funksiva (f(z)=u(x,y)+iv(x, ¥)) z,=x,+iy,e D(DeC)
nugtada R’ me’noda differensiallanuvchi bo'lsin. Ushbu du(x,, y,) +idv(x,, y,)
ifoda  f(z) funksiyaning z, nuqtadagi differensiali deyiladi va df (z,) kabi

belgilanadi:

df (z,) = du(x,. y,) +idv(xy, y,)

11
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du :—aﬁd +—dy dv—g—dx+@dy

Ox oy ox oy

Shularni e’tiborga olib,

df = [O” dx+ @-dyj—i-z[gvdx—i-iv-dy]—(@-ﬂ-i@jdx-k
X

ox oy oy ox  Ox,
(2.2.2)
L i@ dyzgdx+gdy
a8 "y
Z=x+iy z=x—iy dle(dz+d2),d (dz dz) (2.2.3)
2 2i o

(2.2.2) va (2.2.3) dan

y-LarL g2 ]
ox oy ox 2
%4

l[g—ig]dz-i——[ +z—f—J
2{ox oy 2{dx 0oy

T_YT ) Lo, o) 100 B

0z ox oy 6x 8y ox Oy (2A4)
& _ af of 1au (av ou

. Thg " P (2.2.5)
oz 2lox o) 2\ ox ay 218x 8y

df = & 52

z oz

. ~2 2 2
ddcuziaau—- j Of af—i-a{ =0 >
2 o’ 8x8y 6y8x oy

’f .3 _,
Ox? 5y )
Ko rish giyin emaski, (ddcu)m AP =m(n-m)'H, (u)p" (2.2.6)

Bunda H,(u)= > 2.4 ... - gessian vektori

1<) <</, =n



Shunday qilib, 2 marta silliq # funksiya uchun (ddcu)m A [ operator
gessian vektori bilan bog‘liq ekan.

2.2.2.Musbat gessianlar.

Berilgan 4 = (/11,2,2,...,/1,1) e R" uchun

H,(A)= > A.4,..4, (2.2.7)

IS ji<..<),,Sn

Gessianni tushunish uchun quyidagi yordamchi ifodadan foydalanamiz:
(t+ )1+ 24,).(t+4,)=t"+H ()" +..+H, (1), teR (2.2.8)
(2.2.8) ni n=2 uchun yozib ko ramiz:

((+ )1+ 4) =0+ (A +A)t+ A4k = H (2)=(4 +4,), Hy(4)=44,

(2.2.7) formula bo"yicha yozadigan bo"lsak,

H(A)= D> 4, =4+4, Hy(A)= Y A4 =244

1<j,<2 1<), <, <2
n=3 uchun :

(t+A)(E+ )1+ 2) =8+ (A + 2+ 4)0 +(Ad + Ak, + A4t + Ay,

(2.2.7) formula bo"yicha yozadigan bo"lsak,

H(2)= ) A=h+A+ 4,

1,53

Hy(A)= 2, XA, =dh+hi+ L
1</1</,<3

H3 (/?’): Z /11'1/11'2113

1<, <2<y 53
Endi biz H,”(/’L)ZO bo’ladigan Ae€R" vektorlar bilan gizigamiz va shunday
vektorlarni birlashtiramiz, yani S, ={AeR", H, (1) =0}
m>1 da bu to'plam qavariq konusni hosil gilmaydi, yani A,1"€S,
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ekanligidan'+ 2" € S, ekanligi kelib chigmaydi.Shuning uchun bu to'plamni
toraytiramiz, yami AeS, vektorlar uchun shunday I, =S, to plamni

olamizki,
{A+t =(4 +1,...4,+1,),t€R}} =S,  bo'ladi. Unda T, ning ko'rinishi

I, ={H(2)20,..H,(2)20} bo'ladi.Undan tashqari I, (L1,...1) vektorni

? m

o'z ichiga oluvchi S, to'plamni S°

m

={AieR":H, (/1) >0} ochiq yadrosining
bog‘lamli komponentasini yopig‘i bilan ustma-ust tushadi.
g

I',, quyidagi xossalarga ega:

)r,cTl, ,c..cl', I',={420,.4 >0} =R"
Biz bu xossani =3 bo" lgan holda qaraymiz va
[y={H,(1)20,H,(2)20,H,(1)20} ekanligidan

H(2)= > A, =A+4,+420

1=/,<3

Hy(A)= D, A4, =44+ A4 +4420 =1420,4,20,4,>0

1</ </,<3

Hi(A)= > 4424, =Aihi>0

1</ <jp<j3<3
bo"lishi kelib chiqadi.
I',={H, (/'L) z0.H, (/1) >0} esa

H(A)= > 4, =A+4L+420

H,(4)= Z A = kg + Ao+ 2 20

shartlarni qanoatlantiradi.

[ ={H,(4)20} ekanligidan esa H(A)= > A, =4+ +1 20 tengsizlikning

1</,<3



bajarilishi yetarli ekan.
2)T,, qavariq konusdan iborat, ya'ni agar A, ue I', bo'lsa, u holda Va,beR"
uchun al+buel’, o'rinli.

3) {H”’” (/1),/1 € l"m} o suvchi va botiq konusdan iborat, ya'ni

m

m n m

i (,u) < fiim (}L)JFZ(% —/1; )%Hmn (A)Vi,,u el

J J

Soddalik uchun m=1, n=1 bo"lgan holni qarab chigamiz:

5,
H, (u)<H, (&)+(;z—ﬂb)aH, (4) VA,uel, =

USA+(u-A)= pu=p

Endi m=1,n=2 bo’lgan holni qaraymiz:

pHpy S+ A+ (1= 4)+ (i, - 4,) demak, n=k,m=1 uchun hamma vaqt
tenglik bajarilar ekan.m=2,n=2 bo'lgan holda esa quyidagicha ko' rinishga

o tadi:

B 4 _ 4
\/ﬂlﬂzg\/’lﬁq"'(ﬂl 21)2 2 +(ﬂ2 ’lz)zm

221/12 + /ul/’iz — 22122 + luz/?'l
242,

2 A S Ay + oAy, a= Ay, b = i,

= a+b>2Jab

iy < =

4) Zﬂf %Hi” (/1)2 MH’;”” (#)Hfl*"_]jm (ﬂ") \V//l,‘u = Fm
) gl

m=Ln=1bo lsa,u-12u, = u=u

m=L,n=2= p + 1, = 1, + 1,

m=2, n=2= A + A 22\ p 1, \| 4 4,
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m=2m=3 = (A A4 )+

+ 14 %(Mﬁﬂq% + Ak )+ i /%(Ma Al + Ay )2

> 2\ttt + s + pispty \[A Iy + e+ A,
ﬂl(ﬂz +23)+y2(/11 +-/'I,3)+y3(ﬂ1 +/12)22\/#1/u2+ﬂ1/43 T s, '\/ﬂlﬂ'z + 44+ 44,

1/ 1k
5) {H”i S[H”’} Vi<k<ms<n  Bu tengsizlik Makloren tengsizligi deb

G LG
yuritiladi.
2.2.3.Musbat gessianlar bilan differensial formalar

Bizga (1,1) - bidarajali a:%Zaﬁdzj/\dEk haqiqiy differensial forma
Jk

berilgan bo*lsin. Bunda (aﬂ;)—ermit matrisa. Agar A(2)=(4(@)....4,(«))-bu
matrisaning xos qiymati bo'lsa, u holda H,(«)=H, (4(x)) gessian aniglash
mumkin.Bu esa (1,1) —ermit formasi va ieR" vektor orasidagi bog‘liklikni

aniqlashga yordam beradi:

H (a+tdd @)z F) =0,
Lo={a:i(a)el,} = (estdrlof v f) =
Vt=(t,t ) €R" (2.2.9)

={a/\ B0, AT 20}.
Gessianning 2-xossasiga ko'ra agar A,1"eT, bo'lsa, u holda a,beR, uchun
ad’+b2"el,  bo'ladi. Biz A" sifatida o« differensial formaning xos
qiymatlarini, A" sifatida A"=(1.7,,...7,)e R" ni belgilasak va a,b=1 xususiy
holni qarasak

g .
H, (cx+t1dd° z|| okl dd |7,

f)z 0 Vt=(t,..1,)eR"
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ekanligiga ishonch hosil gilishimiz mumkin. Chunki T', ni
I, ={H (1)20,..,H, ()20} ko rinishda aniglagan edik.
Endi boshqa holatlarni ko rib chiqamiz, ya'ni A'¢T, bo lsin. Buni misollar

yordamida tushunib olishimiz osonroq bo"ladi:
2.2.1-misol « = é(~7dz] ndz —11dz, Adzy +3dz, A dg) bo " Isin.

A@)= (420 4) = (-7.-11,3) & T, = {H,(2) 2 0,H, (1) 2 0} Chunki

H (AMa))=A+4+4=-T-11+3=-15<0,
H,(A(a))= 44+ A+ LA =77-21-33=23>0
H,(A(a))=A44,4,=231>0

Biz t=(1,.t,.t,) e R} ning ixtiyoriyligidan foydalanib ¢=(6,1.1)eR® deb tanlab
1572253 + g o2

olamiz va

H, (%(—751’23 ndz =11dz, Adz, +3dz Ad7z, )+ 6dd |z,[' +dd° |z, [ + ddf|z3fJ =

= H,(~1,-10,4) =44 +10=-34 <0,

bo - lishini ko ramiz. Xulosa qilishimiz uchun yana bir misolni ko rib o' taylik:

2.2.2-misol. azzé(—ZdzlAdZ+dzzAdZ+3d23/\dZ) bo' lsin.

AMa)=(4.4,.4)=(-2,1,3)¢T,.T, Chunki

H(A(a))=A+4+4=-2+1+3=2>0
H,(A(a))= A0+ A4+ Ady=-2-6+3=-5<0
H,y(A(a))= Al =-6<0

Biz t=(1,t,.t;) e R ning ixtiyoriyligidan foydalanib ¢=(0,1,1)e R®> deb tanlab
| ER2¥E3 + y i

olamiz va

Lo
oo



H, (é(—hlzl ~dz, +1dz, /\dz_2+3dz3 Adz_3)+dd” zzf +dd*

23|2] -
tengsizlik o rinli bo"ladi. Agar 1=(1,3,5)eR! deb olsak, unda ushbu

2
ANS

ifodaga ega bo"lamiz. Shunday qilib, biz quyidagi xulosaga keldik:

= H,(-2,2,4)=-4-8+8=-4<0

2| +3dd* |z,[ +5dd°

;s (é(idzl ndz +1dz, Adz, +3dz, Adz, ) +dd

=H,(-1,4.8)=-32<0

A(a)el, bo'lgandagina

H,,,(o: +1,dd° z,|2 +..+t,dd°z, 2) >0 Vr=(1,...t,) e R tengsizlik o rinli bo"lar ekan.

Boshqa hollarda bu tengsizlik bajarilmas ekan.

A

2.2.1-teorema.[18] Agar | By, e ly 1Sk Em bo"lsa,

holdae, A...hna, A" 20, bo'ladi.



II BOB bo 'yicha xulosa
Ushbu bobda differensial forma va ogimlar, musbat aniglangan differensial
formalar o' rganildi. Xususan, musbat gessianlar bilan differensial formalar
orasidagi bog"lanish o rganildi. Musbat gessianlardan biz ikki marta sillig
m—sh funksiyalarga ta’rif berishda va ularning xossalarini isbotlashda
hamda qat’iy m —sh (ikki marta silliq funksiyalar uchun) funksiyalarni

ta'riflashda foydalanamiz.
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ITI BOB. QATTY m-sh FUNKSIYALAR
3.1. m—sh funksiylar va ularning xossalari
3.1.1-ta’rif. Tkki marta silliq u € C* (D) funksiya (DcC”) z°e D nuqtada

m—sh (1<m<n)deyiladi, agar (uﬂ?) |_.matrisani  A(u)= (ﬁ] (22) 50, (u)_)

xos qiymatlari I', ga tegishli bo'lsa yoki dd‘uel's bo'lsa. ueC?(D) funksiva
DcC" sohada m-sh, (1<m<n) deyiladi, agar u har bir z°¢D nuqtada

m—sh bo’lsa.
Boshqacha aytganda, weC® (D) funksiya m—sh (1<m<n) deyiladi, agar
ddu e f,n bo"lsa yoki unga quyidagi tengsizlik teng kuchli:
(ddu) A ™20, ¥V k=1,2,...m (3.1.1)
(3.1.1) ga quyidagi tengsizlik ham ekvivalent:

[(ddcu F4dd? |7 + ..+ 1 dd"

A Z)jlm Aﬁ”_m >0V r= (r1:"'5tn) S RZ]

3.1.1-misol. u(z)=—|z[ + 2|z, '2 +3]z, ]2 funksiya (m=1,2 bo‘lgan hol uchun)

m—sh bo‘ladi.
dd‘u = é(—-dz] Adz, +2dz, ndz, + 3dz, A d};)
k=1 bo‘lganda

(dd”u)/\ (dd"

zlz)z =é—(-~dzl /\dz_1+ 2dz, Adz, + 3dz, A dg) A

/\%(dzl Az, +dz, Adz, +dzy ndz,) /\%(dzl Az, +dz, ndz, +dzy Adzy)=
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+ %3
o GJ (~dz, Adz, +2dz, ndz, +3dz, A dz,) A (dz, ndz, ndzy Az, +

+dzy Ndzy Ndzy Ndzy+dzy Ndzy Adzy Adz +dzy Adzy Adzy Adzy +

+dz, ndzy Adz, A d2+dz3 Adz, A dz, ndz,)
Tashqgi ko‘paytmada

dz, Ndz, =—dz; Adz, bolishidan foydalansak,

(ddcu) A (dd“

.\3
z|2)2 = (%] (-a’z1 A a?z_1+2c:1722 /\a?g+3a’z3 A dg)

A2(dz, A ciz_]/\cz’z2 A d5+
+dz, Adz, Adzy Adz, +dz, Ndz, Nz, Adz,) =

e
=[iJ ddzy ndz Ndz, Ndzy Adz, Ad z,
2

dz, =dx, +idy,, dz, = dx, —idy,

dzy Az, =(d, +idy, )(dy, —idy,) = —idx, A dy, +idy, Adx, =
=—2idx, N dy,

ekanidan foydalanib

dz, /\dZ_l/\dZ?_ /\d%/\a’z3 /\dg:(—2i)3 dx, Ady, ANdx, Ady, Adxy Ady,

SHunday qilib,

: 3
2[%) (81)dx, A dy, A dey A dy, Adt, Ay, =

=2dx, Ady, Adx, Ady, Adxy; Ady, 20

Demak, (ddu)A|dd® 2 i >0 boflishi uchun (4 +A4, +1,)>0 bo‘lishi kerak
At A+

ekan.

Endi £=2 uchun (3.1.1) tengsizlikni tekshiramiz:
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(dd%,l)2 A (ddf

2
B =

2f )= dd‘u n ddu n dd*

i

2
- [5) (~dz, A dz, +2dz, Adz, +3dz, A dz;) A
A(=dz, Adz, +2dz, Adz, +3dz, A dz,) A

/\é(dzl Adz, +dz, /\a’g+afz3 /\d;_;)z
Ay — - -
=2[EJ dzyndz Ndzy Ndzy Adzy Adz, 20

= A+ Ay + 2o 20

k=3 da esa:
3 I ; — = —
(ddcu) = —6(Ej dzyndzy Adz, Ndzy Adzy Adz,

Demak , 44,4, <0 ekan,

3.1.2-misol. u(z)=-7|z, —11|22’2 +3|z;‘2 .Bu funksiya uchun ham yuqoridagi

|2
mulohazalarni yuritish mumkin.

A4 =-7, 4, =-11, ;=3 bo‘lganda k =2 uchun bajarilgan tengsizlik

k =1luchun bajarilmaydi, yani (44, + 44; + 44, )=77-21-33=23>0

(4 +4, +4,)==15<0, k=3 uchun A4, =231>0 o'rinli. Ammo bu
funksiya plyurisubgarmonik ham , m-sh ham emas. Demak, (3.1.1) tengsizlik

k =m uchun bajarilishidan qolgan barcha k=1,m—1 lar uchun ham bajarilishi

kelib chigmas ekan.

£
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Undan tashqari quyidagi tasdiq ham o rinli:

dduna, n.rnoy AP 20 Yay,a, €ln,1<k<m (3.1.2)

Bu tasdiq ikki xil xarakterga ega: agar u ikki marta sillig bo'lib,

A eTp uchun (3.1.2) shartni ganoatlantirsa, u holda u funksiya
m—sh bo’ladi.

u funksiyani m—sh ligini~ tekshirish uchun (3.1.2) da faqat
a,=ddu, ,u; C *(D), j=1,2,..,m~1 differensial formani chegaralangan
bo"lishi yoki m—sh ko' phad bolishi yetarli.

Bu esa bizga L, funksiyalar sinfida m—sh funksiyalarni aniqlashga yordam
beradi.

8.1.2-tarif. wel, (D) funksiya DcC" sohada m-—sh deyiladi, agar u
yuqoridan yarim uzluksiz va ixtiyoriy ikki marta silli VisesV,, M—Sh
funksiyalar uchun

dd‘u nddv n...Anddv, A" ogim

[dd“u ANddVy A Add Y, | A ,B”*'"J(a)) =
(3.1.3)
[uddv, A...ndd®, | A ™" A dd“w, © € F*
musbat aniglangan bo"lsa.
Biz bilamizki, ( p.p)— finit differensial formalar fazosidagi chizigli, uzluksiz T

funksional (kompleks giymatli)

F?? = F""(D)={w e"”"’(D)ﬂC” (D):suppw cc D } ,(n—p,n“P)z(%Q’)
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bidarajali oqim deyilar edi.
m—sh funksiyalarning xossalari:

1) ueCz(D) funksiya m—sh (1<m<n)bo’ladi, faqat va faqat shu holdaki,

qachonki dd‘u el V2" e D bo'lsa.

2)agar uem-— Sh(D) bo"lsa, u  holda u,(z)=u*K, (z-w) standart
approksimatsiya (o' rama) ham m—sh bo'ladi, ( j - da U, du bo'ladi)

3) agar u,vem—sh bo'lsa, u holda iXtiyoriy a,b=0 uchun au+bvem-sh(D) .
au+bvem-sh(D) = A(u),A(v)el, a,b>0 ekanligidan
aA(u)+bA(v)el, = au+bvem— sh(D) bo"lishi kelib chiqadi.

4) psh=n-shc..cl-sh=sh

Bu xossani #»=3 hol uchun isbotlaymiz:

(ddcu)k A (ddc z|2)” =20, k=123

k=1 bo’lganda (ddcu)/\(ddczlz)zzo bo'lishi uchun (4 +4,+4)20

bolishi kerak ekan.

Endi k=2 uchun tengsizlikni tekshiramiz:

(dd“u)” A (ddf zf) >0 =5 A4, + A4, + 44 20

k=3 uchun:
3 iY = _ _
(ddcu) =ddu A ddu A ddu = 6[5J A Adz Adz Ndzy Adzy Adzy Adz,
= AL, 20

Yuqoridagi uchala tengsizlikni birgalikda yechamiz:
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(h+4+4)20
AL+ AL+ 44,20 (3.1.4)
hiady 20

(3.1.4) tengsizlikning bajarilishi uchun 4, 4,, A, larning 2 tasi manfiy,
bittasi musbat yoki uchalasi ham musbat bo"lishi kerak. Ikkala holni ham
tekshirib ko ramiz:

1)4, 20, 4, £0, 2, <0bo"lsin.

(A+ 4 +7)20 _ {zlz—ugw)
T+ Aoy + Ay 2 0 Ay + )+ Ay 2y 2 0

/112_(/124‘/13) N /1|2"(32+’13)
MHdy 2 =4 (A, + ;) = (4, +XG‘)2 (4 +/13)2 S A

A2+ A7 <Ay = A+ 4 <-A,4, Bu esa ziddiyat. Bu holda
tengsizliklar sistemasi yechimga ega emas ekan. 2-holda tengsizliklar sistemasi
doimo yechimga ega. Ravshanki, m=1 bo'lganda m-subgarmonik funksiya
subgarmonik funksivaga aylanadi va (Z.I + A, +2,3)20tengsizlikning bajarilishi
yetarli.Yuqoridagilardan ko'rinadiki, pyurisubgarmonik bo‘lgan funksiva
albatta m-sh va sh funksiya bo'la oladi. O’z navbatida m-sh bo'lgan
funksiya subgarmonik funksiya bo"la oladi.

Endi quyidagi teoremani isbotlaymiz:

3.1.1-teorema.([24] ga qarang) DcC" sohada n — sh bo lgan iztiyoriy
funksiya psh dir.

Isboti. Faraz qilaylik, (3.1.1) tengsizliklar barcha % lar uchun
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bajarilsin, k=1,2,...,n. Natijada quyidagi tengsizliklar sistemasi hosil bo " ladi:

(A + X+ 4.+ 20
Al/\Z + )\1A3 +...F )\nfl)\n Z 0
TANA FALN A A A >0 (3:1.5)

/\IAZAS“‘)\wfl)\n 2 0

A Ay,-A, larning hagigiy sonlar ekanligidan (3.1.5) tengsizliklar sistemasini
o' rganish uchun biz quyidagicha belgilashlarni kiritaylik:

oy =N + 2% + X+ +X >0
ty =X 4 dke et R A 2D
Tay = A0 AN, .+ A A A >0 (3.1.6)

Endi koeffitsiyentlari 1,—aj,a,, ...,(—1)"a, bo'lgan
f(A)=A"-aA" +a, A" a2 +..+ (=1)'a, (3.1.7)
ko rinishdagi ko'phadni garaylik. Bu ko phad uchun Viyet teoremasini
qo llasak (3.1.6) sistema hosil boladi.

Bu ko'phadning ildizlari ~ xarakterini aniqlash uchun  quyidagi
teoremadan foydalanamiz:

3.1.2-teorema (Dekart) ([5] ga qarang) f ()\) ko phadning karrasini
hisobga olgan holda hisoblangan musbat ildizlarining soni bu ko' phadning
koeffitsiyentlaridan tuzilgan sistemadagi ishora ozgarishlar soniga teng yoki

bu sondan juft songa kam bo"ladi. (Bunda nolga teng bo'lgan koeffitsiyentlar
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hisobga olinmaydi)

SHubhasiz, f()\) ko' phadning manfiy ildizlarining sonini topish
uchun Dekart teoremasini f (~)\) ko phadga qo'llash kifoyadir.

Ko’ phadning barcha ildizlari haqiqiy ekanligi avvaldan ma’lum
bo"lgan xususiy holda Dekart teoremasiga birmuncha aniqlik kiritish imkoni
tug iladi: agar f()\) ko 'phadning barcha ildizlart hagigiy bo' lib, ozod had
noldan farqli bolsa, u holda bu ko 'phad musbat ildizlarining soni k, uning
koeffitsiyentlari sistemasidagi ishora o'zgarishlar soni s, ga teng, manfiy
ddizlarining soni k, esa f (—)\) ko™ phadning koeffitsiyentlari sistemasidagi
ishora o zgarishlar soni s, ga teng bo ‘ladi.

Endi yuqoridagi tasdigni biz qurgan (3.1.7) ko phad uchun qo'llaylik.
Oldin biz a,a,,...,a, =0 bo‘lgaﬁ holni  garaymiz. Agar aj,a,,...,a =0
bo'lsa, u holda (3.1.7) ko' phadning koeffitsiyentlari sistemasi

1,— a;,85,..,(—1)"a,
uchun a,a,,...,a, > Oligidan bu sistemadagi ishora o' zgarishlar soni n ga
teng bo'ladi. Bundan (3.1.7) ko'phad 7 ta musbat ildizga ega bo'lishi kelib
chigadi. Bunda A, A,,...,;A, > 0 ekanini ko ramiz. Endi ixtiyoriy
u € C*D)N (m - sh(D)) funksiyaﬁi quyidagi yordamchi funksiya bilan
almashtiramiz:

’UE(Z) = u(z) + € z‘z e C*D)N (m — sh(D))
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Bu funksiya uchun ham yuqoridagi mulohazalarni yuritish orqali

koeffitsiyentlari 1,— a]_’,agf, .ry(=1)"a,” bo"lgan

F(A)= A" g/ A" +a, 472 - a A"+ .+ (=1)a,
(3.1.8)
ko'rinishdagi ko'phadni hosil gqilamiz. Bu ko'phad wuchun ham Viyet

teoremasini qo llasak ushbu

o =X +e+XN+e+..+A +e>0
o =M +e)( N +e)+ (N +e)(h+e)++ (A, +e)(A, +e)>0

0, = (N +e)(N+e)(N, +¢e)>0

(3.1.9)

sistema hosil bo'ladi. alf,azf,...,an! >0 bo'lgani uchun (3.1.8) ko'phad
koeffitsiyentlari sistemasida ishora o'zgarishlar soni n ga teng bo'ldi.

Demak, bu ko'phad n ta musbat Al(vg),)\z(vg),...,An(vg) ildizga ega ekan.

Bunda A =lim, (v,) 20, j = 17, SHunday qilib, biz
E—
A =02 >0 A >0, ..,A >0 ekanligini anigladik.  Demak, agar

u e C? (D) funksiyasi uchun (1) tengsizliklar barcha k lar uchun bajarilsa,
u holda u(z) funksiya psh bo'lar ekan, ya’ni

n—sh(D)NC*(D) = psh(D)N C*(D). (3.1.10)
Endi biz (3.1.10) ni ixtiyoriy n — sh funksiyalar uchun ko' rsatamiz: faraz

qilaylik - ixtiyoriy n — sh funksiya bo'lsin, u € n — sh(D). U holda
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U; = U * Kj. (z — w) standart approksimatsiya olamiz,

u, €n —sh(Dj)ﬂC”“(Dj), u; lu, D; cCD,,, CCD,D= QDJ..
Pas

Unda (3.1.10) ga ko'ra u, EpSh(Dj) bo’lib, plyurisubgarmonik
funksiyalarning xossasiga ko'ra j— oo da U, N\, © bo'lganligidan
u € psh( D) bo"ladi. Teorema isbotlandi.

5)agar }/(t)— teR, parametrning o'suvchi qavariq funksiyasi va uem—sh
bo'lsa, u holda youem—sh bo'ladi.

6)tekis yaginlashuvchi yoki kamayuvchi m— sh funksiyalar ketma-ketligining
limiti yana m —sh bo"ladi.

7)chekli sondagi m—sh funksiyalarning maksimumi m — sh funksiyadan iborat

bo’ladi; ixtiyoriy lokal tekis chegaralangan {ua}cm—sh m-subgarmonik

funksiyalar oilasining supremumi u(z)z{supué, (z)} regulyarizatsiyasi
e

u*(z)ham m-sh bo'ladi.m-shcsh ekanligidan {u (z)<u* (z)} —toplam
C"~R"da polyar toplam bo'ladi.Qisqacha aytganda uning Lebeg o’ lchovi
nolga teng. Ixtiyorly lokal tekis chegaralangan {u}} cm—sh funksiyalar

ketma-ketligining limiti u (z) = Hu ’ (Z) regulyarizatsiyasi u* (z) ham m—sh
J—w

va {u(z)<u*(z)}-polyar to'plam bo"ladi.
8)agar uem—sh bo'lsa, u holda ixtiyoriy PcC" kompleks gipertekislik
bo " ladi.

uchun u |, sh

m—1



Hagiqatdan, gessianning 4-xossasidan foydalanib, A,ue I’ vektor uchun
a /m 1-1/m
Zluj Hm(ﬁ’)zmHm (tu)Hm (ﬂ’)
o,

(0....,0,1) deb oladigan bo'lsak, %Hm(ﬂ,):Hm_l(‘ﬂ)zO. Bu shuni

n

U

anglatadiki, agar 1=(4,..,4,,,4,)el,, bo'lsa, u holda 'A=(Ayen Ay ) el

"t -1 m-1

bo'ladi. Endi uem—sh(D) va PcC" gipertekislik bo'lsin.Umumiylikka zid
ish qilmagan holda biz wueC? (D), P:{z” :O} deb faraz qilamiz va

ul,=u('z,0) € sh, ekanini isbotlaymiz.

A (21,...,/1”)— Uz(ujz) ,Jok=1,2,...,n matrisani =xos qiymatlari bo"lsin.

,u:(/u],...,,u,ﬂ)-— esa 'Uz(uﬁ) , ok=12,.,n—1 matrisani xos qiymatlari
bo’lsin. Unitar almashtirishlardan keyin (tayinlangan ('ZO,O)eDnuqtada) U

quyidagi ko rinishga keladi:

Jul 0 0 1n
Y=o o

o ‘uH*I un—IE

nl uni unm nn

u (z) em—sh ekan, u holda (ixtiyoriy tayinlangan reR, parametr uchun)
u,(z)=u(z)+ t’z”!z € m—shbo'ladi.
Natijada A(r)=A(u,)eT, vektor yugorida isbotlanganiga ko' ra

‘Alt)= (/“L ()50, 5 (t)) el’,, . Boshga tomondan A(¢) quyidagi



0 0 . A=p u_-
i Wy e U A—t-u-
tenglamaning ildizi.Yana almashtirishlar bajarsak,
A=y O 0 i
t
. =0
0 0 . /’L _ ,U,,,_l n-ln
t
A-u -
Ui Uz e U— . 1
t—>o da A,(t)>u,, 'A(t)el,, ekan, u holda T, , ning yopiqligidan

puel, | yami ul,=u('z,0)em—shekanligi kelib chigadi. 8-xossa isbotlandi.
3.2. Qat’iy  m—sh funksiyalar
3.2.1-ta’rif. Agar uem—sh(D)\C*(D),(DcC") funksiya uchun &> 0
son topilib, u —gHzH2 funksiya ham D sohada m-—sh funksiya bo'lsa, u
holda u(z) funksiya D sohada qat’iy m—sh funksiya deyiladi.
Biz ikki marta silliq v € C*(D) funksiya uchun qat’iy m—sh funksiya
ta’rifini boshqacha ko'rinishda ham ifodalashimiz mumkin:

3.2.2-ta’rif. Agar ue C*(D), (Dc C") funksiya uchun ushbu

n—k
(ddu) A(dd [ ) >0, Fh=12...m (3.2.1)
qat’ly tengsizliklar o'rinli bo'lsa, u holda bu funksiya qat’iy m—sk funksiya

deyiladi. Ravshanki, bu ikki ta’rif bir biriga ekvivalent. Quyidagi lemmani



garaymiz:
3.2.1-lemma. Agar

(H (A=A + 4+ +..4 4 20
H,(A)=A+ A4 +..+A_ A 20
H(A)= A4 + A0, + .4 A A A 20

. (3.2.2)
H, (A)=Aud, 4+t d o 20
H, (2) = Aysdy ot Ay gy >0

bo’lsa , u holda H,_; >0 bo'ladi.
Isboti. a) Bu lemma m =1 uchun trivial bo"lib, uni m =2 uchun

isbotlaylik. Haqiqatdan, u €2 - sh(D)NC*(D) (D = (C”) funksiya uchun

(dd<u)’ A (dd“

z|2) >0 = Hy(A)=Ak+Ad+.t 4 A >0

(ddcu)/\(ddc z'|2)2 20 => HA)=A4+4,+..+4, 20
bo" Isin. Ushbu

(ddcu)z A (ddc

z_f2)>o = Hy(A)=Ad+Ad 4ot d A >0

n—1""n

(ddcu)/\(dd“ le)z >0 = H(AD)=A+A+.t 4 >0

bolishini isbot gilaylik. Agar biz

H,(A) =44+ A4 +..+ 2 A >0
HA)=A4+4+..+4 =0

deb faraz qgilsak, u holda



HXA)=(4+ L+t 4,) = A2 44 A2+ 2H, (1) =0 =

2 2
_/11 +ot+ A p

my(1)=-At

0

bo’ladi. Bu esa ziddiyatga olib keladi. Demak, H,(1)=4 + 1, +..+ 4 >0.
Endi bu lemmani umumiy holda, ya'ni ixtiyoriy 2 < m < n uchun

isbotlaymiz:
H2(A)=[ (A + Ady + ot A )+ (Aads + ot A ) + (A, ot A ) bt Ay By | =

=(4A) + et (Ao d, ) + 2022 + 2420+t 2420 A+
2M 2025 (A + A5+ oo A,) + 20 Ay (A + Ay ot A )+
244, 1A, (A + Ay + o+ A,) 4 20 A+ 4 24,24, A, +
20,42 (A + ot Ay )+ o+ 2252, A (Ay ok A)) + o+
2,5 Ay iR+ 2 a2y P (Dt + ) = (A2 ) o (A, )+

2(Adds + A Ay + ot A A (A + ot 4 +
+2(MAdy + ot A A ) (A o+ A,) 4 24,52 A (A g + A+ 4) =

- (2122)2 Tt (ﬁn—lﬂn)z +2( Ay + Mgy + M2 ) H (1) +

2ok + .t A A H ()= &) o4 22, oA, Ay (HY (A) = Ay = Ay == 7)) =
= (M) + ot (Aa )+ (Ao + dy + oot 2ol AV H (A) -
(Ao + oot Ay sy 2y 1P = 2H (A) Hy (A) ~ 2H (A) +(A4) +.ot (A, )

n—1""n

= H,(1)= HY (A) = (A4)" == (Aa2,) +2H, (2) Hy (A)
3 2H,(4)

Yuqoridagi kabi hisoblashlar bajarib, H, ( /1) ni quyidagi ko’ rinishda ifodalash
mumkin:

H32(2.) - Z /11'.2’1122%32 " ZHS(/’L)H’ (/1)
H4 (ﬂ.) = 1</ <jh<jzsn

2H, (%)
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Xuddi shunday usul bilan Hm(/l) ni

H, *(A)- Z ,11.12,1]22.../1]”1_12+2H,,M(/1)Hmﬁ3(,1)
=< /s<.<jy S0 ; 3Smsn

2H13172 (2‘)

H,(1)=
(3.2.3)
ko'rinishda aniqlashimiz mumkin. (3.2.3) tenglikning to'g'ri ekanligini
matematik induktsiyadan foydalanib isbotlaymiz:

m =3 uchun uchun to g ri ekanligini yuqgorida tekshirib ko rdik.

m=n—1 uchun to"g ri deb faraz qilib, (3.2.3) tenglikni m=#» uchun to'g'ri

ekanligini tekshirib ko' ramiz:

]_[n—l2 (ﬂ’) - Z ﬂj} 2/1]'22'"13;—1 ’ + 2H”+] (;L)HHWJ (/1)
1<) < fr < fy 1SR (324)

H,, (4)=0 bo'lgani uchun (14) ni quyidagi ko' rinishda ifodalashimiz

mumkin:

H, *()- Z Aj.fﬁ,jj...,lb_f

1= /1< jr<.<jy Sh

2H, ,(4) (3.2.5)

H, " (A) = (Ahgdys + adg D sy Iidges Do P oy + b Dl A, ) =

= (Mhydos ) + (e g2, ) et (g Ao Ay ) +2(Adynd g V2 A2, +

2 Ahyn2os) oy + oot 20020 (A iy = (Mg + (A a2 )+
ot (A ) + 20 A By DAy Fy + oy sy + oo gy =
=2H,(2)H,5 () + (Adydt ) + (Mg a 2V ot (Ao Bi B )
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Yuqoridagi ifodadan H, (1) ni topsak, (3.2.5) tenglik kelib chigadi.
Endi yuqoridagilardan quyidagicha xulosa qilish mumkin:
Agar H,(1)20, H,(1)>0 bo'lsa, u holda

le(ﬂ)_ Z ﬁ‘f2
H2 (/1) — 5 I<i<n >0

ekanligidan H,*(4)- z A?>0bolishi kelib chigadi. Lemma shartiga ko ra

I<i<n

H,(2)20,...H, ()20 bo'lgani uchun

2t -]

HXA)- Y A42,°.4.°20,3<k<m-2
12 i< fa < SH

bo lishini bilib olish mumkin. Teskarisini faraz qilsak, ya’ni

H'(AW)- ) A4.°.4,7<0, 3<k<m-2

1</ <jpy<.<jp<n

bo'lsa, u holda H,,,(4)=0 yoki H,_, (4)=0, 3<k <m-1bo"lganda

H 2)- > AA204, +2H, (DH, (1)

H, /1 — 1€/, < fo <y S0t ~
(%) T

H ()= 2 444,70
_ I/, <jo<.<Jy_1<h < O, 3 < k < m— 2
2H,,(4)

ekanligi kelib chiqadi. Bu esa lemma shartiga zid bo‘ladi. Demak, H i(/l) >0

]

i=1,m—-1 bo'lganda H,*(1)- z ﬂujlzzljf.../lﬂz 20, 3<k<m-2 ekan.

I£/</h<<jpsn

Agar H,_(2)=0 bo'lsa, u holda



H, ) (A)- | > A 2/11.22.../1]”722 +2H,(D)H, (1)
Sh<S2< <y S . — 0

2Hm—3 ( /‘i')

HmfZZ (i) - Z 2’]; 22‘4’:2'”11}"—22

H ﬂ, —_ 1€ 1< fa< €y _2Sh o O
m( ) 2Hn774 (/1)

=

bo’lishi kelib chigadi. Bunda H,_,#0, agar H, , =0bo'lib golsa, u holda

2 : 2 2 Z
Hﬁ?*2 (ﬁ) Z Ajl Afl .“j’jm--Z - O :>
1€ /1< fa< <y aSh

A=A4=.4,=0=>H =0
Bu esa ziddiyatga olib keladi. Demak, H,_,(4)>0 ekan.
Lemma isbotlandi.
Endi yuqoridagi lemmagar asoslanib quyidagi teoremani isbotlash
mumkin:

3.2.1-teorema. Agar uem—sh(D)\C*(D) bo'lib, (3.1.1)

tengsizliklarda k& = m uchun (ddcu)m /\(a’dC z}z)mm >0 bo'lsa, u holda

_ n—k
qolgan barcha £ =1,m—1 lar uchun ham (ddcu)k /\(dd“ z|2) >0 bo"ladi,

ya'ni u € m—sh(D)()C*(D) funksiyaning qat’iy m—sh bo" lishligi uchun

(ddu)" A (dd‘

zrz) >0 ning bajarilishi zarur va yetarlidir.

B.I. Abdullaev tomonidan [15] maqolada ushbu

W= ln(xl2 +x3 +x§): In[(z, +2,)* +(z,+5,)* +(z, + 7,)*]-31n2, (3.2.6)

bunda z, =x,+iy,j=1,23, funksivaning 1-wsh va 2—wsh sinflariga



tegishli ekanligi isbot gilingan. Jumladan Abdullaev tomonidan, bu
funksiyaning 2 —subgarmoniklikka, ya'ni 2-sk sinfiga tegishliligi masalasi
ko tarilgan edi . Quyida biz umumiy holda C” fazosida
u=In(x) +x; +..+x2)=In[(z, +5)* +(2, + ) +..+(z, +Z,]-nlh2  (3.2.7)
funksiyaning m—sh (1<m<n) masalasini ko ramiz.

Oldin (3.2.6) funksiyani 2 —sh likka tekshirib ko ramiz: 1-ta’rifga ko ra
(3.2.6) funksiya 2-sh bo'lishi uchun

(ddcu) A (ddc 2‘2)2 >0

(3.2.8)

()’ [ )20
tengsizliklar bir vaqtda o rinli bo"lishi kerak edi . Dastlab quyidagi

hisoblashlarni bajaramiz:

ou 1 — Z, +z

—= 2(z, +z )=21—L;

0z, }z+§r (l ]) }z+22

ou _ 1 2'2(22+Ez):222+2'§;

822 ’z+E’ |Z+E[ '

6u= 1 2_2(234_?3):2234—3;

0z, |Z+f‘ ‘z+zl

3u: 1 2'2(2,,+7,1):2Z”+_Z’215

0z, ’Z+E’ ‘Z+Z

D u = 0%u ___2‘2-&-?'2_2(zl+z_:l)-2(zl+fl)= 2 4z+3)
XA {z+§|4 2+ 2] |z + 2] |z+E|4 ’
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2) Y = &% :_2(21+El)'2(22+22):_4(21"'-2_!)(22‘,‘?2).

TEET e e
3) U-= azu :_4(Z}+Z)(23+E3); ]

7 oz ‘Z+El4
AL I G 3 G )

21 azzaz—l ‘Z+E’4 )
b) U= Ou_ __ 2 _Az+E)

70,08, |z+zf |z
) u_:az_u:_ﬁl(zz'}'fz)(%"‘fg);

A |z +2]
T)u —ﬁ—_4(zl+zl)(z3+zj)_ '

U on07, |Z+E'4 ’
8) u. = 0'u » 4(22"'32)(23"'33)

32 823822 |Z+Z|4 )

ol 2 Az +F)

) Uu.-= i (Z3+Z3) .

N 32521 |Z+Zr IZ+E

2 _
- O'u__ (zs+zé,)(2,4+zf),S,r_ljn;sir
0z, Z, }z+z’

N o*u 2 _4(23"‘23)2 N

* azsafs ‘Z + f|2 ’Z + 34 , ’

Endi (3.2.8) tengsizliklar sistemasidagi 1-tengsizlikni tekshirib ko ramiz:

2

3
(dd”u)/\ (ddc z|2)2 Z[E] (uli +us+ uﬁ)dzl Adz, A dz, Adz, Adz, Adz, =

N3
[i) dez1 ndz ANdzy, ndz, Adzy; Adz, >0
2 ’z+f’ "
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2-tengsizlikni ham tekshirib ko' ramiz:

3
(ddcu) A (ddc ’Z|2 )2 - [2] (u“ Uy Uy Uy T U5 Uy —

—Ups Uy — Uz U — Uz U )dZ, Adz Adz, Adz, A dz, ndz, =

—4 —6 —B +

o7 243 2+

4 (zz+22) 8(zl+zl) 16(zl+z—1)2(zz+g)2
|

|2+7

sy — —\2

4 _8(22+22)2 8(z3+z3)2_ 16(Z3+23)2(22+Z2)

= A A e
| s(mem) s(zem) t6(aez) (s en)
‘z+§4 42+Ejé ‘ZJFE‘G ‘z+§’8
16(z+2) (5,42,) 16(z+2) (5+7) 16(z+7) (2+2)
242 2+7 2472
_ 12 _16[(21+z_])2+(zz+g)2+(z3+z_3)2JdV:£__lédV=_ 4
‘z+2‘4 ’z+§8 ‘z+5r ’z+§‘

. 23
bunda dV = 2(%} dz, Ndz, Ndzy Ndz, ndzy Adz, . Demak,

(dd“u) A (ddezf)z >0

(ddcu) A (ddc ’z|2)2 <0

SHunday qilib, (3.2.6) funksiya 2 —sh funksiya emas ekan.

Endi (3.2.7) funksiyani m —subgarmoniklikka tekshirishda

dd‘u = %[Adz] Az +..+ A dz, A dz_”] diagonal formadan foydalanamiz.

60

dv



n

(ddcu) ‘A g = m!(n—m)!Hm (u)ﬂ” bo"lgani uchun

H,(u)= Z A, 52, — gessian vektori musbat aniglangan bo'lsa, u

K s finn

m

holda (dd“u)" A (ddf

') 20 bo'ladi,
Dastlab 4,,4,,...,4, xos giymatlarni topamiz:

i,
a)n=1da (3.2.7) funksiya u =Inx’ :ln(z+z) —2In2 ko'rinishda bo'ladi va

. _Ou 2 - o B 2
dd ar— o] dzndz = A= et <0=>H,(1)= o] <0.
Demak, bu funksiya subgarmonik emas ekan.
bln=2 da:
uzln(xlz+x22):1n[(zI+Z)2+(22+72j2]—21n2va
u-—A U=
1;42- Uy - l‘ ~ it T (”ﬁ i “zi);t + A% —uzu; =0=
1
— i3 —2 —\ 2 —\ 2
4 _8(zz+zz) _8(zl+zl) 16(z]+zl) (zz+zz) ~
‘z + Er ‘z + E‘é ‘z + 5’6 ‘z 4 2‘8
—_— )
_16(z]+zl)_(?+22) I S N PR
‘z-}-z} ‘z+z‘ ’ ‘z-f—z
H(AG)= A+t =gt
‘z-l—z{ ‘z+z‘
4
Hz(/l(u)):ﬂ])@=——4_—4—<0
s

Demak, u = ln(xl2 +x§) =In[(z,+7) +(z,+7%)’]-2In2 funksiya 1-sk bo'la

oladi, lekin 2-s/4 bo'la olmas ekan.
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v)n=3 da: u=In(x +x +x7)=1n[(z,+)* + (2, + 5)’ + (5, + £,)*] - 2In2

uli_/?’ Us Us
73 2
Uy uzi—/l Uz |= A +(u”-—!-uﬁ+u3§)/l +
Uy Uqs Usz _/?‘,

+(—u11”22 Ujjlhyy = Upshhas TUSU T UFUL + 7"23“32)’1 +

U5tz + U U U+ Upsthys = Uty sUyg — U3l 5 —

—U U U =0 =

2 _4z+m)l, 2 4n+E) | 2 Mz +E)

Us +u +u y 3 : : 5 -
‘z+z| |Z+E| |Z+E’ |z+ET |Z+E‘ ‘z+E’

6 HE+B) +@+5) 4+ @+EY) 6 dl+zf 2

|Z+E[2 |z+§|4 ’z+2]2 |z+E{4 |z+E|2

TUUys T Ul — Uyl T USsU L+ Uty + Ul =

|12 Az+ z)’ 2 Az + 2 )
|Z+E’2 lz-i—E|4 ‘z+?‘ |z+z|

|2 AE+m) 2 AHz+z)
’z+z2 ‘z+2‘4 |z+E| |z‘+z}

| B _4(22+§2)2 2 _4(z3+z3)2 .
’z -+ E‘z ‘z + 5'4 |z -+ E|2 |z + 2[4




" _4(21+51)(22+32) _4(2'1"'51)(22 +7)
’z+z—f]4 ]z+E|4
4 _4(ZI+EI)(23+?3) _4(Zl+21)(23+§3)
|z +2] z+2'
n _4(23""23)(22"'32) _4(23'*'23)(22'*'72) _
|z + Er lz + EiA
[ 4 %8(22+52)2_8(zl+21)2+16(zl+51)2(22+§2)21_
|z + 2’4 |z + E|6 |z + 2\6 z+ Elg )
|4 8(z+7) 8(z+7) | 16(z,+7)(z,+7,)
’z + Er |z + 7‘6 ‘z + E|6 'Z + E|8
| 4 8z+7) 8(z+7) | 16(z,+7) (2, +7) .
z+2[  |z+z |z+2[" |z + 2

16z, +2)(z, +27,) 16z, +7)(z,+7,) , 16z, +2,)’(z,+7,)° _

‘Z+E’8 ‘z ~|—H2?|8 |z +E’8

12 16((z+E)Y +(,+5) +(z+5)) 4

= 4 6 = _4
|Z+Z’ ‘Z+Z‘ ‘z+z|
Upjlys Uy + UU sl F Uyl — U5l st = Ut sUs —
UGG Uy = UGSy Ul U UgUsl g — U sl sl Ujlysthys —
8
Uity = —|6 it
’z+ z’

2 4 8 2 4

—A + _212 _4/1— - b A- = /12——_—4 = F=
‘z%—z‘ ‘z—i—z‘ ‘z+z‘ |Z+Z‘ ‘Z+Z‘
2 B 2
’11,2 2 j’j - —2
}Z iz ‘z +Z




}ﬂu@»=4+@+%={2T>o
ZAZ
HJ%@D=¢@+%@+@@=——§T<O

Demak, u = 11‘1(3(12 +x2 + x32) =In[(z,+2)* + (2, +2,) + (2, + ,)*] - 2In 2 funksiya
ham 1-sh bo’la oladi, lekin 2-s/ bo'la olmas ekan.

g)n=4 da esa (3.2.7) funksiya 2—sk bo'la oladi :

u“—/'i U 4 16 i
:/14_ 2 3‘]‘ —6/1_ —8=
” g 2 Y
3
2 2 2 )
= A= = | |4+ — [F0=4,;= sy My B
‘z+z‘ ‘z+z‘ Jz+z‘ ~Z+Zl
r 4
Hl(j’):/l’l+ﬁ'z+zg+ﬂa4=_—_2>0
z+2‘
H,(A)= Ay + Ao+ Ay + Doy + Dol + A2y =0
16
| Hy(2) = A2y + Aidody + A Asdy + Iydsdy = ———— <0
7
16
H,(1)= hAAdy =————<0.
L z+2‘

d)n=5 da ham (3.2.7) funksiya 2-sh bo'ladi :

21,2,3,4 = _[2 > -’15 = _’2
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H(A(u))=4+4, +43+/14+/15=%>0

|z+z

H, (’?‘(”)) =hA + A + 44, + 44+ LA+ 44, + A+ LA, +

dtad=—2 8 4
k+4 k+4

Hy (A1) = Adods + Adydy + 2o+ A+ Adofs + Adds + 4D do o + Do +

R !
z+7 |z+7
. ; 5. 55 2 2
e)n=6 daesa (3.2.7) funksiya 3—sh bo'ladi: A,,,;=—5, 4 =———
' P+z P+4
lﬂM@D:4+@+%+A+@+%:—§300
o

H, (A(u)) = Ao + A Ay + A+ Ads + Dod + 2y + Ay + Do + Do +
B A AT AT AT AT Bl — 2 20y

Z+4 F+4

H, (1)) = WA + Aoy + WA s + Do + Mdody + Aol + A DA+ A s +
thAgde + AAsAs + Al + B A As + A + A As + Ay Ag + Do Dl + Ao Ay A +
Ad A+ AA + AA A, = —20__ 206:0:>(dd“u)3/\(ddc 2)3:0

o+3 Jord

A

£ (/l(u)) <0 ekanligi bizga ma’lum. Demak,n=2 va n=3 bo'lgan xususiy
holda (3.2.7) funksiya subgarmonik funksiya, n=4va n=>5 da 2-sh funksiya
n=6van=7 da 3—sh funksiya bo’ladi.

SHunday qilib, biz quyidagi xulosaga keldik:



u=In(x}+x3 +..+x2)=In[(z,+ 5)’ + (2, + 5 ) +...+ (2, +Z,)*]-2In2 funksiya

~

1Sm£[gJ,n22 bo lganda m—sh ekan.

Buni matematik induksiyadan foydalanib isbotlaymiz:
1) n=2 da to"g'riligini yuqorida ko rsatib o' tdik.
2)n=2k datog'ri deb faraz gilamiz, ya'ni H,(1)>0, H,,,(1)<0

Lz: Aoy :_L_’z

bunda /11,2“._,2,{——1 =
‘Z +z

Z+Z

3) n=2k+1 da to’g"riligini, yani H,(1)20, H, (4)<0 ekanligini

2 2
gy A =r——g

isbotlaymiz, bunda 4, ,, ., = -
‘z +z

47

H,(A) yig'indida Cj,,, ta had ishtirok etadi va shulardan C5, ta had musbat

bo’ladi, chunki bu hadlarda 4,,,, ishtirok etmaydi. 4,,,, ishtirok etganlari

_(2k+1) (2k) (k+2)-.(2k+1)  (k+1)-..-(2k)

k k —
G = G = K\(k+1)U k! k! B k! B
ga teng.
(k+2)-...-(2k)(2k+1_k_1): k(k+2)-...-(2k)
k! k!

k(k+2)-...-(2k) (k+1)-...-(2k)

ta had musbat va

ta had manfiy,

Demalk,

k(k+2)..o(2k) k(k+2)-..o(2k)

k! k!

barcha hadlar bir xil giymatga ega:

SHuning uchun H, (/1) >0 . Endi H,,,(4)<0 ekanligini ko rsatamiz:

H,. (4) yig'indida esa C);! ta had ishtirok etadi va shulardan C5" ta had
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musbat bo’ladi, chunki bu hadlarda 4,,., ishtirok etmaydi. A,,,, ishtirok

etganlari esa

- e (2k+1)! (26)! (k1) (2k+1)  k(k+1)-..(2k)
e R e S S R )]
(k’“l)z(k;z)'---'(zk)(%+1_k_'1):(k+l)2(k;’2)-...-(2k)

k+1) (k+2)-..-(2k)
k!

Demak:( k(k+1)-... (2k)

ta had musbat

ta had manfiy,

va barcha hadlar bir xil qiymatga ega:

k(k+1)-..-(2k) (k+1)’(k+2)-...-(2k)
k! ) k!

. SHuning uchun H,,(1)<0
bo"ladi.
SHunday qilib, bu funksiya n = 2% +1 bo’lganda qat’iy m — sh(m = k)

funksiya bo"lar ekan.
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IIT BOB bo ‘yicha xulosa

Ushbu bobda m—sh funksiyalar va ularning xossalari hamda qat’iy
m—sh funksiyalar o' rganildi. Ixtiyoriy n—sh funksiyalar plyurisubgarmonik
bo’lishi polinomlar nazariyasining asosiy tecremalaridan biri bo'lgan Dekart
teoremasi yordamida isbotlandi. m —sh funksiyalarning qat’iy m—sh bo'lish
shartlari o' rganildi. Olingan natijalar va usullarni funksiyalar nazariyasining
keyingi rivojlanishida va kompléks analizning tadbiqglarida qo‘llanilishi

mumKkin.
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XULOSA

Dissertatsiya Qat’iy m—sh funksiyalarni o‘rganishga bag‘ishlangan.

Dissertatsiyada olingan asosiy natijalar yuzasidan quyidagi xulosaga
kelindi:

1. VueC*(D) (D c C") funksiya uchun

3 n—k ey
(ddcu)A A (dd" 2'|2) 20 Vk=1,m tengsizlikning k=m wuchun bajarilishidan

golgan barcha Vk=1,m—1 lar uchun bajarilmasligini aniglandi.

2. m—sh funksiyalar sinfi m=n bo'lgan holda plyurisubgarmonik
funksiyalar sinfi bilan ustma-ust tushishi isbotlandi.

3. m—sh  funksiyalarning qat’iy m—sh bo'lish shartlari o rganildi.

Umuman, dissertatsiya ishidagi olingan asosiy natijalar yangi bo‘lib,
kompleks o‘zgaruvchining funksiyalar nazariyasining keyingi rivojida

go‘llanilishi mumkin.
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