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DISSERTATSIYASI ANNOTATSIYASI

Mavzuning dolzarbligi. Plyuripotensiallar nazariyasi yoki kompleks

potensiallaT nazariyasi (аа'")' - Nlonje-Ampere operatoriga asoslangan

\,а zarlonaviy matematikaning asosiy yo'nalishlaridan biTi

lrisoblanadi. и - sй funksiyalar sinfida potensiallar nazariyasi

_\, Sa'drrlla},ev va B.Abdullayevlar tomonidan o,rganilgan va hozirda

rllatenatikaning bir qator уоt nalishlarida muvaffaqiyat bilan

сlо' llarrillr-roqda. m - sh funksiyalar sinfi subgarmonik va

pll,urisubgarmonik funksiyalar sinflari orasidagi sinf Ьо' lgani bois bu

sоhа konrpleks potensiallar nazariyasida a]ohida obyekt sifatida

tlrutaxassislaT e'tiboTida bo'Iib kelmoqda.

Ishning maqsadi. и - sй funksiyalaTning ta'riflari va xossalariga

asoslar. ib. qat'iy m - sh funksiyalarni o'rganish

Islrrrirrg vazifalari.

1tteC2(D) (л.С') funksiya
, ,;t-k

(.l./ ll) |аа |r|' ) >О vk=Й tengsizlikning k_m uchun\ l./

ili..liT t,ili:}ridarr qolgan Ьаrсhа Vk =l,m -| Iаr uchun bajarilishi yoki

ba.j агilпlаsligiпi aniqlash

uchun



- m - sh funksiyalar sinfi и = и bo'lgarr holda plyurisubgarmonik

funksiyalar sinfi biian ustma-ust tushishini o'rganish.

- m-sh funksiyalarning qat'iy lи-sй bo'lish shaTt]arini о'rgапish

- Tadqiqot оЬуеkti,и-sй funksiyalar, qat'iy lz-sй funksiyalar.

Tadqiqot predmeti. (аа'")'- Nlonje Аmреrе operatori hamda

gessianlar, oqimlar to'g'risidagi mаsаiаIаr.

Tadqiqot usullari. Ко'р kompleks o'zgaruvchining funksiyalaг

nazariyasi, kompleks potensiallar nazariyasi va chiziqli аIgеЬrа usullari.

Tadqiqot natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur

ishrling asosiy паt ijalari yangi.

Tadqiqot natijalaTining amaliy ahamiyati va tadbiqi. Olingan

lratij alar va usullar funksiyalar nazariyasining keyingi rivojlanishida va

korlpleks analizning tadbiqlarida qo'lIanilishi mumkin.

Ish tuzilishi va taTkibi. Dissertatsiya ishi kirish, uchta ЬоЬ hamda

аdаlэiуоtlаr ro'yhatidan iborat. Наr bir ЬоЬ bo'Iimlardan tuzilgan.

Bajarilgan ishning asosiy natijalaTi.

1)vzlсс'lл1 (лса') funksiya
, ,i / , ,]\л k 

-\dd'u) г\dd'Рl ) > 0 Vk _7,m tengsizlikning

bajaTilishidan qolgan Ьаrсhа Vk =!,m - 1 lar uchun yuqoridagi

tengsizlikning bajarilmasligi aniqlandi.

2) Dc С" sohada п - sh bo'lgan ixtiyoriy ikki mаrtа silliq

funksil,a рsй bo'lishi polinomlar nazariyasining asosiy teoremalaridan

bili Ьо'lgап Dekart teoremasi yordamida isbotlandi.

з) Аgаг HtQ)>o, н2Q,)>0,...,нm_|().)>о, н.(1)> 0 (bunda

Н,,,(;.)= 

' 
1i,,Xi,,...),r, -gessian vektori) bo'Isa, u holda

]l /. <., <r,]<'7

Н u,_l\ )_)> 0 Ьо' ]ishi isbotlandi.

uchun

k_m uchun



Xulosa ча takliflarning qisqacha umum]ashtirilgan ifodasi.

Tadqiqot ishining asosiy natijalari bo'yicha quyidagi xulosalarga

kelindi:

Lm- sh funksiyalar ча psh funksiyalaT sinflari orasidagi

munosabatlar aniqlandi..

2. m-sh funksiyalarning qat'iy и-sй bo'Iish shartlari o'rganildi.

I1miy rаhЬаr:

N,Iagistratura taiabasi:

akademik. Sadullaev А.

Qalandarova D.
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ANNOTATION ОF МАSТtrR DЕGRtrЕ DISSERTATION ON ТНЕ
THENIE STRICTLY ПО -SЙ FUNCTIONS

Actuality of rеsеаrсh. The classical potential theory is based on

srrbharnronic (slr) functions. It is related to the Laplace equation Ьч_О.

Тhе pluripotential theory constructed in the 1980s is based on

рlurisuЬhаrmопiс (psh) functions and is related to the N4опgе Аmреrе

а_аequation (aa'u\' =0.whеrе. as usual, d-а+б апd dc _,\J . This

thеоrу is well reflected in the literature, it is being successfully developed,

апd it has numerous applications. The goa1 of the present рареr is to
study, the equation (аа"")' п F' ' = m|(п - m)tH,(") в" , 1 < m < n, (1)

arrd the related m-subharmonic functions. Here Р - dd"|z|2 is the

ftrrrdarr. enta] fоrm in СИ and f is а positive function оr mеаsurе in а
dotlain D сСп uпdеr consideration. Since 

{аа"") " !*1 - ЬuFп ,

ecluation (1) fоr и=1 reduces to the Poisson equation; fot m=и, this
gir-es the iпhопоgепеоus Мопgе-Ашреrе equation. Equation (1) is called

llre cotrrpiex Hessian equation. such equations and the properties of their
so]tttiorrs har-e been systematically studied in the last decade.

The airrr of t]re rеsеаrсh. То study discust ed m- sh functions and



properties them also strictly и-sй functions.

Tasks of rеsеаrсh:

- to study In this dissertation, the weak solutions

ot(aa'u| 
"(аа'|"|'|-'"реrаtоr 

v,,i]l be dealt with. и-sйfuпсtiопs will Ье

discusted with the help of special detiations.In this way conchition сап Ье

drawn.

- m - sh functions аrе discusted wether they аrе piurisubharmonics.

- m- sh functions аrе discusted wether they are strictly и -sй functions.

Object of rеsеатсh. и - sйfunctions, strictly и -sй functions.

Subject of rеsеаrсh. ореrаtоr(dd"и)" - Nr[onle -Ampere,hessians,

сurтепts.

Methods of rеsеаrсh. It is uses methods of theory of functions of

sеr.еrа] соmрlех variables, complex thеоrу of potential and ]ines algebra.

The dеgrее of novelty of the obtained results. The mаiп Tesults of

this r,vork are new.

The practical value ofthe геsеаrсh. obtained results can Ье used in

futuTe rеsеаrсhеs in theory of functions and its applications.

The structure of the wоrk. Dissertation consists of introduction

рагt. thгее chapters, conclusion and bibliograplry.

Main results of the investigation:

1) the weak solutions оt(аа"u| 
"(aa"P||-'"perator wil] Ье dea]t

ц-ith и - sй functions will Ье discusted with the help of special detiations.

Irr this u-ау conchition can Ье drawn.

2) пl- sh functions аrе discusted wether they аrе
pluTisrrbharmonics.

З) m-sh functions are discusted wether they аrе sttict|y m-sh
futrctions.

Frопr геsеаrсh arguments we make the next conclusion:

7.п- sh functions аrе discusted wether thev аIе



111rtгisrrblrat,пlonics.

2. m- sh functions аrе discusted п.еthеr thev аrе strictlv и -.sй
functions.

Superrrisor,:

(signature)

\Iaster student:

(signature)
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KIRISH

1. Ishrring umumiy tavsifi

1.1. Mavzuning dolzarbligi. Plyuripotensiallar nazariyasi yoki kompleks

potensiallaI nazariyasi (аа"")' - Nlonje-Ampere operatoriga asoslangan va

zamorrar-i1, natematikaning asosiy yo'nalishlaridan biri hisoЫanadi. и - sй

funksiyalar sinfida potensiallar nazariyasi A.Sadullayev va B.Abdullayevlar

tomonidan o'rganilgan va hozirda matematikaning bir qаtог уо'nalishlarida

nrur.affaqiyat biian qo 
t llanilmoqda. и-sй funksiyalar sinfi subgarmonik va

plyurisubgarmonik funksiyalar sinflari orasidagi sinf Ьо' lgani bois bu soha

kompleks potensia}lar nazariyasida alohida obyekt sifatida mutaxassislar

e'tiborida bo'lib kelmoqda.

1.2. Ishning maqsadi. и - sй funksiyalarning ta'riflari va xossalariga

asoslanib qat'iy m - sй funksiyalarni о'rganish.

1.3. Ishning vazifalari.

vu€С'(D) (л.С') funksiya uchun

(aa'u)r "(aa"|r|')'-r 
>0 V/r_й turrgsizlikning ft=и uchun bajarilishidan

qolgan Ьатсhа Vk _1,m-1 lar uchrrn bajarilishi yoki bajarilmasligini aniqlash

rz - sй firnksiyalar sinfi m - п Ъо'Igап holda plyurisubgarmonik

fuпksiуаlаг slnfi bilan ustma-ust tushishini o'rganish.

и - sй funksiyalarning qa\'iy m - sй Ьо']ish shartlarini о'гgапish



l.4.Tadqiqot obyekti. zlz - sй funksiyalaT, qat'iy lи - sй funksiyalar.

l.5.Tadqiqot predmeti. (aa'u)" - Monje -Аmреrе ореrаtоri hamda

gessianlar, oqimlar to'g'risidagi mаsаIаIаr.

1.6.Tadqiqot usullaTi. Ко'р kompleks o'zgaruvchining funksiyalar

nazaгiyasi, kompleks potensiallar nazariyasi va chiziqli аIgеЬrа usu]]ari,

l.7.Tadqiqot natijalarining ilmiy jihatdan yangilik daTajasi. Mazkur

ishning asosiy nat,ijalari yangi.

1.8.Tadqiqot natijalaTining amaliy ahamiyati ча tadbiqi. Olingan

natijalar ча usullar funksiyalar nazariyasining keyingi rivojlanishida va

kompleks analizning tadbiqlarida qo'Ilanilishi mumkin.

1.9.Ish tuzilishi va tarkibi. Dissertatsiya ishi kirish, uchta ЬоЬ hamda

adabiyotlar ro'yhatidan iborat. Наr bir ЬоЬ bo'Iimlardan tuzilgan.

2. Ishning mаzmuпi

DisseTtatsiya ishi kirish, uchta ЬоЬ, xulosa va foydalanilgan adabiyotlar

гo'yhatidan iborat. Birinchi ЬоЬ uchta раrаgrаfdап iborat bo'lib, unda

garmonik, subgarmonik va рlуurisuЬgаrmопik funksiyalar haqida zаrur

ma'lumotlar hamda, ularning xossalari keltirilgan.

Ikkinchi ЬоЬ ikki paragrafdan iborat. Bu bobda musbat aniqlangan

diffегепsiа1 fоrmа va oqimlar hamda musbat gessianlar bi]an differensial

fоr,mаlаг orasidagi bog'Ianishlar o'rganilgan.



Ikki marta silliq ixtiyoriy u С С2 (Л) funksiya uchun uning 2-tаrtiЫi

differensiali

d,d,"u - f,Du,/,z, лаzо (t)
, i,k

(tayinlangan z0 € D nuqtada) ermit kvadratik formasidan iborat bo'ladi.

Вuуеrdа odatdagidek. d _ а +Ы, О" -U пб bo'Iib,

d,u - оu +ы _т9уо, + ЁДа,
7.drn ^ Zarn '{

а",, - ![г Ou o".-i&o;iчi|f:iOzb " t-:,,O"b 
-)

(1) tenglik unitar ([4] ga qarang) almashtirishlar yordamida quyidagi

diagonal formaga keltiriladi:

d,d,"u - |(лrоr, ^ 
dE + ...l ),nd,zn n di) Р)

Bunda 
^1,...,^,, 

IaT ermit (",r) matrisasining xos qiymatlari, bo'Iib,

) - (^1,Ъ,...,), ) с JR" haqiqiy qiymatlardan iborat bo'ladi.

l-ta'rif. Ikki marta silliq иеС'(Л) (Л.С') funksiya uchun (tayinlangan

z0 eD nuqtada)

(aa"u)o n(aa,|r|')'-o >о, yk_1,2'.,m (з)

tengsizlik bajarilsa, u holda bu funksiya D sohada m-sh (1<m<п) funksiya

deyiladi.



1-tеогеmа. Dc Cn sohada п - sh bo'lganirtiyoйy Juпksi,уа psh d,i,r.

2-ta'rif. Agar и cm-sh(D)OC'(D),(DcC') funksiya uchun s>0 son

topilib, "-rlvll' funksiya ham D sohada и-sй funksiya bo'lsa, u holda

и(z) funksiya D sohada cpt'iy m-sh funksiya deyiladi,

Biz ikki mаrtа silliq u е С'(D1 funksiya uclrun qat'iy lz - sй funksiya

ta'rifini boshqacha ko'rinishda hаm ifodalashimiz mumkin:

3-ta?rif. Agar и еС2lО1, (DсС') firnksiya uchun ushbu

l ,k / ,1 \л-i

\dd"u) п\dd'Рr ) > 0, Vk -1,2...,m (4)

qat'iy tengsizliklar o'rinli bo'lsa, u holda bu funksiya cpt'iy m-sh funksiya

deyiladi. Bu ikki ta'rif bir-biriga ekvivalent.

1-1еmmа. Agar

Н,(1) = 1, + Ь + \ +...+ 2,, > 0

НrQ)= hЬ+ Дlr+...+ )."_12">0

Нr(1)= 41rЦ+ )Що+...+ tr, 2),_J,>O
(D,

Н,_r(1) = Ц...1,_,, + ... + .X.n_,+2.,,)n > О

н,(1) - )\ ..1, + ...+ ),n_.*1...)n > 0.

bo'Isa, u ho]da H,_t)0 bo']adi.

yuqoridagi lеmmа asosida quyidagi teoTemani ham isbotlash mumkin:

2-teorema. дgаr и em-sh(D)|C'(D) bo'lib, (3) tengsizliklarda

fr - rn uchun (aa"u)* 
"(аа'|r|')'-' 

>о bo'Isa, u holda qolgan Ьаrсhа

6



k=|,m-1 lar uchun

u сm- sh(D)П С'lЛ;

Ьал (aa"u)o n(aa"|r|')'-* > 0 bo'Iadi, ya'ni

funksiyaning qat'iy m-sh bo'lishligi uchun

(аа"")* "(аа"|"|')'-'>0 ning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Muallif o'z ilmiy rahbari akademik A.S.Sadullayevga masalani

qo'yishda, qo'yilgan masalalarni hal etishda ko'rsatgan doimiy e'tibori uchun

chuqur minnatdorchiligini izhor etadi. shuningdek, Fizika-matematika fапlаri

nomzodi dotsent B.I.Abdullayev ча A.A.Atamuratovlarga hamda

kafedгaning Ьаrсhа o'qituvchilariga dissertatsiya ishini tayyorlashda bergan

qimmatli maslahat]ari hamda dissertatsiya ishi masalalaTini muhokama

qilishda kotrsatgan yordamlari uchun o'zining minnatdorchiligini bildiradi.



I ВОВ. FUNKSIYANING BA,ZI MUHIM SINFLARI

Subgaгmoriik va plyurisubgarnronik funksiyalar sinflari potensiallaT

nazariyasining asosiy obyektlaridarr bo'Iib, bu nazariyaning Ьаrсhа metod]aTi

asosida ushbu Tushunchalar yotadi. Masalan, Laplas tenglamasi uchun Dirixle

, masalasi, kompleks Monje - Аmреrе tenglamasi uchun Dirixle masalasi, ko'p

argumentli golomorf funksiyalaTni analitik davom ettirish masalalari. ko'phad

va ratsional funksiyalar bilan yaqinlashtirishIaT masalalarida ekstremal

piyurisubgarmonik funksiyalar muhim rо'l o'ynaydi. (t2], [6], [7],[S], [13], [16] ga

qarang)

1.1.Gаrmопik funksiyalar.

DсR' sohada ushbu

л,о-u о'u d'uАи=о +-+...+--, =0

tenglamani qanoatiantiruvchi и е С'(Л) funksiya gаrmlэпi,k fuпksi,у а deyiladi,

bunda

^а'а'а'

laplas ореrаtоri.

Ваrсhа gaTmonik funksiyalar to'plami H(D) kabi belgilanadi.

1.1.1 - teorema. Agar и(r) garmonik funksiya bo'Isa, u holda ixtiyoriy .r" сD

nuqta va S(x",r) с D sfera uchun



lгu(*")=;ri 
",):.rОО. 

(1.1.1)

bo'ladi, bunda о" - birlik sferaning yrrzi.

Aksincha, agar D dan olingan har bir x"cD nuqta va yetarlicha kichik

r (0 < r < ro (т')) lаr uchun ( 1.1.1) foTmula о'Tinli bo'lsa, u holda u(х) е H(D)

bo'Iadi.

Endi garmonik funksiyalarning ba'zi bir xossalaTini trieltiramiz,

о) Agar u,vcH(D) bo'lib, ),,peR bo'Isa, u holda

Хu+ 1lv е Н(О)

bo'Iadi;

Ь) agar umumlashgan funksiya / uchun 4/ = 0, ya'ni ixtiyoriy р е Л(Л) da

f(ьrр)=0 tenglik bajarilsa, u holda ".,f garmonik funksiya bo'ladi, aniqToq qilib

aytganda, shunday ч(х)€С'(D) , Дч=0 bo'lgan funksiya mavjudki,

f (р) = у (р) = lv@) р (х) dIl

bo'Iadi:

,u) agar zl(-r) funksiya B(x",r) sharda garmonik, uning yopig'ida esa uzluksiz,

ya'ni

u(x) с Н (В(х 
", 

r)) П С(В(х,, r)

bo'lsa, u holda

u(х) = luQ)P(x,y)do(y)
s(".r)

formula o'rinli bo'ladi, bunda



212r - т*х l

Р(х, у) = ':,, п 22 ,
опr)х-у|

Puasson yadгosi.

Ikkinchi tomondan, аgаr 9Q) funksiya ,S(x",r) sferacla uzluksiz bo'lsa, u

hо]dа

u(x) = l чО)Р(х,idо(л)
s(,T',r)

funksiya B(x,,r) sharda Dirixle masalasi

ьч =0 , u|r,,",,,= r0)

ning vechimi bo'ladi.

Dirixle masalasini chegarasi silliq bo'lgan ixtiyoTiy DcR" sohad,a hаm qarash

mumkin: cp(y)eC(aD) uchun yagona u(x)eC(D) mavjudki, Деl=0, ч|чо=v0)

bajariladi;

9) kompleks tekislik С * R2 da garmonik funksiyalar golomorf funksiyalarga

bevosita bog' Iangandir,

bgat z=x+iy deyilsa, unda

о= *L=o!_ы' ф" 0zOz

bo'ladi va har bir golomorf /€О(D) funksiya uchun

Rеf =f 
+f . Mf -I"22i

tengliklardan

ARe/=6 , дIm/=6,

10



ya'ni Re/ va Iml larning garmonik funksiyalar ekanligi kelib chiqadi.

Shuningdek, agar u(z)c н(л) bo'Isa, u holda har bir z'eD nuqta va uning

atrofi BQ" ,r) с D uchun shunday .f € о(D) funksiya topiladiki,

Re/(z) = u(z), zc д bo,'adi.

Haqiqatan hanT, z0 =0 deb B=B(O,r) doirada Puasson formulasini ushbu

l2.. 
"'-|"' 

l2o- ,l-
u(z\= 

"'- J 
ut|l--L. й =.- lи(6) pg!_-.4.

LJl б lс 
_zl lтб c-z

bunda f = re" , ko' rinishda ifodalaymiz. Bu formuladan а(о, r) da golomorf

ftzl=J- !"rclfa, (1.1.2)

. funksiyasi uсhuп Re/(z) = и(z) ekanligi kelib chiqadi.

(1.1.2) formula gоlоmоrf funksiyani uning haqiqiy qismi orqali ifodalashda

hаm ishlatiladi: ixtiyoriy /(z)еО(Д)ПС(Д) uchun ushbu

f t r) = ;_ | ч(ф|:-: d + ilm f (о)
zT б E-z

formula o'rinlidir.

1. 2.SuЬgаrmопik fu nksiyalar

Fаrаz qilaylik, D с R" sohada, aniqiangan lokal integrallanuvchi

и; D + [-оо,+со)

funksiya berilgan Ьо'Isin, u с I,""1o1 .

Agar bu funltsiya quyidagi ikki shartni bajarsa:

1) иlх; yuqoridan уаrim uzluksiz:

11



. ya'ni Vх" с D uchun Пчz(х)<u(х.)

(bundan и(х) funksiyaning D ga tegishli ixtiyoriy kompaktda yuqoridan

chegaralanganligi kelib chiqadi) ;

2) hаr bir х" с D nuqta uсhuп shunday r("T.') > 0 topiladiki, r < r(_r') uchun

ut"' ) < 
;Ё,,!.,,,ur"rпо, (1.2.1)

u holda u(x) funksiya D sohada suЬgаrmюпi,k fuпksi,уа deyiladi.

Subgarmonik funksiyalar sinfi Sй(Л) kabi belgilanadi. Kelgusida qulaylik

uchun biz trivial и(л):-"о funksiyasi ham D da sй(D) ga tegishli deb

qаrауmiz. Endi subgarmonik funksiyalarning xossalarini keltiramiz.

о) subgarmonik funksiyalarning musbat koeffisentti chiziqli kombinatiyasi

subgarmonik funksiya Ьо' Iadi:

ио (;r) с S&(D), ао с R* (k =1,2,...,m) э
э a,ur(x) + arur(x) + ...+ a,,u",(x) с,rй(D) ;

0 chekli sondagi subgarmonik funksiyalarning maksimumi subgarmonik

funksiya bo'ladi:

u,(x),ur(x),...,u,,(;r) с Sй(D) +
э mах{а, (х), и,(х),...,ч 

",(fl} 
с Sh(D) ;

,u) monoton kamayuvchi subgarmonik funksiyalar ketma ketligining limiti

subgaTmonik funksiya Ьо' Iadi:

и, (;r) с,Уй(D) , u,(x)>u,,,(x) (j=1,2,...)э
э lцl z, (х) с ,Sй(D) ;

9) tekis yaqinlashuvchi subgarmonik funksiyalar ketma - ketligi subgarmonik

12



funksiyaga yaqinlashadi:

r;r(.x).= ý/т(Л) (lс:1,2"З... -.| 
, tt,(х)зr;(:r:) ::} 7.;(5) е -ЧhцГ,l 1 ,

о) - 9) xossalarning isbot bevosita yuqorida keltirilgan ta'rifdan kelib chiqadi,

d) Маksimumlаr рriпsiрi. Аgаr а(х)сSй(D) funksiya Ьirог x"eD nuqtada

o'zining maksimumiga erishsa, va'ni

u(х') -::f ,(r) (1,2.2)

bo'lsa, u holda u (х) = сопst bo'Iadi. ,

Ushbu

У = \х с D: u(х) =u(x)}

to'plamni qaraylik. и(х) funksiyaning yuqoridan yarim uzluksiz bo'Iganligidan

va (1.2.2) shartdan М to'plamning D da yopiqtigi kelib chiqadi.

Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy рсМ uchun (1.2.1) formulaga ko'ra

u(x")=u(p)=-+ [ u@)do<u(x'), r<r(p),o,r" ' sti,o

bo'ladi. Bu munosabatdan И|srr,,l=u(х'), ya'ni р ning В(р,r(р)) atrofida

u(х)=цlу"1 bo'lishini ko'ramiz. Bu esa М to'plamning D da ochiq ekanligini

ko'rsatadi. Demak, М = D.

е) Agar 9(х)еSй(D), u(x)eH(D) funksiyalar uchun лý(тО,r)ссD sferada

9|r< u|,

bo'lsa, u hoida B(x",r) shaTda 9(х)Sи(х) tengsizlik o'rinli bo'Iadi,

Bu xossaning isboti yuqoridagi ф xossadan kelib chiqadi;

1з



е) - xossadan quyidagi muxim xulosaga kelamiz. Fаrаz qilaylik,

9(х) е Sй(D)ПС(D)

berilgan Ьо'lib, В(х" ,r) сс D Ьо'Isin, Ushbu

u(х): l s6lr6,уldо(у), xcB(x',r),
,ý(",л)

Puasson integralini qaraylik. u(x)ch(B), 
'lr=9l., botlib, е) - xossaga ko.ra

В = В(х' ,r) da 9(л) < z(x) bo'ladi. Uzluksiz funksiyalar uchun isbot]angan bu

xossa ixtiyoriy 9сSй(D) uchun hаm o'rinlidir: 9(х) < а(х) va deyarli Ьаrсhа

, х c,S lаr uchun 9(l) = 21у1 o'rinlidir;

7) aytaylik, u(х) е Sh(D) funksiya уа х. cD nuqta berilgan bo.]sin.

Ushbu

m(х'l)=-+ | u1)do
о,r" ' 

,t!o,,,

ча

1-п(х',r)-jо l u(x)dv,
r ,r Bti .,,,

Ыпdа V"r" miqdor Д(х",r) ning hajmi, integrallarni (o'rta qiymatlarni)

qaraylik.

1.2.1 - tеоrеmа. Fаrаz qilaylikl и(х) е sh(D) va u(x)*-o bo'Isin. U holda

ixtiyoriv х'еD uchun

u(x0) < п(х",r) Зп(х",r), п(х",r)> -оо, 0 < r < p(x",OD),

14



tengsizliklar o'rinli bo']adi. Bundan tashqari, аgаJ r monoton kamayib nolga

intilsa, unda r(х', r) va m(х' ,r) о'rtа qiymatlar monoton kamayib, u(x.) ga

intiladi.

t.2.1 - tеоrеmаdап ushbu muhim natijaga ega bo'lamiz: DcR" sohada

subgarmonik u(х) + -,л funksiya D da lokal integrallanuvchidir, ya'ni ixtiyoriy

В сс D uchun Jи(.r)dИ integral mavjuddir;
в

z) subgarmonik funksiya D sohaning hаr bir nuqtasida uzilishga ega bo'lishi

mumkin. Аупi paytda, quyidagi teoTema o'Tinli bo'ladi.

|.2.2 - t eorema. Аgаr а(х) с Sй(D) bo'lsa, u ho]da shunday monoton

to'plamlar

D, cD,*rcD, UO,=o
j=1

ketma - ketligi va shunday monoton kamayuvchi funksiyalar

u,(x)eSh(D,)OC'(4), j =1,2,з,...

ketma - ketligi mavjudki,

u(x)=l]ilr,,1"1 QeD)
J-+co ,

bo'ladi.

Isboti.Ushbu
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(t

К(*)= 7""'О , agar l"|,1 bo,1ro,

[0, agar |*|>7 bo'lsa.

funksiyani qaraylik. Bu funksiya C,(R") sinfga tegishli bo'lib, uning salmog'i

supp((x) = в(0,1) dir. Endi 1{(х) ning ifodasidagi o'zgarmas с ni shur.rday

tanlab oIamizki,

lK1"1aTl =t

bo'lsin. u(х)+-а deb, bu yadro yordamida ushbu

",в)=#,,_!,.,"(i"(+)оп, 6>0 , (1.2.з)

integralni qaraylik. zr(л) funksiyasi

D, ={"rс D: p@,aD)<6|

ochiq to'plamda aniqlangan bo'lib, х с Du da

'"(,) = #J,tл к(})ат, = !" uQ + ф) K(y)dll

bo'ladi. Keyingi tenglikdagi birinchi integral с,(D,) sinfga, ikkinchi integral

esa Sй(Dr) sirrfga tegishli bo'Iadi. Binobarin,

?lr(.r) € sй(Dr) Гl с- (D) .

z("r) ning subgarmonik funksiya ekanligidan, и, ning , J 0 da, monoton

kamayuvchi bo'lishligi va
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lк1"1аl,, =t

tenglikdan, lu(х) ning еl(х) ga, intilishini topamiz. Теоrеmа isbotlandi.

а) SubgaTmonik funksiyalar umumiy holda С' sinfga tegishli bo'1masligidan,

да - Laplas operatorini faqat umurnlashgan funksiya sifatida qаrаsh mumkin

bo'ladi:

Ьu(сф = tubrp, ср с F(D).

1.2.3-tеоrеmа. Наr qanday subgarmonik funksiya z(l) е Sй(D) , ч+_'ф, uchun

umumlashgan ma'noda Ди>0 bo'Iadi, ya'ni ixtiyoriy cpeF(D), р>0 uchun

Iu Оr r0 munosabat o'rinlidir.

Jumladan, а(х) furrksiya С' sinfga tegishli bo'lib, u subgarmonik bo'lsa,

zrcS&(D)[l С'(D), u holda bu=**...**>o dir.0*i a*i

YuqoTida keltirilgan teoremaning aksi hаm o'rinli: аgаr umumlashgan

funksiya И uchun

Лu(р)= lubp>O, cpeF(D), rр>О,

munosabat bajarilsa, u holda и subgarmonik funksiya bo'ladi;

1.3.РlуurisuЬgаrmопik funksiyalar

1.3. 1.Plyurigarmonik funksiyalaT.

С" kompleks fazodagi D с С" sohada z(z) funksiya beгilgan Ьо'Iib,

u(z)cC'(D) bo'lsin.

Agar ixtiyoriy z0 е D ,ча bu nuqtadan o'tu,rchi ixtiyoTiy kornpleks to'g'ri
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chiziq /,.z=zo+w€, wсС', {еС uchun ushbu

funksiya f = б nuqtada garmonik, ya'ni d,= 0

funksiya D da рlуuri,gаrrпоп,ik fuпksi,уа deyiladi.

Plyurigarmonik funksiyalar sinfi Ph(D)

u(z) е Ph(D) Ьо'lsin. Unda

ср({) = u / l = u(zo +,tц€) kesim -

d,u О'Q==0
а€ .аЕ Ьо' lsa, z(z)

kabi belgilanadi. Aytaylik,

bo'lib, murakkab

+ d'u) :+ w,wo=Q, weC, ,ц д- 
^_

a2u( z0 +wf\J. 
- I|

аЕ а€

funltsiyaning differensia]lash qoidasidan

ekanligini kotramiz. Bundan va r,yeC' vektorning

ixtiyoriyIigidan

fu'йо

Ьо' lishi kelib chiqadi.

=0 (k,j=|,2,...,п) (1.3.1)

Demak, plvurigarmonik funksiyalar sinfi (1.З.1) tenglamalar sistemasi

bilan aniqlanadi va ba'zan Ьu sistema plyurigarmonik funksiyaning ta'rifi

sifatida ham qaraladi.

1.3.1 -teorema. Аgаr /(z) = u(z)+iv(z) funksiya D с С" Sohada golomorf

bo'lsa, u holda

Rе f (z) = u(2), lmf (z) = $(r)

funksiyalar D sohada plyurigarmonik bo'Iadi va, aksincha, аgаr u(z)

funksiya D sohada plyurigarmonik bo'lsa, u holda ixtiyoriy B(zo,r)cD

d'u
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atrofda l(z) funksiya biror /(z) е O(B(zO,r)) golomorf funksiyaning haqiqiy

qismi botladi u(z) =Rе f(2).

1.3.2.Plyrrrisubgarmonik fun_ksiyalar.

Аgаr DcC" sohada aniqlangan u(z): D-+[-co,co) funksiya quyidagi ikki

shагtпi Ьаjаrsа:

1) и(z) yuqoridagi уаrim uzluksiz;

2) ixtiyoriY / kompleks to'g'ri chiziq uchun и// funksiya /[lD da

' subgarmonik Ьо 
t Isa, и(z) funksiya D sohada рlуurisuЬ garTTюrizk funksiya

deyiladi.

Plyurisubgarmonik funksiyalar to'plami Psh(D) kabi belgilanadi.

DсС" sohada piyurisubgarmonik bo'lgan funksiya DсR2" da aniqlangan

funksiya sifatida subgarmonik funksiya bo'Iadi. Uni subgarmonik

funksiyaiaTning 2 - shartini bajarishini ko 
t rish qiyin еmаs. ВiпоЬаriп,

, subgarmonik funksiyalarning хоssаlагi plyurisubgarmonik funksiyalar uchun

ham saqianadi.

Endi plyurisubgarmonik funksiyalarning xossalarini keltiramiz:

о) аgаr u(z)ePsh(D\ bo'Isa, u holda иu(z) funksiya Рsй(Du)|-]С"(Dr)

sinfga tegishli bo'lib, 
',r0 

da uuQ)tuQ) bo'ladi;

Ь) аgаг u(z) с Psh(D) funksiya z0 с D nuqtada maksimumga erishsa,

ya'ni a(zo) >u(z) (z с D) bo'isa, u holda u(z)=coпst bo'Iadi;

u) plyurisubgarmonik funksiyalarning musbat koeffitientli chiziqli
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kombinatiyasi plyurisubgarmonik funksiya Ьо' ladi;

g) monoton kamayuvchi уоЁi tekis yaqinlashuvchi plyurisubgarmonik

funksiyalar ketma - ketligining limiti plyurisubgarmonik funksiya bo'ladi;

d) Л sohada plyurisubgarmonik funksiyalar sinfi {аl"}".л berilgan bo.lib,

"="::u" yuqoridan yarim uzluksiz funksiya bo'Isin. U holda u(z)

plyuгisubgarmonik funksiya bo'ladi, u е Psh(D). Jumladan,

u,(z) е Psh(D) (j =1,2,...,k) bo'Isa,

suр{и,(z). ur(z),...,uoQ)| е Psh(D)

bo'ladi;

е) agar f(z)cO(D) bo'lsa, а.tп|7{z)|еРsй(D) botladi, bunda а>0;

j) agar u(z)ePsh(D) bo'lsa, u holda e"Q\ ePsh(D) dir, agar u(z)ePsh(D), u|o<O

Ьо' lsа, u holda - ln [-a(z)] е Рsй (D) dir.

вu xossaning isboti subgarmonik funksiyalarning shu xossasidan

bevosita kelib chiqadi;

z) Л sohada aniqlangan u(z)ec'(D) funksiyaning D da plyurisubgarmolrik

bo'lishi uchun ushbu

L(u,w\=t !Э,,rr (1.3.2)
J.k=1 Uz ]UZ k

kvadratik fоrmапiпg (Levi formasining) ixtiyoriy z е D da musbat

aniqlangan bo'lishi zarur va yetarlidir. (1.3.2) munosabatda

w=(wr,wr,,..,w,,)eC' bo'lib, kvadratik formaning musbat aniqlanganligi Vl,eC'
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da L(u,w)>0 bo'lishini anglatadi.

Аgаr Vwс С", w+0 da L(u,w)>0 bo'lsa, и(z) funksiya z nuqtada qat'iy

рlуuйsuьgаrmопik funksiya deyiladi; agar u(z) funksiya D sohaning hаr Ьir

nuqtasida qat'iy plyurisubgarmonik bo'lsa, u(z) Bohada qat'iy

р lуuri,вuЬ g аrmо пik fu nksiya deyiladi.
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II BOB.MUSBAT GESSIANLAR BILAN DIFFERENSIAL FORMALAR

ORASIDAGI BOG,LANISH

2.1.Musbat aniqlangan differensial fоrmа va oqimlar.

2.1.1.Differensial fоrmаlаr. .f .С' (С), с с С" funksiyaning differensiali

Ф=f+dr," "rr Ы,

1-darajali differensial formaga miso] bo'ladi. Umuman aytganda,

а _ fo Q)a", ko'rinishdagi ifodaga 1-darajali differensial fоrmа deyiladi va
j=|

degal - 1 kabi belgilanadi.Yuqori darajali differensial formalarni ta'riflash

uchun biz quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi <<л>> 
-tashqi ko'paytma

belgisini kiritamiz:

а) а(.,с) л &, = fu , п а(х) - a(x)dx,

Ь) dxo п & i = -& i ь, dхо,Э dx, л dx, = 0

2.1.1-ta'rif. Ushbu

О= ^ I Оjr,.r,,fu,,ЛdХ,,П",лdхr"
0<i<J2<...<J |,sп

ko'rinishdagi ifodaga p-darajali differensial forma(bunda oir,.,o-G sohada

aniqlangan funksiya) deyiladi va dega=p kabi belgilanadi. p-darajali

. differensia] formalar to'plami д"(G) orqali belgilanadi.oeлP(G) differensial

formani quyidagi qulay ko'rinishda hаm yozishimiz mumkin:
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а)= ^ I or,r.---r,d"j,Лdx,,П",Лdx,o=Zord*,
qЗJl<Jz<...<J р{п J

bunda dT, = fu i, n fu ,, л... п dx,,,, J = (j,, j r,..., j r),' = 
j,, jr,..., j 

о З n *

multiindekslar. Ravshanki, O-darajali diffeTensia] fоrmа bu- а(.,r) skalyar

funksiya.

С" = ]R2' kompleks fazoda differensial forrnani dz, va ct 1 lardan

foydalanib yozish mumki:n. z = (zr,zr,.,., z, ) koordinatalar

C'=]R2', z,=x.,*iX*r, j=|,2,.., dagi kompleks koordinatalar bo'Isin. Urrda

ctz +ct z, dz-d7сk _ ' '. dx - J

2 -пп't- 
2i

botlganligidan al=|a.,dx, differensial formani dz, va d4Iarning chiziqli
J

kombinatsiyasi ko'rinishida yozish mumkin. Наr bir had,d,a dz,va d4lar

turiicha bo'lishi mumkin. Masalan, С2 = IRa da

dx, ь dx, 
" 

а*, _ Lo(a",, л dz, л d z, + dz, 
" 
al 

" 
а ц)

Аmmо ba'zi hollarda ro dagi Ьаrсhа qo'shiluvchil arda dz, Iarning darajasi

р са, d4 larniki esa q ga teng bot}ib qoiishi mumkin. Bunday hollarda biz

а; differensial formatri (P,q) Ыаu.rjаli differensial forma deb aytamiz va

а е FP,q deb belgilaymiz.

2. 1. 2. Musbat aniqlangan differensial fоrmаlаr.

2.1.2-ta'rif. Ushbu

р;
о - лLdl лdl .

гl 2 J ]



\*

ko'rinishdagi differensial forma (р,р) bidarajali bosh kuchli nrusbat

differensial forma deyiladi , bu yeTda /, =a,,dz.,+,..+ar,,fun- chiziqli

kombinatsiya (dzr,...,dz") bazi.s bo'yicha ajkeC, j _1,2,...,р,k=I,2,...,п

Bunda1, forrnalarning ixtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi kuchli musbat

diffeTensial fогпа deb ataladi, ya'ni kuchli musbat differensial fоrmа bu-

о -f ,л"lrl'п !at , n а7 ,rZ-l SчJ=l2 J"

ko'rinishdagi fогmаdir, bu уеrdа 1"(r) - qaralayotgan Gc.C' sohadagi

mапfiу Ьо 
t lnragan funksiya.

Дgаr z, = х, + ixn*, kompleks koordinatalardan хr, xn*i, j =1,2,,..,п haqiqiy

koordinatalarga о' tsak, unda ushbri

i-
L dz, л d z' п... л dz' п d z,, = dx, ь dxnu л.,. п dx о n fu nn о

ifoda ]R2" fazoda 2р darajali musbat fоrmа bo'Iadi.

(и,и) bidaraja]i differensial forma (kuchli) musbat bo'ladi, faqat va faqat

shu holdaki, qachonki u

а = S"(r) i,, 
rrlr, 

л d z, - ),(z)dx, п dx,,, п... л dxn А *zn

ko'rinishga ega bo'lsa,bu уеfiа ).(z)- musbat funksiya.

(и,и) bidarajali Q= i;*, пdl=dИ differeпsial forma С" da hajm formasi" i-| '_

rolini o'ynaydi.

р=1 da o-|1,od", "d4- differensial fоrmа musbat bo'ladi, faqat va faqat
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shu holdaki, qachonki |)"$,€о- ermit kvadratik formasi musbat bo'lsa.
jk

shuningdek, ixtiyoriy z' eG t ayinlangan nuqtada unitar almashtirish

yordamida uni

;11

,,l = =T,p,dr, л d z,, р, >0
2",,=i' J J'I

ko' rinishda yozish mumkin.

2.1.3-ta'rif. oeFP'P differensial forma kuchsiz musbat yoki musbat deyiladi,

аgаr ixtiyoriy kuchii musbat ч е Fп.рJ1 ' fоrmа uchun а; л у е Л'''' fоrmа

musbat bo'Isa.

р=0,1,п-l,п da kuchli musbatlik kuchsiz musbatlikka ekvivalent. Biroq

boshqa р Iаr uchun bu siпflаr ustma-ust tushmaydi. Buni aniq tushunish

uchun kuchli musbat fогmапi quyidagi ko'rinishda yozamiz:

(*)

=--Y,Z (z\dl пrJl,
1р Ll s\ | J\

Аgаr d - | H,(rPt, foTmani qarasak , bunda л" - kompleks qiymatli

,о2

funksiya, unda |dлD ko'rinishdagi forma (kuchsiz) musbat bo'Iadi, biroq
2е

2< p<n- 2 da u hаr doim ham (*) ko'rinishga ega bo'lavermaydi.

2.1.3.Оqimlаr. Qo'pol qilib aytganda, М ko'pxillikdagi oqim bu-
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koeffitsiyentlari umumlashgan funksiya]ardan iborat differensial formadir.

Tayinlangan G с ]R' soha uchun asosiy diffferensial fоrmаlаr fazosi qaraladi:

Fе = FP (G)= {о е Л'(G)ПС""(G) :supp@ сс G}

ЛР da topologiya Л(G) fazodagi topologiyadan aniqlanadi.

2.1.4-ta'rif. FР fazodagi uzluksiz chiziqii (kompleks qiymatli) 7 funksional

п- р= q darajali oqim deyiladi.

Ваrсhа q - darajali oqimlar fazosini Дq orqali belgilaymiz. Ла oqimlaT fazosi

umumlashgan funksiyalarning barcha xossalarini qanoatlantiradi.Xususan,ulaT

uchun kuchsiz yaqinlashish,kuchsiz chegaraianganlik tushunchalarini kiritish

mumkin va 7u е Fq гlС'

о 'rаmапi aniqiash mumkin, ya'ni d -+ 0 da oqim sifatida

Тsоа)Т "а, VсосFР

undan tashqari Z oqim differensial formadek

differensiallanadi.. dT " о - (-t)o т " d al

. 2.1.5-ta'rif.Agar Р' -|r€ДР(G)ПС-(G):suрроссG} fazodan olingan Z

oqim (funksional) {а е ЛР (С)П C"'(G): suppa сс_ G}fazoga uzluksiz davom

qilsa, unda Z oqim m dan ko'p bo'Imagan singulyarlikka ega deyiladi, bunda

0<m<а

Аgаr undan tashqari Z oqim {оеЛr(G)П C'-'(G):supp@ccG}fazoga

davom qilrnasa, unda 7 oqim aniq и singulyarlikka ega deyiladi.
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т - z в odx r koeffitsiyentlari umumlashgan funksiya Ьо' Igan differensiai
lЦ=s

fоrmа oqim deviladi.

2.1.1-tеоrеmа.Iхtiуоriу q - darajali oqim koeffitsiyentlari umumlashgan

funksiya bo'lgan diffeTensial foTma Ьо 'iadi, shu bilan birga singulyarligi nolga

teng Ьо 'lgan oqim о 'lchov tipidagi oqim Ьо 'ladi ча uni Ьаrсhа

koeffitsiyentlari kompleks qiymatli o'lchov Ьо 
t ladi.

O'lchov tipidagi оqimlаr fazosini dq оrqаIi belgilaymiz. danafaqat Gс]R'

soha uсhuп, balki ixtiyoriy Д с lR' borel to'plami uchun hаm aniqlangan.

Xususan, Kc]R" kompakt uchun u Вапах fazosi bo'ladi,xuddi vektorlarni

tekis поrmаsi bilan differensial foTma koeffitsiyentlaridan tashkil topgan

4'(к)= л" (К)п С(К) fazoga qo'shma fazo kabi.

Т о со - р(r)а O'lchov tipidagi 7 с da oqim uchun

Тоа= lclp о'riil\.
о

Bu уегdа л- kompleks qiymatli о'lсhоч Ьо 'lib, l а с FoP ga bog'Iiq va

{)= d\ л.., п dx,

Xuddi o'lchovlar fazosi kabi quyidagi xossaiar

o'rinli:

.l{r}c{q oqimlar ketma-ketligi Z ga kuchsiz yaqinlashadi, ya'ni

\*\. r =Т " о, V al е Foe faqat va faqat shu holdaki,qachon mos o'lchovlar

ketma-ketligini yaqinlashishi {, ni koeffitsiyentlaridan bo'Isa.
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Ь) {4} c{q oqimlar ketma-ketligi Z ga kuchsiz yaqinlashadi, faqat va faqat

shu holdaki,qachon I l[ll* =", 
VКсс G, j _l,Z,,... поrmа bo'yicha

chegaralangan bo'lsa va j -+ оо da Т о со -Т о а limit Ьirоr hаmmа yerda

zidn Лс{Р(К) to'plamdan olingan Ьаrсhа 4) 1аr uchun o'rinli bo'lsa,

masalan Ьаrсhа cheksiz differensiallanuvchi о е FP П С'(К) 1аг uchun

d)ixtiyoriy kuchsiz chegaralangan Е с {а (К) to'plam osti kuclrsiz kompakt

' ya'ni uni ixtiyoriy ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketligini

o'zida saqlavdi.

2.1.6-ta'гif.q- darajali differensial fоrmа (oqim) yopiq deyiladi, аgаr uni

' differensiali nolga teng botlsa;

U aniq deyiladi, agal u Ьirоr q - l darajali formani(oqimni)differensiali

bo'Isa.Aniq fоrmаlаr(оqimlаr) yopiq bo'ladi, teskari tasdiq uchun G sohaga

, qo'shimcha geometrik shartlarni qo'yish zаrur.

trndi Cn da asosiy differensial fоrmаlаr fazosini qaraymiz:

FР,Р - FI',P (G){o с F',' (С)ПС'(G):suрро сс G}

, 2.1.7-tdtif.FP,P fazoda uzluksiz chiziqli(kompleks qiymatli) 7 funksionaiga

("- р,"- p)=(q,q) bidarajali oqim deyiladi.

2.1".2-teorema.Nlusbat oqinrlar o'lchov tipidagi oqimiaT Ьо' iadi.

2.1.1-misol. Koeffitsiyentlari Lj"" sinfdan olingan ixtiyoriy Т eFq,q differensial

for-a (с,я) bidaгajali oqim bo'ladi,
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7оо funksional 7о .: !Т nr, ValcFP,P kabi aniqlanadi.Bunday oqimlar
G

regulyar oqim deyiladi.

2.1.2_misol. АсС'-р o'lchamli analitik to'plam bo'Isin.U holda

|l7"r_ Jo integTa1 (я,я) biaara;ali oqimni aniqlaydi.Ko'rish qiyin
А

emaski,[l] musbat oqim bo'Iadi.

2.2.Musbat gessianalaT bilan differensial fоrmаlаr orasidagi bog' lanish

, 2.2.1.Gessianlar. 2-marta silliq иеС'lЛ) funksiya uchun uning ikkinchi

tartibli differensiali

dd"u _||чlтful лdl (uunoo u,o=!#l rr.r.ri2a,r J ^ ( u-ju-k)

(tayiniangan z0 eD nuqtada) Ermit kvadratik forrTrasidan iborat bo'ladi.

(аа"ч)' overator Monje-Ampere ореrаtогi deyiladi. Bunda

d=d+а а" =Ltа_Б\
4l , l

dч=оч+ы=fР*r*f,^Цdi
Наrо НD.о.r, л п л \

а'ч=|llYа,,_У ^lLail+i|rftёzo' 16rr -I

(2.2.1) tenglikni и = 1 uchun ko'rib chiqamiz:

. 0ц 0u --clu=-dz+ _-dz0z az

а,"=L(Ца.-Ца"\4i\6z az )
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no, 
" 

= L( u( Ц а, _ _Ц Е\ *б( Ц а, - Ц а;\ =4r\ \ бz 0z ) -\ а, - оr-"- )
t(a'u , О2ч .- . a'u .- d2ч - -)' | - . dz лdz- ' '=dz лdz+ "=" dz лdz_ _:-:LdzлdzI4i\ az' azOz azOz--- 

'-'- а'' )

Tashqi ko'paytmada

dz лdz =О, aZ лаi =о, dz лdz = -dz лd, bo'lirhid*n foydalansak,

,.2l ou ,dd'u = --J-dz лdz

ifodaga ega bo'lamiz.

Demak, иеС2(D),DсС uchun dd;ч=;аЫ bo'Iacli.

(2.2.1) fоrmu|апi п =3 uchun hanr ko'rib chiqamiz.

; 0u, au^ .аu^ _0u^- au^- 0ч^-du = аu +са =;fu, +;:-ёz2 +;az, + _ az, + -Lбz, +:Lбz,uz| uzz uzз ozl ozz Оzз

а, u - L1! а,, * ! d,, * ! а,, - Ч Е, - 9 aZ - 9 ail
4i '0z' ' 0r' " 0r' ' Ozt- Ozr-'-' Ozr-'-"

-r /-
dd,, = +| а( У d,, * ! а,, * ! а,, - Р uT _ Р а4 - Р aZ)-

ai [ [6z, ' аr, " аr, ' Оr, ' Оr, " Оr, ')

,.( au , au ^ Ou ., Оч ^- бtt ^- аи л-)+о | - 
az | -l ;- Oz, * ;- dz 1 - -: d z, - =: о z" - -:: о z, l -

\oz, oz2 оZз dz, dz, - dz, ')

, Гr лz

= |ll +*, n dr., +!!-dz, лdz,*!{or, nar,*!|dr, лdzr+4i|\6zza4 forfu, Oz,Oz, azraz,

* !? аr, n dr, + ! !_ dz, п dz, _ !' + о u 
^ 

аr, _ З!: al 
^ 

*, -
^- 

-t-оzрzз оz2оzз dz,dz, dzrdz,

a'u - а2ч , а'ч Ozu-;*dr, лdzr--:-:Ldz. ndz., _-!_!L j 7, лdzr__!_Ldz, лdzr_azrOz, )z,az, azraz, 0z16z,

з0



а2u , О2ч O2u \ лl
- ^ }: d r, л dz, - ----- d z, n dz, _-_--:: a 

^ 
n dr, |+ !!- аr, п d 4 +az,Oz, )zraz, azrOz, " ) Oz,Oz,

. O2u О2ч O'u Ozu+;= л_ dz|лd22+--:--dz, лdz. + -L:- dz2 пd zr+-Z-dz, пd zr+azraz, )zraz, azraz, azraz,
О2 ц a'u 02 u 

^2,,+}i-dz, ndzr+-Z!-dz, лdz, +_:-dzз ndzr+_!_dz, пd4-
0 zraz, 0z,,0z, azraz, Ozraz.

O'U О'ч а2ч a2u
- т л_ d z1 А d 22 - : d z, л d z _ - --:--: j 2, п d z, - --L:: d z, п d z, _0zrOz, )zraz, 0zrOz, azraz,

О'ч O2u -)l-}r:dz, гdz,- _---|Ldz., ndz. !|=dz,az, 0zrOz, ' ))

,l :2 _. 
^2,, 

л2",

=|| zlLa z, ьdj+z..!-аz,пd4+zЗЗ-ь, лd4+4i| )z,az, l l azr1z,-'-t"-' - azraz,

+2&- 2, л d 4 + ZД- аr, ь d 4 + Z! аr. п d ц +oz2oz| оz2оzз dzзdzз

^ О'ч А2,, а) \
2-:-::dz| лdzr*2-2!-dz, ncla+z!!-az^ "di l=oz2oz| оzзоz| оz|Оzз )

It
=;\urTd", Л dzt +urrdz, л dzz * u,rdz, лdzз + urrdz, п dzt *

+u rrdz, л di z + u rrdz, л dZ з + u,dz, п di l + u.,rdz, л d z z +

_13
+urrdz, n а r, = *| u дdr, n dZo.

'' 1,k=l

Demak, и = 3 uchun hаm dd"u -!аЫ tenglik o'rinli ekan.
2.

Еrrпit kuadrati,k fоrmаsi Ьu, - q(x\_cpt*,r)_rpt",x), ya'ni qo'slrmasi

o'ziga teng bo'lgan haqiqiy kvadratik fоrmа.

2.2.1-tа'гif. Agar eleпrentlari С maydondan olingan А=(а*) matritsa

uchun l7'=7 (ya'ni Й=оо,) tenglik bajarilsa, u егmit matritsasi deyiladi:
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unitar ([а] е" qarang) almashtirishlardan keyin u quyidagi diagonal fоrmаgа

keItiriladi:

aa'u = f,|4ar, лс17, +.,.+ X,dz,, пd4f

bunda l,,(и),..,,),,,(")- U,,t ermit matritsasini xos qiymatlaгi, ya'ni

'" 
= (Ц, Ц,.., Х,,) с R", haqiqiy qiymatlardan iЬоrаt,

Endi xos чеktоrlаr va xos qiymat ta'riflarini hаm eslatib ottamiz:

2.2.2-ta'rif: Agar noldan farqli xczl vektor va 2 son uchun lx=2x tenglik

otrinli bo'lsa, u holda х vektorga А chiziqli almashtiris]rni xos vektori

deyiladi,unga mоs bo'lgan 2 songa esa xos qiyrTrat cleyiladi.

(аа" u)' = О ko' rinishdagi tenglamaga \zlonje-Ampere tenglamasi deyiladi.

Bunda

(аа' 
")" 

= аа" 
" " 

&l, u ь,,. л dd" ч

и=l bo']ganda dd'u =Аи Lapias орегаtотi bilan ustma-ust tushadi,

Endi bu tasdiqni isbotlashga hаrаkаt qilamiz

аа"ч=Lа-Ы.

Fаrаz qilaylik, f(") funksiya (f(.) ="(r,у1+;ч(л,у)) zo = хо + iy.e D(D с С)

nuqtada ]R2 ma'noda differensiailanuvchi bo'lsin, Ushbu du(xo,y)+idv(xo,yo)

. ifoda /(z) funksil.aning --о nuqtadagi differensiali deyiladi va d/(zo) kabi

belgiIanadi:

df (.:) = du(xo.у)+idv(xo,yo)
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o"=!*ffa, a"=ffa"*ffa,

ShulaTni e'tiborga olib,

df --( + d- + ! оr)-,( Р а* * Р ау) -( ! *, !) n" *" (6" ф") (0, ф')(а"-а,)-"--
/л л \

-[}*,} )а, _!а**{а,
\.ф ф)" 0х ф'

z - х t i! z _ х -iy а, -f,(a, + ai),n, - }1а, -а;1

(2,2,2) va (2.2.3) dan

(2,2.2)

(2.2.3)

af =ffa*-$o=* \v,+az)+H +v,-u;)-
!({_,{\о, -L(ц*,t\a;2[0х ф) 2[6х ау)-

af _L(af _,{)= L(au *.au)* i[au__au)
ы-r|ы-,б )=,[ы*,б гrlы-Ф )

, . , rл). л) л л) л\
dd,u _Lабч =L!l Ч*i ?'l _i a'J *Ч|=о2 24\0х' Ыф фЫ ф')

л1 -d,t d,t
**ф=u

Ko'rish qiyin emaski , (aa'u)' n В"-|' - ml\п-m)|н,(u)В" Q.2.6)

Bunda Н,(")= I 1,,,1r., tr," - gessian vektori
1<Ji<,..,<r,, <п

L=!(ar +,q)_az 2[6х ау )

(2.2.4)

(2.2.5)

JJ



ShundaY qilib, 2 marta silliq и funksiya uchun (dd"u)' n р*^ ореrаtоr

gessian vektori bilan bog'liq ekan.

2.2.2.Musbat gessimrlaT.

Berilgan l -(1,.,Ц,.,),") е IR' uchun

н.(7)= I 1i,,l,,,...).,, (2.2.7)
\<jl<..,.<j,,,Зп

Gessianni tushunish uchun quyidagi yordamchi ifodadan foydalanamiz:

, (t+.Ц)(t+Ц)...(t+),")=t +н,().){-|+...+а,(2), reR (2.2.s)

(2.2.8) ni и = 2 uchun yozib ko'ramiz:

(t + Ц)(t + ц) = f * (л, + .а") t + )"), = н,(л) =(л * ц), н, (л) _ л,l,

(2.2.7) formula Ьо' yicha yozadigan,bo' lsak,

н,(л)= Z 1,,= х,+ ь, н,Q)= Z 1,,х,,- &ь1<i<2 l<i<jz<2

n:3 uchun :

(t + )r)(t + b)(t * ц)=f *(l,+ )r+ )o)t' +(l,b+ )"ь+ l"lr)t + \л"l"

(2.2.7) fоrmuiа bo'yicha yozadigan bo'lsak,

н,(1)= Z 1,, _ х,+ ц+ ц,
t<.lj<3

н,(л)= Z ),,х,,= цх,+ hlr+ ьц
1<jt<jэ<З

HrQ)= 

' 
),,1,,l,,

11i<jz<jз<3

Endi biz Н,(1)>0 bo'Iadigan ),e]R' vektorlar bilan qiziqamiz va shunday

. vektor]arni birlashtiramiz, ya'ni S, - |,Х€ R,, 11, (,t) > о}

m>1 da bu to'plam qavariq konusni hosil qilmaydi, ya'ni X',XueS,



ekanligidan2' + )u" eS, ekanligi kelib chiqmaydi.Shuning uchun bu to'plamni

toraytiramiz, ya'ni 2eS. vektorlar uchun shunday Г,.Ч to.plamni

olamizki,

{.1+tI =Q\+t1,..,,Тn+t,),teRi}.S, bo'ladi. Unda Г, ning ko'rinishi

. Г, ={Н,(1)>0,...,Н.(2)2 0} bo'ladi.Undan tashqari Г', (t,t,...t) vektorni

o'z ichiga oluvchi S, totplamni q=t2eJR':fl"'(2) >0} ochiq yadrosining

bog'lamli komponentasini yopig'i biian ustma-ust tushadi.

Г, quyidagi xossalarga ega:

1) Г, сГ"_, с...сГ, Гп = {Ц>О,...1,>0}_Ri

Biz bu xossani п -_З bo'lgan holda qaraymiz va

Г, = {я, (2) >О,н,()")>0,нз(Х)) 0} ekanligidan

Н,(2) = Z 1,, = )" + )" +.\ >о
l<Jj sЗ

нr(1) = Z х_,,),, -_ 4l, + л,ц + цц > о э х, > 0, ц > о, ц > о
1<jl<jz<З

нr(1)= 

' 
2,,),,1,,= )"цц>о,

|3jt<jz<jззз

Ьо' Iishi kelib chiqadi.

г, - {н 1V,) > 0, н,(х)> 0} esa

нr(1) = Z ),, = ), + )" + ). >0
t<"ii<3

нr(1)= Z 2,,1,, = l,Ь+ l,ц+ ьц>0
1<jl<jэ<З

shartlarni qanoatlantiгadi.

Г, = {Я, (2) > 0} ekanligidan esa Н, (,t) - Z 2,, = 1, + Ц+ Ц>О tengsizlikning
l<;i<З

35



baj aгilishi yetarli ekan.

2)Г, qavariq konusdan iborat, ya'ni agar ),,реГ. bo'lsa, u holda Va,beIR*

uchun 42 +ЬреГ_ o'rinli.

3) {НУ'()")J"e Г,,} otsuvchi va botiq konusdan iborat, ya'ni

н:!", (р) < Hi,i,, 11,1*|(H, - ^)* 4:: Q)v л, р ег ,
l 'Ol,

Soddalik uchun m:1, n-l bo'lgan holni qarab chiqamiz:

н,(р) < н,(1) +(р - Ц*н,(л) v л, р ег," >

р<2+(р-))эр=р

Endi rи =7,п= 2 bo'Igan holni qaraymiz:

|Jl+ PzЗ \+ L+(р|- \)*(pr-l") demak, п= k,m=1 uchun hаmmа vaqt

tenglik bajarilar еkап.и =2,п=2 bo'lgan holda esa quyidagicha ko'rinishga

ottadi:

ПБ = "| 
)"ц + (р, - \)TftT - U, - b)ffi

,[l|p, 
=

2лРrЬр,lц< hЬ+ р2lr, а= рlL,Ь= pz\

э a+b>2Ja

а) Z, н, ft н, 1л1, *H;i", (р) н:''" (х) V ),, р ег,

m _1,п = 1 Ьоt lsa, д.|2 р, э р = р

m=l,п-2:э |ttt Pz> |ltt |rz

m=2, п_2э рtЦ+ FrL22^[рлцл[Б
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m _ 2, п =, - о,*(Lц + 1,ц + ЦL) +

*р,*V"ц+ Ац+ ц),)+ o,j;tab+ Ац+ ць)>

р,(Ь* Ц)+ р,(4+-L)* д(\* Ь)>z,[р,lц+ р,lr,+ р"", ,t^b+ )Ь ЦЦ

yuritiladi.

2. 2. 3,Musbat gessianlaT bilan differensial fоrmаlаr

Bizga (r,r) - bidarajali а -\|а,гd", ndZo haqiqiy differensia] fоrmа
' t,k

berilgan botlsin. Bunda (о,д)-еrmit matrisa. Аgаr 2(а)=(l,(а),...,Л"(а))-Ы

matrisaning xos qiymati bo'lsa, u holda Н,(о)=Н,(Х(d)) gessian aniqlash

' mumkin.Bu esa (1,1) -ermit formasi vа )e]R" vektoT orasidagi bog'liklikni

aniqlashga уоrdаm beradi:

i, - |а :,l( а) . г,| ={Н,(" 
+ t,dd' |z,|' + ", + r,а, ]" |' ) 

> o,i _' [vr=(r,,...,l,)eк, J Q,2.9)

- {а п !'-' > 0,...,{ 
" t-' > о\.

Gessianning 2-xossasiga ko'rа agar ),',)," еГ ,, bo'lsa, u holda а,D с IR* uchun

а2' + b}u" сГ,,, Ьоt ladi. Biz )u' sifatida (I differensial formaning хоs

qiymatlarini, 2" sifatida 1"=(t,,tr,...,t")eIR] ni belgilasak va а,Ь=1 xususiy

holni qarasak

н,,(а + t,dd" |z,|' +...+ t,,clct' lr,,l')r 0 Vr = (r,,..,,r, ) с R]

з]

5) t*] =[+l 

- 

vl<k<m<п Bu tengsizlik Маklоrеп tengsiziigi deb
L(;;l1 

-L(;)]



ekanligiga ishonch hosil qilishiIniz mumkin. Chunki Г,,, ni

Г, _ {Н|Р,)2О,..,,Н.(2) > О} ko'rinishda aniqlagan edik.

Endi boshqa holatlarni kotrib chiqamiz, уа'п1 .х' еГ. bo'lsin. Buni misоllаr

yordamida tushunib olishimiz osonroq Ьо' ladi:

2.2.l-misol 
" = i(l аr, па а -tldz, пd 4+ЗdzrПаа) bo.lsin.

l(") = (ц, ц, ц) = (*7, - 1 1, з) е г, = {н, (l) > о, H,(,l)> о} chunki

н1(1(d)) = 1, + ь + ц = -7 -ll+з = -15 < 0,

H,V,@))= hЦ+ lчц+ цц -,1,7 -2l-зз=2з>0
нзv,@))= ццц=2зl>о

, Biz t=(t,,tr,ц)сRЗ_ ning ixtiyoriyligidan foydalanib r=(O,t,t)eK'_ deb tanlab

olamiz va

/;
H,|;F7 d., г d 4 -lldz, лd 4 +Зdz, лd ц)+6dd'|z,|' + tld'|z,|' * аа'1",|)=

= Н, (-1,-l0.4) = _44 + l0 = -з4 < 0.

bo'Iishini ko'ramiz. Xulosa qilishimiz uchun уапа biT rnisolni ko'rib o'taylik:

2.2.2-misol. 
" - |(-Zar, 

r,, d z, + dz, ь d z, + Зdzrл аа ) Ьо' lsln.

l(") = 0, Ц, Ц)= (-2,1,3) € Г,,Г. Churiki

Н 1(2,(d)) = 1, + 1, + ц = -2 + | + з = 2 > 0

н,V,@))= )\ц+ l,ц+ цц=-2-6+з= -5 <0

нз(l(а))= )"цц = -6 < 0

Blz t -(t,,t,tr)eRЗ_ ning ixtiyoriyligidan foydalanib r=(О,r,r)еКЗ* deb tanlab

olamiz ча
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, /;
H,|;r2dr, п d z, +ldz, лd 4 +Зdz, лd а)+ dd'|z,|' + аа. |r,|')=

= н,(1,2,4)=_4_8+8 = -4 < 0

tengsizlik o'Tinli bo'ladi. Agar r=(t,З,S)еR} deb olsak, unda ushbu

li,
Н.[ L |Zar, п d z, - 1 dz, л d 4 + 3dz, л d z,) + ad' |z,|' + Зdd" |z,|' + Saa" |z, |' l =\l' )
=нз(_1,4,s)=_з2<0

ifodaga ega bo'lamiz. Shunday qilib, biz quyidagi xulosaga ketdik:

),(а) еГ 
", 

Ьоt lgandagina

H,"(a + t,dd'|z,|' +...+ t"dd" |z"|' ) 
> O Vr = (r,,..., r, ) e Ritengsizlik o'rinli Ьо'lаr еkап.

Boshqa hollarda bu tengsizlik bajarilmas ekan.

2.2.1-teorema.[18] Аgаr dl,..,,cxk.i.,1.k.* bo'lsa, u

holdaa, л...лcck л !*" >0, bo'Iadi.

з9



II ВОВ bo'yicha xulosa

ushbu bobda differensial forma va oqimlar, musbat aniqlangan differensial

fоrmаlаr o'rganiidi. xususan, musbat gessianlar bilan differensial formalar

orasidagi bog'Ianish otrganildi. Musbat gessianlardan biz ikki marta silliq

и-sй funksiyalarga ta'rif berishda va ularning xossalarini isbotlashda

hamda qat'ly m- sh (ikki marta silliq funksiyalar uchun) funksiyalarni

ta'riflashda foydalanamiz
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III ВОВ. QAT'IY и-sй FUNKSIYALAR

3.1. m-sh fuпksiуlаr va ularning xossalaTi

3.1.1-ta'rif. Ikki marta silliq и еС'(О) funksiya (Оса" ) z0 cD nuqtada

m_sh (lзm<п)dеуilаdi, аgаr (",n)l,=""matrisani ),(ч)=(а(ч),...,1"(u))

xos qiymatlari Г,, ga tegishli bo'lsa yoki dd"uei^ botisa. ueCr(O) funksiya

DсС" sohada m-sh, (l<m{r) deyiladi, agar u har Ьiг zOcD nuqtada

и - sй Ьо' ]sa.

Boshqacha aytganda, ueC'(D)funksiya m-sh (1,<m<п) deyiladi, agar

dd"u ei, bo'lsa yoki unga quyidagi tengsizlik teng kuchli:

(*"")О лBn-o >0, V& _1,2,...,m (з.1.1)

(3.1.1) ga quyidagi tengsizlik ham ekvivalent:

|(аа" 
u + t,aa" |z,|' + .,. + t.dd" V,|' )7' ^ 

B"-' > g У 7 = (\,..,, t,.) . Ri ]

3.1.1-misol. u(z) - -|z,|' +2|zr|' +З|zr|' funksiya (m=|,2 bo'Igan hol uchun)

;и-sй bo'ladi.

аа" 
" 

= i(ar, п d z, + 2dz, п d а + Зdz, п d а)

Ё = 1 bo'Iganda

(аа" u) n (аа" Vl' )' = i( а,, л d n + 2 dz, п d ц -r З dz, п а а) п

itлiРr, пd4+ dz, ndzr+ dz, 
"аr,) "iPr, пdl+ dz, пdzr+ dz, 

"d4)=
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:( :)' F*, п dl + 2dz, п d 4 + Зdz, п d z r) л @z, п d 4 п dz, л d 4 +[2/ \

+dz, л d z, п dz, п d 4 + dz, п d 4 л dz, п d 4 l- dz, л d ц п dz, п d z, +

+dz, ndz, ndz, лd1 +dz, лац лdz, b,J4)

Tashqi ko'pavtmada

dzk ndzr=-dz, bdzo bo'lishidan foyda}ansak,

(aa"u) п(аа"|а'r = (;)'(- dz, п d1+2dz, л dz,+зdz, л da)

л2(dz,bdz,лdzrлdzr+

+dz, п d n п dz, а d ц + dz, л d ц п dz, 
" 

а4) _

-( L)' +аr, п d 4 л dz, п d 4 л dz, пd4- 
[z J 

---"\ l"l z1 t\ цz2 /\ L,l z,

dz, - d*, * 14rr, а z,: ах, - iay,

dz, п d z, - (dx, + iфr)(ф - iфr) = _iф л ф, + iф, п ф =

-2iфпф,
ekanidan foydalanib

dz, лdп пdz, ndz, лdz, nd", _(-Zi)' а*, bdy, пdх, ,.dy, ,'dx, пф,

SHunday qilib,

z(i)' tB;la", л dy, п dx, п dy, л dx, л dy, _

_2ф пdуl пdх, лdу, пdх, пфr20

Demak, (aa"u) n(aa"lrl')' , о bo,]ishi uchun (d + хr+ L)> 0 bo'lishi kerak

ekan.

Endi ft=2 uchun (3.1.1) tengsizlikni tekshiramiz:
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(аа"")' 
"(аа"1"()_ 

dd"u лdd"ч ndd"|z|2 -
/;\2.

lil F*, л dl + 2dz, п d ц + Зdz, п d z,) л

n(-d", bdn+2dz, ,.dzr+Зdz, лdц) л

i,

"1Рr, п d 4 + dz, п d ц + dz, 
" 

d;;) =

/;\з
, 2| : I dz, п d z, л dz, п di, п dz, п d 4>О\z)

э lrb+ 1rЦ+ЬЦ>0

t=3 da esa:

, ,l, rз /rГ
\dd'u) = *[;J dz, bdz, пdz, bdz, пdz, ndz,

Demak , ЦЦЦ<0 ekan.

3.1.2-misol. u(z)=-l|r,|'-11|zr|' +З|r,|'.В,:r funksiya uchun hаm yuqoridagi

mulohazalarni yuritish mumkin.

Ц=-7, Ц=-lt, 4 =3 bo'lganda Ё-2 uchun bajarilgan tengsizlik

. k -1uchun bajarilmaydi , уа'пi (.\)r+ )")"+ )"2r)_77 -2l-ЗЗ -23>0

(,tr+Ь+Ц)=-l5<0, k-З кЫп )").11.-2З7>0 o'rinli. Аmmо Ьu

funksiya piyurisubgarmonik hаm ,, m-sh hаm emas. Demak, (3.1.1) tengsizlik

fr=и uchun bajarilishidan qolgan barcha k=T,m-| lаr uchun ham bajarilishi

kelib chiqmas ekan.
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Undan tashqaгi quyidagi iasdiq hаm o'rin]i:

dd"u па, л...лс',k_| л pn,, >0 V аr,...,ао_, . Ё,, , l< k <m (3.1.2)

Bu tasdiq ikki xil хаrаktеrgа.еgа: аgаr u ikki mаrtа silliq bo'lib,

d1;..-,d,lc Ё- .r"h.rr, (3.1.2) shaTtni qanoatlantirsa, u holda u funksiya

и-sй botladi.

funksiyani m- sh ligini tekshirish uchun (3.1.2) da faqat

ai = dd"u, , u, е С2 (о) , j =|,2,...,m -1 diffeгensial fогmапi chegaTalangan

bo'Iishi yoki m-sй ko'phad bo'Iishi yetarli.

Bu esa |эlzgа l,"" funksiyalar sinfiCa и - sй funksiyalarni aniqlashga yordam

beradi,

3.1.2-tа'rif. u с l,""(O) funksiya D с С" sohada m - sh deyiladi, аgff u

. 
yuqoridan уаrim uzluksiz va ixtiyoriy ikki mаrtа silliq v,,...,v" _, m- sh

funksiyalar uchun

dd'u п dd"v, п... л dd"v,_, л /'-' oqim

|dd"u,, dd"v, ь... п dd"v._, ь В' .fPl1 _- (3. 1.3)
tudct"v, л,..пdd"ч._., п В'-' bdd'al, аеД0,0 \U'-t'U''

musbat aniqlangan bo'lsa.

Biz bilamizki, (р,р)- finit differensial fоrmа]аr fazosidagi chiziqli, uzluksiz Z

' funksional (kompteks qiymatti)

F е,е _ F е,е (D) - {а е''' (О) П С' 1а; : suppa) сс D },(n - p,n - р) -- (q,q)
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bidarajali oqim deyilar edi,

z-sй funksiyalarning xossalaTi:

|) uec'(D)funksiya m-sh (|<m<п)Ьо'Lаdi, faqat va faqat shu holdaki,

, qachonki dd'u ei Vzo с D bo']sa.

2)agar ucm-sh(D) bo'Isa, u holda u,(z)=u*K,(z- w) standart

approksimatsiya (o'rama) hаm m- sh bo'ladi, (-l -+ * da и, 0 z bo'ladi)

3) agar u,vem-sh bo'lsa, u holda ixtiyoriy а,D>0 uchun au+bvem-sh(D)

au+bvem-sh(D) + 2(u),х(ч)сГ, а,Ь>0 ekanligidan

а2(ч)+Ь2(ч)еГ", э au+byem-sh(D) bo'lishi kelib chiqadi.

4) psh - п - shc...c l - sh= sh

Вu xossani и=3 hol uchun isbotl ачrпlz:

(aa,u)r ^(*"P|'-r 20, k _1,2,з

k-1 bo'lganda (aa'u)n(aa"lrli)'ro bo'lishi uchun (^* ь+4)>0

bo'lishi keTak ekan.

Endi Ё=2 uchun tengsizlikni tekshiramiz:

(аа, u)' 
" (аа" |r|') > о э 1,ц + 1,ц + ьц > 0

}=3 uchun:

z l] /;\з

\dd"u) =dd"u пdd'ч ndd"u -В|; | 4Цl.аz,лdz, лdz, bd4 ndzrndz,
\z)

:э )"ьц>0

Yuqoridagi uchala tengsizlikni birgalikda yechamiz:
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(3.1.4)

(3.1.4) tengsizlikning bajarilishi uсhuп l., , Ц, Ц larning 2 tasi rTianfiy,

bittasi musbat yoki ucha]asi ham,musbat bo'lishi kerak. Ikkala holni hаm

tekshirib ko'ramiz:

Is.,>_(s,,+ ц7
\л,ls,r*)")+))">0

[s,,>-(л,+ цl -^lhr-(),* Ц)
llrц, -)",r, ), + )з\ > ()2 + ц)' - |0, + )r1' < ]r),

).r2 +2)rlr+ Ц'<)rЦ э Хr.' *Ц'<-ХrЦ Bu esa ziddiyat. Bu holda

tengsizliklar sistemasi yechimga ega emas ekan. 2-holda tengsizliklar sistemasi

doimo yechimga ega. Ravshanki, m=1 botlganda m-suЬgаrmопik funksiya

subgaгmonik funksiyaga aylanadi va ()"+ Ь* Ц)>0tengsizlikning bajarilishi

yetarli.Yuqoridagilardan kotrinadiki, руurisuЬgаrmопik bo'lgan funksiya

albatta m-sh уа sй funksiya botla oladi. O'z navbatida m-sh bo'lgan

funksiya subgarmonik funksiya bo'la o]adi.

Endi quyidagi teoremani isbotlaymiz:

3.1.1-tеоrеmа.([2а] ga qarang) DсС' sohada п- sh Ьо'lgап ixti.yoriy

fuпksi,уа psh di,r,

Isboti. FaTaz qilaylik, (3.1.1) tengsiz]iklar Ьаrсhа k lar uchun

|ta* ь+ 4) > 0

1ЦЦ+ ДЦ+ ЦЦ>0
|щьцrо

1)4 > 0, )"2 < 0, 2з< 0bo'lsin.

Г(ц* ь+ 4 )> 05:э
l&l,+ ЦЦ+ ЛЦ>0



bajarilsin, k = 1,2,..., п. Natijada quyidagi tengsizliklar sistemasi hosil Ьо' ladi:

),+l,+A.,+...+)_>0
\I,+д)"-l...+^ ,^ >0

^1ъ^3 
+ 

^1ъ^4 
+...f ),, 2^,,_1^,, > 0

^1ъ\ 
),,_1), > 0

(3.1.5)

^1,Ъ,...^,, 
Iarning haqiqiy sопlаr ekanligidan (3.1.5) tengsizlildar sistemasini

o'rganish uchun biz quyidagicha belgilashlarni kiritaylik:

0t:)r+Ъ+)з*...+^,>0
az : \t\+ 

^1Аз 
+... + 

^,,_1^,, 

> 0
а, - .\r\.\, + \Ъ)4 +.,. + ),,_2^,,_rА., 2 0

а,, _.\r\.\,,...\ ,\ 2 0

(3.1.6)

Endi koeffitsiyentlari L,- аllа2,, ...,(-\)" on bo'lgan

f (1)=Х'-o,Xn-'+ar)"n-2 -оrХ"-'+..,+(-1)'а" (3.1.7)

ko'rinishdagi ko'phadni qaraylik, Вu ko'phad uchun viyet teoremasini

qo'Ilasak (3.1.6) sistema hosil bo'Iadi.

Bu ko'phadrring i]dizlari xarakterini aniqlash uchun quyidagi

teoremadan foydalanamiz:

3.]..2-teorema (DekaTt) ([Ь] cu qaTang)/()) ko'phadning karrasini

hisobga oIgan holda hisоЫапgап musbat ildizlarining soni bu ko'phadning

koeffitsiyentlaridan tuzilgan sistemadagi ishora o'zgarishlar soniga teng yoki

bu sondan juft songa kam bo'Iadi. (Bunda nolga teng bo'lgan koeffitsiyentlar
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hisobga olinmaydi)

SHubhasiz, /(А) ko'pbadning mапfiу ildizlarining sonini topish

uchun Dekart teoremasini /(-^) ko'plradga qotllash kifoyadir.

Ko'phadning Ьаrсhа ildiziari haqiqiy ekanligi awaldan mа'lum

bo'lgan xususiy holda Dekart teoremasiga birmuncha aniqlik kiTitish imkoni

tugtiladi: а9оr /()) ko'phaclni,ng barcha i,ld,i,zlari, haqi.qi,y bo'li,b, оюd, had,

rюldап farql,i bo'lsa, u halda Ьu ko'phad п,пlsЬаt i,ld,izlari,ni,ng sоп,i \ uпi.пg

koeffi,ts,iyeпtlari, si,stemas,idagi, ishоrа o'zgar,ishlar sоп,i \ ga teng, mапfi,у

i,ldi,zlari,ni,ng sоп,i kn esa f (-х) Ь' рhаd,п,iпg lюеffitsiуепtl,аri, si,stemasid,agi

i,shоrа о' zgarishlar sопi, s, ga tепg bo'lad,i.

trпdi yuqoridagi tasdiqni biz qtrrgan (3.1.7) ko'phad uchun qo'llaylik.

Oldin biz a|,a2,...,an = 0 bo'Igan holni qaraymiz. Аgаr аr,С2,., .,ап = 0

bo'lsa, u ho]da (3.1.7) ko'phadning koeffitsiyentlari sistemasi

|,,- ц,а2,..,(-L)"ап

uchun arlа2l. ..,,an } 0ligidan bu sisternadagi ishоrа о'zgarishlar soni п ga

teng bo'ladi. Bundan (3,1.7) ko'phad n ta musbat ildizga ega bo'Iishi kelib

chiqadi. Bunda \,\,...,),, ) 0 ekanini ko'ramiz. Endi ixtiyoriy

u € С2(D)П (- - sh(r)) funksiyani quyidagi yordamchi funksiya biian

aImashtirarrriz:

u,(,) - u(,) + ul,|' с С'(D П (m - sП(О))
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Bu funksiya uchun hаm yuqoridagi mulohazalarni yuritish orqali

koeffitsiyentlari 1,- ч',а2', ...,(-l)"an' botlgan

f (Х) = 2" - аr' 1''' + оr' )"' - оr' 2''' + ... + (-I)' а 
"'

(3.1.8)

ko'rinishdagi ko'phadni hosil qilamiz. Bu ko'phad uchun ham Viyet

teoremasini qot llasak ushbu

or' : )r f е+\ *e*...f \ *е > 0

аr'_ (), +.)(ъ +e)+(.l, +e)(.l, +с)+ .+(^, , +e)(.r, +с)> о

а,,' _ (), + r)(\ + e)(.l, + е) > о

(3.1.9)

sistema hosil bo'Iadi. or',or',...,On' > 0 bo'lgani uchun (3.1.8) ko'phad

koeffitsiyentlari sistemasida ishora o'zgarishlar soni rr ga teng botldi.

Demak, bu ko'phad rr. ta musbat 
^r(r.),Ъ(r.),...,l,(,r.,,) 

itairga ega ekan.

Bunda 
^, 

: 
Jч^r(u.)} О, j:Й. SHunday qilib, lэiz

2 0, trz 2 0, )з ) 0, ... ,), 2 0 elianligini aniqladik. Demak, аgаr

с С'(п) funksiyasi uchun (1) tengsizliklar Ьаrсhа k Iаr uchun bajarilsa,

u holda и(z) funksiya рsй bo'lar ekan, ya'ni

п - sп(D)а с'(о) _ ,psh(D) п с'(л). (з.1.10)

Endi biz (3.1.10) ni ixtiyoriy п - sh funksiyalar uchun ko'rsatamiz: faraz

qilaylik и- ixtiyoriY rr, -sh funksiya bo'l,sin, u Сп- sh(Л). U holda

^1

u
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uj : u * K,(z - tr, ) standart approksimatsiya olamiz,

uj €п-sП(о,)ОС*(о,), ,, 1 u, D, ccrj+l сс о,о:|О,.
J-|

Unda (3.1.10) ga ko'ra u, с psh(Or) bo'lib, plyurisubgarmonik

funksiyalaгning xossasiga kоtrа j * о, da z, \ u bo'lganligidan

u с psh(D) bo'Iadi. Теоrеmа isbotlandi.

5)agar 1(r)- /eJR* parametrning 'о'suvchi qarrariq funksiyasi уа чеm-sh

bo'lsa, u holda rаuеm-sh bo'Iadi.

6)tekis yaqinlashuvchi yoki kamayuvchi и - sй funksiyalar ketma-ketligining

Iimiti yana и-sй bo']adi.

7)chekli sondagi lz-sй funksiyaiarning maksimumi и-sй funksiyadan iborat

bo'ladi; ixtiyoriy lokai tekis chegaralanga" {"n\c.m-sh m-suЬgаrmопik

funksiyalar oilasining supremumi u(") = {rupu, (r)} regulyarizatsiyasi
( 9 ')

и*(z)hаm m-sh bo'ladi.и -shc,sh ekanligidan {u(z)<u*(z)}.-toplam

C'olR2'da роI5rд1 toplam bo'ladi.Qisqacha aytganda uning Lebeg o'lchovi

nolga teng. Ixtiyoriy ]okal tekis chegaralanga" 
{ur} сm-sh funksiyalar

ketma-ketligining }imiti u(z)=\tnu,(z) regulyaгizatsiyasi u*(z)hаm m- sh

va {и(z)<и*(r)} - гоlvаr to'plam bo'1adi.

8)agar и еm-sh bo'Isa, u ho]da. ixtiyoriy РсС' kornpleks gipertekislik

uchun и |ne sh_ , bo'ladi.

50



Haqiqatdan, gessianning 4-xossasidan foydalanib, ),, р е Г _ vektor uchun

я
lH, ]- н ,"1))> mн|j- (р) н',,,''" \л)
j ОА,

д = (0,,..,0,1) deb oladigan bo'Isak, !-U,Q) - Н,, ('2)> 0 . Bu shuni-м,

anglatadiki, agat )"=(l", ,.l"" р),,)сГ, bo'lsa, u holda 'l"=(\,...,)",).Г,-,

bo'ladi. Endi и епс-sh(D) va РсС" gipertekislik bo'Isin.Umumiylikka zid

ish qilmagan holda biz u с С' (D), Г _ {z" = О} deb faraz qilamiz ча

' ul"=u('z,0) е sfu ekanini isbotlaymiz.

2-(),,...,)"")-rl -_(u,u) ,j,k=I,2,...,rt matrisani xos qiymatlari bo'lsin.

p=(pt,...,ll,,_,)- "ru 'U =(",u), j,k -1,2,...,п-7 rrratrisani xos qiymatlari

bo'Isin. Unitar almashtirishlardan keyin (tayinlangan ('rО,О) . Dnuqtacla) Lr

quyidagi ko' rinishga keladi:

pt0...0ur;

U_

u(z)em-sh ekan, u holcla (ixtiyoriy tayinlangan lelRt раrаmеtr uchun)

u,(z\ _ u(z) + t|z,,!' е m - shbo' Iadi.

Natijada ),(t)= )"(u,)еГ, vektor yuqorida isbotlanganiga ko'ra

' 1(,) - (Л,(t),,..,),_,(r)) е Г,"_, . Boshqa tomondan 2(r) quridaBi
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|Л-,, 0 ... 0 u,;

l...
I

l 0 0 ... ),- р, t un_ti
l

I u"T Цп1 Цппj 1-t-tln

tenglamaning ildizi.'Yana almashtirishlar bajarsak,

=0

tr- Ft 0 ... g !J,
t

=0

l-+co da 2,(t)-+ц, ').(t)еГ'_, ekan, u holda Г',_, ning yopiqligidan

ll € Г ._t у а' пi u lo 
_ u (' 

",0) 
е m - sh ekanIigi kelib chiqadi. 8-xossa isbotlandi.

3.2. Qat'iy и-sй funksiyalaT

3.2.1_ta'rif. 1rgar u еm- sh(D)|C'(D),(DcC") funksiya uchun а>0

son topilib, u-c||z||' funksiya ham D sohada rс-sй funksiya botlsa, u

hotda и(z) funksiya D sohada qat'iy m-sй funksiya deyiladi.

Biz ikki marta silliq uеС2(О) funksiya uchun qat'iy rи-sй funksiya

ta'rifini boshqacha ko'rinishda hаm ifodalashimiz mumkin:

3.2.2-tа'rif. Аgаr и еС2lО1, (DсС') funksiya uchun ushbu

(aa"u)o n(aa"|r|')"-n ,о, yk=1,,2...,m (з.2.1)

qat'iy tengsizliklar o'rinli bo'Isa, u holda bu funksiya qat'iy tп-sh funksiya

deyiladi. Ravshanki, bu ikki ta'rif Ьir biriga ekvivalent. Quyidagi lemmani

52



qaraymlz:

3.2.1-1ешmа. Agar

Нr(2)= хr+ 1r+ L+ -..+ ).,20
Нr(2)= l"lr+ lrЦ+..,+ 1,_r).">О

Н,(1) : аЦЦ + \Ц\ + ... + ),"_,.1,_,)", 2 0

Н л_r(Х) = 1r...Ц_, + ... 1- ),n_.*r...2n ) о
н.(1) - 

^...1.+...+ 

).п_л*r.,.).п> 0,

(3.2.2)

bo'Isa, u ho]da H._l)0 bo'ladi.

Isboti. а) Bu lemma rz - 1 uchun trivial bo'lib , лпi m= 2 uchun

isbotlaylik. Haqiqatdan, ue2- sh(D)|C'1O1 (ОсС') funksiya uchun

t{oo"")' "(аа" |r|')> 0 э н,(х) _ hl, + l"ц +,..+ ).n_,лn > 0

l- л,2

|\aa"")b\aa"|z|') >0 э н,(2) =h+ь+...+2,2о

bo'lsin. Ushbu

[{оо"")' "(аа"|r|')> 
0 э н,(2)= 

^ц+.\)",+.,.+ 

),"_,ц>о

|1oo""1"(oo"Vl')' >о э н,(1)= 1,+ ь+,,.+ ),,>о

bo'lishini isbot qilaylik. Аgаг biz

ln,Krl = цl" + дц + ,..+ )n_]"n > 0

lH,Q) - \+ )r+,..+ )", _о

deb faraz qilsak, u holda
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н,' (1) = (л * ц + .,. + )",)2 = ц2 + ... + ),,2 + 2н, (1) - о э

н,(1)= _&' + ,.+ ),j 
=о

bo'ladi. Bu esa ziddiyatga olib keladi. Demak, Нr(1) _ )"+ )"+...+ )"">0.

Endi bu lemmani umumiy holda, ya'ni ixtiyoriy 2 < m 1п, uchun

isbotlaymiz:

нr'(1)=ltаь+)")r+...+)rl")+(ьц+...+)r).")+()5.tr.+...+,\)",)+...+2"_1",f2 =

= (цц)' + ... + (),,_rл"")' * z l,' цц + 2 h2 ц)"4 + ... + 2 \2 ),n_/,n +

UrЦЦ (Ь + )" + ... + ),,) + ЩЩ,оQ.r + )" +,,. + 2,) + .,. +

+U,|2,_|l,(Ц+ ). + ...+ 2,)+2Ц2 Ц),4 +..,+2.2222,_r),,+

+U).1о Q" + ... + 2, ) + ... + 2 Ь7"_|), (Ц + .., + )",) + ... +

+22n_22 )"n_|ln + 2),"_r),*r),,(),n_, + 2,) = (ць)' + ... + (),"_r2,)' +

+2(1rцц + hЬlо + ... + )ах,_r),,)(,\ + ...+ 2,) +

+2(,1]".Lo+...+ )"Ln_]')Q"+...+.Z")+...+2.2"n ,),n_rl,(1n_r+ ),n_r+ ).n)=

= (ХrЦ)' + .. + (2"_,2,)' * z \\ЦЦ + )r).).^ +,.. + .tr ],,_,2,) Н, (2) +

+2(цц)4+,..+ )"),,rх,)(нr(l)- щ)+..,+2),п_rхп_/.п(нr(л)- л,_r- ц_r-...- )")_
_ ().,ь)' + ... + ()."_r)",)2 + (ццц + \цlо + ... + )"n_rln_r).n) н, (l) -
-2(Ццц1^+...+ ),п_r),п_),п_rх,)=2нэ(l)нr(л)-zноQ)*@ц)' +...+(),,_r).,)2

э н,()")- Н,' (Х)-(ЦЦ)' - ", _ !2! ]!)' +2н4(2)но(2)
2н\(х)

Yuqoridagi kabi hisoblashlar bajarib, Но()) ni quyidagi ko'rinishda ifoda]ash

mumkin:

trj,2 )",,2 )," + 2 н r( 1) Н, (1)
н,(1)=

н,'(1)- I
2H,Q)



2н._r(2)

Xuddi shunday usul Н.Q,) Li

).j,2 2j,' ...)"j. 
,2 + 2н.*r1.1)н ._r(),)

bilan

,Н-_,'(2)-
н-Q")=

(3.2.3)

, З<m<п

ko'rinishda aniqlashimiz mumkin. (3.2.3) tenglikning to'g'ri ekanligini

matematik induktsiyadan foydalanib isbotlaymiz:

и = 3 uchun uchun to'g'ri ekaniigini yrrqorida tekshirib ko'rdik.

m_п-7 uchun totg'ri deb faraz qilib, (3.2.3) tenglikni m=п лсhлп to.g.ri

ekanligini tekshirib kot ramiz:

Н 
"-r'()) - I ).j,')j.' ...),j, 

,2 + 2н 
"*r(,LlH ,_r(),)

н,(х) - 2н,_,()) (3.2.4)

Н*r(1)=0 Ьо']gani uchun (14) ni.quyidagi ko'rinishda ifodalashimiz

mumkin:

н"(х)=
н"_r'())- I xj,z.1j,'...),j"_,'

lsh<j2<.,,<jn_l<h

2н,_r(2) (3.2.5)

н,_r'(1)-(1rь,..1._r+щц.,.ц_z1,+хr,х"...)."_r),,_r)""+...+,х")".,.1п_J,п)2 
=

-(1rц...2"_,)' +(цц...л"_rl,")' *...*(цц'х,_rlп)' +2(hь.,.ц-r)' ц-rц-,
+2Qlь.,.л,_з)' 1п_r2п+...+u|"().riо...х._,л"1' =(\ь...х._,)' +(цц,.2,_rл,,)' +

+...+ (цц...л,_rl,)' * 2.ццц)4...).,_r1"(2rь.,.2,_, + \)"...2,_r),"_, +,..+ ,х.lо...2,) -
_ z н, (),) н,_, (l) * ( hь.,. 1"_,)' * (hb.,. 1 

"_r) ))' 
+ ... + (цц... л,_,l, 

")'

l<

5_ý



. Yuqoridagi ifodadan Н,()) пl topsak, (3.2.5) tenglik kelib chiqadi.

Endi yuqoTidagilardan quyidagicha xulosa qilish mumkin:

Agar fl,(2)>О, HrV.)>0 bo'lsa, u holda

II|2(.1)_ Z ),,
H r(i) = 

zl<l<л 
> 0

ekanligidan Н"(Х)- 
,Z,1,'>0bo'lishi 

kelib chiqadi. LerTrma shartiga kotra

Нr(2) > O,.,,,H,_t(2) > 0 Ьо' lgani uchun

но'(л)_' lj,'.1j,'...),j,' >0, з<k<m-2
|<i< jz<...<j,,,ч3п

bo'lishini bilib olish mumkin. Teskarisini faraz qilsak, ya,'ni

но'{1)- 

' 

2j,'Lj,r,..лjr2 <0, з< k<m-2
|3i<jz<,..<j*lп

bo'lsa, u holda Н*r(1) _0 yoki Но_r(1)= 0, 3 S k Зп-|Ьо'Igапdа

Hrv")-
н о_,' (х) _ I ).j,' 2j,2...Ljo,2 + 2н k*,l(1)H k_з().)

|3jl<jz<..,<jt fп

2Hk 1(),)

H*iQ)_ I 2j,2).j"2...1jo,,

=#.0, З<k<m-2
2н k_,\))

ekanligi kelib chiqadi. Bu esa lеmmа shartiga zid bo'ladi. Demak, HIU,)>O,

i_l,m-| bo'lganda Но'(1)- 

' 

.1j,2).j,'..),jo' >0, 3< k<m-2 еkап.
l<j|<j2<...<jksn

Agar Н._r()")=0 bo'Isa, u ho]da
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=0:э

н.(2) _ _

2н^_з(7)

н,_r'(х)- I Lj,rlj,r.,.1j._,,'
lЗi< jz<...<j,,, z<п

2н.4(2)

bo'lishi kelib chiqadi. Bunda Н^_о*0, agar Н,_о = 0bo'Iib qolsa, u holda

н._r'(Х)- I xj,'Lj,'.,,2j,,_,'=0 э
lзi<jz<...<j. z3п

Щ=Ц-...Л"-0 э11, =0

Bu esa ziddiyatga olib keiadi. Demak, Н.r(1) > 0 ekan.

Lеmmа isbotlandi.

Endi yuqoridagi lemmaga asoslanib quyidagi teoremani isbotlash

mumkin:

3.2.l-tеоrеmа. Agar u сm- sh(D)ПС'lл; bo'lib, (3.1.1)

tengsizliklarda k: rn uchun (аа,"")' 
"(аа"|"|')'-' 

>О bo'lsa, u holda

qolgan barcha k=l,ml lаr uсhuп Ьа- (аа"u)О n(aa"|"|')'-o >0 bo'ladi,

уа'пi uem-sh(D)f) С'iЛ) funksiyaning qat'iy m-sй bo'lishligi uchun

. (аа"")* n(aa"|r|')"-'> 0 ning bajarilishi zarur ча yetarlidir.

B.I. Abdu]laev tomonidan [15] maqolada ushbu

u=ln(r? + *i + $)=h[(zr + zr)2 + (zr+ir)2 +(zr+zз)27-ЗlrL2, (3.2.6)

bunda z, _x,+iy,, j =1,,2,З, funksiyaning |-wsh уа 2_wsh sinflariga

<0
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tegishli ekanligi isbcrt qilingan. Jumladan Abdullaev tomonidan, bu

funksiyaning 2 -subgarmoniklikka, уа'пi 2-sh sinfiga tegishlitigi masa]asi

ko'tarilgan edi . Quyida biz umumiy holda СО fazosida

" - 
tп(t + х?, +,.. + r|) = t"Y1", + n)2 + (z, + zr)2 + ... + (z, + z")2 f - п|п2 (3. 2.7)

funksiyaning m- sh (1<m<п) masalasini kotramiz.

Oldin (3.2.6) funksiyani 2-sй likka tekshirib kо'гаmiz: 1-ta'rifga ko'ra

(3.2.6) funksiya 2-sh bo'lishi uchun

(-

|loo",1"Цoo"l,|')' , о
j , ,, :, (3.2.8)

|{aa"u)' "(аа"!,|')>о

tengsizliklar bir vaqtda o'rinli bo'Iishi kerak edi . Dastlab quyidagi

hisoblashlarni bajaramiz:

У=, 1-=z(,,*Z\-z''*1,
0r, 

|, 
+2|'-l-' -'t - 

|, 
+Z|"

оu I _ 1z2+z2,:-=i- ,'' .2\z, lz"1=
idz |- l ;|, 'l- ,,-l2 '"-2 |z 

-1- z| r-rz|

У=:-- 2(z,+z,)=rЭ--Эoz, lz+zl' ?*r|'
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4)

2)

3)

(zr+7r)(zr+7r).

Endi (3.2.В) tengsizliklar sistemasidagi l-tengsizlikni tekshirib ko'ramiz:

л z.r3
(aa'u) л 

\dd" Рl' ) = 
[;.] 

(", + u rz + ч,з) fu ,, л ct z, л dz, п d z, л dz, л d4 _

/;\J ) _
l : l -jdr, п d z, п dz, л d z, л dzз л dz, > 0
\z) lz+zl

azrй, 1 
-l4lz + z| |z +Т|
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ral]llz:

(аа" u) n (оо" Рl' )' =, 
[;)' tч, - ч 2, + ч 

1т. 
ч зз + ч 21. ч 

з5 -

-И lz. Ц zl - U tз. U зl - u rr. u rr\dz, л d n п dz, п d 4 п dz, п d 4 _

4
, 

-t28|z, + z,I В(r, + ,, )' , rc(r, + а)' (r, * ,,)'
|-16't-l8

|z 
+ z| 

|z+ 
z||, 

+Z|^ 
|, 

+Z|'

2-tengsizlikni ham tekshirib ko

l2
|-' _,l -

|"+ "|

bunda

*4)'7 
nn _l2_ry dv ___! , ач .о

V -;l' |, 
+,|"

, 4 B(r, + z,)' В(r, + а)' 16(z, * a)' 1r, * a)'
, -,о , _п-- '' 

l- - ,lо l- -.;lб|- -| r,.| |z+z| |z+z|

_ ! В(,, +а)' В(r,+ а)',tB(z,+,,)' (r,*4)'
|_H l -ю - | -ю - ---------l---,li --

|z+z| |z+z| |z+z| |z+z|

1 вF, +4)' (,, +Z)' _rktdk_! 1 в Р, +4)' (,, +4)'

|"+Z|' 1r-;| --j--"r
+

,(

u

u

ZzA

dd"

dd"

ц)
-,s-|
"I

dr,

I@

It,

+

-
l,

(",

т

dzl

t
dzI 4

lл

л

Г,

)

)

don =,(;)' п dz, ndzr. Demak,

(аа"|"|')'>о
l л,2

\аа,|,|') <0

SHunday qilib, (3.2.6) funksiya 2-sй funksiya emas ekan.

Endi (3.2.7) funksiyani rn.-subgarmoniklikka tekshirishda

аа" 
" 

= Lr|l"а", п d z, + . . . + ),"dz ,л аа ] diagonal formadan foydalanamiz .

ro[(,, +
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. (aa"u)" n !"-' = mt(п - m)tH 
^(и)/" 

bo,tgani uсhuп

Н,(")= 

' 

2,.,,1r,,...2r", - gessian vektori musbat aniqlangan bo'lsa, u
l{ i<....< j п,Sп

botaa {aa"u)' "(аа"|r|')''' 
> 0 bo,Iodi.

Dastlab Ц,Ц,...,2, xos qiymatlarni topamiz:

а)и=ldа (3.2.7) furrksiya ч_|пх2 _ln(z+Z)'-ZbZ ko'rinishda bo'ladi va

dd'ч=э'u-_-- 2 
-а, ndz э 2=-- 2 

-<0=э Н,(2)=-- J-----<0 
.. 0zй 

|z +z|' 
|z +z|- 

|z +Z|'

Demak, bu funksiya subgarmonik еmаs ekan.

Ь)и=2 da:

" -l"(t * e)=h[(z, + \)' + (r, +z)27- 2|п2ча

|u,r- 2 ul1 
l|,_. _,- .l =цllцz1-(чrr+чrr)2+ 1,' -чrrurr=Оэ

I uri uzz- п|

а В(r, + r,)' В(r, + r,)', rc(,, + а)' (r, *4)'

Е-1 -aT-T-T----aq--
lB(",+l)'|,,*4)' 

"|--=р- - nz -О э 1' --!-= 0 э )", _tT+,
|z+z| |z+ 

z| 
|z+ 

z|

Demak, ч-lп(х| *rr')= 1п|(z,+Z,)2 +(zr+zr)21_2ln2 funksiya 1_sй bo,Ia

oladi, lekin 2-sй Ьо'lа olmas ekan.
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ч)п-З d,a.. ч=t"(t +ii+.rr')_ ln|(zr+Z,)2 +(zr+Zr)2 +{zз+zз)2]-2h2

|u,, - ) цt чtз 
l1_1

! ur, чr1-) "r, l=-7'+(urr+urr+urr)12 +

I u, uз1 urз - )|

+(-urTurT - чIlчзз - ч2ruзз * utzuzT + uвчзI+ u2ruз1) л +

lutluzluзз * utauzjuзI* uzluзlЦtз - utjuzluзI- uiL25uз' -
-urrurrur, = 0 :э

z ЦУtЗt_* 2 _4(zr+Zr)2 _ 2 _4(zr+7r)2 _ll*uz1*'зj =|-, 
-Ё 

--r _|4 , t _|] ! _l4 , t _о l 14 -
|z + z| |z +z| |z +Z|- |z +z| |z +z|' |z +Z|

,L -,2 . -., - 
,)\

_ 6 _4\(z,+Z,)'+(zr+Zrl'+(zr+Z)')_ б l|z+z|'_ z-n-:=E;T_T;T=E;T
, -utluz1- u|iuзз - u2ruзз * ut uzt * ut uзI t uzзuз, =

_( z _ц(z,+аl:.][ , _4(z,+z,)'\_
[1z+z]' |z+z|o )lP*r|' |z+z|o )
( z aQ,+z,f )( 2 4Q.,+r,)')

rr r----l7 - --l-----й-- 
r -l |,,-;l2 |- -;|а\l-,-, |-,-| )\|z+z| |z,+z| )

_( _ 2 _ _цt,, *z,)')[__?__ .t,, *r,l' "1*

I l -12 l _l4 ll r -lZ l -l4 l\lz+z| |z+z| )\|Z+z| |z+zl )
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r _ .\/ \
+| _4\r, +,r, )(r r_+ r r) 

|| 
_аG, + 4Q zr+ 

Z) 
| 
+

( |z+z| ,l, |z+z| )
( -,\/ \

+| _4\zl+z|)(zз+zз) || _дlzl+z1)\z3+zз) l_-[----7;;i"- 
)|-- 

--т -г )-
-(-ьi_Ч))(-*'-|?r:u;t.)=

_ _( ц _8(z, +Zr,|2 _8(z, +z,)2 _|6(z, +z,)2 (zr 1-7r)2) _
[|z + z|' |z +z|" lz +z!u |z +z|' )

( l 8\zr+Zr)' 8(r, +2,)' ,161z,+z,)2(zr+r,)')-|Е-+--a;Т 
|,+1 

---Т-?у 
)-

( 
-.? -,, -,). 

.,,\_| 4 _8\z, +zr)' _ 8(z, + 4 )2 _,- 
|6(z, +zr)2 (z, +zr)2 |.,

[ |z + z]' |z +z|^ |z +z|u 
|z +z|' )

_16(z,+Z,\2(zr+Zr)2 ,!6(z, + z,121zr+Zr)2 l6(z, + zr)2(zr+Zr)2 _---j;T- 1,--,у- - Ф-,r =

_ _ |2 *I6(Q,+z,\' +(zr+Zr)' +(zr+2)') _ 4

|z + z| 
|z +z|u 

|z +z|^

ИtlUzluз5 * ut Uz5uз1* uzтuзlutз - ut5uzauз|- uiU2зui -
-uzlutlИз5 = lutтuzruз5 * Иtlu zзu зi * u zluзrut1- u lзuzlu з1- u\|u2зuз' -

8
-U zt iИзi = - | -|6 =)

|z+ 
z|

_l, +_З л l,, +J . l_.Ч= =|, 
_Z)( * -=+']=о=V-;l, V-;l, |"+)|" t, l"-;l,)l l,*;|" ) 

,

"2
J1-12 l-,-l

ll
А,r= l _l2 

'

lz 
l- z|

бз



Demak, 
" 

= l"(t + S + *i )= h[(zr + zr)2 + (z, + zr)2 + (zз + Zз)2 ] - 2|п 2 funksiya

ham 1-sй Ьо']а oladi, lekin 2-sй bo'la olmas ekan.

g)п_4 da esa (3.2.7) funksiya 2-sh bo'la oladi :

HJl(u))-_ 1,+ ц+ ц=-\rо
|z+z|

щQ@D = \L * 4ц * цц = --!----,. о

|Z+z|

Н,(1)= 1, + Ц+ Ц+,lо _-1 ^ >о

|z+z|
НrР")= l"b+ ЛrЦ+ )r),о+ )r).+ Ц).4+ Ц),4_О

нз(2) _ ццц + \ьlо + 1,цц + ццtrо =-- r q 
.- . 0

|z 
+ z|"

н,(1)= 

^цц)^_ 

_-J!_.9.
|z+z|

da ham (3.2.7) funksiya 2-sh bo'ladi :

,)
l---l| l lц - - |-------Еlz+zl lz+zllIlI

d)z=5

\,r,з,ц =
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н Jl(ч)) = ), + ц + ц + h+,,t, = ;!u, о

|z+z|

Нr(Х(ч))= lrЦ+ hЦ+ Щ.о+ )")"r+ \).+ )r2о+ )"),r+ ).2о+

|28
+цл5+ i4y'.5=,-----:T -, _" >0

|z+z| |z+z|

н з(l(u)) -- )"цц + \Llо + ццц + дцlо + ццц + \1оц + $,х.2о + ьцц +

з2 48
+r'rДA/Ls + /зА4,,L5 =, _ь-, _"<Q

|z+z| lz+z|

е)п= б da esa (3,2.7) funksiya З - sh bo'Iadi: \,r,r,о,, = т2;, Ц = --э---- -l'z !'4 5 
|, 

*Z|"'" 
|, 

+Z|'

н |(1\ч)) = 4 + ь + )., +.1о + )., + )u= _j_--, о

|z+z|

Н r(l(u)) = l"b + ДЛ, + Щ"о + ).,)", + Щ.ч +,\). + )rlо + )")", + )"rLu +

)]о+ ).)-r+ )j,u+),]r+ )].u+)"j,u=., 20,o -, l0=,, ,О
|z+z| |z+z|

н r(л(u)) = )"цц + \L2о + \цх, + hьlч + ),1,ц + &цц + \Llч + )").о)., +

+\)".lu+ &ЦХч+ LЦ\+ ЬЦЦ+ ЦЦХч+ ЦХчЦ+ЦХоЦ+ ЦЦ)ч+ Щ,п\+

)j.]"u+ )"ьj.u+ ццц=::*-:* -оэ(dd"u)' n(aa"|"|')' =о
|z+ 

zl 
|z+ 

z|

Н^(Л(u))<0 ekanligi bizga ma'lum. Demak,n -2 vа z=3 bo'igan xususiy

holda (3.2.7) funksiya subgarmonik,funksiya, п_4vа и_5 da 2-sй funksiya

п=6vа п-7 da 3-sй funksiya bo'ladi.

SHunday qilib, biz quyidagi xulosaga keldik:
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" 
= l"(t + xi + ... + fi)= h[(zr + zr)2 + (,z, + zr)2 + ... + (z, + z,)2 7 - 2lп2 funksiya

1<*<ГLl,л>2 bo'lsanda и-sй ekan.
L21,

Buni matematik induksiyadan foydalanib isbotlaymiz :

l) п_2 da to'g'riligini yuqorida ko'rsatib o'tdik.

2)п_2k da to'g'ri deb faraz qilamiz, уа'пi Но(2)>0, 11i_l(2)<0

bunda l.,,r,,ro ,=т+, Lr=--+
|z+z| |z+ 

z|

3) п_2k+| da to'g'riligini, ya'ni Но0)>0, Hk_I(l)<0 ekanligini

isbotlaymiz, bunda h,r....,rо_r,rо =-+, Цо-, --!-
|z+z| |z+ 

z|

Я1 (2) ylg'indida Cjo-, ta had ishtirok etadi va shulardarr Cjo ta traa musbat

bo'Iadi, chunki bu irad]arda l"o*, ishtirok etmaydi. lro*, ishtirok etganlari

с1. , _с1, _ (zr+t)t _ (zф _(k+2).....(2k+\) _ (t+t).....(zlc)_
'" r!(fr + 1)! k|k| k| k|

(tt+Z).....(zr) (2k+|-k-I)_ ft(fr+2).....(2fr) ga teng'

k| \-^,l 4-,)- 
н

tc(b+z\,,...(ztc\
ta had manfiy,

1-1

(ъ +l\.....(ztc\\ "/ \ ,' ta had musbat va
kl

Demak,

Ьатсhа hadlar bir xil qiymatga ega:
ъ(ь+z)....,{zъ)

kI
_ k(k + 2).....(2k)
\-,

kI

SHuning uchun Но(l)r0 . Endi Н*,(2)<0 ekanligini ko'rsatamiz:

Но-r()) yig'indida, esa Cji], ta had ishtiTok etadi va shulаrdап Cjil ta Ьаа
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musbat bo'ladi, chunki bu hadiarda lr**, ishtirok etmaydi. lro*, ishtirok

etganlari esa

c!!t_ _г\!| _ (zK+t)t _ (zъ)l _ (t+t).....(zt+r) b(b+t)....,(zb) _z*+l zK /c!(/r+t)l (t+t)l(t-t)t (r+t)t (r+r)!

(ь + l)' (ъ + z), ..., (zb) 
(zb + t _ ъ - l) =\t:!!:э.' k| \-,- ,- ,- -/ 

k|

р"*uц,ЦJ1)'ЦJЗ),,.!t). ta had manfiy, ЩРtа had musbat

va Ьаrсhа hadlar bir xil qiymatga ega:

k(k+l\....,(2kI rt+l)'(t+z).....(zr) (\ ,' \ ,'' < \ jHuning uchun Hk*|(2)<0k| k|

bo'ladi.

. SHunday qilib, bu funksiya п _2k*1 bo'Igandaqat'iy m- sh(m - k)

funksiya Ьо'lаr ekan.
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III ВОВ bo'yicha xulosa

Ushbu bobda и-sй funksiyalar va ulaTning xossalari hamda qat'iy
и-sй funksiyalaI о'rganildi. Ixtiyoriy r-sй funksiyalar plyuгisubgarmonik

bo'lishi роIiпоmlаг nazariyasining asosiy tecremalaTidan biri bo'lgan Dekart
teoremasi yordamida isbotlandi, lz - sй funksiyalarning qat'iy m -. sh Ьоt iish
shartlari o'rganildi. olingan natijalar va usullarni funksiyalar nazariyasining

keyingi rivojlanishida ча kompleks analizrring tadbiqlarida qo'llanilishi
mumkin.
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xULoSA

Dissertatsiya Qat'iy m - sh funksi},alarni o'rganishga bag'ishlangan.

Dissertatsiyada olingan asosiy natijalar yuzasidan quyidagi xulosaga

ke]indi:

1. VueC2(D) (Л.а') funksiya uchun

(aa'u)o 
"(аа'|r!')'о '0 V/r=Й tengsizlikning k-m .,сhлп bajaTilishidan

qolgan barcha Yk -l,m-7 Iаr uchun bajarilmasligini aniqlandi.

2. m-sh funksiyalar sinfi lz=ru bo'lgan holda plyurisubgarmonik

funksiyalar sinfi bilan ustma-ust tushishi isbotlarrdi.

З. m-sh funksiyalarning qat'iy lи-sй bo'Iish shartlari o'гganildi.

Umumап, dissertatsiya ishidagi olingan asosiy natijalar yangi bo'Iib,

kompleks o'zgaruvchining funksiyalar nazariyasining keyingi rivojida

qo'Ilanilishi mumkin.
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