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A.Navoiy nomidagi SamDU mexanika-matematika fakul’teti matematika bo’limining
IV-kurs talabasi Tolipova Xumoraning “Subgarmonil funksiyaning asosiy xossalari va Riss

tasviri” mavzusidagi malakaviy bitiruv ishiga

TAQRIZ

Malakaviy bitiruv ishi kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasining asosiy
tushunchalarigan biri bo’lgan bir qiymatli analitik funksiya bilan uzviy bog’liq bo’lgan
subgarmonik funksiyalarning asosiy xossalari va integral tasvirini o’rganishga bag’ishlangan.

Malakaviy bitiruv ishi kirish va ikkita bobdan iborat bo’lib, 1-bobda garmonik funksiya
tushunchasi, bir giymatli analitik funksiya bilan bog’lanishi, subgarmonik funksiyaning asosiy
elementar xossalaridan bir sifatida bir giymatli analitik funksiyaning moduli yoki modulining
logarifmi ham subgarmonik funksiyadan iborat ekanligiga alohida e’tibor bilan o’rganilgan.

[1-bobida funksonal analizning asosiy tushunchalaidan biri hisoblangan chizigli
funksional, o’lchov, Lebeg integrali va shu asosda subgarmonik funksiyaning organishda
markaziy o’rin egallaydigan Riss tasviri o’rganilgan.

Bu bir tomondan kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasining asosiy
tushunchalarini chuqurroq o’rganib mustaqil tarzda boshqa masalalarni yechishga qo’llash
imkoniyatini bersa, ikkinchi tomondan bu orttirilgan tajribalar asosida umumiy o’rta ta’lim,
akademik litsey va kasb-unar kollejlarida bu bilimlarni keng qgamrovda qo’llay olish
imkoniyatiga ega bo’linadi.

Malakaviy bitiruv ishi yaxshi bajarilgan. Talaba Tolipova Xumoraning o’z ustida
ishlashi, puxta matematik bilimga ega ekanligi va mehnatsevarligi ma’lum bo’ldi.

Ushbu ish malakaviy bitiruv ishlari uchun qo’yilgan barcha talablarga javob beradi va

uning bajaruvchisi Tolipova Xumoraning bilimini 18 ball bilan baholash mumkin.

SamDU matematik analiz kafedrasi dotsenti Z.Ashurova



A.Navoiy nomidagi SamDU mexanika-matematika fakul’teti matematika bo’limining
IV-kurs talabasi Tolipova Xumoraning “Subgarmonil funksiyaning asosiy xossalari va Riss
tasviri” mavzusidagi malakaviy bitiruv ishiga

Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi o’zining qo’llanish jihatidan hagqiqiy
o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasiga qaraganda ko’proq imkoniyatga ega. Funksiyani
differensiallanuvchanlik xossasi orqali ifodalanuvchi kompleks o’zgaruvchili funksiyalar
nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri bo’lgan bir qiymatli analitik funksiya qo’llanishi
jihatidan muhim ahamiyatga egadir. Bir giymatli analitik funksiyaning hagigiy va mavhum
qismlari o’zaro qo’shma garmonik funksiya sifatida bog’langan bo’lib, funksialar nazariyasining
asosiy tushunchalarini rivojlantirish va matematik fizika tenglamalari uchun qo’yilgan
chegaraviy masalalarni yechishda muhim o’rin egallaydi.

Ushbu malakaviy bitiruv ishi subgarmonik funksiyaning asosiy xossalarini o’rganish va
uni integral ko’rinishda (Riss tasviri) tasvirlash mavzusiga bag’ishlangan bo’lib, kirish va ikkita
bobdan iborat.

Birinchi bobning birinchi paragrafida kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi
umumiy kursidan ma’lum bo’lgan bir giymatli analitik funksiyaning hagigiy va mavhum
gismlari Koshi-Riman shartini ganoatlantirishi tushunchasi asosiy ma’lumot sifatida misollar
asosida o’rganilgan.

Birinchi bobning ikkinchi paragrafida subgarmonik funksiyalarni o’rganishga olib
kelinadigan va uzviy bog’liq garmonik funksiya tushunchasi, bir giymatli analitik funksiyaning
hagigiy va mavhum gismlari Koshi-Riman shartidan qo’shma garmonik funksiyalar sifatida
tasvirlanishiga doir misollar yechib ko’rsatilgan.

Birinchi bobning uchinchi paragrafida subgarmonik funksiyaning ta’rifi va elementar
misollar keltirilgan.

Birinchi bobning to’rtinchi paragraflarida esa subgarmonik funksiyaning asosiy xossalari
o’rganilgan.

Ikkinchi bobda subgarmonik funksiyaning integral tasvirini o’rganishda asosiy
tushunchala o’Ichov, chizigli funksional va Lebeg integrali tushunchalari o’ganilgan. Shu asosda
subgarmonik funksiyaning kompaktda N’yuton potensiali va garmonik ko’phad ko’rinishida
tasviri isbotlangan.

Malakaviy bitiruv ishini bajarishda talaba X.Tolipova yil davomida berilgan
topshiriglarni 0’z vaqtida bajardi va 0’ziga nisbatan ma’suliyatni his qilishini ko’rsata oldi.

Ushbu ish malakaviy bitiruv ishlari ushlari uchun qo’yilgan barcha talablarga javob
beradi va uning bajaruvchisi Tolipova Xumoraning bilimini 28 ball bilan baholash mumkin.

Fizika-matematika fanlari nomzodi, dotsent E.N.Sattorov
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Kirish

1. Masalaning qo’yilishi. Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar
nazariyasi va matematik fizika tenglamalari fanlari orasidagi uzviy bog’lanishni
ko’rsatuvchi asosiy tushunchalardan biri bu bir giymatli analitik funksiya va uning
hagiqiy hamda mavhum qismlaridir. Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar
nazariyasi kursida markaziy o’rin egallovchi bir giymatli analitik funksiya uchun
muhim tushunchalardan biri hisoblangan Koshining integral teoremasi va shu
asosda Koshining integral formulasi yordamida bir giymatli analitik funksiyani
soha chegarasida berilgan giymati bo’yicha sohaga davom ettirish masalasi
garaladi.  Ikkinchi tomondan bu asosiy tushunchalarni haqiqgiy o’zgaruvchili
funksiyalar nazariyasida bir giymatli analitik funksiyaning haqigiy va mavhum
gismlari bo’lgan garmonik funksiyalar Laplas tenglamasini yechimi sifatida
garaladi, Garmonik va subgarmonik funksiyalar sinfining muhim bo’g’ligligi
hamda integral ko’rinishlari muhimdir. Subgarmonik funksiyalarning F.Riss,
integral tasvi, kompaktda Niyuton potensiali va garmonik ko’phadning yig’indisi

masalasini o’rganishda bu funksiyalarning xossalari alohida ahamiyat kasb etadi.

2.Mavzuning dolzarbligi. Garmonik va subgarmonik funksiyalar sinfi haqigiy
va kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida asosiy bog’lanishni
ta’minlaydi. Bir tomondan kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida bir
giymatli analitik funksiyaning asosiy xossalaridan kelinsa, ikkinchi tomondan
matematik fizikaning elliptik tipdagi tenglamalari uchun qo’yilgan chegaraviy
masalalarni  yechishda asosiy xossalaridan foydalanish mihum o’rin tutadi.
Subgarmonik funksiyaning integral ko’rinishdagi tasviri (Riss formulasi)
muhimdir. Bundan ko’zda tutilgan magsad subgarmonik funksiyani chegaralangan
sohada Niyuton potensiali va garmonik ko’phad ko’rinishidagi tasviri muhim
o’rin egallaydi. Ushbu malakaviy bitiruv ishida chegaralangan sohada
subgarmonik funksiyani asosiy xossalari va integral tasvirini o’rganish garmonik
va subgarmonik funksiyalar nazariyasini o’rganishda yanada ko’proq qulay

imkoniyatlarga ega bo’lishligi ushbu mavzuning dolzarbligini ifodalaydi.



3.Ishning magsadi va vazifalai. Bitifuv malakaviy ishning magsadi
kompleksli o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida asosiy hisoblangan bir giymatli
analitik (regulyar) funksiya tushunchasi bilan uzviy bog’liq bo’lgan subgarmonik
funksiyalarni asosiy xossalari va integral ko’rinishini mukammal o’rganish va shu
asosda bu funksiyalarni asosiy xossalaridan foydalanish imkoniyatini orttirishdan
iboratdir.
4.1lmiy tadqiqot usullari. Kompleksli o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi
kursidagi Koshining integral teoremasi, Koshining integral formulalari kabi
garmonik va subgarmonik funksiyalarning asosiy xossalari (cheksiz marotaba
differensiallanuvchanligi, o’rta giymat hagidagi teorema, Grin va Rissning integral
formulalari), garmonik va subgarmonik funksiyalar sinfi nazariyasini kengroq
o’rganishda bu xossalaridan foydalanish.
5.1shning ilmiy ahamiyati. Bitifuv malakaviy ishda olingan natijalar referativ
xarakterda bo’lishiga garamasdan kelgusida kompleksli o’zgaruvchili funksiyalar
nazariyasi, garmonik va subgarmonik funksiyalarning asosiy xossalaridan
matematik fizika tenglamalari uchun qo’yilgan chegaraviy masalalari yechishda
qulaylik tug’duradi.

6.1shning amaliy ahamiyati. Bitifuv malakaviy ishda olingan natijalar
kompleks o’zgaruvchili funksiyalarning haqigiy va mavhum gqismlari bo'lgan
garmonik funksiyalar xossalarini o’rganish orqali fizika, mexanika va matematik
fizika tenglamari uchun qo’yilgan chegaraviy masalalarni kompleksli o’zgaruvchili
funksiyalar nazariyasi elementlari orgali yechishda muhim ahamiyatiga ega.
7.1shning tuzilishi. Bitifuv malakaviy ishi kirish, 2 ta bob, xulosa gismi va
foydalanilgan adabiyotlar ro’yxatidan iborat . Ushbu ish ... matnli sahifan tashkil
topgan har bir bob paragraflarga ajratilgan va ular o’zining nomerlanish hamda
belgilanishiga ega.

Ishning 1-bobida garmonik va subgarmonik funksiyalar tushunchasi va

asosiy xossalari o’rganilgan. 2-bobda chegaralangan sohada, ya’ni kompaktda

subgarmonik funksiyaning Riss tasviri hosil gilingn.



8. Olingan natijaning gisgacha mazmuni.

1-BOB. GARMONIK VA SUBGARMONIK FUNKSIYALAR

TUSHUNCHASI HAMDA ASOSIY XOSSALARI

§ 1.1. Garmonik funksiya analitik funksiyaning haqigiy va mavhum gismlari
sifatida. Koshi-Riman sharti.

w= f(z) funksiya z = z, € C nuqtaning biror atrofida aniglangan bo’lIsin.

0.1-ta’rif. Agar L (Z°+AAZ;_f o) nisbat Az—0 da anig chekli limitga ega
bo’lsa, bu limitga w= f(z)) funksiyaning z = z, nugtadagi hosilasi deyiladi va
f'(z,) belgilanadi, w=f(z) funksiyaga z =z, nuqtada differensiallanuvchi

deyiladi. Shunday qilib,

£(z,) = lim f(z, +Az) - f(zo).

Az—0 AZ (O 1)

w=f(z) funksiya E (E c C) sohada differensiallanuvchi deyiladi, agar shu

sohaning har bir nuqtasida differensiallanuvchi bo’lsa.

Nugtada differensiallanuvchi funksiya shu nugtada monogen funksiya

deyiladi. Nugtada monogen funksiya shu nugtada hosilaga ega funksiya deyiladi.

0.2 -ta’rif. Agar w= f(z) funksiya E ochiq to’plamning har bir nuqtasida
monogen bo’lsa, u holda bu funksiya E to’plamda bir qiymatli analitik deyiladi.

0.3-ta’rif. w=f(z) funksiya E ochiq to’plamning belgilab olingan
nuqtasida bir giymatli analitik deyiladi, agar u shu nugtada va uning biror atrofida
ham monogen bo’lsa (nuqta atrofi markazi shu nuqtada bo’lgan ochiq doira yoki
shu nugtani ichiga olgan ochiq to’plam).

0.1-teorema. E ochig to’plamda aniglangan f(z)=u(x,y)+iv(x,y)
kompleks o’zgaruvchili funksiyaning E to’plamda bir qiymatli analitik bo’lishi
uchun u(x,y) va v(x,y) funksiyalar shu to’plamning har bir nugtasida birinchi
tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lib,
ou ov  ou  ov

&—5, E——& (0.2)



Koshi-Riman shartini ganoatlantirishi zarur. Agar u(x,y) va v(x,y) funksiyalar
to’liq differensialga ega bo’lsa, f(z) funksiya E ochiq to’plamning har bir
nugtasida bir giymatli analitik bo’lishi uchun (0.2) Koshi-Riman shartini
bajarilishi yetarli.

0.1-misol. Quydagi e*, cosz,sinz, z", chz, shz funksiyalar barcha z larda
differensiallanuvchi bo’lib, butun kompleks tekisliklarda bir qiymatli analitik

funksiyalardan iboratdir.
§ 1.2. da Qo’shma garmonik funksiyalar, ya’ni f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funksiya
D sohada differensiallanuvchi hamda u(x,y) va v(x,y) funksiyalar ikkinchi
tartibgacha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsin. U holda (0.2) Koshi-Riman
shartining birinchi tengligini X bo’yicha, ikkinchi tengligini esa Y bo’yicha
differensiallab

o’u _9°v  9%u v

x> oxoy oy?  oyox

hosil qilamiz. Bu tengliklarni qo’shib, xususiy hosilalarning uzluksizligidan

a%v d%v _ _ . :
%va oxoy hosilalarning tengligini hisobga olib,
o°u azu_o
oy ©3)

ov 8?2

hosil gilamiz. Shunga o’xshash ax2+2y\2/:0 ni hosil gilamiz.

0.4-ta’rif. Haqiqiy o’zgaruvchili u(x,y) funksiya D sohada ikkinchi
tartibli uzluksiz xususiy hosilaga ega bo’lib, (0.3) tenglamani ganoatlantirsa,
u(x,y) funksiyaga D sohada garmonik, (0.3) tenglamaga esa Laplas tenglamasi
deyiladi.

Yugoridagidan quyidagi teoremaga kelamiz.

0.2-teorema. D sohada bir giymatli analitik f(z) =u(x,y)+iv(x,y)
funksiyaning, u(x,y)=Re[f(z)], v(x,y)=Im[f(z)] funksiyaning hagigiy u(x,y) va

mavhum v(x,y) gismi shu sohada garmonik funksiyalardan iboratdir. Bu ikkala



garmonik funksiyalar ixtiyoriy emas, ya’ni ular Koshi-Riman sistemasining
yechimidir.

0.5-ta’rif. D sohada (0.2) Koshi-Riman sistemasining ganoatlantiruvchi
u(x,y) va v(x,y) garmonik funksiyalar o’zaro gqo’shma garmonik funksiyalar
deyiladi.

Demak, D ochiq to’plamda bir qiymatli analitik  f(z) =u(x,y)+iv(x,Yy),
z =x+1iy funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari shu to’plamda o’zaro qo’shma
garmonik funksiyalardan iborat bo’ladi.

0.3-teorema.  Bir bog’lamli D sohada ixtiyoriy u(x,y) garmonik funksiya
berilgan bo’lsa, u holda unga go’shma garmonik v(x,y), funksiya topish mumkin.

0.2-misol. [5] a) u(x,y)=x*>—3xy — y* +4x+5y—7 vab) v(x,y)=x" -y°
funksiyalarni D = R? sohada garmoniklikka tekshiring.

Yechish. a) Dastlab u(x,y)=x* —3xy — y* + 4x+5y —7 funksiyani D=R’
sohada garmoniklikka tekshiramiz. Buning uchun undan birinchi tartibli xususiy
hosilalarni hisoblaymiz:

u =2x-3y+4,
u,=-3x—-2y+5.
Ular yordamida Laplas tenglamasiga kerakli bo’lgan 2-tartibli xususiy hosilalarni

topamiz:

Bu holda barcha (x,y) e D=R? uchun
Au=u, +u, =2+(-2)=0
bo’lib, berilgan funksiyalardan birinchisi U(X,y)=X*—3xy —y> +4x+5y—7
funksiya tekislikning barcha nugtalarida garmonik ekanligini hosil gilamiz.
b) Endi ularning ikkinchisi, ya’ni v(X,y) = x> —y*® funksiyani R? tekislikda
garmoniklikka tekshiramiz. Bu funksiya uchun ham yuqoridagi kabi xususiy

hosilalarni topamiz:



v (%, y)=3x%, v, (X Y)=6X

vy (%) =-3y*%, vy (xy)=-6y.
Ushbu funksiya uchun

AV =V,, +V,, =6(X—-Y)

§ 1.3 da Subgarmonik funksiyaning ta’rifi va elementar misollar
o’rganilgan

0.6-ta’rif [7]. D c R? sohada aniglangan U(x,y) funksiya D sohada
subgarmonik deyiladi, agar
a) —oo<U(x,y) <+4oo, (x,y) €D;
b) U(x,y) funksiya D sohada yuqoridan yarim uzluksiz;

V) ixtiyoriy (xq,y0) € D uchun shunday etarlicha kichik » musbat son topiladiki,

U(xo,y0) < — J. U(x, y)dsS.

2mr Y Sr(X0,Y0)
0.1-xossa. Agar U,(x,y), U,(x,y), ---,Ux(x,y) - D sohada subgarmonik
funksiyalar va t,,t,, -, t; - nomanfiy butun sonlar bo’lsa, u holda U(x,y) =
k  t:Ui(x,y) ham D sohada subgarmonik funksiyadir.
0.2-xossa. Agar U;(x,y),U,(x,y), --+,Ux(x,y) - D sohada subgarmonik
funksiyalar bo’lsa, u holda U(x,y) = sup;=;..,r U;(x,y) ham D sohada
subgarmonikdir.
0.3-xossa. Agar U(x,y) € C*(D) funksiya D sohada, u holda U(x,y) -
subgarmonik funksiya bo’lishi uchun AU(x,y) = 0 tengsizlikni bajarilishi zarur

va yetarli.

§ 1.4.da Subgarmonik funksiyaning asosiy xossalari

0.4-xossa. Agar f(z) —z = x+ iy kompleks o’zgaruvchining tekis D
sohasida bir qiymatli analitik funksiyasi bo’lsa, u holda U(z) = In|f(2)| funksiya

D sohasida subgarmonikdir.



0.4-teorema. Agar U(x) funksiya D sohada subgarmonik, ¢ (U) gavariq va
U(x), x € D funksiyaning qiymatlar sohasida o’ssin, yoki U(x) funksiya D
sohada garmonik, ¢(U) R da qavariq bo’lsa, u holda ¢@[U(x)] funksiya D
sohada subgarmonik bo’ladi.

0.1-natija. Agar U(x) funksiya D sohada subgarmonik bolsa, u holda
ixtiyoriy 2 > 0 uchun e?V va [U*(x)]*, k=1 funksiyalar ham D sohada
subgarmonik bo’ladi, bu yerda U* (x) = max(U(x),0).

0.2-natija. Agar U(x) funksiya D sohada garmonik va k = 1 bolsa, u holda
|U(x)|* funksiya D sohada subgarmonik bo’ladi,

0.3-natija. Agar f(z) funksiya D sohada bir giymatli analitik funksiyasi
bo’lsa, u holda In*|f|¥, k=1 va |f|* A>0 funksiyalar D sohasida
subgarmonik bo’ladi, bu yerda In*|f| = max(In|f], 0).

0.3-misol. f(z) = e* bir gqiymatli analitik funksiya moduli

u(x,y) = |f(2)| = |e|

funksiyani subgarmoniklikka teshiring.

Yechish.  f(z) = e* funksiya butun kompleks tekislikda bir giymatli
analitik funksiya ekanligi 1.1-misolda garalganlar edi.

u(x,y) = f(2)| = |e*| = || = |e*e”| = e*

funksiya ikki marotaba uzluksiz differensiallanuvchi va hosilasi 0’ziga teng bo’lib,
barcha haqiqiy x —larda nomanfiydir. Demak, 2.3-xo0ssaga va 2.3-natijaga ko’ra

bu funksiya subgarmonikdir.



I-BOB. GARMONIK FUNKSIYA TUSHUNCHASI VA ASOSIY
XOSSALARI
§ 1.1. Garmonik funksiya analitik funksiyaning haqigiy va mavhum
gismlari sifatida. Koshi-Riman sharti.

w= f(z) funksiya z = z, € C nuqtaning biror atrofida aniqlangan bo’lsin.

11-ta’rif. ([1], 88-b) Agar LEt22°IZ0)  nighat oz 0 da anig cheKli

limitga ega bo’lsa, bu limitga w= f(z)) funksiyaning z = z, nuqtadagi hosilasi
deyiladi va f'(z,) Dbelgilanadi, w=f(z) funksiyaga 2z =1z, nugtada
differensiallanuvchi deyiladi. Shunday qilib,

f(z,+Az)— f(z,)
Az '

f'(2,) = lim (1.1)
w=f(z) funksiya D (D c C) sohada differensiallanuvchi deyiladi, agar shu

sohaning har bir nuqtasida differensiallanuvchi bo’lsa.

Nugtada differensiallanuvchi funksiya shu nuqgtada monogen funksiya

deyiladi. Nugtada monogen funksiya shu nugtada hosilaga ega funksiya deyiladi.

1.2 -ta’rif. Agar w= f(z) funksiya D ochiq to’plamning har bir nuqtasida
monogen bo’lsa, u holda bu funksiya D to’plamda bir qiymatli analitik deyiladi.

1.3-ta’rif. w=f(z) funksiya D ochiq to’plamning belgilab olingan
nugtasida bir giymatli analitik deyiladi, agar u shu nugtada va uning biror atrofida
ham monogen bo’lsa (nuqta atrofi markazi shu nuqtada bo’lgan ochiq doira yoki
shu nuqtani ichiga olgan ochiq to’plam).

Faraz gilaylik, f(z) funksiya D (D cC) - ochiqg to’plamda aniglangan va
shu to’plamning z nugtasida monogen, ya’ni

lim 2@ _ 1
A0 AZ

mavjud va chekli bo’lsin. Boshgacha aytganda, limitning mavjudligi Az ning nolga
intilish yo’nalishidan bog’lig emas. Qaysi yo’nalish bo’ylab nolga intilmasin limit

yagona f'(z)-ga teng bo’lishi kerak.



Bu vyerda Af(2)=f(@z+A2)-f(2)=Au+iAv  (z=x+iy, Az=AXx+iAy)
AU =U(X+AX, Y +AY) —U(X,y) AV=V(X+AX,y+Ay)—-V(X,Y).
Bunda nisbat quyidagicha yoziladi

Af(z) _u(x+Axy+Ay)—u(x,y) i u(x+Ax, y +Ay) —u(x, y) (1.2)
Az Az Az '

Yuqorida aytilganidek

L Af(2) . Af(2) Y
I ar My (V=0 (1:3)

_Af(z) . AF(2) _
l!To AZ _AI!/TO Ay (AX 0) (14)

(1.2)—chi tenglikda Ay =0 deb Ax-ning nolga intiltiramiz, u holda chap tomonning
limiti mavjud bo’lib, funksiyaning hosilasi f'(z) ga tengdir. Demak, o’ng
tomonning ham limiti mavjud. Birinchi hadning limiti (Ay=0) Ax nolga

intilganda u(x,y) funksiyaning xususiy hosilasi bo’ladi. Ikkinchi hadning limiti
esa i% ga tengdir. Demak,

f'(z):a—u+i@.
oX  OX

Xuddi shunga o’xshash (1.2) va (1.3) formulalardan Ax=0, Ay —0 bo’lganda

quyidagi formulaga kelamiz

fr) =i M NV

oy
Bu ikkala formula birlashtirilsa, u holda
ou .ov .0u ov

X ox oy oy

bundan
u_ovoou_ oV (1.5)
oX oy oy OX

hosil gilinadi.

1.1-xulosa. Agar bir qgiymatli f(z) funksiya  E ochig to’plamda

differensiallanuvchi bo’lsa, u holda uning hagigiy va mavhum gismi birinchi



tartibli xususiy hosilalarga ega. E ochiq to’plamning har bir nuqtasida bu hosilalar
(1.5) sistemani ganoatlantiradi. Bu sistemaga Koshi-Riman sharti deyiladi.

Faraz gilaylik, ikkita hagigiy o’zgaruvchili u(x,y), v(x,y) (z=x+iyeE)
funksiyalar D ochiq to’plamda berilgan bo’lib, bu funksiyalar shu to’plamda
differensallanuvchi bo’lsin, ya’ni

Au:u(x+Ax,y+Ay)—u(x,y):%UAX+%UAy+a1+a2,

AV = V(X + AX, y + Ay) —v(X, y):?AX+%Ay+/31 + [
X

buyerda % % P Pe_ g agar p=AC+Ay? —0.
p p PP

Bu funksiyalarning xususiy hosilalari (1.5) Koshi-Riman shartini ganoatlantirsin. U holda,

Aw = Af = Au+|Av_Z—qu+a—uAy+|(—Ax+%Ay)+y,

oy

buyerda y=a, +ip, +a,+iB, bo’lib, p—>0da ” -o.
P

ou oV ni Koshi-Riman shartidan a—u, v bilan almashtiramiz. Bunda
ay OX  OX
Aw :a—qu—@Ay+|(—Ax+a—Ay)+y (Ax+|Ay)—+|(Ax——Ay@+y_
OX OX OX OX

:Aza—u+iAzQ+y.
OX OX

Bu yerdan M:8—u+i@+1, AZ = AX+iAy .
Az ox oOx Az

Shartga ko’ra lim 2~ =0. Shuning uchun

Az—0 A7
. AW _ou .ov
Iim—=—+i—.
a0 A7 OX X

Demak, lim 2% mavjud va L ga teng.
A0 Az oX  OX

1.2-xulosa. Faraz gilaylik, D ochiq to’plamda ikkita haqigiy o’zgaruvchili
bir giymatli u(x,y) va v(x,y) (z=x+iye D) funksiyalar berilgan bo’lib, ular
shu to’plamda differensallanuvchi bo’lsin (agar  berilgan funksiyalar shu

to’plamda uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsa bu shart bajariladi). Demak,



u(x,y) va v(x,y) funksiyalarning xususiy hosilalari D to’plamda (1.4) Koshi-
Riman shartini ganoatlantirsa, u holda, bu funksiyalardan tuzilgan f(z) kompleks
o’zgaruvchili funksiya D to’plamda monogen bo’ladi, ya’ni f(z) funksiya D
to’plamda bir giymatli analitikdir, bu yerda 2x=z+z, 2iy=z-z.
1.1 va 1.2 — xulosalarni umumlashtirib quyidagi teoremaga kelamiz.

1.1-teorema. D ochig to’plamda aniglangan f(z) =u(x,y) +iv(x,y) kompleks
o’zgaruvchili funksiyaning D to’plamda bir giymatli analitik bo’lishi uchun
u(x,y) va v(xy) funksiyalar shu to’plamning har bir nuqgtasida birinchi tartibli
uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lib, (1.5) Koshi-Riman shartini ganoatlantirishi
zarur. Agar u(x,y) va v(x,y) funksiyalar to’liq differensialga ega bo’lsa, f(z)
funksiya D ochig to’plamning har bir nugtasida bir giymatli analitik bo’lishi
uchun (1.5) Koshi-Riman shartini bajarilishi yetarli.

1.1-misol. Quydagi e?, cosz,sinz, z", chz, shz funksiyalar barcha z larda
differensiallanuvchi bo’lib, butun kompleks tekisliklarda bir giymatli analitik
funksiyalardan iboratdir.



§ 1.2. Qo’shma garmonik funksiyalar va garmonik funksiyaning

sodda xossalari
Eng avvalo bir giymatli analitik va garmonik funksiyalar tushunchasi

orasidafi bog’lanishni aniqlaymiz.

f(z) =u(x,y)+iv(x,y) funksiya D sohada differensiallanuvchi hamda u(x,y)
va v(x,y) funksiyalar ikkinchi tartibgacha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsin.
U holda (1.5) formulaning birinchi tengligini X bo’yicha, ikkinchi tengligini esa
y bo’yicha differensiallab

6%u _o*v  o%u_ a%v
ox2  oxoy  oy?  Oyox

hosil gilamiz. Bu tengliklarni qo’shib, xususiy hosilalarning uzluksizligidan

o%v o2v

Syox va ooy hosilalarning tengligini hisobga olib,
o%u . o%u 0
o oyt (16)
d%v 8%y

hosil gilamiz. Shunga o’xshash 672+$=0 ni hosil gilamiz.

1.4-ta’rif. [3] Haqigiy o’zgaruvchili u(x,y) funksiya D sohada ikkinchi
tartibli uzluksiz hosilaga ega bo’lib, (1.6) tenglamani ganoatlantirsa, u(x,y)
funksiyaga D sohada garmonik, (1.6) tenglamaga esa Laplas tenglamasi deyiladi.

Xuddi shuningdek fazoda ham garmonik funksiyani aniglash mumekin,

bunda

o° 0 0’
= 2 + 2 Tt 2
OX;,  OX; OX,
n o’Ichovli D © R™ sohada aniglangan Laplas operatori.

1.2-misol. [5] a) u(x,y)=x*> —3xy — y* +4x+5y—7 vab) v(x,y) = x> —y®

A

funksiyalarni D = R? sohada garmoniklikka tekshiring.



Yechish. a) Dastlab u(x,y)=x* —3xy — y* + 4x + 5y — 7 funksiyani D =R?
sohada garmoniklikka tekshiramiz. Buning uchun undan birinchi tartibli xususiy
hosilalarni hisoblaymiz:

u =2x-3y+4,
u,=-3x—-2y+5.
Ular yordamida Laplas tenglamasiga kerakli bo’lgan 2-tartibli xususiy hosilalarni

topamiz:

Bu holda barcha (x,y) e D=R? uchun
Au=u, +u, =2+(-2)=0
bo’lib, berilgan funksiyalardan birinchisi U(X,y)=X*—3xy —y* +4x+5y—7
funksiya tekislikning barcha nuqtalarida garmonik ekanligini hosil gilamiz.
b) Endi ularning ikkinchisi, ya’ni v(X,y) = x> —y® funksiyani R? tekislikda
garmoniklikka tekshiramiz. Bu funksiya uchun ham yugoridagi kabi Xxususiy
hosilalarni topamiz:

v (X, y)=3x%, V(X Y)=6X,

Vy (%) =-3y%, vy, (xy) =6y .
Ushbu funksiya uchun
AV =V,, +V,, =6(X—Y)
bo’lib, bu tengikdan v(x,y) funksiya R’ tekislikning fagat y = x nugatalar
to’plamidagina garmonik bo’lib, tekislikda garmonik bo’lmasligini hosil gilamiz.
Yig’indi va ayirmaning hosilasi hosilalar yigindisiga teng bo’lganligi uchun
A(Cux=C,yv)=CAu=xC,Av
tenglikka asosan garmonik funksiyalarning 1-sodda xossasini hosil gilamiz.
1.1-xossa [1]. Biror sohada garmonik ikkita funksiyaning yig indisi,

ayirmasi va o’zgarmas songa ko ’paytmasi shu sohada yana garmonik funksiya

bo’ladi.



Haqgigatan ham agar u va v funksiyalar biror D sohada garmonik
funksiyalar bo’lsa, u holda oxirgi tenglikning 0°’ng qismi nolga teng bo’ladi. Bu esa
1.1-ta’rifga  binoan C, va C, o’zgarmaslar uchun Cu(x)+C,v(x),xeD
funksiyaning D sohada garmonik ekanligini anglatadi.

1.2-xossa. Agar u(x,X,,---,x.) funksiy biror D sohada garmonik bo’lsa, u
holda ixtiyory AR va a=(a,a,,--,a)eR" o’zgarmas sonlar uchun
w(X) =u(Ax+a) funksiya ham shu sohada garmonik funksiya bo’ladi.

Hagigatan ham bunda w(x) =u(ix +a, Ax, +a,,---,Ax, +a,) funksiyaning
xususiy hosilalarini murakkab funksiya hosilasi kabi hisoblab

0°W(X) _ ou(t)

OX> ot?

t =Ax +a,1=12,---,n.

natijani olamiz. Bunga asosan esa
(AW)(x) = A (Au )(1x + a)
ekanligiga ega bo’lamiz. Shartga asosan u(x,Xx,,---,x,) funksiy D sohada

garmonik bo’lganligi uchun AX+ae D bo’lganda
(Au)(Ax+a)=0
bo’ladi. U holda yugoridagidan va 1.1-ta’rifga asosan
wW(X) =u(Ax, +a,Ax, +a,,---,Ax +a ) funksiyaning ham D sohada garmonik
ekanligi kelib chigadi.
1.5-ta’rif ([4], [6]). Agar u(x)=u(x,X,,...x, ) funksiya cheksiz D

sohaning koordinata boshidan chekli masofada ixtiyory x nuqgtasida ikKi
marta uzliksiz diferensiallanuvchi bo’lib, Laplas tenglamasini ganoatlantirsa va

yetarli katta]x] lar uchun |u(x)|§||%, |x|:\/x7+....+xn2,c=const. tengsizlik
X

bajarilsa u(x) funksiya cheksiz D sohada garmonok funksiya deyiladi.
1.3-misol. a) u(x)=1 funksiya n =2 bo’lganda cheksiz D sohada

garmonik funksiya bo’ladi. Agar n >2 bo’lsa, u holda cheksiz D sohada
garmonik funksiya bo’la olmaydi . Lekin bu funksiya ixtiyoriy n da chekli D
sohada garmonik funksiya bo’la oladi.

b) u(x,y)=x*+y*+5 funksiya hech bir soxada garmonik funksiya emas,

chunki bu funksiya Laplas tenglamasini ganoatlantirmaydi:



AU(X,¥) =A(X* +y* +5)=4%0,
1.4-misol. Agar u=u(x,y) garmonik funksiya bo’lsa, u holda
u=u(ax+b,cy+d) funksiya ham garmonik bo’ladimi? Bu yerda a,b,c,d-
o’zgarmas sonlar,
Yechish. Garmonik funksiyaning tariflarga ko’ra u=u(x,y) - garmonik

bo’lgani uchun bu funksiya ikki marta uzliksiz differensiallanuvchi bo’lib,
quydagi

2 2
Au(x,y) = 2U0Y)  GUY) g

OX oy
Laplas tenglamasini ganoatlantiradi.

Bundan u=u(ax+b,cy+d) funksiya’ning ham ikkinchi tartibgacha xususiy
xosilalari uzliksizdir. Endi bu funksiya’ni Laplas tenglamasini
qanoatlamntirishini ko’rsatamiz.

Quyidagi tenglik o’rinli
azu(ax+b,cy+d)+82u(ax+b,cy+d) _

aXZ ayz

, 0%u(ax+b,cy+d) , d%u(ax+b,cy +d)
=a +C .
o(ax +b)? a(cy +d)?
Bu yerdan ko’rinadiki agar a=c bo’lsa u=u(ax+b,cy+d) funksiya garmonik
bo’ladi ,a=c da esa, garmonik emas .

Shunday qilib yuqoridagi tariflarga asosan analitik funksiya’ning

mavhum va haqiqiy qismlari garmonik funksiyalar sinfiga tegishli bo’ladi .

1.5-misol: [5] u (x,y)=xy+x*—y?> bo’lsa u(x,y) garmonik funksiya’ni

Au=Au(ax+b,cy +d) =

toping.
Yechish: u(x,y)garmonik funksiya Laplas tenglamasini ganoatlantiradi,
demak berilgan ifodadan va

2 3

U (X.Y) =Y +2X, u(x,y)=x7y+%—xy2+rp(y), Uy, (X, y) ==2Xx+¢"(y)
larni etiborga  olib quyidagiga u,, +u, =y+¢"(y)=0 ga ega bo’lamiz.
Bundan go(y)=—%y3+cl+yc0; funksiyani topamiz, ya’ni yuqoridagilarga ko’ra
u(x,y) garmonik funksiya

u(x,y)=%——+——xy2 +4C Y +C,

ko’rinishga ega bo’ladi.



1.6-misol: u, =e*(xcosy—ysiny)+2z; bo’lsa, garmonik funksiya’ni toping.

o’u d°u o4

Yechish: u(x,y,z) garmonik funksiya ax2+8y2

+—=0 uch o’lchovli
0z

Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. Demak, berilgan u, =e*(xcosy—ysiny)+2z

ifodadan

u, =e*(xcosy—ysiny)z+z* + f(x,y)

ni olamiz, bu yerda f(x,y) ixtiyoriy ikki marta uzliksiz differensiallanuvchi

funksiya.
Yuqoridagi funksiyadan quyidagi xususiy hosilalarni topamiz:

u, =2, u, =[-e*(x+2)cosy+e’ysinylz+ f,,

u, =[-e*(x+2)cosy+e’ysiny] z+ f
topamiz. Bu ifodalarni uch o’Ichovli Laplas tenglamasiga qo’yib
Uy +U, +u, =2+f +f =0
tenglamani hosil gilamiz. Bundan
f, + fyy =-2
tenglamani yechimi
f(xy)=9(xy)+e(x)
ko’rinishda  izlaymiz, bu yerda g(x,y) - ixtiyoriy garmonik
f(x,y)=9(x y)+e(x) ifodani oxirgi tenglamaga qo’yib
P(X) = —X’cx +¢,
funksiyaga ega bo’lamiz.
Shunday qilib, u(x,y,z) garmonik funksiya
u=e*(xcosy—ysiny)z+z?—x>+g(xy)

ko’rinishga ega bo’lamiz.

funksiya.

Bir qiymatli analitik va gaymonik funksiyalar orasidagi bog’lanishdan

quyidagi teoremaga kelamiz.

1.2-teorema [12]. D sohada bir giymatli analitik f(z)=u(x,y)+iv(x,y)

funksiyaning haqigiy u(x,y), u(x,y)=Re[f(z)] va mavhum v(x,y), v(x,y) = Im[f (2)]



gismi shu sohada garmonik funksiyalardan iboratdir. Bu ikkala garmonik
funksiyalar ixtiyoriy emas, ya’ni ular Koshi-Riman sistemasining yechimidir.

1.6-ta’rif. D sohada (1.5) Koshi-Riman sistemasining ganoatlantiruvchi
u(x,y) va v(x,y) garmonik funksiyalar o’zaro qo’shma garmonik funksiyalar
deyiladi.

Demak, D sohada bir qiymatli analitik f(z)=u(x,y)+iv(x,y), z=x+iy
funksiyaning haqigiy va mavhum gismlari shu sohada o’zaro go’shma garmonik
funksiyalardan iborat bo’ladi.

Agar bir giymatli analitik funksiyaning haqiqgiy (yoki mavhum) gismi bir
bog’lamli D sohada berilgan bo’lsa, u holda bu funksiyaning mavhum (hagiqiy)
gismi o’zgarmas go’shiluvchi anigligida tiklanadi (topiladi).
1.3-teorema. Bir bog’lamli D sohada ixtiyoriy u(x,y) garmonik funksiya berilgan
bo’lsa, u holda unga go’shma garmonik v(x,y) funksiyani o’zgarmas aniqligida
v(X,Y)+c, c=const ko’rinishda topish mumkin.

Bu go’shma garmonik v(x,y)+c, c=const funksiya tiklanadi va

f(z) =u(x, y) +iv(x,y)+ic funksiya shu sohada bir giymatli analitik bo’ladi, bu

7+12 )
X =

yerda o Y=

Bu jarayon amaliyotda quyidagicha amalga oshiriladi. Faraz qilaylik, bir
bog’lamli D sohada u(x,y)- garmonik funksiya berilgan bo’lsin. Shu funksiya
uchun qo’shma garmonik funksiyani v(x,y) bilan belgilaymiz. U holda bu ikki

qo’shma garmonik funksiyalar (4) Koshi-Riman shartini gqanoatlantiradi
ou _ov ou oV

—=—, —=—-——, z=X+iyeD.
ox oy oy OX

Ikkinchi tomondan dv(x, y) = N i+ @dy _ My ‘i“dy.
OX oy oy OX

Endi z,=x,+iy,eD (My(X,,Y,)eD), z=x+iyeD, (M(x,y)eD) nuqgtalarni
tutashtiruvchi va barcha nuqgtalari bilan D sohaga garashli bo’lgan bo’lakli silliq

egri chiziq bo’ylab integrallaymiz. U holda



M(x,y)
v(X,y) = I —a—udx+a—udy+c,c:const, (1.7)

Mooy OY OX
bu yerda z, o’zgarmas nuqta, zeD o’zgaruvchi. (1.7) formulada egri chiziqgli
integralning qiymati egri chizigni uchlari bo’lgan M,(x,,y,) VvVa M(x,y)
nuqgtalardan bog’liq bo’lib, bu nuqtalarni tutashtiruvchi egri chiziq (yo’l) dan
bog’liq emas, chunki integral ostidagi funksiya to’la differensialdir.
f(z) =u(x,y)+iv(x,y),z=x+iy bir qiymatli analitik funksiya bo’lishi uchun haqiqiy
va mavhum gismi birinchi tartibli xususiy hosilalarga ega bo’lishi va (1.5) Koshi-
Riman shartini ganoatlantirishi (qo’shimcha u(x,y) va v(x,y) funksiyalarning

differensiallanuvchanlik shartisiz) yetarlimi?

§ 1.3. Subgarmonik funksiyaning ta’rifi va elementar misollar

1.7-ta’rif [7]. I = (a, b) intervalda aniqlangan haqiqiy bir o’zgaruvchi x
argumentning haqiqiy funksiyasi f(x) shu I = (a,b) intervalda  gavariq

deyiladi, agar ixtiyoriy x;,x, € I x; < x, va

(1) 2 f(x1), 1(x2) = f(x2) (1.8)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy [(x) chizigli funksiya uchun
()= f(x) (1 <x<x3) (1.9)

munosabat o’rinli bo’lsa.
Xususiy holda, x; vax, nugtalarda f(x) funksiya bilan mos keluvchi [(x)

chizigli funksiya olinsa , u holda
fO) S f) + 225 f()  (n <x<x) (110)

x Xp—X1
(1.10) tengsizlikning geometrik ta’lqini shundan iboratki, f(x) funksiya

grafigini ikki nugtasini tutashtiruvchi ixtiyoriy kesuvchi bu grafikdan yugorida
yotadi.

1.8-ta’rif [7]. D c R? to’plamda aniqlangan haqiqiy qiymatli f(x) funksiya shu
to’plamda yugoridan yarim uzluksiz deyiladi, agar quyidagi xossalarga ega bo’lsa:
Q) —oo<f(x)<+4oo,x€D;



b) ixtiyoriy a, —oo <a <+4oco uchun {x|x €D, f(x) <a} to’plam D da
ochig.

f(x) funksiya D to’plamda quyidan yarim uzluksiz deyiladi, agar —f(x)
funksiya shu to’plamda yugoridan yarim uzluksiz bo’lsa. Agar f(x) funksiya bir
vaqtning o’zida ham yiqoridan, ham quyidan yarim uzluksiz bo’lsa, u uzluksiz
deyiladi.

Matematik analiz kursidan ma’lum bo’lganmuhim tushuncha, ya’ni takroriy
integralning karrali integralga tengligi haqgidagi Fubbini teoremasiga asosan
garmonik funksiyaning ta’rifi sifatida o’rta qiymat haqidagi xossasini olish
mumkin. Agar bu tenglikda mos holda < belgisi qo’yilsa, u holda subgarmonik
funksiyaning ta’rifini hosil qilamiz. Bu funksiyaning grafigi xuddi qavariq
funksiyaning grafigi chizigli funksiyaning grafigidan pastda joylashgani kabi
garmonik funksiyaning grafigidan pastda yotadi. Hagigatdan qavariq funksiya —
bu bir 0’zgaruvchili subgarmonik funksiyadan iboratdir.
1.9-ta’rif [7]. D c R? sohada aniglangan U(x,y) funksiya D sohada
subgarmonik deyiladi, agar
a) —oo<U(x,y) <+4oo, (x,y) €D;

b) U(x,y) funksiya D sohada yuqoridan yarim uzluksiz;
V) ixtiyoriy (xq,y0) € D uchun shunday etarlicha kichik » musbat son topiladiki,

1
U(xg, <— U(x,y)dS
Goy) 7 | UGy

Sr(x0,¥0)

1.3-xossa. Agar U;(x,y), U,(x,y), -+, Ux(x,y) - D sohada subgarmonik

funksiyalar va ty,t,, -, t; - nomanfiy butun sonlar bo’lsa, u holda U(x,y) =
k  t;U;(x,y) ham D sohada subgarmonik funksiyadir.

1.4-xossa. Agar U;(x,y),U,(x,y), ---,Ux(x,y) - D sohada subgarmonik

funksiyalar bo’lsa, u holda U(x,y) = sup;=;.., U;(x,y) ham D sohada

subgarmonikdir.



1.5-xossa. Agar U(x,y) € C>(D) funksiya D sohada, u holda U(x,y) -
subgarmonik funksiya bo’lishi uchun AU(x,y) = 0 tengsizlikni bajarilishi zarur
va yetarli.
1.2-xulosa. Subgarmonik funksiyaning 1.8-ta’rifi va 1.5-xossasidan ko’rinadiki
qanday garmonik funksiya to’plami  subgarmonik funksiyalar to’plamining
gismini tashkil etar ekan. Demak, har ganday garmonik funksiya subgarmonik
eran, teskarisi o’rinli emas.
1.7-misol.  U(x,y)=x?-3xy+y?>—4x+6y—-8 va b) v(xy)=x3-y*
funksiyalarni D = R? sohada subgarmoniklikka tekshiring.
Yechish. U(x,y) = x? —3xy + y? —4x+6y —8 funksiya D = R? sohada aniglangan
va ikki marotaba uzluksiz xususiy hosilalarga ega ekanligidan 1.5-xossadan
foydalanib subgarmoniklikka tekshiramiz. Buning uchun undan birinchi tartibli
xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

U, =2x+3y -4,

U, =-3x+2y+6.
Bular yordamida Laplas tenglamasiga kerakli bo’lgan 2-tartibli xususiy hosilalarni

topamiz:

Bu holda barcha (x,y) e D=R? uchun

Au=uU,, +U, =2+2=42>0

bo’lib, berilgan funksiya U(X,y)=x*-3xy+y*—4x+6y—8 funksiya
tekislikning barcha nugtalarida subgarmonik ekanligiga ishonch hosil gildik.
1.8-misol. U(x,y)=x>—y*® funksiyani D=R? sohada subgarmoniklikka
tekshiring.

Yechish. Bu funksiyani R? tekislikda subgarmoniklikka tekshirish uchun, xuddi
1.7-misoldagi kabi xususiy hosilalarni topamiz:

U, (x,y)=3x* U,(xY)=6X,
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U,(x,y)=-3y", U, (xy)=-6y.
Ushbu funksiya uchun
AU =U,, +U,, =6(x-Yy) =0

bo’lib, bu tengsizlikdan U (x,y) funksiya R? tekislikning argumenrlarning y < x

tengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida subgarmonik bo’ladi.
1.9-misol. 1.8-ta’rifdan ko’rish mumkinki U(x) = —co ham subgarmonik

funksiyadir.

§ 1.4. Subgarmonik funksiyaning asosiy xossalari

1.3-xo0ssa. Agar f(z) —z = x + iy kompleks o’zgaruvchining tekis D sohasida
bir giymatli analitik funksiyasi bo’lsa, u holda U(z) = In|f(z)| funksiya D
sohasida subgarmonikdir.

1.4-teorema. Agar U(x) funksiya D sohada subgarmonik, ¢(U) gavariq va U(x),
x € D funksiyaning qiymatlar sohasida o’ssin, yoki U(x) funksiya D sohada
garmonik, @(U) R da qavariq bo’lsa, u holda ¢@[U(x)] funksiya D sohada
subgarmonik bo’ladi.

Isbot. Faraz qgilaylik, U(x) funksiya D sohada garmonik bolsin. ¢(U) gavariq
ekanligidan, u R da uzluksizdir, bundan kelib chigadiki, ¢[U(x)] uzluksiz va
cheklidir. Shunday qilib, subgarmonik funksiyaning a), b) shartlaribajariladi.

Bundan tashqari,

U(xo,¥0) = — J.

2nr Y Sr(X0,Y0)

U(x,y)dS,

1

LU G0 ¥)] = @ (5= xo ) UCOWAS) S [ 0[U(x,y)]dS,
bu holatda subgarmonikligi isbotlandi.
Endi U(x) funksiya D sohada subgarmonik, ¢ (U) uzluksiz va U(x), x € D
funksiyaning qiymatlar sohasida R o’sadi (U(x) = —oo Kkiritiladi). U holda
@[U(x)] funksiya yugoridan yarim uzluksiz va R da +co ga aylanmaydi. Demak,



1.8-ta’rifning v) shartini isbotlash qoldi. ¢@[U(x)] funksiya o’suvchi, U(x)

subgarmonik, bundan

1 1
LU G0, Y < 0 (5= fy iy UCH WS ) S o= [ [U(x,y)]dS.

- 2nr
Bu teoremaning to’liq isbotini ta’minlaydi.
1.1-natija. Agar U(x) funksiya D sohada subgarmonik bolsa, u holda ixtiyoriy
A >0 uchun e?V va [U*(x)]¥, k = 1 funksiyalar ham D sohada subgarmonik
bo’ladi, bu yerda U* (x) = max(U(x), 0).
1.2-natija. Agar U(x) funksiya D sohada garmonik va k = 1 bolsa, u holda
|U(x)|* funksiya D sohada subgarmonik bo’ladi,
1.3-natija. Agar f(z) funksiya D sohada bir qiymatli analitik funksiyasi bo’lsa,
u holda In*|f|¥, k=1 va |f|* 2> 0 funksiyalar D sohasida subgarmonik
bo’ladi, bu yerda In™|f| = max(In|f],0).
1.10-misol. f(z) = e* bir giymatli analitik funksiya moduli
u(x,y) = |f(2)| = |e”|
funksiyani subgarmoniklikka teshiring.
Yechish. f(z) = e* funksiya butun kompleks tekislikda bir giymatli analitik
funksiya ekanligi 1.1-misolda garalganlar edi.
u(x,y) = f(2)| = |e*| = || = |e*e”| = e*
funksiya ikki marotaba uzluksiz differensiallanuvchi va hosilasi 0’ziga teng bo’lib,
barcha haqiqiy x —larda nomanfiydir. Demak, 1.3-xossaga va 1.3-natijaga ko’ra

bu funksiya subgarmonikdir.
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