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Kirish
Mavzuning dolzarbligi. Matematik fizika tenglamalari kursidan bizga
ma’lumki, aralash tipdagi tenglamalar nazariyasi amaliy ahamiyatga egadir. Bu
nazariya, ayniqgsa, XXI asrda tez rivojlanib borayotgan zamonaviy differensial
tenglamalar nazariyasining bir bo’limi hisoblanadi.

Aralash tipdagi tenglamalar nazariyasidagi masallalarni hal etishda o’zbek
olimlaridan akademiklar Salohiddinov M.S.[1-4], Jo’rayev T.J.[5-9] va ularning
shogirdlarining ilmiy ishlari muhim o’rin egallaydi.

Aralash parabolik tipdagi 2- tartibli xususiy hosilali chizigli tenglamalar
uchun chegaraviy masalalar bo’yicha birinchi fundamental tadgiqot ishlari fransuz

matematigi M.Gevre[10-11] tomonidan hal etilgan.

Ushbu magistrlik dissertatsiyasida aralash tipdagi buziluvchan parabolik
tenglama uchun lokal va nolokal chegaraviy masalalar tadqiq etilgan bo’lib, u

Kirish gismi, uchta bob, xulosa va foydalanilgan adabiyotlar ro’yxatidan tuzilgan.

Ishning magsadi . Aralash tipdagi buziluvchan parabolik tenglama uchun
lokal va nolokal chegaraviy masalalar yechimining mavjudligi va yagonaligini

isbotlash.

Tadgiqot usuli. Aralash tipdagi buziluvchan parabolik tenglama uchun lokal
va nolokal chegaraviy masalalar yechimining yagonaligi A.V.Bitsadze ekstremum
prinsipi yordamida ko’rsatiladi, yechimning mavjudligi esa integral tenglamalar

nazariyasi asosida isbotlanadi.

IImiy yangiliklar. Dissertatsiyada olingan natijalar quyidagicha:

1) Quyidagi
u, =k(xu, (1)



- aralash tipdagi buziluvchan parabolik tenglama uchun lokal va nolokal

chegaraviy masalalar o’rganildi. Bu yerda X >0 da K(X)= X , X<0 da
k(x)=(-x)", 4,4, >0.

2) A.V. Bitsadzening ekstremum prinsipi yordamida, qo’yilgan masalalar

yechimining yagonaligi ko’rsatildi.

3) Grin funksiyasi yoradamida aralash tipdagi buziluvchan parabolik

tenglama uchun chegaraviy masalalar yechimi topildi.

4) Lokal va nolokal chegaraviy masalalar yechimining mavjudligi integral

tenglamalar nazariyasiga ko’ra isbotlandi.

Amaliy va nazariy ahamiyati. Ushbu magistrlik ishi mavzusi fizika,
mexanika, biologiya fanlarida uchraydigan amaliy masalalarni o’rganishda Kkatta
amaliy ahamiyatga ega bo’lib, dissertatsiyada amaliy va nazariy jihatdan
ahamiyatli bo’lgan yangi natijalar olindi. Bu natijalar xususiy hosilali tenglamalar
nazariyasidagi aralash tipdagi tenglamalar hamda shu tenglamalarga keltiriladigan

amaliy masalalarni hal etishda qo’llanilishi mumkin.

Ishning aprobatsiyasi. Mazkur dissertatsiyada olingan natijalar fizika-
matematika fakulteti, Matematika kafedrasining fizika-matematika fanlari doktori,
dotsent G’.Mo’minov rahbarligidagi ilmiy seminarlarda, ilmiy-amaliy

anjumanlarida ma’ruza qilingan.

E’lon gilingan ishlari. Dissertatsiyaning asosiy natijalari [18-21] ishlarda

e’lon qilingan.

Dissertatsiyaning tuzilishi va hajmi. Dissertatsiya kirish gismi, uchta bob,

xulosa va foydalanilgan adabiyotlar ro’yhatidan tuzilgan.

Ishning umumiy xajmi 65 betdan iborat. Adabiyotlar ro’yhati bo’yicha 22
ta.



Dissertatsiyaning mazmuni. Magistrlik dissertatsiyasining Kkirish gismida
dissertatsiya mavzusi bo’yica foydalanilgan adabiyotlarning gisqacha mazmuni,
uning dolzarbligi, tadgiqot ishida erishilgan asosiy natijalarning gisgacha

mazmuni keltirilgan.

I-bobda dissertatsiya mavzusi uchun zarur boshlang’ich ma’lumotlar
berilgan bo’lib, bunda xususiy hosilali differensial tenglamalar hagida bshlang’ich
ma’lumotlar, maxsus funksiyalar nazariyasidagi Bessel funksiyalari va ularning

ba’zi muhim xossalari keltirilgan.

I1-bobda buziluvchan parabolik tipdagi tenglamalar uchun 1- va 2 -
chegaraviy masalalar qo’yilgan va Grin funksiyasi yordamida bu masalalar

yechimlari ko’rinishi aniglangan.

111-bobda quyidagi

aralash tipdagi buziluvchan parabolic tipdagi tenglama uchun lokal va nolokal

chegaraviy masalalar o’rganilgan. Bu yerda X >0 da k(x)= X" . X<0 da
K(X) =(=x)", 4,4, >0.

3.1-§.da (1) tenglama uchun lokal va nolokal chegaraviy masalalarning

qo’yilishi berilgan.
D - soha X>0 da t=0, X=a,t=T va X <0 da esa t=T Xx=-a,,
t =0, to’g’ri chiziglarning mos ravishda OA, AB,,BB va BB,,B,A,, AO kesmalari

bilan chegaralangan bo’lsin. Bunda & = (2g; )%qi , 20, =4 +2(1=12).

D"va D orgali D- sohaning mos ravishda X>0 va x<0 bo’lgan

holdagi gismlarini belgilaymiz:

D' ={(x,t):0<x<a,0<t<T},

5



D™ ={(x,t):—a, <x<0,0<t<T},

| ={(x,):x=0,0<t<T},

J*={(x1):0<x<a,t=0}, J ={(x,t):-a, <x<0,t=0}

L' ={(x,t):x=a,0<t<T} L ={x1):x=-a,0<t<T}

Demak, D=D"uluD".

T a’ r i f. (1) tenglamaning D - sohadagi regulyar yechimi deb, quyidagi

shartlarni ganoatlantiruvchi U(X,t) funksiyani ataymiz:
1) u(x,t) e C**(D);

2) U(x,t) - D*w D~ sohada (1) tenglamani ganoatlantiradi.
D - sohada (1) tenglama uchun quyidagi masalani o’rganamiz.

M asala I Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi u(X,t) funksiyani

aniglang:
1) u(x,t) e C(D);
2) U(X,t)- (1) tenglamaning D - sohadagi regulyar yechimi;

3) U(X,t) - chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi:

ul,, =0, u,. =0; (2)
u(a,t)=g(t), 0st<1, 3)
u(-a,,t) =, (1), 0<t<yl (4)

4 fimu, o) = Jim U (X ). ©



bu yerda ¢, (t)(1=12) - berilgan funksiyalar bo’lib,
¢, (t) e C[0,1]~C?(0,0). (6)
Masala Il. Quyidagi xossalarga ega U(X,t) funksiyani aniglang:
1) u(x,t) eC(D);

2) U(x,t)- (1) tenglamaning D - sohadagi regulyar yechimi:

3) ushbu chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi:

ul,. =0, u,- =0; (2)
u(@a,t) + 24 (Hu(ey (t),t) = x (1), 0<t<T, (7)
u(—a,t) + 1, (u (e, (t),t) = z, (1), 0<t<T; (8)
4 MU (x.t) = mu, (x.,), ©

bu yerda A4 (t), Ai (t), Q, (t)(i =1 2) - berilgan funksiyalar bo’lib,

1), 7,0), 1) €C[0,TINC2(O,T]. 0

Masala Ill. Quyidagi xossalarga ega U(X,t) funksiyani aniglang:

1) u(x,t) e C(D):

2) u(x,t)- (1) tenglamaning D - sohadagi regulyar yechimi;

3) U(X,t)- (2), (5) shartlarni va ushbu nolokal shartlarni ganoatlantiradi:
u(@a,t) + 14, (U0, t) + 2 (Ou(e (1), 1) = 1 (1), 0<t<T, (11)

u(=a,t) + 14, (U(0,t) + 5, (Du(ex, (1), 1) = 2, (1), O<t<T; (12)
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bu yerda £ (t), 14 (1), 7 (), & (1)( =1.2) - berilgan funksiyalar bo’lib,
14 (8), 2 (£), 7 (1), o (t) € C[O,T]NC*(0, T1. (3;)

Ko’rinib turibdiki, £;(t) = 24(t) =0(1 =12) bo’lgan holda, masala 11l dan

masala I hosil bo’ladi.

3.2-§.da (1) tenglama uchun qo’yilgan lokal va nolokal chegaraviy masalalar

yechimining yagonaligi isbotlangan.
Quyidagi teorema o’rinli.

Teorema 1(Ekstremum prinsipi). (1) tenglamaning D yopiq sohada

uzluksiz u(x,t) yechimi, bu sohada o0’zining maksimum va minimum
giymatlariga Lo L UJ"UJ daerishishi mumkin.

Bu teoremani isbotlashda quyidagi lemmalardan foydalanamiz[2]:

L emma 1l Agar (1) tenglamaning u(x,t) yechim D" yopig sohada

musbat maksimumga (manfiy minimumga) (+0,t;) € | nugtada erishsa, u holda

lim u, (x,t,) <0 uimoux(x,to) >0)

X—+0

L e m ma 2. Agar (1) tenglamaning U(X,t) yechim D yopiq sohada

musbat maksimumga (manfiy minimumga) (=0,t,) € | nugtada erishsa, u holda
lim u, (x,t;) > 0 (KILn_wouX(x,tO) <0)

Teorema 1dan masala | yechimining yagonaligi kelib chigadi.

Teorema?2. Agar

@ <1 (i=12) (14)



tengsizliklar bajarilsa, u holda (1) tenglama uchun qo’yilgan masala Il yagona
yechimga ega.

Teorema3. Agar
| @) + |4 @] <1 (i=12) (15)

tengsizliklar o’rinli bo’lsa, u holda (1) tenglama uchun qo’yilgan masala IIl yagona

yechimga ega.

Oxirgi 3.3-§ quyidagi yechimning mavjudligi haqidagi teoremalarni
isbotlashga bag’ishlangan.

Teoremad4. Agar (3.6,), (3.6,)shartlar bajarilsa, u holda D sghada

masala | ning yagona yechimi mavjud.

Teoremab. Agar (10,), (10,)shartlar bajarilsa, u holda D sohada

masala Il ning yagona yechimi mavjud.

Teoremab6. (13), (13,)shartlar o’rinli bo’lsin. U holda D sghada

(3.1) tenglama uchun qo’yilgan masala III ning yagona yechimi mavjud.

(1) tenglama uchun qo’yilgan masalalarning D"va D sohadagi

yechimlari ushbu
u, =k(xu,

-buziluvchan parabolik tenglama uchun 1- yoki 2- chegaraviy masalaning yechimi

sifatida aniglanadi.



I-bob. Boshlang’ich ma’lumotlar

1.1-§. Xususiy hosilali differensial tenglamalar nazaruyasidan ba’zi

ma’lumotlar

1. E"-Evklid fazosida D -ochiq bog‘limli sohani garaymiz va bu sohada
biror X = (X{, X5,..., X, ) € D nugtani olamiz, bunda X;s X5+, X, - ortogonal
dekart koordinatalar sistemasidagi X nugtaning koordinatalari. D sohada
aniglangan U = U(X) funksiyani garaymiz

Ta’rif 1. Tartiblangan manfiy bo’lmagan N ta butun sonning
a = (o, a,,...,a,) ketma-ketligi n -tartibli mu’lteindeks deyiladi,

‘04 =a, ta, +..+a, son esa mu’lteindeksning uzunligi deyiladi.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz: U(X) funksiyaning X € D nugtadagi

o] =a, +a, +...+ a, -tartibli hosilasi:

o
D“u=D",D%,...,D"U =— f = —,
0™ X,0%X,,...,0™X,

u holda D°u =u(x) . Xususan, « = ¢, da:

o“u ou
= — Du=— : > _
ox. oX; OX; -

D“u

Faraz gilamiz, F=F(X,...p,,...) funksiya D sohada x nuqgtaning va

Py = Pos PPy, =D“U, &, =01,... haqiqiy o’zgaruvchining berilgan

oF
funksiyasi bo’lib, kamida bitta 5 #0 (m=max|e|) bo’Isin.
m
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Bundan tashqari, c” (D) orgali D sohada aniglangan va k - tartibgacha

xususiy hosilalri bilan uzluksiz bo’lgan haqigiy U (X) funksiyalarning to’plamini

belgilaymiz.

Ta’rif 2. Quyidagi munosabat

F(x,...,D“U,..)=0 (1.1)

noma’lum  U(X) =U(X;,X,,...,X,) funksiyaga nisbatan M—tartibli N

o’zgaruvchili xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi. Bu yerda F -berilgan

funksya.

Agar F funksiya barcha P, Qa\=0,1,...,m) o’zgaruvchilarga nisbatan

chizigli funksiya bo’lsa, (1) tenglama chiziqli differensial tenglama deyiladi.

Agarda F | ‘05‘ =M bo’lganda barcha P, o‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli

funksiya bo’lsa, (1) tenglama kvazichiziqli differentsial tenglama deyiladi.

Ta’rif 3. Agar D sohada aniglangan U(X) funksiya (1.1) tenglamada

gatnashgan barcha tartibdagi hosilalarri bilan uzluksiz bo’lib, uni ayniyatga

aylantirsa, u holda u(x) funksiya (1.1) tenglamaning regulyar yoki klassik
yechimi deyiladi.

Xususiy hosilali M —tartibli chizigli differensial tenglamani quyidagicha

yozlish mumkin:

Lu= >a,(x)Du= f(x) (1.2)

lar|<m

ko’rinishda yozib olish mumkun.
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Agar VX e D lar uchun (1.2) tenglamaning o’ng tomoni f (X) =0 bolsa,
u holda (1.2) tenglama bir jinsli, f (X) # 0 shart bajarilsa, - bir jinsli bo’lmagan
tenglama deyiladi.

Agar U(X)va V(X) funktsiyalar bir jinsli bo’lmagan (2) tenglamaning

yechimlari bo’lsa, W(X) =U(X) —V(X) ayirma funksiya bir jinsli (f =0)

tenglamaning yechimi bo’ladi.

Agarda U;(X),i=12,...,K funktsiyalar bir jinsli (f =0) tenglamaning

k
yechimlari bo’lsa, U(X):Zciui(x) funksiya ham, bu yerda C; —haqigiy
i=1

o’zgarmaslar, shu tenglamaning yechimi bo’ladi.

Xususiy hosilali ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama

m o%u
(X
i%A'”( )axiﬁx.

]

+3 B (X2 +C(0u = F(X) (L3)

ko’rinishda yozish mumkin, bu yerda A ;, B;, C, F— D sohada berilgan

hagiqgiy funksiyalar. Bu yerda barcha X € D da Ai,j = Aj,i va

Zn:A?j(x)¢O.

i, j=1

Shuni aytish lozimki, (1.3) tenglamaning barcha A j, i,j=1...,n

koeffiisientlari nolga teng bo’lgan X € D nugtalarda tenglama 2- tartibli bo‘lmay

goladi, ya’ni bu nugtalarda tenglamaning tartibi buziladi.

2. Xarakteristik forma tushunchasi. n- o’Ichovli fazoda 2-tartibli differensial

tenglamalarning klassifikasiyasi. Faraz qilamiz, (1.1) tenglamada ishtirok

etayotgan F =F(X,...p,....) funksiya, P, =P, ... |2=M ozgaruvchilar

12



bo’yicha uzluksiz 1- tartibli hosilalarga ega bo’lsin. (1.1) tenglama nazariyasida

A2y, A, hagiqiy o’zgaruvchilarga nisbatan ushbu

oF
KAy dgroond) = D —— 2% A% = A7, AZ2 ., AT (L4)

n
jafem OP

m—tartibli forma - m darajali bir jinsli ko’phad muhim ro’l o’ynaydi. Bu forma (1)

tenglamaga mos bo’lgan xarakteristik forma deyiladi.

Ikkinchi tartibli kvazichizigli

: 0%u
(X + d(x,u,u, ,U, ,...,u, )=0 .
;&A"( )axiaxj (LU Uy Uy ) (1.5)

differensial tenglama uchun (1.4) forma

QU 2y A) = YA ()2 -2, (L.6)

i1
kvadratik formadan iborat, bu yerda A;(x) € C(D).

(1.5) tenglamada erkli o’zgaruvchilarni almashtirib uni soddaroq

ko’rinishga keltirishga xarakat gilamiz. Shu magsadda, teglamada
X = (X;, X5,y X,) 0’zgaruvchilar o‘rniga yangi Y = Y(X)  ya‘ni
Vi = Y (X %o X)) k=10
o’zgaruvchilarni
Yo =B X+ B X+t S X, K =1,n
tenglik orgali kiritamiz. x — o’zgaruvchilarning biror atrofida Y, (x) € C*(D)

bo’lsin va ushbu yakobian

D(¥1. Y ¥a)
D(Xs Xy yeeer X))

deb hisoblaymiz. Demak, bu shartga asosan, x o’zgaruvchilarni y orqali
ifodalashimiz mumkin, ya'ni x=x(y). U holda y - yangi o’zgaruvchilar bo’yicha

u(x) funksiyaning hosilalari:

13



ou Z”: ou 8yk
ox, oy, ox

g U N H N Y,
OX;0%;  kea0Y 0¥, OX; O% 1T Oy, OX;0%

Bularni (1.5) tenglamaga qo’ysak, quyidagi tenglamaga kelamiz

" L O Oy, Oy -O0u D%,
i;p"j(x){k;ayeayk OX; OX, +kZ:;6yk axjaxi}+

+Dy(y,u,U,, ... U, ) =0

yoki
-~ o°u o .
kze::lAk,e(Y) e +@,(Y,U,Uy ,...,U, )= an
Bu yerda
¥, N
i,j=1 Xj OX , (18)

(Dl(y,u,uyl,...,uyn) =

> laykIZA ( ) +d) o (Y U, Uy .Uy ).

(1.5) tenglama aniglangan D sohada x, nugtani olamiz, va ushbu

belgilashlarni kiritamiz.

_ W (%)
=Y(%,), Ba=—0%

U holda (8) formani x, nugtada quyidagicha yozish mumkin:

Kk,e(yo) = Zn:Ai,j(X)ﬂe,jﬂk,i (1.9)

i,j=1

(1.6) kvadratik forma x, nuqtada

14



n

Q= zAi,j(XO)ﬁ“i 'lj (1-10)

i,j=1

ko’rinishda yoziladi.

Ushbu

A :iﬁk,igk ,det(5,;)=0 (1.11)

maxsus bo’lmagan affin almashtirish yordamida (1.10) kvadratik forma quyidagi

ko’rinishga keltiriladi:

Q= Zn:AIJ (XO)(Zn:ﬁk,igkj'(Zn:ﬁe,iéej = Zn: gkge[zn:Ai,j (Xg) - B 'ﬂej] =
k=1

i,j=1 e=1 k,e=1 i,j=1
= > Ae(¥0)SkSe (1.12)
k,e=1

Bu kvadratik formaning koeffitsiyentlari ham (1.9) formula bilan aniglanadi.

Shunday qilib, (1.5) tenglamani x, nuqtada x o’zgaruvchilar o’rniga yangi

y = y(x) o’zgaruvchilar kiritib soddalashtirish uchun, shu nuqgtada (1.10)
kvadratik formani maxsus bo’lmagan (1.11) chizigli almashtirish yordami bilan

soddalashtirish yetarlidir.

Bizga algebra kursidan ma’lumki, hamma vaqt shunday maxsus bo’lmagan
(1.11) almashtirish mavjud bo’lib, uning yordami bilan (10) kvadratik forma
quyidagi ko’rinishga olib kelinadi.

Q=> ul’, (1.13)
k=1

bu yerda #, k=1,...,n koeffitsientlar 1, -1, 0 giymatlarni gabul giladi. Shu bilan

birga masbat (manfiy) koeffitsiyentlar soni (inertsiya indeksi) va nolga teng

bo’lgan koeffitsiyentlar soni (forma defekti) affin almashtirishga nisbatan
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invariant, ya’'ni bu sonlar fagat (1.10) forma bilan aniglanib, (1.11)

almashtirishning tanlab olinishiga bog’liq bo’lmaydi.

Bu esa (1.5) differensial tenglamani, A ;(X) koeffitsiyentlarning x, nugtada

gabul giladigan giymatlariga garab, klassifikatsiya gilish imkonini beradi.

Yuqorida fikrlar asosida (1.7) tenglama

Z,ukuykyk +5(y,u,uyl,...,uyn):0 (1.14)
k=1

ko’rinishda yoziladi.

Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning aralash hosilalar gatnashmagan

bunday ko’rinishi, odatda uning kanonik ko rinishi deyiladi.

(1.5) tenglamani fagat N =2 bo’lgan holdagina, bitta nugtada emas, hech
bo’lmaganda X, € D nuqtaning biror kichik atrofida kanonik ko’rinishga olib

kelish mumkin. Bu holni biz alohida ko’rib chigamiz chigamiz.

Agar barcha £, =1 yoki barcha g, =-1 k=1,...,n bolsa, yani Q forma

mos ravishda musbat yoki manfiy aniglangan (gefinit) bo’lsa, (1.5) tenglama xeD
nugtada elliptik tipdagi yoki elliptik tenglama deyiladi.

Agar u, koeffisiyentlardan bittasi manfiy, qolganlari musbat (yoki aksincha)

bo’lsa, (1.5) tenglama X € D nugtada giperbolik tenglama deb ataladi.

u, koeffisiyentlardan | tasi, 1<1<n-1, mushat, golgan n—1 tasi manfiy

bo’lsa, (1.5) tenglamaga ultragiperbolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar p, koeffisiyentlardan bittasi nolga teng, golganlari noldan fargli va bir

hil ishorali bo’lsa, (1.5) tenglama keng manoda x <D nuqtada parabolik tenglama
deb ataladi.
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Agar u, koeffisiyentlardan kamida bittasi nolga teng bo’lsa, (1.5) tenglama

keng manoda X € D nuqgtada parabolik tenglama deb ataladi.

Agar (5) tenglama D sohaning xar bir nuqgtasida elliptik, giperbolik yoki
parabolik bo’lsa, u holda D sohada mos ravishda elliptik, giperbolik yoki
parabolik tipdagi tenglama deb ataladi.

Eslatma. A matritsaning xarakteristik sonlari ushbu det(A—AE)=0

algebraik tenglamaning ildizlaridan iborat, bu yerda E - birllik matritsa.

(1.5) tenglama berilgan D sohaning ixtiyoriy x nugtasida A matritsa
xarakteristik sonlarning ishorasini aniglab, (1.5) tenglamani gaysi tipga tegishli

ekanligini aniglab olish mumkin.

Ushbu

ow Gw
ZA’ 05 OX; 8x

i,j=1
tenglama (1.5) differensial tenglamaga mos xarakteristik tenglama deyiladi.

Agar @(X;,X,,...,X,) funksiya xarakteristikalar tenglamasini ganoatlantirsa,
@ (X, %5,...,X,) =C, C=const
tenglama bilan aniglangan sirt berilgan (1.5) differensial tenglamani xarakteristik

sirti yoki xarakteristikasi deyiladi.

O’zgaruvchlar soni ikkita bo’lganda “xarakteristik sirt”  iborasi o’rniga

“xarakteristik egri chiziq* iborasi qo’llaniladi.

3. Ikkinchi tartibli ikki o’zgaruvchili xususiy hosilali differensial

tenglamalarning  klassifikatsiyasi va kanonik ko’rinishlari. X, Y- erkli

o’zgaruvchilar,u = u(X, y) esa noma’lum funksiya bo’lsin.

Ushbu tenglik
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A(X, y)u,, +2B(x, y)u,, +C(x, y)u, +F(x,y,u,u,,u,)=0 (1.15)
yuqgori tartibli hosilalarga nisbatan tenglama chizigli tenglama deyiladi.

A, B,C, F, —berilgan funksiyalar.

Agar (1.15) tenglamada A, B,C —koeffisiyentlar X, Y lardan tashqari

U,u,,u, larga ham bog’liq bo’lsa, u holda bunday tenglama kvazi chizigli

tenglama deyiladi.

Agar tenglama U, U, U, yuqorori tartibdagi hosilalarga nisbatan chizigli

bo’lgani kabi, U funksiya va uning U,,U, 1- tartibli hosilalariga nisbatan chizigli

bo’lsa, tenglama chizigli tenglama deyiladi:

A(X, Y)u,, +2B(X, y)u,, +C(X, y)u,, +a(x, y)u, +

+b(x, y)u, +c(x, Y)u+ f(x,y) =0, (1.16)

bu yerda A B,C,a,b,c, f - berilgan funksiyalar.

Agar f =0 bo’lsa, chizigli tenglama bir jinsli, f #0 bo’lsa, - bir jinsli

bo’lmagan tenglama deyiladi.
Quyidagi
Ady? — 2Bdydx +Cdx* =0 (1.17)

yoki

dy B+VB’-AC

. A , (1.18)
dy B-vVB*-AC
X A : (1.19)
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tenglamalar (1.15) tenglamaning xarekteristik tenglamalari deyiladi, ularning

yechimlari esa
p(xy)=c  w(xy)=c (1.20)
(1.15) tenglamaning xarakteristikalari deyiladi.
Ta’rif. (1.15) tenglama biror M nugtada

agar B> —AC >0 bo’lsa, giperbolik tipdagi,

agar B”—AC =0 bo’lsa, parabolik tipdagi,

agar B?—AC <0 bo’lsa, elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

4. Buzuluvchan differensial tenglamalar. (1.15) tenglamani garaymiz.

(1.15) tenglama D sohada elliptik tipga tegishli bo’lsin. D sohaning butun
chegarasida yoki bu chegaraning biror gismida B?—AC =0 bo’lsa, u holda (1.15)

tenglama D da buziluvchan elliptik tenglama deyiladi. D soha chegarasining
bu qismi esa (1.15) tenglamaning buzilish chizig’i  yoki parabolik chizig’i
deyiladi.

Bunda parabolic chizig nuqgtalarida quyidagi ikkita hol bilan chegaralanamiz,

ya’ni y: B?— AC =0 parabolik chiziq nugtalarida :yoki
Ady? — 2Bdxdy + Cdx* # 0. (1.21)
yoki
Ady? — 2Bdxdy +Cdx* =0 (1.22)

(1.21) tengsizlik shuni bildiradiki, (1.15) tenglama uchun xarakteristik yo’nalish
y : B> = AC =0 chiziq nugtalarida bu chizigning urinma yo’nalishi bilan ustma-ust

tushmaydi, (1.22) tenglik esa bu yo’nalishlarni ustma-ust tushishini ko’rsatadi.
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Birinchi holda (1.15) tenglama birinchi tur buzuluvchan elliptik tenglama
deyiladi, ikkinchi holda esa - ikkinchi tur buzuluvchan elliptik tenglama deyiladi.

Bunday tenglamalarning eng soddalariga
yuxx +uyy = O’ (yZO)
va

yu,, +u, =0(y =0)

tenglamalarni misol qilib Keltirishimiz mumkin. Bu tenglamalar uchun y=0

parabolic buzilish chizig’I bo’ladi. Y >0 da tenglamalar elliptic tipga tegishli va

mos ravishda ular birinchi tur va ikkinchi tur buzuluvchan elliptik tenglamalardir.

(1.15) tenglama D sohada giperbolik tipga tegishli bo’lsin. D sohaning
butun chegarasida yoki bu chegaraning biror gismida B*— AC =0 bo’lsa, u holda
(1.15) tenglamani D yopiqg sohada buziluvchan giperbolik tenglama deyiladi; D

soha chegarasining bu qismi esa (1.15) tenglama uchun buzilish chizig’i yoki

parabolik chizig’i deyiladi. Bunda (1.15) tenglama xarakteristik yo’nalishlari
maydoni chegarasida y:B*—AC =0 parabolik chiziq holatining ikki holi bilan

chegaralanamiz:

1) y parabolik chizigning xech bir nugtasida urinma (1.15) tenglamaning

xarakteristik yo’nalishi bilan ustma-ust tushmasin, ya’ni » ning hamma yerida

Ady? — 2Bdxdy + Cdx? = 0. (1.23)

U holda y - (1.15) tenglama xarakteristikalarining o’sish nuqtalarining geometric

o’rni bo’ladi;

2) y parabolik chizigning xar bir nuqgtasida urinma (1.15) tenglamaning

xarakteristik yo’nalishi bilan ustma-ust tushsin. Bu shuni bildiradiki, y da

20



Ady? —2Bdxdy +Cdx* =0 (1.24)
tenglik o’rinli, ya’ni y chizig bir vagtda (1.15) tenglamaning xarakteristikasi
bo’ladi [(1.15) tenglama xarakteristikalar oilasining eguvchilari].

1-holda (1.15) tenglama birinchi tur buziluvchan giperbolik tenglama, 2-

holda ikkinchi tur buziluvchan giperbolik tenglama deb ataladi.
Misol uchun,
yu, —u, =0, yu, —u, =0(y =0)

tenglamalar mos ravishda 1-tur va 2-tur buziluvchan giperbolik tipdagi tenglamalar

bo’lib, =0 parabolic buzilish chizig’i bo’ladi.

1.2-§. Bessel funksiyalari va ularning xossalari

1. Eyler integrallari(Gamma va Beta funksiyalar). Quyidagi

B(a,b) = jta‘l(l—t)b‘ldt (a>0, b>0)
0
(1.25)

integral Beta funksiya yoki birinchi tur Eyler integrali deyiladi. U ikki ozgaruvchili
a va b parametrlarning funksiyasini ifodalaydi.

Beta funksiya quyidagi xossalarga ega:

17, Beta funksiya a va b ga nisbatan simmetrik, ya’ni

B(a,b) = B(b,a)
2%, Quyidagi formulalar o’rinli

a-1

> B(a,b) =
a>1 da B(a,b) a+b-1

B(a—-1b),
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b-1

B(a,b) =
b>1 da B(a,b) a+b-1

B(a,b—1)

Agar ava b lar mos ravishda m va n natural sonlardan iborat bo’lsa, u holda

(n=D!(m-1)!

B(m.n) = (m+n-1)!

3%, Beta funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

+at ta—l
B(ﬂ,b) = J’ mdf
0

Xususan,
+ar
g1 s 11
B(a,l—a]zf dt = sin—, B(—,—)Zn
1+t an 2 2
0
bo’ladi.
Ushbu

r(a)=[e t*"dt (a>0) (1.26)

integral, Lejandr tomonidan Eylerning ikkinchi tur integrali deb nomlangan
vau ' (“Gamma”) funksiyani aniqlaydi.

I' funksiyaning sodda xossalarini keltiramiz:

1° I'(a) funksiya, barcha a = 0 giymatlarda, uzluksiz va barcha tartibdagi

hosilalarga ega.
2% I'(a) funksiyauchun I"(a+1)=al(a) formula o’rinli.

Bu formula yordamida
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I'(a+n)=(a+n-1)(a+n-2)..(a+lal(a)
tenglikni olish mumkin. Bundan esa /' (n+1) =n!

'a+1)

3°. a—>0davaa—+wo daham ['(a)= —> 400

49 Beta va Gamma funksiyalar orasida quyidagicha bog’lanish mavjud

I(a)I(b)
B(a,b) = ———.
@b =T+ o
5°. Quyidagi formula o’rinli
Ma)[{a—1) = ——.
sinam

a= %da, bu yerdan

6°. Ushbu Lejandr formulasi o’rinli

I"(a)f(a —I—%) _ _Jm

~ p2a-1

I'(2a).

2.Bessel funksiyalari va ularning xossalari. Birinchi tur Bessel funksiyalari.

Ushbu tenglama
x2y " +xy' + (x2 —u?)y =0 (1.27)

yoki
T+ . +(1 k) - 0
y 3y 27 =
Bessel tenglamasi deyiladi. Bu yerda u - o’zgarmas son (1.27) tenglamaning

indeksi deyiladi;
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U2

1
P = aw=1-%;

Quyidagi
x(1—x)y"+[c—(a+b+Dx]y —aby =0

gipergeometrik tenglamadan (1.27) tenglamani keltirib chigaramiz. Shu magsadda

gipergeometrik teglamada quyidagi

2 2
, 6 d¢
~ 4q2p?

X = 5— dx = 0 d¢
" 4ab’ " 2ab’

dx

almashtirishni bajaramiz. U holda

_§_Z d2y+ _(1+1+i>§_2 ﬂl_k =0
4ab d§2 b a ab) 4 |g¢& ¢ y

tenglama hosil bo’ladi. Bu yerdana - o vab — o da
Ey'+2cy'+ &y =0
tenglamani olamiz. Endi bu tenglamada
y=¢ z
almashtirishni bajaramiz vabuyerda c=pu+ % deb olsak,
7+ Ez+ (52 —uz=0

(1.27) Bessel tenglamasining o0’zi hosil bo’ladi.

(1.27) tenglamada ushbu
y =xtz

almashtirish bajarsak, z ga nisbatan quyidagi tenglamani hosil gilamiz:

24



2u+1

' =0 1.28
Z zZ +z ( )

(1.27)tenglamaning yechimini ushbu darajali qator o’rinishida izlaymiz

zZ = z Cpx™. (1.29)
n=0

Bundan z" va z" hosilalarni hisoblaymiz:

z'=Cy42Cx +3C3x% + -+ (N + 2)Cpppx™ + -

z C
—= 71+ 2C, +3C3x 4 4 (N + 2)Cpypx™ + -

z =20, +2:3C3x+3 4Cx%+ -+ (n+1D(n+2)Chipx™+ -
Bularni (1.28) tenglamaga o’rniga qo’yamiz, u holda

2u+1

Cy +[2C, + 2u+1)2C, + Cy] +

+[2:3C3+ 2u+1)3C; + C{]x + [3- 4C, + u + 1)4C, + Co]x? + -+

H[(n+ D +2)Cryy + Qu+ D+ 2)Cpyy + Cylx™ + -+ = 0.

Endi anigmas koeffitsiyentlar usulini qo’llagan holda, x ning barcha

darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni nolga tenglaymiz:

C, =0 (1.30)
nmM+1)(n+2)Chy + Qu+1)(n+2)Cpy, +C,=0,n=1,2,..

Oxirgi tenglikdan
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Cn

Chog = — T DT D" 0,1,2, ... (1.31)
(1.30) va (1.31) tengliklardan
Cb=C=C5=-=0Cpq1="=0
G =~ 2(2;fo+ 2)
Ca Co

C = — = ,
4 4Qu+4) 2-4Qu+2)Qu+4)

C, _
o 2nRu+2)QRu+4) .. Qu+2n)

= (—1)"
Con = (D" 5

Co

ifodalarni hosil gilish mumkin. Koeffitsiyentlarning bu giymatlarini (1.29) ga olib

borib qo’ysak, (1.28) tenglamaning yechimini quyidagi qator ko’rinishida topamiz:

x2n

1+nz=(:)(—1)n22n.1-2-__.-n(,u+1)(11+2) )|

z=C, (1.32)

Bu yerda C, - o’zgarmas sonni ixtiyoriy tanlab olishimiz mumkin. Matematik
analiz kursidan ma’lum bo’lgan Dalamber alomatiga ko’ra, (1.32) gator x ning

barcha qiymatlarida yaginlashuvchi bo’ladi.

Darajali gatorni, bu qator yaqinlashish o’ralig’ida doimo hadma-had
differesiallash mumkin bo’lgani uchun, (1.32) gator bilan ifodalangan z funksiya

(1.28) tenglamaning yechimi bo’ladi.
C, - 0’zgarmasni quyidagicha tanlab olamiz:

1
Co= .
O 7 28T (u+1)

Ma’lumki,
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1-2-...n=n'=T(n+1),

w+Duw+2)...(u+n)fr(u+1)=Q@+2)(u+3) ..
w+nmlu+2)=-=@+n)l+n)=Tu+n+1)
tengliklar o’rinli. Bu tengliklarga asosan (1.32) ni quyidagicha yozamiz:

1
S 20T(u+ 1) *

xZn

+;(_1)n 2212 (et D+ 2) -t mlE+1)

e 2n

X
- 2““ 22T (n+ DI+ n + 1)

n=0
Shunday qilib, (1.28) tenglamaning yechimini anigladik. Endi bu yechimni
y = x#z tenglikka qo’ysak, (1.27) tenglamaning yechimini hosil gilamiz va uni

Ju(x) orgali belgilab olamiz:

(x)2n+u
Ju(x) = Z( Tt DMt nt 1) (1.33)

Ju(x) funksiya 1- turdagi u indeksli yoki p tartibli Bessel funksiyasi
deyiladi. Bu funksiya (1.27) Bessel tenglamasining yechimlaridan biridir. Xususan,
1Du = 0 bo’lganda

3"

Jo(x) = ;(—1)nm =

o x 2n
= Z(_l)n@_ (1.34)
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2)u = 1bo’lsa,

)Zn
@) = Z( )

n!'(n+1)!

Umuman u ning butun musbat giymatlarida

. ({)Znﬂi
Ju(x) = 2(— )nm (1.35)

n=

(1.34) va (1.35) formulalardan ko’rinadiki, ¢ ning u = 0 yoki ixtiyioriy
butun va juft giymatlarida J,(x) Bessel funksiyasi juft funksiya bo’ladi.

p kasr son bo’lganda J,(x) funksiyani x = 0 lar uchun tekshiramiz.
(1.27) tenglamada u? gatnashayotgani sababli, yugoridagi mulohazalar u ni —pu
ga almashtirganda ham (1) tenglamaning yechimiga olib keladi. Shunday qilib,
(1.33) funksiyada u ni—u ga almashtirtirsak, quyidagi funksiyani olamiz:

5"
Jou(x) = Z( i+ D (—p+nt 1) (1.36)

J—u(x) funksiya ham 1-turdagi —pu indeksli Bessel funksiyasi deyiladi.

p indeks butun son bo’lmagan holda, [,(x) va  J_,(x) funksiyalar
chizigli bog’liq bo’lmaydi, chunki bu holda ularni ifodalovchi (1.33) va (1.36)
qatorlarning boshlang’ich hadlarining koeffitsiyentlari noldan farqli bo’ladi va
shuning uchun bu gatorlar x ning turli darajalarini 0’z ichiga oladi. Shunday qilib,

(1.27) tenglamaning butun bo’Imagan u indeks uchun, umumiy yechimi:

y = CJu(x) + CoJ_, (%), (1.37)

bu yerda C;, C, - ixtiyoriy o’zgarmas sonlar.
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Endi turli indeksli Bessel funksiyalari orasidagi munosabatlarni o’rganamiz.

Ixtiyoriy u da 1-tur Bessel funksiyalari uchun quyidagi formulalar o’rinli:

d
E[X”]ﬂ(x)] = x]y-1 (%), (1.38)

d
0] = 7 (0. (1.39)

Hagigatan ham, 1-tur Bessel funksiyasining ushbu

X 2n+u
Ju () = 2( )

Tm+1DI'(u+n+1)

ifodasini (1.38) ni chap tomoniga qo’ysak,

d d had . (x)2n+2u B
ol ) Rl LZ;)(_D 22 (n+ Dl(u+n+ |

B 1) o 2(n+ﬂ)x2n+2[1—1 B
B Z(_ ) 2200 (n + D(u+n)T(u+n)

(x)2n+2,u 1
n 2 _
=x Z< DV rasDrasnsi=n  ~ Jwer®:

(1.39) formula ham xuddi (1.38) formula kabi ko’rsatiladi.
(1.38) formuladan bevosita
xHJ(0) + uxt 1, () = %], (%)
yoki

xJ () + Wy (x) = xJ, -1 (x), (1.40)
(1.39) formuladan esa
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x7HJu () — pux T, () = —x TR (%)
yoki
xJ () = W (x) = =xJ 44 (x) (1.41)

formulani hosil gilamiz.
Endi (1.40) va (1.41) formulalarni qo’shamiz, u holda

]/,t—l(x) _],u+1(x) = 2];1()6), (1.42)

ularni ayirish natijasida

2p
Ju—1(0) + g1 (x) = Ylu(x) (1.43)

formulalarni olamiz.

1.3-§. Ikkinchi tartibli chiziqli parabolik tipdagi tenglamalar.

Ekstremum prinsipi

Bizga ma’lumki, issiqlik targalish yoki muhitda zarrachalarning diffuziya

jarayonlari ushbu umumiy differensial tenglama bilan ifodalanadi

’Ogt_u = div(pgradu) —qu + F(x,t),

n

ou — - = - Op;
bu yerda gradu = Zl‘,&ek vaagar p=p(p, P, p,) -bo‘lsa, divp= Za_sl
i= i i1

Demak,

div(pgradu) = Zn:axi( a_u]

Quyidagi tenglama

u =a’u, +f(xt), O<x<lLt>0 (1.44)

issiglik o'tkazish tenglamasi deyiladi. Bu yerda a’— issiglik targalish
koeffitsiyenti.
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1-chegaraviy masala. Quydagi shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) funksiya
topilsin:
Nulx,t) EC0<x<1,0<t<T)NC*(0<x<[,0<t<T),VT -
0 zgarmas son:
2) u(x,t) funksiya (0 <x<[,0<t<T) ochiq sohada (1.44) tenglamani
ganoatlantiradi.
3) ushbu
u(x,0) =px),0<x <, (1.45)
boshlang’ich va
u(0,t) = u(t), ull,t)=pu,(t),0<t<T (1.46)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
2-chegaraviy masala. (1.44) tenglamaning 1), 2), (1.45) boshlang’ich
shartni va
U, (0,t) =vi(t), u,(l,t)=v,(t),0<t<T (1.46°)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimi topilsin.
Maksimum giymat prinsipini. Quyidagi

N={x=00<t<T}Uu{x=10<t<T}u{t=00<x<1}
to’plam berligan bo'lsin. u(x,t) funksiya 0<x<1,0<t<T sohada
aniglangan , uzluksiz bo’lib 0 < x < 1,0 <t <T  ochig sohada (1.44) teng-
lamani ganoatlantirsin, u holda u(x, t) funksiya o’zining maksimum va minimum
giymatlariga x =0 yoki x =1 chegaraviy nuqtalarda yoki boshlang’ich
momentda (ya’ni I1-sohada) erishadi.

Isbot. Belgilashni kiritamiz:

max[u(x,t)] = M.
Teskarisini faraz qgilaylik. u(x, t) funksiya biror (xq,ty) € II nuqta o’zining mak-
simum qiymatiga erishsin.Ya’ni , u(xy,t,) = M + &,¢ > 0, u holda matematik
kursidan malumki,
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Uy (Xo, to)=0, Uyx (X0, t0)=<0
u(Xg, tg)=0 (to < T da u(xg,te)=0t,Tda),
U (X0, t0)=0)
Quyidagi yordamchi funksiyani kiritamiz.
v(x,t) =ulx,t) + k(t, —t), buyerda k - 0’zgarmas son.
Bir tomondan v(x,,ty) = u(xg, ty) =M + ¢, k - o’zgarmas sonni quyidagicha
tanlab olamiz.
k(ty —t) < KT < &, 0<k<§.
Shunga asosan max |v(x,t)] <M + &. .Shunday qilib , ikkinchi tomondan
quyidagini hosil gildik.
lv(x, Olp < lulg + &l

v(x, t) funksiya haqidagi quyidagi malumotlarga ega bo’ldik.
1)IT sohada v(x, t) funksiya M+e dan aniq kichkina.
2)IT sohaga tegishli bo’lmagan (X, ty)nuqtalarda M+¢ gat eng.

Demak , v(x, t)fuksiya I ga tegishli bo’lmagan nuqtada maksimumga erishadi .
Ya’ni , shunday (x1.t1) €1 nugta topiladiki, vy, (X1,t1)<0 va
v(Xy,t1)=0

Bundan u,, (x4, t;)<0 va u.(x4,t;) = vi(x4,t;)+k>0.

Zidlikka duch keldik. Chunki, bu yerdan u>a?u,, kelib chigadi.

Demak , farazimiz noto’g’ri ekan. u(x,t)funksiya o’zining maksimum
nuqtaga faqat Il da erishadi. Minimum qiymati uchun ham huddi shunday
isbotlanadi. Bunda —u=v almashtirish bajariladi.

Yagonalik teoremasi. Agar u, (x,t), u,(x,t) funksiyalar
0 <x<1,0<t<T sohada aniglangan, uzluksiz bo’lib ,

u =a’u, +f(xt), O<x<lt>0
1ssqlik o’tkazish tenglamasini hamda bir hil boshlang’ich va chegaraviy shartlarni
ganoatlantirsa yani

U1 (X,0)=u,(x,0)=p(x), u1(0,)=uz(0,)=p (1), uy(1,)=uz(1,H)=p,(t)

bo’lsa, uholda u(X,t)=u,(x,t).
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Isbot. Quyidagi funksiyani garaymiz
v(x, t) = u (x, t) —u,(x, t).
uy(x,t) va u,(x,t)lar 0 <t < T da uzluksiz bo’lgan uchun, v(x,t)funksiya ham shu
sohada uzluksiz bo’ladi.

v(x,t) funksiya 0 <x < 1,t >0 sohada v, = a?v,,-issiqlik o’tkazish
tenglamasini ganoatlantiradi. Shunday qilib, v(x,t) uchun maksimum prinsipini
qo’llasak , bu funksiya o’zining maksimum qiymatlariga t=0 yoki x=0 yoki x=1
da erishadi. Shu bilan birga shartga ko’ra

v(x,0) =0,v(0,t) =0,v(,t) =0,
shuning  uchun v(x,t) = 0, bundan u,(x,t)=u,(X,t). Bu yerdan kelib chigadiki , 1-
chsgaraviy masalaning yechimi yagona . Endi maksimum prinsipidan kelib chigadigan
natijalarni isbot gilamiz.

1.Agar issiglik o’tkazish tenglamasining u, (X,t), u,(X,t) ikkita yechimlarni

ushbu
u,(x,0)<u (x,0),
u;(0,0)<u,(0,t) , uy(l,t)<u,(l,t)

shartlarni ganoatlantirsa , u holda
u; (X,0< uy(x,0), Vi, t) E(0<x<1,0<t<T)

Isbot. Hagigatdan ham, v(x,t)=u,(x,t)- ui(x,t) funksiya uchun maksimum

prinspni o’rinli bo'lib,
v(x,0) = 0, v(o,t) =0, v(l,t) =0.

Shuning uchun maksimum prinspiga asosan, barcha 0<x<1, O<t<T lar uchun
v(x,t)= 0 bo’ladi. Aks holda v(x,t) funksiya manfiy mimimum giymatga 0<x<1,
0<t<T sohada ega boladi.

2. Agar issiglik o'tkazish tenglamasining uchta u(x,t), u(x,t), u(x,t)

yechimlari ushbu
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u(xt) <ulxt) <ukxt),t=0x=0,vax=1 da shartlarni ganoatlantirsa, u
holda bu tengsizliklar barcha (x,t) € (0 < x < 1,0 <t < T lar uchun ham orinli
boladi.
Isbot: bu tasdigni isbotlash uchun 1-tasdigni u(x,t)< t(x,t) u(x,t) = u(xt),
funksiyalarga go llash kerak.
1.Agar issiglik o'tkazish tenglamasining ikkita u;(x,t) va u,(x,t) yechimlarri
uchun ushbu
| ur(X,1)- ux(x,t)|= e, t=0, x=0, x=1 da tengsizliklar o'rinli bo’lsa, u holda bu
tengsizlik barcha
(x,t) € (0<x<1,0<t<T laruchun o’rinli bo’ladi.
Isbot: Bu tasdiq 2-natijadan kelib chigadi. Buning uchun uni issiglik o tkazish
tenglamasining quydagi
u(x,t)=-¢
ux,t)= us(x,1)- ux(x,t)
i(xt) ==
yechimlari uchun qollash kerak.
Cheksiz to g ri chiziq uchun yagonalik teoremasi.
u =a‘u, + f(xt), —oco<x<+ow,t>0 (1.44)
cheksiz to g ri chiziq uchun masalalarni yechishda nomalum funksiyani
—oo < X< +oo,t >0 sohada chegaralanmagani talab gilish muhimdir, yani
Ju(X,t)|<M, -0 < X < +00,t >0
Teorema. Agar (1) issiglik o'tkazish tenglamasining ui(x,t) va u,(x,t)
uzluksiz va barcha
(x,t) € (—w0 = x = +o0, t = 0)lar uchun chegaralangan va
U1(X,0)=Uy(X,0) —o0 < x = +oo,
bo'lsa, u holda
Ur(X,0)=us(X,t) —o0 <x < +o0, t=0
Isbot. Ushbu v(x,t)=ui(x,t)=u,(x,t) funksiyani qgaraymiz v(x,t) funksiya

uzluksiz,
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u, =a‘u,
issiglik o'tkazish tenglamasini ganoatlantiradi.
—oo < X <+oo,t >0 butun sohada chegaralanmagan
VX, 0)|=[us (X, +uz(x,1)<2M
Va v(x,t)=0 shartni ganoatlantiradi.

Oralig uchun masala yechimining yagonaligini isbot gilishda maksimum
prinsipini qo’llaylik. Bu yerda esa, yani chegaralanmagan soha uchun uni qollash
mumkin emas. Maksimum prinsipini go llash uchun

IX|= L

sohani qgaraylik, bu yerda L-yordamchi o zgarmas son. Ushbu

Vix,t) = (%J (;— a* r)

funksiyani garaylik. V(x,t)-uzluksiz, fifferensiallanuvchi (1) ssiglik o'tkazish
tenglamasini ganoatlantiradi: Vi=a*V, va quydagi hossalarga ega:
V(x,0)z|V(x,0)=0, V(£L.t) = 2M = V(£L,1).

[X|== L soha uchun maksimum prinsipini qo llasak,

r

4N (
L 2

x? - 4N
—+at] =Vixt) € ——
ratt) v s

(32 i
—+ a’t
2

(x,p)ni biror giymatini fikrlab va L-ni ihtiyoriy ekanini hisobga olgan holda, uni

cheksizlikka intiltirsak, L— o da v(x,t)=0 kelib chigadi. Teorema isbot bo"ldi.
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I-bob bo’yicha xulosa

Aralash parabolik tipdagi 2- tartibli xususiy hosilali chizigli tenglamalar
nazariyasi amaliy jihatdan katta iahamiyatga ega bo’lgan, aynigsa, XXI asrda tez
rivojlanib borayotgan zamonaviy differensial tenglamalar nazariyasining bir

bo’limi hisoblanadi.

I-bob uchta paragrafdan iborat bo’lib, mazkur bobning 1.1-§-da xususiy
hosialali differensial tenglamalar nazaruyasidan ba’zi ma’lumotlar keltirilgan.
Bunda xarakeristik forma, xarakteristik sirt, tenglamani tiplarga ajratish bo’yicha
tushunchalar, va shu bilan birga xususan, ikkinchi tartibli ikki o’zgaruvchili, yugori
taribli hosilalarga nisbatan chiziqli xususiy hosilali tenglamalar bo’yicha

boshlang’ich ma’lumotlar yoritilgan.

1.2-§-da muhim maxsus funksiyalardan Bessel funksiyalari va ularning
xossalari o’rganilgan. Bessel funksiyalarini o’rganish katta ahamiyatga ega bo’lib,
dissertasiyada garaladigan buziluvchan parabolik tipdagi tenglamalar uchun

chegaraviy masalalarni yechimini aniglashda ahamiyatlidir.

1.3-§-da esa ikkinchi tartibli chizigli parabolik tipdagi tenglamalar hagida
dissertasiya mavzusini o’rganishda ahamiyatli bo’lgan zarur ma’lumotlar berilgan
bo’lib, parabolik tipdagi tenglamalar uchun ekstremum prinsipi va undan kelib

chigadigan natijalar o]Jrganilgan.
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I1-bob.Buziluvchan parabolik tipdagi tenglamalar

Ushbu bobda buziluvchan parabolik tipdagi tenglama uchun 1-va 2-
chegaraviy masalalar qo’yilgan va bu masalalar yechimlari Grin funksiyalari
yordamida aniglangan.

2.1-§. Buziluvchan parabolik tipdagi tenglama uchun
1-chegaraviy masala. Grin funksiyasi

Ushbu

u, =k(X)u,, 2.1)

tenglamani garaymiz, bu yerda X>0 da k(X)=Xﬂ1 - X<0 da

K(x) = (-X)*, 4,2, >O.

(1)tenglama parabolic tipga tegishli bo’lib, bu tenglama uchun D" sohada 1-

chegaraviy masalani o’rganamiz. D" sohada tenglama ushbu
— yh
Uy = XU, (2.1)
ko’rinishda bo’ladi.

1-chegraviy masala. Quyidagi xossalarga ega U(x,t) funksiya aniglansin:
Hu(xt) e C(F)m (D7),
2) u(x,t) funksiya (2.1) tenglamani D* sohada ganoatlantiradi;

3) u(x,t)quyidagi chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi:

Ulo=7(t), 0<t<i (2.2)
u_, =0, 0<x<a (2.3)
u,, =e), 0<t<l, (2.4)

7(0) = (0) =0,
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bu yerda 7(t), o (t) - berilgan funksiyalar bo’lib,
7(t) e C[01] N C?(0,)) (2.5)

o,(t) e C[0]] A C2(0.0).

(2.1)tenglamada va (2.2) - (2.4) chegaraviy shartlarda quyidagi

almashtirishni bajaramiz:

1 42 _
S_(zﬁz)z X" t=t (2.6)
U holda
U, = Sug + oyU, (2.7)
ko’rinishdagi tenglama va
u(s,t)|,=7(t), 0<t<T, | (2.8)
U(s,t)lo=0, 0<s<1, (2.9)
u@s,t) [a=@ (), 0<t<T, (2.10)

7(0) = (0) =0
chegaraviy shartlar hosil bo’ladi, bu yerda

al:ﬂiJrl.,
A +2

D" - soha (2.6) almashtirish natijasida QQ"={(s,t):0<s<10<t<1} sohaga o’tadi.

Quyidagi ko’rinishdagi

n

. _ﬁkz(t—f’)[ sjlzal 3oy (BS) i (Br) (2.11)

Gi(smt-Gia)=De * 3Z,.(B)

k=0

funksiya A sohada (2.7) tenglama uchun 1- chegaraviy masalaning Grin
funksiyasi[15] bo’lib, bu yerda

L@=3 Z)Mk

Sk +k+)L2
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-birinchi tur Bessel funksiyasi, s, — sonlar esa J,_, () =0 tenglamaning musbat
ildizlari[1-2].

Grin funksiyasi quyidagi xossalarga ega:

1°. Gy(s,mt—0 ;) funksiya (S,t) €A ning funksiyasi sifatida (2.7)
tenglamani ganoatlantiradi:

Gy =G + Gy ;

2°. G(s,pt—6,c) (1,0) €A o’zgaruvchilar bo’yicha (2.7) ga mos

qo’shma tenglamani qanoatlantiradi:
nG,,, + (2—a1)Gl,7 +G; =0;

3°,  Harganday f(s)eC(01) va se[01] uchun ushbu tenglik

o’rinli:
lim [[G,(s.7,t:e) f (7)d = £ (5) (212)
Belgilashlar kiritamiz:
Lu=su,+ou, —U, Mv=sv +(2—a)V, +V,.

(2.7) tenglamaning (2.2)-(2.4) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini
topamiz. A, cA sohani garaymiz, bu yerda A - AA: t=0, AB,: s=1
B.B,,: t=1-& va B, A :s=0 kesmalar bilan chegaralangan soha. Bu soha

bo’yicha
G,Lu-uMG, =0

tenglikni A, soha bo’yicha integrallaymiz:

H[GlLU—MGl}jUM:O, (2.13)

A

&

bundan

39



0= _U [G (77Um7 +au, —U,)— u(nquq +(2- 0‘1)61,7 + Gle)]dnde =

= [[l6,), - ©6), - (mG,,), + &, (uG,), - (uG,), ke

bo’lib, Grin formulasiga asosan,

0=[[[t16u,), - @-a)UG), - (1G,), ~ (UG,), Hrdo =

- f Gy, —u((- )G, +7G,,)d6 +uGdy (2.14)

OA,UAB,,UB,,B,UB,O
hosil bo’ladi. OA: t=0, AB,: s=1 B_B,: t=1-£ va B,O:s=0.

1) OA, B.,B, da d&#=0, shuning uchun

[[16U, ~u(@-a)G, +1G,) [ =

A,

= [l6U, ~u(@- )6, + 16,0 +
AB,

+ I[UGlun —U[d-)G, + UGlﬂ]]dg
B.O

o’rinli. (2.11) ga ni hisobga olgan holda ushbu

G,(s,n,t—-6;a,) =
w  Pt=0) l-a Loy
Z 43Jmmf> e (BT

70 (B)

va

nG, |A181: Iim nG, dan 7761 |A181£: O; nG, |BO: Ilm nG, =0 dan G, |Bgo:O

n—l n—0

tengliklarga egamiz. Bular asosida esa quyidagilarni olamiz:
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[lGw, —u(@-e,)G, +1G,,) o =
AB,
t—¢
=— [ul(l-,)G, +1G,,] do
0

n=1

_'-[UGlun —U(1-a,)G, + nqu)]de =
B2 A

t—-¢
= [ull-a,)G, +7G,,] db;
0

n=0

2) AB, B.O da d#» =0 bo’lgani uchun quyidagi tenglikni yozish

mumkin:

IuGldn = JuGldn+ IuGldn =
dA oA B,,B,

u(7,0)G,(s,7,t-0;,)dn -

Ot O 2 O ®

u(n,t+e)G,(s,n,t—(t+¢),a)dn =

u(m ,t+e)G,(s,n,t—(t+¢);)dn,

chunki, u(,,0) =0.
Shunday qilib, (2.14) dan quyidagi tenglikni hosil gilamiz

t—-¢
do — [ul(l-)G, +1G,,] do+
0

t—¢
0= IU[(l_ )G, +17Gy, ]
0 n=1

n=0

1 1
+[@(nGy(s,m.tan)dn —[u(r t+ )Gy (s,mt—(t+£);en)dn,
0 0

bundan & — 0 da limitga o’tamiz va (2.12) ga ko’ra quyidagini olamiz

u(s,t):jr(e)[(l—al)Gl+77Gl] do -

0 77:0

t
_I¢1(9)[(1_a1)61 +1G, + 77qu] do,
0

n=1

(2.15)

bu yerda
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lim |@- )G, +1G, |=

¥ 0 5 3, (BS) ( B jl 1
- k=0 ‘]zz—al (B) 2 I'l-a) ’
Ilm [(1_ )G, + 77qu]=
wwmwmmﬂ[ )
Z(; 2o, () 2

(2.6) almashtirishga asosan (2.15) dan, (2.1) tenglama uchun 1-

chegaraviy masalaning yechimini hosil gilamiz:

u(x,t)=

_ 9 [eY(xt—0
- !G (xt=Ga)r(0)do+ (2.16)

a t
+ EJ‘G(Z)(X,t —0;a,)p,(0)d6.

0

bu yerda

G(x, ¢ t-6;a)) =
w _BEt-0)

=26 ¢ -a)xEx (217)

k=0

g (B~ 0[1)‘/_1 al)‘]l o (B - 0‘1)\/_1 “
J; o (Be)

- (2.1)) tenglama uchun 1-chegaraviy masalaning Grin funksiyasi,

Gl(l) (X’ t, al) = 1_ (1_ al)Z(lfal) X —

- Tgl(x, Eta)i-@-ayeogfrae 0 @10
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Gl(Z) (X,t; al) _ (1_ al)Z(l—al) X —

hO_
_J‘Gl(X,f,t;al)(l_al)Z(l—al)gﬂodgl (219)
0
Xuddi shunday, D™ sohada (2.1) tenglama
U = (0 2.1)

ko’rinishga ega bo’lib, bu tenglama uchun 1-chegaraviy masalani qo’yamiz:
1-chegraviy masala. Quyidagi xossalrga ega U(X,t) funksiya aniglansin:
Du(x,t) e C(F)m c*(p);
2) u(x,t) funksiya (2.1,)tenglamani D~ sohada ganoatlantiradi;

3) u(x,t)quyidagi chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi:

u |X=0: T(t)i O St S 1, (22)
u‘t:o = 0, —8.2 <X< O, (233)
u‘x:a1 = (02 (t)v O St < 1, (243)

7(0) =,(0) =0,
bu yerda 7(t),®(t) - berilgan funksiyalar bo’lib,
7(t) e C[0,1] ~C?(0,)) (2.5%)

@,(t) eC[01] ~C?(0.1).
Bu maslaning yechimini xuddi yuqoridagidek, quyidagi ko’rinishda aniqlash

mumkin:
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u(x,t)=

ot . a .
:Elel()(_ X,t —6;0,)r(0)d 0 — (2.20)

a t
— aJ.Gl(Z)(— X,t —6;a, )p,(6)d6.
0

2.2-§. 2-chegaraviy masala

Ushbu paragrafda (2.1) tenglama uchun D* va D™ - sohalarda 2- chegaraviy

masaalni qo’yamiz.

2-chegaraviy masala. (2.1)tenglamaning D*sohadagi quyidagi shartlarni

ganoatlantiruvchi u(x,t) e C(E)m C”(D*) yechimi topilsin:

Z_ilxzfv(t)’ 0<t<T, (2.21)
u_, =0 0<x<a (2.3)
u‘xzalz(pl(t), 0<t<T, (2.4)

¢,(0)=0,

bu yerda v(t),¢,(t) - berilgan funksiyalar bo’lib,

v(t) eC*(0,T] (2.21)
¢,(t) eC[0,T]nC?*(0,T].
(1) tenglamaga mos qo’shma tenglama
Uy, ==X"U (2.22)
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ko’rinishda bo’ladi.

Belgilash kiritamiz:
Lu=u_ —x"u, =0, (2.23)
Lv=v, —x"v, =0. (2.24)

Ta’rif. (2.1)tenglama uchun D* sohada 2-chegaraviy masalaning Grin

funksiyasi deb, quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi G,(X,&,t—6;¢;) funksiyani

ataymiz:

(2.23) va (2.24) dan ko’rish qiyin emaski,

éz LU—UL*éz =

w(Fegfpes) e

(2.25) ni D, soha bo’yicha integrallab, quyidagiga ega bo’lamiz:

0= J-J.|:é2 LU—UL*é2:|d§d9 =
D;

_”562[ 115UJ [ (56,) , gﬂﬂa(gGZ)jdédH—

00 0&?2

g

D;

(a(gezu ) dla(ss,).) aletug,)

o o: = ).dcfd 0.

Endi Grin formulasini qo’llasak,

8(§qu§) 8(@(@‘62)5) ("G, _
O:H( o ¢ _(69 )j'dm_

45



= J.[BZqug —u(62 +G,, )]d84r9“1+1u(3zcigZ _

oD

= [lecu. —u(G, + &6, Jdo + £ uG,dé.

OAlu’AlBlg UBlé‘ BgUBso

Bu yerdan (2.2), (2.3”), (2,4°) shartlar va Grin funksiyasi xossasiga asosan, (2.1,)

tenglama uchun 2-chegaraviy masalaning yechimini hosil gilamiz:

u(x,t)=

¢ -a .
:EQGZ( (%t — G0, W(0)dO — (2.26)

a t
-2 [6,(xt-Gien)p(0)d.
0

bu yerda
_ 2(lq) \,
o) = l-«) x-1
1-a

G, (xt;

_ 2(l-a) £ _
el e g,

—Iaz(x,f,t;a’l
0

1
GZ(Z)(X,t;al) _ (1_a1)2(1—a1)—1x _

- j Ga2(x, &t (1— ) 2 ERdE,
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I1-bob bo’yicha xulosa

Aralash tipdagi tenglama uchun qo’yilgan chegaraviy masalalarni yechimini
mavjudligi va yagonaligini isbotlashda, tenglamani tipi saglanadigan har bir

sohada o’rganish talab qilinadi.

Mazkur bob ikkita paragrafga ajratilgan bo’lib, unda buziluvchan parabolik
tipdagi tenglamalar uchun o’zi qaralayotagan har bir sohada 1- va 2-chegaraviy
masalalar qo’yilgan. Bu masalalar uchun Grin funksiyalari va ularning xossalari
o’rganilgan. Grin funksiyalari yordamida qo’yilgan chegaraviy masalalarning

yechimlari aniglangan.

Chegaraviy masalalarning yechimlarini topishda matematik analiz kursidan
ma’lum bo’lgan soha bo’yicha oingan ikki karrali integralni soha chrgarasi
bo’yicha olingan egri chizigli integral bilan bog’lovchi Grin formulasi keng

qo’llanilgan.
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II-bob. Aralash tipdagi buziluvchan parabolik tenglama uchun chegaraviy

masalalar

Mazkur bobda aralash tipdagi buziluvchan parabolik tenglama uchun lokal
va nolokal chegaraviy masalalar o’rganilgan bo’lib, bu masalalar yechimlarining

mavjudigi va yagonaligi isbotlangan.

3.1-§. Aralash tipdagi buziluvchan parabolik tenglama uchun lokal va nolokal

chegaraviy masalalarning qo’yilishi
Quyidagi
U, =k(X)uy, (3.1)
tenglamani garaymiz, bu yerda X>0 da k(x) = X" . X<0 da
k(X) = (=X)", A, 4, > 0.

D -soha X>0 da t=0,x=8,,t=T va X<0 daesa t=T,

X=-a,, t=0, to’g’ri chiziglarning mos ravishda OA, AiBl, BlB va

BBzv Bzsz Azo kesmalari bilan chegaralangan bo’lsin. Bunda &; = (2qi )%qi ,
2g, = A +2(i=12).

Bu tenglama D- sohada aralash tipdagi buzuluvchan parabolic
tenglamadir[1-2].

D*va D orgali D- sohaning mos ravishda X>0 va X<O0 bo’lgan

holdagi gismlarini belgilaymiz:
D' ={(x,t):0<x<a,0<t<T},

D ={(x,t):-a,<x<00<t<T},
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| ={(x,1):x=0,0<t<T}
I ={(x,t):0<x<a,t=0}, J ={(x,t):-a,<x<0,t=0},
L' ={(x,t):x=a,0<t<T} L ={x1t):x=-a,0<t<T}
Demak, D=D"uluD".

T a’rif. (3.1) tenglamaning D - sohadagi regulyar yechimi deb, quyidagi

shartlarni ganoatlantiruvchi U(X,t) funksiyani ataymiz:
1) u(x,t) e C*(D);

2) u(x,t) - D" U D™ sohada (1) tenglamani ganoatlantiradi.

D - sohada (1) tenglama uchun quyidagi masalani o’rganamiz.

M asala I Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) funksiyani

aniglang:
1) u(x,t) e C(D);;
2) Uu(x,t)- (3.1) tenglamaning D - sohadagi regulyar yechimi;

3) U(X,t) - chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi:

ul,. =0, u,- =0; (3.2)
ua,t) = o, (t), 0<t<T, (33)
u(=a,,t) =, (1), 0<t<T, (3.4)
4) limu, (x,t)) = Im u, (x,t,) (3.5)

49



bu yerda ¢, (t)(1=12) - berilgan funksiyalar bo’lib,
¢ (t) eC[0, T]~C?(0,T). (3.6,)
Masala Il. Quyidagi xossalarga ega u(x,t) funksiyani aniglang:
1) u(x,t) e C(D):
2) U(X,t)- (3.1) tenglamaning D - sohadagi regulyar yechimi;

3) u(x,t)-(3.2), (3.5) va quyidagi

u(a, t) + 4 (Ou(e (), t) = 1), 0<t<T,
(3.7)
U(=ay, 1) + 1, (u(e(1),1) = 2 (1), 0<t<T, (38)
nolokal chegaraviy shartlalarni ganoatlantiradi, bu yerda

1 (1), 7 (t), o (1)(i =1,2) - berilgan funksiyalar bo’lib,
1 (1), 7 (t), e (t) e C[0,T]NC*(0, T). (3.9)
Masala Ill. Quyidagi xossalarga ega u(x,t) funksiya topilsin:
1) u(x,t) e C(D):
2) u(x,t)-(3.1) tenglamaning D - sohadagi regulyar yechimi;
3) U(X,t)- (3.2), (3.5) va ushbu nolokal shartlarni ganoatlantiradi:
U@y, t) + 1, (U0, ) + Uy (1),1) = 7 (1), O<t<T, (3.10)
U(—ay,,t) + £, (U(0, 1) + 1, (DU (e, (1), 1) = g, (1), O<t<T, (3.11)

bu yerda £ (t), 14 (1), 7 (t), & (1)(1 =1,2) - berilgan funksiyalar bo’lib,
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14 (0), (1), 7, (1), o, (1) € C[0] N C*(0). (3.12)

3.2-§.Yechimining yagonaligi
1. Masala | yechimining yagonaligi. Quyidagi teorema o’rinli.

Teorema 1(Ekstremum prinsipi). (3.1) tenglamaning D yopiq sohada

uzluksiz  U(X,t) yechimi, bu sohada o’zining maksimum va minimum
giymatlariga Lol UJ"UJ daerishishi mumkin.

Bu teoremani isbotlashda quyidagi lemmalardan foydalanamiz[2]:

L e mm a 1. Agar (3.1) tenglamaning u(x,t) yechim D" yopiq sohada

musbat maksimumga (manfiy minimumga) (+0,t,) € | nugtada erishsa, u holda

lim u, (x,t,) <0 uLmoux(x,to) >0) (3.13)

X—+0

L e mm a 2. Agar (3.1) tenglamaning U(X,t) yechim D~ yopiq sohada

musbat maksimumga (manfiy minimumga) (=0,t,) € | nugtada erishsa, u holda
lim u, (x,t;) > 0 qugoux(x,to) <0) (3.14)

Teoremaning isboti. Parabolik tipdagi tenglamalar uchun ekstremum

prinsipiga asosan, D" ya D~ sohalarni ichida musbat maksimum va manfiy

minimumga erishmaydi.

Shuni ko’rsatamizki, U(X,t) funksiya ekstremum giymatalrga | oraliqda

erishmaydi.
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Teskarisini faraz gilamiz. U(X,t) funksiya biror (0,t,) € | nugtada musbat

maksimum va manfiy minimumga erishsin. U holda lemma 1ga asosan, D°

sohada musbat maksimum( manfiy minimum)ga erishadigan nugtada

u,(0,t,) <0 (u,(0,t,) >0) (3.15)

Ikkinchi tomondan, lemma 2ga asosan D~ sohadan esa quyidagini olamiz
ux(O’tO) > O (UX(O,tO) < O)

Bu tengsizlik esa (3.15) ga zid., demak, | oraligda musbat maksimum va manfiy

minimumga erishilmaydi.

Ko’rsatish mm,kinki, (0,T) nuqtada ham musbat maksimum va manfiy

minimum mavjud emas.

Shunday qilib, U(X,t) yechim ekstremumga fagat L™ UL WJ"UJ g4

erishadi. Teorema isbotlandi.

D*va D™ sohalarda birinchi chegaraviy masalani yechimlari ifodasidan
shuni ko’rsatish mumkinki, (0,0) nuqtada U(X,t) funksiyaning giymati 0 ga teng
bo’ladi, ya’ni u(0,0) =0.

Endi isbot etilgan ekstremum prinsipi yordamida masala | yechimining

yagonaligini ko’rsatamiz.

U(X,t) bir jinsli masala I ning yechimi bo’lsin, ya’ni quyidagi chegaraviy

shartlar bajariladi: (3.2) va

u(a,t)=0, u(-a,,t)=0, 0<t<T. (3.16)

52



Ekstremum prinsipiga ko’ra, masala 1 ning U(X,t) yechimi musbat

maksimum va manfiy minimumga L UL UJ"UJ 4a erishadi. (3.2) va

(3.16) ni hisobga olgan holda, u(x,t) funksiyaning uzluksizligiga asosan,

D sohada  U(X,t) =0 ni olamiz. Shu bilan masala | yechimining yagonaligi

isboylanidi.

Teorema?2. Agar
@<l (1=12) (3.17)

tengsizliklar bajarilsa, u holda (3.1) tenglama uchun qo’yilgan masala Il yagona

yechimga ega.

| s b ot Yechimning yagonaligi. Faraz gilamiz, U(X,t)- bir jinsli
masalaning yechimi bo’lsin. U holda, parabolik tipdagi tenglamalar uchun

ekstremum prinsipiga va lemmaga ko’ra, U(X,t) funksiya 0’zining musbat
maksimumiga va manfiy minimumiga L™ WJ"UJ UL da erishadi[2].

D*",D" -sohalarning ichida va | oraligda ekstremumlarga erishishi mumkin

emas.
Biror (311to) € L musbat maksimumga erishilsin. Belgilash kiritamiz:

M =u(a,t,) = mgx\u(x,t)\. (3.18)

Ravshanki, V(X,t) € D uchun JU(X,t)| <M o’rinii.
(3.7) shartga ko’ra,
u(ay,ty) = =24 (Ou(e(t,) 1),

bu yerdan (3.18) tengsizlikka asosan, quyidagini olamiz
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‘u(ai'to)‘ < ‘/ul(tO)Hu(al(tO)’tO)‘ < M‘M(to)‘ <M.

Bu esa ziddiyat.

Shunday qilib, Uu(X,t) funksiya L" da musbat maksimum va manfiy

minimumga erishmaydi.

Xuddi shunday, L da ham ekstremumlarga erishilmasligini ko’rsatish

mumkin.
Demak, U(X,t) funksiya o’zining ekstremumlariga J° U J " da erishadi.
(3.2) gaasosan D sohada U(X,t) =0 ekanligini olamiz.

Teoremaa3. Agar

| O] + |4 O] <1 (i =12) (3.19)

tengsizliklar o’rinli bo’lsa, u holda (3.1) tenglama uchun qo’yilgan masala III

yagona yechimga ega.

Isbot. Xuddi teorema 2 ning isboti kabi, (3.10) shartga ko’ra, (3.19) ni
hisobga olgan holda, quyidagiga ega bo’lamiz

‘U (al’to)‘ < ‘ﬂm(t)mu (O, t)‘ + ‘ﬂl(to)mu (al(tO)’tO)‘ <
<M (i O]+ (1)) < M,

zidlikka duch keldik. Demak, L"da U(X,t)ekstremumga erishmaydi, shu bilan

birga L da ham ekstremum giymatlar mavjud emasligi xuddi shunday

ko’rsatiladi.
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Shunday qilib, U(X,t) musbat maksimum va manfiy minumumga fagat

J" U J " da erishadi va (3.2) ga ni hisobga olib, D sohada U(X,t) =0 o’rinli

ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
3.3-§.Yechimining mavjudligi

Teoremad4. Agar (3.6,), (3.6,)shartlar bajarilsa, u holda D sghada

masala I ning yagona yechimi mavjud.

Isbot. Belgilashlar kiritamiz:
7(t) =u(x0,t), ¢ () =u(a,t), p,(t) =u(-a,,t), 0<t<T (3.20)

va bu yerda 7(0)=7(T) = ¢,(0) = 0, (T) = 0.

Bizga ma’lumki, (3.1) tenglamaning D" va D sohalarda 1- chegaraviy
masalaning yechimlari quyidagi ko’rinishda bo’ladi(ll-bob):

t
u+(x,t):§ [G2(x,t —6;0)r(0)d0 +
0

t
+ 2 [6O(x,t =050 ), (0)d0
oo (*)

va

t
u(x,t)= % [6,2(=x,t ;0 )e(6)d0 -
0

6 t
- [G 2= x,t=6;0,)p,(0)d0.
0 (**)

Bu tengliklardan X - bo’yicha differensiallaymiz va X =0 ni qo’yamiz, u holda
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v (1) =§ [zt -o)r(0)o+ (). (3.21)

vo(t) = —%Iz(t —0)z(0)do+ (1), (3.22)

bu yerda

vi(t) = Iimoux(x,to) Cvi(t)= Iirr_10ux(x,t0),

Z(t—0) = %G(”(x,t -0, al),

N o0

f (t) = E‘C[&G(z)(x,t—Q,al)(ol(ﬁ)dé?,
010 _

f (t):aj'&Gz(x,t—@,al)goz(é?)de.

0

(3.5) shartga asosan, v" (t) =v~ (t) =v(t). Buni hisobga olgan holda, (3.21)

va (3.22) dan v(t) funksiyani yo’qotib, quyidagi tenglikka ega bo’lamiz:
o | O |
E! z2(t—0)r(0)dO+ f*(t) = ‘5{ z(t—0)z(0)do— £ (1),

yoki

% [2t-6)c(o)do=f(v), (3.23)

0

bu yerda

() =—%[f M)+ @) (3.24)

(3.23) dan quyidagini olamiz:
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7(t) = [K(t,0)z(0)do + f (1), (3.25)

bu yerda
K(t,0)|<Ct-0)™,
| (t)) < const,
f(t) eCH(I).

(3.25) integral tenglama Volterra 2-tur integral tenglamasi bo’lib, u Cl(')

sinfda yotuvchi yagona yechimga ega.

(3.25) dan 7(t) ni topib, uning giymatini (3.21) ga qo’yib, V(t) funksiyani

topamiz. Masala | ning yechimi esa D" va D™ sohalarda 1- yoki 2- chegaraviy

masalalarning yechimlari sifatida aniglanadi.

Teoremabs. Agar (3.9,), (3.9,) shartlar bajarilsa, u holda D sghada

masala Il ning yagona yechimi mavjud.

Isbot. (3.20) belgilashlarga asosida (*) va (**) yechimlarni mos ravishda

(3.7) va (3.8) shartlarga qo’yib, quyidagi munosabatlarni olamiz:

o (t)+ m(t)ng‘”(al(t),t —0,0,)c(0)dO +

+ (02 [6P(a 0.t~ O ) (0)40 = 7 (D)

va
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qoz(t)wz(t)gjem(— o, (1)t — 0;, ) (0)d O —

0

- 102 [GO - a0t~ 6 ) ()10 = 1, )

0

yoki
o, (t)+ j K,,(t,0)r(6)do +
(3.26)),
Al J- K (t, 9)?1(9)(:“9 = 1 (1),
@, (t)+ j K, (t,0)7(6)d0 +
(3.26,),
+ _[ Kzz(t,e)q)z(‘g)dg = 7, (1),
bu yerda

Kut0) = 40 = B (0.~ et
Kpy(t,6) = mt)gem(al(t),t—e; o)
Kon(t, ) =u2(t>§e(”(—az<t),t—e; o)

Kaolt,0) =1, 2 6 2, (0. ~0: ),
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bo’lib, bu yadrolar (3.9;), (3.9,)shartlar va (3.1) tenglama uchun D™ D~

sohalarda qo’yilgan 1-chegaraviy masalalar Grin funksiyasi xossalariga asosan(l!-

bob), quyidagi baholarga ega bo’ladi:
‘Kij (t,H)‘ <const, i, j=12.

Shunday qilib, (3.1) tenglama uchun D sohada qo’yilgan masala I
yechimining mavjudligi  (3.25), (3.26,), (3.26,) - uzluksiz yadroli integral

tenglamalar sistemasiga Kkeltirildi. Bu sistemaning integral tenglamalar

nazariyasiga asosan, yagona yechimi mavjud bo’lib, ekvivalentlikka ko’ra,
masala Il ni yagona yechimi mavjud. Teorema isbotlandi.

Xuddi shunday, quyidagi teorema o’rinli ekanligi isbotlanadi:

Teoremab6. (312), (3.12,)shartlar o’rinli bo’lsin. U holda D

sohada (3.1) tenglama uchun qo’yilgan masala Ill ning yagona yechimi mavjud.

Masala 11 yechimining mavjudligi ham ekvivalent ravishda Volterra
integral tenglamalar sistemasiga keltiriladi. Integral tenglamalar nazariyasi
asosida[5-6] va ekvivalentlikka ko’ra, olingan sistemaning yagona yechimi

mavjud bo’ladi.

(3.1) tenglama uchun qo’yilgan masalalarning D* va D~ sohadagi

yechimlari
u, =k(x)u,

-parabolik tenglama uchun 1- chegaraviy masalaning yoki 2- chegaraviy

masalaning yechimi sifatida topiladi.
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I11-bob bo’yicha xulosa

Uchbu bob uchta paragrafdan iborat bo’lib, unda aralash tipdagi buziluvchan

parabolik tenglama uchun lokal va nolokal chegaraviy masalalar tadqiq etilgan.

3.1-§-da aralash tipdagi buziluvchan parabolik tenglama uchun chekli

sohada lokal va nolokal chegaraviy masalalar qo’yilgan.

3.2-§-da esa lokal va nolokal chegaraviy masalalar yechimining yagonaligi

hagidagi teorema ekstremum prinsipi yordamida isbotlangan.

3.3-§.da aralash tipdagi buziluvchan parabolik tenglama uchun chekli sohada
qo’yilgan lokal va nolokal chegaraviy masalalar yechimining mavjudligi

ko’rsatilgan.

Yechimning mavjudligi integral tenglamalar nazariyasi asosida isbotlangan
bo’lib, integral tenglamalarning yadrosi va o’ng tomonlari maxsus funksiyalar

nazariyasi asosida o’rganilgan.
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XULOSA

Magistrlik dissertatsiyasi aralash tipdagi buziluvchan parabolik tenglama
uchun chekli sohada lokal va nolokal nolokal chegaraviy masalalarni tadqiq

etishga bag’ishlangan.

Chizigli parabolik tipdagi tenglamalar uchun ekstremum prinsipi asosida
lokal va nolokal nolokal chegaraviy masalalar yechimining yagonaligi hagidagi

teorema ishotlandi.

Buziluvchan parabolik tipdagi tenglamalar uchun 1- va 2- chegaraviy
masalalar Grin funksiyalari va ularning xossalarini qo’llagan holda, bu masalalar

yechimlari topildi.

Lokal va nolokal chegaraviy masalalar yechimining mavjudligi integral

tenglamalar nazariyasi asosida isbotlandi.

Mazkur dissertatsiya kirish gismi, uchta bob, xulosa va foydalanilgan

adabiyotlar ro’yhatidan iborat.

Dissertasiyaning I-bobida xususiy hosialali differensial tenglamalar
nazaruyasidan ba’zi ma’lumotlar keltirilgan bo’lib,, bunda xarakeristik forma,
xarakteristik sirt, tenglamani tiplarga ajratish bo’yicha tushunchalar, ikkinchi
tartibli ikki o’zgaruvchili, yuqori taribli hosilalarga nisbatan chizigli xususiy
hosilali tenglamalar bo’yicha boshlang’ich ma’lumotlar yoritilgan. Ikkinchi tartibli
chizigli parabolik tipdagi tenglamalar uchun ekstremum prinsipi va undan kelib
chigadigan natijalar o]rganilgan. Shu bilan birga muhim maxsus funksiyalardan

Bessel funksiyalari va ularning xossalari o’rganilgan.

II-bobda buziluvchan parabolik tipdagi tenglamalar uchun o’zi
garalayotagan har bir sohada 1- va 2-chegaraviy masalalar uchun Grin funksiyalari
va ularning xossalari o’rganilgan. Grin funksiyalari yordamida qo’yilgan

chegaraviy masalalarning yechimlari aniglangan.
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I11-bobda aralash tipdagi buziluvchan parabolik tenglama uchun chekli
sohada lokal va nolokal chegaraviy masalalar qo’yilgano’rganilgan. Bu masalalar

yechimining mavjudligi va yagonaligi hagidagi teorema isbotlangan.

Ushbu magistrlik ishida olingan natijalar  fizika, texnika va boshga
sohalarda uchraydigan amaliy masalalarni hal etishda katta ahamiyatga egadir. Bu
natijalarni aralash tipdagi tenglamalar nazariyasidagi va bunday tenglamalarga

keladigan amaliy masalalarni hal etishda qo’llanilishi mumkin.

62



Adabiyot:

1.CanmaxutnuaoB M. C., UcnomoB b.M. YpaBHEeHHS CMEIIaHHOTO THUIA C JBYMS

muHussMHA BeipoxkaeHus. — T. : MUMTOZ SO’Z, 2009. - 264 c.
2. CanaxutauaoB M. C., Ak6apora C.X.//JIAH PVY3.,1992, Ne12. Ctp.3-5.

3. UcnomoB b., AkbapoBa C.X. KpaeBble 3amauu sl ypaBHEHHS] CMEIIAHHOTO
AIUTUTITUKO-TIapabO0INYECKOT0 THIA C ABYMS JIMHUSIMU U PA3TUYHBIMU MOPSIIKAMU

BEIpOXKAeHUS //Y30.MaT. KypH.-2001. No5-6. Ctp.33-41.

4. Salohiddinov M. Integral tenglamalar. Toshkent: «Yangiyul polugraph servicey,
2007. - 256 b.

5.JlxxypaeB T. JI. KpaeBbie 3amaun s ypaBHEHUM CMEIIAHHOTO U CMEIIAHHO-

coctasHoro tunos. T.: ®an, 1979 — 204 c.

6. Jxypaes T. JI., ComyeB A., MamaxkxoHoB M. KpaeBsie 3amaun asi ypaBHEHHI

CMeNIaHHoro mapabono-runepbonnyeckoro tumna. T.: dan, 1986. — 220 c.

7. Jxypaes T.Jl., AkbapoBa M.X. HenokanbHble KpaeBble 3aa4M JJIsl CMEIIAHHO-

napabonudeckoro ypaBuenus. / Y3MXK. 1993. Ne2. C. 16-25.

8. Ixypaes T. JI.,AxGapoBa M.X. Bropas kpaeBas 3amavya ¢ HEJIOKaJIbHBIM
YCJIOBUEM ISt CMEIIaHHO-TapaboIUIECKOTO ypaBHeHus1.// Te3ucsl
JTOKJI.MEeXKIyHap.Hayd.KoH.Belpoknaromuecss ~ ypaBHEHHUS W ypaBHEHUSA

CMeIaHHOTro ThMay. TamkeHT. 23-25H0510ps 1995r. C.69.

9.UcamyxammenoB C.C., AxbapoBa M.X. HemokambHas kpaeBas 3amada s
BBIPOXKIAIOMIETOCA MapabOJUYeCKOTO YpaBHEHHsI CMEIIaHHOTO Tuma. // Te3uchl
TOKI. MexayH.HaydyH.KOH(. «BBIpOXIaroNnuxcsi YpaBHCHHS W YpaBHEHUS

cMmenianHoro tunay. TamkeHT. 23-25 Host0ps 1993r. C.77.

10.Gevrey M. Sur Jes equations sux derivece partielles du tupe
parabolique.//J.Math.Appl.1913.T.9.Sec.6.p.305-475.

63



11.Gevrey M. Sur Jes equations sux derivece partielles du tupe
parabolique.//J.Math.Appl.1913.Sec.4.p.105-137.

12.CmuproB M.M. VYpaBHeHus cmemaHHOTO THHa.MockBa: «Beicmias mkomay,

1985. - 304 c.

13.TepcenoB C.A. BBeaeHuio B TEOPHIO YpaBHEHMI, BBIPOXKIAIOMIMXCS Ha

rpanuie. HoBocubupck: 1973. - 143 c.

14. TepcenoB C.A. IlepBas kpaeBas 3aaya Jyisl ypaBHEHHs TapaOOJIMUECKOTO TUTIA

C  MCHSIIIMMCSA HemnpaBieHueM BpeMmeHH. — Hopocubupck, 1978. —53 ¢

(ITpenpunt / Uactutyt Matematuku CO AHCCCP: ¢ 55 (02)5)

15.BnagumupoB B.C. YpaBHenuss matematudeckoil ¢usuku. MockBa: «Haykay,

1971. - 436 c.

16.beiitmen. I', DOpnaeiin A. Bricime TpaHcueHaeHTHble QyHkiuu. —M: Hayka.

1965 -T1 —294 c.

17.beiitmen. I', Opaeiin A. Bricime TpaHcueHaeHTHble QyHkiuu. —M: Hayxka.

1966 —T2 — 296 c.

18. C.X.Axb6apoBa H.b MamananueBa. OO omHOW KpaeBOW 3amade IS
BBIPOXKAAIOLIErocs mnapaboarMveckoro ypaBHeHUs cMmemanHoro tuma / / AJlY,
¢usuka-marematuka Qaxynpretd «llemarormk Ykumuiapuw» Makonamap Ba

Te3ucaap Tymiamu. AHIuKoH maxpur2015, 10-urons, 29-31 b.

19. S.X.Akbarova, N.B.Mamadaliyeva. Aralash tipdagi buziluvchan parabolik
tenglama uchun nolokal chegaraviy masala// AIY, Unamuit xabapraoma,- Nel, 2016,
7-10-6.

20. S.X.Akbarova, N.B.Mamadaliyeva. Aralash tipdagi buziluvchan parabolik
tenglama uchun chegaraviy masalalar hagida// AJ1Y, UuanoBauus: ®daH, Tabaum,
texHoJiorus - Nel, 2016, 160-161-6.

64



21. S.X.Akbarova, N.B.Mamadaliyeva. Aralash tipdagi buziluvchan parabolik
tenglama uchun nolokal chegaraviy masalalar// Te3ucer noxmamoB, “AkTyaabHbIC
npobsembl MmatemMatuku”’. Pecn. Hayuno-npakt. Kond. Angmxkan. 17 mas 2016r.

cTp.7-8.
22. Internet ma’lumotlari.

http://scholar.google.com/scholar host?g=info:-
NH37kau4R0J:scholar.google.com/&output=viewport&pg=75#P152,M1

« http://lib.mexmat.ru/books/2125

« natlib. uz/.../cgiirbis_32 exe?...-

« http//dmoz.org/World/Russian/

. http//beshenov.ru/mh/13/xml.

« http//bsuir-helper.ru/predmet/vysshhaya-matematika/other/primery-
resheniya-differentsialnykh-uravnenii

. http//diffurov.net

« http//www.ozon.ru/context/detail/id/3584421/

« http//eqworld.ipmnt.ru/polyanin-ew-ru.htm

« http//www.gooogle.ru

65


http://scholar.google.com/scholar_host?q=info:-NH37kau4R0J:scholar.google.com/&output=viewport&pg=75#P152,M1
http://scholar.google.com/scholar_host?q=info:-NH37kau4R0J:scholar.google.com/&output=viewport&pg=75#P152,M1

