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KIRISH

Ma’lumki Respublikamizda yoshlarning ta’lim olishi uchun uch bosqichli
uzluksiz ta’lim tizimi joriy gilingan. Bu tizimning uchinchi bosgichida yoshlar oliy
o’quv Yyurtlariga kirib kamida to’rt yil davomida o’qib, oxirida o’zlari tanlagan
yo’nalishlari bo’yicha bakalavr diplomini olishlari mumkin. Mamlakatimizda joriy
etilgan bu ta’lim olish tizimi o’zining samaraliyligi tufayli ko’pchilik
mutaxassislarning e’tirofiga sazovor bo’lmoqda. Oliy o’quv yurtlarida
talabalarning ma’naviyatini boyitishga katta e’tibor beriladi. Fugorolarning,
aynigsa, yoshlarning ma’naviyati yukasakligi Respublikamizning har tomonlama
jadal rivojlanishini va ilg’or davlatlar qatorga qo’shilishini ta’minlaydi.
O’zbekiston Respublikasi Prezidenti I.Karimovning “Yuksak ma’naviyat engilmas
kuch” asarida buning ahamiyati to’la yoritib berilgan. Oliy o’quv yurti talabasi
bakalavr diplomini olishdan avval bitiruv malakaviy ishini ximoya qilishi zarur.
Shularni xisobga olib, “Matritsalar algebralari va ularning xossalari” mavzusidagi
berilgan bitiruv malakaviy ishi yozildi.

2012 vyil 24 iyulda O’zbekiston Respublikasi Prezidentining PF—4456-son
«Oliy malakali ilmiy va ilmiy-pedagog kadrlar tayyorlash va attestatsiyadan
o’tkazish tizimini yanada takomillashtirish to’g’risida»gi Farmoni e’lon qgilindi.
Ushbu Farmonda tegishli vazirliklar va tashkilotlarga halgaro standartlarga mos
keladigan doktorlik ilmiy darjasini berish jarayonini joriy gilish uchun yangi nizom
ishlab chigish topshirilgan edi. Buning natijasida magistraturaning va
bakalaviaturaning ahamiyati yanada oshdi. Endi talaba ijod gilishga va mustagqil
ravishda tadgiqot gilishga yanada ko’proq etibor berishi lozim bo’ladi. Berilgan
bitiruv malakaviy ishimni bajarishda shularga katta e’tibor berishga harakat gildim.

Berilgan bitiruv malakaviy ishida matritsalar assotsiativ involyutiv
algebralari va ularning xossalari, xususan, gismalgebralari bo’yicha masalalari
o’rganilgan. Aniqrog’ gilib aytganda quyidagi savollarga javob topilgan:

1. Berilgan xaqiqiy sonlar maydoni ustida aniglangan matritsalar algebrasi

ganday xossalarga ega?



2. Haqiqiy sonlar maydoni yoki kompleks sonlar maydoni ustida aniglangan
matritsalar algebralari ganday gismalgebralarga ega bo’lishi mumkin?

3. Hagigiy sonlar maydoni yoki kompleks sonlar maydoni ustida aniglangan
matritsalar algebralari o’lchamlari va ularning qismalgebralari o’lchamlari,
bazislari va x. k. ganday bog’langan?

Bitiruv malakaviy ishining gisgacha mazmuni quyidagilardan iborat:
Birinchi bobning birinchi paragrafida algebra va sonlar nazariyasining muhim
tushunchalaridan hisoblangan matritsa tushunchasi, matritsalar ustida amallar,
teskari matritsa, matritsa rangi, matritsalarni chizigli almashtirishlar kabi
tushunchalar batafsil yoritib berilgan. Ularga oid bir nechta misollar keltirilgan.
Ushbu paragrafda matritsalar hagida dastlabki tushunchalar, uning ganday holatda
berilishi, matritsalarni qo’shish, ko’paytirish, va shularga oid tariflar, teoremalar,
misollar, hamda misollarning ishlanish usullari keltirilgan.

Birinchi bobning ikkinchi paragrafi kompleks assotsiativ algebralarga
bag’ishlangan. Paragraf boshida halga, tana va algebra tushunchalariga ta’rif
berilgan. Keyin assotsiativ algebrada umumiy qo’shish va ko’paytirish gonunlari
ko’rib chigilgan va birlik elementning va teskari elementning yagonaligi asoslab
berilgan. Paragraf oxirida ideallar hagida ma’lumot berilgan.

Berilgan bitiruv malakaviy ishining ikkinchi bobining birinchi paragrafida
avval involyutiv algebra tushunchasiga ta’rif berilib, unga misollar keltirilgan.
Involyutiv algebralar nazariyasi bu xalgalar nazariyasining eng rivojlangan va
tatbiglarga boy qismidir. U fagat har — hil mutaxasisliklardagi matematiklar
uchungina emas balki nazariyotchi fiziklar uchun ham tadgiqotda qo’llaniladigan
odatiy apparatga aylangan. Involyutiv algebralar nazariyasini erkin qo’llamasdan
turib, kvant mexanikasini, maydonlar nazariyasini va statistik fizikani zamonaviy
ko’rinishda bayon gilish mumkin emas. Oxirgi 60 - 65 yillarda bu nazariyada
kuchli natijalar olindi.

Bundan tashqari ushbu paragrafda haqiqiy sonlar maydoni ustida aniglangan
iIkki o’Ichovli matritsalar assotsiativ algebrasining maksimal va minimal gism

algebralarini aniglash masalasi va uning echimi yoritib berilgan.
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Paragraf boshida hagigiy sonlar maydoni ustida aniglangan ikki o’lchovli
matritsalar assotsiativ algebrasining ayrim bir o’Ichovli vektor qism fazolari
haqiqiy assotsiativ gism algebra bo’lishi isbotlangan.

Keyin hagiqgiy sonlar maydoni ustida aniglangan ikki o’lchovli matritsalar
assotsiativ algebrasining yuqori va quyi uchburchakli matritsalar vektor gism
fazolari haqgiqiy assotsiativ qism algebra bo’lishi isbotlangan.

Keyin, ketma — ket quyidagi teoremalar isbotlangan:

Teorema 1. R-(g (1)) R-((l) 8), R-((l) 8), R-(g g)to’plamlaer(R)

ikki o’lchovli matritsalar assotsiativ algebrasining minimal haqigiy kommutativ
assotsiativ algebralaridir.

11 Q12 11 Qa2\,
Teorema 2. {( 0 azz). a1, a1z, axn€RY, {( 0 azz). ai1, A1, A2 €eR}

to’plamlar M,(R) ikki o’lchovli matritsalar assotsiativ algebrasining M,(R) dan
fargli maksimal hagigiy kommutativ assotsiativ algebralaridir.

Berilgan bitiruv malakaviy ishining ikkinchi bobi ikkinchi paragrafida
kompleks sonlar ustida aniglangan matritsalar algebralarining va ularning gism
algebralari ayrim xossalari va ularning o’lchamlarini aniglash masalasi va uning
echimi yoritib berilgan. Bu quyidagi ko’rinishga ega:

Paragraf boshida birlik elementga ega bo’lgan assotsiativ algebraning
ixtiyoriy yig’indisi birga teng bo’lgan ikkita proektor bo’lgan elementlari bo’yicha
Pirs komponentalari to’g’ri yig’indisiga Yyoyilishi hagidagi teorema Kkeltirilgan.
So’ngra, misol tarigasida M,(C) algebraga bu teorema tatbiq gilingan.

Keyin ushbu teoremaning umumiy ko’rinishi sifatida birlik elementga ega
bo’lgan assotsiativ algebraning ixtiyoriy yig’indisi birga teng bo’lgan bir nechta
proektor bo’lgan elementlari bo’yicha Pirs komponentalari to’g’ri yig’indisiga
yoyilishi hagidagi teorema keltirilgan.

Keyin, ketma — ket quyidagi natijalar olingan:

1 — Natija. 1) Har ganday i uchun M,(C) algebraning e; elementi o’z —
o’ziga qo’shma bo’lgan minimal idempotentdir, ya’ni e;M,(C)e;=Ce;;, bu erda
eiMn(C)eii={ eiiaeji: aeM,(C)}.



2) €11,82,...,enn idempotentlar o’zaro juft — jufti bilan ortogonaldirlar va
2i=1.n €i=1, bu erda 1 — M,(C) algebraning birlik elementi.

3) e11,e22, ...,enn Idempotentlar o’zaro chizigli bog’ligsiz.

2 — Natija. M,(C) algebrada {ejj}ij=1. » to’plam quyidagi xossalarga ega:

1) ey1+epnt... tepn=1,

2) ejj-eq=0 agar j=,

3) eij-ej=¢ej ixtiyoriy i, j, k indekslar uchun,

4) ej*=e;; ixtiyoriy i va j indekslar uchun.

3 — Natija. Kompleks sonlar ustida nxn - o’lchovli barcha matritsalar
algebrasining vektor fazosi sifatidagi o’lchami n’ ga teng.

4 — Natija. Quyidagi matritsalar algebralari to’g’ri yig’indisi berilgan bo’lsin

Mi0)(C) @My (C) @... EMym)(C).
U holda, bu to’g’ri yig’indi algebra tashkil giladi va bu algebraning o’Ichami
quyidagi yig’indiga teng:
K(1)?+K(2)%*+...+hk(m)>.

Quyidagi teoremaga ko’ra yuqorida hal gilingan masalalar berilgan bitiruv
malakaviy ishida qo’yilgan umumiy masala echimini beradi.

Teorema. Deylik M,(C) — kompleks sonlar ustida nxn - o’Ichovli barcha
matritsalar algebrasi va A — uning assotsiativ involyutiv gism algebrasi bo’lsin. U
holda shunday k(1),k(2),...,k(m) natural sonlar mavjudki

AzMy1)(C) DMy (2(C) @... DMy (C)
izomorfizm o’rinli bo’ladi. Bunda k=k(1)+k(2)+...+tk(m)<n.



I-BOB. MATRITSALAR VA ASSOTSIATIV ALGEBRALAR

1.1- § Matritsalar va ular ustida amallar

Matritsa haqida tushuncha. Ushbu ko’rinishdagi sonlardan tuzilgan:

ai1 Qg2 Qg3

a;1 Qg i1 A2 Qg3

) ) A1 dzp dz3
a1 Ay A1 Az QA3 Az, Q3p Qss

jadvallarga matritsalar, a, 4, a,,, ... lar ularning elementlari deyiladi.

Agar matritsada satrlar soni ustunlar soniga teng bo’lsa, u kvadrat matritsa
deyiladi. Uning satrlar yoki ustunlar soniga tartibi deyiladi. Masalan, keltirilgan
matritsalardan birinchisi ikkinchi tartibli uchinchisi esa uchinchi tartibli matritsa.
Agar matritsaning satrlar soni ustunlar soniga teng bo’lmasa, u to’g’ri burchakli

matritsa deb ataladi. Masalan, ikkinchi matritsa to’g’ri burchakli matritsa.

a1
(a,; a5 ay3)— Satr matritsa, (‘112) — ustun matritsa. Kvadrat matritsaning
a3

elementlaridan tuzilgan determinant matritsaning determinanti deyiladi. Matritsani
gisgacha bitta harf bilan belgilaymiz:
a;; Q12 Ag3
a a
A= (ai a;i ); B = <a21 az2 azs)
dz1 a3z d4zs
bu matritsalarning determinantlarini belgilash uchun esa o’sha harflarni to’g’ri

chiziglar orasiga olamiz, ya’ni

a a a
a, A 11 12 13
|A| = ; |Bl =[A21 a2 apz|.
az1 Ay a a a
31 32 33

Agar kvadrat matritsaning determinanti noldan fargli bo’lsa, u matritsa aynimagan,

nolga teng bo’lsa, aynigan matritsa deyiladi.

2 3

Masalan, 4 = (4 p

); matritsa aynigan matritsa, chunki,
N A |
4l =3 6|_12 12=0

(2 3 . : )
B = (4 c )—matrltsa aynimagan, chunki,



2 3
\B\:‘ ‘:10-12:-27&0
4 5

Matritsaning tengligi. matritsalar ustida amallar. Agar ikkita A va B
matritsalarning satr va ustunlarsoni bir xil va mos elementlari o’zaro teng bo’lsa, u

holda bu matritsalar o’zaro teng (A=B) matritsalar deyiladi:

_ (M1 Qg2 _(b11 by )
A= (a21 a; ) va B = (bz]_ bzz

matritsalar berilgan bo’lib, a;; = b;1, @12 = byy,a51 = by1,a5, = by, bo’lsa,
A=B bo’ladi.

Matritsalarni qo’shish. Agar ikkita bir xil tartibli kvadrat matritsalar

_ (%11 Q12 _ (b1 D12 )
A= (a21 a; ) va B = (b21 b22

berilgan bo’lsa, u holda ularning yig’indisi

C = (a11 + b1y ayp + by )
az1 + by aAzp + by

bo’ladi.
Agar bir xil tartibli to’g’ri burchakli matritsalar berilgan bo’lsa, ularning

yig’indisi ham xuddi shuningdek aniglanadi.

tmisol. (3 N+ (3 =G50 519)=(G %)

1 2 3 0 1 3 1 3 6
2-misol. {3 1 4) + (2 4 6) =|5 5 10
2 3 5 3 2 5 5 5 10

Matritsalarni qo’shish amali o’rin almashtirish va gruppalash qonunlari
A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+C) ga bo’ysunishini osongina isbotlash mumkin.
Agar matritsaning hamma elementlari nollardan iborat bo’lsa, u nol-matritsa deb
ataladi va (0) yoki 0 ko’rinishida yoziladi. Nol matritsani har ganday matritsaga

qo’shganda yana o’sha matritsaning o’zi hosil bo’ladi. Masalan,
b11 b12 ) 0 0 _ (bll b12 )
(o 5)* (@ o) =(onr o

Matritsani songa ko’paytirish.



(11 Qg2
A= (a21 25 Y) )
matritsani p soniga ko’paytmasi deb,

. _ (HA11 HAqp
Ap = pA = (,ua21 uas; )

matirtsaga aytiladi. Uchinchi tartibli kvadrat matritsalar, to’g’ri burchakli
matritsalar ham songa xuddi shunday ko’paytiriladi. Matritsani nolga ko’paytirsak
nol matritsa hosil bo’ladi.

Matritsalarni ko’paytirish.
11 A2 by b12)
A= B =
(a21 azz) va (b21 by,
matritsalar berilgan bo’lsa, ularning ko’paytmasi deb shunday C=AB matritsaga
aytiladiki, uning elementlari quyidagicha aniglangan:

AB = <a11b11 + Qi2b21  A11b13 + a12bs; )

Ap1b11 + Azpby1  Gp1b15 + ayyby,y
Agar
i1 A2 Qg3 b1y b1, by
A={0Q21 G Q3), B=|byy by by
dz1 dzz Azz b31 b32 b33

bo’lsa, u holda

i=1

/ 3 3 3
ay;biy Z ay;b;; z a1ibi3\

i=1 i=1

3 3

3
AB = z ayibjy ayib;, ayib;s
i=1 i=1 i=1
3 3 3
\z as;biy z as;b, as;b;z
i=1 i=1 i=1

bo’ladi. Ikkita matritsani ko’paytirish natijasida ko’payuvchi matritsa nechta satrga
ega bo’lsa, shuncha satr va ko’paytuvchi matritsa nechta ustunga ega bo’lsa,

shuncha ustunga ega bo’lgan matritsa hosil bo’ladi. Misol:

(a11 Qi ) (x1) _ (a11x1 + a12x2)
A1 A2/ \X3 Ay1X1 + ApX)°



Matritsalar ko’paytmasi umuman olganda o’rin almashtirish gonuniga
bo’ysunmaydi, ya’ni AB£BA.

Misol: A = (_31 _21) B = (; 1)

= NG D=-CELS AL D=00)
— 1-3+1-(-1) 1-(-1)+1-2
BA = (?1) 1 (_31 21)=(3.311.(_1) 3-(_1)11-2)=(§ —11)
Demak, AB#BA.

Matritsalarni ko’paytirish ushbu: A(BC)=(AB)C gruppalash gonuniga va
(A+B)C=AC+BC tagsimot qonuniga bo’ysunadi.

1 0
E= (0 J matritsa ikkinchi tartibli birlik kvadrat matritsa

1 00
E=10"1 0} matritsa uchinchi tartibli birlik kvadrat matritsa
0 01
1 0 .. 0
0 1 0
E= | matritsa yuqori tartibli birlik kvadrat matritsa deyiladi.
0O 0 .. 1

Istalgan tartibli matritsani birlik matritsaga ko’paytmasi, yana o’sha matritsaning
o’ziga teng: AE=EA=A.
Teskari matritsa. Teskari matritsa fagat kvadrat matritsa uchun kiritiladi. A
— kvadrat matritsa bo’lsa, u holda unga teskari matritsa deb A~! bilan
belgilanadigan va AA™1 = E (1) tenglikni ganoatlantiradigan matritsaga aytiladi.
Adgar (1) tenglik bajarilsa, u holda u bilan bir vagtda A4 = E  (2) tenglik ham
bajariladi.
Teorema: A kvadrat matritsa teskari matritsaga ega bo’lishi uchun A
matritsa aynimagan matritsa bo’lishi, ya’ni uning determinanti noldan farqli

bo’lishi zarur va kifoyadir.
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A, minor a; elementning algebraik to’ldiruvchisi bo’lsin. A matritsaga
teskari A~! matritsa quyidagicha hosil gilinadi:
1) A matritsada uning har bir a;;, elementini bu elementning A matritsaning |A|

determinantiga bo’lingan A;;, algebraik to’ldiruvchisi bilan almashtirib, B matritsa

tuzamiz:
Ay Ap Ags
Al 1Al Al
B = I A21 A22 A23 I
Al 1A Al
A31 A32 A33
Al 1A |A]

2) B matritsda uning satrlari va ustunlarining o’rinlarini almashtirib, B* matritsa
tuzamiz. (B* matritsa B matritsaga nisbatan transponirlangan matritsa deb ataladi).

Quyidagiga ega bo’lamiz:

All A12 A13
1Al 14l 1A]
B* = A1 Ay Aps _ gt
| 14] 1Al 4] |
A31 A32 A33
1Al 1Al 1A]

Chunki, AB* = E ni beradi.
Misol.

1 2 0
A= (3 2 1) matritsaga teskari matritsa tuzing.

0 1 2
Echish.
1 2 0
|JA|=13 2 1|=4-1-12=-9%0
0 1 2

shuning uchun A matritsa aynimagan matritsa , demak unga teskari matritsa

mavjud. Algebraik to’ldiruvchilarni hisoblaymiz:
o+ |2 Y a3 1 _pa — e
All_( 1) |1 2| _3)A12 - |0 2|_ 6)A13_3'

2 0| _

1 2 _4;A22=|(1) (2)|:2;A23:_|(1) i:_l

A21=_|

11



e} ety Y
6
/? 5
4 =2
9 9
-2 1
9 9

3 2|=_

bu matritsada satrlar bilan ustunlar o’rnini almashtirib,

matritsani hosil gilamiz.

Matritsa rangi. m ta satr va n ta ustunga ega bo’lgan quyidagi to’g’ri

burchakli matritsani gqaraymiz:

ay1 Qg2 - Qqg

a a a
A= 21 Q22 2k
Am1 Am2 Amk-

Bunday matritsani m X n o’Ichamli matritsa deb ataymiz. Bu matritsa k ta ustun va

k ta satrni ajratamiz. Ajratilgan satrlar va ustunlar kesishgan joyda turgan

elementlar k tartibli kvadrat matritsa hosil bo’ladi. A matritsaning k tartibli minori

deb, bu matritsadan ixtiyoriy k ta satr va

k ta ustun ajratishdan hosil bo’lgan

kvadrat matritsaning determinantiga aytiladi. Masalan, uchta satr va to’rtta ustunga

ega bo’lgan
2 3 4
A=10 =2 3
0o 2 2
matritsa uchun uchinchi tartibli minorlardan biri
2 3 4
0 -2 3
0O 2 2

12
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determinant bo’lib, u A matritsaning birinchi, ikkinchi, uchinchi satrlarini va

birinchi, ikkinchi, uchinchi ustunlarini ajratishdan hosil bo’ladi. Ikkinchi tartibli
minorlardan biri, masalan, |_32 §| determinant bo’ladi.

Matritsaning elementlarining o’zlarini birinchi tartibli minor deb qarash
mumkin. Matritsaning minorlaridan ba’zilari nolga teng, ba’zilari noldan fargli
bo’lishi mumkin. Matritsaning rangi deb, uning noldan fargli minorlari
tartiblarining eng kattasiga aytiladi. Agar A matritsaning rangi r ga teng bo’lsa, bu
narsa A matritsada hech bo’lmaganda bitta noldan farqgli r - tartibli minor borligini,
birog, r dan katta tartibli har ganday minor nolga tengligini r(A) bilan belgilaymiz.

Ushbu matritsani garaymiz:

1 2 5 3

[0 1 7 4

A= 0 0 0 O

0 -1 0 0

uning yagona to’rtinchi tartibli minori nolga teng:

1 2 5 3

0 1 7 4_,
0 0 0 O
0 -1 0 O

(bitta satrning barcha elementlari nolga teng bo’lsa, determinant sifatida), uchinchi

tartibli minorlaridan biri esa noldan fargli, masalan,

1 2 5
0 1 7(=7#0.
0 -1 0

Demak, berilgan matritsaning rangi uchga teng, ya’ni r(A)=3.

Matritsaning rangini hisoblashda ko’p sondagi determinantlarni hisoblashga
to’g’ri keladi. Bu ishni osonlashtirish uchun maxsus usullardan foyadalaniladi. Bu
usullarni bayon qilishdan oldin matritsani elementar almashtirishlar hagidagi
tushunchani kiritamiz.

Elementar almashtirishlar deb, quyidagi almashtirishlarga aytiladi:

1) matritsaning biror satri (ustuni) elementlarini noldan fargli bir xil songa

ko’paytirish;
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2) matritsaning biror satri (ustuni) elementlariga boshqa satri (ustuni) ning mos
elementlarini biror songa ko’paytirib qo’shish;
3) matritsaning satr (ustun) lari o’rnini almashtirish;
4) matritsaning barcha elementlari nolga teng bo’lgan satrini (ustunini) tashlab
yuborish.
Bir-biridan elementar almashtirish bilan hosil gilingan matritsalar ekvivalent
matritsalar deyiladi. Ekvivalent matritsalar, umuman aytganda, bir-biriga teng
emas, lekin ekvivalent matritsalarning ranglari teng bo’lishini isbotlash mumkin.
Misol. Matritsaning rangini hisoblang
2 3 5 -3 =2
A= (3 4 3 -1 —3>
5 6 -1 3 -5
Echish: Berilgan matritsaning birinchi satr elementlarini 2 ga bo’lib, ushbu

ekvivalent matritsani hosil gilamiz:

3 5 3
A
_ 2 2 2
Ay
3 4 3 -1 -3

5 6 -1 3 -5
Matritsaning ikkinchi va uchinchi satrlaridan uning mos ravishda 3 va
5ga ko’paytirilgan birinchi satrlarini ayirib, ushbu matritsani hosil gilamiz.
(Satrlarni (ustunlarni) ayirish deganda bu satrlarning (ustunlarning) tegishli
elementlarini ayirish ko’zda tutiladi).

3 5 3
1 — -
2 7 2 !
1 9 7
A4, = —Z - _
2 0 > > 3 0
3 2
\0 _2 2 /
2 2 2
A, matritsaning uchinchi satridan 3 ga ko’paytirilgan ikkinchi satrini ayirib,
3 5 3
1 — -
2 7 7z 1
A; = 1
Tlo -2 2 1
2 2 2
0 0 0O 0 O
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matritsani hosil gilamiz. A; matritsada nollardan iborat satrni tashlab yuborib,

3 5 3
1 = 2 -2 _q
A - 2 2 2
4 . 1 9 7
2 2 2

matritsani hosil gilamiz, uning rangi 2 ga tengligi ravshan. Demak, berilgan
matritsaning rangi ham 2 ga teng.

Matritsalarning elementar almashtirishlari. Ikkita A, B € M;,, matritsalar
berilgan bo’lsin. Agar A matritsada ikkita satrning o’rni almashtirilishi natijasida
B matritsa xosil gilinsa, V matritsa A dan satrlar ustida (1) tur elementar almashtirish
natijasida xosil gilingan deyiladi. Bu bilan biror f:M, — M, aks ettirish
aniqglanadi.

Agar A matritsaning biror satrini biror songa ko’paytirib, boshga biror satriga
qo’shish natijasida V matritsa xosil gilinsa, V matritsa A dan satrlar ustida (I1)-tur
elementar almashtirish natijasida xosil gilingan deyiladi. Bu bilan ham biror
f:M,, —> M, aks ettirish xosil gilindi.

Bu ta’riflarga o’xshash matritsa ustunlarining (1) va (I1)-tur elementar almashtirishlari
ta’riflanadi.

1-teorema. Satrlar (ustunlar) ustidagi xar bir f:M, —M,, elementar

almashtirish biektsiya bo’lib, uning teskarisi f™*:M,, - M, ham satrlar (ustunlar)

ustida elementar almashtirishdir.

Isbot. Faraz qgilaylik, ¢-satrlar ustida (1) tur elementar almashtirish bo’lib,
ixtiyoriy A matritsada, masalan r- va g- satrlarning o’rnini almashtirishdan iborat
bo’lsin: f(A)=B. Agar V matritsada yana r- va Q- satrlarning o’rnini
almashtirsak, u xolda A matritsaga gqaytamiz, ya’ni A= f(B)=F(f(A)). Bu f.f
birlik akslantirish, ya’ni ¢ ning teskarisi ¢ ning o’zi bo’lib, u elementar
almashtirish ekanligini ko’rsatadi. Bundan, xususan, ¢ ning biektsiya ekanligi

ham kelib chigadi.
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Endi ¢ — satrlar ustida (II) tur elementar almashtirish bo’lsin: f(A)=B. U
xolda ¢ akslantirish ixtiyoriy A=(a;) matritsaga quyidagicha ta’sir kiladi.
Shunday r va q@<p,q<S) xamda heR sonlar mavjudki, A va V larning p-
satrdan boshga barcha satrlari bir xil va V ning r-satri esa A ning r- va g-
satrlari orgali

b, =a, +ha, (k=1n)
formula bo’yicha olinadi (ya’ni A ning g-satri h soniga ko’paytirilib, p-satriga
qo’shildi.

Agar xosil bo’lgan V matritsada bu matritsaning g-satrini (-h) soniga
ko’paytirib, p-satriga qo’shsak, A matritsaga gaytamiz: g(B)=A. Ko’ramizki
g:M,, >M,, aks ettirish ¢ ga teskari va u ham satrlar ustida (Il) tur
almashtirishdir. Bundan ¢ ning biektsiya ekanligi ham kelib chigadi.

Ustunlar uchun teoremaning isboti shunga o’xshash. G (sxn) orqali satrlar
ustidagi elementar almashtirilishlarning mumkin bo’lgan barcha chekli sondagi
kompozitsiyalaridan iborat to’plamni belgilaymiz. Har bir f:M, >M_,
elementar almashtirish biektsiya bo’lgani va biektsiyalarning kompozitsiyasi
biektsiya bo’lgani uchun G (sxn) to’plamning elementlari ham M, ning o’zini
o’ziga biektsiyalaridan iborat.

2-teorema. G (sxn) to’plam biektsiyalarning kompozitsiyasi (ya’ni
elementar almashtirishlarning ketma-ket bajarilishi) amaliga nisbatan guruxni xosil
giladi.

Isbot. Aks ettirishlar, xususan, biektsiyalar uchun assotsiativlik gonuni

o’rinli. Demak, ular uchun umumlashgan assotsiativlik qonuni xam o’rinli. Bunga

ko’ra  elementar  almashtirishlarning ikkita f - f,...f, €G, (sxn) va
d,°9,.-0, €G.(sxn) chekli kompozitsiyalarning (f;-f,...f,)(9,-9,.-.9,) ko’paytmasini
xam f-f,..f -9,-9,...0, ko’rinishda, ya’ni elementar almashtirilishlarning chekli

sondagi kompozitsiyasi ko’rinishida yozish mumkin. Demak
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(fy- £ 10000 95-..9,) € G, (sxn).

G.(sxn) da assotsiativlik qonunining bajarilishi uning to’plamlar aks

ettirishlarining kompozitsiyasi uchun bajarilishidan kelib chigadi.

Agar M, ning (1) formula bilan berilgan (I1)-tur almashtirishida h=0 deb

olsak, to’plamning birlik almashtirishini olamiz. Bundan M, ning birlik

almashtirishi G_(sxn) ga tegishli ekanligi kelib chigadi.
Endi ixtiyoriy f,-f,..f eG_(sxn) elementni olamiz. Bu erda xar bir f, elementar
almashtirish bo’lgani va har bir elementar almashtirishga teskari almashtirish
mavjud bo’lib, u xam elementar almashtirish  bo’lgani  sababli
fi.fl ..f eG,(Sxn). Buelement f -f,..f gateskari. Xagigatan ushbu

(fF 2 f 2 6 .. f )=

= (f, (o (F7 1)) T ) )
ko’paytma assotsiativlik xossasiga ko’ra birlik elementga teng. Bu bilan G_(sxn)

ning gurux ekanligi ko’rsatildi. G (sxn) gurux bu aslida G (M,,)guruxda

satrlarning barcha elementar almashtirishlari xosil gilgan gism guruxdir. Shunga

o’xshash ustunlar uchun G (sxn) gurux xam Kiritiladi. Natija. ABeM,,

matritsalar berilgan bo’lsin. Agar A matritsadan B matritsaga satrlarning
(ustunlarning) chekli sondagi elementar almashtirishlari orgali o’tish mumkin bo’lsa,
u xolda B dan A ga ham chekli sondagi elementar almashtirishlar orgali o’tish
mumkin.

Isbot. Faraz qilaylik, A dan B ga satrlarning f_,f ., f elementar

1 Im-1

almashtirishlari orgali o’tish mumkin bo’lsin. U xolda f,(f,(...(f,(A))=B, ya’ni
(f,- f,...T )(A)=B.

1-teoremaga asosan f*,.., f " lar xam elementar almashtirishlar bo’lib, 2-

m

teoremaga asosan  (f'-fl.f)(B)=A ya’ni f*-f1., f' elementar

almashtirishlar orgali B dan A ga o’tish mumkin. Ustunlar uchun muloxaza

shunga o’xshash.
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3-teorema. Matritsa satrlarining (ustunlarining) rangi uning satrlari
(ustunlari) ustida chekli son marta elementar almashtirishlar bajarilganda o’zgarmaydi,

ya’ni G (sxn) guruxning G (sxn) guruxning) ta’siriga nisbatan invariantdir.

Isbot. AeM,, matritsaning satrlari ustida ixtiyoriy f,f,,..., f, elementar
almashtirishlar bajarilgan bo’lsin: (f,..f )@

Ushbu r((f....f)(A)) =r.(A)tenglikni isbotlashimiz kerak. Dastlab bu
tenglikni k=1 xolda isbotlaymiz. A ning satrlari ustida ixtiyoriy ¢ elementar
almashtirish bajarilgan bo’lsin. Agar u (l) tur elementar almashtirish bo’lsa, u
xolda A matritsa bilan ¢ (A matritsa bir xil satrlarga ega bo’lgani uchun (ular
fagatgina satrlarning o’rinlari bilan farg gilgani uchun) ularning ranglari teng
r.(A)=r(f(A). Agar A ga (Il) tur ¢ elementar almashtirish ta’sir gilgan bo’lsa, u
xolda A da shunday r va g satrlar mavjudki, A bilan @(A) larning p-satrlaridan
boshga barcha satrlari bir xil va @(A) ning r-satri A ning r- va g-satrlarining
chizigli kombinatsiyasidir. Demak, bundan r (f(A)) <r (A). Ikkinchi tomondan 2-
teoremaga ko’ra ¢ mavjud va u xam (I1) tur elementar almashtirishdir. Uning

uchun yugoridagi muloxazalarga asosan r (f*(A))<r (A). Agar bu tengsizlikda A
sifatida ¢(A) matritsa olinsa:
rL(A) =r,(f(f (A)) <r.(f(A)).

Bundan va yuqoridagi tengsizlikdan r.(A)=r (f(A)) tenglik olinadi. Bu bilan
teorema k =1 da isbotlandi.

Endi teoremani k-1 elementar almashtirish uchun o’rinli deb faraz gilaylik.
U xolda teoremaning k=1 va k-1 uchun o’rinliligiga asosan

L((F fopn T)(A) =1 (F, f e £)(A) =1 (F f. F)(A) =1 (A).

Ustunlar uchun teoremaning isboti shunga o’xshash. Quyidagi ikkita xossaga
ega bo’lgan matritsaga satrlariga (ustunlariga) nisbatan zinapoya matritsa deyiladi:
1)  Adgar i-satr (ustun) nollardan iborat bo’lsa, u xolda (i+1)- satr (ustun) xam
nollardan iborat.

2) Agar matritsaning i- va (i+1) satrlarining (ustunlarining) har birida
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noldan fargli elementlar bo’lib, i-satrdagi (ustundagi) chapdan (yugoridan)
birinchi farqli element m - ragamli ustunda (satrda) va (i+1)-satrdagi (ustundagi)
chapdan (yugoridan) birinchi noldan fargli element m .- (satrda) uchrasa, u holda
m <m,, tengsizlik o’rinli.

Xususan, nol matritsa satrlariga nisbatan ham ustunlariga nisbatan ham
zinapoya matritsadir.

Keltirilgan ta’rif satrlariga (ustunlariga) nisbatan zinapoya matritsada
noldan fargli satrlardagi (ustunlardagi) chapdan (yugoridan) birinchi noldan fargli
elementdan chapdagi (yuqoridagi) va pastdagi (o’ngdagi) elementlar nolga teng
bo’lishini ko’rsatadi.

Satrlarga nisbatan zinapoya matritsada noldan fargli satrlar r ta bo’lsin. U

xolda bu satrlarga mos bo’lgan m,m,,...,m ragamli ustunlarni satrlarga nisbatan

zinapoya matritsaning bosh ustunlari deymiz. Satrlarga nisbatan zinapoya
matritsaning ta’rifiga ko’ra 1<m, <m, <..<m <n

4-teorema. Har ganday matrigani satrlarning (ustunlarning) chekli sondagi
elementar almashtirishlari yordamida satrlarga (ustunlarga) nisbatan zinapoya
matritsaga aylantirish mumkin.

Isbot. Ixtiyoriy AeM,, matritsa berilgan bo’lsin. Teoremani S satrlarning

soni bo’yicha matematik induktsiya usuli bilan isbotlaymiz. Agar matritsa fagat
bitta satrdan iborat bo’lsa, u satrlarga nisbatan zinapoya matritsa bo’ladi. Demak
S=1 bo’lsa, teorema o’rinli.

Endi s>2 xolni ko’ramiz va teoremani (S-1) tasatrli matritsalar uchun
o’rinli deb faraz gilamiz. Agar A matritsa nol matritsa bo’lsa, u zinapoya
matritsa.

A noldan fargli matritsa bo’lsin. U xolda unda noldan fargli element mavjud.

Demak matritsada noldan fargli ustun mavjud. Birinchi noldan fargli ustun m,-

ustun bo’lib, undagi noldan fargli element r-satrda yotsin. Birinchi va r-

satrlarning o’rnini almashtirib (I) tur elementar almashtirish, birinchi satrining m,

-ustunida yotuvchi a,, elementi noldan fargli bo’lgan quyidagi matritsaga kelamiz:
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Agar xar bir k=2,S uchun birinchi satrni [—?ﬂ) songa ko’paytirib, k-
am

satrga qo’shsak (Il)-tur elementar almashtirishlar), quyidagi matritsaga
kelamiz:

0.0a, .4
0..00..a,,

Endi A" matritsada birinchi satrni tashlab, golgan S-1 satrlardan iborat
matritsani C orqgali belgilaymiz. Bu C matritsaning birinchi m, ta ustuni nolga
teng.

C matritsa S-1 ta satrga ega bo’lgani uchun unga matematik induksiyaning
farazini qo’llab, chekli sondagi elementar almashtirishlar yordamida satrlarga
nisbatan zinapoya ko’rinishga ega bo’lgan D matritsaga keltirish mumkin. C
ustidagi satrlarning elementar almashtirishlari A" matritsaning xam elementar
almashtirishlari bo’lib, bunda birinchi satr o’zgarmaydi. Xosil bo’lgan D

matritsaning ham birinchi m, ta ustuni nollardan iborat bo’ladi.

D matritsaning noldan fargli r-1 ta satri bo’lib, bu satrlardagi noldan fargli birinchi
elementlar mos ravishda m,, ..., m, ustunlarda yotgan bo’lsin. U xolda
m, <..<m,-D matritsaning birinchi m_ta ustuni nollardan iborat bo’lgani uchun

m, <m, <..<m,. Natijada birinchi satrdan pastga D matritsaning satrlari yozilsa,

xosil bo’lgan S ta satrli matritsa satrlarga nisbatan zinapoya matritsa bo’lib, u A
matritsadan chekli sondagi elementar almashtirishlar orgali xosil gilingan
bo’ladi.

Ustunlar uchun teorema shunga o’xshash ishotlanadi.
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5-teorema. Satrlarga (ustunlariga) nisbatan zinapoya matritsa satrlarining
(ustunlarining) rangi nol’dan farqli satrlarining (ustunlarining) soniga teng.

Isbot. AeM,, matritsa satrlariga nisbatan zinapoya bo’lib, r ta noldan

fargli satrga ega va m,m,,....m — bosh ustunlarining ragamlari bo’lsin:

¢, A +C,A +..+C,A =0 bo’lsin deb faraz gilamiz. Bundan teoremani ishotlash
uchun qolgan satrlar nol bo’lgani tufayli c¢ =c,=..=c, =0 kelib chigishini
ko’rsatamiz. Agar r=1 bo’lsa, ushbu c,A =0 tenglikni, ya’ni ca,, =..=ca, =0
tengliklarni olamiz. Bundan a,, =0 bo’lgani uchun c =0 tenglikni olamiz. Endi
r-1 xolda r-1 ta noldan fargli B,,...,B, satrlarga ega va satrlariga nisbatan zinapoya
bo’lgan har ganday B matritsa uchun ¢B +..+c A, =0 tengligdan doim

¢, =¢c=..=c,_, =0 kelib chigsin deb faraz qilamiz. Ushbu cA +..+c A =0

tenglikdan
Cay, = 0]
G, +C8,,, = 0
c,a,, +...+¢a, =0

tengliklar tizimini olamiz. Bularning birinchisidan a,, =0 bo’lgani uchun
¢, =0 tenglikni olamiz va c,A+..+c, A =0 tenglikka kelamiz. A, .. A

satrlarning o’zi r-1 satrli zinapoya matritsa xosil gilgani uchun, induktsiya faraziga

ko’ra c¢,=..=c,=0. Bu va ¢ =0 tengliklar A,A,..,A satrlarning chizigli

r

erkliligini ko’rsatadi, ya'ni r (A)=r.
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4- va 5-teoremalar biror matritsa satrlarining (ustunlarining) rangini
xisoblash uchun wuni elementar almashtirishlar orgali zinapoya ko’rinishga
keltirish kifoya ekanligini ko’rsatadi.

Agar AeM_ kvadrat matritsa bo’lib, diagonal ko’rinishga ega bo’lsa, 5-

teoremaga asosan uning satrlarining (ustunlarining) rangi noldan fargli diagonal
elementlarining soniga teng.

6-teorema. Satrlariga (ustunlariga) nisbatan zinapoya matritsa ustunlarining
(satrlarining) rangi noldan fargli satrlarining (ustunlarining) soniga teng.

Isbot. Zinapoya A matritsa (2) ko’rinishga ega bo’lsin. Noldan fargli satrlar
r ta bo’Igani uchun uning ustunlarini r-o’lchamli vektorlar deb garash mumkin.

A™, A™ ... A™ bosh ustunlarning chizigli erkli ekanligini ko’rsatamiz. Faraz
gilaylik biror c,c,,....c, sonlar uchun ¢, A™ +¢,A™ +...+¢, A™ =0 bo’lsin. U xolda

Ca, +Ca, +..+Ca, = 0]
C,a,, +..+ca,, =0

Bu erda a,=#0 &, #0,..,a, #0 bo’lgani uchun 5-teoremaga o’xshash
muloxazalarni ishlatib ¢, =c, =...=c, =0 tengliklarni olamiz, ya’ni A™,..,A™ bosh
ustunlar chizigli erkli. Bundan r,(A)=r ekanligi kelib chigadi.

Satrlarning rangi uchun teoremaning isboti shunga o’xshash.

Natija. Satrlariga (ustunlariga) nisbatan zinapoya bo’lgan xar ganday
matritsa satrlarining rangi ustunlarining rangiga teng.

Isbot. Agar satrlariga nisbatan zinapoya matritsaning noldan fargli satrlari

soni s ga teng bo’lsa, u xolda 5- va 6-teoremalarga asosan r,(A)=r=r,(A).

Agar B=(b)eM,, matritsaning elementlari A=(a,)eM,, matritsaning
elementlari bilan ushbu b, =q,(i=1s, j=1n) tengliklar bilan bog’langan bo’lsa,
ya’ni B ning B,V,,...,Vs satrlari mos ravishda A ning Al A% A ustunlariga teng
bo’lsa, V matritsa A ga nisbatan transponirlangan deyiladi va A" kabi belgilanadi.
Ravshanki, har ganday A matritsa uchun
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(A =A (A =r,(A"), r,(A)=r,(A").
7-teorema.  Matritsa  satrlarining  (ustunlarining)  rangi  matritsa
transponirlanganda  o’zgarmaydi, ya’'ni xar qanday H matritsa uchun
rL(H)=r,(H"),r,(H)=r(H").
Isbot. Ixtiyoriy HeM,, matritsa berilgan va H'™ —uning transponirlangani
bo’lsin. 4-teoremaga ko’ra satrlarning chekli sondagi f,,..., f, almashtirishlari

orgali N ni satrlariga nisbatan zinapoyani A matritsaga keltirish mumkin:

(f...f)(H)=A Agar N ning satrlari ustida bajarilgan f,...,f_elementar

almashtirishlarni H™ matritsaning ustunlari ustida bajarsak, ustunlariga nisbatan

zinagpoya A" matritsaga kelamiz. 3-teoremaga asosan r(H)=r(A) Vva

r,(A")=r(H") 6-teoremaning natijasiga asosan r,(A") =r,(A") . Bulardan
L(H)=r(A)=r,(A")=r(A)=r(H")

Shunga o’xshash r,(H)=r,(H") tenglik isbotlanadi.

Natija. Xar ganday matritsa satrlarining rangi ustunlarining rangiga teng.

Isbot. Ixtiyoriy N matritsa uchun 7-teoremaga asosanr,(H)=r,(H")=r,(H).
Bu natijaga asosan quyidagi ta’rifni Kiritishimiz mumkin. Ushbu r,(H)=r,(H) son

matritsaning rangi deyiladi.

23



1.2-§ Kompleks assotsiativ algebralar

Halga va tana. Ta rif. Ikkita binar amalli sistema deb ixtiyoriy ikkita a, b
elementlari uchun yagona aniglangan va yana shu to’plamning o’ziga tegishli
bo’lgan yig’indi a+b va ko’paytma a-b mavjud bo’lgan a,b,... elementlar
to’plamiga aytiladi.

Agar ikki binar amalli sistemada elementlar ustida operatsiyalarni amalga
oshiruvchi ushbu binar amallar quyidagi shartlarga ganoatlantirsa bu sistema halga
deb ataladi:

I. Qo’shish gonuni:

a) Assotsiativlik gonuni: a+(b+c)=(a+b)+c.

b) Kommutativlik gonuni: a+b=b+a.

v) Barcha a, b elementlar uchun a+x=b tenglamaning echimining
mavjudligi.

I1. Ko’paytirish gqonuni:

a) Assotsiativlik gonuni: (ab)c=a(bc).

[11. Distributivlik gonuni:

a) a-(b+c)=ab+bc;

b) (b+c)-a=ba+ca.

Misollar. 1. Agar ko’rilayotgan to’plam elementlari sonlardan iborat bo’lsa
va ushbu to’plamda aniglangan binar amallar bu oddiy ko’paytirish va qo’shish
amallari bo’lsa, u holda barcha ratsional sonlar to’plami Q halga tashkil giladi
(birlik elementi sifatida 1 soni xizmat giladi). Shunga o’xshash barcha butun sonlar
to’plami Z hamda barcha hagiqiy sonlar to’plami R halga tashkil giladi.

2. Deylik My(R) — elementlari haqgiqiy sonlardan iborat barcha 2x2 —
o’lchovli matritsalar to’plami bo’lsin. U holda bu to’plam matritsalarni qo’shish va
matritsalarni ko’paytirish amallariga nisbatan gurux tashkil giladi.

Shunga o’xshash agar M,(C) elementlari kompleks sonlardan iborat barcha
2x2 — o’lchovli matritsalar to’plami bo’lsa, bu to’plam matritsalarni qo’shish va

matritsalarni ko’paytirish amallariga nisbatan halga tashkil giladi.
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Umuman, agar M,(C) elementlari kompleks sonlardan iborat barcha nxn —
o’lchovli matritsalar to’plami bo’lsa, bu to’plam matritsalarni qo’shish va
matritsalarni ko’paytirish amallariga nisbatan gurux tashkil giladi.

Shunga o’xshash, deylik M,(R) elementlari haqgigiy sonlardan iborat barcha
nxn — o’lchovli matritsalar to’plami bo’lsin. U holda bu to’plam matritsalarni
qo’shish va matritsalarni ko’paytirish amallariga nisbatan gurux tashkil giladi.

Agar ko’paytiruv amali uchun kommutativlik gonuni bajarilsa:

I1. b) ab=ba,

u holda halga kommutativ halga deb ataladi.

Tana. Halga tana deb ataladi, agarda:

a) unda hech bo’Imaganda bitta noldan fargli element mavjud bo’lsa;

b) quyidagi tenglamalar

ax=b,
ya=b
a=0 da berilgan halgada echimga ega.
Agar, bundan tashqgari, berilgan halga kommutativ bo’lsa, u holda u maydon

yoki ratsional halga deb ataladi.

Ta’rif. Biron bir P maydon ustida chekli o’Ichovli vektor fazosi bo’lgan &
to’plam va unda quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi

1) a+b=b+a,

2) (a+b)+c=a+(b+c),

3) shunday 0 element mavjudki har ganday a element uchun 0+a=a+0=a,

4) shunday —a element mavjudki a element uchun a+(-a)=-a+a=0,

5) (a+b)c=ac+bc, a(b+c)=ab+ac,

6) (au)v=u(av)=c(uv) barcha aeP uchun,
binar amallar (chizigli) algebra deb ataladi.

Agar berilgan algebrada ko’paytiruv amali uchun assotsiativlik gonuni

o’rinli bo’lsa, ya’ni
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7) (ab)c=a(bc),

u holda berilgan algebra assotsiativ algebra deb ataladi.

Algebralarga misollar. 1. Deylik M,(R) — elementlari haqgigiy sonlardan
iborat barcha 2x2 — o’lchovli matritsalar vektor fazosi bo’lsin. U holda bu to’plam
matritsalarni qo’shish va matritsalarni ko’paytirish amallariga nisbatan algebra
tashkil giladi.

Shunga o’xshash agar M,(C) elementlari kompleks sonlardan iborat barcha
2x2 — o’lchovli matritsalar to’plami bo’lsa, bu to’plam matritsalarni qo’shish va
matritsalarni ko’paytirish amallariga nisbatan algebra tashkil giladi.

Umuman, agar M,(C) elementlari kompleks sonlardan iborat barcha nxn —
o’lchovli matritsalar to’plami bo’lsa, bu to’plam matritsalarni qo’shish va
matritsalarni ko’paytirish amallariga nisbatan algebra tashkil giladi.

Shunga o’xshash, deylik M,(R) elementlari hagigiy sonlardan iborat barcha
nxn — o’lchovli matritsalar to’plami bo’lsin. U holda bu to’plam matritsalarni
qo’shish va matritsalarni ko’paytirish amallariga nisbatan algebra tashkil giladi.

2. Algebralarga muxim misol bu barcha elementlari P maydondan olingan n
— qatorli kvadrat matritsalarning P, to’liq matritsali algebrasidir. Bu algebra n’
ranga ega. Bazis elementlari sifatida Ci.— i — qgator va k — ustun kesishmasida 1
soni, qolgan joylarda esa O soni turgan matritsalarni olish mumkin. o
elementlardan iborat har bir matritsa quyidagi yig’indi ko’rinishda bo’ladi

2SiCik,
gaysiki unda yig’indi 1 dan n gacha giymatni oluvchi barcha i va k bo’yicha
xisoblanadi. Cj bazis elementlari uchun ko’paytrish gqoidalari quyidagicha:
CniCy=0 (i4),
ChiCik=Ch.

3. Kvartenionlar algebrasi. Deylik G — e, |, k, | bazis elementlariga ega
bo’lgan to’rt o’lchovli vektor fazosi bo’lsin. Element e ni birlik element deb
xisoblaymiz, ya’ni e°=e, ej=j va x.k. Quyidagi tengliklarni kiritamiz

j’= —ea, K= —ef
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bu erda o va f— P maydonning ixtiyoriy elementlari, va
jk=—kj=l.
U holda
I°=jkjk=—jkk=—eap,
jl=jjk=—eak=—ka,
lj=—kjj=+kea=kq,
Ik=—kkj=+eSj=j5,
Ik=jkk=—je=— .
Hosil bo’lgan G algebra umumlashtirilgan kvartenionlar algebrasi deb ataladi.
Uning elementlari quyidagi ko’rinishga ega:
X=eXo+]X1+kXo+1X3 (Xo, X1, X2, X3 €P).
Ravshanki, ex, va X, elementlar aynan tenglashtiriladi; shunday qilib, P
maydon G algebraga yotgizilgan bo’ladi.
Ixtiyoriy x elementning normasi quyidagicha aniglanadi
N(X)=xx*=(exo+jX; +kxo+IX3) (eXgX1 KX —X3)=
= Xo*+ axXy*+ o+ a g
Agar bu kvadratik shakl noldan iborat bo’lsa (ya’ni bir vaqtning o’zida nolga teng
bo’lmagan x; larda nolga aylansa), u holda xx* ko’paytma x=0 da nolga teng
bo’ladi, G esa nolning bo’luvchilariga ega bo’ladi. Agar yuqorida keltirilgan
kvadratik shakl nolga teng bo’Ilmasa, u holda har bir x=0 teskari elementga ega:
X =X (Xo2+ X 2+ B+ aXsY),
va, demak, G algebra tana bo’ladi.
Umumlashtirilgan kvartenionlar algebrasining matritsali ko’rinishi G algebra
ikki tomonlama modul sifatida garalganda hosil bo’ladi. Bunda G chap
multiplikatorlar va 2=P(j) — o’ng multiplikatorlar sohasi bo’lib xizmat giladi. —«

Element P maydonda kvadrat bo’lmaydi deb xisoblaymiz; u holda

2=P(j)=P(V-a)
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— maydondir. G algebra esa bu maydonda ikki o’Ichovli vektor fazosi bo’ladi;
bazis elementlari sifatida, masalan, e va —k elementlarni olish mumkin. x Vektorlar
u holda quyidagi ko’rinishda yoziladi:
X=€(Xo+]X1)+(—K)(—Xa+]X3). 1)

Agar bu x vektorlarni o’ng tomondan ixtiyoriy y elementga ko’paytirsak, u holda G
fazoning ma’lum bir matritsa orqgali ifodalanadigan Y chizigli aylanishi hosil
bo’ladi. Bu matritsani ham Y orqali belgilaymiz. Agar e va —k bazis elementlarni
chapdan y ga ko’paytirsak va natijalarni yana (1) ko’rinishda yozsak Y
matritsaning ustunlari hosil bo’ladi. Agar, xususan, y element sifatida j, k yoki | ni

olsak, u holda quyidagi matritsalarni olamiz
i=lo S =15 2 e= [y Sl
Agar endi a=£=1 deb olsak, u holda gamiltonli kvartenionlar hosil bo’ladi
X=eXg+]X; +Kkxo+Ix3
quyidagi ko’paytirish qoidalariga ega bo’lgan:
j2=k2=|2= 1,
jk=I, kj=4,
kl=j, k=,
lj=k, jl=—k.
Agar P — hagigiy sonlar maydoni bo’lsa, u holda matritsali yozuvda j

elementni mavxum i birlik elementga almashtirish mumkin. U holda quyidagi hosil

bo’ladi:
J = ((l) —Oi)’K: (—01 (1))’L - (? (l))

Algebralarga yana ko’plab misollar keltirish mumkin. Lekin yugorida
keltirilgan misollar berilgan bitiruv malakaviy ishiga taaluglidir. [1]

Ta’rif. Agar berilgan algebrada ko’paytiruv amali uchun kommutativlik
gonuni o’rinli bo’lsa, ya’ni

8) a-b=b-,
u holda berilgan algebra kommutativ algebra deb ataladi.

28



Qo’shish qonunlariga shuni qo’shimcha gilish mumkinki. Uchta 1), 2),
3), 4) gonunlar birgalikda shuni bildiradiki algebra elementlari qo’shish amaliga
nisbatan abel guruxini tashkil giladi. Shunday qilib Abel gruppasi uchun o’rinli
bo’lgan faktlarni algebralarga ham qo’llashimiz mumkin: quyidagi xossaga ega
bo’lgan bitta va fagat bitta nol element 0 mavjud:
a+0=a barcha a uchun.

Bundan tashqari, har bir a element uchun quyidagi xossaga ega bo’lgan, unga
garama — garshi element —a mavjud

(—a)+a=0.
Shunday qilib a+x=b tenglama fagat echimga ega bo’libgina golmay yagona
uchimga ega; uning yagona echimi — quyidagi element

x=(-a)+b,
bu elementni b—a orgali belgilaymiz. a-b=a+(-b) bo’lgani uchun har ganday
ayirmani yig’indiga aylantirish mumkin; demak, shu ma’noda ayirmalar uchun
ham yig’indilarga o’rinli bo’lgan qoidalar o’rinli bo’ladi, masalan

(a-b)-c=(a-c)-b.
Nihoyat, -(-a)=a va a-a=0. [1], [2]
Assotsiativlik gqonuniga oid. Ko’paytirish uchun assotsiativlik gonuni

asosida murakkab ko’paytmalarni aniglash mumkin

V=1 @y =Q18...4a5 (*)

va ularning asosiy xossasini isbotlash mumkin:

m n —Tn+tm
=1 4 I l=1 a4 ~ITET" @,

Awval (*) tenglikning o’rinli ekaligini ko’rsatamiz. Elementlar a;, ay, ... , a,
berilgan bo’lsin. Matematik induktsiya usuli bo’yicha (m<n) quyidagilarni
aniglaymiz.

1

=1y =ay,

1xll=+11 a, =(H117=1 av)'am+1'
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Agar bundan tashgari, agar ko’paytiruv amali kommutativ bo’lsa bundan
ko’prog’ini isbotlash mumkin: murakkab ko’paytma qiymati ko’paytiruvchilarning
joylashish tartibiga bog’liq emas. Aniqrog’i:

Teorema 1. agar ¢ — (1,n) natural sonlar kesmasini o’z-o0’ziga birga-bir
akslantirish bo’lsa, u holda

=18 = IT=1 @,

Isbot. n=1 uchun Teorema ravshan. Shuning uchun matematik induktsiya
usuli bo’yicha uni n-1 uchun ham to’g’ri deb faraz gilamiz. Deylik k soni n songa
akslansin: ¢(k)=n. U holda

[T5 (=1 @) =TTE agn@em [T2E geryy = T2 @y - TTNZE @ppier ) @n
Qavs ichiga olingan ko’paytuvchilar fagat ixtiyoriy tartibda olingan ag,...,a,1
elementlardan iborat. Matematik induktsiya faraziga ko’ra bu ifoda [["%{a, ga

V=

teng. Shuning uchun
[T5(=1 apn=Il=1 ava=lli a,.
Xuddi shunga o’xshash quyidagi yig’indilarni aniglash mumkin
> a,~ay+a,t... +a,

va ularning asosiy xossasini isbotlash mumkin:

m n —\'m+n
=10yt X Ay SRV A

1) shartga ko’ra ixtiyoriy yig’indida qo’shiluvchilarni ixtiyoriy tartibda
almashtirib go’yish mumkin, kommutativ algebralarda esa bular ko’paytmalar
uchun ham o’rinli.

Distributivlik qgonuniga oid. Agar kommutativlik gonuni ko’paytiruv
uchun o’rinli bo’lsa, u holda, albatta, a(b+c)=ab+ac shart (a+b)c=ac+bc shartdan
kelib chigadi.

a(b+c)=ab+ac shartdan induktsiya bo’yicha quyidagini hosil gilamiz

a(by+by+...+by)=ab,+ab,+... +aby,
xuddi shunday , (a+b)c=ac+bc shartdan quyidagiga egamiz:
(a;taxt...+a,)b=a;b+ab+... +ab.

Bu ikki qonun yig’indilarni ko’paytirishning odatiy goidasini beradi:
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(aytaxt...tay)(bytby+...+b,)=
=aib;+... taibyt... Fanbi .. tabn =X Y iL, a;by.
Distributivlik gonuni ayirma uchun ham bajariladi; masalan,
a(b-c)=ab-ac,
bunga osongina ishonch hosil gilish mumkin:
a(b-c)+ac=a(b-c+c)=ab.
Xususan,
a0=a(a-a)=a-a-a-a=0,
yoki: agar ko’paytiruvchilardan biri nolga teng bo’lsa ko’paytma nolga teng.

Ammo bu Teoremaning teskarisi har doim ham to’g’ri bo’lavermaydi:

shunday bo’lishi mumkinki

a-b=0, a=0, b=0.

Bu holda a va b elementlar nolning bo’luvchilari deb ataladi. Bunda a — nolning
chap bo’luvchisi, b — nolning o’ng bo’luvchisi deb ataladi. (Kommutativ
algebralarda bu ikki tushunchalar ustma — ust tushadi.) Nolning o’zini ham nolning
bo’luvchisi deb xisoblash qulaydir. Shuning uchun a nolning chap bo’luvchisi deb
ataladi, agarda ab=0 tenglikka ganoatlantiruvchi shunday b=0 element mavjud
bo’lsa. Agar algebrada noldan boshga nolning bo’luvchilari mavjud bo’lmasa,
ya’ni agar ab=0 shartdan yoki a=0, yoki b=0 shart kelib chigsa, u holda algebra
nolning bo’luvchilariga ega bo’lmagan algebra deb ataladi. Agar, bundan tashgari,
algebra kommutativ bo’lIsa, u holda u butunlik algebra deb ataladi.

Misollar. Yuqorida keltirilgan butun sonlar algebrasi Z, ratsional sonlar
algebrasi Q va haqiqiy sonlar algebrasi R nolning bo’luvchilariga ega bo’lmagan
algebralarga misol bo’la oladilar. (-1,1) intervalda aniglangan barcha uzluksiz
funktsiyalar algebrasi nolning bo’luvchilariga ega. Chunki, agar

f=f(x)=max (0,x),
g=g(x)=max (0, -x),
ko’rinishdagi funktsiyalarni olsak , u holda f=0, g=0, f{g=0 tengliklar o’rinli
bo’ladi.

Birlik element. Agar algebra chap birlik e elementga ega bo’lsa:
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ex=x barcha x elementlar uchun,
va bir vagtning o’zida— o’ng birlik & elementga ega bo’lsa:

xé=x barcha x elementlar uchun,
u holda bu ikkala elementlar o’zaro teng bo’lishlari kerak. Chunki

e=eé=¢é.

Shunga o’xshash har ganday o’ng birlik element va chap birlik element e ga teng
bo’ladi. Bunday holatda e elementni oddiygina qilib birlik element yoki bir deb
ataladi va berilgan algebra birlik elementli algebra yoki birlik algebra deb ataladi.
Ko’pincha, agar bu 1 soni bilan chalkashlikka olib kelmasa birlik element 1 orgali

belgilanadi.

Teskari element. Agar a — birlik algebraning ihtiyoriy elementi bo’lsa, u
holda a elementning chap teskarisi deb quyidagi hossaga ega bo’lgan a(l)'l element
tushuniladi:

ag "a=e,
o’ng teskarisi deb quyidagi hossaga ega bo’lgan a(r)'l element tushuniladi:

aag) '=e.
Agar a element chap teskari va o’ng teskari elementlarga ega bo’lsa, u holda bu
teskari elementlar ustma — ust tushadi, chunki

an = ag " (aay )=(ay 'a) an =ap

va, demak, a elementning har bir o’ng teskarisi, a elementning har bir chap
teskarisi kabi yugorida ko’rsatilgan elementga teng. Bunday holda “a element
teskari elementga ega” deyiladi, teskari elementning o’zi esa a™* orgali belgilanadi.

Darajalar va karralilar. Assotsiativlik gqonuni asosida har bir a element
uchun algebrada a" darajalarni kiritish mumkin (n — natural son) va quyidagi
oddiy qoidalarni hosil gilish mumkin:

a"a"=a™m

(an)mzanm’ (1)
(ab)"=a"b";
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Bunda oxirgi tenglik fagat kommutativ algebralar uchun o’rinlidir. Hagigatan ham,
1 teoremadan (1) dagi tengliklardan birinchisi kelib chigadi. (1) tengliklardan
ikkinchisini ham matematik induktsiya usuli yordamida isbotlash mumkin.

Agar algebra birlik elementga ega bo’lsa, a element esa — teskari elementga
ega bo’lsa, u holda nol va manfiy darajalarni kiritish mumkin; bunda (1) tengliklar
o’rinliligicha qoladi.

(1) Tengliklardan ikkinchisi go’shish amali uchun quyidagi ko’rinishga ega

n-ma=nm-a,
birinchi tenglik distributivlik gonuniga aylanadi
ma-+na=(m-+n)a.
Bu ikki qonunga yana bir distributivlik qonuni qo’shiladi
m(a+b)=ma+mb.
Bu tenglik (1) ning uchinchi tengligining qo’shish amali uchun ko’rinishidir. Bu
tenglikni ham matematik induktsiya usuli yordamida isbotlash mumkin. Oxirgi
tengliklar gatorida quyidagi tenglik ham o’rinli
n-ab=na-b=a-nb.
Darajalar xolidagi kabi quyidagi belgilashni gabul gilamiz
(-n)-a=-na;
u holda, hosil gilingan
n-ma=nm-a
ma-+na=(m+n)a
m(a+b)=ma+mb
n-ab=a-nb
tengliklar barcha butun (musbat, manfiy va nolga teng bo’lgan) sonlar uchun
bajariladi. Shu bilan birga n-a ifodaga algebraning ikkita elementining ko’paytmasi
sifatida garamaslik kerak. Chunki umumiy holda n soni algebraning elementi
bo’lmaydi, balki gandaydir tashqi narsa — butun son bo’ladi. Ammo, agar algebra
e birlik elementga ega bo’lsa, u holda na ifodani elementlar ko’paytmasi sifatida

olish mumkin:
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na=n-ea=ne-a.

Ideallar. Deylik 5— ixtiyoriy algebra bo’sin.

Berilgan 5 algebraning biron — bir gism to’plami yana algebra (berilgan
algebraning gism algebrasi) bo’lishi uchun quyidagi shartlarning bajarilishi zarur
va etarlidir:

1) bu to’plam algebraning additiv guruxining gism guruxi bo’lishi zarur;
boshgacha qilib aytganda, ixtiyoriy a va b elementlar bilan birga ularning a — b
ayirmasini ham o’z ichiga olishi lozim (modullarning xossalari);

2) a va b elementlar bilan birga ularning ab ko’paytmasini ham o’z ichiga
olishi lozim.

Qism algebralarning ichida ideallar deb ataluvchi gism algebralar alohida rol
o’ynaydi; ularning roli normal gism guruxlarning guruxlar nazariyasidagi roliga
o’xshash.

Jalgebraning bo’sh bo’lmagan M gismto’plami ideal, aniqrog’i o’ng ideal
deb ataladi, agarda:

1) aeM va b eM lardan a — b eM shart kelib chigsa (modullar xossalari);

2) aeM dan Jdagi ixtiyoriy r element uchun ar eM kelib chigsa. So’z bilan
ifodalaydigan bo’lsak: M modul o’zinig har bir a elementi bilan birga barcha ar
o’ng karralilarni o’z ichiga olishi lozim.

Xuddi shunday, modul chap ideal deb ataladi, agar aeM dan raeM ixtiyoriy
r e 3 uchun kelib chigsa.

Nihoyat, M gism to’plam ikkitomonlama ideal deb ataladi, agar u bir
vagtning o’zida ham o’ng, ham chap ideal bo’lsa.

Kommutativ algebralar uchun ushbu uchta tushuncha ustma — ust tushadi va
shuning uchun bu erda chap va o’ng ideallar farglanmaydi.

Kommutativ algebralardagi ideallarga misollar:

1. Fagat nol idealdan iborat Nol ideal.

2. Berilgan algebraning barcha elementlarini o’z ichiga oluvchi I birlik

ideal.
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3. a element yordamida yaratilgan va
ra+na (r €3, n— butun son)
ko’rinishdagi barcha ifodalar iborat (a) ideal. Bu to’plamning hagigatan ham ideal
bo’lishini ko’rish qiyin emas: bunday ifodalarning ikkitasini ayirmasi, ravshanki,
yana shunday ko’rinishga ega bo’ladi, ixtiyoriy karrali esa quyidagi ko’rinishga
ega:
s(ra+na)=(sr+ns)a,

ya’'ni r'a yoki r‘a+0a ko’rinishga ega.

(@) ideal, ravshanki, a elementni o’z ichiga oluvchi ideallar ichida eng
Kichigidir, chunki har bir ideal hech bo’lmaganda barcha ra karralilarni va
+2a=na ko’rinishdagi barcha yig’indilarni o’z ichiga oladi, shuning uchun ra+na
ko’rinishdagi bacha yig’indilarni ham o’z ichiga oladi. Idel (a), shunday qilib, a
elementni o’z ichiga oluvchi barcha ideallarning kesishmasi sifatida aniglanishi
mumkin.

Agar T algebra e birlik elementga ega bo’lsa, u holda ra+na uchun
ra+nea=(r+ne)a=r'a ko’rinishdagi yozuvdan foydalanish mumkin. Demak, ushbu
holatda (a) ideal barcha ra ko’rinishdagi karralilardan iborat bo’ladi. Masalan, (2)
ideal butun sonlar algebrasida barcha juft sonlardan iborat.

Bir a element yordamida yaratilgan ideal asosiy ideal deb ataladi. Nol ideal
har doim asosiy idealdir: bu (0) idealdir. Birlik ideal ham asosiy ideal xisoblanadi,
agar J — birlik e elementli algebra bo’lsa, chunki u holda 3=(e). Kommutativ
bo’lmagan algebralarda o’ng asosiy va chap asosiy ideallar farglanishi zarur. a
element yordamida vyaratilgan o’ng ideal barcha ar+na ko’rinishdagi
yig’indilardan iborat.

4. Xuddi shunga o’xshash, bir nechta a;, a,, ...,a, elementlar yordamida
qurilgan chap idealni ham

2rai+2h;a;
ko’rinishdagi yig’indilar majmuasi yoki Jalgebraning aj,a,, ...,a, elementlarni o’z

ichiga oluvchi barcha chap ideallar kesishmasi sifatida aniglash mumkin. Bu ideal
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(a,ay,...,an) orgali belgilanadi va aj,a,,...,a, elementlar bu idealning bazisinii
tashkil giladi deyiladi.

5. Xuddi shunday tarzda M cheksiz to’plam bo’yicha qurilgan (M) chap ideal
aniglanadi; u quyidagi ko’rinishdagi barcha chekli yig’indilarning majmuasi
bo’ladi:

2riai+2n;a; (a;eM, r. €3, nj— butun sonlar). [1], [2]
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11-BOB. MATRITSALAR ALGEBRALARI VA ULARNING
XOSSALARI
2.1-§ Hagiqiy sonlar ustida chekli o’lchovli

matritsalar algebralari tasnifi

Involyutiv algebralar. Involyutiv algebralar nazariyasi bu xalqalar
nazariyasining eng rivojlangan va ilovalarga boy gismidir. U fagat har — hil
mutaxasisliklardagi matematiklarga uchungina emas balki nazariyotchi fiziklar
uchun ham tadgiqot uchun odatiy apparatga aylangan.

Involyutiv algebralar nazariyasini erkin qo’llamasdan turib , kvant
mexanikasini , maydonlar nazariyasini va statistik fizikani zamonaviy ko’rinishda
bayon gilish mumkin emas. Oxirgi 60 — 65 vyillarda bu nazariyada kuchli
natijalar olindi.

Ta’rif. A— C kompleks sonlar maydoni (R haqigiy sonlar maydoni) ustida
algebra bo’lsin. A algebrada aniglangan involyutsiya deb shunday A algebrani A
algebrasining o’ziga akslantirishga x—x* aytiladiki, bunda ixtiyoriy x, yeA va
1eC (eR) uchun:

() F)*=x;

(i) (x+y)r=xr+y*;
(iil)  (AX)*=A*x*,
(iv)  (xy)*=y*x*

shartlari bajariladi. Involyutsiyaga ega bo’lgan va C kompleks sonlar maydoni (R
haqgiqiy sonlar maydoni) ustida aniglangan assotsiativ algebra kompleks (mos
ravishda haqigiy) involyutiv assotsiativ algebra yoki gisgacha (mos ravishda
haqiqiy) involyutiv algebra deyiladi.

Bu erda A* — bu A kompleks songa qo’shma sonni bildiradi. x* Elementni
ko’pincha x elementga qo’shma element deb yuritiladi. Yuqoridagi (i) xossadan

ko’rinadiki involyutsiya A algebraning A algebraga biektiv akslantirish bo’ladi. [7]
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Haqiqiy involyutiv algebraga misollar keltiramiz.

Misollar. A=R algebrada A—>4 akslantirish involyutsiya bo’ladi. Bunda R
komutativ involyutiv assotsiativ algebraga aylanadi. Bu erda involyutsiya sonlarni
aynan akslantrishdan iborat bo’ladi.

Deylik M,(R) — R maydon ustida nxn - o’lchovli barcha matritsalar
algebrasi bo’lsin. {a;}"j=1 — shu matritsalar algebrasining elementi bo’lsin. Bu
erda i —qator nomerini, j — ustun nomerini va {a;}"j=; — elementlari a;
komponent - sonlardan iborat nxn-o’lchovli matritsani bildiradi. Shunday
{bij}”ijzle Mn(R) matritsani olaylikki, bunda i,j=1,2,...,n uchun b;=a;* bo’lsin u
holda

{ai} = {0} =1, {@i}"ii=1 eMn(R)
akslantirish involyutsiya bo’ladi va M,(R) algebra bu involyutsiya yordamida
involyutiv algebraga aylanadi. Bu faktning isbotini quyida n=2 bo’lgan holda
keltiramiz.

A — haqiqgiy involyutiv algebra bo’lsin. Element x<A ermit elementi
deyiladi, agar x*=x bo’lsa va normal element deyiladi, agar xx*=x*x bo’lsa.
Idempotent (yani x°=x bo’lgan) ermit elementi proektor deb ataladi. Har bir ermit
elementi normal element bo’ladi. Barcha ermit elementlari to’plami A algebraning
haqiqiy vektor gism fazosidir. Agar x va y ermit elementlari bo’Isa u holda

(xy)*=y*x*=yx

va, demak, x va y kommutativ (yani xy=yx) bo’lsa
(xy)*=yx=xy,

ya’ni ko’paytma xy ermit elementi bo’ladi. [7], [8]

Agar A haqgiqgiy involyutiv algebra 1 chap birlik elementga ega bo’lsa, u
holda har bir xeA uchun x-1*=(1x*)*=x**=x. Shuning uchun 1*— o’ng birlik
element bo’ladi. Demak, 1=1* — A algebraning birlik elementidir. Agar x — A
algebraning teskarlanuvchi va elementi bo’lsa, u holda

(CH*Exr=(xxh)*=1*=1,

x*(x)*=(x"x)*=1*=1,
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shuning uchun x* element ham teskarlanuvchi va (x*)*=(x")* bo’ladi. Aksincha,
agar x* teskarlanuvchan bo’lsa, u holda x**=x ham teskarlanuvchi bo’ladi.
Element x<A unitar element deyiladi, agar xx*=x*x=1 tengliklar o’rinli bo’lsa,
boshgacha qilib aytganda, agar x teskarlanuvchi va x=(x*)" bo’lsa. A involyutiv
algebraning barcha unitar elementlari ko’paytiruv amali bo’yicha guruppa — A
algebraning unitar gruppasini tashkil giladi. Hagigatdan ham, agar x va y — A
algebraning elementlari bo’lsa, u holda
(YY) = x*) = 04) (%) =xy,
shuning uchun xy unitar elementdir, va
(O = ey =

bo’lsa, u holda x* unitar elementdir.

Teorema. Hagiqiy sonlar maydoni ustida aniglangan barcha 2x2 o’Ichovli
matritsalar to’plami M,(R) assotsiativ algebra tashkil giladi. Bu algebrada
involyutsiya Kiritish mumkin. Bunda berilgan algebra assotsiativ involyutive

algebra bo’ladi.

.. fa b Xy .. . . . .
Isbot. Deylik (C d)’ (z t) — ixtiyoriy 2x2 o’lchovli matritsalar, AeR —

haqiqiy son bo’lsin. U holda quyidagi
¢ D+C D=C17 a4

2 D=0 2

amallarga nisbatan M,(R) vektor fazosi bo’ladi.

My(R) vektor fazosida elementlarni ko’paytirish amali quyidagicha kiritiladi

¢ DC -G gia)

z t

Bu ko’paytirish amali assotsiativdir:
a b\ (x Y UW_ax+bzay+bt>_vw_

(@ DG )6 D-(E1E 2106 DA

((ax + bz)v + (ay + bt)p (ax + bz)w + (ay + bt)s)

(ecx+dz)v+ (cy+dt)p (cx+dz)w + (cy + dt)s
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(axv + bzv + ayp + btp axw + bzw + ays + bts)
cxv+dzv+cyp +dtp cxw + dzw + cys + dts

a(xv+yp) +b(zv+tp) a(xw +ys)+ b(zw + ts)
(c(xv +yp) +d(zv+tp) c(xw+ys)+d(zw + ts))

(-Gl - DG DG )
Demak, M,(R) assotsiativ algebradir.

M,(R) assotsiativ algebrada involyutsiyani quyidagicha kiritamiz
a by _(a c
(c d) _(b d)'
Ushbu operatsiya yuqorida Kkeltirilgan involyutsiyaning barcha shartlarini

ganoatlantiradi. Demak, berilgan algebra assotsiativ involyutive algebradir. Isbot
yakunlandi. [J
Teorema 1. Quyidagi to’plam

A:R-(g (1))::{/1(8 (1)):/16R}

matritsalar ustida bajariladigan amallarga nisbatan hagiqiy kommutativ assotsiativ
algebra bo’ladi.
Isbot. Quyidagi algebraik amallarga nisbatan A vektor fazo bo’ladi:

QD+ D=0 Den

ixtiyoriy 2(8 (1)) €A, ,u(g é) €A elementlar uchun, va

wll =l 1)

Shuni Teoremalash lozimki vektor fazolar sifatida R(g (1)) va haqiqiy sonlar

to’plami R o’zaro izomorfdir.

Quyidagi ko’paytma o’rinli
(6 )G 0= o)

Umuman, har ganday /1(8 (1)) €A, ,u(g (1)) €A elementlar uchun

0 QD=0 Yen

40



0 1

Demak, R-( 0 0

)vektor fazoning algebraik amallariga va matritsalarni

ko’paytirish amaliga nisbatan yopig. R-(O 1) vektor fazoda matritsalarni

0 0
ko’paytirish amalining assotsiativligi ushbu ko’paytirish amalining butun M,(R)

0 1

0 0) yugorida Kkiritilgan

algebrada assotsiativligidan kelib chigadi. Demak R-(
amallarga nisbatan hagiqiy assotsiativ algebra bo’ladi.

Bundan tashgari ushbu ko’paytirish amali R-(O L

0 0) haqgigiy assotsiativ

0 1

0 0) A,

algebrada kommutativdir. Hagigatan ham, har qanday a=/1(

_ (0 1
b—y(o 0) €A elementlar uchun

A DG H=0n D=0 D)
“(8 (1))/1(8 é)=w) (8 8)=(8 8),ya’niab:ba.
Isbot tugadi. [

1 Teoremada gilingan xulosa R(g 8) to’plam uchun ham o’rinli, ya’ni

quyidagi natija kelib chigadi.
Natija 2. Quyidagi to’plam

(0 =6l 9)en

matritsalar ustida bajariladigan amallarga nisbatan haqiqiy kommutativ assotsiativ

algebra bo’ladi.

Qo’shimcha. Ushbu R(g (1)) R(g 8) hagiqiy kommutativ assotsiativ

algebralar odatiy involyutsiyaga nisbatan involyutiv algebra bo’lishmaydi.

Hagigatan ham, (8 (1))€R(8 (1)) ammo (8 (1)) matritsaga qo’shma

bo’lgan ((1) 8) matritsa R-(O 1) algebrada yotmaydi.

0 0
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Teorema 3. Quyidagi to’plam

A:R-((l) 8)::{/1((1) 8):AER}

matritsalar ustida bajariladigan amallarga nisbatan haqiqiy kommutativ assotsiativ
algebra bo’ladi.

Isbot. Quyidagi algebraik amallarga nisbatan A vektor fazo bo’ladi:

Gl D=l Yen

Ixtiyoriy /1((1) 8) €A, ,u(é 8) €A elementlar uchun, va

wll D=l )

Shuni Teoremalash lozimki, yuqoridagi Teoremalardagi kabi, vektor fazolar
(1) 8) va hagigiy sonlar to’plami R o’zaro izomorfdir.

Quyidagi ko’paytma o’rinli
(6 )G 0)=(0 o)

Umuman, har ganday ﬂ(é 8) €A, ,u(é 8) €A elementlar uchun

A 9uh D=l Yen

)vektor fazoning algebraik amallariga va matritsalarni

sifatida R-(

1 0
0 0

ko’paytirish amaliga nisbatan yopiqg. Yuqoridagi 1 Teorema isbotida

1 0
0 O

assotsiativligi  ushbu  ko’paytirish amalining butun M,(R) algebrada

1 0
0 0

Demak, R-(

Teoremalanganidek R-( )vektor fazoda matritsalarni ko’paytirish amalining

assotsiativligidan kelib chigadi. Demak R-( )yuqorida kiritilgan amallarga

nisbatan haqiqiy assotsiativ algebra bo’ladi.

Bundan tashgari ushbu ko’paytirish amali R((l) 8) haqigiy assotsiativ

algebrada kommutativdir. Hagigatan ham, har qanday az/l(é 8)eA,

_ (1 0
b—y(o 0) €A elementlar uchun
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o oo o)=(y o)

,u((l) 8) l((l) 8) = (ud) ((1) 8), ya’ni ab=ba.

Isbot tugadi. [

3 Teoremada gilingan xulosa R(g g) to’plam uchun ham o’rinli, ya’ni

quyidagi natija kelib chigadi.
Natija 4. Quyidagi to’plam

(0 =6l 2o

matritsalar ustida bajariladigan amallarga nisbatan haqiqiy kommutativ assotsiativ

algebra bo’ladi.

Teorema 5. Quyidagi (yuqori uchburchakli) matritsalar to’plami

a1 aq2
A= {( Ay ) a1, a2, Az R}

matritsalar ustida bajariladigan amallarga nisbatan haqiqiy assotsiativ algebra
bo’ladi.
Isbot. Quyidagi algebraik amallarga nisbatan A vektor fazo bo’ladi:
i1 Qg2 b4 b12> _ (a11 + by ap+ b12)
( 0 a22) + ( 0 b22 o O azz + b22 EA’

a a
ixtiyoriy ( 61 12) eA, (b“ b1z )eA elementlar uchun, va ixtiyoriy AR son

azz 0 by,
uchun
i1 QAi2\_[Aaqq lalz)
/1( 0 azz)_< 0 /16122 EA
va

( a11 le)):i(ﬂ%ll :ZZZ):

(ﬂﬂan ﬂ,ualz) — (A (aél a12).

ﬁyﬂazz Az

Umuman, har ganday ( M a;i) eA, (b(l)l Z )eA elementlar uchun
22
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(a11 a12) (b11 b12> _ <a11b11 +a;,0 ag1b; + a12b22)_
0 — =

az2/\ 0 by, 0by1 + a3,0 0b1; + a3 by,
=(a11b11 ay1byp + a12b22) A
0 Az2b7,

Demak, Ato’plam vektor fazoning algebraik amallariga va matritsalarni
ko’paytirish amaliga nisbatan yopig. A vektor fazoda matritsalarni ko’paytirish
amalining assotsiativligi ushbu ko’paytirish amalining butun M,(R) algebrada
assotsiativligidan kelib chigadi. Demak, A yuqorida kiritilgan amallarga nisbatan
haqiqiy assotsiativ algebra bo’ladi. Isbot tugadi. [

Qo’shimcha. Matritsalarni ko’paytirish amali

a;; Qg2
A:{( 0 azz): diq, dio, Ay GR}

—haqiqiy assotsiativ algebrada kommutativ emas. Hagigatan ham, a=(8 D €A,

b:((l) (1)) €A elementlar uchun
=5 1)(o 0)=(o o)

el 0 =0 3 wnase

Demak, ushbu hagigiy assotsiativ algebra kommutativ emas. Bundan tashqari,

algebra A involyutiv ham emas, ya’ni
(0 Der o )= D=

5 Teoremada gilingan xulosa

a 0
Az{(ai a22>: a1, a1, A eR}

to’plam uchun ham o’rinli, ya’ni quyidagi natija kelib chigadi.

Natija 6. Quyidagi to’plam
Az{(

matritsalar ustida bajariladigan amallarga nisbatan haqiqiy assotsiativ algebra
bo’ladi.

aq 0 )
D A1, Agg, A eR
Az, Az }
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Qo’shimcha. Matritsalarni ko’paytirish amali

a 0
AZ{(ai a22>: a1, a1, a2 eR}

0 O

—hagiqgiy assotsiativ algebrada kommutativ emas. Hagigatan ham, a=(1 1

)eA,

b:(i 8) €A elementlar uchun
= DG =6 9

baz(i 8)((1) (1))=(8 8),ya’niab¢ba.

Demak, ushbu haqgiqiy assotsiativ algebra kommutativ emas. Bundan tashqari,

algebra A involyutiv ham emas, ya’ni
G Drl D=6 D

Teorema 7. Quyidagi to’plam

(s R Do Dol D) hn)

matritsalar ustida bajariladigan amallarga nisbatan haqiqiy kommutativ assotsiativ
algebra bo’ladi.
Isbot. Ravshanki

() DR DA, Dyasem

Quyidagi algebraik amallarga nisbatan A vektor fazo bo’ladi:
a,; by a, b2> _ ( a; + a, b, + bz)
(_b1 a1) * <_b2 a;)  \=(by +b) a;+a, <A

ixtiyoriy (_ag bl) eA, (_abz bZ) €A elementlar uchun, va ixtiyoriy AR son
1 1 2 Q2

uchun

va



_( Aua  Aub\ a b
‘(—/mb zya)‘”“) (& o)

Umuman, har ganday ( ag 21> eA, ( a[i ZZ) €A elementlar uchun
- 1 —U2 2

( a b1)( az bz) _ ( aa; —bib,  ayb, +bia, >_
_bl a1 _bz az o —b1a2 - albz _ble + a1a2 B

_( a,a, — by b, a, b, + b1a2) A
—(a,b; + bya,) aja; — byb, '

Demak, Ato’plam vektor fazoning algebraik amallariga va matritsalarni
ko’paytirish amaliga nisbatan yopiq. A vektor fazoda matritsalarni ko’paytirish
amalining assotsiativligi ushbu ko’paytirish amalining butun M,(R) algebrada
assotsiativligidan kelib chigadi. Demak, A yuqorida kiritilgan amallarga nisbatan

haqiqgiy assotsiativ algebra bo’ladi.

Algebra A kommutativdir. Hagigatan ham, har ganday a:( al; Zl) eA,
Y1 1

b:( ag bZ) A elementlar uchun
—0 Qp

ab:( a1 b1)< az bz) — ( a1a2 - ble a1b2 + blaz ):
_b1 a1 _b2 az _b1a2 - a1b2 _b1b2 + a1a2

_( a,a, — by b, a, b, + b1a2)
—(ayb; + bya,) aa; — byb,

_( a,a; — b,by b,a, + a2b1)
—(bay + azby) aza, — byby

_(a b a b1)_
_(_bz a2)<—b1 a; =ba,

ya’ni ab=ba. Isbot tugadi. [

Endi C kompleks sonlar maydoni ustida matritsalar algebralarini olamiz.
Teorema 8. Deylik C — kompleks sonlar maydoni, R — hagigiy sonlar
maydoni bo’lsin. U holda,
C=R+iR
va C maydon R ustida ikki o’Ichovli hagigiy kommutativ assotsiativ algebra va R

maydon C algebraning gism algebrasi bo’ladi.
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Isbot. Kompleks sonlar maydoni haqiqiy sonlar maydoniga nisbatan ikki
o’lchovli vektor fazoni tashkil giladi. Masalan, 1, i sonlar bu vektor fazoning
bazisini tashkil giladi. 8 Teorema kompleks sonlarning va hagigiy sonlarning
xossalaridan kelib chigadi. [

Ma’lumki kompleks sonlar maydoni ustida 2x2 — o’lchovli matritsalar
to’plami M,(C), ya’ni

_((a+ie b+if
MZ(C)_{<c+ig d+ih>

4 o’Ichovli kompleks assotsiativ involyutiv algebradir. Bu algebra uchun quyidagi

ab,c,d ER}

o’rinli.

Teorema 9. 1) My(C) algebra R hagigiy sonlar maydoni ustida 8 o’Ichovli
haqiqgiy assotsiativ algebra bo’ladi.

2) Deylik M,(R) — R haqiqgiy sonlar maydoni ustida 2x2 — o’lchovli
matritsalar hagiqgiy assotsiativ algebrasi bo’lsin, ya’ni

M(R)=f(“ Z) |a,b, ¢, d <R},

U holda
M;(C)=M,(R)+iM,(R).
Isbot. 1) Quyidagi

(0 oG DG oG o)
(0 oG DG oG o
matritsalar M,(C) vektor fazosining bazisi bo’lib xizmat giladi. Hagigatan ham,

M,(C) vektor fazosining ixtiyoriy

(a+ib c+id

p+iq g+ih>’a’ b, ¢, d,p,q, 9, heR,

matritsasi (1) sistema matritsalari orqali quyidagicha ifodalanadi:

<a+ib c+id)
p+iq g-+ih

=a(y o)*9lo D+elo o)+r(i o)

47



by o)*h(o )*+elo o)+ai o)

Bundan tashqgari (1) sistema chizigli erkli. Hagigatan ham, deylik ixtiyoriy A, Ay,
A3, A, A5, As, A7, Ag haqiqiy sonlar uchun

wy o)+ aly Dl o)+ 4 o)

+15((i) 8)+/16(8 ?)+/17(8 é)+/18(‘i) 8)=0

tenglik o’rinli bo’lsin. U holda

4wy o)ty D+aly o)+ a(y o)

#5(y o) +aely )4 o)+ a(; o)

_</11 +ids Az + M7)_0

Ao +idg Ay +idg
Bundan quyidagi tengliklarga ega bo’lamiz
A +ids=0, A3+iA;=0,
Aq+idg=0, A, +iAe=0.
Kompleks sonlar uchun har doim
a+ib=0, a, beR<a=0, b=0
bo’lgani uchun quyidagiga ekamiz
M=15=0, 13=4,=0,
A4==0, 1,=4s=0.
Bundan (1) sistemaning chizigli erkli ekanligi kelib chigadi. Demak, (1) sistema
M,(C) vektor fazosining bazisi va M,(C) vektor fazosi 8 o’lchovli. Shunday qilib
M,(C) to’plam R hagiqiy sonlar maydoni ustida 8 o’lchovli haqigiy vektor
fazosidir. M,(C) matritsalarni ko’paytirish amaliga nisbatan algebra bo’Igani uchun
u hagiqiy assotsiativ algebra bo’ladi.
2) Ravshanki M,(R)cM,(C) va i-M,(R)cM,(C), bu erda

i Ma(R)={i (* Z) |a,b,c,d <R}

Shuning uchun

M,(R)+iMy(R)cM,(C).
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Shu bilan birga M,(C) algebraning ixtiyoriy

(a+ib c+id

p+iq g+ih>’a’ b, ¢, d,p,q, 9, heR,

Matritsasi uchun
<a+ib c+id>_(a C)+<ib id)_
ptiq g+ih) \p g ig ih)
_(a ¢ (b d
_(p g)-l-l(q h)'

M,(C)M(R)+iM,(R).
Demak, M,(C)=M,(R)+iM,(R). ©

Bundan

Natija 10. M,(C) va M,(R) algebralar uchun quyidagilar o’rinli
Ma(R)NiM,(R)={0}, M2(C)=iM,(C).

Isbot. Deylik har ganday (Z; Zi) eR, (21 22) R elementlar uchun
3 4

((11 az)zi-(bl bz)
a3 a4— b3 b4
tenglik o’rinli bo’Isin. U holda,
(al az):(ibl lbz)
a3 a4- lb3 lb4_ '
va a=iby, k=1,2,3,4. Bundan a,=b,=0, k=1,2,3,4. Demak, M,(R)niM,(R)={0}.

Deylik,

a+ib c+id
(p-l—lq g+ih>’a’ b, C,d,p,q,g,hER,

M,(C) algebraning ixtiyoriy elementi bo’lsin. U holda
(a +ib c+ id)_._(—ia +b —ic+ d)

p+iq g+ih —ip+q -—ig+h)
_.(b—ia d-—ic\ .
—|-<q —ip h-— ig) ei-M,(C).
Demak, M,(C)ciM,(C). Shu bilan birga, deylik,
.(fa+ib c+id
|-(p +ig g+ ih)’ a,b,cdp,q 0 heR,
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1-M,(C) to’plamning ixtiyoriy elementi bo’Isin. U holda
i (a +ib c+ id)_(ia +iib  ic + iid)_
\p+iq g+ih) \ip+iiq ig+iih)”
_(—b +ia —d+ic

—q+ip —h+ ig) M (C).

Demak, iM,(C)cM,(C). Bundan My(C)=iM,(C). [

Teorema 1. 1) R-(g (1)) R-((l) 8), R-((l) 8), R-(g g)to’plamlar

M,(R) algebraning eng kichik haqigiy kommutativ assotsiativ algebralaridir.

a a a a
2) {( 61 aZ): 211, 12, an R}, {( (1)1 a;i)i ai1, a1z, 8z €R} to’plamlar

M,(R) algebraning M,(R) dan fargli eng katta haqigiy kommutativ assotsiativ

algebralaridir.
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2.2-§ Matritsalar assotsiativ algebralari

Masala. Kompleks sonlar ustida nxn - o’lchovli barcha matritsalar algebrasi
M,(C) va uning gism algebralarining vektor fazo sifatidagi o’lchamlarini aniglash.
Alohida bazislarini topish va xossalarini aniglash.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

aAa = {axa: xeA}, aAb = {axb: xeA}.

Ta'rif. Agar assotsiativ algebraning e elementi e’=e shartga ganoatlantirsa, u
holda e element idempotent deyiladi.

Agar assotsiativ involyutiv algebraning e idempotenti e*=e shartga
ganoatlantirsa, u holda e idempotent proektor deyiladi.

Har ganday assotsiativ algebra uchun Albertning quyidagi teoremasi
o’rinli.

Teorema. (Albert) Deylik A — assotsiativ algebra bo’lsin, e — A
algebraning proektori va algebra A birlik elementga ega bo’lsin. U holda
algebra A quyidagi to’g’ri yig’indiga yoyiladi.

A =ceAe®eA(1 —e)D(1 —e)Aed(1 —e)A(1 —e).
Bu erda ©@ — chizigli vektor fazolarning to’g’ri yig’idisidir, bu to’g’ri
yig’indi qo’shiluvchilari Pirs komponentlari deb ataladi. Bunda
ede = {xeA:ex = x,xe = x},
eA(1—e) = {xeh:ex = x,x(1 — e) = x},
(1—e)Ade = {xel:xe = x,(1 — e)x = x},
(1—e)A(1 —e) ={xeh:ex = 0,xe = 0}
va xeA element uchun
x=exe+ex(l—e)+(1—e)xe+ (1—e)x(1—e).
Pirs komponentlari uchun quyidagi ko’paytirish jadvali o’rinli:
eAe-eAeceAe, eAe-(1-e)Ae={0},
eAe-eA(1-e)ceA(1-e), eA(1-e)eA(1-e)={0},
eA(1-e)-(1-e)AeceAe, (1-e)Ae-(1-e)Ae={0},
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(1-e)AeeA(l-e)c(1-e)A(1-e), (1-e)A(1-e)-(1-e)A(1-e)c(1-e)A(1-e).
Misol. M,(C) assotsiativ algebrani olaylik. Bu assotsiativ algebra faktor
bo’ladi, ya’ni uning markazi — barcha elementlar bilan kommutativ bo’lgan
elementlari to’plami kompleks sonlar maydoniga nisbatan bir o’Ichovli vektor

fazodir. Bu faktorning markazi quyidagi ko’rinishga ega.

() O x = 9

YAngi markaz Z bir o’lchovli vektor fazo va demak, Z = C. Ushbu
assotsiativ.  algebraning maksimal kommutativ gism algebraga misol qilib
quyidagilarni olish mumkin:

¢(p o)+elo D+l o) ruly P)smec)

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2]._ 2 2 2 2.
Cl1 1)FCl1 17)=941 1)F#|1 1/4ne
2 2 2 2 2 2 2 2
va X. K. Umuman olganda, ixtiyoriy ortogonal minimal proektorlar p, geM,(C)
uchun p+gq = ((1) (1)) bo’ladi va quyidagi gism algebra

Cp + Cq = {Ap + uq: A, ueC}
ham maksimal kommutativ gqism algebra bo’ladi. Xar ganday My(C)

algebraning maksimal kommutativ qism algebrasi yugoridagidek ko’rinishda

(1) 8) proektordir, ya’ni ((1) 8)2=((1) 8).Uho|da

Albert teoremasiga ko’ra My(R) algebra quyidagi to’g’ri yig’indiga yoyiladi:

M= (5 )e@(y o)ea(y oealy )¢

bo’ladi. Matritsa (

Hagigatan ham ixtiyoriy x eM,(C) uchun

=(a 0 =( omit(o o)xet( Qrmt(p 1)
tengliklar o’rinlidir.

Endi  Albert teoremasini bir nechta ortogonal proektorlar uchun
umumlashtiramiz.
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Teorema. A — birlik elementli assotsiativ algebra bo’lsin. Faraz gilaylik
P1,P2.-..,Pn — A algebraning yig’indisi 1 ga teng ortogonal proektorlari bo’lsin.
Deylik Aj=piAp; bo’lsin. U holda quyidagi yoyilma o’rinli A = @;<;<j<n 4ij-
Bundan tashgari quyidagi ko’paytirish jadvali o’rinli

Aij-Ay={0}, agar j=k bo’lsa,
Ajj A=A, ixtiyoriy i, j, k indekslar uchun.

Misol. Deylik M,(C) — C maydon ustida nxn - o’lchovli barcha matritsalar

algebrasi bo’lsin. Quyidagi belgilashni kiritamiz

;. -t Qp
ei=| : . :
An1  **° Qpn

va, agar ixtiyoriy k, 1=1,2,...,n indekslar uchun k= yoki I bo’lsa, u holda a,=0,
aks holda, ya’ni, agar k=i va I=j bo’lsa, u holda a;=1.

U holda pi=ej;, i=1,2,...,n — proekorlar, va i,j= 1,2,...n indekslar uchun

Aj=e;iC={1ej: 1eC}
to’plamlar A = @,<;<j<n 4;; tenglikni ganoatlantiradi. Bundan tashqari ular uchun
Ajj-Ay={0}, agar j=k bo’lsa,
Aij- A=A, ixtiyoriy i, j, k indekslar uchun,
ko’paytirish qoidalari o’rinli.

1 — Teorema. 1) Har ganday i uchun M,(C) algebraning e;; elementi o’z —
0’ziga qo’shma bo’lgan minimal idempotentdir, ya’ni e;M,(C)e;=Ce;;, bu erda
e;iM,(C)ei={ eiiae;i: aeM,(C)}.

2) €11,€2,...,enn idempotentlar o’zaro juft — jufti bilan ortogonaldirlar va
2i=1.n €i=1, bu erda 1 — M,(C) algebraning birlik elementi.

3) e11,€2, ...,enn idempotentlar o’zaro chizigli bog’ligsiz.

Isbot. 1) Ixtiyoriy quyidagi ko’rinishdagi a eM,(C) matritsani olamiz:

A1 0 Qn
a=| : .
Apn1  ° Qpp
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O -
C OO
o O
o O

/G Qan
e
: 0/ An1 = Qpn
0 0 « - 0 0
all 0 0
(0 0 \
|2
\0 0 -« - 0 0/
0 0 -« - 0 0

tenglikka ega bo’lamiz. Shunga o’xshash quyidagiga ega bo’lamiz

(e
(e
o
o

(e
(e
S

€iiakii=aiiCii, (1)
ixtiyoriy i indeks uchun. Bu erda aje; sonni matritsaga ko’paytmasini bildiradi.
Tenglik (1) M,(C) algebradan olingan ixtiyoriy matritsa uchun o’rinli bo’lgani
uchun

eiM,(C)ei={aiieii: aeM,(C)}.

Matritsalarni ko’paytirish qoidasiga ko’ra

0 00 0 0O 0 00
(0 1 0) -<0 1 0) = (0 1 0),
0 0 O 0 0 O 0 0 O

0 0 O\* 0 00
<O 1 0) = (O 1 O)
0 0 O 0 0 O

8ii€ii=8ii, &ii* =6ij IXtIyorIy I indeks uchun.

va, xuddi shunday

(1) ning isboti yakunlandi.
2) Ma’lumki M,(C) algebrada quyidagi matritsa birlik element xisoblanadi

1 0 « - 0 0
0 1 « - 0 0
0 O 1 0
0 0 0 1

Shuning uchun,
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1 .. 0
€11+ t... +enn=< oo )
0o .. 1

tenglik 2) shartini ganoatlantiradi, ya'ni ey;+epx+... tep=1.

1 0 0 0 0O 0 00
(0 0 0) -<0 1 0) = (0 0 0),
0 0 O 0 0 O 0 0 O
0 0 0h /O OO 0 00
(0 1 0) -<0 0 O) = (0 0 0)
0 0 0/ N0 0 1 0 0 O

va

(@)

1 0 0 0 0O 0 0
(0 0 0) -<0 0 0) = (0 0 0),
0 0 O 0 0 1 0 0 O

hamda shunga o’xshash, ixtiyoriy n natural son uchun
eiie;=0, ixtiyoriy i indekslar uchun,
tengliklar o’rinli bo’ladi. 2) ning isboti yakunlandi.
3) Faraz qilaylik ixtiyoriy A;, Ay, ..., 4, kompleks sonlar uchun
e+ A6+, Aenn=0 (2)
tenglik o’rinli bo’lsin, bu erda (2) tenglikning o’ng tomonida turgan O barcha

komponentlari nollardan iborat nxn - o’lchovli matritsani bildiradi. U holda

quyidagiga ega bo’lamiz

A4 0 - 0 0 0 0 0 O
0 A, - - 0 0 0 0 0 0
0 0 « = Apqg O 00 « - 0 0
0O 0 - - 0 A O 0 -« - 0 0
Ushbu matritsalar tengligidan ko’rinadiki A;=4,=...=4,=0. Demak, €11,6,), ...,emn

idempotentlar o’zaro chizigli bog’ligsiz. 3) isbotlandi.

2 — Teorema. M,(C) algebrada {ejj}ij=1..» to’plam quyidagi xossalarga ega:
1) 811+822+ ces +enn:1,
2) ejj-eq=0 agar j=,

3) eijej=¢ej ixtiyoriy i, j, k indekslar uchun,
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4) . ej*=e;; ixtiyoriy i va ] indekslar uchun.
Isbot. Tenglik 1) yugorida isbotlandi.

2)va3l) :
0 1 0, .0 0 O 0 0 O
(O 0 O) . (0 0 O> = (O 0 0),
0 0 0/ M 0 O 0 0 O
0 1 0, 0 0 O 0 0 O
(O 0 0) -(0 0 O> = (O 0 0)
0 0 0/ N0 1 O 0 0 O
va
0 1 0, .0 0 O 0 0 O
(O 0 O) -(0 0 0> = (O 0 0),
0 0 0/ 0 0 1 0 0 O
ya’'ni

€12631=0, €17€3,=0, €1,€33=0,
hamda shunga o’xshash, ixtiyoriy n natural son uchun, agar
0O - 0 0O --- 0
/ o0 0 - \
0 0 O 0 0 O
‘ ‘ ©)
0 0 O 0 0 O

\: ~ 0 0o - /
0 - 0 0 - 0

I - gatori va j — ustunining kesishmasida 1 va qolgan joylarida O turgan nxn -

o’Ichovli matritsa va

0 0 o - 0

N 0o -

0 0 O 0 0 O
1

0 0 O 0 0 O

N 0o -

0 -~ 0 0 - 0

] - qatori va k — ustunining kesishmasida 1 va qolgan joylarida O turgan nxn -
o’lchovli matritsa bo’lsa, bu matritsalarning birinchisining 1 — gatorini ikkinchi
matritsaning k — ustunga ko’paytirganda natija 1 ga teng va golgan hollarda 0 ga
teng bo’ladi. Boshgacha qgilib yozsak bu quyidagi ko’rinishni oladi

ejjiejk=Cik, IXtiyoriy i, j, k indekslar uchun.
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Agar birinchi matritsaning i - gatori va k — ustunining kesishmasida 1 va golgan
joylarida O turgan bo’lsa va ikkinchi matritsaning j - qgatori va | — ustunining
kesishmasida 1 va qolgan joylarida O turgan va k= bo’lsa, u holda yugoridan
ko’rinadiki ularning ko’paytmasi nolga teng bo’ladi. Boshgacha qilib yozsak bu
quyidagi ko’rinishni oladi

eiej=0.
2) va 3) larning isboti yakunlandi.

Yuqgorida kiritilganidek (3) matritsani belgilashda e;; dan foydalanamiz. (3)
matritsani qo’shmasini topish uchun avval bu matritsani transponirlash kerak
so’ngra matritsa elementlarining qo’shmasini xisoblash kerak. Ravshanki (3)
matritsa elementlarining barchasining qo’shmasi yana o’zlariga teng. Shuning
uchun (3) matritsa qo’shmasi uning transponirlaganda xosil bo’ladigan matritsaga
teng. Bunda transponirlangan matritsa (3) matritsa gatorlarini uning mos sonli
ustunlariga almashtirganda hosil bo’ladi. Demak e;*=eg;; ixtiyoriy i va j indekslar

uchun. 4) isbotlandi. [

Ta’rif. M,(C) algebraning 2 — Teoremaning shartlariga ganoatlantiruvchi

{eij}ij=1..» to’plami shu algebraning birlik matritsalari sistemasi deb ataladi.

3 — Teorema. Kompleks sonlar ustida nxn - o’lchovli barcha matritsalar
algebrasining vektor fazosi sifatidagi o’lchami n’ ga teng.
Isbot. M,(C) algebrada {€;;}ij=1.n to’plamni olamiz. Faraz gilaylik ixtiyoriy
{Aij}ij1..n kompleks sonlar uchun
2ij=1..n Aii€i=0 (4)
tenglik o’rinli bo’lsin, bu erda (4) tenglikning o’ng tomonida turgan O barcha
komponentlari nollardan iborat nxn - o’lchovli matritsani bildiradi. U holda

quyidagiga ega bo’lamiz
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A1 A o o Mn-1 An 0 0 0 O
A1 Az o o Aon—1 Aon 0 0 0 O
| : : " : : l_ :
| Y : S bl IR
An—11 A1z o Apcin—t ﬂvn—m/ 0 0 0 0
ﬁnl ﬁnz ﬂ'nn—l /Inn 0 0 0 O

Ushbu matritsalar tengligidan ko’rinadiki
Ushbu matritsalar tengligidan ko’rinadiki ixtiyoriy i, j indekslar uchun A;=0.
Demak, {ej}ij=1..n — chizigli bog’ligsiz to’plam. Demak, M,(C) algebra o’Ichami
n? sondan kichik emas. Shu bilan birga, M,(C) algebraning ixtiyoriy a elementi —
matritsasi {ej}jj=1..» to’plam elementlari orgali chiziqli ifodalanadi, ya’ni biron —
bir {a;}ij=1... kompleks sonlar to’plami uchun
a=_Ljj=1..n Qijj€jj
tenglik o’rinli bo’ladi. Demak kompleks sonlar ustida nxn - o’lchovli barcha

matritsalar algebrasi M,(C) ning vektor fazosi sifatidagi o’lchami n’ ga teng. [

4 — Teorema. Quyidagi matritsalar algebralari to’g’ri yig’indisi berilgan
bo’lsin
Mk(l)(C) @Mk(z)(c) @... @Mk(m)(c)-
U holda, bu to’g’ri yig’indi algebra tashkil giladi va bu algebraning o’Ichami
quyidagi yig’indiga teng:
K(1)*+K(2)*+ ... +hk(m)*.
Isbot. Deylik a;eMy;)(C), i=1,...,m ixtiyoriy elementlar bo’lsin. U holda,
agar
a,Pa,P... Pay=a,+a,+... +an=0
tenglik o’rinli bo’lsa. U holda, ravshanki, ai=0, i=1,...,m, o’rinli bo’ladi. Shuning
uchun, agar a;=0, i=1, ...,m, elementlardan birontasi noldan fargli bo’lib, ixtiyoriy
A1, Ao, ..., A kompleks sonlar uchun
A+ Aa+.. +Ana,=0 5)
tenglik o’rinli bo’lsa, bu erda (5) tenglikning o’ng tomonida turgan O barcha
komponentlari nollardan iborat matritsalarning to’g’ri yig’indisini bildiradi, u
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holda (5) tenglikdan A;=A4,=...=4,=0 hosil bo’ladi. Bundan {a;,a,,....an } —
chizigli bog’ligsiz to’plam.

3 — Teoremaga ko’ra har bir i=1,2,...,m uchun My;»(C) to’g’ri qo’shiluvchi,
gism algebra o’lchami k(i)* ga teng. Shuning uchun va {ai;a,,....am } to’plam,
ixtiyoriy a; eMy(C), i=1,...,m noldan fargli elementlar uchun, chizigli bog’ligsiz
bo’lgani uchun

Mi)(C) EMy(2)(C) @... EMimy(C) (6)
algebraning o’lchami k(1)’+k(2)*+...+k(m)* yig’indiga teng. Hagigatan ham, (6)
algebrani M(C) algebraning gism algebrasi sifatida garash mumkin, bu erda

k=k(1)+k(2)+...+k(m). Chunki quyidagi moslik algebra xossalarini saglab qoladi

a, 0 - 0
0000 e O 2 1 () (7)
0 - 0 a
bu erda matritsa kxk o’lchovli bo’lib, a;eMy;)(C), i=1, ...,m ixtiyoriy mos o’lchamli
matritsalar. Matritsaning dioganalidagi bloklarda aj,a,,...,a, matritsalar tartib

bilan joylashgan. Qolgan bloklarda barcha elementlari nollardan iborat matritsalar
joylashgan. Deylik, i=1,...,m uchun {e(K(i))n}ni=1.. ki) — M (C) algebraning birlik
matritsalari sistemasi bo’lsin va

2i=1..m 2ni=1...;) MK(D)n1 €(k(i))n=0
tenglik o’rinli bo’lsin, bu erda ixtiyoriy i va ixtiyoriy n, | indekslar uchun
AK(1))n €C. U holda (7) moslikka ko’ra ixtiyoriy i va ixtiyoriy n, | indekslar uchun

A(k(i))m=0
tenglik o’rinli bo’ladi. Bundan
Ui=1...m {8(K())nidni=1...kG)

to’plam chizigli bog’ligsizdir va (6) algebraning o’lchami k dan kam emas. Shu
bilan birga, (6) algebraning ixtiyoriy a elementi — matritsasi

Ci=1..m {8(K())ni}ni=1...k)
to’plam elementlari orqali chizigli ifodalanadi, ya’ni biron — bir

Uimt..m {AK3))ntni=1.. k)
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kompleks sonlar to’plami uchun
a=2i=1..m 2ni=1...ky AK())n€(K())ni
tenglik o’rinli bo’ladi. Demak kompleks sonlar ustida (6) algebraning vektor fazosi

sifatidagi o’lchami k(1)?+k(2)*+...+k(m)* ga teng. [

Quyidagi teoremaga ko’ra 5 — paragraf boshida qo’yilgan masala hal bo’ldi
deb xisoblash mumkin.

Teorema. Deylik M,(C) — kompleks sonlar ustida nxn - o’Ichovli barcha
matritsalar algebrasi va A — uning assotsiativ involyutiv gism algebrasi bo’lsin. U
holda shunday k(1),k(2),...,k(m) natural sonlar mavjudki

AzMy1)(C) @My (2(C) @... DMy (C)
izomorfizm o’rinli bo’ladi. Bunda k=k(1)+k(2)+...+k(m)<n.
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Xulosa

1. Assotsiativ involyutiv algebralar nazariyasi hozirgi paytda etarlicha
rivojlangan.

2. Haqiqgiy assotsiativ involyutiv algebralarni harakterlaydigan asosiy
misollar bu ixtiyoriy natural son n uchun hagigiy sonlar maydoni yoki H
kvaternionlar algebrasi ustida aniglangan nxn - o’lchovli barcha matritsalar
algebralaridir.

3. R haqgigiy sonlar maydoni, C kompleks sonlar maydoni va H
kvaternionlar algebrasi ustida aniglangan 2x2 - o’lchovli barcha matritsalar
algebralarida involyutiv bo’lmagan minimal hagiqiy assotsiativ gism algebralar
mavjud.

4. R haqgigiy sonlar maydoni, C kompleks sonlar maydoni va H
kvaternionlar algebrasi ustida aniglangan 2x2 - o’lchovli barcha matritsalar
algebralarida involyutiv bo’lmagan maksimal haqiqiy assotsiativ gism algebralar
mavjud.

5. My(C) algebraning yig’indisi birga teng bo’lgan minimal proektorlari
bo’yicha qurilgan matritsali birliklar sistemasi uning bazisi vazifasini o’taydi va
M, (C) algebraning o’lchami ularning soniga teng.

6. M(C) algebraning gism — algebrasi o’lchami uning gism — algebralarning
to’g’ri  yig’indisi ko’rinishini tashkil qiluvchi matritsalar algebralarining

o’lchamlarining yig’indisiga tengdir.
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