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1. Elektrodinamikani’n’ matematikali’qg metodlarr’

Elektromagnitlik maydan, waqi't ha’'m ken'islik nojaan g'a’rezli bolg’an
eki vektorl’qg E(r,t),B(r,t) — tu'rinde berilgen elektrlik ha'm magnitlik
maydanlar menen ta'riyipleniwi mu’mkin. Sonli’'gtarelektrodinamikani’n’
matematikali’'q ta'repi vektorli'g maydanlardi’ edagr menen baylani'sgan. Bul
jerde biz vektorli'q analiz, vektorlardi’ integratf esaplaw ha'm vektorli'q

algebrani’'n’ tiykarg'i’ na'tiyjelerin eske ali'wi'niiz kerek boladyi’.
1.1 Vektorli’'g algebra

Vektorli'g shamalar, absolyut ma’nisi ha’'m bag’i'tmenen si’patlanadi’.
Vektor ga’legen koordinatalar sistemasi’nda, u’'sin snenen ani’glanadi’ (wolar
koordinata sistemasi’n tan’lap ali'wdan g'a’rezliMeyli, mi'salg’a noqatti’'n’
hali'n ani'glawshi’ r- radius vektor gandayda bir dekartli'q esaplawesmstsi’nda
(d.e.s.)x, y, z komponentlerine iye: sonda= xi + yj + zk (r = x,y, z tu'rindegi
belgilewde qollani'ladi’). Usi’ esaplaw sistemasmhenen bir baslamag’a iye,
biragta wog'an sali'stirg’anda buri’lg’an basga kieshi) dekartli’'q esaplaw
sistemasi'ndar vektori’ basqax’,y’, z’komponentlerine iye boladir = x'i' +
y'j' +z'k’. Shtrklang’an komponentler shiianbag’an komponentler argali’

to’'mendegi usi’l boyi’'nsha an’lati’ladi’.

, —
xi = Z al-jxj

=1

bul jerdea;;- tu'rlendiriw koefficienti, da’slepkij shi ko’sher menen buri’lg’an
sistemani’'n’i shi ko’sheri arasi'ndag’i’ mu'yeshtin’ kosinusi’a’z ishine aladi’.
Bul transformaciyali'q ga’siyetti, vektorli'q shama’sinigin ani’glawdi’n’ tiykari’
dep atawg’a boladi’: u'sh; (i = 1,2,3) shamasi'ni'n’ ji'yi’'ndi’si'n a vektori’ dep
ataymi’z, wol koordinatali’q sistemani’ buri'wdey, x,, x; koordinatalari’ tu’rinde
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tu’'rlenedi.

al{ = Z aijaj (11)

j=1
Eki a = (ay,ay,a,) ham b = (b,,b,,b,) vektorlarina sa’ykes tu'rde skalyar
shamani’ qoyi’p, skalyar ko’beymeni payda etiwgeladd (basga koordinata
sistemasi’na o’tiwde o’zgermeydi)
ab = ab cos a,
a- a ha’'m b arasi'ndag’’ mu’yesh. Dekartli'q koordinatalar tsasi’nda
skalyarli’'qg ko’beyme vektorlardi’'n’ proekciyasi’ qali’ to’mendegi formula
boyi'nsha esaplanadi’.
ab = a,b, + a,b, + a,b, .

Egerdea L b bolsa, wondab = 0 boladi'.

Eki a ha’'m b vektorlari'na to'mendegi sha’rtlerdi ganaatlandirshi’ sa’ykes
c vektori’'n goyi'wg’a boladi’: 1)|c| = |al|b| sin 8; 2) ¢ vektori’ a, b vektorlari'na
ortogonal; 3) a,b,c vektorlari’ on’ u’'shlikti payda etedi. Usi'nday dqéette
qurilg’an ¢ vektori’ a ha’'m b vektorlari’ni'n’ vektorli'g ko’beymesi dep atalad’
ha’'m [ab] tu'rinde belgilenedi. Dekartli’q koordinatalar wmasi'nda [ab]

to’'mendegi usi’'lda esaplanadi’.

lab] = (a,b, — a,b,)i + (a,b, — a,b,)j + (axb, — a,b, )k,

yamasa gi'sga simvolikali'q jazi’li'wda

i j k
[ab] = [ax ay a,
by b, b,

Ko’beytiwshilerdin’ worni'n almasti'ri'wda vektorlg ko’beyme belgisin
o'zgertedi. Solay etip,[ab] 1 a,b; [ba] = —[ab]. Dara jag’dayda, yag'ni'y
egerde vektorli'g ko’beymenin’ ko’beytiwshileri Holear (yag'ni'y, parallel

yamasa antiparallel) bolsa, wonda vektorli'g ko'tseyno’lge ten’ boladi'.



[ab] = 0, egerde a1l b yamasaa Tl b .

U'sh vektordan, aralas ko’beymefa[bc]) yamasa ekilengen vektorli'q
ko'beymeni[a[bc]]| du'ziwge boladi’. Aralas ko’beymenin’ ko’beytiwdaiin cikl
turinde (yamasa cikllik emes, biraq belgisin o’'dp&) worni'n almasti'ri’p,

birdeylik an’latpani’ ali'wg’a boladi’:

(albc]) = (clab]) = (b[ca]) = —(blac]) = —(c[ba]) = —(a[cb]).

Aralas ko’beymenin’ moduli, ko’beytiwshilerden dugen parallelepipedtin’
ko’lemine ten’. Bunnan to’'mendegi ani’q boladi’, g/ai'y ko’beytiwshiler bir
tegislikte jatganda (tek usi’ jag’dayda) aralasd@yme no’lge ten’ boladr'.

Ekilengen vektorli'q ko’beymeni to’'mendegi tu’rdayj'wg’a boladi’:

la[bc]] = b(ac) — c(ab) .

(1.1) sha’rti boyi’nsha tu'rleniwshi vektorlar birivda, koordinata
sistemasi’ni’n’ inversiyasi'nda o’zin ekilemshi wde tuti’'wi’ mu’'mkin, yag'ni'y
to’'mendegi tu'rdegi tu'rleniwde

xX; = —Xx; (1.2)
bul jerdeq;; = —4§;; tu'rleniw matricasi’. Komponentlerk; tu’rindegi vektorlar,
inversiyada belgisin o’zgertiredi, wolar hagi'ygijyamasa polyarli'q dep ataladi’.
Koordinatani’'n’ inversiyasinda komponentleri bd&gin o’zgertirmeytug’i'n
vektorlar psevdovektorlar yamasa aksialli'q depaata (aylani'wdi'n’ mu’yeshlik

tezligi, eki polyar vektorlardi’'n’ vektorli’qg ko’bgmesi[ab] ha'm t.b.).

O’zbetinshe sheshiw ushi’'n ma’seleler

1.1. To'mendegilerdi esaplan’i’z: &b] vektorli'q ko’beymeni; bXa[ba]) aralas
ko'beymeni; v) egerdea=i—k, b=i+k bolsa, wondaa ham b
arasi’'ndag’i’ mu’yeshti.

1.2. a; + a, vektori’ boylap bag’i'tlang’an birlik vektordi’ tbi'n'i'z, bul jerde
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1.3. a=1i—2j+k vektori’'ni'n’ b = 4i—4j+ 7k vektori'na proekciyasi’n
tabi'n’i'z.

1.4.(ab)? + [ab]? = a?b? ten’ligin da’lillen’iz.

1.5. a—b ha'm a+ b vektorlari: a) ortogonalli'q; b) kollinearli'q ba@wi’
ushi’'n,a ha’m b vektorlari’ ganday sha'’rtti ganaatlandi’ri'wi’ kek&
16.a=3i+2j—k b=—-6i—4j+ 2k, c=i-2j— k vektorlari’ berilgen.
Wolardi'n’ gaysi’ biri bir-birine perpendikulyar, aysi'lari’ parallel yamasa
antiparallel ekenligin ani’glan’i’z.

1.7.A=2i+j—k ham B=i—j+ k vektorlari'na perpendikulyar, birlik
vektordi’ tabi'n’i’z.

1.8. A ha’'m B vektorlari’ belgili. A vektori’'n eki vektordi'n’ gosi’'ndi’si’ tu’rinde

ko'rsetin’iz: B vektori'naA, -parallellik ha’mA, - perpendikulyarli’q vektorlar.

1.2. Vektorli’'g analiz

Tiykarg'i’ differenciall’q operaciyalar . Egerde ken'isliktin’ qa’legen
nogati'na (yamasa ken’isliktin® bir bo’limine) s&gs tu'rde gandayda shama
goyrlsa, wonda usi’ shamani'n’ maydani’ ken’isl&tberilgen dep ayti'ladi’.
Egerde ken'isliktin’ ga’legen nogati'na sa’'ykesrtig san qoyi’lsa, wonda maydan
skalyarli’'g; egerde ken'isliktin’ ga’legen nogaténsa’ykes tu’'rde vektor goyi’lsa,
wonda maydan vektorli'q dep ataladi’.

Formalli'q ko’'z gqarasta maydan noqatti'n’ funkciyalsoladi’. Meyli skalyar
maydan berilgen bolsi'nf = f(r). Egerde ken'islikte gandayda bir dekartli'q
koordinatalar sistemasi’ tan’lap ali’'ng’an bolsi'spnda mi'nani’ jaza alami’z:
f = f(x,y,2). Ken'islikte gandayda biM nogati'n alami’z. Barli’'q mu'mkin
bolg’an bag'i't boyi’'nsha wonnan shi'g’i’'wi’ mu’'mki. Qandayda bit bag'i’'ti'n
tan’lap alami’z (1-su’wret)! din’ bag'i'ti’ boyi'nsha f tin’ tuwi'ndi’si’, berilgen
bag'i'ttag’’ maydanni'n’ o’zgeriw tezligi dep atati’:

df _ | F) = FO)
dl  Nom , MN '




[ din’ berilgen bag'i'tindax, y, z koordinatalari’l arali'qti'n’ funkciyasi’ boli'p
tabi'ladi’ f = f(x(1),y(1),z(1)), sonligtan f ti quramali’ funkciya tu’rinde
differenciallaw mu'mkin boladi’:

df 6fdx+6fdy dez
dl ~ axdl dy dl oz dl’

Keyingi an’latpani’ eki vektordi’n’ skalyarli'q kddeymesi tu’rinde ko'rsetemiz:

df (of . Of f dx dy dz
E‘(& L+ i ok )(dl dl]+dlk>

v Bul jerde birinshi vektor,f maydani’ni’n’

_— o gradientidep ataladr’
,,f/ _of . of . of
- grad f = —l+ —j+—k (1.3)
f/ N ay 0z
M.~ Ekinshi vektor
1-su'wret dx dy dz d(xi +yj + zk) dr
—i+—j+—k= =—=T
dl dl dl dl dl

- bull din’ bag'i't'ndag’i’ birlik vektor. Solay etip,

f_
= (grad f - 1). (1.4)

Keyingi an’latpadan to’'mendegi kelip shi'g’adi’, gai'y M nogati'ndag’i’

grad f vektori’, f maydani’'ni'n’ en’ jogari’ tezlikli o’siw ta’'repinko’rsetedi,

soni’'n” menen birge bul en’ jogari’ tezlikgrad f| ke ten’. Bul tasti’yi’'qlawdan
(wol gradienttin’ geometriyali’'g ma’nisin berediyaglienttin’ qarali’p ati'ri’lg’an

maydan menen invariantli’ baylani’'sqanli'g’i’n kaetedi, yag'ni'y dekartli'q

ko'sherlerdi almasti'r’'wda o0’zgerissiz qaladi’ (gdayda bir koordinata
sistemasi’na «baylang’an» invriant emes tu’rdelgen (1.3) degi ani’glamada bul
ko'rinbeydi). Solay etip, skalyar maydanni'n’ graedti vektorli’'g maydandi’

payda etedi.



Egerde vektorli’q differencialli'gpperatorV («nablax»)ni’ kiritsek

V= ii+ji+ ki, yamasa 'V = (i,i,i)
dx = dy 0z dx 0y 0z
wonda (1.3) to'mendegi tu’'rde jazi'wg’a boladi’
grad f = Vf,
al (1.4) in bolsa mi'na tu’rde jazi'wg’a boladr’

df_ B
—1 =@V =@ Vf.

Sferali'g simmetriyal’ f funkciyasi’'ni'n’ dara jag’dayi'n qarap o’'temiz
(yag'ni’y, koordinata basi’na shekemgi= |r| arali’'qtan g'a’rezli funkciyani’).

1- ma'sele.gradf(r) = ‘;—’;; ekenligin ko'rsetin’iz.

Dekartli’'g koordinata sistemasi’'nda gradient ush{h3) shi an’latpasi'nan

paydalanami'z.r = |r| di x,y,z (r = \/x2 + y2 + z2) argali’ an’latami'z ha’'m
esaplaymi’z

dof dfor dfx

dx drox drr

Sa'ykes turdel =LY Y _ U2 bnnan
ay drr’ 0z arr
afry =4 16
gradf(r) = e | (1.6)

Endi, a(r) vektorl’'g maydandi’ qarap o’temiz ha'm divergeyai
operaciyasi’'n kiritemiz. Tuyi’gS beti arqali’ a maydani’'ni’'n’, usi’ bet penen
shegaralang’an bo’lim ko’lemine gatnasi’n du’zemiz

$ ads
T
Usi’ bo’limdi M nogati'na ji'ynawda bul gatnasti'n’ shegf nogati'ndag’i' a

maydani’ni'n’ divergenciyasi'dep ataladi’



diva = li $ ads 1.7
iva = (V%I—T}MT' (1.7)

Vektorli'qg maydanni'n’ divergenciyasi’ skalyarli’'qg maydandi’ payda

etetug’i'nli'g’i'n atap o’temiz.

2- ma’'sele. (1.7) shi ani’glamadan kelip shi'‘ggan halda, dekiagtkoordinata

sistemasi’nda divergenciya ushi’n an’latpani’ ali'a.

(2.7) shi formulasi'ndag’’’ ko’lem si'pati'nda qgabg’alari’ koordinata
ko’sherlerine parallel bolg’an sheksiz kishkene ritmu’yeshli parallelepipedti
alami’z. Sonda parallelepipedtin’ beti argalia vektori'ni’'n’ ag'i'mi'n,
parallelepipedtin’ alti’ qi'ri'na juwap beriwshi &l qgosi'li'wshi’ tu'rinde

ko'rsetiwge boladi’:

f adS = [a,(x +dx,y,z) —a,(x,y,2)]|dydz
S

+ [ay X,y +dy,z) —a,(Xx,y, Z)]dxdz
+ [a,(X,y,z+ dz) — a,(X,y,z)]|dxdy

da, da, Oda,
(0 ) an

Qaptallari’ boyi’'nsha betlik integrallardi’ esaplda& ortasha haqqgi'ndag’’
teorema qollani’'lg’any, y, z shamalari’ sa'ykes keliwshi gaptallardag’i’ ganday
nogattag’i’ koordinatani'n’ ma’nisi. Qarama-qarsjaptallardag’i’ normal garama-
garsi’ bag'i'tga iye ekenligi esapga ali'ng’an, &o’lemnin’ M nogati'na
j'ynali'wi'nda barli'qg koordinatalar usi’ nogatqaiyisli ma’nisti gabi’l eted..
Na'tiyjede (1.7) si dekartli’'g koordinatalar sistasinda divergenciya ushi'n
to’'mendegi an’latpag’a ali'p keledi:

di _aax+aay+aaz 19
1va—ax 3y "oz [ (1.9)

(2.5), (1.9) di'ggatga ali'p, vektorli’q maydaimi divergenciyasi'n, V
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operatori'ni’'n’ a vektori’na skalyarli’'g ko’beymesi tu’'rinde jazi'wg’boladi’:
diva = (Va). (1.10)

3-ma’sele. (1.7) degi divergenciyani’n’ ani’glamasi’na tiykahi’'p, gandayda bir

ko’lemdi shegaralawshi’ bet argalia vektori’'ni'n’ ag’imi’ menen usi’ ko’lem

boyi'nsha div a dan ali'ng’an integraldi’ baylani’sti’'ri'wshi’ ganhasti’ keltirip

shi'g’ari'n’i'z .

S beti menen shegaralang’an ga’legéko’lemin alami’z. Oni’ kishkendV;
quti'shalarg’a bo’lemiz, wolardi’'n’ ha'rbirS; beti menen shegaralang’an. Si'rtgi’
S betine tiyip turg’an quti'shalarda, woni’ sheganakhi’ betinin’ bo’limi, S penen
sa'ykes kelediS; betinin’ barli'q galg’an bo’limi, gon’si’las eki gti'sha ushi'n
ul'wmali’q boli’p qaladi’. Ha'r bir quti’'shani’n’ kishiliginen paydalani’p, (1.7) in

shama menen to’'mendegi tu'rde jazami’z:

(diva);AV; = f ads;.
Si

Endi, i boyi'nsha shama menen ali'ng’an aqi’rg’i’ ten’lign’ on’ ha’'m shep
ta’replerin gosami’z ha’'m ha’rbir quti'shani’'n’ k@min no’lge umti’ldi'ri’p
shekke o’'temiz. Bul jag’dayda ten’liktin’ shep tefn, toli'g ko’lem boyi'nsha
divergenciyadan ali'ng’an integralg’a o'tedi. Taktin® on’ ta'repindegi, S;
betinin’ ishki bo’limleri boyi'nsha ali'ng’an integl biri- birin joq etedi, sebebi eki
gon’si'las quti'shalar ushi’n si'rtqi’ normal qaraygarsi’ bag'i'tqa iye. TekS tin’
si'rtqi’ beti boyi'nsha integral galadi’. Na'tiyjezlto’'mendegi gatnasti’ alami’z

f divadV = —Cf ads, (1.11)
14 s

bul Ostrograd-Gauss teoremasi’ dep ataladi'.

Endi vektorli’'qg maydanni’'n’ rotori’ tu’'sinigin kitiemiz. Qandayda bim
bag'i’'tina perpendikulyar bolg’an tegis maydanshagarap o'temiz. UsP’
maydanshani’ shegaralawshi’ kontur boyi’'nshavektori’'ni'n’ cirkulyaciyasi’n

ha’m woni'n’ maydansha shamasi'na gatnasi’n tabami’
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¢ adl
S

Maydanshani’ (tegis boli'p qali'wshi’M
nogati’'na ji'ynawdag'i’ bul gatnasti’'n’ shegn
(konturdi’ aylani'wshi’ bag'i't penen on’ vintlik
sistemani’ payda etiwshi) bag'i'ti'na

\<%-_§. vektorli’qg maydan rotori'ni'n’ proekciyasi’ dep
ataladi’

2-su'wret _ . $ad
(rota)n—(sl%LnM 5 (1.12)

To'mendegige di'ggat awdari'wi'mi'’z kerek, yag'ni'yrot operaciyasi’
vektorli'g maydang’a qollani’ladi’ ha’'m rotordi'no’zi vektorli'g maydan boli'p
tabi’'ladi’.

Egerde gaptallari’ koordinata ko’sherlerine paiabielg’an sheksiz kishkene
tuwri'mu’yeshlik boyi'nsha cirkulyaciyani’ garaytugn bolsaq, wonda dekartli'q

koordinatalar sistemasi’ndat a ushi’n an’latpani’ tabi’'wg'a boladi’.

i j k

‘a o 4d 0
rota=|— — —|.

dx Jdy 0z

Ay Qy Q
OperatoiV argali’ rotor to’'mendegi tu'rde an’lati’ladi’:
rot a = [Val,
yag'ni’y, a vektorli'q maydanni’n’ rotori’,V vektori’'ni'n’ a vektori’'na vektorli'q
ko’beymesi boli'p tabi’ladi’.
Qa’legenG konturi’ boyi'nsha cirkulyaciya, salf konturi'ni’'n’ bo’lingen eki

kishi konturlari’ boylap cirkulyaciyasi’'ni'n’ qosiidi’si’ boli'p tabi’ladi’:
$. =9561 +9’SG2 . Sonda, ga’legen konturdi’ sheksiz kishi bo’lingerbo’lip (2-

su’'wretke qaran’), ha'rbir bo’lim ushi’'n (1.12) igollani’p ha’'m to’mendegi

ten’lemeni barli'q bo’lim boyi’nsha gosi’p
12



% adl = (T'Ota)iASi
Gy

mi’'nani’ alami’'z

jéadl = f rotads. (1.13)

G S
Stoks teoremasi’usi'nnan turadi: Tuyi’qg kontur boyi'nsha maydahmi

cirkulyaciyasi’, ko'rsetilgen kontur menen shegarg'an bet argali’ usi

maydanni’'n’ rotori’ni’n’ ag’i'mi’na ten’.

Simvolikal’'g esaplap shi'g'ari’'wlar.  Skalyarli'q ha'm vektorli'g
maydanlardi’'n’ ko’beymelerinen differencialli’q opciyalar ju’rgiziwde, V
operatori'n qollani’p esaplawlar ju'rgiziw golayli’boladi’. V operatori'n
gollani'wdag’i’ magqgset, woni'n’ ja'rdeminde vektoid analizdin® ha'rqi'yl’
formulalari’'n jazi'w ha'm ali'w qolayli’ boladi’. V - differencialli'q vektorli'q
operator, wol ko’beymenin’ ha’m vektordi'n’ ga’sire beredi ha’'m wolar menen
islengen operaciyalarda vektorli'q algebra formatésh ha’'m differenciallaw

usi’llari'n qollani'w kerek boladi’.

4-ma’sele.Eki skalyarli’q funkciyani’n’ ko’beymesinin’ gradmin esaplan’i'z

Vektorli'g algebrani’n’ usi’llari’nan ha’'mV ga’siyetlerinen to’'mendegi kelip
shi'g’adr’

grad(fg) =V(fg) =V(fg) +V(fg) = gVf + fVg. =

Solay etip, ko’beymege differenciall’'q operaciyagollani'w ushi'n oni’ V
operatori’ argali’ gayta jazi'w kerek, eki qosiWshi'ni’ jazi'w (bunda V
operatori’ da'slep birinshi ko’beytiwshige, keyikieshisine ta’'sir jasaydi’) ha’'m
vektorli'g algebrani’'n’ usi’llari’'nan paydalani’p &beytiwshilerdi sonday etip
goyi'wi'mi’z kerek, yag'ni'y V ta'sir jasamaytug’i'n ko’beytiwshilerdiV

operatori'ni’'n’ asti'nan «shi'g’ari'w» kerek (mi'dg’a, ko’beytiwshilerdi sonday
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etip qoyi'wi'mi’z kerek, yag'ni'y V ta’sir jasamaytug’i'n ko’beytiwshiler woni'n’
on’ ta'repinde qali'wi’ kerek, bizdef-penen ta’sir jasaytug'i'n ko’beytiwshi
belgilengen).

Ko’beymedegi differencialli'q operaciyalardi’ esapl ushi'n ja’ne eki mi'sal

garap o'temiz.

5-ma’sele div[ab] = b rota — a rotb ekenligin da’lillen’iz.
Simvolikali’'g esaplap shi'g’ari’'wdi’ qollani’p esdgymi’z:
div[ab] = (V[ab]) = (V[ab]) + (V[aE]) = (b[Va]) — (a[Vb])

=brota—aroth. m

6-ma’'sele. grad (ab) = [brota] + (bV)a + [arotbh] + (aV)b  ekenligin
da’lillen’iz.
Skalyarli'q ko’beymeg&/ operatori’ menen ta’sir etemiz
V(ab) = V(ab) + V(ab) = V(ba) + V(ab).
On’ bo’limdegi ag’zalardi’ tu’rlendirip:
V(ba) = V(ba@) — a@(bV) + a(bV) = [b[Va]| + (bV)a

ha’'m sa’'ykes tu’rde ekinshi gosi’'li'wshi’'ni’ tu’rledirip birdeyliktin’ duri'sli'g’i’'n
da’lilleymiz. m

Eki funkciyani'n’ ko’beymesine V operatori'ni’'n’ ta’sirinin’ galg’an
jag’'daylari'n o’zbetinshe u’'yreniw usi'ni’'s etiled{usi’ bo’limnin’ keynindegi

1.12-1.14 shi ma’selelerge garan’).

Ekinshi ta'rtipli differenciall’q operaciyalar.  Vektorli'q analizdin’
gosi'mshalari'nda, tekgrad,div,rot operaciyalari’'ni’'n’ ori'nlani'wi’ menen
emes, al wolardi’'n’ ha'rgi'yli’ kombinaciyalari’ meen is ali’p bari'wg’a tuwra
keledi. Ko'pshilik jag’daylarda ekinshi ta'rtipli peraciyalar jiyi ushi'rasadi’,
yag'ni’y tiykarg'i' u’sh operaciyani'n’ jupli'g konbinaciyalari’. grad, div,rot

simvollari’n jupli’'gta kombinaciyalap, tog'i'z jupigti’ du’ziwge boladi’, biragta
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to’'mendegi besewi ma’niske iye boladi’:

1)rot grad f = [V,Vf] =[V,V]f =0;

2)div grad f = (V,Vf) = (V,V)f = V3f = Af;

3)divrot a = (V[Va]) = 0;

4)rot rot a = [V[Va]] = V(Va) — (V,V)a = grad div a — Aa

(«rotordi’'n’ rotori’ divergenciyani’n’ gradientinetaplasiandi’ alg’ang’a ten’»);
5) grad div a — 4 inshi punktke garan’i’z.

Skalyarli'q differencialli’'q operatorA= V2 (2-punktke garan’i'’z) Laplas
operatori’ dep ataladi’ ha’'m dekartli'g koordinaalsistemasi’'nda to’'mendegishe
jazi'ladr’

9> 0% 0°

A= :
dx? * dy? * 072

(1.14)

Integralli’'q qatnasi’'glar. Ostrogradti'n’ (1.11) ha'm Stoksti'n® (1.13)
teoremalari’ basga integrall’q qatnasi'glardi’ "alg’a mu’'mkinshilik beredi.
Mi'salg’a, Ostrogradti'n’ (1.11) shi formulasi'na = c¢f ti qoysaq, bul jerde-
ga’legen turagli’ vektor, wonda divergenciyani’ pkgy oti'ri'p to’mendegini
tabami’z

div a = div(cf) = c grad f.

(1.11) ne qoyi'p, mi'na ten’likke kelemiz

c,fgradde = c,jgde :

%4 S

yamasag vektori’ni’n’ erkinligin esapqga ali’p, to’'mendegimilami’z

jgradde:;fde.

%4

Endi, a=cf Stoksti'n” formulasi'na qgoyami'z. Rotordi’ esaplap

to’'mendegini tabami’'z
15



rot a = rot(cf) = —[c gradf],

wonda

c,j[gradde] = c,fffdl :

S L

Bunnan integralli’q gatnasi’'qti’ alami’z

—f[grad fds] = jé fdl.

S L

O’zbetinshe sheshiw ushi’'n ma’seleler

1.9. Esaplan’i'z: ayradr; b)gradr?, v)grad %, bul jerde- = |r|,
r =xi+yj+ zk.

1.10. grad(cr) tabi’'n’i'z, bul jerde ¢ — turaqli’ vektor, r —koordinata basi'nan
ju’rgizilgen radius- vektor.

1.11. Esaplan’i'z: ajlivr; b)rotr.

1.12. Esaplan’izdiv (fa).

1.13. Esaplan’izrot (fa).

1.14.rot[ab] = (bV)a — (aV)b + a divb — b diva - ekenligin da’lillen’iz.

1.15. Esaplan'i'z: a)liv ;; b) div[cr], bul jerdec —turagli’ vektor.

1.16. Esaplan’i'z: ayot(f(r)r); b)rot[cr], bul jerdec —turagli’ vektor.
1.17.[[MV]r] = —2M ten’ligin da'lillen’iz.

(dr)

)
r3

1.18. Esaplan’izgrad

bul jerded —turaqli’ vektor.

[Mr]

)
r3

1.19. Esaplan’i'zrot bul jerdeM —turaqli’ vektor.

1.20. Esaplan’i'z: ajaV)r; b) (aV)f(r); v) (aV)(cr).
1.21. Esaplan’izdiv(b(ra)), bul jerdea, b —turagli’ vektor.

1.22. Qa’legen tuyi'g kontur boylag = f(r)r vektori'ni’'n’ cirkulyaciyasi'ni'n’
16



no’lge ten’ ekenligin da’lillen’iz.

1.23.[ rot adV = ¢[dSa] - integralli'g ten’ligin da’lillen’iz.

1.3. lymek si’zi'gli’ koordinatalar

Elektrodinamika ma’selelerin sheshiwde, dekartlbgnen bir gatarda, basga
koordinatalar sistemasi'n jiyi gollani'wg'a tuwraeledi. Egerdeu;, i = 1,2,3
sani’'ni'n’ u’'shligi ken'isliktegi ga’legen noqgatti’ jaylasi'wi'n ani'qlaytug’i'n
bolsa, wondau; shamasi’n ken’isliktegi nogatti'n’ koordinatalarlep garawg’'a
boladi’. A’dette u; koordinatalari’, x,y,z dekart koordinatalari’ argall’
an’lat’li'wi’ mu'mkin: u; = u;(x,y, z).

Ken'islikte u;(x,y,z) = C; ten’lemesi koordinatali'g betti beredi. (dekart
koordinatalar sistemasi'nda ganday betler koordirigt dep ataladi’?).C; ge
ha'rgi'yli” ma’nislerdi berip, koordinatali'q betti’ uyi'mi’n (semeystvo) alami’z.
Solay etip, u'sh koordinatali’q bettini & 1,2,3 ushi’'n) uyi’'mi’ bar boladi’, bunda
ken'isliktin’ ga’legen nogati’ argali’ u'sh uyi'mrm’ ha’rbirinin’ bir dana beti
o'tedi. Ha'rbir uyi'mni’'n’ koordinatali'q betleri kesilisetug’i’'n si'zi'q
koordinatali’g si'zi'glar dep ataladi’. Dekartli’'q koordinatalar sistemadénbul
si'zi'glar koordinatali'q ko’sherlerge parallel ladi’. Erkin koordinatalar
sistemasi’nday; koordinatali'q si’zi'glari’, uli'wma aytganda iymidik, sonli’'gtan
koordinatalar iymek si'zi'gli’ dep ataladi’. Egerden’isliktin’ ga’legen nogati’nda
koordinatali’q si'zi'glar bir-birine ortogonal bads wonda koordinatalar sistemasi’
ortogonalli'q dep ataladi’. Dara jag’daylarda sferali’'g ha’'mrdrlik koordinatalar
sistemasi’ ortogonalli’q dep ataladi’.

Egerde ken'isliktin’ ga’legen noqati'nda koordinita si’zi'gqlarg’a uri'nba
jurgizip ha’m usi’ uri'nba boyi'nsha sa'ykes koardtalardi’'n’ o’siw ta’repinde
birlik e,, e,, e; vektorlari'n bag’i'tlasaq, wonda ortogonalli'q msherlengen
bazisti alami’z. Turaqgli’ u’sh birlik vektorlar i, j, k menen ani’'qlani’'wshi’ dekart

koordinatalar sistemasi’nan o’zgesheligi, bul bamgattan nogatqa o’zgerip
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turadi’. Bul zi'yan keltirmeydi, biragta erkin jegsi'wshi” M nogati’'nda berilgen
ga’legen vektordi’ (yag'ni'y ga’legen vektorli'q rmydan), si'zi'gl’

e, e,, eskombinaciyasi’ tu'rinde jazi'wg'a boladi'.

Sferali'g ha’'m cilindrlik koordinatalar. Sferali'q koordinatalar sistemasi’'n
(s.k.s.) garap o’'temiz, bundd nogati'ni’'n’ ken'islikte jaylasi'w hali’ to'mendegi
u’sh shama menen ani’glanadi’ (3-su’'wretke garay'’

1) koordinata basi’'narM nogati’'na shekemgi arali'g’i’;

2) z ko’sherinin’ on’ bag'i'ti’ ha’m OM kesindisi arasi’'ndag’id mu’yeshi;

3) OM kesindisinin’xy tegisligine proekciyasiOM; ha’'m x ko’sherinin’ on’
bag'i'ti arasi’'ndag’i’ ¢ mu’yeshi.

AZ

ﬁ M M noqati’ni’n’ dekart koordinatalari’ woni'n’
|

sferali'q koordinatalari’ menen to’'mendegi

gatnaslar menen baylani’'sganli'g’i’ su'wrette

ko’rinip tur:

=y

X =1 sinf cosp, y = rsinf sing,
M, z =rcosf. (1.15)
M noqati’ barli'q ken’islik boyi'nsha

3-su'wret o'tkende, sferali’g koordinatalar to’'mendegi
sheklerde o’zgeredi
0<r<o, 0<6<m,
0<¢<2m (1.16)

Koordinatali’q betke sheksiz jagi'n u’sh jupli'gasi’ndag’i’ ko’'lem elementin

garap o'temiz: radiuslari’r ha’mr + dr bolg’an eki sferali'qti’,6 ha'm 6 + do
mu’yeshleri menen ani’'glani’'wshi’ eki yari'mkonusth’ ha’m xz tegisligi menen
¢ ha'm ¢ + dp mu'yeshti payda etiwshi eki yari'mtegisliklerdi -6t’'wretke
garan’i’z). Bul ko’lem elementi jogari’ ta'rtiptinen’ kishisine shekemgi da’llikte,

gabi'rg’alari’ rd8, dr ha'm r sin6d6 bolg’an tuwri'mu’yeshli parallelepipedti

18



0’z ishine aladi’. Sonli’gtan, bul parallelepipeutko’lemi mi'nag’an ten’

dV =r?sin@ drdfde. (1.17)
Sa'ykes tu'rde, eki gqi'n meridianlar ha’'m eki jaqgi'n paralleller menen
shegaralang’am radiusli’ sferani'n’ betinin’ bir bo’limin, qaptéri’ rd6 ha'm
r sinfde bolg’an sheksiz kishi tuwri'mu’yeshlik tu'rinde cmwg'a boladi,

woni’n’ maydani’ mi'nag’an ten’

dS = r2sinfdfde. (1.18)

Sfera bo’liminin’dS maydani’'ni’'n’
sferani’n’ radiusi’ni’n’ kvadrati'na gatnasi’,
sferadads$ betin kesiwshi denelik mu’yeshtin’

shamasi’n ani'qlaydr’

ds
dQ = 2
r

sonli'qtan sferali'q koordinatalarda

4-su’wret

dQ =sinf df do (1.19)

6 ha’'m ¢ din’ barli'g mu’mkin bolg’an ma’nisleri boyi'nshategrallap, toli'g

denelik mu'yeshti alami’z:

2T

T
Q =fsin9d9] de =4m, (1.20)
0 0
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sferani’n’ maydani'ni'n’S = 4rrr? radiusti’'n’ kvadrati’na gatnasi’na ten’,

Cilindrlik koordinatalar sistemasi’nda (c.k.s.) kshktegi M noqati’'ni'n’
jaylasi'w orni’, woni'n’ dekartli'g koordinatasi’z ha’m woni’'n’ xy tegisligine
proekciyasi’ni’n’ polyarli'g (p, ¢) koordinatalari’ (2 ha’m 3 bo’limlerde cilindrlik
koordinatalar, ¢ dara jag’daylarda, @ menende belgilenedi) menen beriledi. 5-
su’'wretke muwapi’gM nogati'ni'n’ dekartli'q koordinatalari’ cilindrlik argali’

to’'mendegi formula boyi’'nsha an’lati’'ladi’

LT

NG X = pcose, y = psing, z = Z. (1.21)

Egerde M noqati’ ken'islikte ga’legen ori'ndi’ iyelew

mu’mkinshiligine iye bolsa, wonda cilindrlik

% P 7 koordinatalar to'mendegi sheklerde o’zgeredi
o M,

x 0<p<omw, 0<5¢<2n, —0<z<oo. (1.22)
S-su’'wret

p ha’'m p + dp radiusli’ eki cilindrlik bet penenz ha'm z + dz ga'ddinde
jati'wshi’ eki gorizontal tegislik penen ha’'m ko’'sheri menenp ha'm ¢ + do
mu’yeshlerin qurawshi’ ha’'mz ko’sheri argali’ o’tiwshi eki tegislik penen
shegaralang’an bo’limdi garap o'temiz. Bul bo’limdip,dz ha'm pde
gabi'rg’alari'na iye tuwri'mu’yeshli parallelepipeddep esaplawg’a boladr’,

woni’'n’ ko’lemi mi'nag’an ten’

dV = pdpdedz (1.23)

Egerdep radiusli’ cilindrdin’ gaptal betinen koordinata'ziglari'ni’'n’ eki
jupli'g’i’ arasi’nan kishkene tuwri’mu’yeshlikti ayati'p alsaq, wonda woni'n’

maydani’ mi'nag’i'n ten’ boladr’
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dS = pdedz (1.24)
Ko'lem elementleri ushi'n (1.17), (1.23) formulaldra’'m sferali’'q ha'm
cilindrlik  koordinatalarda (1.18), (1.24) maydanlarusi’ koordinatalar

sistemasi’nda ko’lemlik ha’m betlik integrallardisaplawda kerek boladi’.

7-ma’sele. R radiusli’ shardi’'n’ ko’lemi boyi'nshap = p,(r/R)?sinfcos?¢
ti'g’r'zli'g’’ menen zaryad bo’listiriigen, bul jede r, 8, ¢ —shardi’'n’ worayi’'nan
baslani’'wshi’ sferali'qg koordinatalar sistemasi’nga koordinatalar. Shardi’'n’

toli'g zaryadi'n tabi'n’i’z.

kT
Shardi'n’ toli'q Q zaryadi’ argali’ an’lati’li'wshi’
"!..::_\_\_\_\_\_\__\-
\:“; ko'lemlik [ p(r) dV integrali’'n sferali'q koordinatalar
%“‘“‘\3: sistemasi’nda esaplap, to’'mendegini alami’z
\< . R T 2T
%
] 5 Q= %f rt drfsinzedej cos?pdo
¢ > b 0 0 0
— <L 2
x - 3
ToPof
6-su’wret

8-ma’sele. Radiusi’R ha’'m biyikligi 2h bolg’an cilindrdin’ gaptal beti boyi'nsha
zaryad o = oycos?|z|/h ti'gizl’gi’ menen bo’listiriigen, bul jerde ¢,z
cilindrdin® worayi'nan baslani’'wshi’ cilindrlik koodinata sistemasi'ni’'n’

koordinatalari’. Cilindrdin’ toli’q zaryadi’'n tabin’i’z.

2T

Q=j0d5=$j

h
T
cos?dg jlzl dz = EO'ORh. n
0 “h

lymek si'zi’gli’ koordinatalarda differenciall’g o peraciyalar. Gradient,
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divergenciya, rotor si'yagli’ shamalardi’ ko’'pshlijag’daylarda ganday da bir
iymek si'zi'qli’ koordinatalar sistemasi’nda jazgiamaqul boladi’. A’piwayi’

geometriyali'q ko’z garastan wolar ushi’'n s.k.s at.k.s. dag'i’ an’latpalardi’

tabami’z.
4z Sferali'q koordinatalar sistemasi’ngta
/ h?“},\ funkciyasi’'ni’'n’ gradienti bazislike,, e, e,
/J/f*’?if;i;* ; EE\\ vektorlari’ boyi’nsha targati’li'wi’ mu’mkin (7-
J ' "11 \/ ; su'wret). Qandayda bir bag'i'tggrad f tin’
|( ¢ _IL'J,// °  proekciyasi’, usi’ bag'i't boyi’nshg tin’ tuwi’'ndi’si’
B e menen sa'ykes keledi ((1.4) garan’i’z), sonli'qtan,
: - su'wret e, ey, e, bazisindegrad f vektori'ni'n’

komponentlerin esaplaw ushi’'n, usi’ vektorlar menen
ani'glani'wshi’ bag'i't boyi’nshaf tin’ tuwi'ndi’si’'n
esaplaw kerek:

d
(grad f-e)=2T.

Bazislik vektorlar boylap kishi awi'si'wlarda sfdrg koordinatalar sistemasr’
to’'mendegishe bolsa
dl, =dr, dlg=7rdb, dl,=rsinddep
(4-su’'wretke garan’i'z), wonda

g Of 19f 1 of L9
gradf =grert 1 56% T rsmaag e (1)
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Cilindrlik koordinatalar sistemasi'nda baziskk, e, e,
/’5 S vektorlari’ boylap sheksiz kishi awi’si’'w (8-su’sft)
/" -
.z;’___,—f*.fﬂij to’mendegige ten’ (6-su’wretke garan’i’z)

| dl, =dp, dl, =pdg, dl,=dz

R

,

BN

= T
oy

Solay etip, cilindrlik koordinatalar sistemasi’nda
rg gradient to’'mendegishe jazi'ladi’

8-su'wret
grad f = %ep + %%e(p + %ez. (1.26)
lymek si'zi'gli’ koordinatalarda divergenciyani’ am rotordi’ esaplaw
wolardi’'n’ invariantli’'q ani’glamalari'na (1.7), (12) tiykarlang’an. Sferali'q
koordinatalar sistemasi'nda ko’lem elementin qacdemiz (4-su’wret), ha’m
woni’'n’ beti arqali’ ag’i'mdi’ esaplaymi’z. Vektdrqg maydandi’ to’mendeqi
tu'rde jazami’'z
a=ae,+ageg +ase,

ha'm, r+dr ha'm r radiusli’ sfera elementi argaliz vektori’'ni’'n’ ag’i'mi'n
da’slep esaplaymi’z:

a,(r+dr,8,p) - (r + dr)?sinfd8de — a,(r,0,d) - r?sinfdOdg

5 a(rzar)i
or r2

ha'm

) _ da, 1
j— . . —_ v . . ~ _(p
ap(7,6,¢ +do) - [dr - 1d8] — a, (7,6, ) - [dr - rd6] dp rsinf av.

Shamalardi’'n’ u'shewinin’ barli'g’'i'n qosi’p ha'mdV g’'a bo’lip, sferali'q
koordinatalar sistemasi’nada divergenciya ushitefimani’ tabami’z:

, 1 9(r?a,) 1 9(sinfay) 1 0da,
diva = — +— , :
r2 or rsinf 06 rsinf d¢

(1.27)
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Rotordi’'n’ invariantli'g ani’glamasi’'nan (1.12) tolendegi kelip shi'g’adri’,
yag'ni'y gandayda bir koordinatalar sistemasi'ni' noqgati'ndag’i’ rot a
komponentin ani'glaw ushi’'nM nogati'n o’z ishine ali'wshi’ ha’m usi’ nogat
argali’ ju’rgizilgen bazislik vektorg’a perpendilgdr sheksiz kishkene tegis
maydansha menen shegaralang’an u’sh kontur bow’ashi’'n’ cirkulyaciyasi'n
esaplaw kerek boladi’. Cilindrlik koordinatalar teismasi'nda elementar ko’lem
elementinin’ to’'mengi gaptali’ menen shegaralangtamvri’ mu’yeshli kontur
boylap a ni'n’ cirkulyaciyasi'n esaplaymi’'z (6-su’'wret). Tuwmu’yeshliktin’
gaptallari’ koordinatali'q si'zi'glar boyi'nsha baillang’an, al shamalari’
boyi'nsha (p +dp)de,dp,pdp,dp larg'a ten’ bolsa, wondaa ni'n’
cirkulyaciyasi’ to’'rt qosi’li'wshi’ arqali’ an’latiladi’:

ay,(p+dp,,z)(p +dp)dep —a,(p, 9 + do,z)dp — a,(p, p,2)pde
d(pay) _0Oa,
ap dQ
Ali'ng’an an’latpani’, gaptaldi'n’dS = pdpde maydani’na bo’lip, bazislile,

+a,(p, ¢, 2)dp = [ ] dpde.

vektori'ni’'n’ bag'’i't'nda rot a ni'n’ komponentin tabami’z:
1 B(pa(p) 10a,
p dp  pop
Sa'ykes tu'rde galg’an eki komponentleride esapiiina

(rota), = (1.28)

(rota), = laaz o _6a¢ (1.29)
P pop 0z '
da, Oda,
(T'Ot a)(p = E - or (130)

Usi'nday jollar menen cilindrlik koordinatalardavedrgenciyani’ ha’m sferali'q
koordinatalarda rotordi’ tabi'wg’a boladi’, bul dietinshe islewge tapsirma
boladi'.

grad f ha'm diva ushi’'n an’latpalardan kelip shi'ggan haldaf =
divgrad f ti esaplap, iymek si'zi'qli’ koordinatalarda Laglaoperatori’n
tabi'wg’a boladi'.
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Sferali’q koordinatalar sistemasi’ndaoperatori’ to'mendegi tu’rge iye:
1
A=A, + r—zAg(p, (1.31)

bul jerdeA, — Laplas operatori’'ni'n’ radialli'q, aJ:—ZAW — mu’yeshlik bo’limleri.
6,9 mu'yeshi boyi'nshadg, tuwi'ndi'g’a iye bolsa, wondad, ushi'n ani'q
an’latpani’ mu'yeshlik o’zgeriwshilerden g’a’reziolmag’an funkciyag’a Laplas

operatori'ni’'n’ ta’siri na'tiyjesin esaplaw arqaliabi’'wg’a boladi'.

9-ma’sele.Af (r) di esaplan’i’z, bul jerde” = |r| = \/x2 + y2 + z2.

. _Ofr _ . 0f .
Af(r) = div grad f(r) = dwa—r; =rgrad(r-tof/or) +r 1Edlv,

ekenligin esapga ali’p, mi'nani’ tabami’z

ok 20 10 d
M0) =8, 0) = St = ()

Solay etip,

A= ii(rz —r>. (1.32)

Af (r) ti to'mendegishe jazi'wg’a bolatug’i'nli'g’i’'n atp o’'tken maqul boladi’

1 d?
M) === (rf@).  (133)
10-ma’sele f(p) funkciyasi'na Laplas operatori'ni’'n’ ta’sirinin’ ndiyjesin

tabi'n’i’z, bul jerde p = {/x? + yZ.

Dekart koordinatalari’'nda
2 62

Af(p) = <ﬁ + a—yz>f(/0)-

x boyi'nshaf tin’ ekinshi tuwi'ndi’si’'n esaplap,

o _i(ﬂ)_ﬁaz_f Lof _x*of
dx%°  dx\pdp/ p?0dp* pdp p3dp
ha’'m sa'ykes tu’'rdey boyi'nsha ekinshi tuwi'ndi’'ni’ ali'p, to’'mendegini
tabami’z
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0°f 10
Af(p)=a—p]:+;£, (1.34)

yamasa

19 of
Af(p)—;%(pg). n (135)

Cferali'lg ha'm cilindrlik koordinatalarda gradiendlivergenciya, rotor ha’m
Laplas operatori’ ushi’'n formulalardi'n® twoli'q nggli'wmati’ qollanba

aqgi'r'ndag’i’ gosi'mshada keltirilgen.

O’zbetinshe sheshiw ushi’n ma’seleler

1.25. Cilindrlik koordinatalarddiv a ushi’n an’latpani’ tabi'n’i’z.

1.26. Sferali'q koordinatalardat a ushi’'n an’latpani’ tabi'n’i’z.

1.27. Sferali’'qg ha’'m cilindrlik koordinatalar sistasi'nda rot r,divr ha'm
grad (ar) di esaplan’i’z @ —turagli’ vektor).

1.28. Sferali’'qg koordinatalarda Af(r) ushi'n, to'mnedegi u'sh tu'rinin’
ekvivalentligin tekserin’iz:

1d<2df), 1 d? d*f 2df

27\ @) Fae) gEtiae

1.29. Cilindrlik koordinatalarda divergenciya ha'gradient ushi’n an’latpani’
gollani’p, Laplas operatorini'n’f(p) funkciyasina p = /x2 +y2 ) ta’sirinin’
na'tiyjesin tabi'n’’'z ((P.5), (P.6) qaran’i’z).

1.30.Ap = 0, Laplas ten’lemesinin’ sferali'q simmetriyali’ eBhimin tabi'n’i’z.

1.31.Ap = 0, Laplas ten’lemesinin’ cilindrlik simmetriyaliteshimin tabi’'n’i'z.

Usi'ni’s etiliwshi a’debiyatlar: [1], gosi’'msha; [21 bap; [3], | bap; [4], | bap; [5],

gosi'msha.
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2. Turagli’ elektrlik maydan

Turagli’ elektrlik maydanni'n’ kernewliligi E(r), Maksvell ten’lemelerin
ganaatlandi’radi’
div E = 4mp, (2.1)
rot E =0, (2.2)

bul jerde p(r) — elektrlik maydandi’ payda etiwshi zaryadlardi’'n'o’lemlik
ti'g’r'zli'g’i’. (2.1) ten’lemenin’ integralli’q fo rmasi’ to'mendegishe jazi'ladi’

f EdS = 410Q,,, (2.3)
S

(bul jerde Q,, = fV pdV —tuyi'q S betinin’ ishinde jaylasi'wshi’ zaryad, wol
boyi'nsha shep ta'repinde integrallaw a'melge d&kdi’), bul Gaussti'n’
elektrostatikali'lqg teoremasi’'n an’latadi’. Birqataogari’ da'rejeli simmetriyali’
ma’selelerde, Gauss teoremasi’ maydanni’'n’ kerrgi koordinata funkciyasi’
retinde tabi'wg’a mu’mkinshilik beredi.

(2.2) ten’leme, elektrostatikali'q potencialdi’ toeéndegi gatnasta kiritiwge
mu’mkinshilik beredi.

E=-Vp. (24)

Turaqgli’ elektrlik maydandi’, E kernewliligi menen ten’dey da'rejede
si'patlawshi’ ¢(r) potenciali’ Puasson ten’lemesin ganaatlandi’radi’
Vo = —4mnp. (2.5)
Radius-vektori'r’ bolg’an nogatli'ge zaryadi’r nogati'nda maydandi’ payda
etedi, woni'n’ potenciali’ ha’m kernewliligi to’meategi an’latpa menen beriledi

e _e(r—r)

=— = 2.6
¢ lr — 7’| lr —7'|3 (2.6)

(Kulon ni'zamr’).

Egerde zaryadlar ko’lemlik p(r") ti'g’i'zli'g’’ menen bo’listiriigen bolsa,
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wonda nogatli'gp(r')dV’ zaryadi’ ushi’'n Kulon ni’zami'na ha’'m superpoziaiy
principine muwapi’'qy radius vektori’'na iye baglaw noqati'ndag@ potenciali’'n

ha’'m E kernewliligin to’'mendegi tu’rde ko’rsetiwge boladr’

! dVI
o= [0 @)
E(r) = j P (Tr)frr'_ﬁr ) av' . (2.8)

(2.7) shi potencial, (2.5) shi Puasson ten’lememnaatlandi’radi’ ha’'m egerde
ko’lemlik integral ji'ynalsa, wonda woni’'n’ sheksigen’isliktegi sheshimi boli’p
tabi’'ladi’.

Egerde zaryadlar ken'islikie betlik ti'g’i’zli'g’i’ menen betti boylap bo’listirilgen
bolsa, wonda potencial to’'mendegi formula boyiagsaplanadi’

o(r)ds’

p(r) =

T si'zi'gl’ ti'gi'zl'g’'i’ menen zaryadlang’'an si'zi'gli’ kontur, to’'mendegi

potencialg’a iye elektrlik maydandi’ payda etedi

¢@>=fr“”ﬂ' (2.10)

lr—7r'|"

Zaryadlar sistemasi'nan uzaq arali'glarda (2.7), .82 an’latpalar
a'piwayi’lasadi’. Egerde koordinata basi’'nan baglawqati'na ju’rgizilgenr
radius vektori’ ha'm zaryadga ju'rgizilgen radiusektor zaryadlang'an
sistemani’'n’ ishinde ali'nsa, wonda> a (a —sistemani’'n’ si'zi’'qli’ o’lshemleri)
bolg’anda

q dr QupXeXp
(p(r) ~ r + 7,‘3 + 27"5 )

bul jerde to’'mendegi belgilewler kiritilgen

(2.11)

q= jp(r) dv, (2.12)
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d= fp(r) rdV, (2.13)

Qup = j p(r)(3xgxp —1%8,5) dV. (2.14)

(2.12), (2.13) ha’'m (2.14) shamalari’ zaryadlatesigasi’'ni’'n’ sa’'ykes tu’rde
toli'g zaryadr’, dipolli'g momenti ha’'m kvadrupwalf momenttin’ tenzori’ dep
ataladi’.

r; (i=1,..,N) radius vektorlari’'na iye nogatlarda jaylasgenzaryadlari’

jag’dayi’'nda, zaryadlardi'n’ ko’lemlik ti'g’i'zli'g’’ & — funkciyasi’ arqali’

an’lati’'ladi’:
N
p) =) esr-1), (215
i=1
al (2.13), (2.14) shamalar to’'mendegi tu’rge iyé¢abld
N
d= ) er;, (2.16)
i=1
N
Qup = Z e; (3xqxp —1%8,5) (2.17)
=1

Egerde ken'islikte zaryadlar betlik ti'g'i’zli'g’i’ menen bet boylap bo’listirigen
bolsa, wonda twoli'qg zaryad, dipolli'g moment ha’kvadrupolli'q momenttin’
tenzori’ (2.12), (2.13), (2.14) integrallari’ argal an’lat’ladi’, bunda
to’'mendegishe almasi'w a’melge asi'ri’lg’an

p(r)dV - o(r)dsS, (2.18)
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al integrallaw zaryadlang’an bet boyi'nsha o’tkexti.
Sa'ykes tu'rder si'zi'qli’ t'g’i’zli'g’i’ menen zaryadlang'an si'zi'qli’ kontur
ushi'n (2.12), (2.13), (2.14) integrallari'nda alsiiav a’melge asi'ri’ladi’

p(r)dV - t(r)dl, (2.19)
al integrallaw zaryadlang’an kontur boyi'nsha e'tikedi.

Elektrostatikali’qg maydanni’n’ energiyasi’

U—lede 2.20

to’'mendegi formula menende esaplani'wi’ mu’mkin

1
U= Efp(pdV. (2.21)

Ko'lemlik  p;(r) ha'm p,(r) tigizli'glar’ menen zaryadlang’an eki
sistemani’'n’ elektrostatikali'q ta’sir etisiw eneygsi’ to'mendegi formula menen

esaplanadr’

U= fwdv av'. (2.22)

[r—7r’|

@(r) potenciali'na iye si'rtqi’ elektrlik maydani'nda(r) ti'g'i'zli'g’’ menen
bo’listirilgen zaryadlardi’'n’ potencialli’q energasi’ to'mendegi an’latpa menen

ani'glanadi’

U= jp(r)q)(r) dv . (2.23)

Egerde sirtqi’ elektrlik maydanni’n’¢(r) potencial’, zaryadlang’an sistema
boylap kishkene o’zgeriske iye bolsa, wonda (2.&3)atpa ji'ynali’'wshi’ qatar

menen almasti'ri'ladi’

0%¢p

0x,0xg

1
U =qp(r) - dE + = Qu + oo (2.24)
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Bul jerde si'rtqi’ elektrlik maydanni’n’ potencialiha’m kernewliligi, ha’'mde
potencialdan tuwi'ndi’, garali’p ati'ri'lg’an sisteani’n’ ishinde jati'wshi’'r radius
vektori'na iye noqatta ali'nadi’. Bul ishki nogat ekart koordinatalar
sistemasi'ni'n’ baslamasi’ boli'xi’zmet etedi, wondad ha’'m Q. shamalari’
ani‘glang’an.

Si'rtgi’ elektrlik maydanda kernewliligiE bolg’an zaryadlang’an sistemag’a

tu'sirilgen F ku’shi ha’'mK ku’'sh momenti to’'mendegilerge ten’

F= j pEdV, (2.25)

K= j [rE]pdV. (2.26)

Dara jag’'daylarda, si'rtgi’ kvazibirgi'yli’ maydamdad dipolli'q momentine
Iye elektroneytral sistemada (2.25), (2.26) gaardsb’'mendegi tu'rdi gabi’l etedi
F = V(dE) = (dV)E, (2.27)

K = [dE]. (2.28)

Maksvellik kernew tenzori’ ja’rdeminde

1 1
Taﬁ == E(EaEﬁ - §E25aﬁ> (229)

Ishindep ko’lemlik ti'g'i'zli'q penen zaryad bo’listirilgen V ko’lemge ta’sir
etiwshi elektrostatikali'g ku’shtin’ qosi'ndi’'si'n (2.25), usi’ ko’lem betine

tu'sirilgen ku’sh argali’ esaplaw mu’mkin:

F, = j pE,dV = 3@ Topnpds, (2.30)

%4 S
bul jerden — V ko’lemdi gorshawshi’ tuyi'qS betine ju’rgizilgen si'rtgr’
normaldi’n’ orti’.

Ma’seleler sheshiwge mi’'sallar

1-ma’sele.R radiusli’ shar turaqli’ p ti'g’i'’zli’'g’'i'na iye @ zaryadi’ menen ko’lem
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boylap zaryadlang’an. Shardi’'n’ ishinde ha’'m si'mdagi’ E maydan
kernewliliginin’ bo’listiriliwin tabi'n’i'z.

Zaryadlardi'n®  bo’listiriliwindegi  sferali’qg simmetyag’'a muwapi’q
maydanni'n’ kernewliligi E radius boyi'nsha bag'’i'tlang’an, ak vektori'ni’'n’
moduli tek shardi’'n’ orayi’'na shekemgi arali’qtadagezli: E(r) = E(r)f :

Gausti’'n’ (2.3) teoremasi’n, koncentrik zaryadlamg’shardi'n’r < R radiusli’
sferali'q betine gwollani’p, to’mendegini alami’z
4 4 4 Q

E-4nr? = 47rp-§nr3; E= 37T E=—-npr=—r.

Sa'ykes; > R radiusli’ sferali’g bet ushi'n mi'nag’an iye bolaix

5 4 4 R3 4 R3
E -4nr =47Tp-§7TR ; E=§npﬁ, E—§npr—3r—r—3r
Solay etip,
4 ,
§7rpr = ﬁr, r < Rushin
E(r) = 4 R3 ] (2.31)
§7rpr—3r=r—3r, r> R ushi'n

Shardi'n’ si'rti'ndag’i’ maydan mi'naday, yag'ni'yegerde barli’'q zaryadlar
woni’'n’ orayi'nda ja’'mlengen dep esaplansa, al diiar ishindegi maydan

shardi’n’ orayi'nan ju’rgizilgen arali'gga tuwri’ fpporcional boladi’.

2-ma’sele o betlik ti'g’i’zli'g'i’ menen birtekli zaryadlang’ansheksiz tegisliktin’
payda etken elektrlik maydanni’n’ kernewliligin taiy’'z.

Maydan kernewliliginin’ tegislikke perpendikulyarkenligi simmetriyadan
kelip shi'g’adi’. Ja’rdemshi bet si'patinda tegidte parallel bolg’an ha'm
wonnan ten’dey arali’'gta jaylasgan cilindrdin’ te#fari’'n ali’p, Gauss teoremasi’n
gollanami’z. Qaptal betleri boyi'nshB vektori'ni'n’ ag’i'mi’ no’lge ten’, sebebi
E 1 ng,, , sonliqtan$ EdS = 2ES , S —cilindrdin’ tiykarlari’ni'n’ maydani’.
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Cilindrdin’ beti menen gorshalg’an zaryad ke ten’. Sonli'gtan (2.3) muwapi’'q
to’mendegini alami’z

E = 2mno.
Kernewlilik tegisliktin’ ha'rbir ta'repinde garamaarsi’ bag'i'tqa iye boladr,
bunnan normal qurawshi’lari’ tegislik arqali’ o'tkde4ro sekirmege ushi'raydi’.
|
3-ma’sele Ko’lemi boyi'nsha toli'qQ zaryadi’ menen birtekli zaryadlang'a®,
radiusli’ shardi’'n” payda etken elektrlik maydanmi’ potenciali'ni’'n’
bo’listiriliwin tabi'n’i'z .

Usi’ ha’'m basgada ma’selelerde simmetriyani'n’ bahl’'wi’, dara tuwi'ndi’'da
o’'zgeriwshilerdi aji'rat'w ha'm oni’ a'piwayi’ diferencialli’q ten’lemelerge
keltiriw joli’ menen (2.5) Puasson ten’lemesin @&y sheship, potencialdi’
tabi'wg’a mu’'mkinshilik beredi. Qarali’p ati'r’lghn maydanni’n’ potenciali’, tek
shardi’'n’ orayi'na shekemgi arali’'qtan g'a’rezli ekligi tu'sinikli ¢ = @(r),

sonli'gtan (1.32) sine muwapi’q Puasson ten’lenmeigna tu’rdi iyeleydi:

L d ( 2 d(p) = —4 2.32
rzar\" ar) = TP (232)
bul jerde
Po = L r<R bolg’anda
p= AmR3/3 -
0 r >R, bolg’anda

Integrallaw argali’ mi’nalardi’ tabami’z:
1) shardi'n’ ishindgr < R)

d Amrp,r3 Amtp,r? C
rzﬂ _ _*Po +C, _ Po 1
dr 3
r = 0 bolg’anda potencialdi'n’ sheklengenlik sha'rtingh = 0 ekenligi kelip

shi'g’adr’.

2) shardi’'n’ si'rti'nda(r > R)
1d do, Cs
(2 F2) —_23 :
2 dr( dr ) 0. ¢ r G
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®l,-w = 0 sha’rtinenC, = 0 ekenligi kelip shi'g’ady’.

C, ha'm C; integrallaw turagli'lari’, r = R bolg’andag’i’ shegarali'qp,; = ¢,

ha’'m % = % sha’rtleri menen ani'glanadi’ (sebebi (2.32) nan’ ta'repi bul

nogatta u’ziliske iye boladi’), wol to’'mendegi téernelerge ali’'p keledi:

{_an0R2/3 + CZ == _C3/R,
_47Tp0R/3 == C3/R2.

Usi’lardi’ sheship, turagli’lardi'n’ ma’nislerin aimglaymi'z C; = —-Q, C, =
3Q/(2R) ha’'m potencialdi’ tabami’z

3
% — %rz 0<r<R, bolg’anda
QD(T) = Q "
- r >R, bolg’anda

4-ma’sele @(r) = (q/r)exp(—ar) turine iye sferali’q koordinatalarda, bul
jerde a, g —turaqli’lar, zaryadlardi'n’ qanday bo’listiriliwinde potencial payda
etiledi?

Potencialg’a Laplas operatori’ menen ta’sir etijprndegini alami’z

e—ar

—ar __ 1 q d2 e—ar -1
Ap = gA )

1 e
= gA=+gA——— = —47gd - (
qA—+q " mq (r)+rdr2r

r r

aze—ar

- —amqs + 1

(A operatori'ni’'n’ 1/r ge ta’sirinin’ na‘tiyjesin (2.5), (2.6), (2.15) fawlalari’'nan
al’'wg’'a boladi’). Solay etip, koordinata basi'nda nogatli'q zaryadi’ ha'm

qaze—ar

p=- [pdV =—q tigizligina iye sferal’q simmetriyal’

agr '’

bo’listirilgen ko’lemlik zaryadi’ bar boladi’. m

5-ma’sele Ko’lemi boyi'nsha turi'gli’ p t’gi'zli'gi’ menen birtekli

zaryadlang’an sharda, orayi’ shardi'n’ orayi’'nan arali'qta jaylasqan sferali'q
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jolagsha bar. Jolagsha toli'g’'i’ menen shardi’'n’ hgxde jaylasqan. Jolagsha

ishindegi maydanni'n’ kernewliligin tabi'n’i’z.

/ \ Superpoziciya principin qwollani’p, orayr’
f,f ) \\ A nogati’nda jaylasgan tutas shardi’n’
f N maydani’'ni’'n’ E, kernewliligin (9-su'wretke
\ Ah_i{_ _'TB ‘J | y A gin (
\ f.:““{::if_lj/ / garan’i’z), worayi'V noqgati’nda jaylasgan
\ J;’r kishi shardi’'n’ maydani’ni'n’E,, kernewliligi

N e ha’m jolagshag’a iye deneni#’
H._RH ’/F‘_,./

——— kernewliliginin’ gosi’'ndi’si’ tu’rinde

9-su’'wret ko'rsetiwge boladi’. Bunnan

E=E,—E,. (2.33)

(2.31) ne muwapi'q jolagsha ishindegi noqatlar lmshEA=§nprA, Ep =

4 .
STPT g, Sebebr, — rz; = a, bolsa, wonda

E_4
=3 mpa

Solay etip, jolagsha ishindegi maydan birgi'yli'g&deR, ha’'m Ry radiuslari’
belgili bolsa, wonda ken'isliktin’ ga’legen nogatda jolagshag’a iye shardi'n’
maydani'n tabi'wg’a (2.33) formula mu’mkinshilik betug'i'nli'g’i'na kewil

audari’'wi'mi’z kerek. ]

6-ma’sele. Betlik t'g'i'zli’'gi’ o menen birtekli zaryadlang’am radiusli’
do’'n’gelek jin'ishke diskani’'n’ ko’sherindegi elekk maydanni’n’ kernewliligiE
ni ha’m potenciali’'e di tabi'n'i'z.

Oz ko'sherin diskani’'n’ ko’sheri boylap bag'i'tlaynd. Woraydano arali'qta
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jaylasi'wshi’ dS maydani'na iye diska elementi, diska ko’sherinde

koordinatasi’'na iye nogattdg = odS//x% + p? potenciali'n payda etedi. Usi’

noqatta diskani'n’ barli'g’i’ to'mendegi potencialgpayda etedi

j odS
=177
Polyarli’g (p, @) koordinatalar sistemasi’nda integraldi’ esaplapnami’ alami’z

2T

a
@ zﬁf%j da = 27TO'(\/ZZ+Cl2_ |Z|) (2.34)
o V 0

Ko’'sherdegi elektrlik maydanni'n’ kernewliligiE, a'dette ko’sher boylap
bag'i'tlang’an, sonli'gtan (2.4) shi formula mi'néferedi

do Z
E,=——=-2 —— — i ) 2.35
Z e na( pr Slgnz> ( )

Kernewlilikti (2.8) shi formula menen esaplaw (@) Inenen almasti’'ri'wda) usi’
na’tiyjege ali’'p keledi (tekserip ko'rin’iz!). Fikiali'q pikirlewde, |z| u’lken
ma’nislerinde diskani’'n’ maydani’ noqgatli'q zarya@dt maydani'na, al kishi
ma’nislerde sheksiz tegisliktin’ maydani’'na ugsdeerdigi tu'sinikli. Buni'n’
hagi'ygatli'g'’n, |z| » a,|z| K a bolg’an jag'daylarda (2.34), (2.35)

an’latpalari'n analizlep biliwge boladri’. [

7-ma’sele 2l uzi'nli'qga iye sabaq kesindisi, si'zi'glit ti'g'i’zli'g'’ menen
birtekli zaryadlang’an. Ken'isliktin’ qga’legen nogadi'g’i’ potencialdi’
tabi'n’i’z.

Koordinata sistemasi'ni’'n’ basi’'n kesindi worayracha’'mz ko’sheri boylap

bag'i'tlang’an dep gabi’l etemiz. Sonda (2.10) nawapi'q

+1
) f tdz'

p\r)= )

J X+ yr+ (2 - 2)?

Integrallaw mi'nani’ beredi

Jot+(1—2)2+1—z
@ =7ln
i+ (+2)2-1-z
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bul jerdep? = x? + y2. Kesindi orayi’na jaqi’n jerdegi maydandi’ qarajtemiz:
|x|, |yl, |z| < [. Bo’lshektin’ alimi'ndag’i’ logarifm asti'ndag’i’ x,y,z tu’'sirip
ha’m bo’limindegi korendi targati’p

2 2 — p2 =~ P2
Vo2 + (1 +2) —(l+z)\/1+m~(l+2)<1+m>;

mi’'nani’ tabami’'z

0~ —ZTIn% | (2.37)

Kesindi do’gereginde potencial tgkdan g’a’rezli bwolg’anli'g’i’ sebepli, maydan
cilindrlik koordinatalar sistemasi'nda tek bir koonentag’a iye boladi’ ((1.26) na
garan’i’z).

E, ~ iy (2.38)

P

Gauss teoremasi’ boyi'nsha zaryadlang’an sheksazi'tyin’ishke o’tkizgishtin’
maydani'ni’'n’ kernewliligin tabi'w argali’ son’'g’i’ na'tiyjeni an’sat ali'wg’a
boladi'.
| <r=(x%+y?+2%)Y2 bolganda, jinishke o’tkizgish kesindisinen aka

mi’ni’g’an iye bolami’z

VX2 +y2 4+ (z+ D2 ~r(1 +z1/72).
(2.36) an’latpasi’n a’piwayr’lasti’ri’p, 2zl noqatli'q zaryadi'ni’'n’ potenciali’n
alami’z:

r—zl/r+1—z r+1 21l
n =1ln ~—.
r+zl/r—1—z r—1

p~tl | (2.39)

8-ma’sele.Superpoziciya principin qollani’pg betlik ti'g’i’zli’'g’’ menen birtekli

zaryadlang’ana radiusli’ sferani'n’ payda etken elektrstatikali'gpotenciali'n

tabi'n’i'z.

Kulon ni'’zami'n ha’m superpoziciya principin qollan (2.9) shi’ an’laipag’a

ali’'p keledi. Sebebi potencialdi'n’ ma’nisi tek sémi’'n’ worayi'na shekemgi

arali'qtan g'a’rezli (wonda koordinata basi’ jaytgs1), sonda uli'wmali’'q penen
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shegaralanbay baglaw noqati'm ko’sherinde alami'z.|r'|=a, |r—r'| =

Vr2 + a2 — 2arcos@’ , al sferadagi’ ko'lem elementilS’ = a®sinf'd0’da’
r',0', a’ —sferali'q koordinata sistemasi'ndag’i’ koordinatakkenliklerin esapqga
ali’p, to'mendegige kelemiz

5 5 sinf8'do’ 2naa( N | N
@ = 2moa = r+a-—|r—al).
J V12 + a? — 2arcos6’ r

Sferani’'n’ ishindegi € <a) ha'm sirti'ndag’’’ (r > a) bo’limlerdi ko'rip
shi'g’i’'p, mi'nag’an iye bwolami’z

4mtaoc r < a,bolg’anda

r) ={4ma’o m
() r > a,bolg’anda

r
9-ma’sele R radiusli’ sferac = g,cos0 betlik ti'g'i’zli'g’’ menen zaryadlang’an.
Ken'isliktin’ ga’legen nogati’'ndi’'g’i’ skalyarli’gpotencialdi’ tabi'n’i’z.

Ul'wma jag'dayda (2.7), (2.9), (2.10) shi’ formlda =zaryadlardi'n’
ti'g’i'’zli'g’i’ boyi'nsha maydanni’'n’ potenciali'n ani’glaydi’ (egerde wolardag'’
integrallar ji'ynalsa). Integrallardi’ esaplap giari'w ushi’'n sferali’q funkciyalar
(multipolli’q targati'w) boyi'nsha, |r — 7’|~ funkciyasi'ni’'n’ tarqati’li'wi’'n
gollang’an maqul boladi’:

oo l
=YY S 0,6 ). (@240)
21 + 1pt+1

>

N
o
3

=—1

Bul jerde r. =min(r,r"); r~ =max(r,r"); Y,, —sferali’q funkciya (bul
haggi'nda birgansha mag'l'wmatlar 2-gosi'mshada ltikigen); 6,a — r
vektori'ni'n’” mu’yeshi; 6',a’ — qgandayda bir sferali'g koordinatalar
sistemasi'ndag’i’ ' vektori'ni'n’ mu’yeshi. (2.40) shi’ gatardi'n’ agalari’ni’'n’
r',0',a’ —g'a’rezliligi faktorizaciyalang’an tu’'rde aji'ratiy’anli'g’i’ sebepli, wol
(2.7), (2.9), (2.10) formulalari’ndag’i’ integralldi’ a’piwayr’lasti'radi’ ha’'m
potencial ushi'n uli'wma an’latpani’ tu’rlendiriwgeu’mkinshilik beredi.

Multipolli’g targati’'wdi’ sferani’n’ potenciali’'n esaplawg’a qollanami’z. (2.40)
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i'n (2.9) na qoyi’p, sferadalS’ = R?sinf'df’'da’ ekenligin esapga ali’'p ha'm

(P.11) formulasi’ ja’rdemi menen betlik ti'g’i’zIgti’ to’'mendegi tu'rde ko'rsetip
/47‘[
o= O-O ?Ym(@', a,),

. 4o, 1t , ,
o(r)=R Y (6, a) Y10(9 a)Y;,(0',a")sin8'd0'da’.

mi’'nani’ alami’'z

21+1 l+1

Bul jerde integral ortogonalli'q (P.12) sha'rtineugapi’'q, Kroneker simvoli’ni’n’
ko’beymesinesd;; §,,0 proporcional, sonli'gtan gosi’ndi’dan jeke bir ag’' galadr’,
ha'm
4mo,
o(r) = gl > cosb.
3 r2

>

Bunnan to’mendegini tabami’z

4o
Trcos@ r <R bolg’anda

o(r) = 4mto R3 , "
= 7z cos6 r >R bolg’anda

10-ma’sele Birtekli zaryadlang’an jin'ishke sterjennin’ yari'‘mgq zaryadi'na, al
ekinshi yari'mi’ - g zaryadi'na iye. Sterjennin’ uzi'nli'g’i’2l. Sterjennin’ dipolli'q
momentin tabi'n’i’z

Dipoll'qg moment d sterjen boylap on’ zaryad ta'repine bag'i'tlang’an.
ko’sherin sterjennin’ ortasi'nan baslanatug’i'tped boylap bag'i'tlaymi’z ha’'m

to’mendegini esaplaymi’z

+1 +1

d, = jr(x)xdx— f( q/l)xdx+j(q/l)xdx—ql (2.41)

il

To’'mendegige di'qgat awdarami'z, yag'ni’y sterjenhidipolli’'q momentin
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ga’legen elektroneytral sistema si'yaqli’ to'mendagrde ko’rsetiwge boladr’

d=q(R"—R), (2.42)
bul jerde R* —on’ ha’m teris zaryadlar orayi’'ni'n’ radius vektgrig — on’

zaryadlardi’'n’ qosi'ndi’'si’. =

11-ma’sele Shardi'n’ jogarg’i’ yari'mi’ q zaryadi’, al to’'mengi yarimi’ —q
zaryadi’ menen birtekli tolti'ri'lg’an. Shardi’'n’ adiusi’” R — ten’. Shardi'n’

dipolli'g momentid ni’ tabi'n’i'z.

Shardi’'n” worayi’'nda koordinata basi’'n tan’lap aléarha’'m z ko’sherin vertikal
on’ zaryadlar ta’repine bag’i'tlaymi’z. Sonda,d = (0,0,d,) bolatug’i'nli'g’’
belgili. Sferali’'q koordinatalardal, = [ zp(r) dV esaplap

3 ; /2 2m R T 21
d, Zn;;fﬁdrj cosGsinQde dr jcos@sin@d@f do
0 o R J

to’'mendegini tabami’'z

d—3 R
—461- ]

12-ma’sele Ta'repleri 2a bolg’an kvadratti'n’ to’belerinde qon’si’las zargHhar
garama-qarsi’ belgilerge iye bolatug’i'nday etip gatli'q +e zaryadi’ jaylasgan.
Kvadratti'n’ diagonali’ boyi'nsha bag'i'tlang’an x ha’'m y ko’sherlerine iye
koordinatalar sistemasi’nda kvadrupolli'q momentt@,; tenzori'n tabi'n’i'z.
Tan’lap ali'ng’an koordinatalar ko'sheri kvadrupw@ momenttin’ tenzorv’

ushi'n en’ basli’si’ dep ataladi’, yag'ni’y usi’ Keherlerde@,; diagonal boladi’.

Meyli x ko’sherindee zaryadi’ jaylasgan bolsi’n, sondako’sherinde- e zaryadr’

jaylasadi’. (2.17) ne muwapi’q to’'mendegini esapiay:

Q,x = 2[e(3-2a? — 2a?®)] + 2(—e)(—2a?) = 12ea?.
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Sa'ykes tu’'rde galg’anlardi'da esaplaymi’z
Qyy = —12ea?, Q,, =0 n

13-ma’sele g zaryadi’ ten’o’lshemli bo’listirilgen shar, elemtr d dipoldan
uzaq arali'qta jaylasgan. Dipolg’a ta’sir etiwshukshti tabi’'n’i’z.
(2.24) ne muwapi’q shardi’'n’ maydani’'nda dipoldi'rénergiyasi’ to’'mendegi
an’latpa menen beriledi

U=—-dE,
bul jerde E — shardi’'n’ payda etken maydani’ni’n’ kernewliligi,ag’'ni’y E =

qr
_3,

r — shardan dipolg’a o’tkizilgen radius vektor. Dip@da’sir etiwshi ku’shti

F = —VU tu’rinde esaplap, mi'nani’ tabami’z

3g(dr)r qd
ST T
14-ma’sele Q zaryadi’, R radiusli’ sferani’n’ beti boylap birtekli bo’listilgen.
Sferani’ ten’dey eki bo’limge bo’liwshi ku’shtinbaolyut shamasi’'n tabi'n’i’z.
Sfera betinin® ga’legendS elementine, usi’ betkem normal boyi'nsha
bag'i'tlang’an dF ku'shi ta’'sir etedi. Usi’ ku'shtin’ shamasi’'n ta ushi’n,
zaryadlang’an shardi’n’ galg’an barli'q bo’limi men birgelikte aji'rati'lg’andS
elementinin’ payda etken elektrlik maydani’'ni’'n’ kkewliligi E' ti’ esaplaw talap
etiledi. Superpoziciya principi boyi'nsha zaryadizaan sferani’'n’E maydani’n,dS
elementi payda etkeB’ ha’'m E" maydani'ni'n’ vektorli'q qosi'ndi'si’ retinde
ko'rsetiwge boladi’.Sferag’a ju’da’ jagi’n ori’'nlaia sfera si'rti'ndag’i’ kernewlilik
E = Q/R?, al ishindeE = 0 ten’ boladi’.Sferani’'n’ tuwri'dan tuwri’ betindegi
maydandi’ esaplawddS elementin tegis dep esaplawg’a boladi’, sonli'gih
maydani’ sfera ishinde ha'm si'rtinda qarama qanfsag’i'tga ha’'m birdey

shamag’a iye boladi’. Solay etip, eki ten'leme alamk’ + E”" = Q/R? ,E' —

E" = 0. Bunnan mi’nani’ tabami’Z’ = %n ha'm
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QZ
8mR*

Yari'msferani’'n’ ko’sheri boyi'nshaz ko’sherin bag'i'tlaymi’z, sonda gosi’'ndi’
ku'sh F = [ dF = Fk. YAri'msferani'n’ beti boyi'nsha integrallawdd ndS =

dF = oE'dS = nds.

kcosadS=rnRk2k (bul jerde a—m ha’'m /k arasi'ndag’ mu’yesh) ekenligi
esaplawlarsi’'zda tu'sinikli, sonli'qtanf cosadS —yari'msfera betinin’ woni’n’

tiykari’'na proekciyasi’ boli'p tabrladi’. Juwmagfaaytganda, sferani’n’ yari'mi'na
to’'mendegi ku’sh ta’sir etedi

QZ

F=—.
8R?

(2.43)

Bul ma’sele, (2.29) shi’ Maksvellik kernew tenzori’ qollani'w menende

sheshiliwi mu’mkin. (2.30) na muwapi’'q
Fa = jTaﬁnﬁdS

- Q . N : o
BettegiE = —=n maydan kernewliligin (2.29) na qoyi’p ha’m esaplamju’rgizip,

(2.43) ne kelemiz. |

O’zbetinshe sheshiw ushi’'n ma’seleler

2.1 ¢ potenciallari’ mi'na variantlarg’a ayar; b) a[br]; V) dr/r3; g)
F(f(ar)) ten’ bolg’an elektrostatikali'qg maydanni'n’ kernéligi E ni tabi'n’i'z.
Bul jerde a, b,d vektorlari’ koordinatadan ha’'m wagi'ttan g'a’rezéimes, alf

ha’'m F — 0’z argumentinin’ ga’legen differencialli’q funkgsi’.

_ar e
df d(ar)

Juwabi* a)a; b) [ba]; Vv)3(dr)r/r>—d/r3; g
2.2 Ken'islikte, to'mendegi variantlardag’’ kernewklke iye elektrostatikali'q
maydandi’ payda etiwge bolama?Bjy [ar]; b)E = a(ye, — xe,).

2.3. Ken'islikte elektr maydani’ni’n’ kernewliligiE to'mendegi variantlarg’a ten’:
a) (br)r; b)grr;
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LT Dl ()

bul jerdea, b vektorlari’ ha'ma,g ha'm e shamalari’ koordinatadan g'a’rezli
emes, alf — 0’z argumentinin’ ga’legen differencialli’q funkgsi’. Usi’ maydan
payda etken zaryadti'n’ ko’lemlikp ti'g'i'zli'g’’'ni'n’ bo’listiriliwin tabi'n’i’z

(elektrostatikani’n’ keri ma’selesi).

oo \P2 N9 N e —2r/a
Juwabi”. a)4n, b) —; V) —e :
2.4. Elektrostatikali'g maydanni’'n’ kernewlilikleri tmmendegi an’latpalar menen
ani'glanadi: a) E =E,e, + E,e, + Eze, (E, E, E;—turagli’lar); b) E =

%; (a —turagli’). Maydanni’n’ potenciali’'n tabi'n’i’z.

2.5 Radiusi’ R, bolg’an shardi'n’ si'rti’'nda, ko’lemlik p ti'g’'i’zli'g’i’ menen
shar tu’rindegi gatlam zaryadlang’an. Qatlamni’'shki radiusi’R;. Ken'isliktin’

barli’g noqgatlari’'ndag’i’ maydanni'nE kernewliliginin’ bo’listiriliwin tabi’'n’i’z.

01 r< Rl uShi,n;
_ 4 r3-R3 R <R him:
Juwabi* E(r) =<3 —= 1 1 <7 < R; ushin;
4  R3-R} .
k 37P ng LT, r > R, ushi'n.

2.6. Si'zigl' ttr'gi'zl'g’’ menen birtekli zaryadlang’an shekgi jin’ishke
o'tkizgishtin’ elektrlik maydani’'ni'n’ ¢ potenciali’'n ha’'m E kernewliligin
tabi'n’i’z.
Juwabi: E(p) = %, p(p) = —Zrlnﬁ,

Bul jerdep —jin’ishke o’tkizgishke shekemgi arali’'gg, —potencialdi’ no’lge ten’

dep ali'wg’a bolatug’i'np ni'n’ ma’nisi.

2.7. Kesiminin’ radiusi’ R bolg’an sheksiz uzi'n do’'n’gelek tuwri’ cilindp

ko’lemlik ti'g’i’zli'g’i’ menen zaryadlang’an. To'nendegi sha'rtlerde ken’isliktin’

barli'qg nogatlari’'ndag’i’ elektrlik maydanni'n’ kerewliliginin’ E shamasi'n

tabi'n’i'’z: a) Gauss teoremasi’ boyi'nsha; b) Puass$en’lemesin tuwri'dan tuwri’
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sheshiw arqgali’.

27T, r < Rushi'n

2mp R2 )7, r>R ushin r —cilindrdin’ ko’sherine

Juwabi: E(r) = {

shekemgi arali'q.

2.8 Zaryad, ken’isliktep(x, y, z) = pocosax cosfy cosyz ni'’zamli'g’i’ boyi'nsha

bo’listirilgen. Elektrlik maydanni’n’y potenciali'n esasplan’i’z.

2.9. Zaryadti'n’ payda etken potenciali’ sferali’'q kainatalar sistemasi’nda
to'mendegi tu'rge iye boli'wi’ ushi'n, wolardi'n’ b’listiriliwi ganday bolirwr’
kerek?

()—e°(a+1) ( Zr) bul jerd turaglil
o) =—(- exp|——), ul jerde ey, a — turaqli’lar

2r

Juwabi: Koordinata basi'ndag’i’ e, noqatli'q zaryadi’ p(r)=—%e a

ti'g’r'zli'g’'’'na iye ko’lemlik zaryadi’ menen gorsalg’an.

2.10 Zaryad sferali'q simmetriyali’ tu'rde bo’listiglen: p = p(r). Zaryadlardi’n’
bo'listiriliwin sferali'q gatlamlarg’a bo’lip, ' boyi'nsha bir eseli integrallar
tu’rinde ¢ ha’'mE ni jazi'n’i'z.

Juwabi’

e}

41 A
p(r) = Tf p(rr'2dr' + 471.[ p(rHr'dr';
0

T
T
4rtr 12 g
E(r)=Ffp(r)r dr'.
0

2.11 Aldi'n’g’’ ma’selenin’ na'tiyjelerine tiykarlanip, birtekli zaryadlang'an

shardi’'n’ maydani’'ni'n’ kernewliligin ha’m potendia tabi'n’i’z.

2.12 R radiusli’ ha’m g zaryadi'na iye ten’ o’Ishemli zaryadlang’an jirtise
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kolconi’'n’ potenciali’ ¢ di bireseli integral argali’ an’lati'n’i'z.Ko'rsetpe xz
tegisligin baglaw noqati’ arqali’ o’tkizin’.
Juwabi’.
T
qj da'
T J V72 + RZ = 2rRsinf cosa’

@(r,0) =

2.13 Bir bo’limi duga dep atali’'wshi’, t si'zi'gli’ ti'g'i’zli'g'i’ menen

ten’'o’lshemli zaryadlang’an a radiusli’ do’n’gelektin’ orayi'ndag’i’ elektrlik
maydanni’'n’ kernewliligin ha'm potenciali'n tabi'niz. Dugani'n’ orayli'q
mu’yeshiy ten’.

Juwabi

v E =iy
Q =T1Y; —asmz.

2.14 R radiusli’ shar ko’lemlikp = p,cosf ti'g’i'zli’'g’’ menen zaryadlang’an.
Ken'isliktin’ ga’'legen nogati’'ndag’i’ skalyarli'q ptencialdi’ tabi'n’i’z.

Juwabi’

4
TPET (§R — r) cosf, 1 <Rbolg'anda

poR* cosO
3 rz’

2.15 Uzi'nl'g’’ 21 bolg’an jin’ishke sterjende zaryadti'n’ si'zi'gliti'g’i’zli'g’’

p(r) =

r > R bolg’anda

T = kx ni'zamli'g’l’ boyi’'nsha o’zgerse k —turaqgli’, koordinata basi’ sterjennin
orayi’nda ornalasgan), wonda woni’'n’ dipolli'qg momten tabi'n’i’z.
Juwabi’.

2
d = ki3
3 L

2.16 Orayi’ koordinata basi'nda jaylasqaR radiusl’ sfera, c = xz betlik
ti'g’r'zli'g’i’ menen zaryadlang’an, bul jerdex —turagli’, z —sferani’'n’ sa'ykes

nogati’'ni’n’ koordinatasi’. Sferani’'n’ dipolli'qg mmentid ni’ tabi'n’i’z.

Juwabi’
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41
d= ?%RLL,(

2.17 Betlik ¢ ti'g’'i’zli'g’i’ menen zaryadlang’an sheksiz tegikte, maydani’'S

bolg’an tesikshe tesilgen:«ri2 ag’zasi’'n esapga alg’an halda tesiksheden uzaq

arali'qtag’i’ maydanni'n’ kernewliligin tabi'n’i’z.

2.18 Do’n’'gelek, zaryadlari’ qarama-qarsi’ belgige ma’birdey shamag'a iye
ten'o’lshemli zaryadlang’an eki yari'm do’n’gelekteturadi’. Kvadrupolli'q

moment tenzori’n ha’m dipolli'g moment vektori’ni’komponentin ani'glan’i’z.

2.19 q,—2q, q zaryadlari’,z ko’sherinde sa'ykes tu'rdea, 0, a koordinatalari’'na
lye noqatta jaylasgan (si'zi'gli’ kvadrupol). Sistadan uzi'q arali'qtag’’
potencial ¢ ditabi'n’i’z.

Juwabi

2qa?
3

1
@~ P,(cosB); P,(x) = E(3x2 - 1).

2.20 Egerde Q zaryadi’ R radiusli’ shardi’'n’ ko’lemi boyi'nsha birtekli
bo’listirilgen bolsa, wonda zaryadlang’an shardifnénshikli elektrlik energiyasr’

U di’ esaplan’i’z.

Juwabi’.
3 2
v=22
5R
2.21 d; momentine iye dipol koordinita basi'nda jaylasqaal, basgad,
momentine iye dipol radius vekton bolg’an noqatta turi’pti’. Dipollardi'n’ ta’sir
etisiw energiyasi’n tabi'n’i'z.

Juwabi’

U= d,d, _ 3(dir)(d,1)

r3 rS
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2.22 R radiusl’ sharp ko’lemlik ti'g’i’zli'g’’ menen birgi'yli’ zaryadl ang’an.
Maksvellik kernew tenzori’'n qollani’p, shardi’ tedey eki yari'mg’'a bo’liwshi
ku'sh F ti tabi'n'i’z. Ali'ng’an na'tiyieni F = [ pEdV formulasi’n gollani'p
g'a’rezsiz esaplawlar menen tasti'yi'glan’i'z, bygrde E — shardi’'n’ elektrlik

maydani’'ni'n’ kernewliligi.

Juwabi’

302

F = :
16R?

Usi'ni’s etiliwshi a’debiyatlar: [1], | bap; [2],IlIbap; [3], Il bap; [4], IlI, IV bap.

3. Turagl’ magnitlik maydan

Vakuumda turagli’ magnitlik maydan, turaql’ tok cali’ payda etiledi.
Ken'islikte tokti'n’ bo’listiriliwi ko’lemlik t'g’ i'zli'q j(r), al betinde betlik
t'g’i'’zli'g i(r) menen si'patlanadi’. Bunnan basga ken’islikte @i'gin’ishke
uzi'n o’tkizgish arqali’ o’tiwshi si'zi’gli’ tok 7 beriliwi mu’mkin.

Maksvell ten’lemelerin turagli’ magnitlik maydanni’ indukciyasi’ B
ganaatlandi’radi’

div B =0, (3.1)
41
rot B = Tj: (3.2)
Bulardi’'n’ ekinshisinin’ integralli'q formasi’ to’nendegishe boli'p,
4
3§ Bdl = — jas (3.3)
L S
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magnitlik indukciyani’'n’ cirkulyaciyasi’ haqqi’'nddg teorema yamasa Amper
ni'zami’ dep ataladi’. On’ ta’reptegi betlik integjr

_/:_fjds (3.4)
S

L konturi’'na tirelgenS beti arqali’J toli’'q tokti’ beredi. Tokti’'n’ bo’listiriliwi
aksial simmetriyag’a yamasa tegislikke sali'stiagtla simmetriyali’ bolg’'an
waqi'tta, cirkulyaciya haqgqgi'ndag’i’ teorema madikt indukciyani’ jeterli
da’'rejede an’sat tabi'wg’a mu’mkinshilik beredi.
Birinshi ta'rtipli eki (3.1), (3.2) ten’lemelerineekinshi ta'rtipli bir ten’leme
vektorli'g A potencialg’a o’tiw golayli’, wol to’mendegi gatng&enen ani’glanadi’
B =10t A (3.5)

B indukciyasi'ni’'n’ o’zgermeytug’i’'nli'g’l’ sebepli \ektorli'q potencial bir
ma'nili emes ani'glang’an, egerde to'mendegi tuideiw ja’rdeminde basga
vektorli'g potencialg’a o’tsek

A'=A+grady, (3.6)

bul jerde y = y(r) —qga’legen funkciya. Vektorl’q potencialdi’ tan’lap

al’'wdag’i’ birma’nili emeslikti gwollansaq, og’agosi’msha sha'rtler qosi’'ladi’.
divA = 0. (3.7)

Bul jag’dayda magnitlik maydanni'n’ vektorli’'q pateiali’ Puasson ten’lemesin

ganaatlandi’radi’

4m
AA= _T]' (3.8)

(3.8), (3.5) muwapi'q ko’lemlik toklardi'n’ vektorly potenciali’ ha’'m magnitlik
maydanni’'n’ indukciyasi’ ko’lemlik integrallar menda’riyiplenedi
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1 (j(rav’

A(T) = Z |1' — r,l ’ (3-9)
1 - ! , _ !
B(r) = - [l(|:)—rr'|3r]dv" (3.10)

Bio-Savar ni'’zami'nan ha’'m superpoziciya principnge (3.10) formulasi’n
ali'wg’a boladi'.

Si'zi'gli’ tok jag’dayi'nda A ha’m B shamalari’ to'mendegi almasti’ri'wlardi’
kiritken halda (3.9), (3.10) an’latpalari’nan a&adi’

jaHav' - jar (3.11)

bul ko’lemlik integrallardi’ (3.9), (3.10) iymek 'gi'qli'g’a aylandi’radi’. (3.9),

(3.10) integrallarg’ada betlik toklar ushi'n sa’ykalmasti'ri'wlar ju’'rgiziw kerek
jarHav' - i(rds’ (3.12)

Tok o’tiwshi shegaralang’an oblasttan u’lkenarali’gta magnitlik maydanni'n’

indukciyasi’ ha’m vektorli'q potencial to'mendegi’'tge iye boladr’

[Mr]
A =, (3.13)
B(r) = 3(1:1: r_ 1:'—3 (3.14)

bul jerde M —sistemani’n’ magnitlik momenti. Ko’lemlik toklar ggdayi'nda

to’'mendegishe boladr’

1 :
M = Zf[r](r)]V. (3.15)

Tegis kontur jag’dayi’nda magnitlik moment tgkdin’ konturdi’'n’ maydani'S ke
ko’beymesi menen ani’'glanadi’ (yag'ni'y konturdi’brmasi’nan g’a’rezli emes)

ha’'m kontur tegisligne normad boyi'nsha bag'’i'tlang’an:
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M = éSn (3.16)

Magnitlik maydanni’n’ energiyasi’

1
U=— | B%dV 3.17
o (3.17)

ja’nede mi'na formula menende esaplawg’a boladi’

10,
U= Z—Cf]AdV (3.18)

Indukciyasi’ B bwolg’an si'rtqi’ magnitlik maydanda ko’lemlik tole

tu'sirilgen F ku’shi mi'na tu’rdi gabi’l etedi

F= 1f[iB]dV (3.19)
=2 , _

Ko'rsetilgen tokti’'n’ si'rtgi’ magnitlik maydan mesn ta’'sir etisiwinin’ magnitlik

energiyasi’, usi’ maydanni’'n’ vektorli'g potenciald arqali’ an’lati’'ladr’
1
U= ijAdV (3.20)

Egerde tok o'tip ati'rg’’'n ken'isliktin’ bo’limi boylap si'rtgqi’ magnitlik
maydanni’'n’ B indukciyasi’ az o'zgerse, wonda (3.20) dag'i’ ta'stisiw
energiyasi’ toklardi’'n’ magnitlik momenM argali’ an’lati’ladi’
U=MB (3.21)

Magnitostatikada fizikal’'g MB shamasi’ potencialli’q energiya boli'p
tabi’lmaydi’. Usi'g’an baylani'sli’ ko’rip shi'g’i’'w ushi’n potencialli’q funkciyd/
kiritiledi, wol MB —ten’ boli'p shi'g’adi’. Potencialli'q funkciya sitgi’ magnitlik
maydanda magnitlik momentke tu’sirilgen ku’shtiispyi’ F = —grad V tu'rde
ko’rsetiwge mu’'mkinshilik beredi. Solay etip, kvaarqgi'yli’ si'rtqi’ B maydanda,
magnitlik momentke to’'mendegi ku’sh ta’sir etedi

F = V(MB) (3.22)
ha’m ku’sh momenti

K = [MB] (3.23)
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(3.19) dag'’i’ gosi'ndi’ ko’lemlik ku’shti, ishinerko’lemlik ti'g’i'zli'g’i’  j bolg’an
tok o’tetug’i’n V ko'lem betine tu'siriigen betlik ku'sh sistemasihenen

almasti'ri’'wg’a boladr,

1

F, = Ej [jB],dV = f T,pngds, (3.24)
%4 S

bul jerde n —ko’lem V ni’ qorshawshi’ tuyi'q S betine ju’rgizilgen si'rtgi’
normaldi'n’ orti’, al T, —maksvellik kernew tenzori’.

T, = — (BB, — ~ B2 (3.25)
ap 41T alp 2 ap |- )

Ma’seleler sheshiwge mi’'sallar

1-ma’sele. Ko’lemlik ti'g'i'zli'lg’’ j bolg’an birgi'yli’ tok, R radiusli’ sheksiz
cilindr boyi'nsha, woni’'n’ ko’sherine parallel tute o’tedi. Cilindrdin’ ishindegi

ha'm si'rti'ndag’i’ magnitlik maydanni’n’ indukciyai’n tabi'n’i'z.

En’ a'piwayi’ tu'rde, bul ma’'sele cirkulyaciya hatjgdagi’ teorema
jardeminde sheshiledi. Sistemani’'n’ simmetriyaliigan to’mendegi kelip
shi'g’adr’, yag'ni'y ga’legen noqgatta indukciya veki’ B , ko'sherge ortogonal
tegislik ha’m orayi’ cilindrdin’ ko’sherinde bolgiashen’berge uri'nba boyi'nsha
bag'i'tlang’an. B vektori'ni’'n’ shamasi’ cilindrdin’ orayi’'na shekenng arali’gtan

g'a’rezli. Cirkulyaciya haqgi'ndag’’’ (3.3) teoremaushi'n, »r > R bolg’an

jag’'dayda kontur si’pati’'nda radiusli’ shen’berdi tan’lap ali'pB - 2nr = 4T"jnR2

ti’ alami’z. Sa'ykes tu'rde- < R bolg’andaB - 2nr = 47”jmﬂ2.

Usi’ ten’liklerden magnitlik indukciyani’ tabami’z:
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2Tjr

p r < R bolg’anda,

2mjR?
cr

r > R bolg’anda,

2.ma’sele Turagl’ i t'g’i'zli'g’’na iye birgi'yli’ tok, xy tegisligi boyi'nshay
ko’sherine parallel tu'rde o’tedi. Magnitlik maydainn’ indukciyasi'n tabi'n’i’z.
Magnitlik indukciyaz > 0 bolg’anda tegislik u’'stindec ko’sheri boylap, al
z < 0 bolg’andax ko’sherine garama-garsi’ bag'’i'tlanadi’ (bul jagydr’, berilgen
nogatga sali'stirg’anda simmetriyali’ jaylasgarktin’ eki liniyasi’'ni’'n’ u’lesin
garap erisiwge boladr’). Tuwri'mu’yeshli konturdib’'mendegishe tan’lap alami’z,
yag'ni’y woni'n’ bir ta'repi x ko’sheri bag'i'ti'nda tegislik u’stinen, al ekingh
og’an simmetriyali’ tegislik asti'nan o’'tedi. Cirkgaciya haqqgi’ndag’i’ teoremadan

to’mendegini alami'z2Bl = 4T”il, yag'ni’y

2T
B =—. ]
c

3-ma’sele R radiusli’ shardi’'n’ ko’lemin birgi'yli’ Q zaryadi’ tolti'radi’. Egerde
shar o’zinin’ diametri do’gereginde turagliv mu’yeshlik tezligi menen aylansa,
wonda shardi’'n’ orayi'ndag’i’ magnitlik maydan inéaiyasi’ B ni’ tabi'n’i'z.
Koordinatalar basi’n shardi'n’ worayi'na jaylasaimi’z ha’'m z ko’sherin w
vektori’ boylap bag’i'tlaymi'z. (3.10) na muwapi’gshardi'n’ orayi’ndag'i’

magnitlik indukciya to’mendegi an’latpa arqali’ dedi

B(0) = %j [rj ()] av,

T‘3
bul jerde integrallaw o’zgeriwshilerinin’ shtriali’p taslang’an. Aylandi’ri'w
na’tiyjesinde shardi'n’ ishindg(r) = pV = p[rw] ko’lemlik ti'g’'i’zl'g’i'na iye

3Q
4mR3’

tok bar boladi’, bul jerdep = Eki ma'rteli vektorli'q ko’beymeni ashi’p,

to’'mendegini alami’z

dv.

o - L[ e
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B(0) vektori’, x ha’'m y ko'sherlerine proekciyasi'na iye emes (tekserip

ko’rin’iz!) ha’m to’'mendegishe an’lati’li'wi’ mu’mkn

_ 2
B(0) =%jp(1 :OS %) av

Ali'ng’an formula ishindegi zaryad ko’lemliko = p(r, 8) ti'g’i'zli'g’i’ menen
bo’listirilgen qga’legen aylani'wshi’ dene ushi’'n i’ boladi’. Sferali'q

koordinatalarda ten’o’lshemli zaryadlang’an sharius ko’lemlik integraldr’

esaplap
R T 21
B(0) = p%frdrj(l — cosZQ)sinGdHJ do,
0 0 0
to’mendegini tabami’z
Qw
B(0) = R |

4-ma’sele Qozdi'ri'lg’an vodorod atomi’'nan o’tiwshi orbital dkti'n’ ortasha
ko’llemlik t'grzli'g’i’ni'n’ sferali’'g koordinata lardag’’ j vektori'ni'n’
komponenti to'mendegige ten’

B 1 eh g 2T
"~ 2-387ma’

r3e 3asin36,
bul jerdea —borli'g radius, A —Plank turagli’si’, m ha’me elektronni’'n’ massasi’

Jr=Je =0, Jy

ha'm zaryadi’, alr — protong’a shekemgi arali’q. Ken'islikte orbital kanagnitlik
maydandi’ payda etedi. Usi’ maydanni’'n’ koordinaal basi'ndi'g’’

indukciyasi’'n tabi'n’i'z

Bio-Savar ni'’zami'na muwapi'q koordinatalar basiag’’’ magnitlik

indukciya to’mendegi an’latpa menen beriledi
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s =L [y

3
Simmetriya ko’z garasi’'nan bizge belgili, yag’'ni'goordinatalar basi’ndaB
vektori’ tek z —komponentine iye boladi’. Aldi'n’g’i’ formuladag'’i’ ko’lemlik
integraldi’ sferali'q koordinatalarda esaplag’an qub boladi’. To’mendegi

qatnaslardi’ esapga alg'an halda, wolar ardaijil, = xj,, — yj,, dep an’lati’p

X = rsinfcos, y = rsinfsing,
Jx = _ngSin(p' jy = j(pCOSQD'
mi'nani’ alami’
) 21
_ 5
B,(0) = 27 38 f e 3adrjsm Qdef do
0 0
Sebebi
[, L0 ]
—Qar — —-ar —
jr e “dr =(-1) er dr—?
0 0
ha'm

r 16
jsin59d9 = — j(l — c0s%0)%d(cosh) = =
0

bunnan en’ agi'ri’'nda to’'mendegini tabami’z

2eh

B,(0) = 405mca3’

Esaplawlar arqaliB, (0) = B,(0) = 0 ekenligin tekserin’iz. =
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5-ma’sele Qaptallari’ 2a bwolg’an kvadratti’ payda etiwshi jin'ishke o’tigish
boyi'nsha/ togi’ o'tedi. Kvadratti'n’ tegisligine perpendiky&r halda woni’'n’

orayi’ arqali’ o'tiwshi ko’sherdegi magnitlik indwiya B ni’ tabi'n’i'z. Uzaq

arali'glardag’i’ B ni’ ani’glap, magnitlik momenM di tabi'n’i’z.

Kvadratti’ xy tegisligine, woni'n’ ta’replerin ko’'sherlerge pdel etip, al z
ko’sherin kvadratti'n’ orayi'nan o’'tetug’i’n ha’'mokti'n’ bag'i't’ menen on’
vintlik sistemani’ payda etetug’i’'n etip jaylas&mi’'z. Kvadratti'n’ ko’sherinde
indukciya vektori’ tekB, komponentine iye bwoladi’, bunda ha'’rbir gaptaldag

tok og’an birdey u’les qosadi’. Sonli'gqtan to'mermye esaplaw talap etiledi

a a
B()—]ff[dl’ r—r’]z_4]f ady' _8]f ady’
2\Z) = p I — 7|3 T c (y'2 + a? + 22)3/2 T (y'2 + a2 + 22)3/2
—-a 0

(v ko'sherine parallel bwolg’an ta'repi boyi'nshaegtrallaymi’z). Payda bolg’an

integraldi’
dx B 1 X
j (x2 + h2)3/2 - ﬁ(xz + b2)1/2

x =b/t orni'na qoyi'w arqal’ ali'wg’a boladi’ (esaplawfa ju'rgizin’).

+C

Na'tiyjede mi’nani’ alami’z:
8a?]
B = k.
c(z% + a?)VzZ + 2a2
Konturdan uzaq arali’'glarda| > a, indukciya ushi'n an’latpa a’piwayi’lasadi’
_ 8a?%J
S clz]PT

B

Bul formulani’ toklar sistemasi’nan uzaq aral’gii@ag’i’ indukciya ushi'n
(3.14) ul'wma an’latpasi’ menen sali'stirsaq, mzjag'dayda (baglaw nogati'na
ju’'rgizilgen r radius-vektor ha’nM magnitlik moment bir tuwri'da jaylasganda, al

r = |z| bolg’anda) to’mendegi tu'rge iye boladi’
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_2M
2

(3.16) na muwapi'gM = MTZ] ekenligi ko'rinip tur |

6-ma’sele Betlik o ti'g'i'zli'g’’ menen birtekli zaryadlang’an konukq bet
(x2+y?=12z% 0<z<h)oznin' ko'sheri do’'geregindes mu’yeshlik tezligi
menen aylanadi’. Konusli'q bettin’ to’besindegi mmifjk maydanni’n’
indukciyasi’'n tabi'n’i'z

(3.10), (3.12) formulalari'nan konus to’besindegagnitlik indukciya ushi'n

da’slepki an’latpani’ alami’z:

B(0) =lf@d5,

c) r3
bul jerde integrallaw konusti'n’ beti boyi’'nsha kériledi. Betlik tokti'n’
ti'gli’zli'g’i’'n zaryadti’'n’ ti'g'i’zli'g’i’ ha’'m m u'yeshlik tezliki = o[wr] argali’

an’lati’'p ha’m ekilemshi vektorli’'g ko’beymeni aspj to’'mendegini alami’z

ds.

b0 -2 [ e

Integrallawdi’ cilindrlik koordinatalar sistemasda p, ¢,z 0’'tkeremiz. Konusti'n’
ko’sheri ha’'m du’ziwshisi arasi’'ndag’i’a mu’yeshine iye konus betindegi
maydansha elementidS = pdpde/sina (bug’an dS tin’ xy tegisligine
proekciyasi’n jasap erisiwge boladi’) tu'rinde jdadi’. Bizin’ jag’'daydaa = /4

ten’, sonli'qtanz = p = r/+/2. Esaplawlar ju’rgizip to’mendegini tabami’z

A
B(O) =zh0'a). |

7-ma’sele Qozdi'ri’lg’an vodorod atomi'nan o’'tiwshi orbital dkti'n’ ortasha
ko’llemlik t'g’rzli'g’’ni'n’ sferali’'g koordinata lardag’’ j vektori'ni'n’
komponenti to'mendegige ten’

1 en , _2r )
r°e 3asinfcos<0,

Jr=Jo =0, Jp = 38 ma’
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bul jerdea —borli'q radius, A —Plank turagli’si’, m ha’me elektronni’n’ massasi’
ha’'m zaryadi’, alr — protong’a shekemgi arali'q. Orbital tokti'n’ magik

momentiM di esaplan’i'z.

Magnitlik momenttin’ (3.15) ani’glamasi’'nan keliji&y'i'p ha’m usi’ bo’limdegi
4-ma’selege sa’'ykes komponentleri boyi’nsha benlgeordinatalar sistemasi’nda
vektorli'g funkciyadan ko’lemlik integraldi’ esaptani’z. Hagi'ygati'nda M,, =

M, = 0, al M, ushi'n arali’q an’latpani’ alami’z

o T 2T

M, =~ " f 6‘51df %0 Zedefd
= —— a
AT p—— r-e r | sin’6cos 0
0 0 0
Esaplawlar ju’rgizip
o] VA
f 6 _Z_rd °! j n30cos?0do *
3 e — e
r%e 3adr 2/3a) sinfcos 15
0 0
Orbitalli’g tokti'n’ magnitlik momentin tabami’z
eh
M, =M, =0, MZ__ch' [ |

8-ma’sele.Elektronni’'n’ ishki magnitlik momenti absolyut shasri boyi’'nsha Bor

2
magnetoni'nay, = % ten’. Klassikali’'qg modelge muwapi’'q, elektrog = %

radiusli’ birqgi'yli’ zaryadlang’an shardi’ elesletdi. Ishki magnitlik momentti,
0’zinin’ simmetriya ko’sheri do’gereginde elektraim aylani’'wi'ni’n’ na'tiyjesi
dep garap, usi’ aylani'wdi’'n’ mu’yeshlik tezligs ni’ ani'glan’i’z.

O’zinin’ ko’sheri do’'geregindew mu’yeshlik tezligi menen aylani'wshi’
ten’o’lshemli zaryadlang’an shardi’n’ magnitlik memtin esaplaymi’z:

M= ij[rj]an/ = {j = pler]} = @j r2(1 = cos20)dV = €T 4.
2c 2c 5c

Magnitlik momenttin’ absolyut shamasi'ni’'n’ esaptgan ha’'m eksperimentten
ali’'ng’an ma’nislerin ten’lestirip
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le|rs le|h
w = ,

5c 2mc
Elektronni’'n” aylani’'wi’ kerek bolg’an mu’yeshlikezlikti tabami’z:
5h
w = >
2mry

Fundamental turaglilardi’n’ san ma’nislerin goyi'pw =~ 102°s~1 ekenligi
tabami'z.  Elektronni'n’ klassikali'g radiusi’ 7, = e?/mc? =~ 10713 sm,
bolg’anli'g’i’ sebepli, ekvatorda jaylasi'wshi’ «ektron nogatlari’» ni'n’ si’zi'gli’
tezliginin’ shamasi'v = wry, = 1012 sm/s ten’, yag'ni'y jagti’li'q tezliginen eki
ta'rtipke joqari’. Sonli'qtan, garali’p ati'r’lg’@ spinlik magnitlik momenttin’

modeli arnawli’ sali’sti'rmali’li'q teoriyasi’ni’n’ ekinshi postulati’na garama-qarsi

keledi. |

9-ma’sele R radiusli’ sheksiz cilindrdin® kesim boyi'nsha togi’ birqi'yli’
bo’listirilgen. Maksvellik kernew tenzori'n qolldpi cilindrdin’ birdey eki
yari’'mi’ni’n’ bir-birine gi'si’'li'wshi’ F ku’shin tabi'n’i'z. Bul jerdeF —cilindrdin’
yari’'m birinin’ birlik uzi'nli'g’'i'na tu’'sirilgen k u’sh. Ko’lemlik ku'shti qollani’p

g’'a’rezsiz esaplawlar arqgali’ ali’'ng’an na'tiyjentasti’yi'glan’i’z.

z ko’sherin cilindrdin’ ko’sheri boylap, ay ko’sherin cilindrdin’ yari'm bo’limi
tegisligine perpendikulyar tu'rde bag'i'tlaymi’z.ilihdrdin’ yari’'mi’na tu’sirilgen
ku'sh, kernew tenzori'T,; argali’ to'mendegi tu'rde ani'glanadi’ ((3.24)
garan’i’z).

F, = _‘}g (Tyxny + Tyyny, + Tyyn, )dS, (3.26)
bul jerde integrallaw birlik biyikliktegi yari'mcihdrdin’ beti boyi'nsha ali’'nadr’,
n = (ny,ny,n,)—og'an sirtgi’ normaldi’n’ vektori’. Ku'shtin' basg
komponentleri no’lge ten’'E, = F, = 0. Indukciya vektori'ni’'n’ komponentlerin
jazami’'z

By = —Bsing, B, = Bcosp, B, =0
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wolar argali’ (3.25) ne muwapi'ql,s kernew tenzori'ni'n’ komponentleri
an’lati’'ladi’. Da’slep integraldi’ cilindrdin® gapl beti boyi'nsha esaplaymi’z.
Sebebi og'an n, = cosp, n, = sing, maydan elementidS = Rdepdz, al
indukciya shamasi’ turagli ma’niske iye boladiB =2J//cR , wonda
to’'mendegige iye bolami’z (cilindrdin’ birlik uzilig'i'na sa’'ykes keliwshi ku’sh

esaplanatug’i’'nli'g’i'n eske salami’z).

1/2 T
FO = iR f dzj [—stimpcosZ(p + (Bzcoszfp - 132) Sinfp] deg
y AT 2
-1/2 0
]2
= — 3.27
mc?R ( )

Yari’'mcilindrlerdin’ bo’limleri betinde kz tegisliginde jati'wshi’)

2]
n,=n, =0, n, = —1, B=CRf2|x|,
Sonli’'gtan
. 1/2 R ]2
E? = —jTyyds= ~5 f dz fBde= ~w
-1/2 -R

€Y) ) 2 . - . . , _ - -
E,”" ha’'m E,;** lerdi qosi’p, juwmaglawshi’ ku'shtin” absolyut smasi’ boyi'nsha
to’'mendegige ten’ ekenligin tabami’z
__Y
 3mc2R

Bul ma’seleni sheshiwdin’ basqa usr'li’ (3.19) 'sformula boyi'nsha gosi’lg’an

ko’lemlik ku’shti esaplawg’a tiykarlang’an:
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f[]B f]B dv

= v = pdpdpdz, B, = ——L psi
=1 = = pdpdgdz, By =——g psing

~ 7RZ’
2]2 R T 1/2 4]2
_ 2 ; —
__nczR‘*fp dpfsmq)d(p f dz__37tc2R' |
0 -1/2

O’zbetinshe sheshiw ushi’n ma’seleler

3.1. Ken'islikte, j =j,e™*" ko'lemlik ti'g’i’zli'g'i'na iye turaqgli’ tokti’ pa yda
etiw mu’'mkinbe, bul jerder — turaqgli’ shamaj, —turagli’ vektor?

3.2 Egerde magnitlik indukciya mi’na sha'rtlerdi galgtse: a)B = f(r)[ar], b)
B = (ar)[ar], bul jerde f(r)—galegen differenciallani'wshi’ funkciya,
a —turagli’ vektor, wonda ken’islikte tokti'n’ ko’lenk ti'g'i’zli'g’i'ni’'n’

bo’listiriliwin tabi'n’i'z.
Juwabi: a)j = = [f(a + LOID ) j = € [3(ar)a — atr]

3.3, Birtekli ha'm turaqgli’ B magnitlik maydang’a,A=%[Br] vektorli'q

potencialdi’ ten’lestiriwge bolatug’i’'nli'g’i’'n kotsetin’iz. WwoldivA = 0 sha’rtin
ganaatlandi'rama?

3.4. Sheksiz uzi'n o'tkizgishtem arali’qta B indukciyasi’n payda etiwshi tokti’'n’
ku'shinJ di tabi'n’i’z.

3.5 R radiusli’ sheksiz cilindrlik bet boyi’'nsha, woni'ko’sherine parallel tu’'rde
i, betlik trgizli'gi’'na iye birgi'yl’ tok o’tedi . Ken'isliktin® ga’legen
nogati’'ndag’i’ magnitlik maydanni'n’ indukciyasi’tabi’'n’i’z.

3.6. a ta'repli kvadratli'g ramka tuwri'si’zi’'gli’ J togi’ menen bir tegislikte
jaylasgan. Egerde ramkani’n’ beti argali’ magnithkaydanni’'n’ ag’i'mi’ F, g'a
ten’ bolsa, wonda ramkani’n’ ta’repi toktan qandswy jagi’n arali’'qta jaylasqgan?

Juwabi’
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3.7. Tig'i’'z oralg’an (birlik uzi'nli'qtag’’ n oram, tokJ) sheksiz uzi'n cilindrlik
solenoidti’'n’ magnitlik maydani’ to’'mendegi formué argali’

beriletug’i’'nli'g’i’'n ko'rsetin’iz:
4 . Y
B = Tn]k solenoid ishinde, B = 0 si'rti'nda

bul jerdez ko’sheri solenoid boylap bag'i'tlang’an.

3.8 Kese kesimi do’'n'gelek bolg’an birgi'yli’ uzi’'nuwri’ o’tkizgish ishinde
do’n’gelek cilindrlik jolagsha bar, woni'n’ ko’shep’tkizgish ko’sherine parallel
ha’'m keyingige sali'stirg’anda arali'qgga awi'sgan. O’tkizgish boyi'nsha
ti'g’i'zli'g’'na iye turagli’ tok o’tedi. Jolagshaishindegi magnitlik indukciyani’
tabi'n’i’z.

Juwabi: B = 27”[ia], a — si'rtgi’ cilindrdin’ ko’sherinen ishki ko’sherge
o'tkizilgen vektor.

3.9. R radiusli’ yari'mcilindrlik bet formasi’'na iye uzi tuwri’ o’tkizgish boylap/
togi’ o’'tedi. Berilgen bettin’ ko’sherindegi maghitindukciyani’ tabi'n’i’z.

Juwabi’. B=4—]R, B vektori’ yar’'mcilindrdin’ simmetriya tegisligine

e

perpendikulyar.

3.10 o betlik t'g’r'zl’'g’’ menen birtekli zaryadlang’a R radiusli’ juga diska,

0’zinin’ ko’sheri do’geregindev mu’yeshlik tezligi menen aylanadi’. Diskani'n

ko’sherindegi magnitlik maydanni’n’ indukciyasi'alti'n’i’z.
1/2 -1/2

Juwabi* B = 2mo|z| [(1 + ’;—2) +(1+ R—j) _2

()]
c .

3.11 Jin’ishke sheksiz tuwri’ tokli’ trubka boyi’'nshyatogi’ o’tedi, wol R radiusli’
yarimshen’ber  tu'rindegi lokalli'q lymeklikke lye. Ko'rsetilgen

yari'mshen’berdin’ iymeklik orayi'ndag’i’ magnitlikndukciyani’ tabi'n’i’z.

Juwabi’
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bul jerde ortn yari'mshen’ber tegisligine ju’rgizilgen normal, daigooyi'nsha

B

o’tiwshi tokti'n’ bag'i'ti’ menen on’ vint sistemas payda etedi.
3.12 R radiusli’ jin'ishke do’'n’gelek boyi'nshg togi’ o'tedi. Do’n’gelektin’
ko’sherindegi magnitlik indukciyani’ tabi'n’i’z.
Juwabi
_ 2mR%*n
C(ZZ + R2)3/2

bul jerde n —do’n’gelektin’ tegisligine ju’rgizilgen normal, wol togi'ni'n’

bag'i't’ menen on’ vint sistemasi’n payda etedi.

3.13 Ta'repleria bolg’an ten’gaptalli’ u’'shmu’yeshlik formasi’ndagjuqa toklr’
trubka boyi'nshg togi’ o’'tedi. Toktan uzagr arali'gqtag’i’ magnitlik indukciyani’
ha’'m vektorli'q potencialdi’ tabi'n’i'z.

3.14 R radiusli’ ha’m ga’legen biyikliktegi birgi'yli’ zayadlang’an cilindr o’zinin’
simmetriya ko’sheri do’geregindew mu’yeshli tezligi menen aylanadi.
Cilindrdin’ tol’'q zaryadi’ Q g'a ten’, al woni'n’ aylani’'w ko’sheri si'rtgi’
birgi'yli’ magnitlik maydanni’n’ B indukciyasi’ menen gandayda lirmu’yeshin
payda etedi. Cilindrdin’ magnitlik maydan menensia’etisiw U energiyasi'n
ani‘glan’i’z.

Juwabi’

3.15 O’zinin’ ko’sheri do’'geregindew mu’yeshlik tezligi menen aylani'wshi’
konus beti(x? + y? = z%,0 < z < h) boyi'nshaQ zaryadi’ birtekli bo'listirilgen.
Betten uzaq arali'qtag’i’ magnitlik maydanni'n’ B indukciyasi'n ha’'m A

vektorli'g potenciali’'n tabi'n’i’z.

Juwabi’*

Qh? Qh?

= , B =
4er3 o] 4er3

3.16 R radiusli’ eki birdey birtekli zaryadlang'i'n sfelra bet bir birinen uzaq
62
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arali'qta jaylasqan. Ha'rbir sferali’q bettin’ t&di zaryadi’ Q g’a ten’, al wolardi'n’
menshikli kSsherleri do’gereginde mu'yeshli aylantezligi sa'ykesw; ha'm w,
ge ten’. Sferali’'q betlerdin’ ta’sir etisiwinin’ nggitlik energiyasi’ U di’
ani'glan’i’z.

Juwabi’

U= (QR2>2 (3(“’17‘)(‘027') _ w1w2>

3c S r3

Usi'ni’s etiletug'i'n a’debiyatlar: [1], Il bap; [B V bap; [3], lll bap; [4], V, VI bap.
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Qosi'msha

1. Sferal'q ha'm cilindrlik koordinatalardag’i’ tiyka rg’i

differencialli’'q operaciyalar

Sferali’q koordinatalarda
of 10f 1 df

gradf——er+—% 9+rsin9%e‘0 (P.1)
1 a(r? ar) 1 J(sinfBay) 1 Oda,
diva = r2  or rsin@ 00 * rsing dg’ (P-2)
1 [(d(sinfa,) Odag 1 da, 10(ray)
rota = — — e, , - €9
rsinfd 00 dQ rsind dp r Or
10(rag) 10a,
e G
1 , 0f 1 af 1 9%f
Af = ﬁar( 67‘) t 250 36 (sme 69) r2sin26 g2’ (P-4)

Cilindrlik koordinatalarda

_of  10f of
gradf——p +;% (p+£ez, (PS)

1a(pap)+la&+aaz
p O0p pdep 0z

10a, Oda, da, da,
rota= (p A _E>8P+(az B 67‘)6"’

la(pa(p) 16a >
* <p dp  pay (2.7)

diva = (P.6)

)
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10 af) 10 0%

0f =5 P3p) Y gt D)

2. Sferali’g funkciyalar

Sferali'qY;,,(6, @) funkciyasi’ to'mendegi formula menen ani’glanadi’

2l +1(l — |m])! .
fin0:0) = J i (cos®em?, (P.9)
bul jerde—l <m <[ ham!l = 0,1, .., al P/*(cosf) —Lejandrani’n’ baylani’'sgan
polinomi’:
d™P;(cosB)
m — 12, M
P™(cos0) = sin 9—(dc050)m : P.10

Qosi'mshalarda ushirasi'wshil = 0,1, indekslerine iyeY;,,(8,¢) funkciyasi’

to’'mendegi formulalar menen beriledi

1 3
Y0o(6, ) = E, Yi0(6,9) = ECOSQ,

3 .
Y141(60,0) = F /8—nsin99i“”. (P.11)

Sferali’g funkciyalar toli'qg ortonormag’a keltirlgesistemani’ payda etedi, wolar
boyi'nsha jayi'wg’a bir mi'sal multipol qatardi’ (20) berediY;,, funkciyasi’ni’'n’
ortogonalli’g ha’m normag’a keltiriw sha’rti to'melegi tu'rge iye:

2w A

f d(pjd@ sin@ Y, (0,0)Y 1 (0,0) = 6, 6,-  P.12
0

0
Yim (8, @) funkciyasi’na Laplas operatori'ni’n’ ta’sirinde kimgi qayta islenedi

I(1+1)
AYlm(Qr (P) = - r2 Ylm(ei (P), P.13
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yag'ni'y, Y;,,(6,9) menshikli —I(l+ 1) ma’nisine iye Ay, operatorini'n’

menshikli funkciyasi’ dep ataladi’ ((1.31), (P.43rqn’i’z).
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