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Kirisiw

Prezidentimiz o0’z bayanatlarinda «Birinshi ret 2004-j1lda saylang’an eki
palatali parlamentimizdin’ jumisi turmistmizdin® a’hmiyetli bir da’wirine-
elimizde teren’ o’zgerisler, siyasty ha’m sotsiallig-ekonomikaliq turmistin’
barliq ta’replerin izbe-iz reformalaw ja’ne liberallastiriw, ja’miyetimizdi
demokratiyaliq jan’alaw ha’m modernizatsiyalaw protsessleri jedel pa’tler
menen rawajlanip atirg’an bir da’wirge tuwra kelgeni ma’lim.

O’zbekistan ~ Respublikasinin®  aldinda  turg’an us1  a’hmiyethi
waztypalardin’ barlig’in sheshiwde parlamenttin’ buring’t qurami elimizde alip
barilip atirg’an ja’miyetlik-siyasiy, sotsiallig-ekonomikaliq reformalardi
teren’lestiriw isinde u’lken a’hmiyetke iye bolg’an 250 den aslam nizamdi gabil
etip, a’hmiyetli u’les qosti.

«Ku’shli ma’mleketten-ku’shli pugaraliq ja’miyetke qaray» bag’darlamasin
a’melge asiriw boyinsha islerdi bunnan bilay da ku’sheytiw ma’selesin bu’gin
turmistin’ 0’zi ku’n ta’rtibine barg’an sayin qatan’ tu’rde qoymaqta [1-4].

Bu’gingi ku’'nde o’mirimizdi kompyuter texnikasi, informatsion
texnologiyalari, Internet, mobil telefon tarmag’isiz ko’z aldimizg’a keltirip
bolmaydi.

Yelimizde 2011 jili may ayindag’t Prezidentimizdin® Nel533 sanl
qararinda Jogari oqiw orinlarinda materialliq — texnikaliq bazan1 jagsilaw ha’m
jogari da’rejeli qa’niygelerdi tayarlaw boyinsha shara tadbirler ko’rsetilgen edi.
Prezidentimizdin® Ne 1533 sanli qararinda ko’rsetilgenindey 2012 jildin’® 16-17
fevral ku’nleri «Bilimli ha’m aqil zakovatli jetik a’wladlardi ta’rbiyalaw
elimizdi turaql rawajlandiriwdin’ ha’m modernizatsiyalawdin’ tiykarg’i sha’rti»
atamasindag’i xaliq araliq konferentsiyanin’ o’tkeriliwinde de u’lken ma’ni bar.

Biz perzentlerimiz tek g’ana fizikaliq ha’m ruhiy salamat wo’siwi,
wolardin’ yen’ zamanago’y intellektuallerge iye bolg’an insanlar bolip, XXI
a’sir talaplar’na toliq juwap beretug’in na’wqiran a’wlat bolip jetisiwi ushin

imkaniyat ha’m sharayatlard1 jaratip beriwdi o’zimizge maqset qilip aldiq [1-4].



Dissertaciya temasinin’ tivkarlaniwi ha’m wonin’ aktualhg’s:

Sanlar teoriyasinin® en’ a'hmiyetli bo'limlerinen biri bul salistinnwlar
teoriyasi bolip tabiladi. Salistiniwlar teoriyast menen tig'1z baylanisli bolg an

tarawlardin’ biri bul p-adikaliq sanlar. Bul sanlarg’a aniqlama p -adikaliq norma
ja'rdeminde beriledi, yag'niy ratsional sanlar ko'pligin p -adikaliq norma dep

ataliwsh1 norma menen toliqtiriladi. Payda bolg'an ratsional sanlardin’

ken'eytpesi jan'a sanli ko plik bolip, bul sanlar p -adikaliq sanlar delinedi.
p-adikaliq sanlar teoriyast ha'zirgi zaman rawajlanip atirg an

matematikanin® en’ tez rawajlanip atirg’an tarawlarmin’ biri bolip tabiladi. Sol

sebepli de bul teoriyag'a qizig'iwshiliq a'dewir joqari. biz endi p -adikaliq

analiz benen haqiyqiy analaizdi salistirip ko'rsek, p-adikaliq analizde haqiyqiy
analizden pariqlanadi. Ayirim jag daylarda qizig’arli qa’'siyetlerge iye boladi.
Bul p-adikaliq sanlardin’ jagst qa’siyetlerinen biri bul gatar jiynaqli boliw1
ushin onm’ uliwma ag’zasi nolge umtiliwi za’ru’r ha’m jeterli boladi, al
haqiyqiy sanlarda tek jeterli sha’rt bar. Bul sanlar maydanin’ jaman
ga’siyetlerinen biri bul maydanda ta’rtip kiritip bolmaydi, yag’'niy p-adikaliq
sanlardi salistirip bolmaydi.

Ha'zirgi waqitta ha'r qiyli matematikaliq tarawlar p-adikaliq sanlar
maydaninda u'yrenilip atir. p-adikaliq sanlar teoriyasi zamanago'y
matematikanin® en’ tez rawajlanip atirg'an oblastlarinin® biri bolip tabiladu.
Ma’selen p-adikaliq matematikaliq fizika, p-adikaliq itimalliglar teoriyasi, r-
adikalq differentsialliq ten'lemeler, r-adikaliq dinamikaliq sistema ha'm tag'1
basqalar. p-adikaliq sanlardi birinshi bolip XIX a'sirdin® aqirlarinda nemets
matematigi K.Genzel" ta'repinen kiritilgen.

Bizge ma’lim bolg’aninday eger ratsional sanlar maydanin a’piwayi
norma menen (absolyut shama) ken’eyttirsek biz haqiyqiy sanlar maydanin
payda etemiz. Usig’an ugsas ratsional sanlar maydanin p-adikaliq norma dep
ataliwshi1 norma bilan ken’eyttirsek p-adikaliq sanlar maydani payda boladi. p-

adikalig norma arximed bolmag’an norma esaplanadi. Arximed bolmag’an



norma bull «ku’shli u’shmu’yeshlik ten’sizliginy» qanaatlantiriwshi norma
boladi. Sonin’ ushinda p-adikaliq sanlardin’ qa’siyetleri haqiyqiy sanlardin’
ga’siyetlerinen pariqlanip, a’jayip qa’siyetlerge iye. p-adikaliq sanlar
teoriyasinda Ostrovskiy teoremasit dep ataliwshi teorema bar bolip, bull
teoremanin’ ma’nisi ratsional sanlar maydaninda qa’legen kiritilgen jan’a norma
yamasa absolyut shamag’a (yag'niy a’piwaylr normag’a), yamasa bazi-bir
a’piwayl p ushin p-adikaliq normag’a ekvivalent boliwinan iborat. Arximed
bolmag’an geometriya evklid geometriyasina uqsamaydi. Dara jag’dayda, bull
jerde barliq u’shmu’yeshlikler ten’ qaptalli boladi. Eki shardin’ biri ekinshisinin’
ishinde jatsa, bir-biri menen kesilisedi.

Jogaridag 1lardi esapga alg'an halda biz bazi-bir p -adikaliq ten'lemelerdi
garadiq.

Izertlew obekti ha’m predmeti: sanlar teoriyasi, salistiriwlar, rattsional

sanlar, maydan ken'eytpesi, p -adikaliq sanlar teoriyasi.

Jumistin’ maqseti ha’m waziypalari: p -adikaliq sanlar teoriyasindag'1

kvadrat ten'lemelerdi, u'shinshi ta'rtipli ten'lemelerdi ha'm to'rtinshi ta'rtipli
ten'lemelrdi sheshiw kriteriyasin garaw ha'm olardin® ayirim tu'rlerin u'yreniw.

Izertlewdin’_tivkarg’i ma’seleleri_ha’m _boljawlarl. Bazi-bir kvadrat

an'latpalar, u'shinshi ta'rtipli anlatpalardi p-adikaliq sanlar maydaninda

u'yrenip, olardin” bar boliw jag daylarin keltiriw.

Tema boyinsha a’debiyatlardin' qisqasha analizi. Dissertatsiya tema

boyinsha tiykarinan temag’a tiyisli 25 a’debiyat u’yrenilip shig’ildi. Bulardan
son’g’1 on jilliq 1shindegi a’debiyatlar ko’rilip shigildi. [12,16, 17]

Izertlewdi qollanmilg’an usillaridin’ qisqgasha sipatlamasi.

Magistrlik  jumista tiykarman sanlar teoriyasinin® salistinnwlardin’
usillarinan qollaniladu.

Izertlew na’tivijelerinin’ teorivalig ha’m a’meliv a’hmiveti:




Dissertaciyada keltirilgen na’tiyjeler ha’m usillar assotsiativ bolmag'an
algebralar p -adikaliq sanlar maydaninda u'yreniwde ha’m p -adikaliq sanlar
teoriyasin izertlewde wo’z qollaniliwlarina iye boladi.

Izertlewdin’ ilimiy jan’alig’i: Dissertaciya teoriyaliq xarakterge iye

bolip, tiykarinan bazi-bir p -adikaliq kvadrat an'latpalardin’, u'shinshi ta'rtipli

anlatpalardin’ qays1 [] | maydanda bar boliw1 da’lillendi.

Dissertaciya quraminin’_qisgasha sipatlamasi: Magistrlik dissertaciya

jumis1 kirisiw, u’sh bap, alti paragraf, juwmaqlaw ha’m paydalanilg’an
a’debiyatlar diziminen ibarat.

Bul magistrlik dissertatsiya jumist tiykarinan bazi-bir p -adikaliq

ten'lemelerdi u’yreniwge arnalg’an.

Birinshi baptin’ birinshi paragrafinda p -adikaliq sanlar maydanindag'1
da’slepki tu’sinikler keltirilgen. Ekinshi paragrafda p-adikaliq kvadrat

ten'lemeler haqqinda aytilg an.

Ekinshi baptin’ birinshi paragrafta p-adikaliq kvadrat ten'lemelerdin’
ayirim tu'rlerinin® bar boliw jag'daylar1 keltirilgen. Bul baptin® ekinshi
paragrafta  p-adikaliq sanlar maydaninda x’=a ham x’+ax=b
ten'lemelerdin’ sheshiw kriteriyalar1 u'yrenilgen.

Dissertatsiya jumisinin’ u’shinshi baptn’ birinshi paragrafinda x*=a

ko'rinisindegi p -adikaliq ten'lemenin’ sheshiw kriteriyas: u'yrenilgen.. Baptin’
ekinshi paragrafinda bazi-bir to'rtinshi ta'rtipli p -adikaliq ten'lemelerdin’ qaysi

p -adikaliq maydang’a tiyisli boliw1 jag'day1 da’lillengen.



I BAP. DA’SLEPKI TU SINIiKLER HA’M
BELGILEWLER

§1.1. p-adikalq sanlar maydam

Haqiyqiy sanlar R ratsional sanlardi toligtirtw dep atalatug’in protsessten
payda boladi. Bul protsess qa’legen metrikaliq ken’islik ushin qollamw
mu’mkin, yag'nty d araliq funktsiyast menen M ken’islik. Bos bolmag’an M
ko’pliginde elementlerdin’ (x, y) ta’rtiplengen juplqglardin® ko’pliginde

aniqlang’an d : M x M — R funktsiyast aralig delinedi, eger sha’rtlerdi
qanaatlandirsa:

1) d(x,y)ZO; d(x,y)zO S Xx=y;

2) d(x,y):d(y,x), Vx,yeM ;

3) d(x,y)Sd(x,z)+d(z,y), Vx,v,zeM .
M metrikaliq ken’isliktin’ {rn} nuqatlar izbe-izligi Koshi izbe-izligi delinedi,
eger qa’legen ¢ >0 sani ushin sonday natural N san1 bar bolip, barliq n,m > N
lerde d (rn,rm) < & bolsa. Eger M degi ga’legen izbe-izlik M de limitke iye bolsa,

onda M ftolig metrikaliq ken’islik delinedi. Eger M tolig emes bolsa, onda
sonday metrikaliq M ken’isligi bar bolip ha’m

1) M toliq;

2) M ken’isligi M, u’les ko’plikti o’z ishine aladi ha’m bul M,
ko’plik M ge izometrikaliq;

3) M, ko’pligi M de ha’mme jerde tig’1z (M degi ha’r bir noqat M,

noqatlardin’ limit noqati1 bolad1)

M nin’ toligtirtwshisin® aniq konstruktsiyasin beredi. Onin’ elementi —

bul M degi Koshi izbe-izliginin’ ekvivalentlik klasslar1 (x, ha’m y,  izbe-

izlikleri ekvivalent delinedi, eger d(x,,,)—> 0 bolsa).



M =Q ushin biz ratsional sanlar arasindag’i a’piway1 evklid aralig’in

to’mendegishe aniglaymiz:

d(rl,rz)z‘rl—rz‘. (1.1.1)
Bunda araliq Q degi evklid normasidan payda boladi, bul norma absolyut
shama delinedi ha’m “sanli ko’sherdegi” a’piwayi araliqt1 beredi.

Q ko’pliktin® R ge shekem bolg’an toligtiriwshist sheksiz onliq
bo’lsheklerge tiykarlanadi. Ratsional sanlardi sheksiz onliq bo’lshekler
korinisinde su’wretlewi periodli bolg’anliqtan xarakterlenedi. Ekinshi ta’repten,
ga’legen sheksiz onliq bo’lshekler “san ko’sherinde” bazi-bir noqatt1 beredi.
Demek, haqiyqiy sanlard: sheksiz onliq bo’lshekler menen jaziw qolayli boladi.

Ha’r bir haqiyqiy on’ a sani1 onliq bo’Ishek ko’rinisinde jaziw mu’mkin
a=) al07", (1.1.2)
k=m

bunda m — bazi-bir pu’tun san ha’m ¢, tsifrlar yamasa koeftitsientler
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
ma’nislerin qabil qiladi. Bulday su’wretlew barliq k>n wushmn g, =0
jag’daydan basqa jag’daylarda birden-bir, bunday jag’dayda a saninin’ basqasha
su’wretleniwi bar: a, =a, -1, a, =9, k>n ha’'m @, =q,, k<n. Q da limitke
iye bolmag’an ratsional sanlardan turatug’in Koshi izbe-izliklerin du’ziw qiyin
emes:
0,1, 0,1011, o0,10110111, 0,1011011101111, ...

Ekinshi ta’repten, ratsional sanlardan du’zilgen Koshi izbe-izliklerinin’
ekvivalentli klasslardin” ha’r biri 0’z ishine (1.1.2) qatardin’ dara qosindilarinin’
izbe-izligin aladi bul izbe-izliktin’ limiti sheksiz onliq bo’lshekler boladi.
Basqgasha aytqanda, haqiyqiy sanlar ko’pligi evklid aralig’ina garata toliq boladi
ha’m sheksiz onliq bo’lshekler menen haqiyquy sanlardi du’ziw evklid aralig’ina
garata toliqtinw protsessine ekvivalent boladi. (1.1.2) ni g tiykar1 boyinsha
sheksiz bo’lsheklerge jayiw menen uliwmalastiritw mu’mkin, bunda g — 2 den

u’lken yamasa ten’ bolg’an ga’legen natural san; demek



a= iak g_k ,
k=m
bul jerde a; koeffitsientleri {0,1,..., g—l} ko’pliginin’ ma’nislerin qabil qiladi.
Ko’pshilik jag’daylarda toligtinw tu’mendegi konstruktsiya  ja’rdeminde
quriladi:

Teorema 1.1.1. Meyli M — toliqg metrikaliq ken’islik ha’m X ko ’pligi M
nin’ u’les ko’pligi bolsin. Onda X tolig boliwt ushin M de tuyiqg boliwi za'ru’r
ha’m jeterli boladi. Dara jag’'dayda, X u’les ko pliktin’ M degi tuyiglaniwi X
u’les ko pliktin’ toligtirnwt sipatinda garaw mu 'mkin.

Ratsional ha’m haqiyqiy sanlar maydanlar dep ataliwshi algebraliq
strukturalardin’ tiykarg’1 misallar1 bolip tapiladi. F maydan: — bul gosiw ha’m

ko’beytiw dep ataliwshi eki binar operatsiyali ko’plik bolip bul operatsiyalar

to’mendegi sha’rtlerdi qanaatlantiradi:

l)a+b=b+a Va,beF (qosiwdin’ kommutativligi);

2) a+ (b + c) = (a + b) +c a,b,c e F (qosiwdin’ assotsiativligi);

3) Vae F elementi ushin 0+ a =a bolatug’in sonday 0 € ' elementi bar
bolad1 (noldin’ bar boliw1);

4) VaeF elementi ushin a+ (—a) =0 bolatug’in sonday —aeF
elementi bar boladi (qosiw boyinsha keri elementtin’ bar boliw1);

5)a-b=b-a Va,beF (ko’beymenin’ kommutativligi);

6) a- (b : c) = (a -b) -¢ Va,b,ceF (ko’beymenin’ assosiativligi);

7) Vae F"=F\0 ushmm 1-a=a bolatug’in sonday 1€ F elementi bar

boladi (birlik elementtin’ bar boliw1);

8) Vae F* elementi ushin a-a' =1 bolatug’m a '€ F* elementi bar
boladi (ko’beyme boyinsha keri elementtin’ bar boliw1);

9 a- (b + c) =a-b+a-c Va,b,ceF (distributivlik);

10) 0=1.



1) - 4) qga’siyetlerin ganaatlantiriwshi bir binar operatsiyali algebraliq
struktura abel (yamasa kommutativ) gruppa delinedi. Sa’ykes tu’rde qosiw

menen F ko’pligi F' maydaninin’ additiv gruppast delinedi, F' maydaninin’
ko’beyme menen F* ko’pligi multiplikativ gruppa delinedi. Maydannin’
a’hmiyetli ga’siyeti ol noldin’ bo 'liwshisin 0’z ishine almaydi, yag’'nty a-b=0
bolatug’in a,b € F* elementleri ushin.

Amgqlama 1.1.1. Meyli F maydan bolsin. F te norma dep F ti teris emes
haqiyqiy  sanlarg’a  sa’wlelendiriwshi  ha’m  to’mendegi  sha rtlerdi

qanaatlandiriwshi H H sa 'wleleniwine aytiladi:

1) [x]|=0 < x=0;

2) [l = [l v xs v e £

3) Hx + yH < Hx” + Hy , Vx,yeF (u’shmu’yeshlik ten’sizligi).

Norma trivial delinedi, eger barliq x#0 ler ushin HOH:O ha’m Htzl bolsa.

Qa’legen n e N ushin biz

nl=1+..+lekfF
%/_J

n

gatnaslarg’a iye bolamiz.
Biz bul natural sang’a sa’ykes keliwshi elementi n simvol1 arqali belgileymiz.

Tastiyiqlaw 1.1.1. Qa’legen x,y € F' ler ushin to 'mendegiler orinli:
a) 1] =[-1=1;
b) [l = -

b

.
>

) e v =l =
d) = <[+

e) [/ =[xl 7]y

b

f) HnHSn, VneN.
Amgqlama 1.1.2. Eki d, ha’'m d, metrikalart F te ekvivalent delined;,

eger d, metrikasinda qa’legen izbe-izlik Koshi izbe-izligi bolad: sonda tek sonda

10



g’ana eger d, metrikasinda da Koshi izbe-izligi bolsa. Eki H -tha ‘m H H2

normalart ekvivalent (H Hl ~H Hz) delinedi, eger olar ekvivamlent metrikalarin

indutsirlasa.

Tastiyiqlaw 1.1.2. Meyli H -tha ‘m H -Hz— F maydanindag’t eki norma

bolsin. Bul normalar ekvivalent boliwt ushin

HxH2:Hxla,VxeF, (1.1.3)
bolatug’in sonday on” o haqiyqury sant bar boliwi za 'ru’r ha’m jeterli boladi.

“ a>0 funktsivast Q da norma bolad: sonda

Tastiyiqlaw 1.1.3. HxH = ‘x
tek sonda g’ana, eger a <1 bolsa. Bunda ol ‘ ‘ normasina ekvivalent.

Amgqlama 1.1.3. Norma arximed bo’lmag’an norma delinedi, eger barliq

X ha’m y lar ushin

)

Hx + yH < max(”x

b

ten’sizligi orinlansa.
Eskertiw 1.1.1. Arximed bolmag’an norma qa’siyetinen u’shmu’yeshlik
ten’sizligi kelip shig’twi amiq. Biz bul qa’siyetti ku’shli u’shmu’yeshlik

ten’sizligi dep ataymiz.

Tastiyiqlaw 1.1.4. Eger F arximed bolmag’an maydanmin’ a ha’m x

elementleri Hx—a” <HaH ten sizligin qanaatlantirsa, onda HxH =HaH bolad.

Tastiyiqlaw 1.1.5. Eger H H normasi F' maydanda arximed bolmasa, onda

tuyiq B(a,r) = {x : Hx — aH < r} shardin’ qa’legen nogati F' te oray bolad.

Tastiyiqlaw 1.1.6. Eki (H H1~H Hz) ekvivalent normalar F te yamasa

arximed, yamasa arximed bolmag’an norma boladi.

Meyli pe N — qa’legen a’piwayt san bolsn. Q da Hp normasin

to’mendegishe kiritemiz:

11



——— eger, x#0,
|, =4 p"" (1.1.4)
0, eger, x =0,

x tibo'letug'in p nin'en'u'lkenda'rejesi,eger x €1,
bunda ord x =
P ordpa—ordpb, eger x=a/b,a,bell,b+0.

Bul Hp norma p-adikaliq norma deyiladi.
Eskertiw 1.1.2. funktsiyasi tek { p',neZ } U {0} ma’nislerin qabil qiladi.
1.1.3. Eger a,beB bolsa, onda a=b (modp”) boladi tek ha’m tek
‘a —b‘p <1/ p" bolg’anda.
Tastiyiqlaw 1.1.7. Hp norma . da arximed bolmag’an norma bolad.
Eskertiw 1.1.4. [| maydani Hp norma boyinsha toliq emes.
1.1.5. le normasi sz normasina ekvivalent emes, eger p, ha’m p, — ha’r

qiyll a’piwayi sanlar bolsa.

Endi p — a’piway1 sandi fikserleymiz. [ ratsional sanlar maydanin p -

adikaliq Hp normast boyinsha toliqtiramiz. Bul sanlar maydam p-adikaliq
sanlar maydam dep ataladi ha’m on1 [l | dep belgileymiz.

Lemma 1.1.1. Eger xell ha’m ‘x‘p <1 bolsa, onda ga’legen i ushin
‘a—x‘ <p" bolatug’'m aecll pu’tin sam bar boladi. Bunda « sam
p

{ 0,1,2,....,p" — 1} ko pligine tiyisli dep alsaq boladi ha’m « ko plikten birden-bir

ra 'wishte alinadi.

Teorema 1.1.1. ‘a‘p <1 tengsizlikti ganaatlandiratug’in ha'’r bir aell

ekvivalentli klassta tek bir {ai} Koshi izbe-izligin o’z ishine aladi, ha’m bul

izbe-izlik to ’'mendegi sha rtlerdi orinlaydi:

NaeZ 0<a<p',i=12,.;
2) a, Eai+1(modpi), i=12,...
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Eger aell | ha’m ‘a‘p <1 bolsa, olding’1 teoramadag1 a, izbe-izliginin’

ag’zalarin to’mendegishe jaziw qolayl:
a=d,+dp+..+d_p,
bunda d;, - { 0,1,....p —1} ko’plikitegi pu’tin sanlar. Bizin’ 2) sha’rtimiz
a,=d,+dp+..+d_p~ +dp

ekenligin an’latadi, d;, den d, | ge shekem bolg’an «p-adikaliq sanlar» sol sanlar
bolip ha’m a, ushin da sonday boladi. Demek, a jiynagh qatar ko’rinisinde
boladi1 (p-adikaliq norma boyinsha)

a= idnp”,

n=0
bul gatardi p tiykar1 boymnsha ha’m shepten sheksiz dawam etetug’in san dep
garasaqta boladi, yamasa sheksiz ko’p p-adikaliq sanlardi o’z ishine aladi.
Keyinshelik biz

a=..d, ..d,dd,
deb jazsaq boladi ha’m bul jaziwdi kanonikaliqg p-adikalig jayilma yamasa a
saninin’ kanonikaliq formas: depte ataymiz.

Eger ‘a‘p >1 bolsa, onda a n1 p saninin’ bazi-bir da’rejesine ko’beytsek
bolad1 (p" = ‘ a‘p g’a) ha’m ‘a"p <1 bolatug’in a'=ap™ p-adikaliq sanin

alamiz.

Onda
a= Z dp", (1.1.5)

dep jazsaq boladi, bunda d  #0 ha’m d, { 0,1, 2,...,p— 1} . Bunday jag’dayda

a sanminin’ kanonikaliq p-adikaliq jayiimasi to’mendegishe boladi:

a=.d,..ddd,d..d._ . (1.1.6)
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p-adikalig sannin’ normasit onm’ kanonikaliq jayilmasina birinshi nollik
koeffitsienttin’ indeksin amqlaydi. a sani ushin (1.1.6) dan ord (x) =-m ha’m

—ordp(a)

‘a‘p =p = p" alamiz.

Eskertiw 1.1.6. Teorema 1.1.1 tin’ ta’miyinleytug’in birden-birligi
birinshi paragrafta aytilg’an g tiykar1 boyimsha sheksiz bo’Ishekler ko’rinisinde
aniglang’an sanlar ushin joq, ma’selen

1,0000...=0,9999...
p-adikaliq jag’dayda bunday protsessler bolmaydi. Eger eki p-adikaliq
jayilmalar bir p-adikaliq sanga jaqinlassa, onda olar u’stpe-u’st tu’sedi, yag'niy
onin’ barliq tsifrlar1 u’stpe-u’st tu’sedi.

Amgqlama 1.1.4. Pu’tin p-adikaliq san dep kanonikaliq jayiimasinda p

mn’ tek teris emes bolg'an a €l) | sanlarina aytilad.

Barliq pu’tin p-adikaliq sanlar ko’pligi Z , arqali belgilenedi:
Z,= {Z a, p’}.
i=0

Z,= { aeQ, :‘ a‘p < 1} ekenligin ko’riw qiyin emes.

Teorema 1.1.2. Pu’tin p-adikaliq sanlardin’ ha’r bir sheksiz izbe-izligi
Jjiynaqli boliwshi u’les izbe-izlikti o 'z ishina alad.
Endi p-adikaliq sanlar ustida arifmetikaliq a’mellerdi qaraymiz.

p-adikaliq jayilmalar [J = maydanimnin’ elemantleri u’stinde arifmetikaliq
a’mellardi ormlawd: ta’miyinleydi (UJ degige uqgsas). [  ~maydanmmn’

elemantleri u’stinde arifmetikaliq a’mellerdi orinlaw haqiyqiy sanlar u’stinde
garag’anda jen’illirek!

Meyli
a= i a,p’, b= i b,p",

bolsin, bunda a, ha’m b, — p-adikaliq sanlar ha’m a , #0, lekin b, b

SPREREE

lerdin’ bir yamasa bir neshe tsifrlar1 0 ge ten’. Onda
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ath= i (a,£b,)p",

ten’liginin’ on’ ta’repi jiynaqli izbe-izlik boladi, lekin ol (1.1.6) kanonikaliq
forma bolmaydi. Eger a, + b, qosindinin’ qaysi bir n de p g’a ten’ bolsa, onda ol
keyingi ag’zag’a o’tedi. Buni aniq tusiniw ushin keyinshelik misalda qaraymiz.

Endi quzig’arh fakt, —1 sanmnn’ [ =~ degi p-adikalq jayilmasinin’®

algoritmin qaraymiz. Biz 1 = ... 00001 ge iye bolamiz. Meyli a =...a;a,a,a, san1
l1+a=0 qatnaslarin ganaatlantirsin (onda a=-1). On’ ta’repten baslasaq
1+ a, =0 alamiz, lekin a, € { 0,L,..,p— 1} bolg’anliktan a, di tabiwdin’ birden-
bir usili bul 14+ a, = p an’latpada birdi shep ta’repke o’tkizemiz. Sonin’ ushin
a,=p—1. Bul protsessti dawam ettitrip barliq a, lerdi tabamiz a = p-1,
yag’'niy
—1=...(p—1)(p—1)(p—1).
Bul —1 saninin’ p-adikaliq jayilmasi.

Ko’beyme de usig’an uqgsas. Meyli ¢ ha’m b saninin’ kanonikaliq

jayilmasi berilgen bolsin:

a= ianp", b= ibﬂp".
n=—k

n=—m

Qatarlardi ko’beytip ha’m ugsas ag’zalardi jiynap

o0
n
ab = Z up",
n=—m—k
alamiz, bunda
u—m—k = a—mb—k °

U i = pib o +a_,b .,

—-m+17—

...................................

Bul gatar da uliwma aytqanda kanonikaliq jayilma emes, lekin teorema 1.1.1

din’ usil1 bizge onm1 kanonikaliq ko’riniske keltiredi.
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Bo’liwdi aniqlaw ushin bizge eki a,b€l] | berilgen bolsin, b= 0. Bizde
bell ,,b=..bbb,, % Meyli a saninin’ p -adikaliq jayilmas1

a=..a,a,a,d,,a ,...qd._,
bolsin. b, #0 ha’m p a’piwayr sant ushin [1 / p{l qaldiglar koltsos1 maydan
bolg’anliqtan, hamme waqit c b, = a_k(mod p) orinlanatug’in
c, € {O, L,..., p—l} sanin tabiw mu’mkin. A’piway1 protsessti dawam ettirsek
biz a / b n1 kanonikaliq formada alamiz.

Jogarida aytilg’anday, eger a=...a,a,a, — pu’tin p-adikaliq san bolsa
ha’m a,#0 bolsa, onda onin’ ko’beyme bo’ymsha keri 1/a da pu’tin p-

adikaliq san boladi.
Ekinshi ta’repten,

p-Zaipi =a,p+ap +..21+0p+0p° +...,
i=0

boliwman p san1 Z, da ko’beyme boyinsha kerisine iye emes.
Tastiyiqlaw 1.1.8. Pu tin p-adikaliq
a=..aa,ell
sant 11 da ko’beyme bo’yinsha keri elementke iye boliwi ushin a,#0 boliwi

za rurli ha’m jeterli boladl.

[, koltsonin’ keri elementleri gruppasin [ arqali belgileymiz. Onda

0’ ={Zaipi La, ;tO}
i=0
boladi. Bul gruppa p-adikaliq birlikler delinedi. Demek,
1y ={xel =1}

Tastiyiqlaw 1.1.9. Meyli x — p-adikalig san bolsin ha’m normasi p™

bolsin. Onda x samin x = p"u ko rinisinde jaziw mu’mkin, bunda u €ll” .
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§1.2. p-adikahq kvadrat ten'lemeler

Bul paragrafta p-adikaliq kvadrat ten'lemenin’ sheshiw kriteriyasi
keltirilgen.
ae Z san1 p moduli boyinsha kvadratl galdig delinedi egerde
x*> =a(mod p)
ten'lemesi pu'tin xe Z sheshimine iye bolsa; keri jag'dayda p moduli boyinsha

kvadrath qaldiq emes delinedi.

Biz (gj Lejandr simvolinin® aniqlamasin keltiremiz. Bull simvol p g'a
P

bo'linbeytug'in barliq a lar ushin aniqlanadi. Lejandr simvoli1 1 ge ten’ eger a —

kvadrat qaldiq bolsa, -1 ge ten” boladi, egerde a —kvadrat kaldiq bolmasa. (EJ
p

simvolin esaplaw to mendegi teorema boyinsha esaplanadi (Eyler kriteriyasi).

Teorema 1.2.1 [11]. p g'a bo linbeytug in a lar ushin to ‘'mendegi ornli

ap_1 = (EJ(modp) :
p

Lejandr simvolinin® ga’siyetlerin keltiremiz:

) ‘—1}(—1)}’5,
pP

(=610

Meyli aell | bolsin ha’m to'mendegishe kanonikaliq ko'riniske iye

bolsin:
a=pNag+ap+...),a0#0,0<2;<p—-1,j=0,1,2, ...
Teorema 1.2.2. [10].
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ten'lemesi xell | sheshimge iye boliwt ushin to'mendegi sha’rtlerdin’

orinlanmiwt za’ru 'rli ha’m jetkilikli:

1) na) —jup san,

2) agsant p moduli boyinsha kvadratl qaldig boladi, egerde p # 2 bolsa;
a;=a,=0 boladi, egerde p = 2.

Meyli n — p-adikaliq birlik bolsin ha’m bul san hesh qanday p -adikaliq
sannin’ kvadrati bolmasin.

Teorema 1.2.2 den to'mendegi saldarlar kelip shig'adi. Biz bul
saldarlardin’ toliq da’lilleniwi menen keltiremiz.

Saldar 1.2.1. p # 2 bolg'anda &, = n, & = p, & = pn hesh ganday p -
adikalig sanmin’ kvadrati bolmaydi. Qa’legen p -adikalig x sani to mendegi
to 'rt ko 'rinislerdin” birewine keltiriwge boladi:

x:gl.yl.z, bunda y; el ,» 0 <1<3,¢g=1.
Da’lillew. Meyli ne Z; bolsin ha’m to'mendegishe kanonikaliq

ko riniske iye bolsin:
n=10+ mp+mp + .y 70>0,0< 7<p-1,7=0,1,...

n san1 hesh qanday sannin’® kvadrati bolmag'an p-adikaliq birlik
bolg anligtan teorema 2.1.2 boyinsha 7, san1 kvadratliq qaldiq bolmaydi.

p=p( +0p+0p*+.)ha'm np = p(n + Mip + Map” + ...), N0,
0<n;<p-1, j=0, 1, 2, ..., sanlar1 teorema 1.2.2 boyinsha hesh qanday sannin’
kvadrati bolmaydi, sebebi y(p) = 1 ham y(np) = 1, yag ' niy taq.

Meyli u — p-adikaliq birlik bolsin ha’m hesh ganday p-adikaliq sannin’
kvadrat1 bolmasin. p san1 to'mendegishe kanonikaliq ko riniske iye bolsin:

W=pot wp +pop’ ..,

bunda py= 0, ;€ {0, 1, ... ,p—1},1=0, 1, .... u san1 kvadrat bolmag anligtan
kanonikaliq jayilmadag'1 py kvadrat qaldiq bolmaydi.
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Biz endi 1 sanin qarastiraylq. Eger n — kvadrat bolmasa, onda 1 sanida
n n

kvadrat bolmaydi. Meyli 1 san1 to mendegishe kanonikaliq ko'riniske iye

bolsin:

1 2

—=cotciptcp t...,
bunda ¢y > 0, 0 < ¢; <p-1,1=0, 1, .... 1 sant kvadrat bolmag anligtan

n
jayilmadag1 ¢y — kvadrat qaldiq bolmaydi.
p=ny

bolatug’inday yel] | tin" bar ekenligin da’lilleymiz. yag niy £ N % sani

to'mendegishe jayilmag'a iye boladi:
H _ _ 2 2 _
;—ﬂ' =(Mot up +p +...)(Coteiptep +..)=

1
n
= WoCo+ (HoCi + Wico)p +....

Bizde iy ha’m s, sanlar1 kvadrat qaldiq bolmag anligtan (&j= -1 ha’m (&] = -
U

1. Lejandr simvolinin® b) ga’siyetin qollasaq to'mendegi qatnasqa iye bolamiz:

) emnes
|y p p

Demek poco kvadrat qaldik bolip tabiladi, onda £ sam bazi-bir p -adikaliq
n

sannin’ kvadrati bolad.
Endi qa'legen p-adikalig x saninin® to'rt tu'rdin® birewine alip

kelinetug inlig'1in ko rsetemiz:

x=¢y’,bunday; el ,» &€{l,n,p,pn},0<1<3,

Meyli qa’legen xe[J | to'mendegi kanonikaliq ko riniske iye bolsin:
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x=p Yo+t xip+xp +...), X% 0, 0 <x;<p-1,j=0,1,...
vV =Xo+ X;p+ Xp” + ... dep belgileymiz ha'm v[,= 1.
Eger X, kvadrat qaldiq bolsa, onda sonday ye[] | bar bolip,

v=3" ha'mx = p’™)".

Eger x kvadratliq qaldiq bolmasa, onda p-adikaliq v birligi hesh qanday
p-adikaliq sannin® kvadrati bolmaydi ha'm joqarida ko'rsetkenimizdey oni

to'mendegishe jaziw mu ' mkin

Y(X)n 2.

Solay etip biz gqa'legen p-adikaliq x saninin’ to'mendegishe ko'riniske

v=nttha'mx=p

iye bolatug'inlig'in da’lilledik

Y(x) Y(x)

x =p"™ " ha'm x = p"“nt’.

Eger y(x) — jup bolsa, onda [] , dep belgilep alip

X =y’ yamasa X =1y’

iye bolamiz.

Eger y(x) — taq bolsa, onda ja'ne [1 dep belgilep alip

X = py’ yamasa X = pny’

1ye bolamiz.

Demek biz ga'legen p-adikaliq x sanmin’ to'mendegi to'rt tu'rdin’
birewine keltiriwge bolatug’inlig'in da’lilledik:

x=gy;,bundayel ,g=10<i<3.

Saldar da’lillendi.
Saldar 1.2.2. p = 2 bolg anda & = {2, 3, 5, 6,7, 10, 14} (15<7) sanlar
hesh bir 2-adikaliq sannin’ kvadrati bolmaydi. Qa’legen 2-adikalig x sanin

to ‘'mendegi segiz ko rinislerdin " birewine keltiriwge boladi:

ngjy?,bundayjeD ,,&=1,0<7<7.

Da’lillew. Meyli qa’legen xell , elementi to'mendegishe kanonikaliq

koriniske iye bolsin:

x=291+x2+x2°+..),x¢€ {0,1},j=1,2, ....

20



3, 5 ha’m 7 sanlarinin® kanonikaliq jayilmasinda sa'ykes (x;,x,)=(1,0), (x;,
X2) = (0, 1) ha'm (x;, X») = (1, 1) boladi, x;= 0, j=3. Teorema 1.2.2 boyinsha olar
hesh ganday 2-adikaliq sannin”™ kvadrati bolmaydi.

Al 2, 6, 10 ha'm 14 sanlarida hesh ganday 2-adikaliq sannin® kvadrati
bolmaydi, sebebi bull sanlardin® 2-adikaliq jayilmalarinda y(2) =y(6) = y(10) =
v(14)= 1 bolad.

Endi ga'legen 2-adikaliq x to'mendegi segiz ko rinistin’ birine alip keliw
mu mkin ekenligin ko rsetemiz:

x=¢gy;,bundayjell,, g=1,0<j<7.

Meyli x =21 +x2 +x,2° +...), x,€{0, 1},j=1,2, ...

Eger y(x) jup ha'm (x;, x;) = (0, 0) bolsa, onda x bazi-bir p-adikaliq
sannin' kvadrati boladi, yag'niy x = y>. Al (x;, x2) = (1, 0) jag'dayda
to'mendegige iye bolamiz

x=2"M1+2+x2°+..) =203 +x2° + ...) =
=3.2"9(1+ x{2° + ..)) = 3y".

Usig'an ugsas tu'rde (x;, x;) = (0, 1) ha'm (xy, x;) = (1, 1) jag'daylar
ushin x ti sa'ykes 5y” ha'm 7y” ko riniste bolatug'mlig'1 da'lillenedi.

Solay etip, eger y(x) jup bolsa, onda x; ha'm x, lerge baylanislig'inan
X =¢&y; iye bolamiz, bunda y; €l ,, & € {1,3,5,7},1<j< 4.

Al y(x) taq bolg an jag'dayda jogaridag'iday pikirlew ju'rgizip

x =2y yamasa x = 6y’ yamasa x = 10y’ yamasa x = 14y’
iye bolamiz, yag n1y to'mendegi ko riniste
x=¢gy;,bunday;ell ,, g€ {2,6,10,14}, 1 <j<4.

Saldar dalillendi.
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I Bap boyinsha juwmaq
Bul bapta p -adikaliq sanlar teoriyasindag'1 da’slepki tu’sinikler keltirilgen,

yag'niy aniqlamalar, ayirim tastiyiqlawlar ha'm teoremalar keltirilgen. Sonday-

aq p -adikaliq kvadrat ten'lemelerdi sheshiw kriteriyas: keltirilgen.

22



II BAP. p-ADIKALIQ U SHINSHI DA'REJELI TEN'LEMELER
§2.1. Baz1-bir p -adikaliq kvadrat ten'lemeler

Biz bul paragrafta bazi-bir kvadrat ten'lemelerdin’ [J & maydaninda bar
boliw jag'daylarin qaraymiz.

Sh.A.Ayupov ha'm T.K.Kurbanbaevlardin® [15] jumisinda to'mendegi
teorema da’lillengen.

Meyli 77 — p-adikaliq birlik bolip, hesh qanday p-adikaliq sannin™ kvadrati
bolmasin.

Teorema 2.1.1. Qa'legen p # 2 ushin 4 + p’e an’latpa [ , da kvadrat

korenge iye boladi, bunda g€ {1, n, p, pn}, al 4 + 8¢ an latpasi [ , de kvadrat
koren ge iye boladi, bunda €€ {1,2,3,5,6,7,10, 14}.
Da’lillew. 4 + p*¢ an’latpasin qaraymiz, bunda € € {1, 1, p, pn}. Meyli

e=pep+ep+ept...), (2.1.1)
bunda y(e) €Z, gy # 0, ¢ € {0,1,2,...,p-1},1=0, 1, ... — € saminin” kanonikaliq
jayilmasi1 bolsin.

Onda
4+ pe=4+p " epteptep +...). (2.1.2)

p #2 bolg'an jag'dayda 1 ha'm n sanlar1 p-adikaliq birlikler boladi (olardin’

normalan |1[,= n|,=1). p ha'm pn sanlarnm’ normas: |p|, = [pn|, = L boladi.
p

Bizde p ha'm prn sanlarimin® pu'tin p -adikaliq sanlar bolg anlig'inan y(¢) tek

0 yamasa 1 sanlarin qabil ete aladi.
Meyli p = 3 bolsin. Onda (2.1.2) jayilma to ' mendegi ko riniske iye boladi:
4+ple=1+3+3"(g+e3+63%+..),

bunday(e) € Z, ¢ € {0,1,2},6=0,1=0,1,....
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Teoreme 1.2.2 boymnsha x> = 1 (mod 3) ten'lemesi Z te sheshimge iye,
yag'nty x =3n+ 1, n €[] . Demek 4 + p’c an'latpas1 0 , te kvadrat koren'ge iye
boladi.

Meyli p > 5 bolsin, onda

4+pe=4+p eyt eptep +...)
boladi.
Teorema 1.2.2 boyinsha x* = 4 (mod p) ten'lemesi Z te sheshimge iye

boladi, yag'niy x = pn + 2, ne] boladi. Demek 4+p°¢ an'latpasi [ , da kvadrat

koren'ge iye boladi.

Meyli p = 2 bolsin. Onda 4 + 8¢ an'latpasin qarastirayiq, bunda e {1, 2,
3,5,6,7,10,14}. 1, 3, 5, 7 sanlan 2-adikaliq birlikler boladi, al qalg’an 2, 6, 10,
14 sanlar pu'tin 2-adikaliq sanlar boladi (sebebi 2|, = |6, = |10, = |14|,
=a,€1l,2,..16} <1). Onda

£=2"9(go+ €2 +6,27+...)
jayillmadag't pu'tin y(e) san1 tek 0 yamasa 1 ma'nislerin gqabil etedi. Sonligtan
4+8% an'latpasimin’ kvadrat koreninin' bar boliwi teorema 1.2.2 den kelip
shig"adi.

Teorema da’lillendi.

Teorema 2.1.2. \2++/2 an ‘latpast U |, maydaninda bar boladh.

Da’lillew. 1 ,, maydaninda 242 an'latpasinin®  bar boliw1

x*=2++/2 ten'lemesinin’ sheshiliwinen kelip shig'adi. Da’'slep 2 sanin
to'mendegishe kanonikaliq ko riniste jayip alamiz:

2=2+40-17+0-17" +....
Bul jayilmada p(2)=0 jup. Bul bolsa teorema 1.2.2 nin' birinshi sha'rtin

qanaatlandiradi. Endi teorema 1.2.2 nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz, yag niy

x; =2(mod17) salistriwinin’ x, € {1,2,...,16} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in
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tekseremiz. Bul ten'leme x,=6 ha'm x,=11 lerde sheshimge iye. Bunnan
J2 el ., ekenligi kelip shigadi.

Endi [, maydaninda V2 sanmin’ jayilmasmin® da'slepki u'sh

koeffitsientin tawip alamiz. Bunmn' ushm biz 4> =2 dep alamiz, bunda a

kanonikaliq jay1lmasi
a=a,+a 17+a, 17 +...

bolg'an p -adikaliq san, bunda a, #0, 0 < a; < 16, j=12,....
Demek biz to'mendegi ge iye bolamiz:

a; +2a,a,-17+(a] +2a,a,)- 17 +..=2+0-17+0-17> +... (2.1.3)
Birinshi qa'demde @, =2(mod17) ten'lemesin sheshemiz, q, €{l1,2,...16}. Bul
salistinw a, =6 ha'm a, =11 sheshimlerine 1ye boladu.

a) Biz a, = 6 dep alamiz. Onda (2.1.3) to'mendegi ko riniske 1ye bolad:
36 +12a,-17+(a +12a,)-17* +..=2+0-17+0-17* +... (2.1.3")
Bunnan 124, +2=0(mod17) salistirtwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...16}. Bul salistinw a, =14 sheshimge iye boladi. Bul sheshimdi
(2.1.3") ten'ligine qoyip a, ni tabamiz, yag' niy 12a, +9=0(mod17) salistirtwin
sheshemiz, bunda a, €{0,1,2,...16} . Sheshimi a, =12 boladi. Demek
J2=6+14-17+12:17% +...
jayilmag a iye bolamiz.
Endi x> =2++/2 ten'ligin to ' mendegishe jazamiz:
X =24V2=246+14-17+12-17% +... = 8 +14-17+12-17* +...

Bul ten'leme 7/(2+\/§) =0 jup. Bul bolsa teorema 1.2.2 nin" birinshi sha'rtin
ganaatlandiradi. Endi teorema 1.2.2 nin ekinshi sha'rtin tekseremiz. Bul ushin 8
saninin’  kvadrat qaldiq boliwin tekseremiz, yag'niy x; =8(mod17)

salistirtwinin® x, € {1,2,...,16} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in tekseremiz. Bul
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salistitw x, =5 ha'm x, =12 sheshimlerine iye boladi. Demek +/2 + V2 el 1
ekenligi kelip shig'adi.

b) Endi biz a, =11 bolg an jag'daydi qaraymiz. Onda (2.1.3) to mendegi
ko riniske iye boladi:

121+ 22a, - 17+ (a) +22a,) 17° +..=2+0-17+0-17° +... (2.1.3")
Bunnan 22a, +7=0(mod17) salistinwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...16}. Bul salistinw a, =2 sheshimge iye boladi. Bul sheshimdi
(2.2.3") ten'ligine qoylp a, ni tabamiz, yagniy 22a,+7=0(modl7)
salistinwin sheshemiz, bunda a, €{0,1,2,...16} . Sheshimi a, =2 boladi. Demek
J2=1142:17+217% +...

jayilmag a iye bolamiz.

Endi x> =2++/2 ten'ligin to ' mendegishe jazamiz:

X =24V2=24 11421742177 +.. = 1342174217 +...

Bul ten'leme 7(2+\/§) =0 jup. Bul bolsa teorema 1.2.2 nin’ birinshi sha'rtin
ganaatlandiradi. Endi teorema 1.2.2 nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz. Bul ushin
13 sammnin’ kvadrat qaldiq boliwin tekseremiz, yag'niy x;=13(mod17)
salistirtwinin® x, € {1,2,...,16} da sheshiminin® bar yaki joglig'in tekseremiz. Bul

salistintw x, =8 ha'm x, =9 sheshimlerine 1ye boladi. Demek

2++/2 el ., ekenligi kelip shig’ad1.

Teorema da’lillendi.

Teorema 2.1.3. v3++/3 anlatpasi [ 11 maydanminda bar boladi.

Da’lillew. [1, ~maydaninda V3+3 an'latpasinin®  bar boliw1

x*=3++/3 ten'lemesinin’ sheshiliwinen kelip shig'adi. Da'slep 3 sanin

to'mendegishe kanonikaliq ko riniste jayip alamiz:

3=3+0-11+0-11° +....
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Bul jayilmada »(3)=0 jup. Bul bolsa teorema 1.2.2 nin' birinshi sha'rtin
qanaatlandiradi. Endi teorema 1.2.2 nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz, yag niy
x; =3(mod11) salistrtwinin’ x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in
tekseremiz. Bul ten'leme x,=5 ha'm x,=6 larda sheshimge iye. Bunnan

J3el ,; ekenligi kelip shig adu.

Endi [l ,, maydaninda Y3 saninin’ jayilmasmin® da’slepki u'sh

koeffitsientin tawip alamiz. Bunmn' ushm biz a> =3 dep alamiz, bunda a

kanonikaliq jayilmasi
a=a,+a, 11+a, 11> +...
bolg'an p -adikaliq san, bunda a,#0, 0 < a; < 10, j=12,....
Demek biz to'mendegi ge iye bolamiz:
a; +2a,a,-11+(a] +2a,a,) 11 +...=3+0-11+0-11° +... (2.1.4)
Birinshi qa’demde a =3(mod11) ten'lemesin sheshemiz, a, € {1,2,...10}. Bul
salistinw a, =5 ha'm g, = 6 sheshimlerine 1ye bolad:.
Biz tek a,=6 jag'daydi qaraymiz (a,=5 bolg an jag dayda J3 20 .
boladi). Onda (2.1.4) to'mendegi ko riniske 1ye boladi:
36+12a, - 11+ (a; +12a,)- 11 +..=2+0-11+0-11 +... (2.1.4)
Bunnan 124, +3=0(mod11) salistintwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...10}. Bul salistinw g, =8 sheshimge iye boladi. Bul sheshimdi
(2.2.4") ten'ligine qoy1p a, ni tabamiz, yag'niy 12a, +9 =0(mod11) salistiriwin
sheshemiz, bunda a, € {0,1,2,...10} . Sheshimi a, =2 boladi. Demek
V3=6+8-11+2-11% +...
jayllmag’a iye bolamiz.
Endi x*=3++/3 ten'ligin to ' mendegishe jazamiz:

X =3+3=3+6+8-11+2-11%+...=9+8-11+2-11% +...
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Bul ten'leme 7/(3+\/§) =0 jup. Bul bolsa teorema 1.2.2 nin" birinshi sha’rtin
ganaatlandiradi. Endi teorema 1.2.2 nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz. Bul ushin 9

saninin’  kvadrat qaldiq boliwmn tekseremiz, yagniy x;=9(modll)
salistirtwinin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in tekseremiz. Bul

salistinw x, =3 ha'm x, =8 sheshimlerine iye bolad1. Demek

\3+ V3 el ., ekenligi kelip shig adi.

Teorema da’lillendi.

Teorema 2.1.4. \/5++/5 an'latpas: [ 1, maydaninda bar bolad.

Da’lillew. [1,, maydaninda 545 an'latpasinin®  bar boliw1

x*=5++/5 ten'lemesinin’ sheshiliwinen kelip shig'adi. Da’'slep 5 sanm
to'mendegishe kanonikaliq ko riniste jayip alamiz:

5=5+0-11+0-11° +....
Bul jayilmada »(5)=0 jup. Bul bolsa teorema 1.2.2 nin' birinshi sha'rtin

qanaatlandiradi. Endi teorema 1.2.2 nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz, yag niy
x; =5(mod11) salistriwinin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki jogqlig'in
tekseremiz. Bul ten'leme x,=4 ha'm x,=7 lerde sheshimge iye. Bunnan

J5 el ,; ekenligi kelip shig adi.

Endi [, maydaninda J5  sanmm’ jayilmasmin® da’slepki u'sh

koeffitsientin tawip alamiz. Bunin' ushin biz &’ =5 dep alamz, bunda a

kanonikaliq jay1lmasi
a=a,+a, 11+a,-11* +...
bolg'an p -adikalq san, bunda a, #0, 0 < a; <10, j=1,2,....
Demek biz to'mendegi ge 1ye bolamiz:
a; +2a,a, 11+ (a] +2a,a,) 11 +...=5+0-11+0-11"+... (2.1.5)
Birinshi ga'demde aé =5(modl11) ten'lemesin sheshemiz, a,<{l,2,...10}. Bul

salistintw a, =4 ha'm a, =7 sheshimlerine iye boladi.
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a) Biz da’'slep a, =4 dep alamiz. Onda (2.1.5) to ' mendegi ko riniske 1ye

boladu:
16 +8a,-11+(a} +8a,) 11 +...=5+0-11+0-11° +... (2.1.5"
Bunnan 8a, +1=0(mod11) salistinwin payda etip ha'm om1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...10}. Bul salistinw a, =4 sheshimge iye boladi. Bul sheshimdi
(2.1.5") ten'ligine qoyip a, ni tabamiz, yag ny 8a, +5=0(mod17) salistirtwin
sheshemiz, bunda a, € {0,1,2,...10} . Sheshimi a, =9 boladi. Demek
J5=4+41149 11 +...

jayilmag a iye bolamiz.

Endi x> =5++/5 ten’ligin to ' mendegishe jazamiz:

X =545=54+444- 114911 +.. =9+4-1149-11% +...

Bul ten'leme (5 +\/§) =0 jup. Bul bolsa teorema 1.2.2 nin" birinshi sha'rtin
ganaatlandiradi. Endi teorema 1.2.2 nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz. Bul ushin 9
saninin’  kvadrat qaldiq boliwmn tekseremiz, yagniy x;=9(modll)

salistirtwinin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in tekseremiz. Bul

salistitw x, =3 ha'm x, =8 sheshimlerine 1ye boladi. Demek +/5+ J5 el 1
ekenligi kelip shig adi.

b) Endi biz a, =7 bolg an jag dayd: qaraymiz. Onda (2.1.5) to'mendegi
ko riniske iye boladi:

49 +14aq, - 11+ (af +14a,) 117 +..=5+0-11+0-11* +...  (2.1.5")
Bunnan 3q, +4=0(mod11) salistirtwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...10}. Bul salistinw a, =6 sheshimge iye boladi. Bul sheshimdi
(2.1.5") ten'ligine qoylp a, ni tabamiz, yagniy 14a,+14=0(modll)
salistinwin sheshemiz, bunda a, €{0,1,2,...10}. Sheshimi a,=10 boladi.
Demek
J5=7+6-11+10-11 +..

jayllmag’a iye bolamiz.
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Endi x*=5++/5 ten'ligin to ' mendegishe jazamiz:
=545 =5+746-11+10- 1P +... = 12+6-11+10-11> +
Bul ten'leme (5 +\/§) =0 jup. Bul bolsa teorema 1.2.2 nin" birinshi sha'rtin
ganaatlandiradi. Endi teorema 1.2.2 nin" ekinshi sha'rtin tekseremiz. Bul ushin
13 samnin’ kvadrat qaldiq boliwin tekseremiz, yag'niy x, =1(modll)
salistirtwinin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in tekseremiz. Bul

salistinw x, =1 ha'm x, =10 sheshimlerine 1ye boladi. Demek

5+ J5 el ,; ekenligi kelip shig adu.

Teorema da’lillendi.

§3.2. X’ =a ha'm x’ + ax =b Ko'rinisindegi

p -adikalq ten'lemeler

Bul paragrafda da'slep x’=a ko'rinisindegi p -adikaliq ten'lemelrdi
u’'yrenemiz.

acZ sam1 p moduli boyimsha kublig qaldig delinedi, eger
x’ =a(mod p) ten'leme x eZ sheshimge iye bolsa; keri jag'dayda a sam1 p

moduli boyinsha kubliq galdiq emes delinedi.

Lemma 2.2.1. To ‘mendegi ten lik orinl:

© 3
(S0 = £l Mmool
i=0

8

k=1
bunda xo # 0,0 <x; <p-1,7=0,1, 2, ..., Ny = 0 ham Ngxo, x1,..., Xj—1)
ko ‘pag zalisi xy, x,,..., X, sanlariman g a 'rezli.

Da'lillew. Lemmadag’1 ten'liktin" shep bo'legi to ' mendegige ten':

0 3 0
(inpij _Z Z xll ) ’3 k'
i=0

k=0 j+iy+i3=k
0<iy i, l3<k
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Meyli 7, + i, + i3= k bolsin. Eger indekslerdin’ biri ushin i= & bolsa, onda
qalg anlar1 nolge ten’, yagniy tek xp" n1 0’z ishine aliwshi ag'zalari:
Xoxoxp", xoxp xo, X" x0x0,
bunnan 3x;x,p" kelip shig'adi. Al qalg'an jag'daylarda xo, x;, ..., x;; lerden
g'a'rezli bolg’an N, san1 payda boladi.
Lemma da’lillendi.
Ni(xo, X1,..., Xi.1) an’latpast x, x1,..., X;.; lerden g'a'rezli bolg anliqtan oni
to'mendegi ko riniste jaziwg ada boladi:
Na(xo, x1) = 3 x,%7,
Ni(x0, X1, X51) =Pkk_l (05 X1yes Xg2) T 6 X0 X1 X5 1, &> 3,
bunda P (xo, x1,..., X;2) an'latpast xo, X1,..., x;_» lerge baylamsli.
To 'mendegi teorema p -adikaliq sanlar maydani [ & da u’shinshi da'rejeli

ten'lemelerdi sheshiw kriteriyasin beredi.
Meyli p — fiksirlengen a'piway1 san, p#2 ha'm a — nol bolmag'an p-
adikaliq san bolsin ha'm
a=p"(ay+ap+ap+..),0<a<p-1,a#0,7=0,1,2,...
—onin’ kanonikaliq jayilmas1 bolsin.
Teorema 2.2.1.

X=a (2.2.1)
ten’lemesi xe [J  sheshimge iye boliwi ushin to'mendegi sha'rtlerdin’ orinlaniw
za'ru'rli ha'm jetkilikli:

1) y(a) — sanm 3 ke eseli,
2) ay — san1 p moduli boymsha kubliq qaldiq, eger p# 3 bolsa; p= 3 te
(ag,a;) = (1, 0) yamasa (2, 2).
Da'lillew. Za ru rliligi. Eger (2.2.1) ten'leme
x=p" (o + xp+...), 0 <x<p—1,x%0#0,/=0,1,2,...
sheshimge 1iye bolsa, onda Lemmi 2.2.1 boyinsha ten'leme to 'mendegi
ko riniske iye:

3 3
p Ye) (xo+x1p+...) =pY(a) (aptaip+...),
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3N (a2 k
P (Xo + Z(3x0xk + Nk(xmxla---axk—l))p j ="V (ap+ a\p+...), (2.2.2)

k=1

bunnan y(a) = 3y(x) ekenligi kelip shig'adi, yag'miy y(a) san1 3 ke eseli,
a=x, (mod p) salistirrw1 [ , da sheshimge iye eger p # 3 bolsa, yag'niy ag —
san1 p moduli boyinsha kubliq qaldiq.

p=3 te to'mendegige iye bolamiz

337 (x)+ xgx 3%+ (% + X0 xtt P’ (x0, x1)) - 3+
—kZ:(xgxk_1 + P (X Xy X,y )+ 2X,,X, )3k) =37 (Z ak3kj. (2.2.3)

k=4 k=0

(2.2.3) ten'likten x;=ay (mod 3) ha'm x.=a, + a, - 3 (mod 3°) iye
bolamiz. Birinshi salistirtwdan x, = a( kelip shig'adi. Eger xo= 1 bolsa, onda a;=

0 boladi, al eger xo= 2 bolsa, onda a,= 2 boladi.
Jetkilikligi. Meyli p-adikaliq a san1 teoremanin’ 1) ha'm 2) sha'rtlerin

ganaatlandirsin. (2.2.1) ten'lemenin® x sheshimin du’zemiz. y(x)=§y(a) dep

alamiz.
Meyli p#£3 bolsin. (2.2.2) den x, san1 to'mendegi sha'rtti qanaatlandiriwi
kelip shig'adi

x, = ay (modp), 1 <xo<p— 1.
Bizde a, san1 p # 3 moduli boyinsha kubliq qaldiq bolg anligtan x, san1 ha’'mme
waqit tabiladi. M (xy) arqali to'mendegi ten'likti qanaatlandiriwshi sandi
belgileymiz
Xo=ao+ M(xo) * p.
(2.2.2) ten’likten birden-bir x, sheshimge iye bolatug'in
3 xox1 +N1(xo) + My(x0) =a; (modp),

salistirtwina iye bolamiz, bunda (3x;, p) = 1.

M, (xo, x1) arqal1 to'mendegi ten'likti qanaatlandiriwshi sandi1 belgileymiz

3 xéxl + Ni(xo) = a1 — Mi(xo) +Ms(xo, X1) = p.
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Bul protsessti dawam ettirip, (2.2.2) ten'likten
3 X2 X4 FNWUX0, X1se ey Xi— 1) + Mi(X05. .., X4 1) =a; (mod p), k>2,
salistiriwia iye bolamiz, bul salistimw (3x;, p) = 1 sha'rti boymnsha x;
sheshimine iye. Bunda M;(xo,xy,....x, 1), (k>3) san1 to'mendegi qatnastan
rekurrent tu'rde anigqlanadi
32X 1 TN 1(X0y X1yevvy Xp_2) =
=ay_1— My _1(x0,X1, ..., Xp_2) TMi(x0, X1, .., Xp1)  p, k=3,
To'mendegi ten'likler shinjin x tin® (2.2.1) ten'lemenin’ sheshimi

ekenligin ko rsetedi

Xo + Z(3x§xk + Nk(xo,xl,...,xk_l))pk =

k=1

=ag+ Mi(xo) p + (a1 — Mi(xp) + Mar(xp, x1) - p) " p +

+kz2:(ak =M (Xg, Xy X))+ M (X0, XX, ) - p) PF = a0 + ;akpk .
p = 3 bolg'an jag'daydi qaraymiz. Onda (2.2.3) ten to mendegige iye
bolamiz
ap=x;(mod 3) ha'm a,+ a, - 3 =x; (mod 3°).
(ag, a1) = (1, 0) yamasa (2, 2) bolg anligtan berilgen salistiritwdan x, bir
ma’nisli aniqlanadi, xo= ay. Meyli M,(x,) — san1
xg =ay+a,; 3+M;(xy) 32
bolatug'in san bolsin.
Bul protsessti dawam ettirip (2.2.3) ten'likten
x;x,+ Mi(x) =a; (mod 3)
to'mendegi salistiriwina iye bolamiz,
xox, + B (x,,%,) + Xx7 + My(x, X1) =az (mod 3),
XoX,_ + P (g, X, X, )+ 22X, X%, +

+ Mk, l(xO, X1y .,Xk,z) Eak(mod 3), k>4.
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(xg, 3) = 1 bolsa, onda x; sheshimi bar boladi. Bunda M;(x,, xi,..., xi.1),
(k> 2) san1
x§x1= a, — My(xo) + My(xo, x1) - 3,
)cg)c2 + Pf (xy,x,) + )co)cl2 = a3 — My(xy, x1) + My(xo, X1, X2) - 3,
Xox,_ + P (g, X,y X)) + 22X X,X,_, =

= @i~ Mi1(X0, X15. ., Xi—2) + Mi(xo, X150, X5 1) = 3, k>4

gatnaslarinan rekurrent tu'rde aniglanadi.

Bunnan to'mendegige iye bolamiz

2 3
Xo+ xgx1 37+ (x0 X2+ X0 Xt P (x0, 1)) - 37+

2 k-1 k
nLZ:(xoxk_1 + B (X, X X, ) F2X0X,X, )3 =
k=4

=ag+ay - 3+ M(xo) - 3%+ (ay— My(xo) + My(xo, x1) - 3) - 32+

0

k S k
+E (ak—Mk(xo,xl,...,xk_l)+3Mk+1(x0,xl,...,xk))-3 =a,+ E a3 .
k=3 k=1

Solay etip, x san1 (2.2.1) ten'lemenin” sheshimi eken.

Teorema da’lillendi.
Eskertiw 2.2.1. Teorema 2.2.1 din" 2) sha'rti p = 2 de barlig waqitta

ormnlanadi. Bunnan (2.2.1) ten'leme [l , de qa'legen ael], sheshimge iye
boliw1 ushin y(a) 3 ke eseli boliw1 kerek.

Meyli p-adikaliq n birligi hesh qanday p-adikaliq sannin™ kub1 bolmasin.

Teorema 2.2.1 den to"mendegi saldarlar kelip shig adi.

Saldar 2.2.1. Meylip #3 ha'm k €lJ . p = 3k + 2 de barliq sanlar bazi-bir
p-adikaliq sannin® kubi1 boladi. p =3k + 1 da @, € {n, p, np, N> N’ p, p°s P N
p*} (1 <i < 8) sanlar1 hesh ganday p-adikaliq sannin’ kub1 bolmaydi. Qa'legen p-
adikaliq x sam p = 3k + 1 de 9 tu'rdin" birewine keltiriwge boladi: x = ¢y, gde
@=1,yell ,0<i<8.
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Saldar 2.2.2. p = 3 te ;e {3, 4, 5,9, 12, 15, 36, 45} (1 << 8) sanlari
hesh ganday 3-adikaliq sannin® kubi bolmaydi. Qa'legen 3-adikaliq sandi 9
tu'rdin" birewine keltiriwge boladi: x =@y’ , gde ¢p=1, y;€(] ;, 0<< 8.

Endi koeffitsientleri [J , dan bolg'an x> + ax= b ten'lemenin’ Z; da

sheshiw kriteriyasin qaraymiz.
To mendegi ten'lik orinli:
0 o0 0 k
(Zaip’j[ijp’J=Z(Zx a,_ gj . (2.2.4)
i=0 j=0 k=0 \_s=0
Endi kubliq ten'lemeni izzertleymiz.

Kubliq ten'lemenin’

Y +py gyt =0
uliwma ko'rinisinde y = x — g orim almastirtwin islesek ol to'mendegi
ko'riniske keledi
x+ ax = b. (2.2.5)

Sonligtan biz keyinshelik [ | da (2.2.5) ten’lemeni qaraymiz, bunda x =
Xo+x1p+..,a=p"(ap+ap+..),b=p""(bo+bip+..), x, a5 bje {0, 1,...,
p— 1},)(?(), ag, bg# 0 (/'=O, 1, )

a, b ha'm x lardin® kanonikaliq ko rinisin (2.2.5) ten'lemege alip barip

goyip to 'mendegige i1ye bolamiz

0 3 0
(Zxkka +py(a)£zakp \J(Zxkp j y(b)zbkp
k=0 k=0

(2.2.4) gatnasin (2.2.5) ten'likke qollansaq to'mendegi ko'riniske iye
bolamiz:

c k
xg +Z(3x§xk + Nk(xo,xl,...,xk_l))p +

k=1

0 k ©
+py(a) (aoxo + 2( Xy ?j j = py(b) (bo + Zbkpk]- (2.2.6)
s=0

k=1 k=1
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Biz (2.2.5) ten'lemenin’ da'slep p=3 bolg'an jag'day ushin qaraymiz,
yag ' niy 3-adikaliq sanlar maydaninda u yrenemiz.
Sonliqtan a, b, xell ,, ha'm ja'nede (2.2.5) ten'lemenin’ sheshimin p -

adikaliq birlikler ko'pliginde izlew menen sheklenemiz yag ' niy y(x) = 0.

J< k da to’'mendegishe bolsin

. . 6 My omy M
B! =P/ (xg5-sX; ) = Z Xo XX (2.2.7)

my!m\..m_!

my , My ,...,M;_y: R £ |

J

J-l J-l
Zmi:3, Zimi:k
i=0 i=1

p =3 te (2.2.6) to'mendegi ko riniste boladi:

x; + Z(3x§xk +Nk(x0,x1,...,xk_1))3k +

[
+37 [aoxo + i(ixsak_s)3kj =3® (bo + ib,ﬁkj. (2.2.8)
k=1 \s=0 k=1
(2.2.7) de y(a) ha'm y(b) sanlar1 qatnasip olar ushin mu'mkin bolg an
barliq jag daylardi qaraymiz, yag niy:
1) y(a) =0ha'my(b) <0;2)y(a) >0 ha'm y(b) > 0; 3) y(a) > 0 ha'm
v(b) <0;
4) y(a) <0 ha'm y(b) = 0; 5) y(a) <0 ha’'m y(b) > 0; 6) y(a) = y(b) = 0;
7)y(a) =0 ha'm y(b) > 0; 8) y(a) <0 ha'm y(b) <0; 9) y(a) > 0 ha'm
1(b) = 0.
To'mendegi tastiyiglawda da'slepki bes jag'dayda (2.2.5) ten'leme
sheshimge 1ye bolmaydi.
Tastiyiqlaw 2.2.1. Eger (2.2.8) ten'lemede to'mendegi sha'rtlerdin’ biri
orinlansa:
1) y(a)=0 ha'm vy(b) <0;
2)¥(a)>0 ha'm (b) > 0;
3)v(a)>0 ha'm y(b) <0;
4)y(a) <0 ha'm y(b) =0;
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5) v(a) <0 ha'm vy(b) >0,
onda (2.2.5) ten'leme Z, da sheshimge iye emes.

Teorema 2.2.2. Eger y(a) = y(b) = 0 bolsa, onda (2.2.5) ten'leme x< Z,

sheshimge iye boladi sonda ha 'm tek sonda g ana, egerde:
ap=1.

Endi y(a) = 0, y(b) > 0 bolg'an jag'daydi qaraymiz ha'm (2.2.5)
ten'lemeni sheshiw kriteriyasinin® za'ru'rlilik ha'm jeterlilik sha'rtlerin alamiz.

Teorema 2.2.3. Meyli y(a) = 0 ha'm y(b) = m > 0 bolsin. (2.2.5) ten'leme
xe Z, sheshimge iye boladi sonda ha'm tek sonda g'ana egerde ao = 2 bolsa.

To'mendegi teorema (2.2.8) ten'lemenin y(a¢) < 0 ham y(b) < 0
bolg andag’1 sheshimin tabiwdin® za'ru'rlilik ha'm jeterlilik sha'rtlerin beredi.

Teorema 2.2.4. Meyli y(a) < 0 ha'm y(b) < 0 bolsin. (2.2.5) ten'leme
xe Z, sheshimge iye boladi1 sonda ha'm tek sonda g ana egerde

v(a) =y(b) = — m< 0(m> 0)

bolsa.

v(a) ha'm y(b) lardin® mu 'mkin bolg an barliq jag'daylarimin’ ishinde tek
v(a) > 0 ha'm y(b) = 0 jag'daylarn galdi. y(a) = 1 bolg'an jag'dayda (2.2.5) tin’
sheshimin tabiwda aniq emeslik payda bolg anlig'1 ushin oni1 eki jag'daylarg'a
bo'lemiz: y(a)> 1 ha'm y(a) = 1.

Teorema 2.2.5. Meyli y(a)> 1 ha'm y(b) = 0 bolsin. (2.2.5) ten'leme
xe Z, sheshimge iye boladi sonda ha'm tek sonda g'ana egerde

(bo, by) = (1, 0) yamasa (2, 2)

bolsa.

Endi (2.2.8) ten'likti y(@) = 1 ha'm y(b) = 0 bolg'an jag dayda garaymiz,

onda to'mendegige iye bolamiz:

xg + i(3x§xk + Nk(xo,xl,...,xk_l))3k + 3[610)(?0 + i(zk:xsak_sjy‘} -
k=1 =1 \_s=0
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— 3 2 k
=X, +a,x, -3+Z:(x0xk_1 +Nk(x0,x1,...,xk_1))3 +
k=2

+Z(xk_la0 + X, .t xa,_ )3 = by + Zbk3k. (2.2.9)
k=2 k=1

v(a) = 1 ha'm y(b) = 0 bolg'an jag'dayda (2.2.5) ten'lemeni sheshiw
kriteriyas1 ha'zirshe tabilg'ani joq, biraq ten'lemenin’ sheshimin tabiw
algoritmin keltiremiz.

To 'mendegi belgilewlerdi kiritemiz: k> 1,s>1,i>j—1 de

A k
Ao = Xg + ay, Ak: :l;_l +a;+ Rk, bunda Rk=ijxk_j )
=0

N, g
j-1 . Jj-1 . .
=3s5s—1 -, =3s 1,
3 , J =381, 3 J
N. . !
N’ = ;‘1 +xz,j=3s, S, = 13_1 +xz,j=3s,
3 3
Niy=xi, Pli—x,
—3, .:3S+1, ) .:3S+1.
3 ) 3

Teorema 2.2.6. Meyli y(a) = 1, y(b) = 0 bolsmn ha'm xe Z, elementi

Ap=x,+ ay = 0 (mod 3) bolsin. Onda x (2.2.5) ten'lemenin’ sheshimi boladi

sonda ha'm tek sonda g'ana egerde to ' mendegi salistirtwlar orili bolsa:
x,=by (mod 3),

apxo+ Mi(xo) =b; (mod 3),

k-1
(x5 +a0) X1t Ny (X, X,0) F D@, X, + Mi(Xo,... X4 2) =by (mod 3), k > 2,

s=1
bunda M;(x,,...,x; ») rekurrent tu'rde to'mendegi qatnaslar menen aniglanadi
xy = bo + 3-M(x),
aopXo + M](X()) = b1 + 3'M2(X()),

k-1
(xg + ao) X1 T N];(x()a'-'axk_z) + Zasxk—l—s T

s=1

+ Mi(xo,. ... Xi—2) =bp+ My (Xo,..., X 1) = 3, k=22,
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Teorem 2.2.6 dan eger 4o = x, + ap= 0 (mod 3) bolsa, onda to'mendegi
salistinwlar ha'm sa'ykes ten'liklerge iye bolamiz:
(2.2.9): a)x;=b, (mod 3), bunnan x, = by + M(xo) - 3 kelip shig ads;
b) xoay+ M(xy) =b, (mod 3), bunnan
Xoao+ My (xo) = by + M,(x¢) - 3 kelip shig’adi;
Ss) Xoa; + My(xy) =b, (mod 3), bunnan

Xoai + My(xo) = by + M3(x¢) - 3 kelip shig’adi;

d) %xl +xya,t xoart+ xoxl2 + xf +M;(x¢) =b; (mod 3), bunnan

%xl +xa,t xpa, + xoxf + xf + M3(x0) = b + My(x0, x1) * 3

kelip shig adi.
4 =

! —? + a; + 2xyx, bolsa, onda d) salistirtwdi

(41— Xox1)x1 + Xoar+ x; + Ms(xo) = b3 (mod 3)
ko riniste jaziw mu mkin ha'm sa'ykes to'mendegige iye bolamiz
(A1—x0x1) X1+ x0a + xf + M5(x0) = b3 + My(xo, x1) - 3.

To 'mendegi lemma orinli.

Lemma 2.2.2. Meyli y(a) = 1, y(b) = 0 bolsin ha’'m bazi-bir fikserlenegen
kushm A4;_=0 (mod 3), 1 <j <k, A;#0 (mod 3) orml. Eger (2.2.5) ten'lemenin’
sheshimi x bolsa, onda to'mendegi salistirtwlar sistemasi orinli

(2.2.11):  x;=b, (mod 3),

AoXo T M](X()) Ebo (mod 3),

/! ,
D oxa,, S +Moxo, x1,....%; 1) =by; (mod 3),

s=0
Jj—1 _
(A x0x) X; + Y x,ay,  +S8] .+ M1 (Xo,....x;1) =by; 41 (mod 3);
s=0

k+i—1
i
A + Z Xopiiss +S2]:_1+,' TMojr1+(X05 - - . Xiri-1) =Dok +14; (mod 3), (2.2.12)

s=0
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bunda 1 <j <k, i>1 ha'm sa'ykes salistirtwlarg'a iye bolamiz
3+ Mi(xo0) = x, — bo,
3 - Ms(xo) = aoxo + My(xo) — by,

j-1
. — J
3 Myii(Xo,. . X1) = ) X,y +S] + Mayxo,..., x;1) — by,

s=0
Jj-1
. — J
3+ Mojio(xo,. . . X;) (A~ X0 X)) X; +zxsazj_s 85 0T Maji(xo,. ., Xj1) = Doy,
s=0
k+i—1
_ k+i
3 Mojiori (Xos- o, Xpri) = Aikprs + z Xelopios TS T Mage14i(X0, -« oy Xpti1) —
s=0

bajr1+i-
To'mendegi teorema lemma 2.2.2 orinli bolg'anda ten'lemenin’

sheshimin tabiw algoritmin beredi.

Teorema 2.2.7. Meyli y(a) = 1, y(b) = 0 ha’'m xe€ Z, bazi-bir fiksirlengen
k (k= 1) ushin 4 _ ;=0 (mod 3), 1 <j <k, 4y£0 (mod 3) bolsin. Onda (2.2.5)
ten'lemenin’ sheshimi x boliw1 ushin (2.2.12) salistinnwlar sistemasi sheshimge
iye boliw1 za'ru'rli ha'm jetkilikli.

To mendegi teorema y(a) = 1, y(b) = 0 jag'daydi juwmaqlaydi.

Teorema 2.2.8. Meyli y(a) = 1, y(b) = 0 ha'm xe Z; elementi barliq ke Z
ushin 4;,= 0 (mod 3) bolsin. Onda x elementi (2.2.5) tin" sheshimi bolip tabilad1

sonda ha'm tek sonda g'ana egerde to ' mendegi salistirtwlar sistemasi sheshimge

iye bolsa:
x,=by (mod 3),
apxo+ Mi(xo) =by (mod 3),
j-l _
D oxa,, S+ My(xo, x1,...% 1) =by; (mod 3), (2.2.13)
s=0

J-l ,
(AJ_ X0 x]) xj +zxsa2j—s + SJ
s=0

3 it Moy (xo, X1, ... X 1) =Dy (mod 3),

bunda j>1ha'm

3'M1(X()) = Xg — bo,
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3-My(xo) =apxo +M,(xo) — by,

j-1
. = E J
3 M2j+1(x0,. . xj—l) = xsa2j_l_s +S2j + sz(X(),. . xj—l) - sz,
s=0

J-1 _
3 'M2j+2(x0,- ‘o xj) :(Aj_ X0 Xj) Xj +Zx5a2j_s +Szjj+1 +M2j+1(xo,- ey Xj— 1) — b2j+1-
s=0

Endi biz (2.2.5) ten'lemeni [J A maydanda p > 3 bolg’an jag dayd
qaraymiz. Bul jerde de koeffitsientleri [I & maydannan bolg’an kubliq
ten'lemenin’ Z; da sheshimin qaraymiz.

p =3 bolg'an jag'dayg'a uqgsas 1) y(a) = 0 ha'm y(b) <0; 2) y(a) > 0 ha'm
v(b) > 0; 3) y(a) > 0 ha'm y(b) < 0; 4) y(a) <0 ha'm y(b) = 0; 5) y(a) <0 ha'm
v(b)>0 sha’rtlerde (2.2.5) ten'leme Z; da sheshimge 1ye emes.

Keyingi teoremada kubliq ten'lemenin® y(a) > 0, y(b) = 0 bolg'an
jag'daydag'1 sheshiw kriteriyasi keltirilgen.

Teorema 2.2.9. Meyli y(a) > 0, y(b) = 0 bolsin. (2.2.5) tenleme xe Z;
sheshimge iye boladi sonda ha'm tek sonda g'ana egerde b, sani p moduli
boyinsha kubliq galdiq bolsa.

v(a) <0 ha'm y(b) <0 jag dayin qaraymiz.

Teorema 2.2.10. Meyli y(a) < 0 ha'm y(b) < 0 bolsin. Onda (2.2.5)
tenleme xe Z; sheshimge iye boladi sonda ha'm tek sonda g ana egerde

Y@ =Y(b) == m <0 (m>0)
bolsa.

Endi eki jag'day qaldi: 1) y(a) = y(b) = 0; 2) y(a) = 0 ha'm y(b) > 0. p=3
bolg'an jagdaydag'ig’a ugsas bul sha'rtlerde (2.2.5) ten'lemeni sheshiw

kriteriyasi ha'zirshe tabilmag an, biraq ten'lemenin” sheshimin tabiw algoritmin

keltiriw mu mkin.
v(a) = y(b) = 0 jag'dayin qaraymiz, yag'niy a, be Z; , onda (2.2.6) ten'lik

to'mendegi ko riniske iye:

41



c k
xg +Z(3x§xk + Nk(xo,xl,...,xk_l))p +

k=1
0 k ©
Ta,x, + Z(szak—s)pk =b, + Zbkpk'
k=1 \_s=0 k=1
Belgilewler kiritemiz:

A0=3x§ + ay,

k
PRSI gdeR=> " x x,_ k> 1.
p

=0
To'mendegi teoremada y(a) = y(b) = 0 bolg'an jag'dayda ten'lemenin’
sheshimin tabiw algoritmi keltirilgen.

Teorema 2.2.11. Meyli y(a) = y(b) = 0 bolsin ha'm xe Z*p elementi A,=

3x. + ap = 0 (mod p) bolsin. Onda x element (2.2.5) ten'lemenin’ sheshimi
boladi sonda ha'm tek sonda g'ana egerde to ' mendegi salistirtwlar orinla bolsa:

x, + apxe=by (mod p),

k—1
(3 X§+ Cl()) X +Nk(X(),. . .,Xk,l) + szak_s +Mk(X(),. ces Xj 1) Ebk (modp), k> 1,
s=0

bunda M;(xo,..., x;_1) izbe-1z to ' mendegi qatnaslardan aniglanadi

Xy T agxo=bo+ M(xo) * p,
, k-1
(3x5+ ao) xi N((xo, X1, 1) T D X, +
s=0

+ Mi(xo,.... x5 1) =bp + M1 (x0,..., X1) - p, k> 1.
To mendegi lemma orinl.
Lemma 2.2.3. Meyli y(a) = y(b) = 0 bolsin ha'm x elementi bazi-bir k
ushin 4; _ =0 (mod p), 1 <j <k, 4,0 (mod p) bolsim. Eger x elementi (2.2.5)
ten'lemenin’ sheshimi bolsa, onda salistiriwlar sistemasi orinli:

x; + agx=by (modp),

J-! ,
sza2j—l—s + PZJj_l (xoaxla"'7xj_1)+ Mijl(x()a X1y - .,Xj,l) Eijf 1 (mOd p)7
s=0
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= ,
(A~ 3x0x)) x; +sza2j_s + P;j (xo,xl,...,xj_l) + M>(xo,...,x;1) =by; (mod p),
5s=0

k+i—-1
k+i —
A+ Y X,y + B (0 X5 X 1) FMogsi(Xoy- X 1) =bogss (mod p),
s=0

bundal <j<k,i>1ha'm

P Mi(xo) = x; + apxo — by,

J-1 ,
p'MZj(xOr D) xj*l) = sza2j—l—s +P21j—1 (x07---9xj_1) + Mij 1(X0,. D) xj*l) - ijfla
s=0

Jj-1
P - Myji(xo, x1,..., X)) =(4;— 3 x0X)) X; +Z’xsa2j—s T
s=0

+P2];.(x0,xl,...,xj_l) + Moy(xo, X1,....X-1) — b,

k+i—-1
2 M2k+1+i(x09 Xlsees kaFl') = Akxk+i + Z X opyiog +
s=0
+ le;:, (X5 Xy 5eees Xp ) T Mopsi(X0, X150 Xierict) — Dog+ 4.
Teorema 2.2.12. Meyli y(a) = y(b) = 0 bolsin ha'm x elementi bazi-bir k
(k =2 1) ushin 4; _ ; =0 (mod p), 1 < j < k, Ay0 (mod p) bolsin. Onda
Xe Z; elementi (2.2.5) ten'lemenin’ sheshimi boladi sonda ha'm tek sonda g'ana

egerde to'mendegi salistiriwlar sistemasi orinli bolsa:

x; + apxe=by (mod p),

J

= ,
szazj_l_s +P/ (xo,...,xj_l) + Myi_i(xo,....x11) =by; (mod p), (2.2.14)
s=0

/- _
(A 3x0x) X+ x,ay, + Pl (X, X, ) FMo(Xo,... ;1) =by; (mod p),
5=0

bundal <j<kha'm

pMi(xo) = x; + apxo — by,

J-l ,
p'sz(X(),. . xj—l) = szazj_l_s +})21j—1 (xO""’xj—l) + sz_l(X(),. . xj—l) — b2j—19
s=0

J-L |
p-Moji(Xo,. .., X)) =(A-3x0x;) X; +sza2j_s TP (X500 X)) TMyj(x0, ., Xj1) — Dy

J
s=0
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To 'mendegi teorema y(a) = y(b) = 0 jag dayd1 juwmaqlaydi.
Teorema 2.2.13. Meyli y(a) = y(b) = 0 ha'm xe Z; elementi barliq ke (!
lar ushin 4, = 0 (mod p) bolsin. Onda (2.2.5) ten'lemenin’ sheshimi x boladi

sonda ha'm tek sonda g'ana egerde to'mendegi salistinwlar sistemasi orinl

bolsa:

x, + apxo=by (mod p),

J-1 _
D oxa,, P (XX, )t Myja(xo,...x51) =byy (mod p),  (2.2.15)
5=0

j-1 _
(A~ 3x0x)) x; +sza2j_s +PZ’.(xo,...,xj_l)-l-sz(xo,. ..,X;1) =by; (mod p),

J
s=0
bundaj>1ha'm

P Mi(x) = x; + apxo — by,

J-1 _
p-Myi(x,..., Xj-1) =sza2j_1_s -i-PZ’j_1 (xo,...,xj_l)-l-sz,l(xo,. c X)) = by,
s=0

J-1 ,
D Myii(xo,..., x;) =(A-3x0 X)) xj+2xsa2j_s +szj (xo,...,xj_l)-l-sz(xo,. o Xi1) — by
s=0

v(a) =0 ha'm y(b) > 0 jag daylar1 galdi.
Meyli y(a) = 0 ha'm y(b) = m > 0 bolsin. Onda (2.2.6) ten'likten

to'mendegige iye bolamiz:

© 0 k
3 2 k k
Xo +Z<3xoxk + Nk(xoaxla'--axk—l))p +apx, + Z(Z'xsak—sjp =
i=1

k=1 \ s=0

o k
3 2 k
=X, + a,x, + Z(3xoxk + Nk(xo,xl,...,xk_l)+szak_sjp =

k=1 s=0

0 k—1 0
- xg + ayx, +Z((3x§ +a))x, + N (Xg50e0 %) + szak—sjpk =b,p" +Zbkpm+k-

k=1 s=0 k=1

Teorema 2.2.14. Meyli y(a) = 0, y(b)= m > 0 bolsin ha'm xe Z; elementi

Ap=3x,+ ay £ 0 (mod p) bolsin. Onda x elementi (2.2.5) ten'lemenin’ sheshimi

boladi sonda ha'm tek sonda g'ana egerde salistiriwlar orinli bolsa:
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xg + apxo= 0 (mod p),

k-1
(3 x;+ao) xi +Ni(Xo,. .. X5 1) + szak_s +M(xo,. .., X;_1) =0 (modp), 1 <k <m-1,
s=0
k-1
(3 x; +ag) xi FNi(Xo,. .. X4 1) + szak_s +M (X0, . ., Xi_1) =bi_, (modp), k 2m,
s=0

bunda M;(x,,..., x;_ 1) to'mendegi qatnaslardan rekkurent tu'rde aniglanadi

xy + agxo = M(xo) - p,

k-1
(3 x; +ao)xNi(xo,. . - xk_1)+2xsak_s +Mi(X0,- . ., Xi1)=Mj1(X0,- . ., X)' P,
s=0
1< k<m-1;
5 k-1
(3 xg tao)xx +Ni(Xo,- - > X 1)+ szak_s TMi(Xos- - > Xk 1)=DgtMi1 (Xo,.- - ., Xi) "D,
s=0

k>m.
To 'mendegi lemma orinli.
Lemma 2.2.4. Meyli y(a) = 0, y(b)= m> 0 ha’'m x bazi-bir k£ lar ushin A4;_
=0 (mod p), 1 <j <k, 4,0 (mod p) bolsm. Eger x elementi (2.2.5) tin’
sheshimi bolsa, onda salistirnwlar sistemasi orinl

xg + apxo=co (modp),

! _
Z’xsa2j—1—s + Ijzjj—l (x07x17--'9xj_1)+M2j7 1(x07 XlgeeesXj— 1) =Ci-1 (mOdp)7
s=0

J-1 _
(A~ 3x0x)) x; +sza2j_s +sz, (xo,...,xj_l)-i- M>i(x,....x;_1) =cy; (mod p),
5s=0

k+i—1

k+i —
A + Z Xypiis +sz+,~ (XO,---,Xk+,~_1) T Mopi(X0,- . . Xperio1) =Coxti (Mod p),
5=0

bundal <j<k,i>1ha'm

P Mi(xp) = x; + apxy — Co,

Jj-1
) — J
p-Myi(xo,..., x1) = E Xy TH (xo,xl,...,xj_l)-l- My (x0,. .., Xj-1) — Cojits
s=0
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J! _
p.Mzﬁ'l(xO" R xj) :(AJ_3xO xj) Xj +sza2j—s +1)sz ('xo 9eees xj_1)+M2j(an' KD xj*l) —C2j,
s=0

k+i-1
D Mops14i(Xo,. .y Xpri) = A + Z X yppig T
s=0
k+i
+ 132k+i (x09x1""9xk+i—1) + M2k+,'(X(), X1,.. .,Xk+,;1) — Cftis

bul jerde
Cj::O,ijSm—l,
Cm+i «+ — bi, > 0.

Teorema 2.2.15. Meyli y(a) = 0, y(b)= m > 0 bolsin ha'm xe Z; bazi-bir k

(k= 1) ushin 4, =0 (mod p), 1 <j <k, 4,0 (mod p) bolsim. Onda x elementi
(2.2.5) ten'lemenin’ sheshimi boladi sonda ha'm tek sonda g'ana egerde
to'mendegi salistirtwlar sistemasi orinli bolsa:

x, + agre=co (mod p),

J-1 ,
szazj-H +P21j—1 (xo,xp---,xj_l)"‘szf 1(X0,+ . Xj-1) =Cj (mod p),
s=0

J-1 _
(A~ 3x0x)) x; +sza2j_s +sz, (xo,xl,...,xj_l) + M>(x,....xj1) =cy; (mod p),
s=0

bul jerde 1 <j<kha'm

P Mi(xp) = x; + apxy — Co,

J-1 ,
p'MZj(xO7 cees xj*l) = sza2j—l—s +P21j—1 (xo 7---9xj_1) + MZj*l(xOr D) xjfl) - Cijla
s=0

Jj-1
p - Myii(xo, x1,..., X)) =(A4;— 3x0 X)) X; +sza2j—s T
s=0

+132jj(x07x19"'7xj_1)+MZj(x07 3 PRRR xj*l) — G

bunda
Cj::O,ijSm—l,
Cm+,'::bi, > 0.

Keyingi teorema aqirg'1 jag'daydi juwmaglaydi.
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Teorema 2.2.16. Meyli y(a) = 0, y(b)= m > 0 bolsin ha'm xe Z; barliq

kell lar ushun 4;=0 (mod p) bolsin. Onda (2.2.5) ten'lemenin’ sheshimi x
boladi sonda ha'm tek sonda g'ana egerde to'mendegi salistirnwlar sistemasi

orinli bolsa:

xé + agxo=co (mod p),

! _
szaZj—l—s + B (Xgs Xpsees X, ) FMoj1(Xo, . Xj-1) =01 (mod p),
s=0

J-1 _
(A~ 3x0x)) x; +sza2j_s B (X500 X;) T Moj(Xo,. .. ,X;1) =Cy; (mod p),
s=0

bunda j>1ha'm

p - Mi(xp) = xS + apxo — Co,

J-1 .
p-Myf(xp,...,x;_1) = sza2j_l_s +szj_1 (xo,...,xj_l)Jr My (x5 .., Xj-1) — Cojts
5=0

j-1
D - Moji(xo, X1, X)) =(A— 3 X0 X)) X; +sza2j_s +
s=0

+szj(x0,xl,...,xj_1)+ Moi(xo, X1,..., Xj_1) — Cj,
bul jerde
¢:=0,057<m-1,cpsi:=b;,i=0.
Biz joqarida koeffitsientleri [ | da bolg'an x’+ax=>b ten'lemeni Z; te

sheshiw kriteriyasin keltirdik. Teoremalardin® da’lillewleri u'lken esaplawlardi

talap etkenligi sebepli keltirmedik.
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IT Bap boyinsha juwmagq
Bul baptin’ birinshi paragrafinda p -adikaliq sanlar maydanindag'1 kvadrat

ten'lemeni sheshiw kriteriyasi1 keltirilgen ha'm qa'legen p -adikaliq sannin’
bazi-bir kvadrat emes san menen kvadrat sannin® ko'beymesi ko'rinisinde
boliw1 ko'rsetilgen. Ekinshi paragrafta x’=a ko'rinisindegi ten'lemeler

u'yrenilegen. Sonin® menen birge x’+ax=b ten'lemesinin’ sheshiw

kriteriyasida garalg an.
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II1 BAP. TO'RTINSHI DA'REJELI p-ADIKALIQ TEN'LEMELER
§3.1. x* =a ko'rinisindegi p-adikaliq ten'lemeler

Bul paragrafda x* = g ko'rinisindegi ten'leme p-adikaliq sanlar

maydaninda u’yrenilgen.

To'mendegi teorema [J = maydaninda to'rtinshi da'rejeli ten'lemenin’

sheshiw kriteriyas1 keltirilgen.
Meyli a — nol bolmag an p-adikaliq san bolsin ha'm
a=p" (ag+ap+ap’+...),a0#0,0< a;<p-1,j=0,1,...
—onin’ kanonikaliq jayilmasi.
Teorema 3.1.2.
x*=aq, (3.1.3)
ten'leme x €l | sheshimge iye boliw1 ushin to'mendegi sha'rtlerdin’ ormlaniwi
za'ryarli ha'm jetkilikli:
1) y(a) — san 4 ke eseli,
2) a, san1 p moduli boyinsha 4 da'rejeli qaldiq boladi, eegr » # 2 bolsa; a,
= a,= a3 = 0 boladi, eger » =2 bolsa.
Da’lillew. Za 'ru 'rligi. Eger (3.1.3) ten'leme
X =p" P xo+ xip+Xp°+ ...), X% 0,0 < x; < p-1,j=0, 1,...,

sheshimge iye bolsa, onda
p "™ (xo+ x1p + x2p> +...)* = p" xg+2(4xgxk + N, (X, Xyseers kal))pk )=
k=1

=p"(ag+ap +ap +...) (3.1.4)
boladi, bunnan y(a) = 4y(x) kelip shig'adi, yag'niy y(a) 4 ke eseli ha'm

ag=x, (mod p) salistirrwi [J , da sheshimge iye eger r # 2 bolsa.

p = 2 de to'mendegige iye bolamiz
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a =201 24%,2° + ) =2 14 Y (270, + N (L, x, ) ) P I
k=1

#0942 ;xl +x)2%+ ) (3.1.5)

ha'm bunnan a; = a, = a3 =0 kelip shig ad.

Jetkilikligi. Meyli p-adikaliq a san1 1) ha'm 2) sha'rtlerdi qanaatlandirsin.

(3.1.3) ten'lemenin’ sheshimi x t1 du’zemiz. y(x) = ly(a) dep alamiz.

Meyli p # 2 bolsin. (3.1.4) ten x, saninin’

x; =ay (mod p), 1 <xo<p-1
sha'rtin qanaatlandiriw1 kelip shig adi.

Bunday x, ler bar boladi, sebebi 1 < ay < p-1 ha'm a; san1 p moduli
boyinsha 4 da’'rejeli qaldiq bolip tabiladi. Solay etip, x;=ag+M;(xo)p bolatug'm
M, (x,) bar boladh.

4x; san1 p g'a bo'linbese, onda to' mendegishe bolatug'n x; bar boladi

Ax)x, + N,(x,) + M,(x,) = a, (mod p), 1 <x; <p-1.
To 'mendegi ten'likti qanaatlandiratug’in M,(xo, x;) bar boladi
Ax)x, + N, (x,) + M,(x,) = a,+ M,(x,,x,)p.

Bul protsessti dawam ettirir to'mendegishe bolatug'in x,, bar boladi

4x:x, + N, (Xgy0r X, )+ M, (Xg,....X, ;) =a_ (mod p), 1 <x,<p-1,
bul jerde M.+ (X, ..., Xy), nel] to'mendegi ten'likti qganaatlandiradi

4xx, + N, (Xgyoes X, )+ M (X000, )=a, + M, (Xp,...x,)p.  (3.1.5)
Lemma 2.2.1 ha'm (3.1.6) ten’likten

0

4
(inpij :xg +Z(4x3xk +Nk(x0,...,xk_1))pk =a,+M, (x,)p+
i=0

k=1

"'Z(ak_Mk(xoa---axk—l)+Mk+1(xoa xk)p _a0+zakp

k=1

kelip shig"adi.
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Bunnan (3.1.3) ten'lemenin’ kanonikaliq ko rinistegi x = in p' sheshimi
i=0

kelip shig"adi.
Meyli p = 2 bolsin. (3.1.5) ten barliq x, ha'm a, parametrler ushin

2
_ X +X1
L=

+ X, (mod 2),

X, sheshimge iye boladh.

2791+ %12+ %.2° + ) = 250+ (x + X2 (0 X)) )2 L=
= 2011+ ( ;xl + %2+, =291 +app +ap +ap +ap’+...)

ten'liginen qalg an x; ler

Xj = ajp + Ni(x,X,,...,x, ) (mod 2),x=0, 1,j=3,4, ..., (3.1.7)
sha'rtin qanaatlandiriwi sha'rt, bul jerde pu'tin N’ sanlart X, xy,..., Xj.; lerge

baylanisli. Sonliqtan x; sanlar1 izbe-iz (birma’nisli) (3.1.7) sha'rtinen aniqlanada.
(3.2.8) salistinw (1, 2)=1 bolg anliqtan sheshimge iye.
Teorema da’lillendi.

Meyli n — p-adikaliq birlik bolip, hesh bir p-adikaliq sannin® kvadrati
bolmasin.

Teorema 3.1.2 den to 'mendegi lemma kelip shig adi.

Lemma 3.1.2. Meyli n — hesh ganday p-adikaliq sannin® kvadrati
bolmag'an p-adikaliq birlik bolsin. Onda p = 4k—1 de {n, n’} sanlar, al
p=4k+1 de {n, n’, n’} sanlar1 hesh qanday p-adikaliq sannin’ to'rtinshi da'rejesi
bolmaydi, kel .

Da'lillew. Meyli n — p-adikaliq birlik ha'm ol hesh qanday p-adikaliq
sannin’ kvadrati bolmasin. n|, = 1 bolsa, onda onin’ kanonikaliq ko'rinisi
to 'mendegishe:

n="o+tmp+np t...,
bunda g #0,0<m; <p-1,@1=0, 1, ...), eger n kvadrat bolmasa, onda

x* #17,(mod p).
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1)  Eger n kvadrat bolmasa, onda ol hesh ganday sannin’ kvadrati
bolmaydi. Haqiyqatinda da, kerisinshe boljayiq, meyli n gandayda bir p-
adikaliq sannin’ to'rtinshi da'rejesi bolsin, onda teorema 3.1.2 boyinsha

y'=no(mod p)
iye bolamiz.

4 p—
Bul 2" ¢ 7 ekenligin an'latadi. Eger x = y* dep alsaq, onda
p

4

Y — 1, — Xz_no Y/
p p

iye bolamiz, al bul tastiyiglawg'a qarama-qarsi. Solay etip, 1 san1 hesh qanday

p-adikaliq sannin’ to’rtinshi da'rejesi bolmaydi.
2)
2_ .2
n'=mny F2nomip *..
sanin qarayiq, bul jerde ny#0,0<n;<p-1,(1=0,1, ...). n|,= 1 bolsa, onda
|1]2|p = lp*Mlp, = 1 boladi, yag 'n1y n° — p-adikaliq birlik.
Egery'= 17; (mod p) bolsa, onda

Y =1y =)+ o,
2 P

2 2
y—%éz bolsa, onda y—+77°eZ boliw1 sha'rt. Bul bolsa (—)

p p
saninin’ kvadrat qaldiq ekenligin an’latadi.

Lejandr simvolinin® ga'siyetleri boyinsha

MRt
p p p

p+l 2

p=4k—1de (—1)7=1 1ye bolamiz, bunnan Y Mo

€ Z kelip shig'adi; p=4k +

p+l 2
1de (<1)2 =1 ham 227 ¢7Z iye bolamiz, bul jerje k € Z. Bul p = 4k—1
p

de 1’ san1 bazi-bir p-adikaliq sannin’ to'rtinshi da'rejesi ekenligin an'latad, al p
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= 4k + 1 de n° san1 bazi-bir p-adikaliq sanmin' to'rtinshi da'rejesi emesligin
an'latadi, bunda ke Z.
3) Endi n’ saninmn’ hesh ganday p-adikaliq sannin' to'rtinshi da'rejesi
bolmaytug'inlig'in ko'rsetemiz. ° tin" ayilmasi to'mendegi ko riniske iye
n’=7n, 37 mp + Gnop? + 3P+
bundan,#0,0<n;<p-1,(1=0,1,...).
In[p=1 bolsa, onda n’ lb=Mlp:Mlp:Mlp=1 boladi, yag n1y n’— p-adikaliq birlik.

4 3
Y "' an'latpanmn’ pu'tin san boliwin yaki bolmaslig'in tekseremiz. y* = x dep
p
y4 _ 773 x2 _ 773
belgileymiz. Onda L = ¢ iye bolamiz. Lejandr simvolmnin'
p p
qa'siyetleri boyinsha
p P/APJ/\P
y' =1y
Bunnan =—— ¢ Z kelip shig"adu.
p

Solay etip, n° hesh qanday p-adikaliq sannm' to'rtinshi da'rejesi
bolmaydi.
Saldar da’lillendi.
Teorema 3.1.2 ha'm Lemma 3.1.2 den to'mendegi saldar kelip shig"adi.
Saldar 3.1.3. Meyli p # 2 bolsm. p = 4k — 1 de ¢;e {n, p, pn, P>, PN, P°»
p'n} (1 <i<7)sanlari, al p=4k + 1 de gie{n, p, pn, n°, n’p, n°, n’p, p°, pn,
S pl, p, pn, pnS, po) (1 <1 < 15) sanlart hesh qanday p-adikaliq
sannin’ to rtinshi da'rejesi bolmaydi, bul jerde ke[l . Qa’legen x san1 p =4k — 1

de segiz tu'rdin" birewine keltiriwge boladi: x = gojyj.‘, bunda @o=1,y;€ll , 0
<j<7,al p=4k+ 1 de onalti tu'rdin’ birewine keltiriwge boladi: x = (pjy;‘, bul

jerde @o=1,y;el) ,05<15,k elJ .
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Da’lillew. Meyli p-adikaliq x san1 to'mendegi kanonikaliq ko riniske iye
bolsin:
x=p™ (Xt xp +xp"+...),
bunda 0 <x;<p-1,x0# 0, =0, 1,.... u = X0+ x;p + x2p2 +... dep belgileymiz.
Lemmu 3.1.2 boyinsha p-adikaliq u birlikti to'mendegishe jaziw mu ' mkin
u="t yamasa u = ntz,
bunda n — hesh ganday p -adikaliq sannin’ kvadrati bolmag'an p-adikaliq birlik,
t —san1 u g'a baylanish bolg an p-adikaliq birlik. Lemma 3.1.2 den
t= y2 yamasat = ny2
iye bolamiz.
Onda x sanin to'mendegi to'rt tu'rdin’ birine keltiriwge bolad1
X = pY(X)y4, X = pY(X)ny4, X = pY(X)T]2Y4, X = pY(x)n3y4-
p = 4k — 1 de lemma 3.1.2 degidey z €[] , bar bolip, ol n° =z ha'm
n’=nz’, kel . Sonligtan p = 4k — 1 (ke[l ) de x sanin to'mendegi eki tu'rdin'

birine keltiriwge bolad1
x = p'®y*, x = p"®ny*,
Meyli p = 4k + 1 (kel] ) bolsm. Onda y(x) = 4n (nell ) de x=g@y; iye
bolamiz, bul jerde ¢;e {1, n, % 1n°}, 0<i<3.y(x) =4n+ 1 (nel ) de yamasa

Sl (-1

71\
x—p(p 4 yj , yamasa X = pn(p 4 yj , yamasa X = pnz[p ‘ }’J , yamasa

r®)-1
x—pn{p ) yj . Bunnan x sanmnin’ to'mendegi to'rt tu'rdin" birine keltiriwge
bolatug'inlig'1 kelip shig'adi: x = @y}, bunda ¢; €{p, pn, pn°, pn°}, (1 <i<4).
Ugsas tu'rde y(x) = 4n + 2 de x sanin x = @y ko riniste jazzw mu mkin,
bul jerde g;e {p°, pm, pM>pN ) (1<i<4),aly(x)=4n+3te x=py, iye

bolamiz, bunda @;e {p’, p’n, pnepn°), 1 <i<4,nell .
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Solay etip, p = 4k + 1 (kell ) jag'dayda x sani onalt1 tu'rdin" birine
keltiriwge boladt: x = (pjy;‘, bul jerde @;e {1, p, pn, o’ P, P PN PN, PO
PP pnL pnY, 0<j<15. Alp =4k — 1 (kel) ) jag'dayda x san1 segiz
tu'rdin’ birine keltiriwge boladi: x = ¢, y}‘ , bunda ¢; €{1, p, n, p7, P, P, P
p’nl, 0<i<7.

Saldar da’lilendi.

Saldar 3.1.4.p=2de ¢;={2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 18,
20, 22, 24, 26, 28, 30, 36, 40, 44, 52, 56, 60, 72, 88, 104, 120} (1 <j <31) hesh
ganday 2-adikaliq sannin® to'rtinshi da'rejesi bolmaydi. Qa'legen 2-adikaliq

sand1 otiz eki tu'rdin’ birine keltiriwge boladi: x =g, y?, bul jerde @y = 1, y;

ell,,0<5<31.

§3.2. Ayirim u shinshi ha’m to rtinshi da’rejeli

ten lemeler

Bul paragrafta bazi-bir u’shinshi ha'm to rtinshi ta'rtipli ten'lemeler
u'yreniledi.

Bul baptin™ tiykarg'1 natiyjeleri to'mendegi teoremalar bolad.

Teorema 3.2.1. 3/2+3/2 an latpasi 11-adikaliq sanlar maydaninda bar
bolad .

Da'lillew. [1,, maydaninda < 2+32 an'latpasinin’  bar boliwi

x*=2+3/2 ten'lemesinin’ sheshiliwinen kelip shig’adi. Da'slep 2 sanin
to'mendegishe kanonikaliq ko riniste jayip alamiz:

2=2+0-11+0-11" +....
Bul jayilmada y(2) =0 sam 3 ke bo'linedi. Bul bolsa teorema 2.2.1 din" birinshi

sha'rtin ganaatlandiradi. Endi teorema 2.2.1 din® ekinshi sha'rtin tekseremiz,

yag'nty x, =2(mod 11) salistiriwinin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki
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joqlig'in tekseremiz. Bul ten'leme x,=7 sheshimge iye. Bunnan Y2 el .
ekenligi kelip shig adi.

Endi [, maydaninda J2 sanmin’ jayilmasinin® da‘slepki u'sh

koeffitsientin tawip alamiz. Bunmn' ushm biz &’ =2 dep alamiz, bunda a

kanonikaliq jayilmasi
a=a,+a, 11+a,-11* +...

bolg an 11-adikaliq san, bunda aq, #0, 0 < a; <10, j=1,2,...
Demek biz to'mendegi ge iye bolamiz:

a, +3aja, - 11+ Bayal +3ala,) 17 +...=2+0-11+0-11° +... (3.2.1)
Birinshi ga'demde @, =2(mod 11) ten'lemesin sheshemiz, a, € {1,2,...,10} . Bul
salistintw a, =7 sheshimge 1ye boladi.

Biz a, =7 dep alamiz. Onda (3.2.1) to'mendegi ko riniske 1ye boladu:

343 +147a,-11+ (21a} +147a,)- 11> +...=2+0-11+0-11* +... (3.2.1"

Bul ten'likti to'mendegishe jaziwg a boladi
2+(9+4a) 11+ (2+13a,+10a] +4a,) 11> +..=2+0-11+0-11° +... (3.2.1")
Bunnan 4q, +9=0(mod 11) salistirwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...,10} . Bul salistinw a, =6 sheshimge 1ye boladi. Bul sheshimdi
(3.2.1") ten'ligine qoylp a, ni tabamiz, yagniy 4a,+10=0(mod]l1l)
salistirtwin sheshemiz, bunda a, € {0,1,2,...,10} . Sheshimi a, =3 boladi. Demek
P2=7+6-11+3-11 +...
jayilmag’a iye bolamiz.
Endi X’ =2+32 ten'ligin to'mendegishe jazamiz:

N =242=24746-1143 112 +.. =9+6-11+3-11° +...

Bul ten'leme y(2+ J2 )=0 san1 3 ke bo'linedi. Bul bolsa teorema 2.2.1 din’

birinshi sha'rtin ganaatlandiradi. Endi teorema 2.2.1 din’ ekinshi sha'rtin

tekseremiz. Bul ushin 9 sanimin® kubliq galdiq boliwin tekseremiz, yag niy

x; =9(mod 11) salistirtwimin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in
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tekseremiz. Bul salistimw x, =4 sheshimge iye boladi. Demek < 2432 el .
ekenligi kelip shig adu.

Teorema da’lillendi.

Teorema 3.2.2. 32 +4/2 an'latpa 7-adikaliq sanlar maydanda bar boladi.

Da’'lillew. [ , maydaninda /2 + 2 an'latpasinin’ bar boliw1 x* =2+ 2

ten'lemesinin’ sheshiliwinen kelip shig'adi. Da'slep 2 sanin to mendegishe

kanonikaliq ko riniste jayip alamiz:

2=2+0-7+0-7"+....
Bul jayilmada »(2) =0 san1 4 ke bo'linedi. Bul bolsa teorema 3.1.2 nin" birinshi
sha'rtin ganaatlandiradi. Endi teorema 3.1.2 nin" ekinshi sha'rtin tekseremiz,
yag'nty x; =2(mod 7) salistiriwinin® x, € {1,2,...,6} da sheshiminin® bar yaki
joqlig'in tekseremiz. Bul ten'leme x,=2 ha'm x,=35 lerde sheshimge iye.

Bunnan 42 e[ , ekenligi kelip shig adu.

Endi [J, maydaninda 42 sanmmin’ jayilmasinin® da’slepki u'sh

koeffitsientin tawip alamiz. Bunmn' ushm biz a* =2 dep alamiz, bunda a

kanonikaliq jayilmasi
a=a,+a-T+a, 7 +..

bolg an 7-adikaliq san, bunda a, #0, 0< a;<6, j=1,2,...
Demek biz to'mendegi ge iye bolamiz:

a; +4aja, -7+ (6aja’ +4aja,) 77 +..=2+0-7+0-7" +... (3.2.2)
Birinshi ga'demde a; =2(mod 7) ten'lemesin sheshemiz, q, €{l,2,...,6}. Bul
salistinw a, =2 ha'm a, =5 sheshimlerine 1ye bolad.

a) Biz a, =2 dep alamiz. Onda (3.2.2) to 'mendegi ko riniske iye boladi:
16+32a,-7+(24a} +32a,)-7* +..=2+0-7+0-7* +... (3.2.2"

Bul ten'likti to'mendegishe jazamiz:

2+(2+4a)-7+(4a, +3a’ +4a) T +..=2+0-7+0-7" +... (3.2.2")
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Bunnan 4a, +2=0(mod 7) salistiriwin payda etip ha'm om1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...,6}. Bul salistinw g, =3 sheshimge iye boladi. Bul sheshimdi
(3.2.2") ten'ligine qoyip a, ni tabamiz, yag' niy 4a, + 6 =0(mod 7) salistiriwin
sheshemiz, bunda a, € {0,1,2,...,6}. Sheshimi a, =2 boladi. Demek
Y2=2+37+2-7* +...
jayilmag’a iye bolamiz.
Endi x* =2+42 ten'ligin to ' mendegishe jazamiz:
X' =242=24243 742 T 4. = 4437427 +...

Bul ten'leme 7/(2+<‘/§) =0 jup. Bul bolsa teorema 3.1.2 nin" birinshi sha'rtin
ganaatlandiradi. Endi teorema 3.1.2 nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz. Bul ushin 4
saninin’ to'rtinshi da'rejeli qaldiq boliwin tekseremiz, yag'ny x; =4(mod 7)

salistirtwinin® x, € {1,2,...,6} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in tekseremiz. Bul

salistitw x, =3 ha'm x, =4 sheshimlerine iye boladi. Demek +/2 +42 e ;
ekenligi kelip shig adi.

b) Endi biz a, =5 bolg'an jag dayd: qaraymiz. Onda (3.2.2) to mendegi
ko riniske iye boladi:

625+500q, -7+ (150a; +500a,)-7° +...=2+0-7+0-7> +... (3.2.3)

Aqirg’1 ten’likti to'mendegishe jaziwg ada boladt:

3+(5+4a)-7+(5+10a, +3a] +3a,) 7" +..=2+0-7+0-7" +... (3.2.3")
Bunnan 4a, +5=0(mod 7) salistirtwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...,6}. Bul salistinw a, =4 sheshimge iye boladi. Bul sheshimdi
(3.2.3") ten'ligine qoyip a, ni tabamiz, yag'niy 3a, +5=0(mod 7) salistiriwin
sheshemiz, bunda a, € {0,1,2,...,6}. Sheshimi a, =3 bolad1. Demek

Y2=5+4-7+3-7"+...

jayllmag’a iye bolamiz.

Endi x* =2+42 ten'ligin to ' mendegishe jazamiz:
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X=2442=24544743- 77+ = 7(5+3-7+..)
Bul ten'leme ;/(2+3/5):1 tag. Bul bolsa teorema 3.2.1 din" birinshi sha'rtin

ganaatlandirmaydi. Demek bul jag'dayda x* =2+ 42 ten'lemesi sheshimge iye
emes.
Bul eki jag'daydan ko rinip turg’aninday x* =2+ 42 ten'lemesi 42 nin’

jayilmasinda birinshi koeffitsient 2 ge ten" bolg'an jag'dayda sheshimge iye

bolatug’in eken. Bunnan /2 + 42 el , ekenligi kelip shig adu.

Teorema da’lillendi.
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I1I bap boyinsha juwmaq
Bul baptin’ birinshi paragrafinda x*=a ko'rinisindegi p -adikaliq
ten'lemenin’ sheshiw kriteriyas1 keltirilgen. Sonin® menen birge qa'legen p -

adikaliq sannin® to'rtinshi da'reje emes penen to'rtinshi da'rejelerdin’
ko “eymeleri ko'rinisinde an'lattw mu'mkin ekenligide u'yrenilgen. Ekinshi
paragrafta dissertatsiya jumisinin’ tiykarg'1 na'tiyjeleri bolg an ayirim u’shinshi

ha'm to'rtinshi da'rejeli p-adikaliq ten’lemelerdin’ qaysi [l | da sheshimge iye

boliw1 korsetilgen.
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